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Resumo

Esta tese investiga aspectos da renormalizacdo e das teorias conformes, explorando
a estrutura de diferentes modelos em espacgo-tempo curvo. Primeiramente, analisamos a
renormalizac¢do de uma teoria de eletrodinamica escalar com campo vetorial massivo, onde a
massa do campo vetorial acarreta na violacdo da simetria de calibre, desta forma, a simetria
de calibre pode ser restaurada usando o procedimento de Stiickelberg. Argumentos formais
indicam a possivel necessidade de termos nao minimos lineares no tensor de Ricci, mas
mostramos por meio do power counting que tais termos violam o desacoplamento do modo
longitudinal e, portanto, sao proibidos. Utilizando a técnica de heat-kernel, calculamos as
divergéncias em one-loop e demonstramos a renormalizabilidade multiplicativa da teoria sem
termos nao-minimos. A partir da simetria conforme, exploramos a acao efetiva induzida por
anomalia em um modelo com fundo constituido pela métrica e campos escalares. No regime
de baixas energias, a andlise da acao induzida revelou um novo método para a obtencao
do potencial efetivo. Esta técnica foi, entdo, aplicada ao modelo de Nambu-Jona-Lasinio
com torcao, considerando um campo gravitacional externo. Apds a bosoniza¢ao do modelo,
utilizamos a a¢ao induzida por anomalia para determinar o potencial efetivo, o que permitiu
verificar a quebra espontanea de simetria e derivar a equacao de gap. Por fim, investigamos
a construcao de operadores conformes generalizados em d dimensoes do espaco-tempo, a
partir de duas abordagens distintas. A primeira se baseia em transformagoes conformes
infinitesimais, com a introducdo de novos termos por meio de andlise dimensional. A
segunda abordagem utiliza derivadas covariantes conformes de Wiinsch para a construcao

dos operadores.

Palavras-chaves: Renormalizagao, procedimento de Stiickelberg , Simetria conforme, Acao

efetiva induzida por anomalia, Nambu-Jona-Lasinio.



Abstract

This thesis investigates aspects of renormalization and conformal theories, exploring the
structure of different models in curved spacetime. Initially, we analyze the renormalization
of a theory of scalar electrodynamics with a massive vector field, where the mass of the
vector field leads to the violation of gauge symmetry, making the Stiickelberg procedure
necessary. Formal arguments suggest the possible need for non-minimal linear terms in the
Ricci tensor, but we show, through power counting, that such terms violate the decoupling
of the longitudinal mode and, therefore, are forbidden. Using the heat-kernel technique,
we calculate the divergences in one-loop and demonstrate the possibility of renormalizing
the theory. From the conformal symmetry, we explore the effective action induced by
anomaly in a model with a background consisting of the metric and scalar fields. In the
low-energy regime, the analysis of the induced action revealed a new method for obtaining
the effective potential. This technique was then applied to the Nambu-Jona-Lasinio model
with torsion, considering an external gravitational field. After the bosonization of the
model, we use the anomaly-induced action to determine the effective potential, which
allows us to verify spontaneous symmetry breaking and derive the gap equation. Finally,
we investigate the construction of generalized conformal operators in d dimensions of
spacetime, from two distinct approaches. The first is based on infinitesimal conformal trans-
formations, with the introduction of new terms through dimensional analysis. The second

approach uses Wiinsch’s conformal covariant derivatives for the construction of the operators.

Keywords: Renormalization, Stiickelberg procedure, Conformal symmetry, Anomaly-

induced effective action, Nambu-Jona-Lasinio.
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Introducao

“Se a aparéncia e a esséncia das coisas coin-

cidissem, a ciéncia seria desnecessdaria.’.
-Karl Marx.

As simetrias desempenham um papel fundamental na Fisica Teorica, especialmente na
Teoria Quantica de Campos (Quantum Field Theory, QFT). Sabemos que a existéncia de
simetrias estdo sempre associadas grandezas conservadas, o que nada mais é do que uma
consequéncia do Teorema de Noether. De fato, a propria natureza evidencia a importancia
das simetrias, pois, mesmo sem conhecer as solucoes detalhadas das equacoes de movimento,
é possivel extrair informagoes valiosas analisando as invariancias da acao.

Exemplos importantes de simetrias na fisica incluem a simetria de Poincaré, que esta
associada a Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita), e a simetria de calibre, essencial
em teorias que descrevem interagdes fundamentais. Um exemplo notavel é o grupo U(1), que
representa a simetria de calibre da Eletrodindmica Quéntica (Quantum FElectrodynamics,
QED). Da mesma forma, a Cromodindmica Quantica (Quantum Chromodynamics, QCD),
que descreve a interacao forte entre quarks e glions, possui como grupo de simetria de calibre
o grupo SU(3)cor, responsavel pela estrutura da carga de cor.

Embora as simetrias desempenhem um papel fundamental na formulacao das teorias

16



1. Introducdo 17

fisicas, a introdugao de termos massivos pode, em certas situagoes, levar a quebra de simetria
no nivel classico. Um exemplo importante ocorre em teorias com campos vetoriais massi-
vos (modelo do tipo Proca), onde a presenca de um termo de massa pode comprometer a
invariancia de calibre. Outro caso relevante surge em teorias com simetria conforme, onde
a introdugdo de um termo massivo viola a invaridncia sob transformacoes conforme. Vamos
analisar casos e modelos particulares de ambas teorias com simetria de calibre e conforme.
Neste primeiro momento, focaremos na analise de teorias com campos vetoriais massivos,
estabelecendo o problema central do modelo que desejamos investigar e os objetivos que
buscamos alcancar.

A teoria de um campo vetorial massivo (modelo de Proca) descreve uma particula vetorial
massiva de spin-1, no qual a presenca de um termo massivo na Lagrangiana distingue essa
teoria das teorias de calibre, onde os campos vetoriais correspondem a particulas sem massa.
Além de ser um tema bem estabelecido na fisica de particulas e nas formulagoes formais da
QFT, o modelo de Proca tem despertado crescente interesse, especialmente em espaco-tempo
curvo, devido a suas aplicacOes recentes em cosmologia. Para algumas dessas abordagens,
veja, por exemplo, [1-4]. Também se destacam modelos cosmoldgicos baseados em agoes
modificadas ou generalizadas para campos vetoriais massivos, como discutido em [5-7]. Além
disso, aplicagoes anteriores desse modelo na gravitagdo podem ser encontradas em [8-10].

A exploracao de uma teoria no nivel quantico é relevante, ndo apenas por causa das
corregoes quanticas a acao classica. Pelo menos igualmente importante é o fato de que a
consisténcia da teoria quantica de campos permite restringir a forma da acao classica. Nesse
aspecto, o campo vetorial massivo e suas extensoes para o espaco-tempo curvo atrairam
alguma atengdo. Em particular, as publicagoes [11-13] foram dedicadas a formulagdo da
teoria em espaco-tempo curvo e a avaliacao dos efeitos quanticos do vacuo. O problema a ser
resolvido nesses artigos mostrou-se muito dificil, e os calculos correspondentes produziram
resultados conflitantes. A razao foi que, nesses trabalhos, o modelo livre de Proca em espaco
curvo foi formulado de forma geral, com dois termos nao minimos R,,, A*A” e RA*A,,, onde R
¢ o escalar de Ricci, R, o tensor de Ricci, e A, os campos vetoriais. Por outro lado, deve-se
questionar por que é necessario incluir esses termos. Considerando a situagao bem conhecida
com a intera¢do nao minima entre curvatura e campo escalar (veja, por exemplo, [14]), a
resposta requer uma analise cuidadosa de uma teoria interagente.

Uma caracteristica fundamental das teorias de campos em espago-tempo curvo é a possi-
bilidade de um acoplamento ndo minimo entre os campos e a gravidade. Um exemplo classico

desse tipo de interacio é o termo £ Rp? no Lagrangiano de um campo escalar. A necessidade
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desse termo torna-se evidente no contexto da teoria quantica de campos interagente, onde o
acoplamento ndo minimo ¢ essencial para garantir a renormalizabilidade da teoria [14].

Dado esse cenario, ¢ natural questionar se uma situagao analoga ocorre para um campo
vetorial massivo acoplado a matéria em espago-tempo curvo. Em principio, a interagao com
a matéria pode induzir termos divergentes nao minimos da forma R, A*A” e RA*A, no
setor vetorial. Nesse caso, a exigéncia de renormalizabilidade implicaria a introducao desses
termos ja na acao classica, servindo como uma completude ultravioleta da teoria.

A renormalizabilidade do campo vetorial massivo acoplado a férmions em espaco plano
foi amplamente estudada por diversos autores [15]. Uma andlise abrangente sobre a renorma-
lizabilidade no espago plano foi apresentada no trabalho de [16]. Além disso, vale mencionar
a recente revisao [17], onde sdo discutidos aspectos relacionados ao tema e se encontram
referéncias adicionais.

Nessa tese, desejamos provar a renormalizabilidade do modelo de Proca acoplado a um
campo escalar complexo em espago curvo usando dois métodos: um ¢ a generalizagao para o
espaco curvo da anélise considerada em [16], e o outro é a andlise da integral funcional para a
teoria de calibre correspondente com o campo de Stiickelberg. O power counting (contagem
de poténcias), em ambas as abordagens, indica que os termos nao minimos mencionados sao
formalmente necessarios. No entanto, esses termos nao minimos violam o desacoplamento do
modo longitudinal do campo vetorial e, portanto, sdo proibidos. O mesmo resultado segue
da analise baseada na simetria de calibre restaurada por meio do truque de Stiickelberg e na
conhecida dependéncia de fixacao de calibre em QFT. Como resultado, a renormalizabilidade
multiplicativa em um fundo de espaco-tempo curvo nao exige que levemos em conta os termos
nao minimos dependentes da curvatura.

Os calculos de one-loop tanto na teoria livre do campo vetorial massivo quanto nos mode-
los interagentes podem ser realizados usando a técnica covariante de Schwinger-DeWitt (veja,
por exemplo, [18,19] e também [14,20] para uma introducao detalhada). A aplicacao dessa
técnica a teoria livre do campo vetorial em espaco curvo pode ser encontrada em [19] e [21]
usando duas abordagens diferentes, mas com resultados equivalentes. O método de [19] é
baseado na introdu¢ao de um operador auxiliar que elimina a degenerescéncia da forma bili-
near da agao [19]. A segunda abordagem baseia-se no procedimento de Stiickelberg [21] (veja
também [12] e [13]), que envolve a introdu¢ao de um campo escalar auxiliar, restaurando a
simetria de calibre violada pela massa do vetor. Aqui, seguimos a segunda abordagem, que
acreditamos ser a mais elegante e simples o suficiente para calculos diretos de loop.

Outra simetria de grande interesse em Teoria Quéantica de Campos (QFT) é a simetria
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conforme, pois estd na base das teorias conformes e desempenha um papel fundamental
na obtenc¢ao da acao efetiva por meio de um método distinto do formalismo de Schwinger-
DeWitt, conhecido como agao induzida por anomalia.

No entanto, antes de explorarmos a simetria conforme em detalhes, é util compreender
alguns aspectos da gravitacao classica, pois essa teoria fornece o cenario natural para a
formulacao de teorias conformes em espaco-tempo curvo.

A teoria da relatividade geral (GR) é uma teoria relativistica bem-sucedida da gravitagao
que nos forneceu uma nova compreensao do espaco e do tempo, desde entao renomeados como
espaco-tempo. Nesse contexto, a gravidade deixa de ser interpretada como uma forca e passa
a ser entendida como a curvatura do tecido espago-tempo. Essa teoria geral de Einstein
nos mostrou que o proprio espacgo-tempo pode ser visto como tendo varias caracteristicas
incomuns e também possuindo conjuntos especificos de simetrias, diferentes das simetrias
presentes no espaco plano (espago euclidiano ou espago-tempo de Minkowski), que anterior-
mente era geralmente considerado como o pano de fundo para toda a fisica nao gravitacional.
Estamos falando aqui de uma colecao de aspectos e propriedades dos espacos-tempo que
mostram que eles sdo mais flexiveis e dinamicos do que se pensava anteriormente. Portanto,
podemos dizer nesse conjunto tedérico que a “gravidade” é um subproduto da presenca de
um espago-tempo tangivel e elastico, que por si s6 ¢ um objeto proeminente na relatividade
geral.

Uma caracteristica fundamental dessa nova compreensao do espaco e do tempo é co-
nhecida como invariancia por difeomorfismos, que pode ser interpretada simplesmente como
“uma invariancia das leis da fisica entre sistemas de coordenadas distintos”, também conhe-
cida como covariancia dessas leis fisicas em relacao a transformacoes gerais de coordenadas.
Quando estas ultimas sao assumidas como mapeamentos diferenciaveis entre diferentes co-
ordenacoes da mesma variedade, entdo falamos de difeomorfismos. A simetria em relacao
a difeomorfismos arbitrarios (mudancas arbitrarias de sistemas de coordenadas e referenci-
ais) é tipicamente considerada como a unica simetria da teoria gravitacional einsteiniana.No
entanto, essa nao representa necessariamente a simetria mais ampla que uma teoria gravi-
tacional relativistica pode admitir. A invaridncia por difeomorfismos pode ser estendida de
diversas maneiras sem comprometer a consisténcia da teoria. Uma das dire¢oes para tais
extensoes € a introducdo de uma outra simetria muito importante para GR, conhecida como
simetria conforme.

A simetria conforme foi introduzida e estudada pela primeira vez por Hermann Weyl

[22,23] e tem um papel significativo na fisica, principalmente devido as suas aplicagoes que
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cobrem varias areas, como a matéria condensada, mecanica estatistica, fisica de altas energias,
cosmologia e teoria quantica de campos.

Podemos afirmar que a simetria conforme é uma das ferramentas mais fundamentais
na teoria semiclassica da gravidade. E esse tipo de teoria conforme, teorias com simetria
conforme, permite a obtengao da anomalia conforme [24-27] e da agdo efetiva induzida por
anomalia [28-31]. Ambas desempenham papéis cruciais na descri¢ao de corregdes em [oop
dentro da abordagem semiclassica.

Lembre-se que na QFT, a acao efetiva quantica, ou simplesmente acao efetiva, representa
uma formulagdo modificada da acdo classica, que inclui as correcoes quanticas. A acao
efetiva desempenha um papel crucial ao fornecer uma representacao visual e um entendimento
mais profundo das interagdes quénticas, oferecendo uma abordagem eficiente para analisar
fendbmenos quanticos.

Existem diversas abordagens para calcular a acao efetiva, cada uma com suas vantagens e
limitagoes, dependendo da natureza especifica do problema em questao. Um exemplo notavel
é a expansao de Schwinger-DeWitt [18], na qual a acao efetiva é expressa como uma soma
infinita de termos dependentes do tensor de curvatura e suas derivadas. Apesar de os calculos
serem geralmente limitados aos primeiros termos dessa expansao, essa abordagem se mostra
util na resolu¢ao de uma variedade de problemas, como pode ser observado em [14]. Outra
abordagem relevante para a obtencao da acao efetiva baseia-se na anomalia conforme, levando
a formulagdo da chamada acao efetiva induzida por anomalia.

A anomalia em uma teoria métrico-escalar, incluindo autointeragao no setor escalar, foi
bem discutida na literatura usando diferentes métodos [32-35], no entanto, esperamos adi-
cionar varios aspectos relevantes ao assunto. A seguir, derivamos e discutimos a anomalia
do trago e a acao efetiva induzida por anomalia para o caso em que o fundo é formado pela
métrica e também por campos escalares.

Demonstramos, por meio de um modelo com fundo métrico-escalar, como avaliar as con-
tribuigdes baseadas na anomalia conforme em baixas energias. De fato, tomar o limite IR em
uma teoria sem massa ¢ uma questao nao trivial. Posteriormente, por meio de uma técnica
associada ao grupo de renormalizacao, foi possivel obter o potencial efetivo para o modelo,
introduzindo, assim, uma abordagem alternativa para a sua determinagcao.

Recentemente essa nova técnica foi aplicada em uma acao fermidnica em [36], demons-
trando a possibilidade de quebra de simetria no setor de tor¢ao. Motivados por esse resultado
e inspirados em [37], buscamos compreender como o mecanismo de quebra esponténea de si-

metria ocorre no modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) sob a influéncia de torgdo externa,
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empregando a mesma metodologia. Diferentemente dos trabalhos anteriores, nosso foco sera
investigar como o setor escalar pode influenciar o potencial efetivo, explorando seu papel na
dindmica da quebra de simetria.

Por fim, ainda no contexto das teorias conformes, ou mais precisamente, da construgao
de teorias conformes, este trabalho também se dedica ao estudo das propriedades conformes
de operadores escalares com duas, quatro e seis derivadas em dimensoes gerais d do espago-
tempo. Esses estudos sao particularmente relevantes devido a ampla gama de aplicagoes, que
vao além das ja esperadas na geometria diferencial conforme euclidiana de variedades curvas.
Em especial, nossos resultados também encontram utilidade na teoria da matéria condensada,
permitindo a descricdo do comportamento conforme de certas excitagoes de quase-particulas
escalares de ordem superior acopladas a geometrias de espacos efetivamente de dimensoes
mais altas.

Como exemplo de aplicacao, consideramos excitagoes de fonons que se propagam em
folhas bidimensionais curvadas de grafeno, sujeitas a movimento e deformacoes temporais.
Além disso, nossos resultados sao pertinentes para modelos andlogos de gravidade euclidiana
na presenca de campos escalares e simetria de Weyl. No caso de assinatura métrica Minkows-
kiana, o operador escalar conforme estudado fornece uma solucao natural para o problema do
acoplamento conforme a gravidade de um campo escalar cujo operador cinético, em espago-
tempo plano, contém derivadas de ordem superior—mno caso especifico deste trabalho, seis
derivadas.

Os invariantes conformes, como tensores, operadores diferenciais conformemente covari-
antes e grupos de holonomia, desempenham um papel central tanto na geometria diferencial
quanto na fisica teérica. Entre os exemplos bem conhecidos, estao os operadores de Orsted-
Penrose [38-40], Paneitz [41-43] e Hamada [44,45].

Proporemos uma forma geral de operadores escalares conformes em dimensoes gerais d
com coeficientes a priori indeterminados. A estrutura tensorial dos termos na expansao dos
operadores serd mantida fixa, enquanto buscaremos os valores desses coeficientes numéricos
exigindo a covariancia conforme completa desses operadores ao atuar em um campo escalar
com peso conforme adequadamente atribuido sob transformagoes de Weyl no cenario da GR.

Embora os operadores escalares conformes de segunda e quarta ordem nas derivadas em
suas formas generalizadas para qualquer dimenséao d (operadores de Orsted e Paneitz, respec-
tivamente) ja tenham sido relatados na literatura [40-43], vamos analisd-los novamente. Isso
ocorre porque eles tém caracteristicas interessantes que nao podem ser ignoradas, por exem-

plo, sua dependéncia singular nos coeficientes de expansao em termos escalares da GR no
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nimero de dimensoes d e a presenca de algumas dimensoes criticas d..; relacionadas a ordem
das derivadas. Além disso, esses operadores conformes sao blocos de construcao uteis para
obter uma forma generalizada do operador Hamada [44,45] (que chamamos de operador com
seis derivadas atuando em escalares e transformando-se covariantemente sob transformacoes

conformes gerais) em qualquer dimensao d.

A estrutura desta tese esta ordenada na seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos a teoria da eletrodindmica escalar com campo vetorial mas-
sivo. Utilizamos o procedimento de Stiickelberg para restaurar a simetria de calibre do
modelo e, em seguida, construimos sua versao renormalizavel.

No Capitulo 3, aplicamos a anomalia conforme para obter a acao efetiva induzida por
anomalia em diferentes formas para o toy model. A partir da forma nao local, derivamos o
potencial efetivo.

No Capitulo 4, utilizando a nova técnica para obtencao do potencial efetivo apresentada
na se¢ao anterior, mostramos um cenario de quebra espontanea de simetria no modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) com tor¢ao.

No Capitulo 5, construimos operadores conformes generalizados de 2, 3 e 4 derivadas
em d dimensoes do espago-tempo, utilizando duas abordagens distintas. O teorema da nao-
existéncia é demonstrado de maneira independente, porém simplificada.

No Capitulo 6, apresentamos as conclusoes e discutimos possiveis perspectivas para o
trabalho.

Os apéndices deste trabalho foram elaborados com dois objetivos principais: complemen-
tar o conteudo tedrico apresentado nos capitulos centrais com material adicional de Fisica e
Matematica, e preservar a fluidez do texto principal através da transferéncia de desenvolvi-
mentos matematicos mais extensos. Em particular, recomenda-se ao leitor consultar a Secao
A do Apéndice, onde sao estabelecidas de forma sistemética todas as convengoes de notacao

adotadas ao longo desta tese.



Sobre renormalizacao de teoria de campo

vetorial massivo

Este capitulo é baseado no trabalho publicado [46].

“O matemdatico esta envolvido num jogo do
qual ele mesmo escreve as regras, enquanto o
fisico joga com as regras fornecidas pela natu-
reza’”

-Paul Dirac.

Neste capitulo, analisamos a renormalizacao de um campo vetorial massivo interagindo com
um campo escalar carregado em um espacgo-tempo curvo. Iniciando com a teoria minima-
mente acoplada a gravidade externa e utilizando formulacées com e sem campos de Stiickel-
berg, demonstramos que o modo longitudinal do campo vetorial é completamente desaco-
plado, e a teoria restante, composta pelo campo vetorial transversal, é renormalizavel por
power counting.

Os argumentos formais baseados na covariancia e no power counting indicam que a re-
normalizabilidade multiplicativa da teoria interagente poderia exigir a introducao de dois
termos nao minimos, lineares no tensor de Ricci, para o setor vetorial. No entanto, uma
analise mais detalhada demonstra que esses termos nao minimos violam o desacoplamento
do modo longitudinal, o que os tornam proibidos.

Para verificar os argumentos gerais, derivamos as divergéncias em one-loop na QED escalar
com campo vetorial massivo, utilizando o procedimento de Stiickelberg e a técnica de heat-

kernel. A teoria, desprovida dos termos ndo minimos para o setor vetorial, confirma-se

23
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renormalizavel em one-loop. As funcoes beta em one-loop mostram-se independentes da
escolha do fixador de calibre e podem ser utilizadas para derivar o potencial efetivo.

O contetdo desse capitulo estd organizado da seguinte maneira. Inicialmente, apresenta-
mos uma revisao breve do modelo escalar-vetorial com um campo vetorial massivo e intro-
duzimos o procedimento de Stiickelberg. Posteriormente, demonstramos a prova da renor-
malizabilidade da teoria por power counting, concluindo com argumentos que sustentam a
renormalizabilidade multiplicativa da teoria minima. A Se¢do 2.3 aborda o calculo das di-
vergéncias em one-loop, utilizando o método de campo de fundo, o procedimento de Stiickel-
berg e da técnica de Schwinger-DeWitt. Embora o texto principal forneca detalhes técnicos
suficientes, algumas férmulas intermediarias foram separadas e se encontram reunidas no
Apéndice C. Adicionalmente, uma abordagem alternativa para os calculos, que emprega o
operador auxiliar e analisa as dificuldades associadas, é apresentada no Apéndice B. Por fim,
os elementos do grupo de renormalizag¢do, como as fungoes beta e gama, sdo examinados na

Secao 2.4, onde também introduzimos a expressao para o potencial efetivo do campo escalar.

2.1 Eletrodindmica escalar em espaco-tempo curvo com

campo vetorial massivo

Comecaremos com a formulacao geral da teoria de campo vetorial massivo, acoplado a
um campo escalar complexo e a um campo gravitacional externo. Diferentemente da eletro-
dindmica escalar usual, que possui uma simetria de calibre Abeliana, a teoria considerada
aqui nao ¢ invariante de calibre devido a presenca da massa do campo vetorial.

A acdo da eletrodinamica escalar massiva, minimamente acoplada a gravidade no setor

vetorial, é descrita na forma

si4,0%,0) = | d4:v\/_{ _ijy _ fMQAZ (9"®)" (2,8) — V (@*@)} L@
onde
V (9*®) = m?®*® + )\ (d*®)* — ERD*D (2.2)

e as demais grandezas sao definidas como F/ 3,/ =F,F"v F, =0,A,-0,A,¢ AZ =A,A" A
massa do campo vetorial ¢ M,, a massa do campo escalar ¢ m, e £ é o parametro de interacao

nao minima entre o escalar e a curvatura, conhecido por ser relevante em espaco-tempo
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curvo [14]. Além disso, as derivadas covariantes sao
2,0 =V,0 —ieA,d,  (2,8) =V, 0" +ieA,d". (2.3)

Aqui, \ e e representam, respectivamente, as constantes de auto-interacao escalar e o aco-

plamento entre os campos vetorial e escalar.

2.1.1 Reformulagao usando o procedimento de Stiickelberg

Uma peculiaridade da teoria em consideracao é que, embora o setor vetorial da teoria
(2.1) como um todo ndo seja invariante de calibre, o termo cinético do campo vetorial é
derivado de uma teoria invariante de calibre. Essa caracteristica introduz dificuldades nos
calculos quanticos. Em particular, a técnica covariante de Schwinger-DeWitt, utilizada para
obter a acao efetiva em um campo gravitacional externo, nao pode ser aplicada diretamente.

Para o caso de uma teoria de vetor massivo livre em um campo gravitacional externo, essas
dificuldades foram superadas com o uso de dois métodos distintos, como descrito em [19,21].
Entretanto, ao tentar estender esses métodos ao modelo interativo que inclui um vetor massivo
e um campo escalar (2.1), surge uma nova situagdao: diferentemente do caso puramente
vetorial, os dois métodos fornecem resultados distintos na presenca de um campo escalar.

A proxima se¢ao descreve um dos procedimentos de calculo utilizados para tratar essa
dificuldade, enquanto as complicacoes associadas ao outro método sdo discutidas em detalhes
no Apéndice B.

Uma abordagem para lidar com essas dificuldades envolve o procedimento de Stiickelberg,

que introduz um campo escalar real adicional, €, redefinindo o campo vetorial como

1

V,.0. (2.4)

Com essa redefini¢ao, a acdo da teoria assume a forma

1 1 1 2
S'[A, 0,0, ] = /d4x\/_—g {— P2, — S0 (AH . MVﬁ)

b (0,8 (D,8) -V (@) | (25)
A dltima agdo é invariante sob as transformagoes de calibre

(p N @, _ 6i@<($)¢, @* — (I’/* — e—ie((l‘)(p*’

Ay — A, = A, +Vul(x) e 0—0 =0+ M(r). (2.6)
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Usando a invariancia de calibre da ac¢ao acima, podemos impor a condi¢ao de calibre 6§ =
const, que recupera a agao original (2.1). Isso mostra até que ponto as teorias (2.1) e (2.5)
sdo classicamente equivalentes. A vantagem da teoria (2.5) é que ela possui invaridncia de
calibre e permite a aplicagao do esquema correspondente de quantizacao.

As equagdes de movimento para todos os campos da acao (2.5) tém a forma

& = 2,(2'0) — (m* — ER+2)0"3) " = 0,
& = @u(%@) - <m2 - §R+2)\<I>*<I>)<I> = 0,
& = —V'V,0 + M,V , A" = 0,

14 v 14 1 v v
& = 0,F" —M3<A TR 9)+J

Il
o

(2.7)

onde J” = ie [CD*.@“(ID — @(9"@)*}.
E 1til considerar uma combinagdo linear real das Egs. (2.7) com constantes arbitrarias

aq, (g € (g, teremos

% (9*6 + @6™) + andy + a3 A, 6" = % [0 9"(2,9) + 29"(2,0)]
—ar(m? — ER)BD — 20 A(9°P)" — a0V ,0 + 0 M, OV, A"
+ a3 A0, F" — azMIAL + asMyA, V0 + icazA, |27 "D — B(7°D)"]. (2.8)

Uma expressao equivalente serd usada na Sec. 2.3 para identificar cargas efetivas essenciais

no grupo de renormalizacao.

2.2 Power Counting e Renormalizacao no Espaco-Tempo

Curvo

Nesta secao, generalizamos a andlise de power counting feita no artigo [16] para um campo
vetorial massivo minimamente acoplado a férmions no espago-tempo plano (ver também a
revisao [17]) para a teoria no espaco-tempo curvo. Nosso objetivo principal é formular a agao
no espago-tempo curvo que garanta a renormalizabilidade da teoria de um campo vetorial
massivo acoplado a escalares carregados. Similarmente a [16], mostramos que a teoria em
consideracao é renormalizavel por power counting, mas também destacamos novos aspectos
de sua renormalizagdo no espaco-tempo curvo. A andlise é realizada de duas maneiras: no
contexto de um modelo com um campo auxiliar de Stiickelberg (2.5) e diretamente usando a

forma original do modelo (2.1). Os resultados relacionados a renormalizabilidade obviamente
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coincidem, o que ndo é surpreendente, j4 que os modelos sdo classicamente equivalentes e
nao ha fontes de anomalias quénticas.
A consideragao pode ser facilmente estendida para incluir a interagdo com férmions de

Dirac ou com ambos os campos escalares e férmions no espago-tempo curvo.

2.2.1 Modelo com Campo Auxiliar

Nosso ponto de partida serd a agdo invariante de calibre apresentada na equagao (2.5).
As transformagoes de calibre possuem a forma (2.6). Para iniciar a anélise, consideramos o

funcional gerador das fungoes de Green

210, 0, JY] = /_@A P09 D0 5[]
X exp {z‘S’[A, 0, ", d) + z‘/d”‘x\/_—g(AMJ“ O+ @J*)}, (2.9)
onde y é uma funcao do fixador de calibre.
Reescrevemos agora o campo vetorial como a soma de suas componentes transversal e

longitudinal, A, = Ai—i-a#go, onde a condicao V“Ai = () é satisfeita. Com essa decomposicao,

a acao assume a seguinte forma

4 " 2
1
X (Aj + 0,0 — M&ﬂ) +g" (ém + ieAj + ie@ugo) o~ (8,, —ieAL — ie@ugo)fl)

1 1 1
S'[A, ¢, 0,0%, @] = /d4fc\/—g { — —Fo FH 4 39’”(1‘% + Oup — Mé’u@)

_V(3*) } (2.10)

onde o potencial escalar classico V (®*®) é dado por (2.2). Para prosseguir, é conveniente
realizar uma mudanca de variaveis no integral funcional, A, — (Alf, ®), com FMLV = F,,. Esta
¢ uma mudanca linear de variaveis, portanto, o Jacobiano correspondente depende apenas
da métrica externa e nao dos campos At, . Como estamos interessados na renormalizacao
do setor de matéria da agao efetiva (ver, por exemplo, [21]), este Jacobiano serd omitido no

restante desta tese. O funcional gerador sera dado por

210, 0, JY] = / DA Do D0 DD DD 6]

X exp {z’S’[A{w,H,CI)*,CI)]+i/d4x\/_—g (AuJ”+<I>*J+<I>J*)}, (2.11)
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onde x é a condicao de fixacao de calibre.! E conveniente adotar tal condicao na forma

6
X =90~ (2.12)
Devido ao fator (5()() em (2.11), obtemos
1 1
g (Aj + Oup — M(M) (Ai + 0, — ﬁa,,e) = g"™ALA;L (2.13)

Como resultado, obtemos a seguinte a¢do no integrando

* 1 v 1 v
(AL 0,8,0] = [diey=g { — Fw " + S Mg AL AL

+ " (0 + icAy +ic0,p) 8" (0, — ieAy — icd )0 — V (O7®) } (2.14)
Em seguida, realizamos mudancas de variaveis no integral funcional
P — YD e PF— e PDT, (2.15)

sem alterar as notacoes para as variaveis. Apds isso, o campo ¢ desaparece completamente

da acao, e obtemos o funcional gerador na forma

210, ] = /%H.@gp@e.@@*@cp 5(}\3 —<,0>

X exp {iS’[AL,H, o* D] + i/d4x\/—g (AMJ“ + P J + @J*)}. (2.16)
Integrando sobre ¢, obtemos

210, J,J7] = / DAL D0 DD DD exp {zs'[Ai,e, *, ®|

+i [dey=g (Atj“‘ Fp 00+ ¥ e )} (2.17)

Na tultima expressao, introduzimos as fontes transversais e longitudinais de acordo com J* =
J j + 0,7, onde V*J j = 0. Desconsiderando derivadas totais, J"0,0 = —6Uj. Agora

podemos integrar sobre #. De acordo com a propriedade da fungao delta, essa operacao da

1

Wil = pam

5[4 (2.18)

1O determinante de Faddeev-Popov correspondente depende apenas da métrica externa e, portanto, nao
afeta a renormalizabilidade no setor de matéria. Por essa razao, ele serd omitido.
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A expressao Det[] depende apenas da métrica externa e pode ser ignorada ao analisar a

renormalizabilidade no setor de campos de matéria. Assim, chegamos a expressao

20 ) = 8lj) [ 24+ 99" 70 exp {i{S[AL,e,cp*,cp]

+ z’/d‘lx\/_—g(AﬁJL“+<I>*J+<I>J*)}. (2.19)
Obtivemos o funcional gerador para a teoria dos campos A+, ®*, ® com a acdo

| |
S'IAL,0, 8%, ) — / d4;m/_—g{ — Fw P 4 M2 g AL AL

+ (0,0 + ieALD) (9,8 — ieALD) — V (0°) } (2.20)

Para analisar o grau superficial de divergéncias, é suficiente representar a métrica externa
na forma g, = 1, + hyu e expandir todos os termos contendo g, em séries de poténcias em
hy.. Todos esses termos podem ser tratados como perturbagoes. Nesse caso, os propagadores

do campo A* e dos campos ®*, ® sdo, respectivamente,

1 S 1

Apods a rotacao de Wick, o comportamento de ambos os propagadores em p — oo é do
tipo p~2. Como o campo h,, é adimensional, suas poténcias ndo contribuem para o grau

superficial de divergéncia w. Entao, a estimativa padrao é
w=4—Ny— Ny, (2.22)

onde N4 é o numero de linhas externas do campo A+ e Ng é o nimero de linhas externas dos
campos ®*, . Como resultado, concluimos que a teoria é renormalizavel por power counting.
Contudo, como é comum no espaco-tempo curvo, isso nao garante a renormalizabilidade
multiplicativa da teoria se apenas o acoplamento minimo a gravidade for considerado (veja,
por exemplo, [14]). Vamos analisar quais sdo os possiveis contratermos covariantes e locais
que se ajustam a estimativa (2.22).

Primeiro consideramos a op¢ao com Ng = 2 e Ny = 0. Nesse caso, o tinico contratermo
nao minimo é aquele da forma R®*®, que é amplamente discutido na literatura (veja, por
exemplo, [14]). Observemos que esse termo ja estd incluido no potencial escalar cldssico
V (®*®). Vale ressaltar que incluir esse termo na agdo classica nao modifica nem os argu-

mentos apresentados a seguir, nem a contagem de poténcias.
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Vamos nos concentrar em outra possivel op¢ao, com Ng = 0 e Ny = 2. Nesse caso, w = 2.

Portanto, os contratermos no setor dos campos A+ podem ter a forma
1 1% 1 2 ALlp 4L 1 lp pL 1 I puv AL AL
- z(slew,F + 522 inA AN + 5 (523 RA A# + 5523 R A# AV . (223)

Devido a localidade e covariancia das divergéncias, pode-se substituir At por A, na tltima

expressao. Assim, podemos esperar, no setor vetorial, os contratermos da forma
E,F* — MAA",  RAA*  R'WALA,. (2.24)

Os dois primeiros termos estao presentes na ac¢ao classica com acoplamento minimo a gra-
vidade no setor vetorial, o que corresponde a renormalizabilidade por power counting. Por
outro lado, os dois tultimos termos sao nao minimos e nao foram incluidos no Lagrangiano
inicial. De acordo com a abordagem convencional usada no caso de escalares (e em outros
casos, por exemplo, a teoria com tor¢ao [47] ou outros campos externos [48]), para alcangar
a teoria renormalizavel, devemos incluir na acao cldssica esses termos nao minimos, com o
acoplamento do campo vetorial abeliano massivo a gravidade externa. No entanto, o presente
caso é diferente. Deixamos a discussao desses termos para a ultima parte desta secdo, apos
uma analise adicional da contagem de poténcias por um método diferente.

Finalmente, ha um outro tipo de termos, com Ng = 0 e Ny = 4, de modo que w = 0.
Nesse caso, os contratermos no setor dos campos A* devem ter a forma dz4 (A" A} )% Na
forma local covariante, o contratermo correspondente é (A*A,)%. Em principio, a renorma-
lizabilidade multiplicativa exige que incluamos esse tipo de termo na ac¢ao classica inicial, ja
em um espago-tempo plano. Como sabemos da andlise (incluindo célculos explicitos de dois
loops) do modelo vetorial axial [49], esse termo pode resultar em divergéncias longitudinais
da forma (8MA||“)2 em ordens de loop mais altas. Por sua vez, isso significa a violacao da
unitaridade no nivel quantico [50]. Esses argumentos foram operacionais e efetivamente usa-
dos em [51] para construir a acdo de um vetor axial propagante dual & tor¢ao antissimétrica.
A contagem de poténcias sozinha nao pode fornecer a protecao contra esse cenario, de modo
que requer uma consideracao detalhada adicional. Veremos, na tultima parte desta secao,

que, no caso do modelo de Proca em espaco curvo, hd uma protecao contra esse cendrio.

2.2.2 O modelo sem campo auxiliar

Para fins de completude, consideremos o power counting sem recorrer ao truque de Stiickel-

berg. Essa abordagem é bastante similar a apresentada em [16]. A agdo inicial é dada por
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(2.1), e o funcional gerador das fungdes de Green assume a forma

2000, 0, J7] = / DA DO DD* DD exp {z’S[A,CI)*,(I)]

i [dlay=g (40" + 07T + @) } (2.25)

Como na versao anterior da demonstracao, pode-se realizar a mudanca de varidveis A, =
At + 0,p. Apos essa substituicao, o termo de massa no setor vetorial transforma-se da

seguinte maneira:

grAA, = QW(At + @MQO)(Ai + 0up)
— g“”AtA,f + ¢" 0,9 0, + derivadas totais. (2.26)

Apés a mudancga de varidveis (2.15) no setor escalar, obtemos a agao

2 2

1 M M
S[A*, p, @, @] = /d“x\/—_g{ = F T+ g ALA, + g Oupup
+ 9" (04 + ieA)) "0, — ieAL) D — m*®"P — )\(@*@)2}.
O funcional gerador torna-se
200t 5, 0,07 = /.%4 90 D9 7% 7% exp {iS|AL, 0, ", B

+ i/d4x\/_—g (ALTH — o0 + @7 + 7))}, (2.27)
A integral sobre ¢ é fatorizada na forma de Z,[j] e ndo depende de A+, sendo:

Zhlj] = /@cpexp {i/d4x\/—_g(_ ]\f@j@—gﬁmj)}

N /dd‘x\/—g jD]}. (2.28)

~1/2
= [Det D} exp{
Como resultado, temos:
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onde Z;[J j, J, J*] é o funcional gerador para a teoria com a acao

2

S[AL, &%, @] = /d4:):\/_—g{ — Fw "+ St g al Al

- (0, + ieAND (D, — ieAL)D — m2D D — A(cp*cp)?}. (2.30)

E facil observar que todas as divergéncias relevantes estao concentradas apenas em
Zl[(]j, J, J*]. As consideragoes subsequentes seguem as mesmas do caso tratado na se¢ao

anterior.

2.2.3 Renormalizabilidade da teoria vetorial minima

Agora estamos em posicao de discutir se as divergéncias das formas nao minimas RA*A,
e R A,A,, bem como da forma de auto-interacao (A“A#)Q, podem ser esperadas em ordens
de um ou mais loops.

No nivel de one-loop, na teoria abeliana, os diagramas com duas linhas vetoriais externas
sao aqueles mostrados na Fig. 2.1. Esses diagramas sdo exatamente os mesmos da QCD
escalar e, portanto, preservam a invariancia de calibre nos contratermos. Essa caracteristica

elimina os termos nao minimos, pois tais termos violam a simetria.

Figura 2.1: Diagramas que contribuem para termos vetoriais bilineares na ordem de one-loop.

A principal razao pela qual os diagramas de one-loop preservam a invaridncia de calibre
é que nao ha linhas internas vetoriais massivas que violem a invaridncia de calibre. A partir
do segundo loop, a situagao é diferente. No diagrama de two-loop mostrado na Fig. 2.2, ha
uma linha interna desse tipo e, portanto, de acordo com o power counting, os termos nao

minimos parecem possiveis em ordens de dois ou mais loops.
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Figura 2.2: Um dos diagramas de ordens superiores esperado para gerar termos nao minimos.

A situacao é bastante semelhante no caso de (A“AH>2, de modo que omitiremos os deta-
lhes desse caso. O resultado final é que esse tipo de divergéncia pode ser esperado em ordens
superiores, se seguirmos argumentos dimensionais sem levar em consideracao as simetrias.

Vamos mostrar que esses argumentos nao sao validos e que, na verdade, a teoria minima
(2.1), sem introduzir novos termos dependentes da curvatura ou de (A“AM)Z, é renormalizavel
em todas as ordens. O ponto de partida de nossa consideragao sera a formulacao simétrica
da acdo (2.5).

Entdo, os teoremas gerais da teoria quantica de campos (ver, por exemplo, [52] e as
referéncias ali citadas) nos dizem que, mesmo em um espago-tempo curvo, a simetria de
calibre sob (2.6) é preservada nos contratermos e, além disso, os contratermos sao locais.

Os termos nao minimos e de auto-interacao na versao original (2.1) tém a forma

AS[A, &, D] = / d4x\/_—g{;§1RWA“A” + ;@RA“A# - Z{!(Afaaxﬂ)?}. (2.31)

Por outro lado, a versao simétrica desses termos, na formulagao (2.5), é mais complicada,

AS[A, &*, D]

1 1 1
- [ d4x\/_—g{ SGR (Au - Mme) (A,, - Mvv,,e)

Stuck
1 1 2 f 1 1 2
4 2@}2(14” - Mywe) -4 [(AM - Mvvue) <A“ - Mvweﬂ } (2.32)

A principal observagao é que essa expressao é incompativel com o power counting da teoria,
conforme estabelecido anteriormente. O ponto é que existem termos com poténcias inversas
de massa M,, e esses fatores sdo compensados pelas derivadas extras do campo escalar
0. Esses termos sao tipicos de teorias nao renormalizaveis pelo power counting, mas isso
contradiz a avaliacdo apresentada acima, na subsecao 2.2.1. Concluimos que os contratermos
da forma (2.32) ndo podem surgir na teoria com a simetria de calibre restaurada (2.5).
Essa ltima conclusdo se aplica & teoria original (2.1)7? Para responder a essa pergunta,
notamos que essa teoria corresponde a (2.5) sob um calibre fixado especifico. Por outro

lado, os teoremas gerais da QFT [53-56] nos dizem que a diferenca entre as divergéncias em
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dois diferentes calibre é sempre proporcional as equacoes de movimento. No nosso caso, as
divergéncias na teoria (2.1) diferem das da teoria (2.5) apenas por termos proporcionais as
equagoes de movimento da teoria com corre¢des quanticas.

Pode-se usar essa informagao para provar a renormalizabilidade. Para isso, pode-se utili-
zar o método baseado em iteragoes. Levando em consideracao a localidade das divergéncias
e assumindo a renormalizabilidade multiplicativa da teoria minima (ou seja, comecando da
acao sem os termos (2.31)) na ordem n-ésima de loop, podemos ver que as equagoes de movi-
mento correspondentes formam a mesma combinagao (2.8) que encontramos no nivel clédssico.
A tnica mudanca diz respeito aos coeficientes o 23 nessa combinacdo. Em vista da forma
das Egs. (2.7), concluimos que os termos (2.31) sdo eliminados como divergéncias na teoria
original (2.1) em todas as ordens de loop.

Também existem argumentos mais simples que levam a mesma conclusao. Vamos decom-
por o campo vetorial em partes transversal e longitudinal, de acordo com A, = Alf + Oup, €

substituir isso em (2.31). Dessa forma, obtemos

!
AS[A] = / Ao/ —g { SGRY(ALAL 4+ 0,00, + 2410,)

f

1
+ §<2R(AJ‘“A!J; + VMQOV“QO) + 1

(ALAM™ 49,0V 0 + 2AjV“g0)2}. (2.33)
E claro que o modo longitudinal ¢ nos termos contendo R, e A* nao se desacopla do
componente transversal At. Por outro lado, na subsecdo 2.2.2 foi provado que o modo
longitudinal nao fisico se desacopla na teoria minima. Isso significa que, partindo da teoria
minima, os termos nao minimos mencionados nao podem ser gerados. O tnico termo em
(2.33) onde o modo longitudinal se desacopla do vetor transversal é aquele com o coeficiente
Ca.

Para entender a diferenca entre os termos com M, A? e RA?, observamos que, para o termo

massivo, o desacoplamento dos modos transversais e longitudinais é descrito pela expressao
1 2 o 1 2 1 Alp o
5 MoAA" = o M; Ay AL 4 9,0V, (2.34)
enquanto para a parte dependente da curvatura obtemos

1 1
5 GRAA = 2 R|A; AY 4+ V0V ). (2.35)

E necesséario fazer o redimensionamento xy = M,p, de forma que o novo escalar x ganhe a
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dimensao canodnica. Apds isso, a soma dos setores escalares em (2.34) e (2.35) torna-se

1 R
— (1 + CQ)VHXv“X (2.36)

2
2 M?

No caso de (3 # 0, esta relagdo contém o coeficiente de massa inverso que nao pode ser obtido

como uma divergéncia na teoria minima devido aos argumentos de power counting. Portanto,

o parametro (, deve ser igual a zero. Como resultado, vemos que todos os termos nao minimos

no setor vetorial sdo proibidos. Podemos afirmar que a teoria minima é renormalizavel

multiplicativamente, inclusive no espago-tempo curvo.

2.3 Procedimento de Stiickelberg e divergéncias em one-

loop

Nesta secao, calculamos as divergéncias de one-loop na teoria interativa. A utilizacao
do truque de Stiickelberg, conforme sugerido no modelo de Proca livre em [21], torna esses
calculos praticos. Para realizar cdlculos covariantes em one-loop, adotamos a acao invariante
de calibre S’[A, 0, ®*, ®], definida em (2.5), que inclui o campo de Stiickelberg 6.

A quantizacao é conduzida por meio do ansatz de Faddeev-Popov, que incorpora o termo
de fixacao de calibre e a agao dos campos fantasmas. A forma covariante da acao de fixadora

de calibre, que sera utilizada nos célculos subsequentes, é dada por
1
St = — 3 /d4x\/—g x?, onde x=V,A"—M,0. (2.37)

Vale ressaltar que esta condic¢ao de calibre difere de 6 = const, que estabelece a equivaléncia
entre a teoria original (2.1) e a teoria com simetria de calibre restaurada (2.5). E claro que
esse calibre ¢ inconveniente para calculos em one-loop. Felizmente, existem argumentos ge-
rais que permitem levar em conta a dependéncia do fixador de calibre nos resultados finais.
Esses argumentos serdao apresentados no encerramento desta secdo. Esta parte é especial-
mente relevante, pois um método alternativo baseado no heat kernel, descrito no Apéndice
B, apresenta dificuldades significativas para ser aplicado ao caso em questao.

A soma da agdo (2.5) e do termo de fixagao de calibre (2.37) tem a forma
/ 4 L., 5 1 )
S+ Sy = [ diay/=g {5 A" (B0 -RE, — 8MZ) A+ 5 6 (0-02) 6

+ g™ (D, ®)" (D,®) — m*®*® — X (d") + 53@*@}. (2.38)
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Para aplicar o método de campo de fundo, decompomos os campos em contrapartes

classicas e quanticas (¢, ¢*, B*, 1),

PP =D 4, Do D=P+p, A, A, =A,+B, 0—0=0+0, (2.39)

e extraimos a forma bilinear nos campos quanticos da acao (2.38)

1 .
S'® 4 Sy = §/d4x\/—g (go* © B“) al’

¥

*

U
B,

O operador diferencial H’ tem uma forma matricial

ol adl adl ol
A, H.,. A., A,
gl gl gl gl
i pr wa* ng H
L) L) gl
le le* Hy

Fy1 a7

com os seguintes elementos nao nulos:

Fr/

H@*s@
A B
HW* =

= —0—m® —4\D*D + R + 2ieA, V! +ie (V,AY) 4 * A2,

—O-m? —4\0*® + (R — 2ie A, V" —ie (V,A") + e* A2

w?

v v v 2 v 2k
= 07 O—R,Y + 6, M + 267’0,
= ie®dV" + 2ie (V'D) + 2> A" P,
= ie®*V, —ie(V,0*) +2¢°4,P",
= —ie®*V” — 2ie (V' O*) + 2> AV d*,

—ie®dV,, +ie (V,P) + 2¢*°A,P,

= —2\3,

2N D",
O0—M2.

(2.40)

(2.41)
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O operador matricial (2.41) pode ser reescrito da seguinte forma

-1 0 0 0

3 ~1 A

- 0 Vg (2.42)
0 0 +1 0

0O 0 0 +1

onde o novo operador H tem a forma canonica

H =10+20°V, +11, (2.43)
com 1= diag (1, 1,1, 5;;),
—1eA® 0 0 —%z’eg“”@
“ 0 e A” 0 liegwd*
fo _ we 2'¢9 (2.44)
0 0 0 0
5iedsd* —3iedtd 0 0
e
2 *
+4AXND*D — ER
" ; DD 0 —2ie(2®)
—ie (V,AF) — A7,
2 *
+4X\P*D — ER .
) 2AD* " . 0 %ie (2" D)
II = +ie (V,Al) — e?A2
0 0 —M? 0
—RV 5VM2
—ie (V, %) + 2e2A,0*  +ie (V,P)+2¢24,2 0 p Ot
+20%620°D
(2.45)
A contribuicao de one-loop para a acao efetiva é dada por
= %Tr In A — iTrln Ay, (2.46)

no qual Hgy, é o operador na acao dos fantasmas

Hy =0O—-M2. (2.47)
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A parte divergente da acao efetiva de one-loop é dada pela expressao [18,19]

120 360

dw = /dnx\/ tr {CQ - —FL

1. 1 1
—p? 4+ — EIP —D 2.4
+ 2 + 123 s 6 + 180 R} (2:48)

onde C? = C**F(C,,.5 é 0 quadrado do tensor de Weyl, F, é o integrando do termo topoldgico
de Gauss-Bonnet?, € = (47)” (n —4) e p é o pardmetro de renormalizacio. Na expressdo

(2.48), as defini¢oes sao

A

~ ~ 1 A A A
P =T+ R Voh—hah, (2.49)
SO‘B - '%?045 + Vﬂﬁa - Vofbﬂ + Eﬁﬁa - ;Locilﬂa (250)

onde o comutador das derivadas covariantes geométricas é ,@aﬂ = diag (O, 0,0, —R mﬁ)

A contribuigdo da ac@o fantasma tem a forma padrao [21]

1 1
V=g{—0%* - — —D 2 M? M4} 2.51
o {1200 360" T 30 R+72R g Mot t (2.51)

F((iix)z, gh —

Usando a relacao geral (2.48), apds algumas manipulagoes algébricas (as férmulas inter-
medidrias podem ser encontradas no Apéndice C), a parte divergente da agdo efetiva de

one-loop é encontrada na forma

Lav = /dnx\/_{ 62_3 4+[(§_é>2+72}R2_5DR
- EM3+2 (g-)}RJr{ (2 — 42 (f—é)—ge}RCDCD

+ (2007 = 4€®X 4 4e*) (87®)% — 2[ (e — AN) m? — 3¢’ M| B*P

2 3
+3 (62 + 2)\) O(®*®) — 4¢* (D, ®*) (D*®) — EF,EV + 2M4 +m } (2.52)

Observamos que as divergéncias formam trés grupos de termos. Em primeiro lugar, ha termos
que reproduzem aqueles da agao classica (2.1). Além disso, existem termos de derivadas totais
e, finalmente, os termos de vacuo que dependem apenas da métrica externa. Esta forma de
divergéncias confirma que a violacdo da invaridncia de calibre é causada apenas pela massa

do campo vetorial abeliano, ou seja, a teoria apresenta apenas quebra de simetria suave,

2 As relacdes sdo Rimﬁ =20?—-E, + R2 eR2,=1C?-1E, + %RQ.

nv
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e essa caracteristica é mantida no nivel quantico. Podemos concluir que a propriedade de
renormalizabilidade é exatamente como na eletrodinamica massiva de espinores, explorada
em [16]. As consideragoes gerais deste trabalho podem ser mapeadas para a teoria vetorial
escalar-massiva, e portanto espera-se que a mesma estrutura de renormalizacao seja esperada
em ordens superiores de loops, até os novos termos nao-minimos no setor vetorial.

Vale a pena comparar a teoria em discussdo nao apenas com a teoria ndo Abeliana [16],
mas também com a teoria Abeliana do campo vetorial axial [49], que representa a tor¢ao antis-
simétrica. Neste caso, a simetria de calibre é violada pela massa do espinor e, como resultado,
a massa do vetor axial é uma condicdo necessaria para a renormalizabilidade, incluindo no
contexto efetivo [51]. Como consequéncia, o modo longitudinal do vetor axial propaga-se a
partir das correcoes de segunda ordem nos loops, e ha um conflito entre renormalizabilidade
e unitariedade. Nada disso ocorre no presente caso.

Por 1ltimo, mas nao menos importante, é necessario ter cuidado especial com a possivel
dependéncia de calibre. A razdo é que, na abordagem baseada no truque de Stiickelberg,
apenas em um calibre especial a teoria invariante reduz-se a original (2.1). No modelo de
campo vetorial puramente massivo, mesmo em um espago-tempo curvo, a questao é trivial
[21]. Contudo, no presente caso, a histéria é mais complicada. O que sabemos é que (veja,
por exemplo, [14,52,57] para provas formais):

i) A parte divergente da acao efetiva é um funcional local covariante;

i1) Os argumentos de power counting continuam validos em teorias com quebra suave de
simetria [16,49];

iii) A diferenca entre as divergéncias de one-loop estimadas em diferentes calibres é pro-
porcional as equagoes cldssicas de movimento [53].

Juntando esses argumentos, isso significa que pode-se esperar adi¢oes locais covariantes
dependentes de calibre em (2.52), sendo proporcionais as Egs. (2.7), ou seja, podem existir

termos adicionais da forma
—y _ pt fo
Aly, = / d"r\/—g {2 (é%b* + é’*cb) + fo by 0+ fa @@"Ay}, (2.53)
€

onde fg, fp e fa sao fungdes reais arbitrarias (dependentes da condigao de fixagao de calibre).
Esses pardmetros sdo completamente andlogos as constantes aj, ao, e a3 na Eq. (2.8). A
analise da Eq. (2.53) mostra que ela nao pode produzir mudancas drésticas nas divergéncias,
por exemplo, gerar um modo longitudinal do campo vetorial ou o termo do tipo (A,A")?,
como ocorre na teoria do vetor axial [49]. Isso significa que hd boas chances de que a

teoria (2.1) possa ser renormalizével além da ordem de one-loop, se os termos adequados de
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completude ultravioleta forem introduzidos.
Substituindo as equagoes de movimento (2.7) em (2.53), apds alguma dlgebra, chegamos
a diferenca entre as divergéncias de one-loop correspondentes a duas escolhas de fixacao de

calibre na fase simétrica (de Stiickelberg)

— _ _ n—4
AT = P00 - Tt = 1 [aeya {00y (0,0)
— (m? = ER) "D — 2 (®")* | + fy[ (V)" + MOV, AY]
1
M,

!
4 fal=F? +M3<A,%—

2w

AZ,VZ’G) - A,,J”} } (2.54)

Nesta expressao, x corresponde a um termo de fixacdo de calibre arbitrario, enquanto yq
representa uma condicao de calibre especifica de nossa escolha. A divergéncia de one-loop
para arbitrariedade da escolha do termo de fixagao de calibre é dada pela soma das equagoes
(2.52) e (2.54). Note-se que o requisito de invaridncia de calibre impde a condi¢ao fp = fa =0,

enquanto fe permanece nao restringido.

2.4 Equacoes do grupo de renormalizacao em one-loop

Considere o processo de renormalizagao aplicado a teoria descrita em (2.1). Como os
célculos foram realizados para uma teoria diferente (2.5), que surge apés o truque de Stiickel-
berg, as relagoes de renormalizacdo estao sujeitas a ambiguidades, que foram parametrizadas
em (2.54).

A agdo classica renormalizada é definida como Sk = S + AS, onde AS ¢é o contratermo
necessario para cancelar as divergéncias. Podemos simplesmente definir AS = — fgﬁ‘)] Para

os campos escalar e vetorial, as relagoes de renormalizacao serao

4€2+fq>>q)

2
> e A = (1+6>Aa, (2.55)
€

n—4
by =2 (1—
0 s ( 3e

no qual @, é explicitamente ambigua, devido ao fator fg. Para as duas massas, teremos
2
mg = m*+ = [mQ (362 - 4)\> — 362Mﬂ (2.56)

€

Mg, = M2<1 - ) : (2.57)

v
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As relagoes para as constantes de acoplamento tém a forma

in e?
ep = Q2 1—§ e,

1
o = pdm [A — = (2087 — 12¢) + 4e) ] , (2.58)
€
e para o parametro nao minimo temos
2 1 1
§0=5+{362<§—)—4A<g—)} (2.59)
€ 9 6

E notével que a contribuigdo do vetor massivo nesta relagdo nao é proporcional a £ — 1/6,
embora nao haja dependéncia de massa nesta formula. A razao é que, antes de tomarmos o
limite estritamente sem massa, existe um grau de liberdade extra (equivalente ao campo de
Stiickelberg), que é nao conforme. A situagao é analoga a descontinuidade descrita para o
setor de vécuo da teoria de campo vetorial massivo em espaco-tempo curvo [21].

As fungoes beta e gamma podem ser obtidas usando as relagoes

. dP . dH
Bp = lelgf}l M@ e Yol = Tlllg}l /L%7 (2.60)

onde P = (m,M,,§, )\ e) sdo parametros renormalizados e H = (®*, P, A,) sdo campos

renormalizados. Usando as relagoes de renormalizagdo, obtemos

3

e
=3 (47)*
1
By = 7 (200 — 12¢2A + 4¢)
2 1 1
- Eslole-1) ()
e (4@2{ <§ 6) “\¢7 g
2
5m2 = _W [362 (m2 — Mg) — 4m2)\} )
7r
2¢e?
= —— M. 2.61
As fungoes gamma terao a forma
2¢? e?
= G iy (2.62)

Note-se que 74, e 3. sao exatamente as mesmas da QED usual. Como explicado na Sec. 2.2,
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espera-se que esta caracteristica se mantenha apenas na ordem de one-loop. Por outro lado,
~v¢ pode ser objeto de ambiguidade produzida pelo procedimento de Stiickelberg nas ordens
de loops superiores.

O potencial efetivo para a acdo (2.1) pode ser obtido utilizando a técnica do grupo de
renormalizagdo (RG) [58] adaptada para o espago-tempo curvo [59] (veja também [60]). A

equagao do grupo de renormalizacdo para o potencial efetivo tem a forma

B, o) 0 . 0 * _
{/La'u—f—ﬁpaf)—i"}@( 55 T 50 )}Veff(gag,@ , @, P i) =0, (2.63)

onde p é o pardmetro de renormalizagdo. A equagao anterior permite que o potencial efetivo
seja reescrito em termos das funcoes beta e gama. No nosso caso, é essencial considerar
o efeito do acoplamento entre o campo escalar e o campo de calibre, pois ele resulta em
corregoes adicionais ao potencial. O procedimento é andlogo ao descrito em [60], portanto

apenas formulamos o resultado para o potencial efetivo,

Vg =V + (5m+2m e )|<1>|2[1n ('be) _ 01}
+ 3 (se+ 260) miaf [ (125) - ¢
(@ + 4)\7¢>|<I>|4{1n (‘Ml ) _ 03} (2.64)

onde |®|? = ®*®, e as constantes C, Cy e C3 dependem das condigdes de renormalizagdo.
Por exemplo, no caso sem massa e nas condigoes utilizadas em [58-60], os valores sao C; = 0,
Cg =-3e 03 = —25/6



Traco anémalo e acao efetiva induzida por

anomalia

Este capitulo é baseado no trabalho publicado [61]".

“O significado das crises consiste exatamente
no fato de que indicam que é chegada a ocasido

para renovar os instrumentos”.
-Thomas Kuhn.

Neste capitulo, analisamos a acao efetiva resultante da anomalia conforme, em um con-
texto onde o fundo inclui tanto campos métricos quanto escalares. Nossas consideracoes
abrangem os critérios de consisténcia dessa abordagem baseada em anomalias, incluindo dis-
cussoes sobre as ambiguidades presentes na anomalia conforme e na ag¢ao induzida. Além
disso, abordamos em detalhes o calculo das contribui¢oes da acao induzida por anomalia no
regime de baixas energias.

Em resumo, apresentamos a formulacao da acao efetiva induzida por anomalia para sis-
temas que envolvem campos métricos e escalares. Investigamos o comportamento da acao
induzida em baixas energias, destacando suas relacoes com o grupo de renormalizacao e o
potencial efetivo dos campos escalares. Por fim, discutimos as ambiguidades associadas a

anomalia, ampliando os resultados de estudos prévios [63,64].

! Este capitulo apresenta uma estrutura semelhante aos capitulos 1 e 3 da recente tese [62], visto que o seu
autor possui coautoria em [61].

43
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3.1 Anomalia conforme com campos escalares

Considere o seguinte toy model com N cépias de campos de Dirac, ¥, e um tnico campo

escalar real @, no contexto de um espaco-tempo curvo

S = /dA‘x\/—_g {gj U (iv"V,, — h®)Wy, + ;(vuq»? + ;§R<I>2 — 2@4 + Tmcp?}, (3.1)
- .

onde o parametro de acoplamento nao-minimo é denotado por £ = é. As constantes de auto-
interacao escalar e de acoplamento de Yukawa sao representadas por A e h, respectivamente.
A interacao de Yukawa U, h®U, nesta teoria é necessirio para renormalizar o termo cinético
do campo escalar no nivel de one-loop. O mesmo podemos dizer a respeito do termo de
derivada total (0®2, com o pardmetro arbitrdrio 7, uma vez que a sua inclusao igualmente
indispensavel para garantir a renormaliza¢ao, mais adiante serd discutido a relevancia desse
termo na teoria. Desta forma, podemos afirmar que o modelo conforme (3.1) destaca-se por
sua simplicidade e generalidade?.

Além da covariancia geral, este modelo também ¢é invariante sob a transformagao chamada

simetria conforme local

G =€ Gy P=e7®, U= e 270, U=¢20, com o= o(x). (3.2)

Para uma teoria renormalizdvel no campo de fundo curvo (veja, por exemplo, [14,60] para

uma introdugdo) requer o seguinte termo de vacuo conforme

Sey = /d4x\/—g {a102 + as By + ang}, (3.3)

Embora os termos de superficie (J®2, E, e IR nao sejam invariantes sob transformacoes

conformes, a simetria é preservada na identidade de Noether associada a (3.2)

2 5S(guy, CD) d‘P 55(9#”/7 CI))

Vo' g 5.9#1/ vV =9 5(1)
onde dp = —1 representa o peso conforme do campo escalar de fundo. Ao incluir férmions e
vetores, os pesos conformes correspondentes sdo dy = —% edy=0.

Conforme demonstrado pela prova geral existente [57] (veja também [60] para uma versao

simplificada), a divergéncia de one-loop na acao (3.1) é invariante sob transformagoes con-

2Nao é complicado realizar uma generalizacdo desse modelo para uma teoria multiescalar conforme, com
campos espinoriais, vetoriais e um grupo de calibre arbitrario.
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formes. Isso implica que, ao utilizar a regularizacao dimensional, a divergéncia de one-loop

pode ser expressa como
= 1
Ffili\)/ = —g/d%v —g AZ, (3.5)
onde ¢ = (47)2(n — 4), e o funcional local [d*z\/—g A%, é invariante conforme, ou seja,
satisfaz a identidade de Noether (3.4).
No entanto, a acao efetiva renormalizada de one-loop

T =5+8.,+TW 4+ ASH, (3.6)

ren

viola a identidade de Noether. Neste contexto, a correcio quantica I'") = l_“éli‘), + I_“gn) repre-

senta a contribuicdo de one-loop nio renormalizada, enquanto AS™ inclui os contratermos

locais adicionados para cancelar as divergéncias ultravioleta. Essa violagao da simetria indu-

zida pelas corregoes quanticas é o fenémeno conhecido como anomalia conforme [65-67].
Usando a técnica de Schwinger-DeWitt [18,19], a expressao para divergéncia em one-loop

de (3.1) (veja [14,60] para teorias semelhantes) serd dado por

_ n—4 146N 14+ 11N 1
) _ _L/dn W Cc? — E 2Nh2[ V)2 + — RP2
div c TVTIN 120 360 4T (V) + 5
146N A2 A ANR?
- — 0OR+ (= - 2Nh4> o4 ( — > [ §? 3.7
BT * ( 8 T 12 3 : (3.7)

com (V®)? = ¢ (9,9) (9,2). No limite n — 4, a integral na expressdo acima satisfaz a
identidade (3.4).
Podemos generalizar a divergéncia em one-loop ao considerar campos escalares, espinoriais

e vetoriais na teoria. Dessa forma, a invariancia conforme em one-loop implica que
— 1 lun—4 1
M=~ [aev=g {w02 +bE; + cOR — 7a {(W)? +  Re?

€

1 ~
+ Brdt + @Dqﬂ}, (3.8)

sendo By = By + 4 ve. A funcdo gamma v e as fungoes betas w, b, ¢, B\ e B, depende do
contetudo de particulas da teoria.
Os coeficientes w, b e ¢ sdo as funcoes betas (3-functions) em one-loop no setor de vacuo.

Uma caracteristica interessante desse setor, é que eles dependem somente dos niimeros de
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campos de diferentes spins [14, 60],

1 No  Nipp N

Y (any (120 T 10)’ (3.9)
1 [Ny 11Ny, 31N,

_ No 3.10
(4rr)2 (360 T 360 180 ) (3.10)

1 No  Nijpp N
_ No My 11
T ln)y (180 T30 10) (3-11)

No caso particular de (3.7), Ng = 1, Ny, = N e N; = 0. No setor escalar, 8, 7o € f3;
dependem do grupo de calibre, constante de acoplamento e outros detalhes do modelo. Para

(3.7) considerado anteriormente,

INK?, By =

(3A% — 48h'N), B, = L (A AN

@ \1T T 3 ) (3.12)

A anomalia ndo pode ser completamente derivada usando a identidade (3.4) devido a

7T )2 (47)?

problemas com os termos de superficie [68,69]. No entanto, seguindo o esquema de [31,63],

é possivel obter a anomalia tomando a derivada variacional em relacao ao fator conforme,

1 STV 1 SASM
<y> — _ _6—40 ren| _ _ _6—40 S
V=g oo V=g oo
1~ 1
= —wC? - bE, — c[OR — 55@4 — 3,09% + 75 [(V(I))z + 61-2<1>2 : (3.13)

Aqui, o simbolo | significa o procedimento de substituicao g, — g, d— P eco—0.

E notével que a forma geral das divergéncias no setor escalar permanece qualitativamente
a mesma (3.7) em qualquer outro modelo conforme com um ou mais campos escalares. Assim,
a estrutura geral da anomalia (3.13) é preservada. A principal modificagdo envolve as fungoes
do grupo de renormalizacao correspondentes. Em particular, ndo ha mudancas significativas
se o escalar for complexo ou de multiplos componentes. Para o Higgs do Modelo Padrao

minimo (MSM), devemos fazer as seguintes substitui¢oes tanto nas divergéncias quanto na

anomalia
Loo1? s v B | [P
5(0®)° = ¢ D, H 7, H, ¥ — cRH'H,
1 1
5@4 — é(HTH)?, O¢? — O(HH). (3.14)

E o restante permanece o mesmo. A derivada covariante &, é definida abaixo.
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Como outro exemplo, considere o modelo SU(2) [70]

1 T a ach F{c
S = /d4x\/—g{—4GzyGa“” +1U (fy“@ub — he®® >\Ifb

1 1 1
59" (2,2)"(2,8)" + SR — SA(@B) + TD(cbacba)}, (3.15)

onde os escalares e espinores estao na representagdo adjunta do grupo de calibre, G}, =
VAL =V, AL + ge ALAS e (2,D)* = 0%V, +ige®AS®" ¢ a derivada covariante dos
escalares (ou o mesmo para espinores)?.

Os coeficientes no setor escalar desta teoria sao [60]

4
= — h* — ¢ 1
Yo (4’71')2( g )7 (3 6)
~ 1 (11
By = e (3% — 8\ + 72¢* —96h4>, (3.17)
1 (5 2 8

= —— | —=A+Z¢*— =h?). 1
p (47r)2<36 3973 ) (3.18)

E importante ressaltar que os coeficientes também podem ser determinados para outros
contextos, como na Grand Unified Theory (GUT) [71] e no Modelo Padrao Minimal (MSM)
[72]. Como mencionado, a estrutura geral da anomalia (3.13) permanece inalterada, sendo
os coeficientes os Unicos elementos modificados.

Neste ponto, é possivel realizar uma classificacdo das estruturas dependentes do campo
escalar presentes na anomalia (3.13), de maneira andloga as classificagdes de [66] e [73] no
caso puramente métrico:

i) Termos conformes reais, como C?, ®* ¢ (V®)? + LR®?. E conveniente introduzir

uma notagao especial para as estruturas conformes generalizadas na anomalia

X, = (V®)* + éR<I>2,

1~
Y(g,uzu (I)) = wc«Z - 7¢Xc + Eﬁ)\qﬂ; (319)

i1) Termo topolégico tnico, Fy, independente dos campos extras como escalares;
iii) Derivadas totais, exemplificadas por R e J®%. Mais adiante, veremos que esses
termos sao gerados por termos locais na acao induzida. Se esses termos podem ou nao ser

considerados irrelevantes depende do modelo, como discutiremos a seguir.

3 A transformacéao conforme do campo vetorial é dado por A = A.
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Vale mencionar que o termo topoldgico permanece tinico em dimensoes pares mais altas
[74]. Contudo, ainda nao ha prova geral de que as derivadas totais na anomalia sejam sempre
geradas por acoes locais. Apesar disso, este cendrio se confirma na dimensao seis e, de modo

geral, em todos os exemplos disponiveis na literatura.

3.2 Integracao da anomalia com um campo escalar

A acéo efetiva induzida pela anomalia para os campos de fundo métrico e escalar é

encontrado por meio da solucao da equagao

2 5Pind 1 5Find 1 —4 5Find
Juw + o = - —e 7 = (7). 3.20
/_ I 5!]#1/ /__g 5P /__g So < > ( )

Solugoes da equagao anterior para outras teorias ja foram encontradas. Destaca-se, por

exemplo, a solu¢do para o caso puramente gravitacional, obtida em [28,29], que representa
uma generaliza¢do em quatro dimensoes da ac¢ao de Polyakov [75] em duas dimensdes. Além
disso, h& generalizagoes que incluem torcao [76,77] e termos que violam a paridade [78]. Por
fim, a solucdo geral para dimensoes pares arbitrarias foi apresentada em [74].

Uma primeira observacao importante que podemos fazer é que os termos de derivadas

totais presentes na anomalia (.7) podem ser deduzidos utilizando as seguintes relagoes

— =G5 — /d4x\/ R? = 1200R, (3.21)
\/_ a

2 6 4 2 2
<\/_g“”5g,w = 5@)/611:\/ R®? = 610, (3.22)

Os termos que sdo invariantes conformes, como ®* ou X., podem ser agrupados jun-
tamente com C? conforme mostrado na Eq. (3.19), o que simplifica consideravelmente a

derivacao da acao induzida pela anomalia. Além disso, utilizaremos a relacdo fundamental
2 /- 2 _
N <E4 -2 DR) — V5 <E4 - SOR+ 4A4a>, (3.23)
sendo A4 conhecido como operador de Paneitz, e é dado por [29,41]
Ay =0°+2R"V,V, — SRD + 3(v“R)v (3.24)

este operador satisfaz a relacio \/—gA, = /—gA4.

A relagdo fundamental (3.23) desempenha um papel central na integracao da anomalia,
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pois fornece a formula

5 2
= /z A<E4 - 3DR>’ — 4/ TgAA, (3.25)

valida para qualquer funcional conforme arbitrario Alg,,, ®] = A[guw, D).
A solugdo mais simples pode ser obtida diretamente de (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23), na

forma ; 8
2b + 3c
Fin w /d4 i (1)2
@ = Sel { % LGl }

(3.26)
+ /d%v—g{aY@W, d) + bo (E — gDR) + 260A4a},

onde temos as seguintes transformacoes conformes
V—g=+v—3e" e R=¢e% [R —6(Vo)? - 6@0] (3.27)

Em (3.26), Se[Gw, ®] = Se[g,uw, ®] é uma “constante de integragdo” para a equacio (3.26),
ou seja, o funcional conforme que nao pode ser obtido da anomalia e, portanto, ndo possui
relacdo direta com as divergéncias no ultravioleta (UV).

Uma solucao alternativa covariante e nao local de (3.20) requer a introducao da funcao

de Green para o operador de Paneitz,

Utilizando (3.25) e o esquema geral [74], obtemos (veja, por exemplo, [14] para mais
detalhes)

b 2 2
Tina = 5o+ 3 / / <E4 - 3DR> G(z,y) <E4 - 353)
1 y ’ 2 20 +2 I6; (3:29)
+ 7//1/(1;)@(9;,?;) Ei— Z0R —/ ‘R 4+ Re? .
4 JzJy 3 , e 36 6
Reescrevendo (3.29) em uma forma simétrica, obtemos
2b 3 Br 1
6 8b Ja Jy

1 2 1

Por fim, reescrevemos o resultado (3.30) na representacao local introduzindo dois campos

(3.30)
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auxiliares ¢ e ¥ [79] (veja também [78,80] para uma apresentacao alternativa). O resultado

¢
2b 4+ 3¢ - 1 1
Pina = Selgun @) = [ { R 561%@2} +/ {wa ~ SUA

v —0b

(3.31)
N_ }

Observemos que a expressao covariante nao local (3.29) é um caso particular da féormula
apresentada no trabalho recente [81] (também ha exemplos particulares para outros campos,
como por exemplo, [78,82]). Como ja mencionamos anteriormente, essa estrutura é bastante
geral e de fato se aplica em qualquer espaco-tempo de dimensao par [74].

Uma caracteristica notavel das solugdes (3.29) e (3.31) é que a agao efetiva induzida,
conforme descrito nessas formulas, é invariante sob transformagoes conformes globais (3.2),
ou seja, com o = const. No entanto, essa invariancia nao contradiz o fato de que a simetria
conforme global da teoria ¢ andémala.

As formas (3.26), (3.29) e (3.31) s@o equivalentes, independentemente das aplica¢oes
nao-cosmoldgicas (veja, [31] e referéncias citadas). A equacdo (3.31) é mais util devido a
covariancia e localidade. A generalizacao fenomenologica para campos quanticos massivos
leves tem sido construida em [83,84] para a forma mais simples (3.26).

Com relagao a cosmologia de ordem zero, ou seja, para a dindmica do fator conforme da
métrica, notamos que ha uma diferenca significativa entre o fundo puramente métrico e a
solugdo com campo escalar, tal como (3.31). No caso métrico, o funcional S, é irrelevante
porque a métrica é definida por (3.2) com e’ = a(n), onde n é o tempo conforme. Como
resultado, S, nao depende de a(n), e a acao efetiva induzida pela anomalia parece uma forma
exata de corregoes quanticas no nivel de one-loop. Além disso, assumindo que a estrutura
geral da anomalia ndo muda em ordens superiores de loop, o tnico detalhe que pode mudar
além da ordem de one-loop diz respeito as funcoes beta. No caso escalar, a anomalia inclui
termos extras (3.13) e, por outro lado, o funcional S, depende dos campos escalares . Assim,
a solugao (3.31) nao pode mais ser considerada exata. O status dessa solugdo é semelhante
ao de um fundo puramente métrico no caso de solucao de buraco negro ou outras situacoes
semelhantes [31].

Outra questao importante é se a forma da anomalia pode ser a mesma em ordens de loops
superiores, se a teoria quantica inicial incluir campos escalares. Para abordar essa questao,
precisamos explorar em detalhe a acao efetiva do campo escalar em one-loop, incluindo as
ambiguidades correspondentes. Este serda o assunto de se¢oes posteriores.

O 1ltimo ponto importante a notar é que as expressoes (3.26), (3.29) e (3.31) sdo validas
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somente para campos conformes sem massa. No caso de campos de Higgs massivos ou outros
campos massivos que contribuem para Sy, 7o, w, b, ¢ e ,, esses resultados podem ser
considerados uma aproximagao no regime de altas energias (UV). No caso de Sy, ¢, w € ¢,

esse fato pode ser confirmado por uma anélise direta dos fatores de forma nao-locais [85,86].

3.3 Acao efetiva induzida por anomalia em baixas ener-
gias

Nesta secao, investigaremos a ac¢ao induzida por anomalia no regime de baixas energias,
em outras palavras, no regime infravermelho (IR). O esquema empregado é parcialmente
semelhante ao apresentado em [82,87] para o fundo eletromagnético e métrico. Conforme
veremos adiante, o caso escalar revela novidades interessantes e conexoes inesperadas com
outras abordagens.

Para nossos propositos, a versdo mais conveniente da acao efetiva ndo é (3.31), mas sim
sua forma nao local (3.29). Para isso, consideramos as seguintes aproximagoes:

i) Todos os campos de matéria sdo, ao menos aproximadamente, sem massa, e os acopla-
mentos &; satisfazem &; ~ %, garantindo que a simetria conforme do modelo seja preservada
no nivel classico. Nessas condicoes, a a¢do induzida por anomalia constitui uma boa apro-
Ximagcao;

it) Os termos escalares ®! e X, dominam sobre os termos de curvatura, portanto,
‘@2‘ > ‘R‘ e ‘(V@)Z‘ > ‘RQ‘ para todos os componentes do tensor de curvatura R_;

i11) Como de costume na relatividade geral, o limite IR implica que o campo gravitacional
é fraco.* Sob essa condicdo, as quantidades dependentes da métrica que dominam sio aquelas
que nao se anulam na ordem linear nas perturbacoes métricas h,,, em relagao ao fundo plano.
Em particular, isso implica que |JR| > |R? | para todas as contracdes de curvatura. Assim,
os termos dependentes do campo escalar e os termos de [1R constituem a parte mais relevante
da acao efetiva induzida por anomalia. De modo geral, a anomalia no setor de vacuo é
subdominante nessa aproximacao e serve como elemento auxiliar para obter as contribui¢oes
dependentes do campo escalar.

As estruturas nao-locais na a¢ao induzida se reduzem a uma forma mais simples

> S
G= A7 = <D2 + 2R, V, — SRO+ < (V'R) vu) N (3.32)

4 Na relatividade geral, isso significa que a aproximacio de baixa energia corresponde, na pratica, a um limite
de curvatura fraca.
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Os termos principais na expressao (3.19) sao aqueles com o campo escalar ® e [J R, portanto

2 1 2 1 1~
E,—“0OR+-Y ~ —Z0OR — =X, — = <I>4> 3.33
onde Y é divido em duas partes de acordo com a equagao (3.19).

Apés uma pequena dlgebra, a parte nao local da expressao (3.29) reduz-se® para se tornar

b, 1 1., 1
Find,nonloc ~ T8/xR - 6/z/y <4' 5,\(13 _”Yq>Xc>x (‘:’2>zy (DR)y

. 1b8/xR2 _ (15 x/y(i@@zi_%)(c)m (é)w 7(R)y. (3.34)

A 1ltima féormula é interessante e merece algumas observagoes:

i) A primeira integral nesta expressdo demonstra que hé um coeficiente modificado do
termo local R? no regime de baixas energias. E importante observar que essa modificagao é
uma, consequéncia direta do fato de que o termo R? estava escondido na primeira linha da
Eq. (3.29) sob o limite do espago-tempo plano. A visto disso, recuperamos apenas o termo
b na acdo de anomalia induzida nesse limite. De acordo com (3.10), a adigdo ao coeficiente
de R? tem valor o b/18, consequentemente possuindo valor negativo e com magnitude de
aproximadamente (0.01 —1). Este efeito é insuficiente para explicar o enorme coeficiente
(cerca de 5 x 10%) do termo R? no modelo de Starobinsky [88,89], permanecendo o desafio
de derivar este coeficiente, como discutido recentemente em [90].

Nota-se que o termo cldssico R? necessario para explicar as observacoes no modelo in-
flaciondrio [88,89] leva ao modo escalar propagante da métrica no limite de espago-tempo
plano, exatamente como ocorre na gravidade de Einstein corrigida pela anomalia [81]. De
qualquer modo, é bastante interessante, do ponto de vista tedrico, que os efeitos quanticos
possam ampliar o espectro das ondas gravitacionais na teoria inicialmente conforme, no qual
o modo escalar estd ausente.

ii) No regime de quebra de simetria, temos ¢ ~ v, ou seja, o campo escalar é aproxima-

damente constante. Entéo, o segundo integral em (3.34) toma a forma

- / (500" = 5rale?) (é)x’ymw- (3.35)

No ultimo termo da equacdo acima, surge o termo de primeira ordem R~ R, pertencente

a expressao nao local bem conhecida [91]. Fisicamente, isso pode ser o caso para o campo

2b+3c 5  Br
36 R 6

5 Além disso, ha uma parte local usual, ou seja, —/ (
T

R<I>2).
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escalar de Higgs do Modelo Padrao, nas escalas de energias energia superiores ao valor tipico
v = 246 GeV. Nessa faixa de energia, a anomalia oferece uma aproximacdo apropriada.
Além disso, em comparagao com a energia de Planck ou a escala GUT, essa regiao pode ser
considerada uma faixa de baixas energias no regime infravermelho (IR).

Observe que os termos RO'R, R(O'R)?, etc., compartilham a mesma escala global
que o termo usual R. Por esse motivo, a inclusdo desses termos com coeficientes apropriados
pode introduzir um pequeno desvio na relatividade geral em contextos cosmolégicos. Em
particular, tais termos podem atuar como uma substituicdo para uma pequena constante
cosmoldgica na descricdo fenomenologica da aceleracao do Universo. E importante destacar
que esses termos podem ser obtidos a partir da anomalia conforme, aplicando a aproximacao
de baixa energia discutida anteriormente.

E notével que, mesmo nas proximas ordens de aproximacao no regime de energia infra-
vermelha (IR), ndo surgem termos da ordem & (Y?), uma vez que essas estruturas nao estio
presentes na ac¢ao induzida em (3.29). Como consequéncia, a a¢ao induzida por anomalia
nao gera termos do tipo RO~ R. E sabido que esses termos também nao podem ser obti-
dos a partir da quebra esponténea de simetria por meio da expansao em curvatura [58].0
interesse em derivar tal estrutura reside no fato de que ela é empregada para a descricao
fenomenoldgica da expansao acelerada do Universo [92] (veja também as referéncias citadas).
Contudo, nao é facil obté-lo a partir de consideragoes quanticas, pelo menos na ordem de
one-loop.

i) Retornamos a equacao (3.34) e consideramos a transformacao correspondente g, =

[

Guwe®® e @ = ®e?. Supondo um campo gravitacional fraco, ou seja, na aproximagao linear

em o, obtemos
1 9y 1

— = e

20| D — 2
5 = R=c¢e [R — 600+ O(o )}, (3.36)

no qual 0 = g"*0,0,. Posteriormente, apés integrar com a funcao delta, chegamos a

1~ - _
r= [ <4, Gdt — %Xc)a, (3.37)

com uma expressao local no integrando. Este resultado é ao mesmo tempo natural e interes-
sante, pois confirma explicitamente que a a¢ao induzida por anomalia é, de fato, uma versao
local da agao classica corrigida pelo grupo de renormalizagdo. O parametro usual de escala
constante no espago-tempo curvo [57,60] é substituido pela fun¢ao local o, tornando o grupo

de renormalizacao do espago-tempo curvo mais proximo das aplicagdes [31].
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Considerando (3.37) como uma corre¢ao de loop a acao classica do campo escalar, a agao

efetiva correspondente pode ser obtida por meio das substituicoes

X, — X.(14+700),  A* — D'\ + fro), (3.38)

como deveria ser sob a corre¢cao baseada no grupo de renormalizacao. Em particular, essa
abordagem permite recuperar o potencial efetivo de one-loop, desde que sigamos o procedi-

mento

)
o — P, o — In—, (3.39)
P
que é coerente com a parte escalar de (3.2). Finalmente, substituimos ® por ® e Guv POT G,
como nas secoes anteriores.

Assim, para o potencial efetivo de one-loop, obtemos

v = L <>\ + ;BA In ij)qﬂ _ 112<1 + 7eln i’j)m?, (3.40)
no qual By = B+ A vg. A formula (3.40) torna-se a expressao padrao para a teoria con-
forme sem massa em espago-tempo curvo [60] ao aplicarmos as condi¢oes de renormalizagao
apropriadas. Essa formulacdo representa uma extensao direta do potencial de Coleman e
Weinberg [58].

Além disso, o termo X, pode ser incluido juntamente com R®?, resultando no primeiro
termo da expansao em derivadas da acao efetiva. Esse procedimento é completamente equi-
valente ao método baseado no grupo de renormalizagao [60,93] e sua equivaléncia também
pode ser observada no espalhamento de perturbagoes gravitacionais em fundos planos, como
recentemente discutido em [81]. A relagdo entre a agdo induzida por anomalia e o potencial
efetivo (3.40) demonstra que essa equivaléncia pode ser estendida para outras aplicagoes.

O procedimento de derivar o potencial efetivo e outros termos na acao efetiva a partir da
anomalia é esperado funcionar apenas para aqueles termos que tém divergéncias logaritmicas
no setor ultravioleta (UV) e ndo estao relacionados as massas dos campos quanticos. Como a
anomalia captura o setor UV das correcoes quanticas, nao é surpreendente que, com o devido

cuidado, seja possivel recuperar os termos correspondentes, como os presentes no potencial.
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3.4 Ambiguidades nos termos de derivadas totais

Discutiremos a existéncia de ambiguidades nas func¢oes beta dos termos de superficie ¢
e (. da equagao (3.13). Sabemos por meio de (3.21) e (3.22) que esses termos produzem
[dz\/=gR? e [ d*z\/—gR®* como contribui¢des finitas na acio induzida.

O termo clJR tem sido amplamente debatido na literatura, sendo considerado um pro-
blema nao resolvido, proveniente da escolha de regularizacdo. Nesse contexto, destacam-se
as discussoes apresentadas no livro [69] e no artigo de revisao [68]. De forma mais conclu-
siva, o problema foi considerado em [63] para o exemplo particular de um campo escalar
real. . Por sua vez, a ambiguidade no coeficiente (3, foi investigada em [64] para dois exem-
plos especificos: o modelo escalar com auto-interacao e o modelo de Yukawa, este tltimo
considerando um campo escalar puramente de fundo e os efeitos quanticos de um férmion.

Em [63], foi analisada a influéncia de diferentes esquemas de regularizagao, revelando que
existe uma ambiguidade associada & escolha do contratermo de C?. Essa ambiguidade esté
ligada & possibilidade de adotar o contratermo C?(d), onde d = n + y(n — 4), com v sendo
uma constante multiplicativa e n a dimensao do espaco-tempo, em vez de C*(4) [67] ou uma
forma mais simples C?(n). Foi demonstrado que essa ambiguidade é equivalente a liberdade
de incluir um termo finito, [ d*zr\/=—gR? na agdo de vdcuo classica (3.3). Como tal termo
resulta em uma contribuicao de R na identidade de Noether (3.4), a presenga de [JR na
anomalia é modificado e parece adquirir um carater ambiguo.

Outro exemplo de uma ambiguidade, qualitativamente semelhante, mas independente
da escolha de C?(d), ocorre na regularizacio de Pauli-Villars. Nesse caso, a fungao beta
associada ao termo ¢ também apresenta uma ambiguidade [64].

Uma diferenca crucial entre ¢ e 3, é que a introducao de um termo R? no lagrangiano
de vacuo nao compromete a simetria para os campos quanticos, podendo ser considerada
um procedimento “legitimo”. Em contraste, a situacio para o termo ®? ¢ bastante diferente.
Alterar o coeficiente deste termo no lagrangiano classico de % para qualquer £ # % quebra
a simetria conforme no setor dos campos quanticos. Como consequéncia, as divergéncias
de one-loopdeixam de ser invariantes conforme, ou seja, ndo possuem a estrutura especial

de (3.8). Nesse cendrio, torna-se necessaria uma renormaliza¢do independente de & na agao

1
6

de renormalizacao. Estritamente falando, sem simetria conforme, nao faz sentido discutir

(3.1), e, portanto, o valor conforme ¢ = £ nao pode ser um ponto fixo do fluxo do grupo
anomalia. Assim, a ambiguidade do tipo (J®? é uma questdo critica para a quantizacio de
qualquer teoria quantica com campos escalares.

Na regularizacao dimensional nao h4 ambiguidade para o termo J®2. No entanto, am-
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pliamos a anélise para o método de Pauli-Villars [63,64] para modelos arbitrarios contendo
campos escalares, férmions e vetores. Como veremos, essa extensao nao ¢ completamente
trivial. Como antes, assumimos que ha apenas um tnico campo escalar real ®, mas sem
impor restrigdes as fungdes gama e beta nas divergéncias (3.8).

A regularizacao de Pauli-Villars exige a introducao de um conjunto de campos escalares
ou espinoriais (reguladores) [94,95] com massas m; especialmente escolhidas e com paridade
de Grassmann indefinida. Para conduzir a anélise, necessitamos das contribui¢oes de one-loop
de um regulador escalar individual ¢; com a massa m; no fundo externo do campo escalar ¢

e da métrica,

4 4 1 & m? K
S, = / d'z/—g 4 59" 0upilspi + 5 RO; — il — P77 b (3.41)

2 2 2 2

onde xk é um acoplamento artificial que sera 1til posteriormente, enquanto m; e & sdo as
massas e os parametros nao minimos para os reguladores escalares.

A contribui¢ao do regulador pode entrar com sinal positivo ou negativo, dependendo da
estatistica de ¢;. Em ambos os casos, podemos utilizar a expressao para a acao efetiva,
calculada previamente com o método de heat kernel [96,97] em [85,98], incluindo para o
fundo métrico-escalar [86] (um célculo independente equivalente foi reportado em [99]). Além
disso, resultados similares foram obtidos por meio de diagramas de Feynman [14,85,100]. O

resultado, para estatistica bosonica, tem a forma

_ 1 13\ - 1 11
g ot (4 +2) e (10) o v
et = gz | VI M g+ ) FEMIR(C A1)+ Cuvan |50 F gkw(m)| ©

1~ 2 -
+R [53 + kR(n)} R— Zm2e? 4 02 | 1 ko (r)| @2 + 92 [—*’”gi 4 kg(n)] R\, (3.42)
2€ 2€ 8¢ 2€

onde 7; = [0/m? e adotamos as notagdes compactas

_ 2
fi:<£i_é) e 12 2 + In (47TM>_7 (3.43)

4—n m?

com v ~ 0.577 , sendo a constante de Euler-Mascheroni. As expressoes para os fatores de
forma nao-locais kw, kg, k. ¢ ke podem ser encontradas em [86]. Para os objetivos aqui, é
importante lembrar:

i) Os fatores logaritmicos ultravioletas (UV) sdao sempre proporcionais a In 2, conforme
mostrado abaixo;

it) No limite infravermelho (IR), m; — o0, todos esses fatores de forma desaparecem
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como O(T;).

No limite conforme, m; — 0 e & — 0, a parte finita em (3.42) reduz-se a:

Il
vafS
{120 pwas 0 ( B 47m2>0”

2><1> L L gy c1>2R} (3.44)

~(1
i =

8

s @21 ( _
+ . 1080 36

AT
Todos os termos aqui violam a simetria conforme local. Os dois primeiros termos no inte-
grando sao nao locais e correspondem as divergéncias de one-loop nos termos Weyl-quadrado
e ®*, respectivamente. Os dois ltimos termos sdo locais e correspondem a derivada total,
OR e OJ®? nos termos da anomalia via (3.21) e (3.22). Pode-se dizer que (3.44) é uma
alternativa a forma (3.30) da acdo efetiva responsavel pela anomalia [101], mas utilizaremos
essa expressao como um instrumento para explorar a ambiguidade.

O procedimento de regularizagdo de Pauli-Villars comega a partir da expressdo (3.42) e
requer o conjunto de campos auxiliares (reguladores) (3.41) com ¢ = 1,..., N. Para explorar
possiveis ambiguidades, esses campos sdo assumidos com parametros é gerais. Cada campo
possui uma degenerescéncia s;, que ¢ multiplicada por +1 no caso de estatisticas bosonicas,
ou —2 no caso de estatisticas fermionicas. Comecando pelo caso mais simples, considerando
um tnico campo escalar @, este rotulado como g, com os parametros definidos como EO =0
e sp = 1.

A acdo efetiva regularizada segundo o método de Pauli-Villars pode ser definida como

iy ZSF (M4, &, n). (3.45)

O termo ¢ = 0 ¢é dado por (3.44) mais a parte divergente & (1/¢). Considere m; = u;M,
onde M ¢é o parametro dimensional da regularizacdo e p; sdo coeficientes adimensionais
a serem definidos. Os valores de p; podem ser escolhidos de modo a cancelar os termos
divergentes €(1/¢) em (3.45), tornando a regularizagdo dimensional auxiliar irrelevante. De
fato, alternativamente, o procedimento pode ser substituido por um cut-off covariante no
integral de heat-kernel, conforme discutido em [63,64].

As condigbes de Pauli-Villars para eliminacao das divergéncias &'(1/¢) e (no caso de cut-off
covariante) também as divergéncias quadraticas e quérticas, sdo as seguintes:

1) Cancelamento de divergéncias quérticas e os termos € (1/€) quadréticos no tensor de
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Weyl:

> s =—s9=-1; (3.46)

=1

2) Eliminagao das divergéncias quadraticas:

N N
dosipr =0, > s &=0; (3.47)
i—1 =1

3) Cancelamento das divergéncias logaritmicas (ou seja, @ (1/¢€)) associadas a constante

cosmoldgica e R%:

N N
s =0, D s&7=0. (3.48)
=1 i=1

Essas condigoes permitem ajustar os parametros dos campos reguladores de modo que as
divergéncias indesejadas sejam eliminadas, garantindo a consisténcia da acao efetiva regula-
rizada. Em particular, a condi¢do (3.46) aborda tanto as divergéncias quarticas quanto os
termos quadréticos em €(1/¢) associados ao tensor de Weyl, enquanto as condigoes (3.47) e
(3.48) tratam, respectivamente, das divergéncias quadraticas e logaritmicas restantes.

Uma solucao possivel para essas condigoes corresponde a N =5 e

s1 =1, S9 =4, S3 = 84 = 85 = —2; (3.49)
pi=ps =4, pp=pi=3, =1 (3.50)
& = 11;. (3.51)

Essa soluc¢ao também satisfaz combinagoes das condigoes em (3.47) e (3.48), como,

N ~
=1

necessdrias para a divergéncia do tipo R®2. Utilizando a abordagem (3.45), chega-se a
seguinte expressao para a anomalia conforme na regularizacao covariante de Pauli-Villars

para um unico campo escalar,

b

7= —7

' + vp X, — wC? — bE, — (¢ — 66)0R — (B, + 3p)0?, (3.53)
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onde v = 0 e com as seguintes defini¢oes
1 X 2 | AP 2
= & In y = —— €5 In s 3.54
p 2(4@2;85 nu; e 2(4@2;8 & Inp; (3.54)

Como discutido em estudos anteriores [64], os coeficientes dos termos de derivada total
O®? e (R possuem uma dependéncia com os parametros de Pauli-Villars.

Vale destacar que existe uma ambiguidade em ambos os termos [0 ®? e [ R, relacionada
a escolha de &; nos reguladores escalares. A questao é que podemos escolher EZ = u?, como
feito na relagao (3.51), ou, alternativamente, tomar g} = 0, o que também resolve o sistema
de equagdes (3.46), (3.47) e (3.48). Neste tltimo caso, recuperamos o valor padrdo para
aqueles termos da anomalia que sdo comuns a todas as regularizacdes que nao quebram
explicitamente a invariancia conforme.

A questao remanescente se é possivel remover todas as divergéncias presentes em (3.8) na
teoria geral utilizando os reguladores de Pauli-Villars. Isso ndo pode ser alcancado apenas
com reguladores escalares, pois estes nao cancelam o termo X, que nao aparece na férmula
correspondente (3.42). Portanto, é necessério incluir reguladores de outro tipo, capazes de
produzir o contratermo cinético escalar.

Para lidar com esse problema, introduziremos reguladores espinoriais com paridade de
Grassmann indefinida, conforme sugerido em [64]. O operador bilinear usado nesse caso é
dado por
Y Hyj=9"V,—ip;,  H =9"V,+iy;, (3.55)
onde p; = m; + h®, sendo m; = v;M a massa do regulador, e ® o campo escalar de fundo
(com generalizagbes para o caso multiescalar descritas na Sec. (3.1). A forma explicita do

operador resulta em

1
~R+ 5. (3.56)

O analogo de (3.42) no caso fermionico descrito tem a forma [64, 86]

7t et (s
I (47T)2/dx\/§ md (= +3) + (5 B — 20202 )i (= + 1
1 L s 1 2 .
+ 5 G 52 + (@0 4 52 () (£ +44) (v70)

1 2 84

1 9 1
1 h2<1>2< ‘ ) ! h4<1>2< 4A> 1+ S RE } (3.
+ 5 — 5+ )R =+ + S REj@ R, (357)
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Os fatores de forma ndo-locais finitos ki, e k% podem ser encontrados na referéncia [85], e

utilizamos as notacoes

1. /1+a/2 , 40
A=1--In(1Y= - .
a n(l—a/?)’ T O (3:58)

Para anular a parte dependente do ntimero de férmions N, do vacuo em (3.8), utilizamos

reguladores (3.56) e a seguinte expressao da acao
Ny
(1 (1) ~
Trepy = 245 (), (3.59)
§=0

onde j = 0 corresponde a cada um dos férmions fisicos. Isso significa que precisamos de N /o
copias de cada um desses reguladores, assim como precisamos de Ny cOpias no caso escalar.
As condigoes para os coeficientes ¢; e v; sdo completamente semelhantes as de (3.46), (3.47)
e (3.48). Assumindo Ny =5 e substituindo s; — t; e p; — v;, com EJ = 0, a solucao ¢ dada
por (3.49) e (3.50) com as mesmas substituigoes.

Podemos fazer duas observagoes relevantes neste ponto. A primeira é que a anulagdo dos
termos dependentes de ® em (3.8) pode ser garantida pelo ajuste dos acoplamentos artificiais
k e h nas agoes reguladoras (3.45) e (3.59). Esse ajuste pode ser realizado para qualquer
contetudo escalar e, correspondentemente, para quaisquer () e v, independentemente de uma
possivel ambiguidade do fixador de calibre nesta tltima quantidade. Portanto, nao precisamos
nos preocupar com a dependéncia no escalar ® no restante de nossa consideracao.

A segunda observagao diz respeito as expressoes (3.9), (3.10) e (3.11). Fica evidente que a
anulacao das divergéncias para um conjunto geral Ny 1,2 1 nao pode ser realizada apenas com
reguladores escalares e fermionicos. Dessa forma, é necessario introduzir reguladores vetoriais
para lidar com a parte dependente de N;. Contudo, devido a primeira observagao, esses
reguladores vetoriais nao precisam depender de . Neste ponto, surge um problema aparente:
o regulador deve ser massivo, e o limite sem massa nos fatores de forma gravitacionais é
conhecido por manifestar descontinuidades [21]. Contudo, a solu¢do para esse problema é
bem conhecido [94,95]. Os campos reguladores sdo nao-fisicos e nao precisam satisfazer as
mesmas condi¢oes de consisténcia que os campos fisicos, tais como a correspondéncia entre
spin e estatistica ou a auséncia de modos nao-fisicos. Assim, podemos definir os reguladores

para a parte vetorial na seguinte forma

Ny N
o, =Y nd i), (3.60)
k=0
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onde
PO () = o o, w2sa) P
(i) = 5 Te Ln (050 —RY + o) — iTr La (O 4if) (3.61)

e mi = ppM é a massa do regulador.

E importante notar que, na equagao (3.61), observamos uma contribui¢ao dupla do modo
escalar, como nos casos de fantasmas de Faddeev-Popov sem massa. Isso contrasta com
a contribui¢do tnica no caso de um vetor massivo [19,21]. Essa caracteristica garante o
cancelamento das divergéncias na parte de vacuo N; de (3.8) desde que sejam satisfeitas
condigbes semelhantes as de (3.46), (3.47), e (3.48) para os coeficientes ry e py. Para isso,
assumirmos N, = 5 e fazemos as substituicoes s; — 7 e u; — pg, naturalmente com ék =0,
como no caso fermionico.

A solugao ¢é fornecida por (3.49) e (3.50) com as substitui¢oes apropriadas. A forma
explicita de (3.61), incluindo o conjunto completo de fatores de forma nao-locais, pode ser
encontrada em [85] ou extraida facilmente de [21].

Com isso, demonstramos que o cancelamento das divergéncias é possivel para qualquer
contetdo de particulas e funcoes beta associadas ao modelo subjacente. No entanto, a ambi-
guidade permanece e é descrita por (3.53).

Ressaltamos que, embora os termos locais satisfazerem a contagem de poténcia na teoria,
a ambiguidade mencionada acima nao pode ser corrigida pela mudanca do parametro de
renormalizagdo p. Isso ocorre porque os termos correspondentes nao estao presentes na acao
classica inicial e, portanto, nao estao sujeitos a renormalizacao UV.

Esse aspecto da teoria foi discutido anteriormente no artigo classico [102] e, mais recen-
temente, em [64]. A corregdo da ambiguidade nos termos locais s6 é possivel pela introducao
desses termos nao conformes desde o inicio, com coeficientes arbitrarios. Esses coeficientes,
por sua vez, podem ser determinados experimentalmente, e nao por meio de um esquema

particular de regularizacao.
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A influéncia da torcao na quebra espontanea

de simetria no modelo NJL

Este capitulo é baseado no trabalho publicado [103].

“Nada € tao maravilhoso que nao possa existir,
se admitido pelas leis da Natureza’
-Michael Faraday.

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [104] ¢ um modelo fenomenolégico descrito
por uma lagrangiana de férmions interagentes que alega invariancia com rela¢ao a algumas
transformacoes de simetria satisfeitas pela QCD, teoria que constitui as interagoes fortes.
A importancia de modelos tipo NJL, que apresentam interacdes quarticas entre férmions,
é que eles nos permite o estudo de algumas propriedades da QCD no regime de pequenos
momentos, e tem sido estudado tanto na linguagem pura de férmions assim como também
através de métodos de bosonizacao.

O modelo tem sido amplamente estudado no contexto do espaco-tempo curvo, sendo
inicialmente investigado em [105]. Ele tem sido explorado em diversos contextos, como
estudos de inflacao [106], transi¢bes de fase [37,107,108], e também na presenga de uma
tor¢ao externa, com foco em andlises de grupo de renormalizagao [109].

Em resumo, podemos afirmar que o modelo de NJL é um “modelo prototipo”, que permite
investigagoes em diferentes cenarios. Isso ocorre porque ele se baseia em uma interacao
quadri-fermionica simples, e as suas analises no contexto da teoria quantica de campos,
especialmente ao incluir correcoes na ordem de one-loop, nao apresentam desafios técnicos

significativos, para mais detalhes, veja, por exemplo, [58,110,111].

62
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Atualmente, o estudo sobre tor¢ao estd em ascensao, devido ao seu potencial papel na
formagao da matéria escura [112,113], como discutido no capitulo A. Além disso, estudos
recentes demonstraram a possibilidade de quebra espontanea de simetria no setor de torcao
em uma agao fermionica [36]. Inspirados por [107], onde foi realizado um estudo detalhado
sobre a transicao de fase no modelo de NJL em um campo gravitacional fraco, buscamos
compreender como o mecanismo de quebra espontanea de simetria ocorre no modelo de NJL
sob a influéncia da torcao.

Neste capitulo, realizamos uma revisao do modelo de NJL, comecando pela obtengao
da equagao de gap por meio do procedimento de bosonizacdo no contexto do espaco-tempo
plano. A equacgao de gap é uma ferramenta fundamental na descricao da quebra esponténea
de simetria, permitindo explorar a relacao entre os parametros do modelo e os estados re-
sultantes. Além disso, apresentamos brevemente o cdlculo da anomalia conforme no caso
fermionico com a presenga de um campo escalar. A anomalia conforme [65-68] é utilizada
para obter a parte nao local da agdo induzida por anomalia [28,29], conforme discutido no
capitulo anterior.

Com a forma nao local da agao induzida em maos, descrevemos a a¢ao efetiva no regime de
baixas energias para teorias que incluem métrica e tor¢cao como campos de fundo. Finalmente,
calculamos e analisamos o potencial efetivo, juntamente com a equacgao de gap do modelo de
NJL no setor escalar-tor¢ao. Este estudo fornece uma visao aprofundada do comportamento

do modelo sob essas condigoes especificas.

4.1 O modelo de Nambu-Jona-Lasinio

A principio foi um modelo concedido para descrever interagoes entre ntucleons, poste-
riormente foi reinterpretado como uma teoria com graus de liberdade de quarks. Sendo
uma teoria de férmions que contém propriedades fundamentais da QCD, que nos direciona
para relagdes simétricas [110,111]. O modelo de NJL especialmente descreve com sucesso a
invariancia quiral, que é quebrada espontaneamente no estado fundamental da teoria, acar-
retando no surgimento de bdsons de Goldstone. A implementacao da simetria quiral advém
da condensacao de pares de quarks, e permite o aparecimento de excitacoes coletivas com as
caracteristicas de particulas fisicas. Entretanto, como é um modelo, tera limitagdes, as quais
passamos a mencionar:

i) A teoria nao é renormalizével devido a dimensao candnica da constante de acoplamento
A, que é -2. Portanto, nao é apenas a densidade de lagrangiana que ira caracterizar o modelo

NJL, mas também o esquema de regularizacao empregado nos calculos das amplitudes;



64 4. A influéncia da tor¢ao na quebra espontinea de simetria no modelo NJL

i1) O confinamento dos quarks retratado pela QCD nao é implementada pelo modelo
de NJL, um problema vinculado & unitariedade da matriz S. Tal problema possibilita a
ocorréncia de processos nao fisicos, por exemplo o decaimento de mésons pesados em pares
quark-antiquark, provocando surgimento de quarks livres. Felizmente para o contexto de
baixas energias, o confinamento nao parece ter grande importancia em relagado as simetrias
que este modelo tao bem descreve;

i11) Por ser uma teoria efetiva nao hé existéncia dos graus de liberdade relativos aos glions.
Isto pode ocasionar em problemas se desejarmos utilizar no contexto de altas energias.

Ainda assim, o modelo é uma ferramenta poderosa no estudo de fenémenos relacionados
a simetria e a transicado de fase quirais. No modelo de NJL, o mecanismo provido para
quebra explicita de simetria ¢ a introdu¢ao de uma pequena massa de quarks introduzida
na parte cinética da lagrangiana. Além do mais, podemos introduzir no modelo todas as
simetrias globais da QCD, e proporcionar um mecanismo simples para estudar a quebra de
simetria quiral, que ocasiona na geracao dinamica da massa dos férmions, e no aparecimento
do condensado de quarks e do béson de Goldstone [114].

Como nosso interesse esta no mecanismo de quebra espontanea de simetria, utilizamos a
versao “original” modelo de NJL em um campo gravitacional fraco com tor¢ao na expansao
1/N (ver, e.g., [115,116] para revisao e [117] em modelos de interac¢oes quadri-fermionicos),

descrita pela seguinte a¢ao

S = [ d'ey=g {w (V= im955,) & + 2?\1 () + (dinsw)” } L)
a primeira parte da lagrangiana corresponde a lagrangiana livre de Dirac, onde ¥ representa
os campos de férmions. Na parte de interacao, a constante de acoplamento A, com dimensoes
de inverso ao quadrado da massa, ¢ assumida como positiva, garantindo que as interagoes
entre férmions sejam sempre atrativas, o que possibilita a formacao de estados ligados no
modelo. A constante de acoplamento A, representando a interacao forte, é determinada pelas
equagoes de gap, que geram a massa constituinte dos férmions, como serd discutido adiante.

Por fim, N denota o niimero de férmions.

4.2 Inclusao de campos auxilares

Devido as interacoes quarticas entre os férmions, é necesséario linearizar essas interagoes
na acao para encontrar o potencial efetivo do modelo de NJL. Para isso, utilizamos o procedi-
mento de bosonizagao, que substitui os graus de liberdade fermidnicos por graus de liberdade

bosonicos.
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A bosonizagdo de uma teoria fermidnica consiste em transformar as interagoes entre
férmions em uma teoria equivalente dependente apenas de campos bosdnicos. Esse processo
envolve a introdugao de campos bosonicos auxiliares na acao. No entanto, esses campos nao
devem alterar a dinamica do modelo, ou seja, sua inclusao nao pode modificar as equagoes
de movimento de Euler-Lagrange, sendo, portanto, considerados campos sem dindmica [110].

Os campos auxiliares sem dindmicas a serem introduzidos na acao de NJL, serdo os
campos escalar e pseudo-escalar, p e m. Sendo assim, adicionaremos os campos bosonicos na

acao original da seguinte forma

SngL — SNIL — /d 33\/_{ {,04‘ Wﬂ al [7? + Wz%ﬂﬂ } (4.2)

A agdo classica equivalente a (4.1) tem a forma

SNuL = /d4x\/—_g {M’Y” (Vi —inys8,) ¥ — 2]\;(,02 + 72) - 1;(,0 + i75W)¢} . (4.3)

As equagdes de Euler-Lagrange para os campos auxiliares da equac¢ado anterior possuem a

seguinte forma
A - A -
p= —Nwz/z e m= —Nd}iwb,

que quando substituidas em (4.3), obtemos (4.1).
Nosso objetivo é encontrar a acao efetiva aplicando a técnica de quantizagao via integral de

caminho. Comecemos pelo funcional gerador das funcoes de Green para o campo fermidnico?
710.6) = / DYDY DpDrexp (i + ib) + ivh ) . (4.4)

onde # e 6 sdo fontes grassmannianas. Ao integrar sobre os campos fermionicos e realizar
os calculos necessarios, chegamos ao seguinte funcional gerador (para detalhes dos célculos

intermedidrios, consulte [110])

Z:/meexp {Z’NSeff—i—/dzlx\/—_gQ[, ! ) 51 9}. (4.5)

iyt (Vi —invsSu) —

P el i 50 (v . . ~
I Também é possivel integrar sobre o campo de torcio (ver [118,119]), mas isso requer promover a torcao a
uma varidvel dindmica e pode levar a inconsisténcias na teoria efetiva [21].
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A acdo efetiva semiclassica é dada por

Seft = /d4x\/—_g [—21)\ <p2 -+ WQ)] —iTrln [iv* (V,, —inysS,,) — ], (4.6)

onde s = p + iy;5m.
Sabemos que na ordem principal da expansao 1/N, a agao efetiva I' [p, 7] é simplesmente

igual a Seg. Como pode ser visto pela equagao abaixo,
I'[p, 7] = Set[p, 7] + O (1/N). (4.7)

A acdo efetiva pode ser expressa como uma expansao em derivadas, sendo o potencial efetivo

o termo de ordem zero dessa expansao, ou seja, aquele que nao envolve derivadas dos campos,

1 1
Clo.r) = [dov/=g |~Ver+ 52 (0) 9" Qupdp + 32 (1) g™ Qum O+ ... . (48)

Obviamente, podemos encontrar o potencial efetivo na equacao (4.8), que pode ser escrito
como

Ve = Vigar + Ve + V2. (49)

Aqui, o potencial efetivo é naturalmente separado em trés partes distintas, a saber, o po-
tencial em espacgo-tempo plano V., o potencial em espago-tempo curvo sem tor¢gao Vg e a
contribuicao do termo de tor¢ao Vg2. Nota-se que os termos Vi, € Vi ja sdo conhecidos e
foram discutidos em [37,106,107]. Nosso objetivo é encontrar a contribui¢ao da tor¢ao no
potencial efetivo. Felizmente, é possivel determinar Vg2 por meio de uma técnica eficiente e
relativamente simples, baseada na parte nao local da acao-induzida por anomalia, conforme

j& demonstrado em uma teoria andloga em [36,61].

4.3 Acao efetiva induzida por anomalia

Aqui, seguimos a abordagem da acao efetiva induzida por anomalia, por ser um caminho
mais econdmico e fornecer os mesmos resultados obtidos por outros métodos, como discutido
no capitulo anterior. Resumidamente, nesta secao, utilizaremos a anomalia conforme para
encontrar a solugao covariante e nao local da agao induzida por anomalia. Posteriormente,
na proxima secao, extrairemos dessa soluc¢ao o potencial efetivo.

Consideremos um modelo que inclua espinores de Dirac e campo escalar que também seja
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invariante sob transformacoes conformes locais?
_ = 2 2 _ q2,-2 2 Q2 —4o p—
G = gwe™’, S =S5%", S, =5,e e p=pe’, (4.10)

cuja a sua forma bilinear é dada por

A

H = ir* (V“ - infy‘r’Su) —p. (4.11)

Para determinar as correcoes em one-loop, 'Y = —i Tr In H, utilizamos a técnica de Schwinger-
DeWitt [18,19] para encontrar as divergéncias e, posteriormente, a expressao para a anomalia
conforme, isto é, o traco anomalo. No caso particular de tor¢ao antissimétrica e escalar real,

a anomalia tem a forma
1
(T) = — {wC’2 +bEy + dOR — B1p*S* — 45252V} + termos de superficie, (4.12)

onde S, = V,5, — V,5,. Comparado a expressao similar em [36], removemos termos de
superficie irrelevantes, bem como os termos puramente escalares, e adicionamos contribui¢oes
do setor escalar-torcao. Independentemente dessas mudancas, as consideragoes posteriores
sao essencialmente inalteradas.

As fungoes beta em one-loop w,b e ¢ no setor de vacuo podem ser encontradas em [14,
36,47,69,120], e os coeficientes ;5 sdo dados por

8 8
(47r)2N772 e b= 0

onde N é o niimero de copias dos férmions.

B =— N7n?, (4.13)

A acdo induzida por anomalia pode ser determinada por meio da solucao da equacao

) 0T g Ll 6T ind 1, 0T o
- 9uv P = - =€ = 9
V=909, =g dp N oo

2 A transformacdo conforme da componente axial-vetor da torcdo nido obedece a mesma regra de trans-
formacao conforme aplicada a métrica e a torcdo na teoria ECT. Nesta teoria especifica, observa-se uma
relagdo de proporcionalidade entre S, e a corrente fermidnica axial, o que possibilita a seguinte trans-
formagao conforme

SH =498t o S, =¢72°8,.

Contudo, essa nao é uma regra universal. A acdo da tor¢ao, no nosso caso, contém termos adicionais e a
conexao é mais complicada. De fato, temos a liberdade de escolher a transformacao conforme de acordo
com nossa conveniéncia, de modo que a agao classica possua invaridncia conforme. Isso nos permite utilizar
a anomalia de trago para encontrar as corre¢des quanticas para o potencial do campo escalar e tor¢ao. Para
mais detalhes, veja [47,120].
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onde o simbolo | indica a substituicao (g, p,S.) = (guw,p,S,) € 0 — 0. A solucao geral
covariante para a acao induzida por anomalia é composta pela soma de uma parte nao local,
uma parte local e um funcional arbitrario invariante conforme, que desempenha o papel
de uma constante de integracao [14]. Seguindo [36,61], sabemos que a parte nao local da
acao induzida por anomalia pode fornecer o potencial efetivo da teoria no regime de baixas

energias. Considere a solugao covariante nao local da equacao acima

b 2 2
Find, nonloc — & / / (E4 - DR) G (iIZ’, Z/) (E4 - DR)
8 Jz Y 3 x 3 Yy

1 2
n 7//X(x)G(x,y) <E4 - EIR) , (4.14)
4 xJy 3 )
onde utilizamos a expressao importante definida como
1
X = wC? + B1p*S? — 15253,,, (4.15)

pois tal termo é invariante conforme. Observe que a diferenga em relacao a equagao analoga
em [36] estd no termo tor¢ao-escalar 5;p?S?, mas essa diferenca nao afeta o formalismo geral

para derivacao do potencial efetivo a partir da ag¢ao induzida por anomalia.

4.4 Acao efetiva no limite IR no setor escalar-torcao

Como ja sabemos, a forma nao local da acao efetiva foi recentemente mostrada como
uma descri¢ao no limite IR, devemos seguir o procedimento apresentado em [36,61]. Nesse
sentido, definimos algumas suposicoes:

i) Assumindo um campo gravitacional relativamente fraco no Universo primitivo, os ter-
mos de tor¢ao em (4.15) dominam sobre o quadrado do tensor de Weyl. Consequentemente,
> |C?;

i1) Na relatividade geral, o limite IR implica um campo gravitacional fraco. Portanto,

temos a seguinte hierarquia: [p*S?| > |C?| e ’SIQW

podemos descrever a gravidade fraca através de uma pequena perturbacao métrica, ou seja,
|OR| > | R? | para todo tensor de curvatura. E consequentemente, a func¢do de Green na agao
induzida se reduz a (3.32). Apds uma pequena algebra, a parte nao local da agdo efetiva,

equagao (4.14), torna-se

1 1 1
Ffrlii, nonloc — 6 /x/y (51P2S2 + 4628;2uz>x <D>x y R (y) : (416)

Aqui, nosso objetivo é encontrar a acao efetiva de baixas energias pertencente ao setor

escalar-tor¢ao mencionado na equagao (4.16). Para isso, precisamos isolar o fator conforme da
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métrica. Posteriormente, fazemos uma analogia com a derivacao da acao efetiva baseada no
grupo de renormalizagao [60]. Portanto, em um loop, consideramos transformagdes conformes
envolvendo (4.10) junto com (3.36), e posteriormente, assumimos uma aproximagao linear
nos termos de o na equacao anterior. Apos a integracao com a funcao delta, a acao efetiva

do setor escalar-torcao no regime IR se torna

_ 1 -
F{IE{d, nonloc — _/w <ﬂ1ﬁ2‘5’2 + 452531/) g (Z’) . (417)

Neste ponto, forneceremos uma visao geral concisa de nossa ac¢ao classica de torcao,

encontrada em [60,120], e definida como

Stor = — /d4gm/—g {a1p252 + CZwa} + termos de superficie, (4.18)

onde consideramos os parametros a; e as como variaveis arbitrarias. Impomos a condicao
a1 < 0 e ay > 0 para garantir que a energia seja positiva para o propagador da tor¢ao, e para
evitar a inclusao de taquions em nossa teoria, devido a possivel instabilidade.

Voltaremos a equagao (4.17), que esta relacionada & correcao de loop para a agao cldssica
de tor¢ao, e que nos permitird obter a acao efetiva por meio do processo de substituicao
denotado como

a; — a; + fro(x), as — ag+ Pao (x), (4.19)

de acordo com o grupo de renormalizagao [14,31,57], onde o pardmetro de escala constante
usual em espaco-tempo curvo é substituido pela funcao local o.
Agora, essa abordagem pode ser empregada para derivar o potencial efetivo de one-loop.

Para isso, fazemos a identificacao

1 2 2Q2
o= (W) , (4.20)
1

que é consistente com as partes escalar e de tor¢ao de (4.10). Aqui, p representa o pardmetro
de renormalizacao da dimensao de massa, e o argumento do logaritmo deve permanecer
adimensional. Consequentemente, a quantidade p? + n%S? possui uma dimensio de massa
igual a dois.

Usando (4.19) e (4.20) na agao classica (4.18), podemos facilmente obter a agao efetiva
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de torcao

2 2Q2
Ciors = — /d4x\/—_g{ lal - 621111 (p —Zg 5 )] p*S?

1 2+ 282
+7 la2+6221n (”MZN wa+...}, (4.21)

onde os termos de superficie foram negligenciados. A parte do potencial efetivo é definida

como um termo de ordem zero na expansao em derivadas da acao efetiva, reveja a equacao

(4.8). Obviamente
2 2. Q2
Vez = lal +6211n ('H"Sﬂ p2S2, (4.22)

112
O potencial de tor¢ao descrito acima é similar ao encontrado em [36], e ambos diferem do po-
tencial de Coleman-Weinberg [58]. Consequentemente, concluimos que a quebra espontanea
de simetria nao ocorre nesta teoria. No entanto, essa conclusao nao se estende ao potencial

efetivo do modelo de NJL, onde as contribui¢des dos potenciais em espago-tempo plano e

curvo devem ser consideradas, conforme serd discutido na se¢ao seguinte.

4.5 Potencial Efetivo e Equacao de Gap

O célculo do potencial efetivo do modelo de NJL. em um fundo gravitacional fracamente
variavel (que foi obtido em termos da expansao da coordenada normal de Riemann) com o
campo pseudoscalar definido como m = 0, pode ser visto em [37,106-108] (veja também o

apéndice D). O potencial efetivo no espago-tempo plano resulta em

1 1
Vi = Vo + —p° —
flat 0 2)\p (47r)2

242 4 p’ 4 A?
[pA + A" In <1+A2>—p1n <1+p2>], (4.23)
e a contribuicdo do termo de curvatura para o potencial efetivo tem a forma

1 R[ A? A2p?
- _ =2 n 1+ = 4.24

onde Vo =V | p—0 € A é a escala de corte. No entanto, estamos interessados na expressao do
potencial efetivo em espago-tempo curvo com tor¢ao externa. Entdo, vamos considerar (4.23)
e (4.24) juntamente com o potencial (4.22), onde tomamos a identificacio que p? — A2, e
consideramos N = 1 em (4.13) para garantir que o potencial efetivo da torgao esteja de fato

relacionado ao modelo de NJL, ja que o potencial da torcao foi derivado para N férmions.
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Portanto, a expressao para o potencial efetivo em espaco-tempo curvo com torcao é dada por

V= Vot L2 L ene it (142 o (14X
off = o+fp—<4ﬂ>2p + A" In +P —p In +?

2\
1 R , AQ A2p2 51 P2 + ?7252
— —|—p"In {1+ — a;+—In | ———— 252, 4.25
(47T)26[p <+p2 +A2+p2 * 1+2 A2 P ( )
Para facilitar o estudo das caracteristicas qualitativas do potencial anterior, por generalidade
e simplificacio em nossos célculos, introduzimos o parmetro a; = —n?/ (47)° e tomamos
n?S% — 52,
107°
5 [ : 1
‘/ﬂat ///'
‘/ﬂat + VR //'
S Vo + V3 "
-~ Vaa + Ve + VB J

Figura 4.1: O comportamento de diferentes poténcias efetivo V- com A/\g = 1.25, curvatura

R/A? = 0.05 e torgao S*/A* = 0.01.

A Fig. 4.1 ilustra o comportamento do potencial efetivo Vg para diferentes configuracoes
estruturais, incluindo o potencial efetivo do modelo de NJL em espaco-tempo plano, sua
implementagdo com curvatura (veja [37,107,108] para mais detalhes), contribuigao da torgao
e, finalmente, o potencial efetivo com curvatura e tor¢do. Vale a pena mencionar que a
quebra espontanea de simetria no modelo de NJL em espago-tempo plano ocorre quando a
constante de acoplamento A é A > \g = 472/A? (veja o apéndice D).

A quebra espontanea de simetria no potencial efetivo do modelo de NJL difere da apre-
sentada em (4.22) devido a presenca de contribuicoes tanto do espago-tempo plano quanto
da curvatura. Neste ponto, podemos observar que, na presenca de tor¢ao e curvatura, o
minimo local do potencial efetivo se torna menos pronunciado, como é evidente no grafico do
potencial do modelo na Fig. 4.1.

O comportamento do potencial efetivo do modelo de NJL em func¢ao de diferentes valores

do termo de torc¢ao pode ser observado no gréafico qualitativo mostrado na Fig. 4.2. Notavel-
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mente, o potencial efetivo ndo apresenta um minimo local quando o valor atinge S?/A? > 0.03,
demonstrando que a possibilidade de quebra de simetria dinamica nao é alcancada para esses

valores do quadrado da torcao.

.107°

I T E
752//\2 =0 , ,/
S2/A? = 0.01 S
5 ----52/A*=0.02 S
- - - 8%2/A? =10.03 .7 :

Figura 4.2: O comportamento do potencial efetivo V-com A/ Ao = 1.25 em fun¢ao de diferentes

valores de tor¢ao

Para observar explicitamente a quebra espontanea de simetria no modelo de NJL, come¢amos
examinando a equagao de gap relacionada ao potencial efetivo (4.25). Esta equagdo é o valor
esperado do vacuo, fornecendo-nos a massa dinadmica do férmion. No nosso caso, py desem-
penha o papel de massa dindmica do férmion, ou seja, pg = M. Para mais informacées sobre
a equagao de gap em espago-tempo plano, veja, por exemplo, [110,111], e [37,107,108] no

contexto do espago-tempo curvo,

oV (p,0) po o (2 o A?
AL B I T N
o |, N i I R
£o A2 A2 A4
Sy S T R +
e R (R R e
61 p(2) + 77252 9 BlpgSQ

A relagdo entre a massa dinamica do férmion e a constante de acoplamento para R = 0 pode
ser observada na Fig. 4.3 para diferentes valores de tor¢ao. Neste grafico, nota-se que a
constante de acoplamento varia em relacao ao termo de torcao, onde A aumenta juntamente
com S?/A%  Assim, podemos concluir que o setor escalar-tor¢ao influéncia a geracao de
massa dos férmions. Uma andlise detalhada do campo de torcao em funcao da constante de

acoplamento torna-se evidente na Fig. 4.4.



4.5. Potencial Efetivo e Fquagao de Gap 73

I I

S2/A2 =0
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Figura 4.3: O grdfico da massa dinamica em func¢ao de diferentes valores de torgao.

O grafico na Fig. 4.4 consiste em duas regides, uma com uma fase simétrica e outra
com uma fase quebrada. A curva critica mostrada no grafico é uma funcao da tor¢cao com
relagdo a constante de acoplamento. Através da Fig. 4.4, podemos fazer algumas observacoes.
Primeiramente, apenas a parte inferior, linha continua, tem relevancia fisica, correspondendo
a Ao/A < 0.8. Para o restante, linha tracejada, o potencial ndo possui fase quebrada, uma

vez que, para valores de tor¢io com S?/A? > 0.03, nao ha4 um minimo local no potencial

efetivo.
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Figura 4.4: A tor¢do é representada em fung¢do da constante de acoplamento que demarca

a fronteira entre a regiao de fase simétrica e fase quebrada.

Além disso, mesmo quando A\ permanece dentro da regiao da fase quebrada no modelo de

NJL em espago-tempo plano, a simetria quiral pode ser restaurada para valores positivos de
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S%/A? acima da curva critica.

Finalmente, investigamos a influéncia do parametro a; no potencial efetivo. Para isso,
reescrevemos a; como n aj na equacao (4.25), onde n pertence ao conjunto dos niimeros reais.
Isso nos permite gerar o grafico da Fig. 4.5. Nesse grafico, observamos que a contribuicao
de na; para n > 1 no setor de tor¢ao favorece o minimo local do potencial efetivo, o que
se torna mais pronunciado, beneficiando a ocorréncia de quebra espontanea de simetria no

modelo.
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Figura 4.5: O potencial efetivo V. com A/Ag = 1.25 e tor¢io S?/A? = 0.01 para diferentes

valores de n.
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operador Hamada

Este capitulo é baseado no trabalho publicado [121].

“A ciéncia humana de maneira nenhuma nega
a existéncia de Deus. Quando considero quan-
tas e quao maravilhosas coisas o homem com-
preende, pesquisa e conseque realizar, entao re-
conheco claramente que o espirito humano €
obra de Deus, e a mais notdvel”.

-Galileu Galilei.

Neste capitulo, generalizamos essa construcao para dimensoes arbitrarias d, incorporando
novos termos cubicos em curvaturas gravitacionais e ajustando os coeficientes de expansao
nos diversos termos de curvatura. Derivamos as consequéncias da invariancia global de escala
e das transformagoes conformes locais infinitesimais para a forma deste operador generali-
zado. O sistema de equagoes lineares que determina os coeficientes é resolvido, permitindo
a obtengao explicita do operador Hamada [44,45] conformal em qualquer dimensao d. Ob-
servamos também algumas singularidades na construcao para as dimensoes d = 2 e d = 4.
Além disso, provamos um teorema geral que afirma que um operador escalar conformal com
n derivadas em dimensoes d = n — 2 é impossivel de ser construido. Por fim, comparamos
nossa construcao explicita com a abordagem que utiliza derivadas covariantes conformes e
tensores de curvatura conformes, apresentando novos resultados para operadores construidos

com diferentes ordens de derivadas covariantes conformes.
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Este capitulo esta organizado da seguinte forma: nas primeiras se¢oes, apresentamos os
operadores conformes de duas e quatro derivadas, discutindo suas caracteristicas. O operador
Hamada [44,45] é abordado em um capitulo exclusivo, onde, ao final, demonstramos como
obter sua forma generalizada. Também provamos o Teorema sobre a sua inexisténcia. Por fim,
discutimos operador Hamada [44,45] utilizando a notagao de derivada covariante conforme de
Wiinsch. Este capitulo é o mais longo da tese, e, por isso, foi necessario incluir os apéndices

E e F como material complementar.

5.1 Operadores conformes e acoes conformes

Observamos que operadores conformes A, quando sdo covariantes conforme e atuam so-
bre campos escalares conformemente covariantes ¢ com pesos devidamente atribuidos, geram
outros escalares A¢, que para conformidade também devem se transformar como objetos
conformemente covariantes. Aqui, o ponto crucial é que o peso w’ para o novo objeto com-
posto A¢ serd quase sempre necessariamente diferente do peso original w do campo escalar ¢.
Portanto, a acdo geral de um operador diferencial covariante conforme sobre alguns escalares
conformes é caracterizada e ajustada pela especificacdo de dois ntiimeros constantes: w e w’
para qualquer tipo de operador diferencial covariante conforme. Pode-se dizer que apenas no
raro caso, quando w’ = w, podemos afirmar que o operador diferencial é invariante conforme,
pois, assim, ele nao adiciona nada ao peso do campo escalar sobre o qual ele atua a direita.
Em geral, o peso do operador diferencial wa pode ser definido (seguindo [122,123]) como a
diferenca

wa =w' —w. (5.1)

Neste trabalho, focaremos em descrever operadores conformes pertencentes a uma ac¢ao
escalar covariante e invariante conforme, tal acdo pode ser esquematizada na seguinte estru-

tura

5 = / Ao/ —gGdAS (5.2)

O fato de o operador A ser conformemente covariante e de ele gerar a a¢ao (5.2) implica que ele
também possui muitas caracteristicas interessantes (nesta se¢ao, por questao de conveniéncia,
usaremos a variavel d para representar a dimensdo do espago-tempo curvo). Podemos ja
mencionar uma delas aqui, pois este operador automaticamente deve ser auto-adjunto com
relacdo a conjugacao e a operagao de integracao por partes no integral do volume do espago-
tempo em (5.2). Isso também significa que sua agdo sobre o campo escalar a direita, ¢

(canonicamente), deve gerar os mesmos resultados que sua agdo conjugada sobre o campo
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escalar a esquerda, ¢, em (5.2) para o caso de campos escalares, quando a conjugacao se reduz
a nenhuma operacao. Este operador A surge também de forma natural como a segunda
derivada variacional da agdo S em (5.2) em relagdo aos campos escalares ¢, aqui sem a
necessidade de um procedimento adicional de auto-adjuncao (tal operacao é necesséaria para
operadores ordindrios que nao sdo conformemente covariantes, por exemplo). Somente a
propriedade de auto-adjuncao em tal forma nos permite ter tanto o operador conformemente
covariante A quanto a acao invariantes conforme S, quadratica nos campos escalares ¢ e com
o mesmo operador A nela (como em (5.2)), a0 mesmo tempo.

Em uma teoria consistentemente com simetria conforme acoplada ao campo gravitacional
de fundo, é possivel ter apenas um numero tnico e par de derivadas no termo cinético
sobre o fundo plano do espaco-tempo, por exemplo, para o campo escalar, ao mesmo tempo.
Portanto, é proibido ter simultaneamente, em um modelo, os operadores de Orsted [40] e
Paneitz [41] para um e o mesmo campo escalar ¢. Isso ocorre devido a exigéncia de invariancia
de escala, fundamentada nas dimensoes de energia associadas aos campos escalares. A mesma
restricao aplica-se as nao-linearidades, limitando-se, essencialmente, aquelas que envolvem
um numero de derivadas inferior ao presente no termo cinético principal. Nao se permitem
aqui casos com derivadas covariantes de poténcias negativas ou racionais/fracionarias, nem
casos das mesmas patologias de expoentes para campos escalares — isso se deve a exigéncia
de localidade da Lagrangianal.

Os exemplos de operadores escalares cinéticos conformemente covariantes, quando acopla-
dos a geometria externa, fornecem resultados explicitos para o procedimento de acoplamento
conforme a geometria de fundo. Esse tipo de acoplamento nao é gravitacionalmente minimo
e, portanto, pode nao existir para todos os operadores considerados no contexto de teorias
formuladas no espaco-tempo plano, onde a gravidade nao esta presente.

Apoés discutir as questoes gerais relacionadas a construcao de operadores escalares con-
formemente covariantes, especificamente na forma de operadores cinéticos que acoplam cam-
pos escalares de maneira conforme a geometria de fundo, estamos prontos para entender a
construcdo dos operadores de Orsted [40], Paneitz [41] (Esses detalhes sdo apresentados no
apéndice E) e Hamada [44,45], onde este ultimo operador é o cerne deste capitulo.

Neste trabalho, utilizamos a notagao em que o operador com n derivadas no termo cinético
principal que, em um espago-tempo plano, ¢ livre de curvaturas gravitacionais é representado

pelo simbolo A,,.

! Talvez seja possivel adicionar alguns termos de interacdo ndo lineares com derivadas, mas ainda néo verifi-
camos essa opcao.
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5.2 Operador Hamada em d =6

O operador com seis derivadas Ag foi encontrado primeiramente por Hamada [44,45] no
numero critico de dimensoes, ou seja, para o campo escalar adimensional em d = 6 com peso
conforme nulo w = 0. Nota-se, que termos com dimensdes de energia E° em quantidades de
fundo nao sao necessarios para sua construcao, veremos a respeito dessa caracteristica mais
adiante. Ainda assim, a estrutura do operador contém 20 termos (na base escolhida abaixo).

Sua forma é

Ag =P + 4R, V"V*0 — ROP 4+ 4(V,R,,)V’V*V” + 40R,, V'V" — i(DR)D

3
+ ClRupaTRupgTvuvu + CQR/LVpURMVpUD + ClRpaRupguvqu + (6 - 4C1> RupRvaqu

9 1 1 ,
25—40C1+1OC2)RD

2
+ = (VUOR)VH + (G 4 42) Ryupo (VR )V = (1 Ry (VF RV

| |
+ (-1 +36- <2) R, RAO + (—2 + 441) RR,, V'V + (

(6476 Rud TR = (24 56+ 26) Rud Vo)V + (1= 26 ) Ru(V*R)V”
7 3 1

(45~ 166~ &) ROVLR)V". (5.3)
Observa-se que o operador Ag nao é tnico em d = 6, pois depende de dois parametros reais
arbitrarios (; e (5, que podem assumir valores que, em alguns casos especiais, simplificam
a forma do operador. Essa familia de operadores conformes com dois pardmetros é uma
caracteristica comum, ja que em dimensoes superiores temos mais formas de construir inva-
riantes gravitacionais conformes (temos mais maneiras de contrair varios tensores de Weyl)?
Em dimensoes d = 6, temos trés maneiras independentes de construir invariantes gravita-
cionais conformes [124]. No setor de tensores de Weyl nao diferenciados, esses invariantes
reduzem-se a duas contracoes diferentes do cubo do tensor de Weyl, a saber, C,,,,,,C*? . AC Ry
e CWWC”’“’\"CW,,,\ (as outras possiveis contragoes novamente se reduzem as duas acima de-
vido & exploragdo da ciclicidade). Somente em dimensdes inferiores, como em d = 4, existe
uma identidade relacionando CHPC,VC"“"CHW,\ e CWPC,CW,{,\C”’\W. Certamente, o nimero de
parametros livres na construc¢ao do operador Ag esta relacionado ao nimero de invariantes

que podem ser construidos por contracoes de trés tensores de Weyl.

2Por exemplo, em d = 4, h4 apenas uma maneira de contrair dois tensores de Weyl C,,,,,-C**??. Usando a
identidade C,,,, o CHP¥7 = %CMUPUC”“’”" devido as propriedades de ciclicidade do tensor de Weyl, a segunda
possivel contragao C,,,,cC**¥? é eliminada.
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5.2.1 Termos na generalizacao do Operador Hamada

A generalizagdo do operador Hamada [44,45] para dimensoes arbitrarias d nao era co-
nhecida anteriormente. Primeiro, é necessario completar a base de invariantes, conforme
apresentada acima, na expansao do operador Ag na dimensao critica d = 6. Dois termos

adicionais sao possiveis contendo derivadas livres atuando no campo escalar
(V,R)V*O e (V,V,R)V'V". (5.4)

A base de um total de 22 termos contendo derivadas esta agora completa. Os outros possiveis

termos que se poderia pensar em adicionar sdo reduzidos pelas seguintes identidades

1

Buoar (VRTINS = 5 Bpar (VuBTT)VEG, (5:5)
1

Rooru VIR )V) = 5 Roori(VERETLVES, (5.6)
1

Rypor(V,RPT)VHG = §RZ,MT(V#R””‘”)V“¢, (5.7)

que surgem do uso da ciclicidade do tensor de Riemann (R, + Rupor + Ruovp =0) €
RupUT(v,uRVpaT)vugb = 2RpUTM(VMRpUTV)VV¢7 (58)

1
Ropor(VPRMTT) = =2 Rypor VFR, (5.9)

que surgem do uso da identidade de Bianchi (V R, 0r + Vo Rpuor + V,Ryuer = 0) satisfeita
pelo tensor de Riemann.
Portanto, seguindo Hamada [44,45], a base que escolhemos para escrever a expansiao

completa da parte de derivadas do operador Ag é dada por

Ag.ger = P + 2R, V*V O + 20RC? + 23V, R, V’V*V” + 24(V,R) V'

+ 25(V, .V, R)V*VY + 26(0R,,) VAV + 27(OR)D + 25 R,1per BTV NV, + 29 Ryuypo R0
+ 210Rp0 Ry7 V'V + 211 R, RPNV + 215 R, RO 4 213RR,, V'V + 21, R*0)

+ 215(VLOR)V* + 216 Rype (VO R¥P )NV + 217 Ry po (VERP)V + 218 R, (VFRY ) VP

+ 219 Ry (V,R*™)V? + 290 R, (VFR)VY 4 201 R(V,R)V*, (5.10)

onde ja definimos o coeficiente do termo que lidera o niimero de derivadas, ou seja, o termo

[13. Nota-se que a escolha da base feita por Hamada [44,45] com dois parametros arbitrarios



80 5. Operadores Conformes: Generaliza¢ao do operador Hamada

(1 e (o, equivale a permitir coeficientes completamente arbitrarios nos termos correspondentes
R, por RSV, NV, e Rype RFP7L, (5.11)

esses dois termos podem ser trocados por outros dois contendo apenas contragoes dos tensores
de Weyl, e nenhuma derivada covariante ordinaria atuando sobre os tensores, embora ainda
atuem sobre o campo escalar ¢ a direita. Na verdade, a mudanca para uma base dominada
pelos tensores de Weyl também ¢é possivel aqui. Contudo, para calculos posteriores, devemos
nos ater a uma unica base. Naturalmente, os resultados sobre a existéncia do operador, nao
dependem da escolha dessa base. E aqui adotamos a mesma escolha de Hamada [44,45]. Nota-
se, a posteriori, que os dois novos elementos (5.4) da base (5.10) sdo gerados em dimensao
geral d # 6.

No entanto, em d dimensao, também se esperam termos em Ag que nao possuem nenhuma
derivada atuando sobre o escalar (portanto, sdo endomorfismos). A construgao da base para
esses termos é outra tarefa ardua, que foi resolvida em Gilkey. Antes de listarmos todos os
termos presentes nesta parte adicional do operador Ag sem derivadas, discutiremos a questao
relacionada a construgao geral da ag¢ao para escalares, que se supde ser invariante conforme.

A acao que consideramos é quadratica nos campos escalares ¢ e, portanto, tem a forma geral

S :/dda;\/@gm@, (5.12)

em uma dimensao geral d. Podemos decompor o operador Ag da seguinte forma
Aﬁ = A6,der + Ag (513)

Naturalmente, todos os termos em Ag g contém derivadas (de uma a seis) atuando no campo
escalar a direita. Para tais termos, nao podemos realizar integracao por partes das derivadas
covariantes, se quisermos preservar a estrutura da ac¢ao geral (5.12), ou seja, que o campo
escalar a esquerda nao seja diferenciado de forma alguma. Isso fixa a forma possivel do
operador Ag, der-

No entanto, em Af nao hé derivadas, e pode-se pensar que uma base completa de termos
consiste em todos os invariantes gravitacionais de seis dimensoes, que podem dar origem
a uma acao gravitacional invariante conforme em d = 6 dimensoes. Sabe-se que existem
precisamente 10 desses termos independentes. No entanto, a base para o operador Ay deve
ser estendida pela inclusao de 7 novos termos, que no nivel da agao gravitacional em d = 6

seriam derivadas totais (ou relacionados a elas, subtraindo termos da base original com 10
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elementos). No nivel da agao escalar (conformemente acoplada a gravitagao) em (5.12), esses
termos nao sao derivadas totais devido a presenca de dois campos escalares. Novamente, se
exigirmos a conservagao da estrutura como em (5.12), ndo podemos permitir a realizacao de
integracao por partes, e essa base de 10 elementos deve ser estendida para a base geral de 17
elementos. Podemos chamar essa tltima base de base de Gilkey.

Tendo discutido essa questao, apresentamos abaixo a forma explicita dos termos nessa

base

Al = 2,ROR + 23R, OR" + x3R? + 2, RR, R + 15 RR,1,00 R**" + 2R, R ,R"

+ 7Ry Ry R + 25 Ry R s R + g Rypo R v R + 210 Ryupo R RY .7,

+ 211 (Vu VR R + 215(V,R)VF R + 215(V . Ry, ) VR + 214 R + 215(V . R,,) V" R*
+ 216(V Vo Roo ) R* + 217(V , Ryporr )V RVPT. (5.14)

Os outros possiveis termos que poderiam ser considerados

RyupeOR™ | (Y Rypor) V'R (Y, Rypor)VV BRI,
(VuRypor )’V RPPT & Ry R0 RPT, (5.15)

sao reduzidos ao realizar a comutacao de derivadas covariantes, usando a ciclicidade ou
identidades de Bianchi (as vezes também em formas contraidas) do tensor de Riemann.
Explicitamente, usamos as seguintes formulas que sao validas em qualquer ponto do espago-

tempo, onde nao precisamos permitir integragao por partes

R, ,cUORMP? =2R,,, R ,or R"°T + ARV NV, Ry — Ryype R 7o BT

4R, R RY.,, (5.16)
(V,uRypor ) VFRYPT = ;(VMRVPUT)V“RVP"T, (5.17)

(Vo) VR = (Y, Bapr) TR, (5.18)

(Y, Ropors ) V¥ REPT — ;(VNRVW)V”RW” — i(vuRW)v“RW, (5.19)

1
Ry R e R = SRy R o R (5.20)
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5.3 Meétodo de derivacao de As em d geral

Agora que selecionamos e descrevemos a base dos termos que estardo presentes na forma
generalizada do operador Hamada [44,45] em uma dimensao arbitraria d, podemos descrever
brevemente nosso método de derivacao do operador escalar conforme Ag. O operador sera
determinado, até possiveis ambiguidades, como nos dois pardmetros (; e (» em (5.3), comple-
tamente pela especificacao dos valores de todos os coeficientes z1,..., 201 € 21, ..., 217, onde
a normalizacdo ¢ mantida fixando o coeficiente em frente a [1* como unidade na expansao
do operador Ag. Resolveremos o sistema de equacoes lineares necessario para determinar os
21 + 17 = 38 coeficientes z1,..., 201 € x1,..., 217 Ou as relagoes entre eles, caso haja alguns
parametros livres.

A condigao de invaridncia conforme da agao (5.12) implica que
69

—eGu + (EMS = 0. (5.21)

§eS = —
OG d¢

Essa condicao, que é valida para teorias invariantes sob transformagoes conformes, é também
conhecida como a identidade de Noether para simetria conforme local. Lembrando que, sob

transformacoes conformes locais infinitesimais, temos

linearizando,

G = €7 G = |1+ 20 + 6(0*)| Guu 8elw = 20 Gy, (5.22)
onde 0.9, = g — G, € de maneira andloga,
50 = WO (5.23)
A condic¢ao de invariancia conforme pode ser reescrita como
. 59 5S -
0=0.8=2—00 + —woo. 5.24
591“/ I 5¢ ( )

Definindo o trago do tensor energia-momento do sistema e a equa¢ao de movimento (EOM)

e 2 65 55
J— — — e E_| = -, 525
vV —3g 6guu (qu ( )

a condicao de invariancia conforme pode ser expressa na forma

T

0=0.5=0(v=gT + Ewg) . (5.26)
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Verifica-se explicitamente que o trago do tensor energia-momento (EMT) associado a agao
de matéria definida em (5.12) ndo é nulo, sendo equilibrado por um termo proporcional a
equacao classica de movimento do campo escalar. No caso em que w = 0, que corresponde a
situagao de dimensoes criticas do espaco-tempo d = n, o trago T" do EMT do sistema escalar
deve anular-se identicamente. Fora da dimensao critica, o traco 17" é nulo apenas on-shell,
ou seja, quando a equagao de movimento (EOM) do setor de matéria é satisfeita. Em uma

situacao off-shell geral, obtém-se a seguinte expressao

V=4T = wEé. (5.27)

No entanto, em nossa derivacao do sistema algébrico de equagoes, optamos por nao utilizar
integragao por partes apds aplicar as transformagcoes conformes aos termos da acao. Essa
escolha implica que a equagao (5.21) possui um significado meramente formal, uma vez que
as variagoes conformes da métrica e dos campos escalares permanecem sob as derivadas na
variacdo da acdo 0,5. Vale ressaltar que, em abordagens convencionais, a integracio por
partes no integral de volume da acao do modelo é frequentemente empregada para derivar

as expressoes do EMT e das EOM da matéria, conforme discutido anteriormente.

5.3.1 Consequéncias da invariancia de escala global

Primeiramente, ¢ instrutivo analisar a situacao para a invariancia de escala global, ou
seja, o caso em que o, sendo o parametro das transformacoes conformes infinitesimais, é
constante, e, portanto, todas as derivadas atuando sobre ele se anulam identicamente. Neste
caso, a invariancia conforme esta de acordo com os resultados da analise dimensional, sendo
apenas uma restri¢ao algébrica sobre o possivel valor do peso conforme w do campo escalar.
Aqui, podemos analisar a situacdo para o primeiro termo principal 0% do operador A, em

d dimensoes. Esta parte da agdo agora ¢é escrita como

/ i/ —go% . (5.28)

Exigindo que isso seja uma quantidade adimensional, encontramos a dimensao de energia do
campo escalar

9] =E"=, (5.29)

ou em termos do peso conforme

w=— = : (5.30)
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Essa contagem de dimensdes de energia concorda precisamente com a contagem dos coe-
ficientes na frente de o para as transformagoes infinitesimais. De maneira similar, para a
invariancia conforme, queremos que 6.5 o< o com o coeficiente de proporcionalidade igual

a zero. Para isso, é necessario recordar que para uma transformacao conforme infinitesimal

global
e (d'zy/=g) = dod'zv/=g, (5.31)
0c (O) = 0. (§"'V,V.) = —209"V,V, = =200 (5.32)
(§]
b = wod (5.33)

em uma analogia precisa (o sinal de menos é a tnica diferenca) com as atribui¢oes de dimensao

de energia para os mesmos elementos da acao, a saber
dloy=g] =B, O =[g"V,VI =[P =E* ¢ =B (531

O peso conforme w = ”T_d do campo escalar ¢ derivado desta maneira deve ser uniformemente
valido para todos os termos no operador A,,; portanto, este ja é um primeiro resultado para
a questao da determinagao de Ag em dimensodes gerais d. Isso esta, é claro, em concordancia
com a metodologia geral da nossa construcao dos operadores escalares conformes A,, em um
espaco-tempo de dimensionalidade d. Primeiro, precisamos atribuir o peso conforme w ao
campo escalar ¢, e somente apds isso podemos buscar os coeficientes de todos os termos
na expansao do operador A,. Conforme enfatizado acima, a primeira tarefa é facilmente

resolvida explorando a invariancia de escala global (ou anélise dimensional).

5.3.2 Transformacoes conformes infinitesimais linearizadas

Para outros termos da variacdo conforme 6,5, com derivadas atuando sobre o pardmetro
conforme local ¢ = o(z), é suficiente recorrer a consideracao da invaridncia da acdo sob
transformacoes infinitesimais, ou seja, ao nivel linear em ¢. Transformacgoes conformes fi-
nitas podem ser obtidas por exponenciacao das transformacoes infinitesimais, e nao se es-
pera problemas com a invaridncia da acao em relacao a elas, desde que a invariancia sob
transformacoes infinitesimais esteja garantida e que nao existam obstéculos topologicos que
impecam a realizacao de transformacoes conformes finitas.

Como vimos brevemente, apos realizar a transformacgao conforme, precisamos ordenar os

termos resultantes da variagao e manter apenas aqueles lineares em o. Para isso, podemos
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manter apenas os termos lineares nas derivadas do escalar . A parte global foi analisada
acima com os resultados apenas para w. Em seguida, precisamos usar as identidades de
Bianchi, a propriedade de ciclicidade do tensor de Riemann e a comutacao de derivadas
para reduzir os termos e encontrar apenas a combinac¢ao linearmente independente deles no
resultado final para 6,5, escrita em uma base irredutivel. Essa etapa é muito importante
para obter uma solucdo correta para os coeficientes desconhecidos zi,...,291 € T1,...,Z17.
Observamos que o numero de equagoes que obtemos geralmente é maior do que 21+ 17 = 38,
porque o numero de termos independentes nos resultados para 6.5 é maior do que o nimero
total de invariantes em (5.10) e em (5.14). Por exemplo, em 4.5 temos escalares com derivadas
em o, que nao estao presentes na base em (5.10), nem em (5.14). Portanto, a base de todos
os termos possiveis em 0.5 é completamente diferente e nao relacionada aquelas em (5.10),
(5.14).

Somente para o caso global, encontramos em 9.5 0s mesmos termos que em Ag apenas
multiplicados por o. Portanto, devemos ter precisamente 22+ 17 = 39 termos nos resultados
para 0,5 com o = const®. Todas as condicdes para o desaparecimento desses termos sdo
satisfeitas quando w = ”T_d é inserido.

Para os termos com derivadas de o, encontramos em §.S precisamente 37 + 22 = 59
termos independentes (essa decomposi¢ao serd explicada abaixo). Assim, obtemos um sistema
de 59 equacoes para 38 coeficientes desconhecidos. A verificacdo de que este ndao é um
sistema contraditério é um passo de verificacdo muito importante para nosso método de
célculo (existem 21 equagoes excedentes). No final, descobrimos que esse sistema ainda
tem alguns pardmetros livres (como ¢; e (3 no caso do operador Hamada [44, 45] original).
Nao escreveremos explicitamente os termos independentes na base desses 59 elementos da
expansdo de 6,5, pois isso seria bastante extenso e, além disso, essa base nio sera mais
utilizada por nés. Precisaremos dela apenas para especificar o sistema de equagoes lineares
para os 38 coeficientes.

Na realidade, aqui podemos facilmente determinar e distinguir a forma dos termos em 8,5
que vém da variacao conforme da parte Ay do operador Ag. Esses termos, é claro, carregarao
consigo a dependéncia linear dos coeficientes x1, ..., x17. E claro, por sua natureza, que
resultardo exclusivamente em termos proporcionais a ¢*, de modo que nenhuma derivada
atuara sobre o campo escalar, embora possam atuar sobre ¢ ou sobre outras curvaturas
gravitacionais. Podemos destacar esses termos base que sdo proporcionais a ¢?. Encontramos

precisamente 22 deles. Os outros 39 termos sao construidos com derivadas atuando sobre

3 Um termo adicional sem um coeficiente numérico z associado na base (5.10) é simplesmente 3.
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um dos campos escalares e sobre . Encontramos a ordenacao desses termos pelo niimero de
derivadas atuando nos escalares bastante 1til. Para lidar com esses termos e com os grandes
sistemas de equagoes lineares, obtemos ajuda de pacotes especiais do Mathematica [125].

De fato, vé-se que o sistema de coeficientes x1, ..., x17 pode ser resolvido (ou relagoes entre
eles encontradas) com base nas 22 equagoes mencionadas acima, que surgem dos 22 termos
independentes em 4,5 proporcionais a ¢>. Por outro lado, para os coeficientes z, ..., za1,
precisamos resolver ou reduzir o sistema maior de 37 equagdes. No final, os dois sistemas
de equacoes estao acoplados, de modo que as solugdes para x1,...,r17 dependem também
das solugoes encontradas para zi,...,291. As solugdes dos coeficientes acima podem ser
encontrados no apéndice F.1.

Aqui devemos realizar algumas observagoes relacionados aos novos resultados encontrados
em F.1, pertencente a a¢do (5.13). Primeiro, ao resolver o sistema de 2y, .. ., 291, encontramos
novamente uma liberdade de dois parametros. Escolhemos zg e z19 como parametros livres
seguindo a escolha feita por Hamada [44,45], motivada primeiramente em dimensdes d = 6.
Todas as solucgoes para os coeficientes z: de z; a zg e de z11 a z3; dependem apenas desses
dois parametros e da dimensao do espago-tempo d. O sistema é resolvido para 19 coeficientes
em termos de 2 parametros zg, z19 € da dimensao d.

Para o sistema de 17 coeficientes a priori desconhecidos z1,...,x17, encontramos que
fomos capazes de encontrar 14 deles em termos de 3 parametros livres do conjunto x1, ..., 17,
com a adicao de z9 e 219 do conjunto anterior e da dimensao do espaco-tempo d. Como
parametros livres aqui decidimos escolher xg, 19 € £17. A razao para tal escolha sera explicada
posteriormente. Portanto, resolvemos os coeficientes = de z1 a xg e de x11 a 6.

Agora, discutiremos a dependéncia dimensional nos resultados apresentados acima. Em
primeiro lugar, observa-se que alguns coeficientes divergem nas dimensoess d =4, d =2ed =
1 devido a presenca de denominadores que se anulam nessas dimensoes. Esses denominadores
correspondem a polinémios redutiveis (ou decomponiveis) que dependem explicitamente da
dimensao d. As duas primeiras dimensoes problematicas sdo dimensoes pares menores que
a dimensao critica. Observa-se que, em geral, nao se pode definir o operador conforme nas
dimensoes d = 2 e d = 4. Abaixo, podemos provar como um teorema que, para dimensoes
menores em dois do que a critica para um dado operador, isso é impossivel, e ndo se pode ter
o operador A, em dimensoes d = n — 2 obtido usando este método. Nos numeradores das
expressoes acima, encontramos polinémios de d e dos pardmetros zg e 219 (e também de zy,
T1p € x17 para os coeficientes = resolvidos). O grau na variavel d desses polindmios é de até

quinto para os coeficientes z resolvidos (e até sétimo para os coeficientes ), enquanto nas
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outras variaveis zg e 219 (e também zg, 19 € 17), 0s polinémios sao lineares.

5.4 O Operador Hamada em d = 6 reconsiderado

Vamos considerar a situagdo limite na dimensao critica d = 6, que ¢é especial para o

operador Ag, neste limite os coeficientes assumirdo a seguinte forma

3

=4, m=-1, z3=4, 2z=0, 2z=0, 2z =4, 7=

1 1
28 = (1, 29 = (2, 210 = 28, 211:_Z<ZS_8)7 212=§(2’8—82’9—8), 21321(28_8)7
1 (5 20 72) 2 +4 L ( + 24)

214 = —— (D2 — 2029 — 25 = —, Z16=2% Z 27 = —% 218 = — (2
14 500 3 9 ) 15 5 16 3 9, 17 8, 18 1 8 )
1 1 1

Z19 = _Z (328 + 829 + 8) s 290 = —g (Zg — 8) € Zo1 = % (152’8 + 4029 — 56) . (535)

Observa-se que os coeficientes z4 e z5 se anulam em d = 6, ja que suas expressoes em dimensao
geral sdo ambas proporcionais ao fator (d — 6). Além disso, quase todos os coeficientes apés
210 (exceto zp5) apresentam alguma dependéncia nos coeficientes zg e zg, entdo, quando os
definimos ambos como zero, alguns coeficientes apés 21y desaparecem. Por fim, nota-se ainda
que a combinagdo particular (zg — 8) aparece frequentemente acima, entdo, novamente, para
a escolha especial zg = 8, mais coeficientes desaparecem.

Ao analisar a situacgao com os coeficientes x1, . . ., r17 novamente no limite d = 6, descobre-

se que alguns termos desaparecem (nomeadamente xq, 12 € T14), resultando em

o @ Ty — — 9 o 361’9 - 191’10 - 1121’17 i —108%’9 + 571310 + 304.7317
1 = 5 ) 2 — 17, 3 — 300 ) 4 — 160 )
- 12.139 - 33310 — 1633‘17 o 20.779 - 7%10 — 163317 o 3 (4139 - 33710 — 16.’13‘17)
5 — 40 ; 6 — 16 ’ T ] ’
—12 3 16
Tg = Ty + Ilo + :CN, r1=0, 212=0, x3=w17, 214=0, wz15=—2117,
€ T = 8I17. (536)

Enquanto os demais sao fungoes lineares apenas dos coeficientes do conjunto x, ou seja, de
Tg, T10 € T17. Os termos constantes no numerador (independentes das trés varidveis acima)
nao aparecem e nao ha qualquer dependéncia nos dois parametros livres zg e zg. Isso prova que
é consistente definir todos os trés xg, x19 € x17 como zero e obter o operador Hamada [44,45]
como um operador escalar conforme com seis derivadas em d = 6, sem necessidade de incluir

termos em Ay. Aqui, em vez disso, fornecemos a generaliza¢ido do operador Hamada [44,45]
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ainda em d = 6, quando incluimos uma familia de termos de endomorfismo adicionais de
trés parametros, atuando sobre o escalar ¢ e descritos pelos coeficientes livres xg, x19 € 217.
Mostraremos abaixo que, ao mudar a base, esta extensao do operador Hamada [44,45] possui
uma interpretacao natural. Em certo sentido, o tamanho dessa liberdade esta relacionado ao
nimero de co-ciclos de Weyl que podem ser criados com cubos dos tensores de Weyl [126,127].

Embora o sistema de equagoes analisado anteriormente tenha sido derivado a partir da
invariancia sob transformacoes conformes infinitesimais, também verificamos que operador
Hamada generalizado ¢ invariante sob transformacoes finitas. Portanto, isso prova que nao ha
qualquer obstaculo topolégico no espaco do grupo do grupo conforme completo, e podemos
estender facilmente os resultados obtidos na vizinhanga da identidade (ou origem na algebra

conforme) para o grupo completo.

5.5 Teorema sobre a inexisténcia de A, em d=n — 2

Para provar este teorema, deve-se relembrar um pequeno nimero de fatos sobre a cons-
trugdo do operador A,, em dimensdo geral d. Primeiro, o termo dominante (em derivadas)
deste operador deve ter a forma 2. Além disso, seguindo a listagem de termos escrita por
Hamada [44, 45], sabemos que o seguinte termo com exatamente duas derivadas atuando

sobre o campo escalar ¢ pode estar presente
2,07 R,,)V V¥, (5.37)

é claro, entre muitos outros. Mas, para a prova, é necessario concentrar-se nesses dois termos
em A,. Em seguida, relembra-se as leis de transformacao conforme infinitesimal para o
campo escalar ¢ e para o tensor métrico covariante do espaco-tempo, que sao 6.0 = woo,
e 6cgu = 209, (por conveniéncia e estética, iremos ocultar as barras sobre as varidveis
transformados, por exemplo, ¢ — ®). A ideia principal da prova concentra-se no seguinte
termo
X = (O Rw)(V*0)V"6, (5.38)
na longa expressao para a varia¢ao conforme local infinitesimal da a¢do do operador sobre o
campo escalar, ou seja, na quantidade 6. (A,¢). Nao escreveremos outros termos em 4. (A, ),
pois eles sao irrelevantes e, obviamente, a medida que n aumenta, o nimero desses termos
cresce muito rapidamente.
A primeira observacao pertinente é que apenas dois termos na expansao geral do operador

A,, contribuem para o termo X em 0. (A, ¢). Eles sdo precisamente: o termo dominante (com
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coeficiente geral fixo) (126 e a expressio (5.37).

Pode-se facilmente verificar que todos os outros possiveis termos em A, ¢ nao contribuem
para X pao analisar a estrutura do fundo desse termo. A escolha de DHT%RW como a
quantidade de fundo em X é muito peculiar, pois representa a maxima quantidade possivel de
derivadas atuando sobre o tensor de Ricci, considerando que o termo X deve conter derivadas
do parametro conforme, torna-se extremamente dificil obter esse termo como resultado da
variacao conforme de outros elementos em Ag.

Podemos agora apresentar os resultados finais. Encontramos que a variagao conforme do

termo lider (0% ¢ contém
0 (0% ) = 0. (05 20P¢) 5 032 (5, (0%¢)) D 2(2w+d—2)(03 *R,,)(V*0)V", (5.39)

onde o simbolo de inclusao O denota que, obviamente, ha também outros termos na variagao
conforme, mas que nao nos interessam aqui. Para obter esta féormula, utilizamos primeiro a

formula geral para a variagdo conforme do box escalar atuando sobre um campo escalar Y
0. (OY) =06.Y —20(0Y) + (d — 2)(V40)V,Y, (5.40)

onde Y é um escalar do ponto de vista da relatividade geral, mas nao precisa necessariamente
ter um peso conforme atribuido?.

E claro que, quando Y = ¢, sabemos que um peso conforme pode ser atribuido, e entao
w(Y) = w(¢), mas, por exemplo, tal peso ndo pode ser definido quando Y = [¢, pois este
tltimo nao se transforma de maneira co-covariante. Aqui tratamos o operador (022 como
um espectador atuando sobre a variacao de [12¢ e, por isso, nada no coeficiente do resultado
depende de n. Ordenamos os termos com derivadas nesta variacao conforme e usamos as

regras de comutagao
O,V,)¢e=R.,V"¢ e [O,V,])o=R,V0. (5.41)
De maneira similar, encontramos que
0 (O°F R, V*V") D 0T Rud. (VAV9) D 2(w — 1)(032R,,) (V') V6. (5.42)

Na segunda expressao, vemos que o resultado final ndo depende completamente de n, pois

n__ ’ 7 . . ~
O272R,,, é também, tratado aqui como um espectador nesta derivagao. Da mesma forma,

4 Somente importa tudo o que est4 codificado na transformacdo 6.Y.



90 5. Operadores Conformes: Generaliza¢ao do operador Hamada

nao ha dependéncia na dimensao d do espaco-tempo, pois a dimensao nao é necessaria na

variacao conforme linearizada
0c (VuVu8) = VuiVube — 2 [V (u0| V1) 6 + 9, (V,0) V70, (5.43)

Agora, o ponto chave para a demonstragao é que o peso conforme do campo escalar ¢ em
d = n — 2 é precisamente w = 1. Entao, isso implica que a contribui¢ao do termo dominante

¢ nao nula em 6. (A, ¢)
6 (05 ¢) D 2d(03 2Ry, ) (V"0) V"6, (5.44)
enquanto que do outro termo obtemos
6. (0% R V"V"¢) 2 (w—1)|,,, (O R,,)(V"0)V"6 = 0. (5.45)

Assim, nao ha contribuicao do segundo termo! Portanto, é impossivel, manipulando o coefi-

ciente z, (do segundo termo), cancelar a contribui¢ao
2d(02 2R, ) (V" o)V o, (5.46)

do termo dominante para a variagdo conforme J.(A¢) em um fundo geral ndao Ricci-plano.
Os outros possiveis termos em A, também nao podem auxiliar na anulacdo dessa contri-
bui¢do. Portanto, para qualquer escolha dos coeficientes arbitrarios (como z,) na expansao
do operador A, somos incapazes de fazer toda a variagdo conforme local se anular. Em
conclusao, tal operador conforme A, atuando sobre o escalar ¢ nao existe em d = n — 2
(ou seja, dois abaixo da dimensao critica d = n, onde o campo escalar é adimensional). Isso
completa a demonstracao da inexisténcia do operador cinético conforme A, ¢ para escalares
em um espago-tempo de dimensionalidade d = n — 2. Provavelmente, o operador também
nao existe para qualquer outra dimensao par d < n — 2. Assim, podemos conjecturar que
para dimensionalidades pares d < n menores que a critica d.; = n, o operador A, nao pode
ser construido dessa forma.

Os exemplos particulares de aplicagdo deste teorema com n =6 (em d =4) e com n =4
(em d = 2) foram vistos nas formas explicitas dos operadores generalizados de Paneitz [41] e
Hamada [44,45], respectivamente.

Também comentamos que um teorema ligeiramente mais geral sobre a inexisténcia de

operadores conformemente covariantes foi apresentado em [128], onde, no entanto, foram
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utilizados argumentos mais complexos envolvendo curvatura Q, calculo de tratores e holono-
mia conforme. Acreditamos que nossa prova simples, usando apenas métodos de variacoes

conformes infinitesimais, é mais acessivel.

5.6 Derivadas Conformes Covariantes de Wiinsch

Nesta se¢ao, demonstramos uma outra forma de obter o operador geral Hamada [44,45].
Nesse sentido, faremos uso de bases distintas das empregadas nas se¢oes anteriores.

Primeiramente, comentamos brevemente sobre a defini¢cao de derivada conforme covari-
ante e os resultados obtidos por Wiinsch em [129,130]. O elemento principal de sua construgao

C
é o uso da derivada conforme covariante especialmente construida, denotada por V,, e dos

o
operadores diferenciais construidos com ela. Para introduzir a descricdo matematica dessa
nova derivada covariante, precisamos de alguns detalhes técnicos adicionais. Definimos o

tensor de Schouten P, por

| 1
b =303 (R“” T 2(d- 1)9’”R> | 40

A expressao ¢é valida em qualquer dimensao d # 1,2. Uma propriedade importante do tensor
de Schouten é o seu traco, dado por P = R/2(d — 1) para qualquer dimensao d # 1. Vale
destacar que essa formula também se aplica ao caso d = 2, embora a expressao em (5.47)
pareca singular nessa dimensao.

Em d = 2, o tensor de Ricci nao ¢ independente, pois pode ser completamente expresso em
termos do escalar de Ricci pela relagao R, = %gm,R. O mesmo ocorre para outros tensores
de curvatura simétricos com dois indices, de modo que P,, = %gWP também é valido nessa
dimensao.

Uma outra propriedade importante do tensor de Schouten é que, sob uma transformacao
conforme infinitesimal, sua varia¢ao assume uma forma bastante simples, a saber, 0.P,, =
—-V,V,0o, onde o ¢ o pardmetro da transformagao.

A seguir, apresentaremos a construcao geral da derivada covariante conforme para uma
sequéncia de N derivadas consecutivas atuando sobre um campo escalar (consulte [129,130]
e [121]). Essa construgao é baseada indutivamente no conhecimento das N — 1 derivadas
conformes anteriores e no fato de que essas N — 1 derivadas conformes se transformam, sob
transformacoes conformes, com dependéncia de no maximo a primeira derivada do parametro

conforme. Definimos que

C C C C

Vpl Vp2 e VPN¢ = Vﬂlvpz e VPN¢ + Pﬂl’YX’ypzmpNﬂlmﬁN_zvﬁ1 T VﬁN—2¢v (5-48)
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esta definicdo de uma sequéncia de N derivadas covariantes conformes funciona para N > 2,
C

enquanto para apenas uma derivada covariante conforme, temos a seguinte definicao V,¢ =

V,.¢ . A expressdo geral para o tensor X, aqui com um total de 2(/N — 1) indices, metade

deles covariantes e a outra metade contravariantes, é dada por

N-1
X7P2~-‘pNﬁlmﬁN_2 = Z <w - N+k+ 1) 6Zk+15§21 T 65:715}?:@ T 5511\1\]_2—’_
k=1
N—-1k—1
Br— Br— B Bi—1 §8 Br—2 58 BN -
+ Z (gpkﬂplﬂg’y - 6Zk+15m]:-11> 6021 T 5le 15/)ll+2 T 61)1]: 25,01’:-9—2 T (5,011\\; ° (549)
k=2 =1

Aqui, o tensor X possui 2(N —1) indices agrupados em trés conjuntos. Ele é contraido com a
derivada conforme de ordem (N — 2) aplicada ao mesmo campo escalar ¢. O primeiro indice
especial no tensor X ¢é v, que deve ser contraido precisamente com a primeira derivada de
o na lei de transformacao conforme. O segundo grupo de indices, de ps a py, corresponde
aos (N — 1) indices restantes no tensor da derivada conforme de ordem N. No grupo final,
encontramos (N —1) indices 3; a Sy_1, que estao todos contraidos com os indices da derivada
conforme de ordem (N — 1) situada mais a direita em (5.48).
Ainda formalmente, podemos definir as poténcias do operador é atuando no campo
escalar ¢ como
éN — oP1P2 P2N—IP2N% % .. % ) (5 50)
i) g p1 Y p2 pan P> :
onde a ordem das contracoes aqui importa muito, pois, em geral, as derivadas covariantes
conformes nao comutam (o mesmo ocorre com as derivadas covariantes da GR ordindria).
Aqui, pode-se notar imediatamente que a lei de transformacao do operador lle é determinada

a partir de algum trago (parcial) do tensor X correspondente. Ou seja, temos

5 (79) = (5 (5%))], + (= (5% ),

= (w —2N) 0¥ + (V,0) XW-5v-1V5 Vg, -V, 10, (5.51)

no qual usamos a nova definicdo do tensor X dado anteriormente, parcialmente contraido
com algumas métricas, com a intencao de alterar o indices covariantes em contravariantes,

apos algumas algebras (veja [121,129,130] para mais detalhes), chegamos em

C C N C C C
5, (D%) = (w—2N)olI¥6 + 3 (2w + 4k — 2 — AN + d) (V,0)IF IV TV Hg. (5.52)
k=1
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No entanto, na férmula anterior, ndao podemos realizar mais simplificacGes, pois, em geral,
a derivada conforme covariante nao comuta com o operador conforme . Essa questao
aqui é ainda mais complicada do que no caso do operador [ covariante da relatividade
geral, porque o peso conforme do resultado é diferente do original do campo escalar ¢. (Na
relatividade geral, temos que o resultado de (0¥ em qualquer representacdo tensorial do
grupo de difeomorfismos permanece na mesma representacao.) Além disso, também temos
outros varios termos na regra de comutacao para duas derivadas conformes de Wiinsch, que
estao relacionados a forma do tensor X. Para defini¢ao e formulas exatas sobre esse assunto,
podemos remeter o leitor interessado a literatura original [129].

E facil perceber que, para N = 1, o operador ﬁcﬁ reproduz exatamente o operador de
Orsted-Penrose [38-40] apresentado anteriormente. Do ponto de vista técnico, por meio da
equagao abaixo, pode-se considerar a condi¢ao para o desaparecimento do segundo coeficiente
em (5.52), ou seja,

2w+ 4k — 2 — 4N +d =0, (5.53)

para N, k = 1 encontramos o seguinte valor para o peso w = 2%, o mesmo resultado

—d
2
que anteriormente. A expansao de (¢ usando (5.47), (5.48) e (5.50) produz exatamente o

operador em uma forma explicita da GR,

D¢ = (D - 4<dd__21)R> é. (5.54)

Isso também prova que este é o tnico operador conformemente covariante possivel neste

contexto com duas derivadas, ou seja,

(5 (5))

Além disso, como é bem conhecido, em d = 2 o operador conforme coincide com o operador

d+2 c
:—;UD¢.

=0 e também <(5c (ilqﬁ))

Vo o

[J covariante da relatividade geral padrao, ou seja, Iﬁ(b‘ = [¢. Isso também pode ser
entendido pelo fato de que, em d = 2, nao ha singularidac(li:gs evidentes em (5.54), e o trago
do tensor de Schouten em (5.47) nao apresenta divergéncias, pois a contragao do interior dos
parénteses em (5.47) com a métrica contravariante g"” faz com que ele desapareca. Assim,
tanto o tensor de Schouten quanto seu trago permanecem regulares.

Essa conclusao esta de acordo com a discussao anterior sobre a forma do tensor de Schou-
ten no caso bidimensional. Em uma expansao explicita da formula (5.54), apds (5.48) com

N = 2, observa-se que o trago do tensor de Schouten, que nao é nulo em d = 2, aparece
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multiplicado pelo fator (d — 2). Isso explica por que, nessa dimensao, o escalar de Ricci nao
contribui para a construcao do operador [J conformemente covariante. Em d = 2, o tensor
de Schouten e seu trago sao regulares, mas nao héa contribui¢ao proporcional a R, pois o peso
conforme w deve desaparecer nessa dimensao, ja que d = 2 é uma dimensao critica para uma
teoria escalar com duas derivadas.

Para o caso N = 2, comegamos a ver a vantagem de usar a férmula com derivadas
covariantes conformes. Derivamos que o quadrado do operador conforme [i% se comporta

corretamente sob transformacoes conformes. Para este caso, a lei de transformacao sera

C C

5, (ﬁ%) — (w—4) o0 + (4w + 2d — 8) V.0V L0, (5.55)

onde fizemos uso da seguinte relagao de comutacao [D, V”’] o= 0.

Entao, a condicao para covariancia conforme novamente determina o peso neste caso.

Descobrimos que 4w + 2d — 8 = 0 implica que w = %d. Se o peso conforme for atribuido,

entao temos obviamente que o operador tem

5, (é%) _d ‘5 40120, (5.56)

entdo esta ¢ uma expressao que se transforma conformemente de maneira covariante. Um
exercicio um pouco mais longo e tedioso mostra que o operador éQ em campos escalares
com o peso w = % reproduz completamente o operador de Paneitz [41]. Neste caso, o
operador nao é completamente inico, pois também temos uma ambiguidade ao adicionar um
endomorfismo escalar conformemente covariante. Como explicado anteriormente, podemos
adicionar aqui o termo C%¢ com um coeficiente frontal arbitrario. Isso é consistente porque
o peso da expressio C? é igual a —4, 0 mesmo que na expressao geral para ﬁz (devido a

dois tensores métricos contravariantes ¢g"” usados em sua construgao). Portanto, o operador

linear mais geral atuando em um campo escalar ¢ com peso conforme w = %d, contendo até
4 derivadas no termo principal, assume a forma

o uvpo

O + aC*"*7Cupe, (5.57)

sendo o uma constante numérica real e adimensional arbitraria. Nesse caso, reconhecemos o
fato de que ha uma liberdade de um parametro na definicao do operador conforme. Pode-
se ver que a singularidade (d — 2) no denominador na defini¢do do tensor de Schouten em

(5.47), é aqui responsavel pelo fato de que o operador de Paneitz [41] (2 nio pode ser definido
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no limite d — 2, como observado anteriormente. Além disso, aqui nao podemos construir
nenhum operador diferencial com quatro derivadas, onde todos os indices nessas derivadas
conformes nao sao contraidos consigo mesmos, entao devemos considerar apenas operadores
escalares atuando em escalares. Devido as regras de comutacao das derivadas covariantes

conformes mencionadas acima, temos que, ao atuar em um campo escalar,

C C

V. VIVVPh = V. VsVIVE = V. V,VAV = O, (5.58)

portanto, ha apenas uma ordem tnica de derivadas conformes aqui. Para os casos de N =
1 e N = 2, vemos que a situagao é bastante simples e 6bvia. Devido as propriedades
algébricas, nao temos nenhuma outra possibilidade de construir o operador conforme e, na
lei de transformagdo (5.52), os operadores mais simples construidos ji devem ter boas leis
de transformacao conformes (sem derivadas do pardmetro o). Isso é causado pelo pequeno
tamanho do espaco algébrico de termos independentes que poderiamos escrever aqui, como
em (5.52) para N = 2 (onde hd apenas um termo independente ﬁ%"(b dentro dos dois
ultimos termos) e em (5.58). Como veremos, para N maiores, os espacos sao maiores, ha
mais liberdade e, portanto, a construgao de operadores conformemente covariantes também
¢ mais complicada.

Comegando com N = 3, a construcao torna-se mais intrincada e o tamanho dos espacos
algébricos de termos cresce. Descobrimos que o operador éS atuando no campo escalar ¢
com o peso conforme adequado w nao é conformemente covariante. Ele se transforma com
termos nao nulos até a primeira derivada do parametro . De acordo com a férmula geral

em (5.52), para o caso de N = 3, apds algumas algebras, encontramos
5, (é%) = (w— 6) olP¢ — 4V.,0 [67, ﬁ} 6. (5.59)

Aqui, nao podemos comutar as derivadas e o operador box conforme livremente, porque todos
eles atuam em ¢’ = éqﬁ, que nao tem uma lei de transformacao sem a derivada do parametro
conforme para o valor de w = (6 — d)/2. Esse valor nao coincide com %l necessario para a
invariancia de il¢. Isso significa que o operador ; nao é conformemente covariante e requer
modificagdes para um operador diferencial conforme de seis derivadas.

Seguindo Wiinsch, podemos manter ﬁ:” como a parte principal do operador,com seis
derivadas conformes, e adicionar termos subordinados. Esses termos devem conter poténcias
das curvaturas gravitacionais conformes ou suas derivadas. Para o formalismo conforme

aqui, podemos usar o tensor de Weyl (ou tensor de Bach)e nao outros tensores da GR. Isso é
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necessario, mas nao suficiente, pois os termos com derivadas de o devem se cancelar. A forma
semelhante para este operador minimo também apareceu em trabalhos de Branson [131-137].
Wiinsch propds o seguinte operador conforme minimo de seis derivadas

Ding = (ﬁ?’ + Bﬂ“%ﬁy> s, (5.60)

1
(d—3)(d—4)

onde o tensor de Bach B* é definido como
By = VPV Copo. (5.61)

O tensor de Bach é simétrico em seus indices. No entanto, ele é um tensor conformemente
covariante apenas em d = 4 dimensoes espaciais. Aqui, usamos ele apenas como um bloco
min

de construgao para a construgao do operador D" e o mais importante ¢ apenas sua lei de

transformacao conforme infinitesimal, que é

0c (Buw) = —20B,, +2(d — 4)(V70)V°Cpry. (5.62)
Percebe-se que, em dimensao impar d = 3, temos simplesmente D(mﬁi)n = ﬁ?), pois o

tensor de Weyl e o tensor de Bach desaparecem explicitamente. O célculo explicito em

2N-3
2

d = 3, baseado em (5.52) e com 0 peso w = , mostra que os termos gerais da forma
(V70)67éN “1¢ em (5.52) realmente se cancelam consistentemente, dando-nos o resultado
de que ﬁN ¢ um operador conforme.

Em geral, o operador D?gi)n tem o termo principal em derivadas, na expansao em torno do
espago-tempo plano, quando podemos negligenciar todas as curvaturas gravitacionais, como
(33, ou seja, com exatamente seis derivadas. Em um framework geral, temos as seguintes

transformacoes desse operador sob mudancas conformes infinitesimais

min min d + 6 min
com w = % — o peso conforme do campo escalar basico ¢ aqui.

Nota-se que a expressao para o operador conforme minimo de seis derivadas de acordo
com Wiinsch em (5.60) ¢ singular nos casos das dimensoes d = 3 ¢ d = 4. Portanto, aqui
também, temos uma outra confirmagdo do teorema de Graham [138,139] de que em d = 4
nao podemos construir um operador diferencial conformemente covariante. Além disso, o
mesmo se aplica as dimensoes d = 2, desta vez devido a problemas com o limite d — 2 na

defini¢ao do tensor de Schouten. Pode-se aqui colocar uma conjectura (seguindo Branson e
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Wiinsch [129,132]) de que o operador com 2N derivadas nao pode ser construido em todas
as dimensoes pares do espago-tempo menores que 2/N.

Podemos comentar aqui sobre a estrutura geral das singularidades na definicao dos ope-
radores, como operador Hamada [44, 45] generalizado. Seguindo os argumentos da segio
anterior e os resultados do formalismo de tractor [140, 141}, sabemos que esses operadores
sao indefinidos na primeira dimensao subcritica par, ou seja, para d = 2N — 2.

Na construcao desses operadores, utilizamos [iN complementado por termos envolvendo
tensores de Weyl, tensores de Bach e derivadas conformemente covariantes. Na defini¢ao des-
ses objetos e também do tensor de Schouten, vemos que nunca ha um lugar onde poderiamos
gerar singularidades, como ﬁ para Hamada, ou ﬁ para o operador com 8 derivadas, etc.,
j& que apenas contraimos métricas, o que produz poténcias positivas das dimensoes d nos
numeradores. Ainda assim, na construcao dos operadores conformes, devemos ver a singulari-
dade nessas primeiras dimensoes subcriticas pares, porque os operadores nao sao construiveis
nessas situagoes. Essa singularidade devem aparecer em algumas func¢oes racionais da di-
mensao d do espago-tempo. Devido a natureza das operagoes algébricas descritas abaixo,
essas s6 podem ser funcdes racionais. A tnica razao pela qual a singularidade pode aparecer
aqui é devido a solucao de algum sistema linear algébrico de equagoes para os coeficientes
na frente dos termos adicionais que devem ser adicionados a Oy para construir um operador

. c
conformemente covariante minimo com 2N > 6 derivadas na forma ?21}{‘,) =0Y+.... Em

C
outras palavras, para operadores com 2N > 6 derivadas, precisamos de termos além do [V,
e todos esses termos sao construidos de maneira conforme de Wiinsch e, em sua construcao,
nao vemos nenhuma singularidade para a dimensao d = 2N — 2. No entanto, todos esses

termos adicionais devem vir com coeficientes definidos para construir um operador minimo

min

(2N)
Esses coeficientes sao determinados a partir da condi¢cdo de que (50( &lij{})))’vg
que leva a um sistema algébrico de equagoes para coeficientes a priori desconhecidos. Ao
resolver tal sistema algébrico, determinamos os coeficientes iniciais e, nesse procedimento,
podemos explorar fungoes inversas, onde a dimensao d aparece apenas nos numeradores,

portanto, podemos acabar com coeficientes sendo fungoes racionais da dimensao d. Essas

fungoes racionais finalmente podem conter singularidades como ﬁ ou ﬁ,
1

o motivo pelo qual as singularidades como 5= devem aparecer nas dimensoes subcriticas e

etc. Isso explica

qual é a origem algébrica delas. Tais coeficientes singulares para a definicao dos operadores
min

minimos D(2 N) sdo inevitaveis para N > 3. Além disso, a necessidade de resolver um sistema

de equagdes sugere que nao ha um procedimento alternativo que permita definir diretamente
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Dgij{}) em essa etapa algébrica.

Seguindo Wiinsch, podemos agora discutir a adi¢do de outros operadores a forma minima
do operador D?éi)n em dimensao arbitraria. Esses devem ser termos com ntimero subordinado
de derivadas, mas ainda a dimensao total de energia do termo deve concordar com 6, como é
a dimensao de (1. Esses termos podem possivelmente conter ainda 4, 3, 2 ou uma derivada
conforme covariante atuando no campo escalar, e também permitimos termos endomorficos.
Devido a dimensao de energia fixa dos termos em tal combinacao, podemos usar termos
com uma, duas ou trés poténcias das curvaturas e possivelmente também com as derivadas
atuando sobre ela. Para o formalismo conformemente covariante, usaremos apenas derivadas
conformemente covariantes e apenas o tensor de Weyl como curvaturas. Podemos usar o
tensor de Bach (5.61), embora ele seja um tensor totalmente conforme apenas em d = 4
devido a lei de transformagao em (5.62). Portanto, poderfamos tratar o tensor de Bach como

outra expressao que se transforma, em geral, até as primeiras derivadas de o. Consideramos

os seguintes termos

D16 = 6, (P L)) + U 00 (& ) (8,00,,) 6 (56

4(d — 3)?
e
Dt = 2(d — 10)V,, (02 V“qﬁ) (A= )T (C™ Chon) 0. (5.65)
Cada um desses termos é separadamente conformemente covariante, desde que w = Gg—d e

d > 4, e além disso, o peso conforme total dessas duas expressoes ¢ o mesmo e igual a

_ 64d
2

w = . Portanto, podemos considerar a seguinte combinacao “nao minima” como um

operador diferencial generalizado
D= Dz’éi)n +aD + 8D, (5.66)

com coeficientes reais arbitrarios o e 5. E através de um calculo tedioso, descobrimos que

6+d

5. (Dg) = — oD, (5.67)

onde ¢ importante que todos os termos lineares na primeira derivada de ¢ se cancelem sepa-
radamente em D{", Dy e Dy. Nota-se que em ambas as formulas (5.64) e (5.65) os tltimos
termos no lado direito desaparecem na dimensdo d = 6. Ao olhar para as férmulas (5.64)
e (5.65), pode-se facilmente entender que temos em cada combinagdo, apds a expansao de

Leibniz, termos com duas, uma ou nenhuma derivada conforme no campo escalar ¢. E facil
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entender por que termos com quatro e trés derivadas no campo escalar ¢ nao podem ser
construidos. Nesse caso, a parte da curvatura do termo teria que ser o tensor de Weyl ou
a primeira derivada do tensor de Weyl. Mas, devido a antissimetria dos indices no tensor
de Weyl, temos que a presenca de quatro ou trés derivadas atuando em sequéncia no campo
escalar é supérflua. Isso ocorre porque os indices nessas derivadas devem ser contraidos com
o tensor de Weyl para formar um escalar do ponto de vista da GR, e a antissimetria implica
que devemos formar um comutador dessas derivadas. Finalmente, isso leva a geracao de
um ou mais tensores de curvatura de Weyl e, consequentemente, o nimero de derivadas é
reduzido para 2, 1 ou 0 na acao sobre o campo escalar.

Finalmente, podemos adicionar aqui alguns termos puramente endomoérficos. No entanto,
as derivadas podem estar em a¢ao nos tensores de Weyl. Encontramos, em dimensao geral

d, trés desses termos, que podemos escrever na seguinte combinagao
Dend =N C,ul/pacpanz\OHAW/ + 72ouypacum>\acuﬁ)\p + ’73T (568)

O escalar T é definido como

10—-d | /¢ 2 4d—-2) (¢ o\ (& c
T=2 [(vucupm) o (vucﬂﬂ ) (vyc pmﬂ —a(c?). (569)
Enquanto os dois primeiros termos em (5.68) obviamente tém leis de transformagao conformes
muito bem definidas, provar que o ultimo escalar 7' também se transforma covariantemente

requer uma andlise mais detalhada. Mas, no final das contas, descobre-se como em (5.68) que

0 peso serda w = —6 e, para o escalar T, a lei de transformacgao conforme infinitesimal sera

0.1 = —607T. Isso significa que, para a expressao Deyq¢, encontramos a lei de transformagao:
_ 64d . sl N

O¢ (Dena®) = — 2570 Denq® para valores reais arbitrarios dos parametros 71, 72 e 3. Portanto,

a combinagao mais geral que dard uma expressao linear no campo escalar ¢ ¢é
Dgen¢ = D(b + Dend¢7 (570)
com constantes reais arbitrarias o, 3, v1, 72 € V3.

5.7 Nova construcao do operador Hamada generalizado

Nesta tultima secao principal da tese, apresentaremos uma nova derivagao equivalente
C
para o operador Hamada [44,45]. Sabemos que apenas o operador [1* nao é conformemente

covariante e, anteriormente, introduzimos termos de curvatura corretivos para lidar com esse
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problema. No entanto, existe uma abordagem alternativa: como as derivadas conforme-
mente covariantes nao comutam em geral, podemos construir operadores com seis derivadas
organizadas em diferentes ordens.

A expectativa é que, em uma combinacao adequada desses termos, os termos com as
primeiras derivadas do fator conforme se cancelem, permitindo-nos expressar todos os termos
nao endomorficos na estrutura geral de um operador de seis derivadas.

Como ¢ sabido, termos de curvatura surgem da comutacao de derivadas covariantes, e o
nosso objetivo aqui é inverter esse processo, explorando se o operador Hamada [44,45] pode
ser reescrito sem termos de curvatura, mas sim como uma combinag¢do de diferentes ordens
de derivadas conformemente covariantes. Além disso, investigaremos em quais condic¢oes essa
reformulagao é possivel.

Para comecar a explicagao dessa maneira de derivar os termos, devemos lembrar ao leitor

C
que o cubo do operador de caixa escalar conformemente covariante [1* é visto como uma

ordem particular de seis derivadas conformemente covariantes. Ou seja, temos
O = ¢"¢*°¢"*V,V,V,V,V,.V\ =V, V'V, V'V, V. (5.71)

Para a definicdo de nossas solucoes, podemos manter o coeficiente desse termo principal ﬁ?’
com a ordem padrao das derivadas conformes %# definida como um em nosso procedimento.

Como temos, em geral, seis indices em seis derivadas conformes, o nimero de contragoes
métricas completamente arbitrarias inicialmente é (6 — 1)!! = 5!! = 15. Esse nimero de
combinagoes ¢ muito grande, pois nao leva em consideracao as simetrias que existem entre
varios termos, quando nao precisamos comutar derivadas, ja que, por exemplo, os indices
nelas sao simetrizados pelo uso do tensor métrico contravariante, como na féormula acima.
Para isso, fazemos uso das seguintes propriedades das derivadas conformes de Wiinch, as

suas leis de comutacao serao dado por
{%u, %,,] 6= [%M, %y} Vi = [%u, %y} V= {%u, %,,] VAV = [ﬁ, %a] —0. (5.72)

Usando varias simetrias e olhando cuidadosamente para a lei de comutacao acima, chega-
se a uma base irredutivel de termos com seis derivadas, que tem precisamente 6 termos.
Portanto, todos os termos nas combinagoes que estamos procurando podem ser apresentados

Ccomo

O = Crirepsppspe %m%pz %Ps %m %ps 6,067 (5.73)
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onde o tensor C' é
4 — 4 4 4
CPIP2PIPIPPS — () gPIP2 GP3PA GPSPS | ) gPLPS gP2PA gPSPG L 1y gPLPA gP2P3 GPSPS L () qP1PA P2P5 P3PS |

+a5gp1p5 gp2p4gp3p6 + a69p1/)5 gp2p6 gp3,047 (574)

e ele define todos os 6 elementos da base. Em outras palavras, nossa combinacao para o

operador diferencial conforme com seis derivadas sera

C C

C 3 (& C C C v C C C C C C C C v C
0 =o 4+ VvV, V,VIV'O+ oV, 0V0O0 + oV, V,V, VIV
C (& C C v (& C C C Cc C C v

+a5;V,V,V, V'VIV? + sV, V, OVIVY, (5.75)

aqui podemos tomar «; = 1, pois isso apenas altera a normalizacao geral do operador.
Em linha com o que foi extensivamente mencionado na se¢ao anterior, na construcao dos
operadores conformemente covariantes usando o formalismo de Wiinsch, deve-se finalmente
verificar se os termos com precisamente a primeira derivada do parametro o se cancelam na

combinacao Para verificar isso, utilizamos a seguinte equacgao
C C C C C
(&ﬁ) |VU — (V’YO-)XW,DUJQP:SPM?E;,OG6162/835455 (/P1P2P3P4P5P6 V5,V Vs,V Vs, (5.76)

Para garantir o cancelamento, basta impor que a contragdo do tensor C' com o tensor X
desapareca explicitamente. Para isso, utilizamos a férmula de X (5.49) com N = 7 resultando
em uma expressao com indices livres v, 81, B2, 53, B4, B5. Como essa expressao é contraida com
uma sequéncia de N —2 = 5 derivadas conformes a direita, o tensor herda a simetria na troca
dos indices 3. Além disso, devido as propriedades das derivadas conformemente covariantes
e suas relagoes de comutacgao, surgem identidades entre varios termos ao expandirmos o
resultado na base de todas as ordens possiveis de cinco derivadas conformes.

A contracao do tensor X com C' além de fatores numéricos, é construida apenas com
o tensor métrico contravariante ¢g"”. Assim, o numero de combinacbes possiveis para seis
indices é dado por (6 — 1)!! = 5!l = 15, antes de considerarmos as simetrias das cinco
derivadas conformes. Como no caso anterior, encontramos exatamente nove identidades,
reduzindo a base independente desses termos para seis elementos.

Isso nao é coincidéncia: o sistema de seis coeficientes desconhecidos «; para i =1,...,6
deve ser determinado por seis equagoes, garantindo que nao haja degeneracao ou incon-
sisténcias algébricas. As identidades utilizadas para reduzir os operadores estdo no Apéndice
F.2.
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A escolha das bases em (5.75) assim como em (F.3) é bastante arbitraria. Fizemos essa
escolha porque precisdvamos usar um conjunto irredutivel de elementos base para resolver o
sistema de equagoOes algébricas para seis coeficientes a; a ag de forma inequivoca. A base
definida em (5.75) nao é especial e, obviamente, outras também podem ser usadas aqui. Nao
encontramos razao para considerar essa base como preferencial; é apenas uma base. Logo
apresentaremos alguns resultados e caracteristicas interessantes independentes da escolha da
base.

Requerendo que a contragao de X com o tensor C' se anule quando expandido na base

(F.3), obtemos (usamos o fato de que aqui w = %54)
1
5 (—80(1 — (d + 2) (Oéz + o3+ Qg + a5 + Oéﬁ)) = O, (577)
1
5 (—4042 — 43 —d (Oé4 + a5 + Oé@)) =0, (578)
d—?2 d—?2
4o + 5 o + 5 asg + oy + a5+ ag =0, (579)
0=0, (5.80)
Aoy + (d — D)oy + ———a + 206 = 0, (5.81)
d+2
dos + ay + + as+ (d—2)ag = 0,, (5.82)

onde que a contracado XC' nao produz um termo proporcional a é%‘rﬁ (a quarta equacao
do sistema acima). Isso obviamente ndo é um problema, pois queremos uma solu¢ao nula
para todas as equacoes aqui. Isso ja significa que nosso sistema de equagoes homogéneas tera
certa liberdade e nem todos os coeficientes « a ag serao determinados unicamente.
Decidimos resolver o sistema para trés coeficientes desconhecidos ag, as e ag (deixando

a; = 1 e mantendo indeterminados as e a4y como pardmetros reais). As solugoes explicitas

sao o
o=y T (5.83)
- 128 8 2(d — 3)
ST TA—ed-D@d+2) d-6" d=6 " (5:84)
32(d — 2) 8 d

Qg =

d—6)d—4)(d+2) Tda—6™ T a—e™ (5.85)

Vemos que essas solugdes nao sao definidas nas dimensoes d = 4 e d = 6 também. Essa
primeira singularidade em todos os coeficientes determinados as, as e «ag para d = 4 é

6bvia e consistente com o teorema mencionado anteriormente de Graham, segundo o qual
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um operador com termo principal de seis derivadas nao existe em dimensoes d = 4.

Em d = 6 a situagao se torna mais interessante, pois a singularidade é apenas aparente.
No entanto, ainda pode haver algum problema ou defeito no operador, como discutiremos a
seguir. Para mostrar que essa singularidade resulta da escolha dos coeficientes na resolucao
do sistema, basta adotar um conjunto diferente, como a3, ay e a5. Com isso, o sistema em

d = 6 pode ser escrito explicitamente como

4(—a; — (g +as+ag + a5 + ag)) =0,
—2a5 — 203 — 3 (g + a5 + ) =0,

dag + 200 + 203 + g + a5 + ag = 0,
0=0,

4o + day + 2a5 + 206 = 0,

4043 + a4 + 4045 + 4&6 = 0, (586)
onde as solugbes para ag, ay € as sao
g = -3 — g, (587)
4 4
Yy = —g - gOéQ, (588)
10 4
g = ? + 5@2 — Q04 . (589)

No sistema de solugoes de (5.87) a (5.89), vemos que nao hé singularidade em d = 6, apenas
temos que escolher um bom conjunto para resolver. A singularidade ou seu desaparecimento
dependem do conjunto final de pardmetros aqui. No entanto, surge outro problema ao calcular
a soma de todos os coeficientes: a; + as + ag + ay + a5 + ag para o operador nao singular
construido em d = 6, essa soma se anula, implicando que o operador & nao possui um termo
lider (1 no espaco-tempo plano. Como em espacos planos a ordem das derivadas conformes
nao afeta o resultado, o operador deveria reduzir-se ao operador [1® covariante de GR com
todas as derivadas covariantes de GR e com o coeficiente frontal que é a soma de «; para
1 =1 até i = 6. No entanto, em espago-tempo curvo, o operador contém termos adicionais, e
embora esses termos incluam derivadas conformes ordenaveis, eles desaparecem em espacos
conformemente planos.

Esse é um defeito intrinseco do operador ¢ em d = 6 independente da escolha dos trés

coeficientes usados para resolver o sistema ou da forma como escrevemos o operador na base
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de termos com seis derivadas covariantes, como em (5.75). De fato, isso ja é evidente na
primeira equacdo do sistema (5.86) para d = 6, que impde a condicio >0 ; a; = 0. Esse
problema ocorre exclusivamente na dimensao critica para seis derivadas. Em dimensoes
superiores, isso nao acontece, pois pode-se demonstrar que, independentemente da escolha
dos trés coeficientes para resolver o sistema, a soma Y0, a;, assume uma forma geral valida

para qualquer base de termos. Utilizando apenas a primeira equacao (5.77), obtemos

d—6 d—+2

5 alzﬁ(a1+a2+a3+a4+a5+a6), (5.90)
assim .
d—©6
= —— 5.91
20 e o9

e, para a normalizacdo a; # 0, temos que a soma é nao nula em toda dimensao d # 6. Isso
confirma que o problema persiste apenas na dimensao critica d = 6 e que ¢ independente da
base na qual escrevemos o operador em (5.75).

Pode-se também analisar o sistema de equagoes (5.77) a (5.82) em dimensoes d = 4. O

sistema terd a forma

—4oy — 3 (g + a3+ ay +as + ag) =0,
—2 (g + a3 +ay +as +ag) =0,
4oy + g + as + ayg + a5 + g = 0,
0=0,
4o + 3oy + a5 + 206 = 0,

dovs + o + 3as + 206 = 0. (5.92)

Ao analisar a primeira e a segunda equagao do sistema, conclui-se que a; = 0, o que impede
a normalizacao do operador & definindo o coeficiente de [ como um. Como isso acontece,
permanecemos com o mesmo problema de que Y%, ;; = 0, pois na férmula (5.91) é necessério
considerar oy = O.

Ao usar um conjunto diferente de coeficientes para resolver (diferente de as, as e ag),

uma singularidade em d = 4 nao é mais observada. Em vez disso, temos como solucoes

(—ay — 3oy — 20) , (5.93)

o |

(=3 — a5 — 205), 3 =

1 =

ar =0, ay=

com os valores de ay, as e ag reais e arbitrarios, ainda temos uma liberdade de trés parametros.



5.7. Nova construcao do operador Hamada generalizado 105

Seguindo [129], observamos que, em d = 4, um operador de seis derivadas com termo lider
[0® em fundo plano nao pode ser construido. No entanto, existe um operador conforme nesta
dimensao, cuja expansao inicia com termos lineares na curvatura e derivadas conformemente
covariantes. Esse operador é tnico e equivale a Dgaen = B““%Meygb,. O coeficiente geral
dependente da dimensao pode ser ignorado em (5.60).

Na dimensao d = 4, o tensor de Bach é conformemente covariante com peso w(B,,) = —2,
conforme (5.62). A agdo de BW%H%V sobre um campo escalar de peso w = 1 resulta em
outra expressao conformemente covariante, Dp,®, cujo coeficiente pode ser arbitrario. O
peso conforme resultante é w(B‘“’%M%V(b) = —9.

Em geral, em d = 4, é possivel construir uma expressao geral com peso w = —5, omo uma
combinagao linear arbitraria dos operadores Dg,a,, com os operadores Dy e Dy cujas defini¢oes
em d = 4, odem ser encontradas em (5.64) e (5.65). Essa liberdade corresponde exatamente
a escolha arbitraria dos trés parametros oy, as e ag na combinacao de diferentes ordens de
derivadas no operador & em (5.75). A forma explicita desse operador &, parametrizado por

g, Q5 € (g, pode ser expressa como

1 c ¢ ¢ c¢c c 1 c cc ¢
0= 1 (=304 — a5 — 2a6) V,V,VIVYO + 1 (—ay — 3as — 206) V,0V*O
+uV, VY, VIV 4 a5V, V,V, VI VIV 4 0V, VY, OVAVY. (5.94)

Aqui podemos expressé-lo de diferentes formas, seja como diferentes ordens de derivadas
conformes, ou por uma expressao explicitamente com curvaturas conformes e derivadas con-
formes sobre elas. Devemos apenas lembrar que em d = 4 é impossivel ter o operador com o

C
termo principal [ e todos os nossos operadores, em qualquer forma de escrevé-los, comecam
com termos lineares em curvaturas conformes.

Finalmente, comentamos que em dimensdao d = 2 o operador ¢ nao pode ser definido
devido aos problemas conhecidos e previamente discutidos com a definicdo do tensor de
Schouten nesta dimensao. Assim, em todas as dimensoes pares d = 2 e d = 4, menores
que a critica, temos a impossibilidade de construir tais operadores com seis derivadas, de
acordo com uma conjectura de que tais construgoes sao impossiveis em todas as dimensoes
pares. Na dimensao critica, por sua vez, vemos o problema com o limite do espaco-tempo
conformemente plano do operador construido apenas como uma combinacao de diferentes
ordens de derivadas conformes. Para todas as dimensoes — tanto impares quanto pares
acima da critica — nao vemos nenhum problema com essa construcao da generalizagao do
operador Hamada [44, 45].
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Agora voltamos a discussao da situagao dentro da dimensao critica d = 6 para operador
Hamada generalizado. A partir de nossa discussao anterior, entendemos agora que o operador
minimo D?ﬁli)n, conforme proposto por Wiinsch, nao pode ser reproduzido como resultados
da comutacao de diferentes ordens de derivadas conformes, a partir de uma forma geral
do operador & em (5.75). Vemos que também neste caso podemos apenas reproduzir uma
combinagao linear de D; e Dy atuando sobre um campo escalar conformemente inerte ¢ (com
0 peso zero, uma vez que esta é uma situagao na dimensao critica). Portanto, o operador &
dado explicitamente por (onde s, ag € R)

c c ¢ ¢ ¢ ¢ c cc ¢ 4 4 c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 =P + a,V,V, VIV L + (=3 — ap) V,OVAD + <—3 - 3a2> V.V, V, VAV VP4

10 4 c c c c c¢c ¢ c c cc c
4 (3 + oo - aﬁ) V.V, V VI VAV 4 a6V, V, OV, (5.95)
corresponde a uma liberdade de dois pardmetros para definir o operador como uma com-

binacao linear de D; e Ds.



Conclusao

“Ninguém ignora tudo. Ninguém sabe tudo.
Todos nos sabemos alguma coisa. Todos nos
ignoramos alguma coisa. Por isso aprendemos
sempre”.

-Paulo Freire.

Nesta tese, foram obtidos os seguintes resultados originais:

1 — Mostramos que a teoria renormalizavel em espago curvo de um campo vetorial massivo
acoplado a um escalar pode ser baseada na a¢ao minima (2.1), sem a inclusao de termos nao
minimos (2.31) no setor do campo vetorial, incluindo aqueles proporcionais ao tensor de
Ricci. Nesse aspecto, o campo vetorial massivo é crucialmente diferente do campo escalar,
onde a interacao nao minima com o escalar de Ricci é uma condi¢cao necessaria para a
renormalizabilidade. A diferenca é que os termos nao minimos do vetor sao protegidos pela
simetria de calibre, mesmo que essa simetria seja quebrada suavemente na formulagao original
da teoria. A afirmacgao sobre a renormalizabilidade foi confirmada por um calculo direto de
one-loop.

A avaliacao das divergéncias de one-loop é uma parte importante da QF'T, pois fornece
informagoes sobre a estrutura de renormalizacao da teoria, possibilitando construir uma
teoria renormalizavel. Relatamos a derivacao das divergéncias em omne-loop na teoria da
eletrodinamica escalar com massa vetorial. Esse modelo mostrou-se renormalizavel se o

campo vetorial for Abeliano e se nao for um vetor axial. A teoria vetorial nao-Abeliana ou
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o vetor axial ndo sdo renormalizaveis, como discutido em [16] e comprovado por célculos
diretos em [49].

As fungoes beta (2.61) e o potencial efetivo (2.64) foram derivados na formulagao simétrica
(2.5). Os argumentos gerais sobre a classificagdo dos pardmetros em um espago-tempo curvo
[14] implicam que as expressoes (2.61) ndo mudam sob uma escolha arbitraria de fixagao de
calibre, portanto, essas expressoes podem ser aplicadas & teoria original (2.1).

Em sintese, modelos com campos vetoriais massivos apresentam condi¢oes de renorma-
lizabilidade peculiares, influenciadas pelas simetrias de calibre subjacentes contidas na teo-
ria. Isso levanta questoes importantes sobre a generalizacao desses resultados para teorias
fermidnicas com campos vetoriais massivos ou para modelos mais complexos, como aqueles
com acoplamentos de Yukawa. Investigagoes futuras nessa direcao poderao esclarecer o pa-
pel das simetrias de calibre em cendrios mais amplos, aprofundando nossa compreensao da
renormalizagao em teorias do tipo Proca e suas extensoes.

11— A acao efetiva induzida por anomalia em um espago-tempo curvo com escalares de
fundo adicionais foi formulada. O resultado é apresentado tanto na forma covariante nao
local (3.26) quanto na forma local (3.31), utilizando dois campos escalares auxiliares.

Nossa analise do limite de baixa energia na ag¢ao induzida por anomalia foi realizada
de maneira considerada padrao na relatividade geral. Essa abordagem nos levou a forma
reduzida (3.34) da agdo. Essa expressdo manifestou algumas propriedades qualitativamente
novas. Em primeiro lugar, encontramos uma nova contribuicdo para o termo local R? no
infravermelho (IR). Em segundo lugar, no IR, podemos reproduzir, a partir da a¢ao induzida,
a estrutura nio local RO™' R introduzida anteriormente na literatura [85], especialmente
usada em cosmologia com base puramente fenomenologica ad hoc [91]. Em terceiro lugar,
confirmamos que a ac¢ao induzida por anomalia representa uma versao local util do grupo de
renormalizagdo em um espago-tempo curvo. Em particular, tornou-se possivel recuperar o
potencial efetivo do campo escalar conforme a partir da agao induzida.

111 — A agdo efetiva do modelo de Nambu-Jona-Lasinio em um campo gravitacional ex-
terno com tor¢ao na expansdo em 1/N foi obtida introduzindo-se os campos auxiliares. O
potencial efetivo da torcao foi calculado usando uma nova técnica baseada na parte nao local
da acao induzida por anomalia, que foi recentemente descoberta como capaz de produzir o
potencial efetivo no limite de baixa energia.

Além disso, conseguimos identificar um potencial de Coleman-Weinberg para o modelo
NJL com alguns valores especificos para o campo de tor¢ao externo, veja Fig. 4.2 e para

certos valores de a; na equacao (4.25), veja Fig. 4.5. Ademais, concluimos que o setor
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escalar-tor¢ao tem uma influéncia mais significativa do que a curvatura no pogo do potencial
efetivo, como pode ser observado na Fig. 4.1. Posteriormente, calculamos a equacao de gap
(4.26) com a intengdo de observar explicitamente a quebra espontanea de simetria.

Concluimos que a transi¢cao de fase de primeira ordem ocorre quando o valor da torcao é
alterado, isto é, a constante de acoplamento tem seu valor modificado em func¢ao da torcao,
como pode ser visto na Fig. 4.3. Analisando o grafico da Fig. 4.4, concluimos que apenas a
parte inferior, linha continua, possui relevancia fisica. Nossa decisdo baseia-se na observacao
de que valores mais altos de tor¢do impedem que o potencial efetivo do modelo NJL apre-
sente um comportamento semelhante ao potencial de Coleman-Weinberg. Adicionalmente,
percebe-se que a simetria pode ser restaurada mesmo que a constante de acoplamento seja
mantida na regiao da fase quebrada, mas apenas para valores de torcao acima da curva critica
contida na Fig. 4.4.

No artigo recente [142], a quebra de simetria foi investigada independentemente na versao
bosonizada do modelo de Nambu-Jona-Lasinio em um fundo de Riemann-Cartan. Em
principio, ambos os estudos podem concordar sobre a influéncia do campo de tor¢do no
potencial efetivo do modelo NJL ao considerar n > 1, como mostrado na Fig. 4.5. Vale
destacar que o potencial efetivo do setor escalar-tor¢ao (4.22) pode nao ser adequado para
descrever a quebra dindmica de simetria. Essa caracteristica é atribuida ao valor negativo
de B, como demonstrado em [36] para uma teoria similar. Por outro lado, como sugerido
em [36], torna-se crucial investigar o comportamento de ; em ordens superiores de per-
turbacao (higher-loop corrections), pois uma possivel inversao de sinal nesta fung¢do poderia
reconciliar integralmente os resultados de ambos os trabalhos. Tal andlise podera esclarecer
definitivamente o papel da tor¢ado no mecanismo de quebra de simetria nestes modelos.

iv — Mostramos que é possivel generalizar operador Hamada [44,45] para dimensoes pares
arbitrarias, desde que sejam maiores que a dimensao critica d.y = 6. Fornecemos a forma
explicita de seus coeficientes de expansao na base de escalares da GR.

Provamos um teorema geral de que um operador escalar conforme com n derivadas em

= n — 2 dimensoes é impossivel de ser construido. Observa-se que a dimensao critica do
operador ¢ igual ao niimero de derivadas presentes no termo principal [J” da expansao em
termos de curvatura. Os operadores em questao podem ser construidos apenas em dimensoes
d > dgit, quando o peso conforme do campo escalar basico w também deve ser nao positivo.

Nas ultimas secoes desta tese, comegamos a explicar brevemente e aplicar o formalismo
das derivadas covariantes conformes, conforme construido por Wiinsch. Com essa ferramenta

tedrica, mostramos que a construcao pode ser um pouco simplificada para o caso do operador
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de seis derivadas, enquanto foi completamente clara para os casos dos operadores de Orsted-
Penrose [38-40] e Paneitz [41]. Nos dois tltimos casos simplificados, o uso das derivadas
covariantes conformes e do operador de caixa conforme fornece diretamente respostas para
os operadores conformes contendo explicitamente 2 ou 4 derivadas em seu termo principal,
respectivamente. No entanto, para o caso do operador de seis derivadas (e todos os superi-
ores), essa construgdo nao é totalmente bem-sucedida, pois mesmo os operadores minimos
também devem conter termos de correcao que sao de ordem superior em curvaturas conformes
(tensores de Weyl ou Bach).

Finalmente, mostramos que, usando uma combinagao de diferentes ordens de seis deri-
vadas conformes covariantes, reproduzimos os mesmos resultados anteriores para a genera-
lizacdo do operador conforme de Hamada. No entanto, essa tltima construg¢ao nao é comple-
tamente bem-sucedida na dimensao critica (d.i; = 6, mas funciona em qualquer dimensao
d # 2,4,6. Portanto, fornecemos alguns resultados novos escritos de uma maneira nova e
distinta.

Por fim, podemos discutir as possiveis aplicagoes futuras da forma encontrada para os
operadores Hamada em qualquer dimensao d. Em geral, tais operadores conformes escalares
com seis derivadas constituem uma base para dlgebras de CFT (Teoria de Campo Conforme)
de operadores escalares primarios acoplados a geometrias externas (ou seja, em espagos-tempo
de fundo nao triviais) e, portanto, dardo origem a novas CFTs acopladas a gravidade. Esses
operadores podem ter aplicagoes abrangentes, desde estudos de anomalias conformais (como
a integracao de termos nao locais, conforme explorado em [74,143,144]) até aplicacoes de
campos escalares em cosmologia.

Além disso, aplicagoes evidentes podem ser encontradas na fisica da matéria condensada,
como em sistemas com escalares fundamentais, por exemplo, em excitagoes de folhas curvas

de grafeno variantes no tempo (caso d = 3) [145-147].



A

Do Espaco curvo a torcao: Uma breve revisao

de gravitacao

Neste apéndice, apresentamos uma revisao concisa da relatividade geral e sua formulacao
por meio da acao de Einstein-Hilbert. Em seguida, exploramos a teoria de Einstein-Cartan,
destacando sua equivaléncia com a formulagao padrao da relatividade geral quando suplemen-
tada por termos adicionais. Demonstramos que a teoria de Einstein-Cartan, com um termo
de Holst e uma agao de Dirac acoplada a tor¢ao, pode ser reescrita como a a¢ao de Einstein-
Hilbert acompanhada de uma acao de Dirac sem tor¢ao, e uma interagao quadrifermionica
emergente.

Este apéndice estda organizado da seguinte forma: inicialmente, apresentamos as con-
vengoes e notacoes utilizadas no decorrer desta tese e, posteriormente, os principios funda-
mentais da relatividade geral e a agao de Einstein-Hilbert sao brevemente discutidos. Em
seguida, na iltima se¢ao, demonstramos como a parte axial da torcao se acopla com a matéria

fermionica.

A.1 Convencgoes, notacoes e demais utensilios

A primeira definicao se diz a respeito ao sistema de unidades naturais,

h=c=1,
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[139%)]

onde h é a constante de Planck dividido por 27 e “¢” é a velocidade da luz no vacuo. Por
meio destas constantes é possivel demonstrar que massa e momento possuem dimensao de

energia e a carga elementar se torna adimensional. Portanto,
[comprimento] = [tempo] = [energia] ' = [massa] (A.1)
As coordenadas do espaco-tempo sao denotadas por um quadrivetor contravariante
ot = (2%, 21, 2% 2°) = (¢, 7)), (A.2)
e o quadrivetor covariante é apresentado como
z, = (xo, 21, T2, x3) = (t, —7), (A.3)

podemos permutar os quadrivetores (covariantes e contravariantes) utilizando a seguinte

equacao’
x, = nua’ ou at =y, (A.4)

sendo 7, a métrica no espago de Minkowski, que ¢ definida pela seguinte matriz

10 0 0
0 -1 0 0

M = 0 1 em que (u,v)=0,1,2,3. (A.5)
0O 0 0 -1

Frequentemente utilizamos derivadas e principalmente para escrever as lagrangianas. A

derivada 0, é definida por

0 o 0 0 0
6“_8:W—<8t’8x’8y’6z>_(00’v)’ (AG)
e consequentemente,
0 0 0 0 0
w_ Y (2 Y Y Y\ _ (90, _
= <8t’ 5 oy az> (0% -V) . (A7)

I Est4 implicita a convencdo de Einstein - indices repetidos sdo sempre somados.
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A derivada covariante de um tensor de ordem (m,n) é definido por

VTt = QT RPN PR Ay

p [1 A
- F}\aTﬂl Hm)\VQ...Vn - F)\OtT Mmylk...yn T e e ey (AS)

a equagao acima satisfaz a conexao de metricidade, isso significa que a derivada covariante
aplicada na métrica é nula, expressa pela relacdo V,g,, = 0. Além disso, é importante res-

saltar que a conexao utilizada nessa defini¢ao é simétrica, sendo dado pela seguinte estrutura

1
Lo = 59” (0ugvr + OvGur — Orgun) - (A.9)

O tensor de Riemann, que caracteriza a curvatura do espaco-tempo, é dado por

R = 0,15, — 0,15, + I TG, — I, TG, (A.10)

a partir desse tensor, podemos obter o tensor de Ricci por meio da contracao dos indices

apropriados R, = go‘ﬂngy. Analogamente, o mesmo pode ser feito para obtencao do
escalar de Ricci (ou escalar de curvatura) R = g"'R,,,.

Por fim, agora temos condig¢oes de apresentar duas quantidades importantes. A primeira

é o tensor de Weyl, cujo o seu quadrado no espago-tempo de quatro dimensoes é expresso

por

uvaf

C? = C*"*Cap = Ropy — 2R2, + ;RQ, (A.11)

enquanto a segunda quantidade é o termo topoldgico de Gauss-Bonnet, definido por

E,=R:,.;—4R., + R*. (A.12)
Aqui, adotamos as notacdes R’.,.; = R**°R,,.3 e R, = R*R,, para simplificacio das

expressoes.

A.2 Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral (GR), formulada por Albert Einstein, é verdadeiramente
unica. Sendo a teoria gravitacional classica mais amplamente aceita pela comunidade ci-
entifica, seu sucesso se deve, em grande parte, a notavel concordancia com diversos testes

observacionais e experimentais [148].
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Devido a essa peculiaridade, espera-se que as teorias gravitacionais quanticas coincidam
com a GR no dominio de baixas energias, isto é, no que chamamos de regime infravermelho
(IR).

Claro que ha outras teorias gravitacionais classicas, como a teoria gravitacional de Weyl,
e também a teoria gravitacional de Einstein-Cartan. Essa tltima teoria serd brevemente
discutida no mais tardar desta secao.

A relatividade geral é fundamentada em alguns principios, sendo eles, o da covariancia
geral e o da equivaléncia. O principio da equivaléncia estabelece que nao ¢é possivel distinguir
se a aceleracao de um corpo é causada pela gravidade ou por uma forga externa. Ja o principio
da covariancia geral, afirma que as leis fisicas devem ser formuladas de maneira independente
do sistema de coordenadas utilizado.

Dessa forma, a interagao gravitacional se fundamenta na ideia de que todos os referenciais
sao equivalentes. Essa caracteristica é a razao pela qual a teoria recebe o nome de relatividade
geral, pois implica que ndao ha como diferenciar se a forca sentida por uma massa é resultado
de um campo gravitacional ou da escolha de um referencial acelerado.

A acado da gravidade e matéria possui a forma
Stotal = SEH + Sm; (Alg)

onde

1
S = —— / d*/—g (R +2A), (A.14)

é conhecida como acao de Einstein-Hilbert, e S, ¢ denominada acdo da matéria, responsavel
por descrever a matéria no espacgo-tempo curvo ( podendo ser escalar, espinorial e/ou veto-
rial). Aqui R representa o escalar de Ricci, A é a constante cosmoldgica, g é o determinante
da métrica do espago-tempo curvo g,,, e £ = 167G, sendo G a constante gravitacional de
Newton.

Vale destacar que existem outras teorias gravitacionais classicas, como por exemplo, a

teoria de Einstein-Cartan (ECT), a qual discutiremos adiante.

A.3 ECT com termo de Holst e acao de Dirac

Nesta se¢ao, seguimos de perto os artigos [112, 113,120, 149], para obter todas as in-
formacoes necessarias para consideracoes futuras, principalmente no capitulo 4. As notacoes

utilizadas sdo do artigo de revisao [120]. Uma motivacao para explorar a ECT acoplada a
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férmions com o termo de Holst reside no surgimento do termo de interacdo quadrifermionicos

na acio apods resolver a torcao?, como podemos mostrar abaixo por meio da seguinte acao
1 - 1 - i - = ~ -
S = e /d4x V=g l—R + weaf;WRO‘BW] + 3 /d4x V=g [m“vulp — Vut/)fy“w} , (A.15)
onde R é a curvatura escalar com torcao, que é dada por

R=R-2V,T"— 2TaT°‘ + iSaS“ + }qamqaﬁ"’, (A.16)
3 24 2
com R sendo o escalar de Ricci na GR, e a tor¢do sendo dividida em trés componentes
irredutiveis, que sao o vetor trago T = T3, que ¢ antissimétrico nos ultimos dois indices,
o vetor axial (ou pseudotraco) S” = e***T,5,, e o tensor ¢®s, que satisfaz duas condigdes
q“sa =0 e e g5, =0.
O segundo termo do lado direito (7.h.s.) da equagao (A.15) é o termo de Holst

LI ST IV R R e
sendo R*P# ¢ tensor de curvatura no espaco-tempo com torcao, 3 o pardmetro de Barbero-
Immirzi e €y, 0 simbolo de Levi-Civita.

A acao de Dirac com tor¢ao é o tltimo termo do r.h.s. da equagao (A.15), onde o termo
Y = e, 'v* é a matriz de Dirac no espago-tempo curvo, as quantidades e,* sao o campo de
tétradas, e a derivada covariante no espago-tempo curvo com tor¢ao do campo fermiénico é

escrita como segue

v i a van! 7 L a
Vit = 0 + S0 Yoty e V=0, — ¥ @ Ot (A.18)

onde o4 = 3 (Ya Y — WYa)- A conexdo espinorial com torgao é dada por

1 1
d}u“b = wﬂab + ZKQ,\N (emeba — e’\be“a) com K%, = 3 (T — T +1,%), (A.19)

onde wuab

é a conexao espinorial sem tor¢do. A segunda equacdo em (A.19) é o tensor
de contor¢ao que ¢é antissimétrico nos dois primeiros indices. E importante destacar que
os indices a,b,c,... = 0,1,2,3 sao indices internos de Lorentz enquanto os indices gregos

v, ... =0,1,2 3 sdo indices do espago-tempo.

2 A torcdo é definida pela diferenca entre duas conexdes afins que nio sdo assumidas simétricas T By =
rg —-re
By VB8*
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Substituindo as equagoes anteriores (A.16), (A.17) e (A.18) em (A.15), e subsequente-

mente apés alguns calculos, podemos reescrever a equagao (A.15) na forma

_]' 4 2 a_i a_i o
S—KQ/da:[ R+ ST.0° = 5.8 TQS]

3
1 i - -
5 [ dov=g8a® + 5 [ dav/=g [0y V= Vb, (A.20)
onde J, = 7»;75%&0 representa a corrente axial fermionica. Neste ponto, podemos fazer

algumas observagoes. O primeiro termo do r.h.s. da equagao acima esta relacionado a ECT
com o termo de Holst, ou seja, a primeira integral do r.h.s. da equacao (A.15). Em contraste,
as duas ultimas integrais na equacao anterior, por sua vez, correspondem a agao espinorial,
equivalente a segunda integral do r.h.s. da equacao (A.15).

Ao considerar apenas a agao espinorial em (A.20), observamos que apenas a componente
axial da torcao acopla-se aos férmions, enquanto as outras componentes se desacoplam. No
entanto, ao analisar a equagao (A.20) em sua totalidade, podemos determinar o vetor axial S
e o vetor traco T através de suas respectivas equacoes de movimento, que sao S = 16x2£J°

e T = (1/45) S%, com £ sendo uma espécie de constante de acoplamento definida por

_3 (.7
5_32<1+62>'

Substituindo as equagoes de movimento em (A.20), obtemos

S = ;/d‘lx\/__g {@ZJV”V,AU - Vlﬂz'y“qﬂ + ;/d4l’\/—_g {_R—f-fI#JMJM} ) (A.Ql)

Nesta expressao, a agao contém o termo de EH e o setor cinético fermionico, com o tltimo
termo do r.h.s. descrevendo a interagao de quatro-férmions por tor¢ao antissimétrica, veja,
por exemplo, [120,149] para detalhes. Vale mencionar que em [112,113], foi demonstrado que
a corrente fermionica gerada pela tor¢ao na ECT, ou seja, a interagdo de quadrifermionica

na equagao (A.21), poderia ser um possivel candidato para matéria escura.



B

Usando a abordagem do operador auxiliar

Neste apéndice, apresentamos a derivagao do operador bilinear necessario para o calculo
das divergéncias em one-loop, utilizando a introdugdo de um operador auxiliar. Esse operador
¢ baseado na construgao apresentada em [19], que chamaremos de operador de Barvinsky-

Vilkovisky. Este apéndice complementa a discussao dos problemas tratados na Sec¢ao 2.

B.1 Operador de Barvinsky-Vilkovisky para SQED com

massa vetorial

Vamos considerar uma abordagem alternativa para derivar a acao efetiva de one-loop,
que foi aplicada com sucesso a teoria pura do campo vetorial massivo [19] e provou ser equi-
valente a abordagem baseada no procedimento de Stiickelberg. Aqui, usaremos um método
semelhante na teoria de um vetor massivo acoplado ao campo escalar.

Primeiro, precisamos determinar a forma bilinear da a¢ao (2.1) sem restaurar a simetria de
calibre. Usando o método de campo de fundo, decompomos os campos em suas contrapartes

classicas e quanticas como

PP =D 4, PosD=O+p A, A, =A,+B, (B.1)
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e escrevemos a parte bilinear nos campos quanticos da a¢ao na forma
¥
@_ 1 [p :
S = 3 d*x\/—g (cp* © B’“‘) H | o*|, (B.2)
B,

onde

H@D*@D H@D*@D* Hgo*By

P st* HsoBu )
HB“go HB“go* HB“BV

e os elementos da matriz sao

Hypy = —0-m? —4X0*® + ER + 2ie A,V +ie (V,A") + eQAi,
Hype = —O-m? —4XO*D + (R — 2ie A, V" —ie (V,A") + A2,
Hpup, = 0“0—V,V" — R,” — §"M? + 20°*0*®,

Hyp, = ie®V” + 2ie (V' ®) + 22 A9,
Hpu, = ie®*V, —ie (V,0*) + 2¢*A,0*,

H,p, = —ie®*V" — 2ie (V' ®*) 4 2¢> A ®*
Hpuge = —ie®V, +ie (V,®) + 26°A,®,
Hyepr = =200,  H,, = —2\0*0". (B.3)

O proximo passo é introduzir o operador auxiliar

K=K=|0 -1 0 : (B.4)
0 0 =V,V*450M?

O operador no canto desta matriz é o operador auxiliar introduzido em [19]. No entanto, no

caso presente, a forma do produto é muito mais complicada,

A* A* A*

A, A, Hp
* — Fy % Fy % Fy %
H" = HK = Hsoso st* HapBa ’
* * *
HBl‘gp HB“Q@* HB“Ba
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com os elementos

p., = O+4m? + 4000 — (R — 2ieA, V¥ —ie (V,A") — e’ A2,
H: . = O+m? + 40" ® — £R + 2ieA, V" +ie (V,A”) — 2 A2,
Hiup, = M7 (600-R," — 6M2) — 2¢* (2°®) (V,V* — 52 M7) ,
Hyp, = —ie® (O — M2) V* = 2ie (D"®) (V,V° = 50 M7),

¥
ﬁgw = —ied*V, +ie (V,9*) — 2¢* 4,0,
Hyp, = ie® (O—M]) V" + 2ie(D"®)" (V,V* = 62M7)
Hpyye = €@V, —ie (V,0) — 26249,
H. . = 2)00,
o;, = 200",

A forma do operador H* na Eq. (B.5) é bastante incomum, pois alguns dos elementos nao
diagonais da matriz possuem operadores que sao operadores diferenciais de terceira ordem. A
derivacao de Trlog H* neste caso é um problema nao trivial, que seria dificil de lidar mesmo
usando a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt de [19]. Como temos outra abordagem,
muito mais simples, descrita na Sec. 2.2, nao descrevemos como obter o trago funcional da
hessiana (B.5). Este Apéndice foi incluido apenas para ilustrar que os dois métodos podem

nao ser equivalentes nos modelos mais sofisticados com quebra de simetria suave.



C

Expressoes intermediarias para divergéncias de

one-loop

Neste apéndice, apresentamos as expressoes intermediarias utilizadas no calculo das di-
vergéncias em one-loop associadas ao problema discutido na secao 2. Estas etapas sao in-

cluidas para fins de referéncia e para tornar o procedimento mais transparente.

C.1 Expressoes intermediarias do método de Schwinger-
DeWitt

Apresentamos, a seguir, as férmulas intermediarias utilizadas na derivacao das divergéncias

discutidas na Segao 2.2. De acordo com as equagdes (2.49) e (2.50), obtemos

Pw*w Pw*w* Pw*ﬁ PsO*Bu

13:<P)u: Psw Psw* Pw9 PsoBu
L . . . .

Py, Py Pyy DPyp,

Ppuy  Ppuy Ppuy Ppup,

A
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com os seguintes elementos nao nulos
D > 2 1 1 v 2
Pog = Prp = mi+ (=€) R— (400" - 1) 2°0
. 1 - 1 3
Pog = = (M= (R), Poun, = R+, (M2 + SR+ 5070
» 1 v _2 » 1 v 2 * ¥
Pog = 7 (97¢* +8X) @D, P, = I (97¢? + 8X) "0,
ra 3 . v ra 3 . *
Pcp*By = —5'&6 (D CD), PB“‘(ﬂ = —526 (DN¢) s
A 3 . A 3.
P«pBu = 526 (DV(D) s PB#cp* = 526 (DM(I)) .
(C.2)
Similarmente, a matriz $* ¢ dada por
oo prp Sso*ﬁ Sw*Bu
. v S S S,9 S
e G I (€3)

onde os elementos nao nulos serdao

A

A

SBMB,, = R, vap +

SB“@O SB“go Spry SBuB,/

Scp*cp = 3162 (50‘ Bv _ 55 ow) O*P + je (VQA,B V/BACY) :

Sper = *6 (5a Pr 56 CW) O*D — je (V“Aﬁ — VBAC“) 7

(53 av 5a 61/) (I)*(I),

Spup = —;z’e (67 (D°®") — 82 (D 0*))]
e, = —;ie g (D0") - g (D®")]
S = ;ie (67 (D*®) — 52 (D°®)]

S = 41162 (979°" — 339" ) B,

Spe = 3¢ (5™ — 019™) @0
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Usando esses operadores, os tragos particulares serao

1 L2, . 1/1
cw0P = (+n)0(@ <I>)+3<12—§>DR, (C.4)
1 o, 1 5 1 M2 1 5
2tr QRW = 13 3£R+ 2+m 13 5 R—|—2 , +m
1\ 1
2 2 * 2 2 4 * ) 2
+[2<e —4) (§—6>—2€]R(Cb D) + (2002 — 4e2A + 5e') (D)
—2 [mZ (2 —4\) - 3e2M3] (®*®) — 362 (D'®)* (D, D) (C.5)
€
L ao L o ¢’ * L L C 1P * e’
—tr$ R + 5 R(®®) = ¢! (270)° 4 o (D"®)" (D, @) = =, (C.6)

12~ Pe8 T 719 6 6 m
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Calculos pormenores do potencial efetivo de

NJL

Este apéndice foi desenvolvido com o intuito de servir como um material complementar

aos conteudos apresentados no capitulo 4.

D.1 Obtencao do Potencial efetivo

Nesta secao, apresentaremos brevemente como encontrar as contribuicoes do espaco-
templo plano e da curvatura para o potencial do modelo de NJL, com os detalhes disponiveis
em [37]. Da mesma forma que foi realizado no capitulo 4, podemos escrever o potencial

efetivo do modelo sem torcao na forma

1
Vip, ] = X (p2 + 7r2) +iTr In (iv*V, — s) (D.1)
COM S = p + 1Y5T.

Para que possamos calcular o potencial efetivo dado pela equagdo (D.1), é necessério
realizar algumas manipulagoes algébricas no segundo termo do lado direito. Primeiramente,

temos que o logaritmo pode ser reescrito como

, , YV, — s
ln (Z’}/p‘vu — S) = ln (Z’y“v#) —|— ln (W;LHV“> y (D2)
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onde o primeiro termo do lado direito nao depende do campo bosoénico. Por essa razao,
ele pode ser incorporado na constante de normaliza¢ao do funcional gerador. Além disso, o

logaritmo presente no segundo termo pode ser reescrito utilizando a seguinte relagao

A—s s 1
n (57) = [

Dessa forma, obteremos

Vip, ] = 21>\ (p2 +7T2) — iTr/OS drS (z,2';r) . (D.3)

A funcao de Green ¢é definida por
S (z,2;r) = <a: \(m“v# - 7’)_1‘ x’> , (D.4)

e ¢ a solugao da equacao

1
(iv"V, — 1) S (z,2";7) = —=6* (x — 7). (D.5)
8 V=g
Para encontrar a funcao de Green anterior, fazemos uso da técnica da expansao coordenadas

normal de Riemann, veja [150,151] para mais detalhes. Aqui, consideramos apenas os termos

independentes da curvatura e os termos lineares, logo

kT 1 1. 1
Sz, x;7) :/(277)4 [(’Y ka+7”)m_ﬁR<7 ka +7) (k;2—r2)2
T A e p— SN Ly — (D.6)
— v a T - = cda, ) .
3 y (]{:2—7’2)3 2’7 dap (/{22—7' )2

onde
1
ab _ — a b
AV = 1 [v o }
Observa-se, pelas equagoes (D.1) e (D.6), que os campos p e 7 s@o simétricos. Isso permite
investigar o potencial do modelo de NJL considerando m = 0, em vez de tratar a equagao em

sua totalidade. Assim, substituindo (D.6) em (D.3), teremos

V (p,0) = 1,02—2'Tr/pdr/ &k [(vak: ) LRk )
’ 2\ 0 (2m)* ¢ k2—r2 12 “ (k2 — r2)?
L 2R (ke + 1) o — e e gL (D.7)
3 v a (l{?2 — 7’2)3 2 cdaft (k:2 _ 7”2)2 )
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a solucao do potencial apresentado é dada pela equagao (4.25). Na préxima secao, discutire-

mos brevemente a equac¢ao de gap no contexto do espago-tempo plano.

D.2 Equacao de Gap no espaco-tempo plano

O fator causador pela quebra da simetria quiral é o nao anulamento do valor médio do
campo escalar, resultando na origem da massa dos quarks e consequentemente aos bosons de

Goldstone. A equacao de gap para o modelo de NJL no espago templo-plano é dado por

M OMI[., AZN\T

Apresentaremos a solugao da equagao de gap sucintamente e apontaremos o valor critico
do acoplamento a partir do qual a simetria quiral é quebrada. A equagao acima possui duas
solugoes, uma sendo trivial, quando M = 0, que convém com a preservac¢ao da simetria quiral.
E a segunda solugdo, quando M # 0, onde ha a quebra de simetria quiral ocasionando no

aparecimento dos bésons de Goldstone. Reescrevendo a equacao anterior, teremos

A? A2 472
ln<1+M?>:M2_)\M?’ (D-9)

que é uma quantidade positiva, se o termo A/M? pertencer aos conjuntos dos ntimeros reais
(como é o caso). Logo, tem-se
A? 472 472

2
W—/\M2>0:>/\ > 37 (D.10)

Para constante de acoplamento A maior que a constante de acoplamento critico ., 0 vacuo

do modelo apresenta valor esperado nao nulo, em outras palavras
(lv) #0.

Por fim, o condensado de férmions pode ser tomado como parametro de ordem associado a
massa dindmica, peculiarizando uma transicdo de uma fase quiral para outra onde nao ha
simetria. Adotando um valor de cut-off para os momentos, fica estipulado o acoplamento
critico a partir do qual a simetria é quebrada espontaneamente, com férmions ganhando

massa.



Sobre os operadores de Orsted e Paneitz

Neste apéndice, apresentamos um breve resumo das principais caracteristicas dos operado-
res conformes generalizados de Orsted e Paneitz em dimensoes arbitrarias, cuja compreensao
dessas caracteristicas sdo essenciais para a obtencao da forma generalizada do operador de
Hamada. Além disso, estes operadores voltam a ser mencionados a partir da se¢do 5.6, onde
os operadores de @rsted e Paneitz podem ser construidos a partir das derivadas covariantes

conformes de Winsch.

E.1 Operador de Orsted

O operador conforme escalar de duas derivadas' A,
Ay =0—-——R, (E.1)

foi primeiramente estudado por Penrose [38,39] em d = 4 e por Orsted em dimensdes gerais

d, e fornece a agao escalar

§ = [day/=g0020, (E:2)

! Note que este operador é um operador cinético de Klein-Gordon de duas derivadas (atuando no campo
escalar) acoplado de forma ndo minima a um escalar de Ricci R, e sem a massa, pois um termo de massa
constante geralmente quebraria a simetria conforme. (Mas, na verdade, aqui pode-se tratar efetivamente o
escalar de Ricci R como um termo de massa possivelmente dependente do espaco-tempo para o campo escalar
¢). Este constitui o caso de acoplamento conforme padrao de um campo escalar ao campo gravitacional de
fundo.
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invariante conforme, se o peso conforme do campo escalar for dado por
w=—-:. (E.3)

Tal operador de duas derivadas em (E.1) pode ser definido em qualquer dimensao de espago-

_d+2
2

que é o peso do escalar Ag¢p. A agao em (E.2) é invariante conforme (tem efetivamente w = 0)

tempo d > 1. Pode-se facilmente verificar aqui que wa, = —2, entdo no resultado v’ =

devido ao peso conforme total compensatoério da densidade métrica /—¢g como em (3.27). A
acao em (E.2) descreve apenas um campo escalar padrao livre sem auto-interagdes e acoplado
apenas de forma conforme a geometria de fundo. Esta acao consiste apenas no termo cinético
de duas derivadas para escalares, que é o termo lider em ntmero de derivadas. Além disso,
somente este termo sobrevive em um caso limite de fundos de espago-tempo plano, resultando
em um propagador escalar padrao de espaco plano com duas derivadas no espago de momento.

A acdo apresentada em (E.2), no contexto de um espago-tempo com dimensao d = 4,
inclui o acoplamento nao-minimal £ R¢p?. Em quatro dimensodes, esse acoplamento permite a
formulacao de uma teoria quantica renormalizavel para matéria escalar acoplada a gravidade
quantica. Esse tipo de acoplamento surge naturalmente ao se inserir matéria escalar sem
massa, originalmente definida em um espago-tempo plano, em uma configuracao gravitacional
nao trivial.

Em d = 4, ha um valor especial para o coeficiente, dado por £;—4 = —%. Para valores
distintos de &, ou seja, £ # —%, a teoria deixa de ser invariante conforme. Entretanto,
para esses valores nao conformes de £, a teoria permanece invariante de escala, tanto sob
transformacoes globais de Weyl quanto sob transformagoes conformes restritas que satisfazem
Oo(z) = 0.

O acoplamento da forma £ R$? é o mais geral que pode ser adicionado & teoria escalar com
operador cinético de duas derivadas, mantendo a consisténcia no nivel quantico e preservando
a renormalizabilidade da teoria acoplada. J& outros tipos de acoplamentos mais complexos
envolvendo o campo escalar ¢, como aqueles que dependem de diferentes tensores de curvatura
gravitacional ou de poténcias superiores de R, necessariamente introduzem derivadas de
ordem mais alta. Isso traz tanto os beneficios quanto as limitac¢oes caracteristicos dos modelos
gravitacionais baseados em derivadas superiores.

Para d = 2, observa-se que o termo proporcional & curvatura escalar de Ricci em (E.1) de-
saparece. Essa é uma caracteristica especial das dimensoes d = 2, associada a uma extensao
unica da simetria conforme no plano complexo bidimensional. Essa particularidade esté rela-

cionada a natureza especial da gravidade quantica em duas dimensoes, baseada em uma agao
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de Einstein-Hilbert com duas derivadas, bem como a construcao de espacos-tempos bidimen-
sionais de folha de mundo Minkowskianos conformes, amplamente utilizados em teorias de
cordas.

Outra caracteristica interessante é que, para a a¢do do operador de Qrsted em (E.1) sobre
um campo escalar ¢, o peso conforme w do campo escalar, em dimensoes fisicamente relevan-
tes e sensatas, ou seja, para d > 2, é fixado e inteiramente determinado pela dimensionalidade
do espago-tempo. Esse peso conforme é sempre nao positivo, atingindo zero apenas no caso
particular de d = 2. Uma particularidade adicional do caso d = 2, o campo escalar se torna
adimensional. Consequentemente, o peso conforme do campo também se anula, tornando-se

um caso especial de um campo escalar invariante conforme.

E.2 Operador de Paneitz

O operador escalar conforme com quatro derivadas, Ay, foi originalmente descoberto de
forma independente, primeiro por Fradkin e Tseytlin [42], e mais tarde, por Paneitz [41]. Em

sua forma em d = 4 o operador é descrito na forma
2 1 v 2
Ay=0"+ 3 (V,.R)V* + 2R, VIV — gRD.

Primeiramente, observamos que, em d = 4, termos quadraticos nas curvaturas nao apa-
recem na construcao deste operador. Além disso, o peso conforme do campo escalar deve ser
escolhido como w = 0. Isso coincide com o fato, conhecido a partir de uma analise dimensi-
onal simples, de que o campo escalar em d = 4 dimensoes, com um termo cinético de quatro
derivadas, deve ser adimensional (em unidades de energia), quando analisado, por exemplo,
no espago-tempo plano.

O operador de Paneitz [41] foi posteriormente generalizado por Paneitz para um nimero
arbitrario de dimensoes do espaco-tempo d (exceto no caso d = 2, onde a generaliza¢ao

descrita abaixo nao funciona). Sua forma é dada por

d—6 4 (d—2)*+4
Ay=0P- —(V,RV'+ ——R, V'V — RO
4 2d— 1) VIV G R VIV = S g gy O
(d —4) (d® — 4d* + 16d — 16) _, d—4 " d—4
—— R, ,R" —— (OR) . EA4
* 16(d — 1)2(d — 2)2 R (d — 2)2R“ R 4(d —1) (OR) (E4)
O peso conforme do campo escalar deve ser dado por

4 —

w= J, (E.5)
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que é negativo para d > 4 e positivo para d < 4. Observa-se imediatamente que termos
quadraticos nas curvaturas gravitacionais ou que contenham quatro dimensoes de energia
(como R?* R,,R" e OR) vém com coeficientes proporcionais ao fator (d —4). Isso confirma
que em d = 4 eles ndo sdo necessarios na construcao do operador A4. Nota-se também
que varios coeficientes em termos distintos contém a singularidade 1/ (d — 2), o que implica
que nao podem ser definidos como um limite simples em dimensoes de espaco-tempo d = 2.
Voltaremos a essa questao mais adiante. Alguns coeficientes divergem, o que significa que o
operador de Paneitz [41] ndo pode ser construido dessa forma em d = 2. Isso ocorre quando
a dimensao d do espago-tempo (sendo um ndmero inteiro par) é inferior & dimensao critica
dada pelo indice no operador A. Por exemplo, A,—4 = A4 é um operador de Paneitz [41],
A,—2 = Ay é um operador conforme com duas derivadas, etc. Isso também estéa relacionado
a negatividade do peso conforme w do campo escalar, e o peso nulo ocorre precisamente na
dimensao critica. Como veremos a seguir, no caso em que o peso seja positivo e igual a um,
podemos provar a inexisténcia de uma generaliza¢ao dimensional de A,, para d = n — 2 como
um teorema matematico.

Pode-se, naturalmente, alterar livremente a base para escrever os termos quadraticos
na curvatura no operador de Paneitz [41]. Por exemplo, quadrados do tensor de Riemann
também sao permitidos, como R, ,,R'*°. Entretanto, notamos um fato peculiar: em di-
mensoes d > 3, é possivel adicionar livremente, com um coeficiente arbitrario, um operador
invariante conforme cuja estrutura torna evidentes suas propriedades conformes. Esse opera-
dor é o quadrado do tensor de Weyl, C?, que atua como endomorfismo sobre o campo escalar
(sem derivadas).

Por isso, na forma de escrever o operador A4, usamos apenas dois invariantes quadraticos
na curvatura em d # 4 (e os escolhemos como R* e R, R*). Note que, em dimensdes
criticas, os termos sem derivadas que atuam no escalar ¢ (ou seja, com duas curvaturas
gravitacionais) nunca sao necessarios para a construgao do operador minimo Ay, mas o termo
adicional a;C?¢ pode ser adicionado livremente, com valor arbitrario para o coeficiente aj.
Chamamos o operador A4 sem essa adicao de a;C?¢ de minimo, em oposi¢do ao caso nao-
minimo. Essa adi¢ao pode ser realizada em qualquer dimensao d > 4.

Note que o operador geral de Paneitz [41] em (E.4) é um operador cinético de quatro deri-
vadas acoplado nao minimamente a varias curvaturas gravitacionais e sem massa?. Percebe-se
que o acoplamento ndo minimo a geometria é realizado por mais de um termo. Além disso,

termos com um numero menor de derivadas que 4 ainda atuando nao endomorficamente no

2Na verdade, pode-se tratar efetivamente os termos de curvatura, como R2, R,,R*" e R, como possiveis
termos de massa dependentes do espago-tempo para o campo escalar ¢.
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campo escalar estao presentes em (E.4). Eles sdo geralmente possiveis e contém duas ou uma
derivada covariante de fundo ainda atuando no campo escalar ¢ a direita. Os termos com
trés derivadas nao podem ser construidos aqui devido ao requisito de simetria geral covari-
ante da forma do operador em (E.4), j4 que ndo podemos construir termos locais covariantes
pela relatividade geral que nao sejam derivadas com exatamente uma unidade de dimensao
de energia. O mesmo tipo de argumento excluiu termos com uma derivada covariante ainda
atuando no campo escalar.

Em d = 4, a agdo do operador de Paneitz [41] ainda contém vérios termos que expressam
acoplamentos nao triviais e ndo minimos a geometria de fundo. Esses acoplamentos ainda
dao origem a uma teoria quantica renormalizavel da matéria escalar acoplada a gravidade
quantica, desde que o campo escalar seja considerado adimensional. Observa-se também,
que para a dimensao critica, todos os termos endomorficos, ou seja, aqueles que nao contém
derivadas ao atuarem sobre o campo escalar, desaparecem.

Outra observacao é que, para a acao do operador de Paneitz [41] sobre um campo escalar,
o peso conforme w do campo escalar em dimensoes interessantes e fisicamente sensiveis, ou
seja, para d > 4, é fixado e completamente determinado pela dimensdao do espago-tempo,

sendo também sempre nao positivo, atingindo zero apenas no caso especial de d = 4.



F

Solugoes para deducao do Operador Hamada

em diferente bases

Neste apéndice esta contido solugoes e calculos importantes para compreensao de resul-

tados contidos no capitulo 5

F.1 Solucoes para os coeficientes presentes em Ag

O sistema dos coeficientes z1, ..., 291 possui as seguintes solugoes:

16
21 = 7=,

d—2

L BP—12d+ 44 3(d—6)°+24(d—6) +80
2 = — = - 5

4(d —1)(d - 2) 4(d—-1)(d-2)

16

)
_ (d=6)(3d—10)  (d—6)[3(d—6)+38]
HTTRA-nd—2) 2d-1d-2)
L (d=6)d=8)  (d—6)[(d—6)—2
o d-1)(d—4) d-—1d—4)

8

Ry
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) 3d2 —26d+72  3(d—6)2+10(d — 6) + 24
7= — —

4(d—=1)(d— 4) A(d—1)(d — 4)
T A-d -1 (@d-2)(d-4)
ME T @22 T (d—2)2 ’

2[2 (29 +1)d? — (28 + 1229 + 16) d + 4 (258 + 429 + 10)]

212 = —

(d—2)*(d—4)
o 2[2(Zg+1)(d—6)2+(—28+1229+8)(d—6)—2(28—829—8)]
o (d—2)*(d—4) ’

4[d® — (28 +8) d* + (5zg + 36) d — 4 (23 + 16)]
(d—1)(d—2)%(d—4)
4[(d—6)* — (25 — 10) (d — 6)* + (—T2s + 48) (d — 6) — 10 (25 — 8)]
(d—1)(d—2)%(d—4) ’

213 = —

1
T 16(d — 1)2(d — 2)2(d — 4)
+16 (1025 + 2829 + 155) d — 64 (225 + 429 + 39)}

B 1
16(d — 1)2(d — 2)2(d — 4)
— 32 (25 — 1129 — 60) (d — 6)* — 32 (72 — 382 — 136) (d — 6) — 64 (525 — 2029 — T2)

{3d° — 36d" + 8 (429 + 29) d® — 32 (25 + T2 + 30) &’

{3(d = 6)° +54(d — 6)" + 32 (2 + 14) (d — 6)°

d—8 d—6)—2
Z15 = — _ -9

d—1 d—1
216 = 28 + 429,

L 2= 2(d—6)+2x

d—2 d—2
_ 2[(zs +8)d—4z5]  2[(2s+8)(d—6) 42 (25 + 24)]
T @2 (d—2) |

g — 4[(Zg+229+4>d—328—429—16]_ 4[(Zg+229+4)(d—6)+328+829+8]
19 — — - )

(d—2)? (d—2)?
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d® + (25 — 10) d* + (=525 +4) d + 4 (25 + 10)

T (d—1)(d—2)?
(@ —6)°+ (25 +8) (d—6)*+ (Tzs — 8) (d — 6) + 10 (25 — 8)
- (d—1)(d — 2)? :

3d4 - 40d3 +8 (228 + 429 + 27) d2 — 32 (228 + 329 + 25) d+ 16 (328 + 429 + 55)

= 8(d— 1)2(d - 2)?
~ 3(d—6)"+32(d — 6)° + 16 (25 4+ 229 +9) (d — 6)* 4 32 (425 + 929 + 2) (d — 6)
B 8(d —1)%(d —2)?
16 (1 4029 —
6 (1525 + 4029 56)7 (F.1)
8(d —1)%(d —2)?
enquanto o sistema de solucoes para xq,...,x17 é

1
T 16(d — 1)2(d — 2)2(d — 4)
+16 (1725 + 6829 — 8017 4 163) d — 64 (325 + 1229 — 16717 + 33)}
B 1
16(d — 1)2(d
+ 8 (72 + 2829 + 32117 + 136) (d — 6)% + 16 (525 + 2029 + 112217 + 88) (d — 6) + 256017 }

T {3d5 —44d* +8 (25 +429+37) d* —8 (1125 +4429 — 322174+ 152)d?

gy (30— 67 +46(d = 6)" 8 (25 4420 +40) (d — )

— (Zg + 429 + 4) d2 + 2 (528 + 2029 — 161’17 + 16) d—8 (328 + 1229 — 16$17 + 6)

Ty =

(d—2)%(d—4)
(28 + 429 +4) (d — 6)2 + 2 (25 + 429 + 16217 + 6) (d — 6) + 64217
o (d—2)*(d—4) ’

1
64(d — 1)3(d — 2)3(d — 4)
— 16 (13229 + 64!179 + 16$10 - 1921‘17 — 231) d3 + 64 (1902’9 + 104ZL‘9 - 51’10 — 3041’17 — 186) d2

- 64(d — 1)3(d1_ 2)3(d — 4) {(d —6)7 +26(d — 6)° + 32 (29 + 10) (d — 6)°

+ 32 (2729 + 2119 + 71) (d — 6)* + 64 (11129 — 1639 + 20719 + 48717 + 156) (d — 6)*
+ 64 (35229 — 184xg + 139210 + 560217 + 408) (d — 6)*
+256 (9029 — 16629 + 99119 + 512217 + 120) (d — 6) — 1280 (3679 — 19219 — 112117)},

T3 = {d" = 16d° + 4 (82 + 35) d® — 16 (62 — 410 + 53) d*
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1

= 1) d* + (229 + 3x19 — 12) d°
4 (d_1>(d_2)3<d_4){(29+ )d* + (229 + 3110 — 12)
+ (—1122}9 — 481'9 — 91’10 + 1281’17 + 72) d2 +8 (5629 + 331’9 — 333'10 — 843317 — 34) d
+16 (—2429 — 18x9 + 3219 + 40217 + 21)}
1

= 1) (d —6)" + (2629 + 3 12) (d - 6)°

(d—l)(d—2)3(d—4){(29+ ) ( )+ (2629 + 3210 + 12) ( )

+ (14029 — 48z9 + 45219 + 128717 + 72) (d — 6)°

+8 (2329 — 391’9 + 241‘10 + 108I17 + 20) (d — 6) + 4 (—1081'9 + 571‘10 + 304$17)} s

o _ng(d — 4) — 1229 — 24379 + 61’10 + 321’17
° 4(d—-1)(d-2)
_ z(d- 6)? + 829(d — 6) + 2 (—12x9 + 319 + 16717)
B 4(d —1)(d —2) ’
ng2 + 2 (-428 — 429 + 8{139 — 3.7710) d +4 (328 —+ 1229 — 4.1'9 —+ 233'10 — 16%17)

T =

i (d—2)?

. Zg(d — 6)2 + 2 (228 — 429 + 8139 - 3ZE10> (d - 6) + 4 (20279 - 71’10 - 16I17)
N (d—2)3 ’
1
xFZ—M_QPM_A)ﬂ%+1%y+&mﬁf—2@@+6Wy+Mm+ﬁm¢—%m7—&d

+24 (Zg + ]_22:9 + 41['9 - ].6.1?17 - 4)}
1
=~z s+ 1220+ Ban0) (d = 6)F

—2 (—Zg - ]_22’9 + 121’9 - 121’10 - 48.1717 - 8) (d - 6) —12 (4ZL‘9 - 31’10 - 161’17)} s

. 229(d - 6) - 12LL’9 + 3.7}10 + 16.1‘17 . 229<d - 6) - 121’9 + 3$10 + 16I17
B d—2 B d—2 ’
2(d — 6)?

(d—1)(d—2)(d—4)

xrg

T11 = —
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8(d—1)2(d— 2)?

T12 =

— 8(d _((i);(g)_ 2)2 {(d _ 6)3 + (_28 + 8) (d . 6)2

+ (—11zg — 1629 4 32217 + 40) (d — 6) + 2 (— 1525 — 4029 + 8017 + 56)},

ng2 -2 (328 — 829 + 121’17 + 4) d—16 (629 — 1133'17 — 3)

T3 =

2(d — 2)?
o Zg(d — 6)2 + 2 (328 + 829 —4— 125(]17) (d - 6) + 32[E17
B 2(d — 2)? ’
_ d—6
T14 = 4(d _ 1)7
. _ng2 -2 (328 — 829 + 8%17) d— 32 (329 — 51’17)
15 = 2(d — 2)?
o _Zg(d — 6)2 + 2 (328 + 829 — 81’17) (d — 6) + 64[)’217
B 2(d — 2)? ’

x (Zg + 429) d—2 (328 — 1229 + 161’17) (Zg + 429) (d — 6) + 321’17
16 pu— = .

d—2 d—2

(F.2)

F.2 Identidades algébricas das derivadas de Wiinch

Essas identidades sao resumidas abaixo
C C C C C C C C C C
1) g'Y/BI gﬂzﬁ4gﬁ355 vﬁl V,BQ vﬁg Vﬁ4 vﬁs — g’Yﬁl gﬁ253g5455 vﬁl v52 vﬁs Vﬁ4 Vﬁsﬂ

equivalente a
V'V, V, VNV — \VAImES

C C C C C C C C C C
2) g75195265gﬁ354 v,ﬁ& Vﬁz vﬁg v,34v65 N 9751962,339[34/35 vﬁlvﬁg V53 v&lvﬁs’

equivalente a

C C C C C C C C C C
3) 9752951,3495555 v,Bl VﬁQ v,Bg vﬁ4vﬂ5 N 975295155g5455 V/Bl Vﬂz VB3 V,B4V65a
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equivalente a
vV,V'V, VIVY — ¥V, VIVELL

C C C C C C C C C C
4) gvﬂggmﬁs)gﬁsﬁzlvﬁl V5, V5, V5, Vs, — 97,829&539/3455 Ve, Ve,V Ve Vs,

equivalente a
v,vVovt =v, vV, vt — v, VIV,

C Cc Cc C Cc C Cc Cc C [
5) 97539315595254vﬁlvﬂ2vﬁ3vﬁ4v55 — 97539B164g5255V61Vﬂ2v53V54V35,

equivalente a

WAV val v R v v el v
C C C C C C C C C C
6) g9 29"V 5, V6, V5, Ve, Vi, — g7 g 295V 5,V 5,V 5, V5, Vs,

equivalente a
(&

ov,vivY =V, ViV, VIVY — OVL.
7) 9755gﬂ152gﬁ3ﬁ4Vg1V52 Vs, Vs, Vs — gwﬁsg&ﬁzgﬁws V5, V5,V VeV,

equivalente a

°V? =V, V'V, V'V — OV
8) g%@sg&ﬁsg&&vﬁlv& Vs, Vs, Vg — 9754961&952/35 V5, V5,V Ve, Vs,

equivalente a

v,V ,VIV'VT = V,V,VEIVIVY.
9) g gV 5V V5 Vs, Vg, — g7 g gV 5 V5,V 5, Vs, Vi,

equivalente a
v,avevr =v,v,V'VEvT — vV, ,O0VIVE. (F.3)
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