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RESUMO

A COVID-19, doenga causada pelo virus SARS-CoV-2, teve um impacto significativo
em diversas esferas da sociedade, causando mais de 7 milhdes de mortes no mundo
até fevereiro de 2025. Apesar de ndo existir mais uma emergéncia de satde publica
de ambito internacional da doenga, a Organizagdo Mundial da Satide destaca a
importancia da continuidade da pesquisa a respeito da COVID-19 em diversas areas.
Modelos computacionais podem ser utilizados para o estudo de varios aspectos
relacionados ao sistema imunolégico, servindo, por exemplo, para representar, com as
devidas simplificagdes, a resposta imune a uma infec¢ao. Neste trabalho, é empregado
um sistema de equacgOes diferenciais ordindrias para representar a resposta imune
humana a COVID-19, considerando trés niveis de severidade de casos da doenca
diferentes: brando, severo e critico. Além disso, dados experimentais sdo usados
para validar o modelo e a técnica de evolucdo diferencial é aplicada para realizar o
ajuste de seus parametros, a fim de que os resultados obtidos sejam similares ao que
é visto na literatura. Os resultados gerados pelo modelo computacional possuem
comportamentos qualitativos que estdo de acordo com o que os dados experimentais

mostram para os trés cendrios considerados.

Palavras-chave: Imunologia Computacional. Modelagem Matemaética. Evolugdo

Diferencial. COVID-19. SARS-CoV-2.



ABSTRACT

COVID-19, a disease caused by the SARS-CoV-2 virus, had a significant impact on
various spheres of society, causing over 7 million deaths worldwide until February
2025. Although it no longer constitutes a public health emergency of international
concern, the World Health Organization stresses the importance of continued research
on COVID-19 in different areas. Computational models can be employed to study many
aspects related to the immune system, being useful, for example, for representing the
immune response to an infection, with due simplifications. In this work, a system
of ordinary differential equations is used to represent the human immune response
to COVID-19, considering three different levels of severity of disease cases: mild,
severe, and critical. Furthermore, experimental data is used to validate the model,
and the differential evolution technique is applied to adjust its parameters so that the
obtained results are similar to what is seen in the literature. The results generated
by the computational model have qualitative behaviors in accordance with what the

experimental data shows for the three considered scenarios.

Keywords: Computational Immunology. ~Mathematical Modeling.  Differential

Evolution. COVID-19. SARS-CoV-2.
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1 INTRODUCAO
1.1 MOTIVACAO E CONTEXTUALIZACAO

A COVID-19 (Coronavirus disease 19) é a doenga causada pelo coronavirus SARS-CoV-
2 (Severe acute respiratory syndrome coronavirus 2), detectado pela primeira vez em
dezembro de 2019 em Wuhan, na China (Wang et al., 2020; WHO, 2023a). Dentre seus
diversos sintomas, estdo febre, calafrios, dor de garganta, perda ou mudanga no olfato
e paladar, espirros, tosse persistente e, em casos mais graves, dificuldade para respirar
(WHO, 2023a). Apods a sua deteccdo inicial, o virus se espalhou rapidamente para
diversos paises ao redor do mundo, fazendo com que a OMS (Organizacdo Mundial
da Saude) caracterizasse o surto da doenga como uma pandemia em 11 de margo de
2020 (WHO, 2023b).

O impacto da COVID-19 mundialmente pdde ser sentido através de perdas
econdmicas, perdas de emprego e perturbacdo da ordem social, além do elevado
numero de mortes e de casos da doencga (Barai e Dhar, 2021). De acordo com a OMS, em
fevereiro de 2025, os totais de casos e de mortes registrados a nivel mundial ultrapassam
777 milhdes e 7 milhdes, respectivamente (WHO, 2025a,b). De posse desses dados,
foram gerados graficos de mapa mostrando a distribui¢do espacial da COVID-19 no
mundo em termos de casos por milhdo de pessoas, na Fig. 1.1, e de mortes por milhdo
de pessoas, na Fig. 1.2. Esses gréficos utilizam dados coletados até o dia 19 de janeiro
de 2025.

Em maio de 2023, a OMS declarou o fim da emergéncia de satide publica de
ambito internacional provocada pela COVID-19, considerando as evidéncias de riscos
reduzidos a satde humana, principalmente em virtude da elevada imunidade da
populacdo a infeccdo e da vacinacdo, visto que foram administradas mais de 13 bilhoes
de doses de vacinas mundialmente (WHO, 2023c). A Fig. 1.3 ilustra a diminuigdo
da gravidade da doenga por meio de graficos com dados relacionados a doses de
vacina, pacientes de UTI (Unidade de Terapia Intensiva) e casos e mortes pela doenga

confirmados até 19 de janeiro de 2025, em dmbitos mundiais, continentais e nacionais.
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Figura 1.1: Mapa-mundi mostrando o ntimero de casos confirmados de COVID-19 por
milhdo de pessoas até 19 de janeiro de 2025.

Numero cumulativo de casos confirmados de COVID-19 por milhao
de pessoas, 19 de Jan. de 2025

Devido a testagem limitada, o niUmero de casos confirmados é menor do que o verdadeiro nimero de infecgoes.

Semdados O 100 300 1.000 3.000 10.000 30.000 100.000 300.000 1 milhdo

\ ] \ f f f

Fonte dos dados: Organizacdo Mundial da Satde (2024); Populagao baseada em diversas fontes (2024) CCBY

Fonte: Our World in Data (Mathieu et al., 2020a).

Percebe-se uma queda significativa nos ntimeros registrados para pacientes na UTI,
Nnovos casos e novas mortes por volta de 17 de outubro de 2022, indicando um forte
impacto da vacinacdo, ja que, nesse mesmo periodo, o nimero de doses de vacina
chegava a um patamar consideravelmente mais alto que antes. Apesar do fim da
emergéencia de satde publica, recomendou-se aos paises a continuidade dos trabalhos
de fortalecimento de sistemas de satide, de vacinacao contra a doenca e de comunicagao
dos dados de morbidade e mortalidade a OMS. Ademais, houve um apelo para que a
pesquisa a respeito da COVID-19 em diversos ambitos continuasse (WHO, 2023c).
Um paradigma de pesquisa sugere que modelos computacionais podem servir para
complementar estudos clinicos e também para alcangar objetivos praticos através da
modelagem de experimentos que possam ajudar na tradugdo de conjuntos de dados
para conhecimento mecanistico (Chakraborty, 2017). Modelos computacionais para o
estudo de temas como sinalizagdo de linfécitos, maturagdo de afinidade de anticorpos

e monitoramento do sistema imune sdo usados como exemplo por Chakraborty
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Figura 1.2: Mapa-mtndi mostrando o niimero de mortes confirmadas por COVID-19
por milhdo de pessoas até 19 de janeiro de 2025.

Numero cumulativo de mortes confirmadas por COVID-19 por milhio
de pessoas, 19 de Jan. de 2025

Devido aos protocolos variados e aos desafios na atribuicao da causa de morte, o nimero de mortes confirmadas pode nao
representar precisamente o verdadeiro nimero de mortes causadas por COVID-19.

Semdados O 1.000 2000 3.000 4.000 5.000

\ ]| f f f

Fonte dos dados: Organizacdo Mundial da Satde (2024); Populagao baseada em diversas fontes (2024) CCBY

Fonte: Our World in Data (Mathieu et al., 2020b).

(2017) para demonstrar a utilidade de simula¢des computacionais para uma gama
de problemas da area de imunologia.

Segundo Merrill (1998), o uso de um modelo computacional envolve uma tentativa
de inferéncia de informacgdes adicionais a respeito do sistema sendo estudado, através
do uso combinado de dados coletados, suposi¢des e conhecimento sobre esse sistema.
Uma simulagdo computacional poderia ser usada para mostrar se dados coletados sdo
coerentes ou ndo com uma hipétese em particular. Assim, modelos computacionais
se mostram essenciais no teste de hipéteses concorrentes relacionadas ao estudo de
sistemas complexos como o sistema imune. Um modelo representa elementos de
um sistema de maneira simplificada, além de descrever os relacionamentos entre eles
através de equagodes.

Dessa forma, a partir de uma base de conhecimentos a respeito do sistema imune
humano e de uma simplificacdo de conceitos apropriada, pode-se obter um modelo

computacional a ser utilizado a fim de simular a resposta do sistema imune ao
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Figura 1.3: Gréficos com dados mundiais, continentais e nacionais a respeito dos
numeros de doses de vacina de COVID-19, pacientes de UTI e casos e mortes pela
doenga confirmados até 19 de janeiro de 2025.

Doses de vacina de COVID-19, pacientes de UTI e casos e mortes
confirmados

Os nuimeros de casos e mortes podem nao ser precisos devido a fatores como testagem limitada e desafios na
atribuicao da causa de morte.

M Brasil M Europa M Alemanha [l América do Sul [l Estados Unidos [l Mundo

Doses de vacina (por 100 pessoas) Novos casos (por milhdo de pessoas)

2500

200
2000

150 1500

100 1000

50 500

0

19 jan. 2025

9 jan. 2020 12 set. 2021 17 out. 2022 19 jan. 2025 9 jan. 2020

Pacientes na UTI (por milhdo de pessoas) Novas mortes (por milhdo de pessoas)

80 14
12

60 10

40

20

0

o N A O

9 jan. 2020 12 set. 2021 17 out. 2022 19 jan. 2025 9 jan. 2020 12 set. 2021 17 out. 2022 19 jan. 2025

Fonte dos dados: Dados oficiais agrupados por Our World in Data (2024) e outras fontes CCBY

Fonte: Our World in Data (Mathieu et al., 2020c).

coronavirus SARS-CoV-2. Apés passar por uma etapa de validagdo qualitativa com
base em dados obtidos da literatura, um modelo como esse pode ser uma ferramenta
valiosa para, por exemplo, o desenvolvimento de vacinas, ajudando a responder
questdes relacionadas a dose minima necessaria para a imuniza¢do e a necessidade
ou ndo de uma dose de reforco, entre outras. Assim, o uso dessas simulacoes
computacionais pode ajudar na redugdo de custos, tempo e riscos envolvidos na

pesquisa (Bonin et al., 2018).

1.2 OBJETIVOS

Objetivo geral

O principal objetivo deste trabalho é mostrar que é possivel representar a resposta

imune humana a COVID-19 em casos de diferentes niveis de severidade da doencga
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por meio de modelagem computacional. Sdo considerados trés cendrios distintos de

simulacdo: caso brando, caso severo e caso critico.

Objetivos metodolégicos

Para realizar as simulag¢des propostas, é feita uma adaptacdo do modelo matemético
visto em Xavier et al. (2021), composto de um sistema de 12 equagdes diferenciais
ordindrias e de diversos pardmetros. Cada equacdo do sistema representa um elemento
diferente envolvido na resposta imune a doenga. Além disso, é aplicado um método
numérico que seja adequado para resolver o sistema de equagdes considerado. Dessa
forma, é considerada a classe de métodos numéricos BDF (Backward Differentiation
Formulae), ideal para a resolugdo de sistemas stiff, como o utilizado.

A validacdo do modelo computacional é feita através do uso de dados experimentais
relacionados as quantidades de células T CD4+ maduras, células T CD8+ maduras,
virus e anticorpos em um dado intervalo de tempo ap6s o inicio da infecgdo. A fim
de encontrar, para pardmetros das equagdes, valores que permitam a obtencdo de
resultados numéricos préximos aquilo que se encontra na literatura, sdo realizados,
para os trés cendrios diferentes, ajustes de parametros por meio da técnica de evolugao
diferencial. Por fim, comparagdes qualitativas sdo feitas entre os dados provenientes da

literatura e os resultados gerados pelo modelo para os diferentes niveis de severidade.

1.3 ORGANIZACAO

Contando com este capitulo introdutério, este trabalho é composto por 6 capitulos.
O Capitulo 2 apresenta uma revisdo sobre o sistema imunolégico e alguns de seus
componentes, limitando-se, em sua maior parte, a discutir conceitos que sdo relevantes
para o modelo computacional utilizado. O Capitulo 3 trata do modelo matematico
empregado, explicando as equagdes que o compdem e seus respectivos termos, além
de apresentar os significados das varidveis, que representam populagdes envolvidas
na resposta imune, e dos diversos pardmetros encontrados no sistema. O Capitulo

4, por sua vez, encarrega-se de discutir o método numérico usado na resolugdo do
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sistema, dando também alguns detalhes sobre o CVODE e um exemplo simples
de utilizagdo desse pacote. Além disso, o capitulo discorre acerca da técnica de
evolucdo diferencial, apresentando resumidamente seu funcionamento e explicando
as suas diferentes etapas. O Capitulo 5 apresenta com mais detalhes os dados da
literatura utilizados e exibe, para os trés cendrios, os resultados obtidos por meio do
modelo matemaético, mostrando também uma discussdo a respeito deles. Finalmente,

o Capitulo 6 apresenta a conclusdo do trabalho e sugestdes para trabalhos futuros.
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2  SISTEMA IMUNOLOGICO

O sistema imunolégico é formado por diversas células e moléculas responsdveis
pela imunidade, que executam uma resposta coletiva e coordenada a presenca de
substancias detectadas como estranhas no organismo, o que é chamado de resposta
imune. Essa resposta é dividida em dois tipos, inata e adaptativa, associados ao
sistema imune inato e ao sistema imune adaptativo, respectivamente. A imunidade
inata é essencial na defesa contra substancias estranhas nas primeiras horas e nos
primeiros dias ap6s a infec¢do, possuindo mecanismos capazes de provocar uma reagao
réapida. A imunidade adaptativa, por sua vez, pode se desenvolver em resposta a uma
infeccdo, adaptando-se a ela e possibilitando uma reacdo mais forte e mais especifica
que a resposta inata (Abbas et al., 2021).

Nas se¢des a seguir, uma visdo geral do sistema imune, de seus componentes e de
suas reagdes é apresentada, baseando-se em Abbas et al. (2021). A discussdo nas se¢des
2.3 e 2.4 se atém mais a aspectos diretamente relevantes para o modelo matemético
utilizado no trabalho. Para obtencdo de mais detalhes, sugere-se consultar Abbas et al.

(2021).

2.1 SISTEMA IMUNE INATO

O sistema imune inato tem uma resposta quase imediata a microrganismos e células
lesionadas, e a exposicdo repetida a eles leva a respostas imunes virtualmente idénticas.
Os principais componentes do sistema inato sdo: barreiras fisicas e quimicas, como o
epitélio e substancias antimicrobianas produzidas em superficies epiteliais; células
fagociticas (neutroéfilos e macréfagos), células dendriticas, mastécitos, células natural
killer e outras células linfoides inatas; e proteinas do sangue, incluindo componentes
do sistema complemento' e outros mediadores de inflamagao.

Muitas das células do sistema inato atuam como sentinelas, possibilitando a

deteccdo de microrganismos invasores nos tecidos, onde elas residem. O combate

10 sistema complemento pode ser definido como um conjunto de proteinas do plasma que trabalha
junto a outras moléculas do sistema imune para eliminar antigenos (Abbas et al., 2021).
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a substancias estranhas realizado pelo sistema inato se dd por meio de duas estratégias
principais: o processo de inflamacao, executado através do recrutamento de fagdcitos
(células cuja funcdo primdria é ingerir e destruir antigenos e remover tecidos
danificados) e de outros leucdcitos, que destroem os microrganismos; e a defesa
antiviral, realizada através do bloqueio da replicacdo viral ou da eliminacado de células
infectadas por virus por mecanismos que ndo as reagdes inflamatérias. Além disso,
a resposta imune inata estimula a resposta imune adaptativa, podendo influenciar
na natureza desta a fim de torna-la otimamente efetiva contra diferentes tipos de

microrganismos.

2.2 SISTEMA IMUNE ADAPTATIVO

A resposta do sistema imune adaptativo é mediada por células chamadas de linfécitos
e os seus produtos. Linfécitos apresentam receptores de alta diversidade capazes de
reconhecer um extenso nimero de antigenos (substancias estranhas ao organismo). Os
linfécitos B e T sdo duas importantes populacdes de linfécitos envolvidas na mediagdo
de diferentes tipos de resposta imune adaptativa. As propriedades fundamentais
do sistema imune adaptativo sdo: especificidade e diversidade; memoria; e nado

reatividade ao préprio (ou autotolerancia).

Especificidade e diversidade

Asrespostas imunes sdo especificas para diferentes antigenos, cujas partes reconhecidas
de forma especifica por linfécitos sdo chamadas epitopos. A caracteristica de
especificidade existe porque linfécitos individuais expressam receptores em suas
membranas que sdo capazes de distinguir diferencas estruturais sutis entre epitopos
distintos. Clones de linfécitos com diferentes especificidades estdo presentes em
individuos ndo imunizados e conseguem reconhecer e reagir a antigenos estranhos,
em um conceito conhecido como selecao clonal. Esses clones se desenvolvem antes e
de maneira independente da exposi¢do a um antigeno, que, ao ser introduzido, forma

uma ligacdo com (ou seleciona) as células clone do linfécito especifico preexistente,
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ativando-as e causando uma resposta imune especifica contra esse antigeno.

O numero total de especificidades antigénicas dos linfécitos em um individuo,
ou repertério de linfécitos, é extremamente grande. Ou seja, existem muitos clones
diferentes de linfécitos, cada um com seu receptor de antigeno tnico e, portanto,
com uma especificidade antigénica singular, o que contribui para um repertério total
altamente diverso. Essa diversidade é essencial para o sistema imune na defesa de

individuos contra os vérios patégenos potenciais presentes no ambiente.

Memoria

A exposicdo do sistema imune a um antigeno estranho aumenta a sua capacidade de
resposta a ele, sendo a reacdo a exposicdo pela segunda ou subsequente vez, também
chamada resposta imune secundéria, mais rapida, de maior magnitude e muitas vezes
qualitativamente diferente da resposta primadria a esse antigeno. Essa exposicado gera
células de memoria de longa vida especificas para o antigeno em questdo, ocasionando
o que é conhecido como memoéria imunolégica.

As respostas imunes secundarias sdo normalmente mais fortes do que as primérias
por duas razdes: as células de memoria se acumulam e se tornam mais numerosas
que os linfécitos imaturos especificos para o antigeno que existem no momento da
primeira exposicdo a ele; e as células de memoéria tém uma reagdo mais rapida e
vigorosa ao antigeno do que os linfécitos imaturos. A memoria permite que o sistema
imune prepare respostas mais intensificadas a exposigdes recorrentes a um mesmo
antigeno e, por isso, combata infec¢des por microrganismos encontrados repetidamente
no ambiente.

A Fig. 2.1 esquematiza as respostas imunes primdria e secundéria a um antigeno,
mostrando suas evolugdes temporais, assim como as células e os anticorpos envolvidos
nesses processos. As diferencas relacionadas a caracteristicas como rapidez e
magnitude que sdo encontradas entre os dois tipos de resposta imune também sdo

ilustradas nessa figura.
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Figura 2.1: Diagrama ilustrando as respostas imunes primaria e secundaria,
explicitando suas diferencas.
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Fonte: Elaborada pela autora com base em Abbas et al. (2019, p. 631).

Nao reatividade ao préprio (autotolerancia)

Em condi¢des normais, o sistema imune adaptativo tem a habilidade de reconhecer,
reagir a e eliminar muitos antigenos estranhos ao organismo, ao mesmo tempo que
evita reagir de forma prejudicial a antigenos préprios. A auséncia de resposta
imunolégica também é conhecida como tolerdncia. A tolerancia a antigenos préprios,
ou autotolerancia, é mantida por diversos mecanismos, como a eliminagao de linfécitos
que expressam receptores especificos para antigenos préprios, a inativagao de linfécitos
autorreativos, ou a supressdo dessas células através da acdo de células regulatorias.
Anormalidades na manutengdo ou na indugdo de autotolerancia levam a respostas
imunes contra antigenos proprios, o que pode resultar em distirbios chamados de
doencgas autoimunes.

A Fig. 2.2 ilustra as propriedades de especificidade e memoéria do sistema imune
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adaptativo. Considera-se que X e Y sdo dois antigenos diferentes e que as células em
laranja sdo anti-X e as células em azul sdo anti-Y. A especificidade é demonstrada pelo
fato de esses diferentes antigenos ativarem células B diferentes, induzindo a produgao
de anticorpos diferentes. Ja a memoria é demonstrada pelo fato de a resposta secundéria

ao antigeno X ser maior e mais rdpida que a primaéria.

Figura 2.2: Diagrama exemplificando as propriedades do sistema imune adaptativo de
especificidade e memoria.
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Fonte: Elaborada pela autora com base em Abbas et al. (2019, p. 38).

2.3 CELULAS E OUTROS COMPONENTES DO SISTEMA IMUNE

A seguir, sdo brevemente descritas as células e moléculas envolvidas na resposta imune

humana que sao relevantes para este trabalho.

Células apresentadoras de antigenos

O comeco da resposta imune adaptativa requer a captura de antigenos, que em
seguida sdo apresentados para linfocitos especificos. As células responsdveis por esse

processo sdo chamadas de células apresentadoras de antigenos (antigen-presenting cells
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ou APCs). Células dendriticas sdo consideradas as APCs mais efetivas na ativagao de
células T imaturas (ou naive) e na iniciacdo da resposta das células T. Macréfagos e
células B também atuam como APCs, mas geralmente para células T CD4+ ativadas

anteriormente em vez de para células T imaturas.

Linféocitos T e B

Os linfécitos T sdo considerados as células da imunidade mediada por células e fazem
o reconhecimento de antigenos. Diferentes tipos de células T ajudam fagocitos a
destruir microrganismos ou matam células infectadas. Esses linfécitos ndo produzem
anticorpos e possuem uma especificidade restrita para antigenos. As células T sdo
divididas em populag¢des funcionalmente distintas, sendo as mais bem definidas as
células T auxiliares (T CD4+ ou, ainda, T helper) e as células T citotéxicas (T CD8+ ou,
ainda, T killer). As células T CD4+ funcionam através da secrecao de citocinas e do uso
de moléculas de membrana, que ativam outras células que matam microrganismos,
enquanto as células T CD8+ produzem moléculas que matam células infectadas
diretamente.

Linfécitos imaturos migram para 6rgdos linfoides secundérios, onde sdo ativados
pelos antigenos e se proliferam, o que leva a uma maior quantidade de clones com
uma especificidade antigénica. A rdpida expansdo clonal dos linfécitos especificos é
necessdria para acompanhar a habilidade de rapida replicagdo dos microrganismos.
Durante a proliferacdo, os linfécitos estimulados se diferenciam em células efetoras
(ou maduras), que tém a fungdo de eliminar o antigeno. Muitas das células efetoras
migram para as regides de infec¢do nos tecidos, enquanto algumas permanecem nos
6rgaos linfoides secunddrios.

A imunidade humoral é mediada por anticorpos, que sdo produzidos pelos
linfécitos B. Como visto anteriormente, a ativacdo dos linfécitos resulta na sua
proliferacdo e eventual diferenciacdo. Linfécitos B ativos podem se diferenciar em
plasmdcitos, que secretam anticorpos, ou em células de memoria. A ativagdo de células

B pode ocorrer por mecanismos dependente ou independente de células T, de acordo
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com a natureza do antigeno e com o envolvimento de células T CD4+. A maior parte das
respostas a antigenos proteicos precisa do auxilio de células T CD4+, que estimulam a
ativacdo e a produgdo de anticorpos por linfécitos B. Ja antigenos multivalentes, como
polissacarideos, conseguem ativar células B sem a ajuda de células T. As respostas
independentes de células T sdo rapidas, mas relativamente simples e consistem em
anticorpos IgM de baixa afinidade, em sua maior parte. As respostas dependentes
de células T, por sua vez, sdo mais lentas no seu desenvolvimento, mas resultam em
anticorpos de alta afinidade e maior durabilidade, tipicamente dos tipos IgG, IgA e

IgE.

Plasmécitos de vida curta e longa

Plasmécitos sdo células B diferenciadas dedicadas a producdo abundante de anticorpos,
podendo ser de dois tipos diferentes: de vida curta ou de vida longa. Os plasmécitos
de vida curta sdo gerados durante respostas independentes de células T e também
no comego de respostas dependentes de células T, possuindo uma vida ttil de
aproximadamente trés dias. Essas células produzem principalmente anticorpos IgM.
Ja os plasmécitos de vida longa sdo gerados em respostas dependentes de células T
e podem continuar a secretar anticorpos por décadas apds o antigeno ndo estar mais
presente no organismo. Dessa forma, esses anticorpos podem prover uma protegdo

imediata caso o antigeno seja encontrado novamente depois.

Células B de meméria

Gerados a partir da diferenciagdo de células B, na maioria das vezes durante respostas
imunes dependentes de células T, os linfécitos B de memoria sdo capazes de sobreviver
por longos periodos em um estado de repouso, mesmo por muitos anos apods a
eliminacdo de um antigeno. Além disso, eles sdo responsaveis por respostas rdpidas e
intensificadas a segunda e também as subsequentes exposi¢des a um mesmo antigeno.
A frequéncia das células de memoria no organismo aumenta com a idade, porque

individuos sdo continuamente expostos a antigenos estranhos. Outra caracteristica de
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células B de memoria é a habilidade de, ap6s a ativagdo por um microrganismo invasor,
realizar uma rdpida diferenciagdo, a fim de gerar grandes quantidades de plasmdcitos
e promover uma prote¢do mais efetiva.

A Fig. 2.3 ilustra linfécitos B em diferentes estadgios, mostrando a geracdo de células
maduras através da ativagdo de células imaturas e a diferenciacao das células maduras
em plasmdcitos e células de memoria. O diagrama também exibe a diferenciacdo de
células B de memoria em plasmdocitos de vida longa e as diferengas na producdo de
anticorpos pelos dois tipos de plasmécitos.

Figura 2.3: Diagrama mostrando diferentes estdgios de linfécitos B, assim como os
processos de ativacdo e diferenciacdo relacionados a eles.
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Fonte: Elaborada pela autora com base em Sompayrac (2022, p. 98).

Anticorpos

Anticorpos sdo proteinas produzidas em vertebrados em resposta a exposi¢do a
substincias estranhas, sendo os mediadores da imunidade humoral contra todas as
classes de microrganismos. Sdo extremamente diversos e especificos na habilidade de
reconhecimento de estruturas moleculares estranhas, possuindo fungdes efetoras que

contribuem para a eliminagdo desses antigenos. Tanto os receptores de antigenos de
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células T quanto os anticorpos sdo classes de moléculas utilizadas pelo sistema imune
adaptativo para reconhecer e responder a antigenos.

Também chamados de imunoglobulinas (Ig), os anticorpos podem ser divididos em
cinco classes distintas, com base em diferengas estruturais: IgA, IgD, IgE, IgG e IgM.
As diferentes classes de anticorpos executam diferentes fungdes efetoras, como, por
exemplo, anticorpos IgG, que realizam, entre outras fungdes, a opsonizac¢do (preparo
de microrganismos para ingestdo por fagdcitos), e anticorpos IgM, que promovem a

ativagdo do sistema complemento.

2.4 INFECCAO POR VIRUS

Os virus sdo microrganismos obrigatoriamente intracelulares que utilizam tanto os
componentes do acido nucleico quanto o maquinério de sintese proteica de seu
hospedeiro para se replicarem. Eles normalmente infectam vérios tipos de células
através de endocitose mediada por receptores, apds se ligarem a moléculas da superficie
de células normais. Os virus podem provocar danos aos tecidos e doencas por
meio de diversos mecanismos. A replicagdo viral interfere na sintese proteica e no
funcionamento celular normal e pode levar a danos e até a morte da célula infectada. A
eliminagdo viral pelo sistema imune inato se d4, principalmente, por meio da inibi¢do
da infecgdo por interferons de tipo I (citocinas com habilidade de interferir na replicagdo
viral) ou da morte de células infectadas mediada por células natural killer (células cuja
funcédo principal é a eliminac¢do de células infectadas, possuindo atividade citotéxica
similar a de células T CD8+).

No caso do sistema imune adaptativo, a eliminacdo viral ¢ mediada por anticorpos
que bloqueiam a ligagdo e a entrada do virus em células hospedeiras e por células T
CD8+, que eliminam a infec¢do ao causar a morte de células infectadas. Os anticorpos
somente sdo efetivos contra os virus enquanto esses microrganismos estdo em sua fase
extracelular, quando as proteinas podem, entdo, realizar a opsoniza¢do de particulas
virais, promovendo a sua eliminagdo por fagocitos. A partir do momento da entrada

na célula, o virus se torna inacessivel para os anticorpos. Nessa situagdo, as células T
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CD8+ sdo responséaveis pelo reconhecimento especifico das células infectadas e pelo
envio de proteinas citotéxicas, que induzem morte celular, para dentro delas. Esse
processo de morte celular programada é chamado de apoptose.

Como visto anteriormente, a COVID-19 é uma doenca causada pelo SARS-CoV-2,
um coronavirus altamente infeccioso, e é caracterizada principalmente por sintomas
do sistema respiratério, muitas vezes com pneumonia, além de afetar diversos outros
sistemas de 6rgaos. Danos irreversiveis e muitas vezes fatais sdo causados aos pulmoes
na menor parte dos pacientes, devido as grandes respostas inflamatdrias ao virus que

podem ocorrer.
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3 MODELO MATEMATICO

Este capitulo apresenta o modelo matematico empregado neste trabalho, explicando
suas equagdes, varidveis e pardmetros. Para modelar a interacdo do coronavirus
SARS-CoV-2 com o sistema imunolégico humano, é utilizado um sistema formado
por 12 equagdes diferenciais ordindrias, adaptado de Xavier et al. (2021). Cada uma
das equagdes representa um elemento diferente envolvido na resposta do sistema
imunolégico a infeccdo: virus (V), células apresentadoras de antigenos imaturas (ou
naive, A,) e maduras (ou efetoras, A,,), células T CD4+ imaturas (T},) e maduras (T},),
células T CD8+ imaturas (Tx,) e maduras (T%.), células B (B), plasmocitos de vida curta
(Ps), plasmécitos de vida longa (P;), células B de meméria (B,,) e anticorpos (A).

As varidveis do modelo sdo apresentadas na Tab. 3.1, assim como seus respectivos
significados e unidades. Do mesmo modo, sdo apresentados na Tab. 3.2 os pardmetros
considerados nas equagdes do sistema e seus respectivos significados e unidades.
Além disso, o diagrama visto na Fig. 3.1 apresenta as rela¢cdes entre as populacdes

consideradas no modelo.

Tabela 3.1: Significados e unidades das varidveis do sistema de equagdes.

Variavel Descric¢do Unidade

|74 Virus (copias/mL)
Ay Células apresentadoras de antigenos imaturas (células/mL)
Apm Células apresentadoras de antigenos maduras (células/mL)
Thn Células T CD4+ imaturas (células/mL)
The Células T CD4+ maduras (células/mL)
Tin Células T CD8+ imaturas (células/mL)
The Células T CD8+ maduras (células/mL)
B Células B (células/mL)
Ps Plasmécitos de vida curta (células/mL)
P, Plasmécitos de vida longa (células/mL)
B, Células B de memoéria (células/mL)
A Anticorpos (5/CO)

A Eq. (3.1) representa o virus SARS-CoV-2 (V).
multiplicacdo do virus no corpo a uma taxa de produgédo m,. O termo —*~; representa

a eliminacdo viral realizada pelo sistema imune inato, modelando o crescimento

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

O termo m,V representa a

Col |4
Ccop+V
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Parametro Descri¢do Unidade

Tl Taxa de proliferacao do virus (dia™!)

Co1 Taxa de eliminagéo viral méxima pelo sistema inato (dia™)

Co2 Constante de meia saturagdo (cépias/mL)

ko Taxa de eliminagéo do virus através da opsonizagdo por anticorpos (dia™(S/CO)™)

kun Taxa de eliminagdo do virus através da indugéio a apoptose de células infectadas (dia™'(células/mL)™")
Qap Taxa de homeostase de APCs (dia~(pg/mL)™)

Bap Taxa de maturagdo de APCs (dia~!(c6pias/mL)1)
Capt Taxa de maturagdo maxima de APCs (copias/mL)

Cap2 Constante de meia ativagdo (copias/mL)

Oapm Taxa de decaimento de APCs maduras (dia™!)

ay, Taxa de homeostase de células T CD4+ (dia™)

Bin Taxa de ativagdo de células T CD4+ imaturas (dia~(células/mL)™1)
T Taxa de proliferacao de células T CD4+ maduras (dia~'(células/mL)™")
O Taxa de decaimento de células T CD4+ maduras (dia )

Qg Taxa de homeostase de células T CD8+ (dia~(pg/mL)™)

Bix Taxa de ativagdo de células T CD8+ imaturas (dia~(pg/mL)~!(células/mL)™?)
Tk Taxa de proliferacdo de células T CD8+ maduras (dia~!(células/mL)™")
Ok Taxa de decaimento de células T CD8+ maduras (dia™)

ap Taxa de homeostase de células B (dia™!)

T Taxa de proliferacdo de células B por mecanismo independente de células T (dia™'(copias/mL)™)
Tl Taxa de proliferacdo de células B por mecanismo dependente de células T (dia~(células/mL)™1)
Bps Taxa de diferenciagdo de células B em plasmécitos de vida curta (dia~(células/mL)™")
By Taxa de diferenciagéo de células B em plasmécitos de vida longa (dia~!(células/mL)™")
Bom Taxa de diferenciagdo de células B em células B de meméria (dia~!(células/mL)™")
Ops Taxa de decaimento de plasmdécitos de vida curta (dia™)

Opl Taxa de decaimento de plasmdcitos de vida longa (dia™h)

Vom Taxa de diferenciagdo de células B de memoria em plasmécitos de vida longa (dia™h)

Tl Taxa de proliferacdo de células B de memoria (dia™!)

T2 Limitante da proliferacdo de células B de memoria (células/mL)

Tlps Taxa de produgédo de anticorpos por plasmdcitos de vida curta (dia~'(células/mL)~1(S/CO))
Y Taxa de produgédo de anticorpos por plasmdcitos de vida longa (dia~"(células/mL)~1(S/CO))
Oa Taxa de decaimento dos anticorpos (dia™h

Apo Valor da homeostase de células apresentadoras de antigenos imaturas (células/mL)

Thno Valor da homeostase de células T CD4+ imaturas (células/mL)

Tino Valor da homeostase de células T CD8+ imaturas (células/mL)

By Valor da homeostase de células B (células/mL)

Fonte: Elaborada pela autora com base em Bonin (2019).
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Figura 3.1: Diagrama ilustrando as relagdes entre as populacdes do modelo.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

combinado ao efeito de saturacdo (Goutelle et al., 2008). Os termos k,1 VA e ko VT,
representam a eliminacdo viral realizada pelo sistema imune adaptativo através da
opsonizagdo por anticorpos e da indugdo a apoptose das células infectadas pelo virus,

respectivamente. Os pardmetros k; e k, sdo as respectivas taxas de eliminacéo viral.

d Col 1%

$V = T(vV - o + v - k01VA - kaVTke (31)

A Eq. (3.2) representa as células apresentadoras de antigenos imaturas (4,). O termo
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aqp(Ap — Ap) representa a homeostase! das APCs, sendo @y a taxa de homeostase.
Cap1 V. . ~ P . <
O termo B, A,—~— expressa a ativagdo das células imaturas, que se tornam células
P Pcﬂp2+V
maduras. Por isso, esse termo também aparece na Eq. (3.3), com sinal positivo.
d Caplv

%AP = aap(Apo = Ap) = BupAp Cop2 + v (3.2)

A Eq. (3.3) representa as células apresentadoras de antigenos maduras (A,,). O
primeiro termo, visto também na Eq. (3.2), denota a dindmica de maturacdo de APCs. Ja
o segundo termo, 04y Apm, Tepresenta o decaimento natural das células apresentadoras

maduras, sendo J,,,, a taxa de decaimento.

Ap———= — OupmApm (3.3)

A Eq. (3.4) representa a populagdo de células T CD4+ imaturas (ou naive, Tj,).
O termo au(Tho — Twn) representa a homeostase dessas células, sendo ay, a taxa de
homeostase. O termo f,A,, T, expressa a ativagdo de células T CD4+ imaturas, sendo

P a taxa de ativagdo. Esse termo aparece também na Eq. (3.5), com sinal positivo.

d
aThn = ath(ThnO - Thn) - ,BthAmehn (34)

A Eq. (3.5) denota a populagdo de células T CD4+ maduras (ou efetoras, Tj.).
O termo 7yApTh representa a proliferacdo dessas células, sendo 7y a taxa de
proliferacdo. O termo 0y,T}, representa o decaimento natural das células, sendo oy
a taxa de decaimento.
d

EThe = ﬁthAmehn + 7T1?%114mehe — Ot The (3.5)

A Eq. (3.6) representa a populagdo de células T CD8+ imaturas (ou naive, Ty,).
O termo au(Tko — Tin) expressa a homeostase dessas células, sendo ay a taxa de

homeostase. O termo BiyA,,Ti, representa a ativacdo de células T CD8+ imaturas,

'Homeostase, no contexto utilizado neste capitulo, é a manutengdo de um equilibrio do ntimero de
células, apesar de mudangas ocorridas durante a resposta a infeccdo. Esse processo ocorre de modo a
garantir também um estado de equilibrio do sistema imune (Abbas et al., 2021).
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sendo Sy a taxa de ativacdo. Esse termo aparece também na Eq. (3.7), com sinal

positivo.

d

aTkn = a(Tkno — Tin) — BxApm Trn (3.6)

A Eq. (3.7) representa a populagdo de células T CD8+ maduras (ou efetoras, Tk.). O

termo 1A, Ti. denota a proliferacao dessas células, sendo 7t a taxa de proliferacdo. O

termo Oy I representa o decaimento natural das células, sendo 64 a taxa de decaimento.
d

ETke = ﬁtkAmekn + 7—Ctqumeke — O Tke (3.7)

A Eq. (3.8) representa tanto as células B imaturas quanto as maduras, para fins de
simplificacdo do modelo. O termo «;(By — B) representa a homeostase de células B,
sendo a;, a taxa de homeostase. Os termos 7, VB e 1y, T3, B representam a proliferacao
de células B por mecanismos independente e dependente de células T, respectivamente.
Os termos BpsApuB, BpTheB € BumTnB denotam a diferenciacdo de células B ativas
em plasmocitos de vida curta, plasmécitos de vida longa e células B de memoria,
respectivamente, com taxas de diferenciagdo dadas por fB,s, B, € Bom-

d

d_tB = ab(BO - B) + T VB + anTheB - ,BpsAme - ﬁplTheB - ,BmeheB (38)

A Eq. (3.9) representa os plasmocitos de vida curta (P;). O primeiro termo é o mesmo
visto na Eq. (3.8), agora com sinal positivo. J4 o termo 6,,P; expressa o decaimento
natural dessas células, sendo 6, a taxa de decaimento.

d

2Pe = BB — 6P, (3.9)

A Eq. (3.10) representa os plasmocitos de vida longa. O primeiro termo é o mesmo
vistona Eq. (3.8), agora com sinal positivo. O termo 6,,P; expressa o decaimento natural
dessas células, sendo 6, a taxa de decaimento. O termo y;,,B,, denota a diferenciagdo de

células B de memoria em plasmdcitos de vida longa, sendo yy,, a taxa de diferenciagéo.
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Esse termo aparece também na Eq. (3.11), com sinal negativo.

d
EP[ = ,BplTheB - 6p1P1 + meBm (310)

A Eq. (3.11) representa as células B de meméria (B,,). O primeiro termo é o mesmo
visto na Eq. (3.8), agora com sinal positivo. O crescimento logistico dessas células é
denotado pelo termo 7,1 B, ( - %’”2), sendo que 1,1 representa a taxa de crescimento

e Tiy,o limita o crescimento.

B
iBm = ﬁmeheB + 7-(bmle (1 - _m) - ymem (311)
dt Tlom2

Por fim, a Eq. (3.12) representa os anticorpos (A). Os termos 7, P, e 71,; Pl representam
a producdo de anticorpos por plasmdcitos de vida curta e longa, respectivamente.
As respectivas taxas de produgdo sdo dadas por 7, e 1. O termo 6,A expressa o

decaimento natural dos anticorpos, sendo 6, a taxa de decaimento.

d

aA = Tfpsps + T(plpl - 6aA (312)
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4 METODOS

Este capitulo é dividido em duas se¢des. A secdo 4.1 discute a defini¢do de sistemas
stiff e um método adequado para a resolucdo de problemas de valor inicial envolvendo
sistemas dessa natureza. Além disso, apresenta uma ferramenta baseada no método
numérico discutido que é utilizada na implementagdo do modelo computacional,
ilustrando seu funcionamento por meio de um exemplo simples. A sec¢do 4.2 descreve
a técnica de evolucdo diferencial, utilizada para encontrar valores de pardmetros

adequados para o sistema em cada um dos cendrios considerados. As etapas desse

algoritmo também sdo brevemente discutidas.

41 METODO NUMERICO

4.1.1 Sistemas stiff

Segundo Iserles (2008), um sistema de equagdes diferenciais ordindrias

y =f(ty), t=t, ylt)=1o (4.1)

é considerado stiff se for necessdria uma diminui¢do consideravel do tamanho do passo
de tempo a fim de evitar instabilidade em sua solugdo numérica através de alguns
métodos, mesmo que somente em parte do intervalo de solucéo.

Sistemas com equagdes diferenciais ordindrias que modelam multiplos processos
com taxas de evolugdo amplamente diferentes, muito vistos na prética, normalmente
sdo considerados sistemas stiff. Exemplos de sistemas utilizados na modelagem
de fendmenos que apresentam variagdes que ocorrem em escalas de tempo
substancialmente diferentes podem ser vistos em areas de estudo como teoria de
controle, cinética de reatores, previsdo do tempo, eletronica e biomatemaética (Iserles,

2008). Sendo assim, o modelo matematico visto no Capitulo 3 pode ser considerado

stiff.
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41.2 Métodos BDF

A resolugdo de problemas de valor inicial stiff pode ser obtida através do uso de métodos
BDF (Backward Differentiation Formulae), que sdo uma classe de métodos lineares de
multiplos passos de alta ordem e boa estabilidade (Cash, 2015).

Os métodos BDF podem ser definidos pela férmula

k
Z A Ynrj = B fuik, (4.2)
=0
sendo h o tamanho do passo de tempo, t, = ty + nh, y, a aproximacdo de y(t,), fuoix =
f(tusk, Ynik), € aj e B constantes escolhidas conforme a ordem do método (Ascher e
Petzold, 1998; Cash, 2015; Iserles, 2008).

Os métodos BDF de ordem k = 1 a k = 6 sdo vistos nas equagdes a seguir:

k=1,  Yu1 = Yn =hfus, (4.3)
k=2, Yns2 — %ynﬂ + %yn = %hfmz, (4.4)
K=3, s 1%t ¥ - ot = i, @5)
k=4, Ynvsa — %yms + i—gymz - ;_gynﬂ + %yn = ;—éhfnﬂ, (4.6)
k=5 yYus-— %ym + %ynﬁ - %ym + %ym - %yn = 163_07hfn+5/ (4.7)

- 360 450 400 25 72 10 60,
- Y, Yu+e 147yn+5 147yn+4 147yn+3 147yn+2 147yn+1 147yn - 147 n+6-

(4.8)

O método BDF de ordem k = 1, visto na Eq. (4.3), é conhecido como método de

Euler implicito (backward Euler method).

4.1.3 CVODE

O pacote CVODE (C Variable-coefficient Ordinary Differential Equation solver),
desenvolvido na linguagem C, é um dos componentes da biblioteca SUNDIALS

(SUite of Nonlinear and Dlfferential/ALgebraic equation Solvers). Ele pode ser utilizado



38

na resolucdo de sistemas de equacgdes diferenciais ordindrias stiff e ndo stiff e se baseia
nos métodos de Adams e BDF. Dessa forma, o pacote faz uso de métodos de mdltiplos
passos, com ordem e tamanho de passo varidveis (Gardner et al., 2022; Hindmarsh et al.,
2005, 2024).

O CVODE usa os métodos de Adams-Moulton para problemas néo stiff, variando
da ordem 1 a 12. Ja para problemas stiff, sdo utilizados os métodos BDEF, variando da
ordem 1 a 5. A variagdo do tamanho de passo é realizada de acordo com testes de erro
local: em caso de falha no teste, um novo tamanho de passo é computado. Além disso,
a ordem do método é ajustada periodicamente, de modo a maximizar o tamanho de

passo utilizado (Hindmarsh et al., 2024).

4.1.3.1 Exemplo de utilizagido do CVODE

Para demonstrar a utilizacdo do pacote CVODE, é apresentado um exemplo simples a

seguir. Considera-se o problema de valor inicial stiff

d

% = 1631 + 12> + 16 cos(x) — 13 sin(x), y(0) =1, 4.9)
d]/z .

Iy - 12y; — 9y, — 11 cos(x) + 9 sin(x), 12(0) =0, (4.10)

para o qual a solugdo exata é dada por y;(x) = cos(x), y2(x) = sin(x) (Butcher, 2008). A
partir dessas informagdes, a solu¢do numérica para o problema pode ser encontrada
através do uso das funcionalidades oferecidas pelo CVODE, conforme visto no cédigo
a seguir, desenvolvido em C++.

O Alg. 4.1 apresenta a funcdo f, que define o sistema de equagdes diferenciais
ordindrias conforme visto nas Egs. (4.9) e (4.10). Essa funcédo é usada pela fungao model,
vistano Alg. 4.2. Em model, sdo estabelecidos objetos e configuracdes necessdrios para a
utilizagdo do solver (ferramenta que resolve o sistema de equagdes aplicando o método
numérico definido) disponibilizado pelo CVODE, realizada em seguida. Além disso,
os resultados obtidos para cada passo da solugdo sdo armazenados em um arquivo .csv

passado como pardmetro. Por fim, no Alg. 4.3, é apresentada a fungdo main, que cria o
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arquivo .csv utilizado e realiza a chamada de model.

Algoritmo 4.1: Fungdo que define o sistema de equagdes diferenciais ordindrias a ser

solucionado.

#include <cvode/cvode.h>

#include <nvector/nvector_serial.h>

;3 #include <sunlinsol/sunlinsol_dense.h>

=

#include <sunmatrix/sunmatrix_dense.h>

5 #include <fstream>

10

19

20

N

s #include <cmath>

using namespace std;

int f(sunrealtype x, N_Vector y, N_Vector ydot, void* user_data)

{

sunrealtype yl NV_Ith_S(y, 0);

sunrealtype y2 = NV_Ith_S(y, 1);

// dyl/dx
NV_Ith_S(ydot, 0) = - 16 * yl + 12 * y2 + 16 * cos(x) - 13 * sin(x);

// dy2/dx
NV_Ith_S(ydot, 1) = 12 * yl1 - 9 * y2 - 11 * cos(x) + 9 * sin(x);

return 0;

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Algoritmo 4.2: Funcado que utiliza o solver do CVODE e obtém a solucdo numérica do

sistema considerado.

void model (ofstream& csv_file)
{
SUNContext sunctx;
sunrealtype x0, xf;
N_Vector y;

SUNMatrix A;
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40

41

SUNLinearSolver LS;
void* cvode_mem;
int retval;

int NEQ = 2; // numero de equacoes

sunrealtype RTOL = 1.0e-4; // tolerancia relativa

sunrealtype ATOL

// valores inicial e final de x
x0 = 0.0;

xf 20.0;

retval = SUNContext_Create (SUN_COMM_NULL,

y = N_VNew_Serial (NEQ, sunctx);

//condicoes iniciais
NV_Ith_S(y, 0 = 1;

NV_Ith_S(y, 1)

0;

cvode_mem = CVodeCreate(CV_BDF, sunctx);

retval = CVodeInit(cvode_mem, f, x0, y);

&sunctx);

retval = CVodeSStolerances(cvode_mem, RTOL,

A = SUNDenseMatrix(NEQ, NEQ, sunctx);

LS = SUNLinSol_Dense(y, A, sunctx);

retval = CVodeSetLinearSolver (cvode_mem,

sunrealtype x = x0;

sunrealtype dx = 0.1;

csv_file << x << "," << NV_Ith_S(y, 0) << "," << NV_Ith_S(y,

LS,

1.0e-4; // tolerancia absoluta

ATOL) ;

A);

40

1) << "\n";
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43 while(x < xf)

44 {

15 sunrealtype tret;

46 retval = CVode(cvode_mem, x + dx, y, &tret, CV_NORMAL);

17

48 if (retval == CV_SUCCESS)

49 {

50 X = tret;

51 csv_file << x << "," << NV_Ith_S(y, 0) << "," << NV_Ith_S(y, 1) << "\
n';

5 }

5 }

55 N_VDestroy(y);

56 CVodeFree (&cvode_mem) ;

57 SUNLinSolFree(LS);

58 SUNMatDestroy (A);

59 SUNContext_Free (&sunctx);
60

61 return;

0 }

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

Algoritmo 4.3: Fungdo que cria o arquivo .csv para armazenar resultados e realiza a

chamada de model.

1 int main(Q)
> {
3 ofstream csv_file("resultado.csv");

4 csv_file << "x,yl,y2\n";

6 model (csv_file);

7 csv_file.close();

9 return 0;
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10 }

Fonte: Elaborado pela autora (2025).

O arquivo de resultados obtido apdés a execucdo do cédigo apresentado
anteriormente foi utilizado para gerar o grafico visto na Fig. 4.1b. Também é
apresentado, na Fig. 4.1a, o grafico obtido a partir da solucdo exata fornecida por
Butcher (2008), para fins de comparagdo. Ambos os gréficos foram gerados utilizando-
se a linguagem Python.

Ao se comparar os graficos apresentados, pode-se concluir que o resultado obtido
pelo CVODE para o problema de valor inicial stiff considerado é bastante semelhante

ao observado para a sua solugdo exata.

4.2 EVOLUCAO DIFERENCIAL

O algoritmo de evolugdo diferencial (ED) é um método estocdstico baseado em
populagdes e utilizado em processos de otimizacgdo global. Geralmente, um problema
de otimizacdo esta relacionado a uma fungdo objetivo, que modela os objetivos do
problema ao mesmo tempo que incorpora restri¢des que sejam apropriadas para ele. O
valor da funcéo objetivo deve, entdo, ser minimizado ou maximizado, dependendo do
problema. Na maior parte dos casos, a fungdo objetivo define o problema de otimizac¢do
como um problema de minimizagdo (Storn e Price, 1997; Storn, 2008). Esta secdo se
restringe a problemas dessa natureza.

O problema abordado neste trabalho envolve a otimizacdo da escolha de valores
para um determinado conjunto de parametros p das equagdes utilizadas, de modo a
obter, a partir da resolucdo do sistema, resultados que possuam um comportamento
o mais préximo possivel do apresentado por dados provenientes da literatura. Sao
considerados os dados experimentais das populacdes de células T CD4+ maduras,
células T CD8+ maduras, virus e anticorpos. Sendo assim, tem-se um problema de
minimizacdo do erro entre os dados experimentais e a solu¢do numérica obtida para

um dado conjunto p de pardmetros. A fungdo objetivo associada a esse problema é



Figura 4.1: Gréficos gerados para a solugdo exata e para a solu¢do numérica.
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(a) Gréfico obtido para a solugdo exata y1(x) = cos(x), y2(x) = sin(x).
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(b) Grafico obtido a partir da resolugdo do problema de valor inicial pelo solver do

CVODE.

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

dada por

min O) = wop W= Tl | T =Ticll | IV = V]|
§ T Tl T I Tl Vvl

WA
[221

lA — All (411)

sendo T}, relacionado aos dados e T}, relacionado ao resultado do sistema, para células

T CD4+ maduras. O mesmo vale para os termos envolvendo células T CD8+ maduras

43



44

(Tke), virus (V) e anticorpos (A). Além disso, cada w. representa o peso considerado
para o erro em relacdo aos dados associado a cada uma das populagdes em questdo
(The, Tre, V € A).

Na implementagdo da evolugdo diferencial, ¢ mantido um par de populagdes de
vetores, ambas as quais contém N, vetores preenchidos com D valores de parametros.
A populagdo corrente é composta por vetores x;; que sejam adequados como pontos
de partida (Price et al., 2005). A Eq. (4.12) representa os vetores correntes, sendo j o
indice relativo a posi¢do de um parametro dentro do vetor, i o indice que identifica o

vetor na populacdo e G o indice que indica a qual geracgdo o vetor pertence.

XiG = (xj,i,G)/ ] = O, 1, ,D — 1,‘ i= O, 1,...,Np - 1;
(4.12)
G=0,1,..,Gun-

Ap6s a inicializagdo da ED, vetores escolhidos aleatoriamente passam por um
processo de mutagdo, produzindo uma populagdo intermedidria com vetores mutantes
v, representados na Eq. (4.13). Posteriormente, uma populagdo de teste, formada por
vetores de teste u;, representados na Eq. (4.14), é produzida a partir de um processo
de recombinagdo de cada vetor da populagdo corrente com um vetor mutante. Durante
esse processo, os vetores de teste sobrescrevem a populacdo de vetores mutantes (Price

et al., 2005).

Vig = (Uj,i,G); ] = 0, 1,...,D — 1} i= O, 1, ...,Np - 1,'
(4.13)
G=01,..Gux.

u,c = (u]-,i,G), ] = 0, 1, ,D — 1; 1= O, 1,...,Np — 1,'
(4.14)
G=0,1,.., G-

Podem ser destacadas quatro etapas principais da evolucdo diferencial:
inicializagdo, mutagdo, crossover e selecdo. Um diagrama que exibe o funcionamento
geral do algoritmo é mostrado na Fig. 4.2. A seguir, as etapas citadas sdo explicadas de

maneira resumida, com base em Price et al. (2005).
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Figura 4.2: Diagrama ilustrando a estrutura basica do algoritmo de evolugao diferencial.

Inicializagédo da
populagéo

Mutagao

Crossover

Selegéo

Critério de
parada
satisfeito?

Fonte: Elaborada pela autora (2025).
Inicializagao

Antes da inicializacdo da populacdo, faz-se necessdria a especificagdo dos limites
inferior e superior para o valor de cada um dos parametros considerados. Em seguida,
um gerador de ntimeros aleatérios atribui a cada parametro um valor contido em sua
faixa de valores correspondente, especificada pelos limites estabelecidos previamente.
Essa atribui¢do de valor é feita para todos os pardmetros de todos os vetores x;¢ da
populacdo corrente. Para a definicdo do valor a ser atribuido a um parametro, é

utilizada uma distribui¢do uniforme pelo gerador de ntiimeros aleatdrios.
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Mutacao

Apbs a inicializagdo, uma populagdo com N, vetores de teste é criada pela ED através
dos processos de mutagdo e recombinagdo. O mecanismo de mutacdo diferencial
adiciona a um vetor uma diferenca de vetores multiplicada por um fator de escala,
gerando um vetor mutante como resultado. A Eq. (4.15) mostra esse processo, em
que sdo combinados trés vetores correntes diferentes, escolhidos aleatoriamente, na
formacdo de um vetor mutante. O fator de escala F é um ntimero real positivo que
controla a taxa de evolugdo da populagdo e seu valor geralmente estd contido no

intervalo (0, 1], embora ndo haja um limite superior para ele.

Vic = X0,6 + F - (Xn1,6 — X2,6) (4.15)

O indice do vetor base, r0, aqui considerado como sendo um indice escolhido
aleatoriamente e diferente do indice i, pode ser determinado de diversas maneiras.
Considerando que sejam distintos entre si e diferentes dos indices 70 e i, os indices dos
vetores utilizados na diferenca vetorial, r1 e 72, sdo também selecionados aleatoriamente

uma vez a cada vetor mutante.

Crossover

A evolugdo diferencial também realiza o crossover uniforme, em complemento a
estratégia de mutagdo apresentada. Também conhecido como recombinacgado discreta,
€sse processo Copia valores de parémetros de vetores correntes, X;c, € mutantes, v;g,
para fazer a construgdo dos vetores de teste, u;¢. Para isso, a cada vetor de teste a ser
construido sdo associados outros dois vetores: um corrente e um mutante. O usudrio
define um valor para a probabilidade de crossover Cr, de modo a controlar a quantidade

de valores de parametros que sdo copiados do vetor mutante na constru¢do do vetor
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de teste. A Eq. (4.16) ilustra esse processo de recombinacdo.

vic serand;(0,1) < Crouj = juu
uc = Ujic = (4.16)

Xjic Caso contrario.

Para determinar qual vetor, corrente ou mutante, serve como origem para cada
valor de parametro, a saida de um gerador de ntimeros aleatérios uniforme, rand;(0, 1),
é comparada a probabilidade de crossover Cr. Caso o ntiimero aleatério gerado seja
menor do que ou igual a essa probabilidade, o pardmetro do vetor de teste é originado
do vetor mutante v;;. Caso contrario, o pardmetro é copiado do vetor corrente x;¢.
Além disso, a fim de garantir que o vetor u; ¢ construido ndo seja uma duplicata de x;,
o parametro de indice j;uq4, escolhido aleatoriamente, é copiado para o vetor de teste a
partir do vetor mutante v;g.

A Fig. 4.3 mostra um exemplo do processo de crossover para vetores de tamanho
D = 7. Nessa figura, o vetor corrente (x;, vetor de indice i da populagdo corrente na
geragdo G) fornece os valores de parametros das posigdes 0, 1, 4 e 6 ao vetor de teste
(u; ), enquanto o vetor mutante (v;) fornece os valores de parametros das posicdes 2,
3 e 5 ao vetor de teste. Isso ocorre porque, para as posigdes 2, 3 e 5, a saida do gerador
de nameros aleatdrios (randb(j), sendo j o indice correspondente a posi¢ao) é um valor

menor do que ou igual a probabilidade de crossover (Cr) definida.

Selecao

Se o valor da funcdo objetivo f de um vetor de teste u,;c for menor do que ou igual
ao valor dessa fungdo para o seu vetor corrente associado x;¢ (ou vetor alvo), este
é substituido por aquele na geragdo seguinte. Sendo, o vetor alvo permanece na

populacdo corrente por pelo menos mais uma geragdo. Esse processo é ilustrado



Figura 4.3: Ilustracdo do processo de crossover, considerando D = 7 parametros.
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Fonte: Elaborada pela autora com base em Storn e Price (1997, p. 345).

pela Eq. (4.17).
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(4.17)

Ap6s o estabelecimento da nova populacdo, repete-se o processo de mutagéo,

crossover (recombinacdo) e selegdo até que o valor 6timo da funcdo objetivo seja

encontrado, ou até que um critério de parada preestabelecido seja satisfeito. Um

exemplo disso seria o numero de geragdes atingindo um nimero maximo, Gy,

determinado de antemao.

Caracteristicas da implementacao utilizada

As etapas descritas anteriormente dizem respeito a versdo do algoritmo conhecida

como rand/1/bin, considerada a implementacdo cldssica da evolucdo diferencial. A

versdo rand/l/bin tem esse nome pois, na etapa de mutagdo, o vetor base é escolhido

aleatoriamente (rand) e uma diferenga vetorial (1) é adicionada a ele, enquanto na etapa

de crossover o nimero de valores de pardmetros copiados do vetor mutante segue uma
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distribuicdo binomial (bin). Neste trabalho, entretanto, é utilizada a versao best/1/bin,
que se diferencia da versdo cldssica na escolha do vetor base utilizado no processo
de mutacgdo. O algoritmo best/1/bin sempre seleciona como vetor base o melhor vetor
encontrado (best) até o momento em que essa escolha é feita. Sendo assim, o vetor
base sempre possui 0 menor valor encontrado para a fung¢do objetivo f na populagio
corrente (Price et al., 2005). A Eq. (4.18) ilustra a etapa de mutagdo para a estratégia
best/1/bin.

ViG = Xpest.c + F - (Xr1,6 — X2,6) (4.18)
Além disso, o critério de parada adotado neste trabalho é dado por

a(O(p)) < atol + tol - [O(p)], (4.19)

sendo d(O(p)) o desvio-padrdo da funcdo objetivo para a populacdo, atol e tol as
tolerdncias absoluta e relativa para a convergéncia, respectivamente, e |O(p)| o valor

médio absoluto da fungdo objetivo para a populacio (Fatigate et al., 2023).
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5 RESULTADOS

Este capitulo é dividido em trés se¢des. A secdo 5.1 apresenta informagdes a respeito dos
dados da literatura utilizados, definindo seus artigos de origem, a maneira como foram
extraidos e alguns detalhes sobre a sua organizagdo e o seu uso. A segdo 5.2 mostra
os diferentes cendrios definidos para o trabalho, detalhando-os e denotando algumas
caracteristicas dos resultados que sdo apresentados em suas subse¢des. Dessa forma,
sdo expostos gréficos e tabelas obtidos a partir da resolugdo do modelo matemaético,
assim como descri¢des a respeito de cada um dos resultados apresentados. Por fim,
na secdo 5.3, faz-se uma discussdo mais aprofundada dos resultados, com base em
comparagoes realizadas entre as diferentes populacoes e entre os diferentes cendrios.

Além disso, sdo destacadas algumas limita¢des do modelo.

5.1 DADOS DA LITERATURA UTILIZADOS

Neste trabalho, sdo considerados dados experimentais retirados da literatura para as
populagdes de células T CD4+ maduras, células T CD8+ maduras, virus e anticorpos
ao longo do tempo apés o inicio de uma infeccdo por COVID-19. Zhang et al.
(2020) apresenta informagdes coletadas a partir de pacientes que sdo classificadas
em categorias diferentes, de acordo com a severidade do caso da doenga. Segundo
a classificagdo adotada, casos brandos (ou mild) apresentaram febre e manifestagdes
radiolégicas de pneumonia; casos severos (ou severe) apresentaram falta de ar e
sinais de expansdo de opacidade em vidro fosco! nos pulmdes dentro de 2 dias
ap6s a admissdo do paciente; e casos criticos (ou critical) apresentaram sindrome do
desconforto respiratdrio agudo e precisaram de ventilacdo mecédnica ou de oxigenagao
de membrana extracorpérea. Entre as informagdes apresentadas por Zhang et al. (2020),
estdo as concentrag¢des de linfécitos T CD4+ e CD8+ maduros em pacientes durante a
hospitalizagdo, que sdo utilizadas neste trabalho.

Informacdes relativas a carga viral provenientes de amostras de saliva da orofaringe

LA opacidade em vidro fosco é definida como a presenca de um aumento na densidade pulmonar em
uma tomografia computadorizada de alta resolucdo. Ela pode refletir a presenca de diferentes doengas
pulmonares (Cozzi et al., 2021).
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posterior de pacientes hospitalizados sdo apresentadas em To et al. (2020) e utilizadas
para a populagdo de virus neste trabalho. Por fim, Long et al. (2020) apresenta
informacgdes relativas as respostas de anticorpos contra o virus SARS-CoV-2 em
pacientes hospitalizados, considerando os tipos IgM e IgG. Esses dados sdo utilizados
em conjunto neste trabalho, formando a populagdo de anticorpos (ou seja, A é a soma
dos valores de IgM e IgG).

Todos os dados considerados sdo organizados em arquivos .csv? contendo a média
(ou a mediana) e o desvio-padrdo (ou o intervalo de confianga) para cada dia dos
intervalos de tempo associados a eles. Para as populagdes de anticorpos e de células T
CD4+ e CD8+ maduras, sdo considerados intervalos de confianca e medianas, enquanto
para a populacdo de virus sdo considerados desvios-padrdo e médias. Vale observar
que todos os dados experimentais utilizados foram extraidos de seus respectivos artigos

utilizando-se a ferramenta WebPlotDigitizer’.

5.2 CENARIOS

Para a realizacdo das simulagdes computacionais, sdo considerados trés cendrios
diferentes, de acordo com a classificagdo dos dados para as populagdes de células
T CD4+ e CD8+ maduras, vista em Zhang et al. (2020): caso brando, caso severo e
caso critico. Assim, os conjuntos de dados utilizados para as populagoes de linfécitos
mudam conforme o cendrio. Para as populag¢des de virus e de anticorpos, no entanto,
os conjuntos utilizados sdo os mesmos para os trés cendrios. Para cada caso, sdo
apresentadas tabelas com os valores usados para os pardmetros e para as condigdes
iniciais do sistema de equacgdes, além de uma tabela com o conjunto de pardmetros
considerado no processo de evolugdo diferencial e os valores de limites superiores e
inferiores relacionados. Também sdo apresentados graficos com os resultados obtidos
a partir do modelo para as popula¢des de células T CD4+ maduras, células T CD8+
maduras, virus e anticorpos, em comparagdo aos respectivos dados da literatura. Para

o virus e para os anticorpos, sdo considerados valores em escala logaritmica: log,, e

2Arquivos disponiveis em: https://github.com/ruyfreis/covid19_model/tree/main/data.
3Disponivel em: https://automeris.io/.
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log,, respectivamente.

Observa-se que os dados experimentais dizem respeito a informagdes coletadas
de pacientes somente ap6s a sua hospitalizagdo, o que explica o fato de o seu ponto
de partida nos graficos ndo ser no dia zero da simula¢do. Além disso, em cada um
dos gréficos, os pontos em laranja indicam as medianas (ou as médias, no caso da
populacdo de virus) e as barras verticais indicam os intervalos de confianga (ou os
desvios-padrdo, no caso da populagdo de virus) associados aos dados. Para a fungdo
objetivo a ser minimizada, vista na Eq. (4.11), os valores considerados para os pesos
em todos os cendrios sdo: wr,, = 0,26, wr, = 0,38, wy = 0,23 e ws = 0,13. Os pesos
apresentados foram normalizados para que o seu somatério fosse igual a 1. Ademais,
os quatro valores foram escolhidos de maneira empirica, com base na dificuldade de
realizacdo do ajuste observada para cada populagdo. Sendo assim, quanto maior a
dificuldade observada para o ajuste em relagdo a uma populagdo, maior o valor dado
ao peso correspondente. A equagdo utiliza a norma euclidiana no cdlculo das distancias
entre os dados e os resultados numéricos encontrados.

O modelo matematico foi implementado na linguagem de programacgado C++, sendo
utilizado o pacote CVODE para a resolugdo dos sistemas de equagdes diferenciais
ordindrias. Utilizou-se também uma biblioteca que implementa o algoritmo de
evolugdo diferencial*. A compilagdo dos codigos foi realizada usando o GCC (GNU
Compiler Collection) 13.2.0. Além disso, os gréficos obtidos a partir dos resultados do
modelo foram gerados utilizando Python 3.12.3 e a biblioteca Matplotlib. Assimulagdes
foram executadas em um computador com Ubuntu 24.04 (utilizado através do Windows
Subsystem for Linux 2), um processador Intel(R) Core(TM) i5-5200U e 8 GB de memoéria
RAM.

5.2.1 Caso brando

Para o caso brando, é considerado um conjunto de 14 pardmetros e 1 condigdo

inicial durante o processo de evolugdo diferencial. Esses pardmetros e essa condi¢do

4Disponivel em: https://github.com/ruyfreis/differential_evolution.



53

inicial, bem como os limites inferiores e superiores utilizados para seus valores,
sdo apresentados na Tab. 5.1. A Tab. 5.2 apresenta os valores adotados para as
condig¢des iniciais do sistema, sendo o valor de V|, proveniente do resultado da evolugdo
diferencial. Por ultimo, a Tab. 5.3 mostra os valores atribuidos aos pardmetros do
sistema, incluindo os valores para os parametros vistos na Tab. 5.1, também obtidos a

partir da evolugdo diferencial.

Tabela 5.1: Parametros utilizados na evolugdo diferencial para o caso brando, junto a
seus valores minimos e maximos considerados.

Parametro Valor Minimo Valor Miximo

Vo 5,7780 x 10* 1,0978 x 10°
e 1,5016 x 102 2,8530 x 107!
B 8,9368 x 10° 1,6980 x 10?
ko1 8,9024 x10°® 11,6915 x107°
ky 9,0168 x10°% 11,7132 x10°°
Bap 7,7182 x 10° 1,4665 x 10°
Oapm 3,1544 x 107 5,9934 x 10®
Tl 3,4997 x 10° 6,6494 x 10*
Otk 5,5271x 107 1,0501 x 107"
Tyl 1,4918 x 10? 2,8345 x 10°
Oa 1,1302 x 107 2,1475 x 108
i 6,2297 x 107 1,1836 x 107!
Bin 8,4279 x 10° 1,6013 x 10?
Tl 1,1686 x 10! 2,2203 x 102
O 1,5387 x 1072 2,9236 x 107!

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Em seguida, sdo apresentados os graficos obtidos a partir do modelo. As Figs. 5.1
e 5.2 apresentam a evolucdo das populagdes de células T CD4+ e CD8+ maduras ao
longo do tempo, respectivamente. Além disso, a Fig. 5.3 mostra a populagdo do virus
ao longo do tempo, enquanto a Fig. 5.4 apresenta a evolucdo temporal da populacdo de
anticorpos. Analisando os resultados, pode-se dizer que o comportamento qualitativo
da solugdo do modelo matemadtico condiz com o que é observado para os dados
utilizados, de maneira geral.

Para as células T CD4+ maduras, a Fig. 5.1 mostra que, segundo os dados, a mediana

da concentragdo aumenta ao longo do tempo, dando sinais de estabilizacdo a partir do
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Tabela 5.2: Valores das condi¢des iniciais das varidveis do sistema para o caso brando.

Parametro Valor Unidade
Vo 3,8447 x 10°  (c6pias/mL)
Ay 1,0x10%°  (células/mL)
Apmo 0,0 (células/mL)
Thno 1,0x10°  (células/mL)
Theo 0,0 (células/mL)
Tieno 50x10°  (células/mL)
Treo 0,0 (células/mL)
By 2,5x10°  (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
B0 0,0 (células/mL)
Ay 0,0 (S/CO)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

trigésimo dia de infec¢do. O resultado do modelo é capaz de capturar o comportamento

geral de crescimento da concentracdo desses linfécitos, encontrando-se dentro da maior

parte dos intervalos de confianca apresentados pelos dados da literatura.

Figura 5.1: Gréfico da populagdo de células T CD4+ maduras ao longo do tempo para

0 caso brando.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

50

Para as células T CD8+ maduras, conforme visto na Fig. 5.2, os dados também
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Tabela 5.3: Valores dos parametros do sistema de equagdes diferenciais para o caso

brando.

Parametro Valor Unidade

- 2,8683 x 1072 (dia?)

o 1,1258 x 10~ (dia™?)

Cor 6,0000 X 10-! (copias/mL)

ko 9,2652 X 107 (dia~1(S/CO)™)
ko 7,0636 x 1077 (dia='(células/mL)™)
ap 2,5999 x 107! (dia™!(pg/mL)™)
Bay 1,0259 x 10° (dia~!(copias/mL)™1)
Cap 4,0826 x 10° (copias/mL)

Cap2 4,8549 x 10° (copias/mL)

Sapm 4,2412 x 108 (dia™)

t 2,1700 x 10! (dia™?)

B 1,1144 x 10? (dia™!(células/mL)™1)
un 1,2320 x 10? (dia™!(células/mL)™?)
54, 1,3234 x 10~ (dia™)

Qg 7,5835 x 1072 (dia~}(pg/mL)™)
Bix 1,3030 x 10*>  (dia~!(pg/mL)~!(células/mL)™")
Tl 2,7494 x 10! (dia™!(células/mL)™1t)
S 4,9948 x 10~ (dia1)

o 3,5800 X 102 (dia~?)

i 8,9800 x 10~ (dia~!(c6pias/mL)™1)
Ty 1,2700 x 1078 (dia='(células/mL)™1)
Bps 6,0000 x 10 (dia™!(células/mL)™1t)
B 5,0000 x 106 (dia~! (células/mL)™")
Bom 1,0000 x 107° (dia~!(células/mL)™)
Ops 2,5000 x 10° (dia™)

Sy 3,5000 x 10~ (dia?)

Vo 9,7500 x 104 (dia™?)

Tlpm1 8,1117 x 10° (dia™)

Tlom2 3,7965 x 10° (células/mL)

Tlps 4,0041 x 10*  (dia~!(células/mL)~1(S/CO))
T 2,5121 x 10°  (dia~!(células/mL)~1(S/CO))
5, 1,8720 x 108 (dia?)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

apresentam um crescimento da mediana da concentracdo ao longo do tempo. Esse

comportamento é replicado pelo resultado do modelo, que fica muito préximo da

mediana dos dados em diversos pontos, encontrando-se dentro da maior parte dos

intervalos de confianga apresentados.

Para a populagdo de virus, observa-se que, de acordo com os dados da literatura,
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Figura 5.2: Gréfico da populagédo de células T CD8+ maduras ao longo do tempo para
0 caso brando.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

a média da concentracdo no organismo apresenta uma tendéncia de diminui¢do ao
longo do tempo, chegando, por volta do trigésimo dia, a um valor consideravelmente
mais baixo que o visto nos dias iniciais da infec¢do. A Fig. 5.3 mostra que o resultado
do modelo reproduz esse comportamento de queda da concentragdo, encontrando-se
dentro de todos os desvios-padrdo apresentados.

Por ultimo, para os anticorpos, pode-se observar, a partir dos dados, um aumento
na mediana da populacdo ao longo dos dias. O resultado do modelo exibe um
comportamento similar de subida, passando por dentro de todos os intervalos de

confianga associados aos dados experimentais.

5.2.2 Caso severo

Para o caso severo, é considerado um conjunto de 14 pardmetros e 1 condigdo inicial
durante o processo de evolucdo diferencial. A Tab. 5.4 apresenta esses parametros e
essa condicdo inicial, assim como os limites inferiores e superiores para seus valores.
Na Tab. 5.5, sdo mostrados os valores utilizados para as condi¢des iniciais do sistema,
sendo o valor de V| proveniente do resultado da evolugdo diferencial. Ja a Tab. 5.6

apresenta os valores dos pardmetros do sistema de equagdes, incluindo os valores para
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Figura 5.3: Gréfico da populacdo de virus ao longo do tempo para o caso brando.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Figura 5.4: Gréfico da populagdo de anticorpos ao longo do tempo para o caso brando.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

os parametros vistos na Tab. 5.4, também obtidos a partir da evolugao diferencial.

Em seguida, os gréficos obtidos a partir do modelo sdo apresentados. A evolugao
das populacdes de células T CD4+ e CD8+ maduras ao longo do tempo é ilustrada nas
Figs. 5.5 e 5.6, respectivamente. Ja a Fig. 5.7 mostra a evolu¢do no tempo da populacdo

de virus, e a Fig. 5.8 mostra essa evolugao para a populacdo de anticorpos. Assim como
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Tabela 5.4: Pardmetros utilizados na evolucdo diferencial para o caso severo, junto a
seus valores minimos e maximos considerados.

Parametro Valor Minimo Valor Miximo

Vo
.,
B

Capl
ka

Pap
6apm
TCtk
Ok
CupZ
P
Atk
Bin
T
O

1,1144 x 10°
9,6237 x 1073
6,1255 x 10°
8,0449 x 1072
5,1072 x 1078
8,7013 x 10°
1,0062 x 107
6,2040 x 107!
2,2616 x 1072
1,6211 x 10°
1,1170 x 107
9,0992 x 10™*
2,2639 x 10°
2,3646 x 10°
4,1012 x 1072

2,1174 x 10°
1,8285 x 107!
1,1639 x 10?
1,5285 x 10°
9,7037 x 1077
1,6533 x 10°
1,9117 x 108
1,1788 x 10*
4,2971 x 1072
3,0801 x 107
2,1223 x 108
1,7289 x 1072
4,3013 x 10!
4,4928 x 10!
7,7923 x 1072

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Tabela 5.5: Valores das condiges iniciais das varidveis do sistema para o caso severo.

Parametro Valor Unidade
Vo 1,6366 x 10°  (copias/mL)
Apo 1,0x10°  (células/mL)
Apmo 0,0 (células/mL)
Thno 1,0x10°  (células/mL)
Theo 0,0 (células/mL)
Tieno 50x10°  (células/mL)
Treo 0,0 (células/mL)
By 2,5%10°  (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
B.o 0,0 (células/mL)
Ap 0,0 (5/CO)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

na subsecdo 5.2.1, é possivel notar, ao se analisar os resultados, que a solu¢ao do modelo

matematico possui um comportamento qualitativo correspondente ao observado para

os dados utilizados, de modo geral.
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Tabela 5.6: Valores dos parametros do sistema de equagdes diferenciais para o caso

severo.

Parametro Valor Unidade

- 1,6895 x 102 (dia?)

o 1,1258 x 10~ (dia™?)

Cor 6,0000 X 10-! (copias/mL)

ko 8,9368 X 107 (dia~1(S/CO)™)
ko 7,5329 x 10~/ (dia='(células/mL)™)
ap 1,0373 x 1071 (dia™!(pg/mL)™)
Bay 1,2021 x 10° (dia~!(copias/mL)™1)
Cap 1,1797 x 107! (copias/mL)

Cap2 1,8840 x 107 (copias/mL)

Supn 8, 4049 x 107 (dia?)

X 2,1700 x 10! (dia™?)

B 1,6255 x 10! (dia™!(células/mL)™1)
un 4,3853 x 10! (dia™!(células/mL)™1)
S 6,3894 X 102 (dia?)

Qg 1,2081 x 1072 (dia~}(pg/mL)™)
Bix 5,0688 x 10! (dia~!(pg/mL)~!(células/mL)™)
Tl 3,8017 x 10° (dia™!(células/mL)™1)
S 2,3070 x 10~ (dia1)

o 3,5800 X 102 (dia~?)

i 8,9800 x 10~ (dia~!(c6pias/mL)™1)
Ty 1,2700 x 1078 (dia='(células/mL)™1)
Bps 6,0000 x 107 (dia™!(células/mL)™1t)
B 5,0000 x 106 (dia~! (células/mL)™")
Bom 1,0000 x 107° (dia~!(células/mL)™)
Ops 2,5000 x 10° (dia™)

Sy 3,5000 x 10~ (dia~?)

Vi 9,7500 x 104 (dia™?)

Tlpm1 8,1117 x 10° (dia™)

Tlom2 3,7965 x 10° (células/mL)

Tlps 4,0041 x 10*  (dia~!(células/mL)~1(S/CO))
Ty 2,0041 x 10°  (dia~!(células/mL)~1(S/CO))
5, 1,0543 x 108 (dia?)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Para as células T CD4+ maduras, os dados da literatura apresentam, na Fig. 5.5, um

crescimento inicial da mediana da concentracdo, que se torna menos acentuado a partir

de por volta do vigésimo dia ap6s o inicio da infec¢do. A partir do trigésimo quinto

dia, aproximadamente, essa mediana demonstra um comportamento de queda. Com

respeito ao resultado do modelo, observa-se que, de maneira geral, o crescimento
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apresentado pelos dados é replicado, assim como a tendéncia de queda a partir
de um certo ponto, que, por sua vez, é reproduzida de maneira bem préxima ao
comportamento da mediana. Além disso, esse resultado se encontra dentro de todos
os intervalos de confianca associados aos dados experimentais.

Figura 5.5: Gréfico da populagdo de células T CD4+ maduras ao longo do tempo para
0 Caso severo.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Para as células T CD8+ maduras, como visto na Fig. 5.6, os dados mostram uma
queda inicial da mediana da concentragdo até por volta do vigésimo dia apds o inicio
da infeccdo, a partir do qual é apresentado um crescimento, que aparenta comecar a se
estabilizar ap6s o trigésimo dia e entrar em queda novamente a partir de por volta do
quadragésimo dia. Ja o resultado obtido pelo modelo néo replica o comportamento de
queda inicial, apresentando, em vez disso, um crescimento que caminha rapidamente
para uma estabilizagdo. A partir de por volta do trigésimo dia ap6s o inicio da infecgdo,
esse resultado passa a ser préximo do comportamento da mediana observado. Apesar
da diferenca citada, o resultado se encontra dentro de todos os intervalos de confianca
apresentados.

Para a populagédo de virus, como visto anteriormente, os dados indicam uma queda
significativa da média da concentracdo ao longo do tempo. A Fig. 5.7 mostra que o

resultado obtido pelo modelo reproduz esse comportamento de queda, passando por
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Figura 5.6: Gréfico da populagédo de células T CD8+ maduras ao longo do tempo para

O Caso severo.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

dentro de quase todos os desvios-padrdo apresentados.

—— Resultado do modelo

Figura 5.7: Gréfico da populacdo de virus ao longo do tempo para o caso severo.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

—— Resultado do modelo

Para os anticorpos, por fim, observa-se novamente que os dados experimentais

indicam um crescimento da mediana da populacdo ao longo do tempo.

Esse

comportamento também é adotado pelo resultado do modelo, que, além disso,
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encontra-se dentro de todos os intervalos de confianca associados aos dados, como

visto na Fig. 5.8.

Figura 5.8: Gréfico da populacdo de anticorpos ao longo do tempo para o caso severo.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

5.2.3 Caso critico

Para o caso critico, é considerado um conjunto de 11 parametros e 1 condicdo inicial
durante o processo de evolugdo diferencial. Os pardmetros e a condi¢do inicial em
questao sdo apresentados na Tab. 5.7, assim como os limites inferiores e superiores que
sdo considerados para seus valores. Os valores das condig@es iniciais das varidveis do
sistema sdo apresentados na Tab. 5.8, sendo o valor de V;; proveniente do resultado da
evolucao diferencial. Por fim, os valores dados aos pardmetros do sistema de equagdes
sdo mostrados na Tab. 5.9, incluindo os valores para os parametros vistos na Tab. 5.7,
também obtidos a partir da evolugédo diferencial.

Em seguida, sdo apresentados os graficos gerados com base no modelo. A evolugdo
ao longo do tempo das populagdes de células T CD4+ e CD8+ maduras é ilustrada,
respectivamente, pelas Figs. 5.9 e 5.10. A populagdo de virus, por sua vez, tem a sua
evolucdo temporal mostrada na Fig. 5.11, enquanto a Fig. 5.12 apresenta a populagdo de

anticorpos ao longo do tempo. Novamente, a partir da anélise dos resultados obtidos,
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Tabela 5.7: Parametros utilizados na evolugdo diferencial para o caso critico, junto a
seus valores minimos e maximos considerados.

Parametro Valor Minimo Valor Miximo

Vo
T,
B
kv2
Bap

6upm
TCik
Ok
P
Otk
Tlh
O

6,5780 x 10°
1,5875 x 107
3,1257 x 10°
6,1249 x 1077
7,9444 x 10*
1,1026 x 107
4,6828 x 1072
2,4499 x 107*
3,8076 x 107
3,5693 x 102
9,8889 x 107!
7,9295 x 1073

1,2498 x 107
3,0163 x 1072
5,9388 x 10!
1,1637 x 107
1,5094 x 10°
2,0950 x 10®
8,8974 x 107!
4,6548 x 1072
7,2344 x 108
6,7818 x 10°
1,8789 x 10!
1,5066 x 107!

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Tabela 5.8: Valores das condi¢des iniciais das varidveis do sistema para o caso critico.

Parametro Valor Unidade
Vo 7,2274x10°  (copias/mL)
Ay 1,0x10°  (células/mL)
Apmo 0,0 (células/mL)
Thno 1,0x10°  (células/mL)
Theo 0,0 (células/mL)
Tieno 5,0x10°  (células/mL)
Treo 0,0 (células/mL)
By 2,5x10°  (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
Py 0,0 (células/mL)
B0 0,0 (células/mL)
Ay 0,0 (S/CO)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

é possivel concluir, de maneira geral, que o comportamento qualitativo da solu¢do do

modelo matemaético estd em concorddncia com o que é visto para os dados da literatura

considerados.

Para as células T CD4+ maduras, conforme visto por meio dos dados experimentais

na Fig. 5.9, ha uma tendéncia inicial de queda da mediana da concentragao, substituida,



64

Tabela 5.9: Valores dos parametros do sistema de equagdes diferenciais para o caso

critico.

Parametro Valor Unidade

- 5,7001 x 104 (dia?)

o 1,1258 x 10" (dia™?)

Cor 6,0000 X 10-! (copias/mL)

ko 8,9368 X 105 (dia~1(S/CO)™)
ko 1,1651 x 107° (dia='(células/mL)™)
ap 5,1378 x 107! (dia™!(pg/mL)™)
Bay 1,3548 x 10° (dia~!(copias/mL)™1)
Cap 7,2874 x 10° (copias/mL)

Cap2 9,2035 X 10° (copias/mL)

Sapm 1,8347 x 108 (dia™)

t 2,1700 x 10! (dia™?)

B 7,6477 x 10° (dia™!(células/mL)™1)
un 1,8671 x 10! (dia™!(células/mL)™?)
O 1,0954 x 107! (dia™)

Qg 4,8726 x 102 (dia~}(pg/mL)™)
Bix 3,4262 x 10°  (dia~!(pg/mL)~!(células/mL)™)
Tk 6,7469 x 1072 (dia™!(células/mL)™1t)
S 4,1096 x 10~ (dia~)

o 3,5800 X 102 (dia~?)

e 8,9800 x 10 (dia~!(c6pias/mL)™1)
Ty 1,2700 x 1078 (dia='(células/mL)™1)
Bps 6,0000 x 107 (dia™!(células/mL)™1t)
B 5,0000 x 106 (dia~! (células/mL)™")
Bom 1,0000 x 107° (dia~!(células/mL)™!)
Ops 2,5000 x 10° (dia™)

Sy 3,5000 x 10~ (dia?)

Vo 9,7500 x 104 (dia™?)

Tlpm1 8,1117 x 10° (dia™)

Tlom2 3,7965 x 10° (células/mL)

Tlps 4,0041 x 10*  (dia!(células/mL)~1(S/CO))
T 1,4197 x 10*  (dia~'(células/mL)~(S/CO))
5, 3,8668 X 10° (dia™?)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

ap0s o décimo dia, por um crescimento que déa sinais de estabiliza¢do por volta do

trigésimo quinto dia a partir do inicio da infec¢do. Ap6s o quinquagésimo dia, volta-

se a observar um crescimento da mediana da concentracdo. Quanto ao resultado do

modelo, pode-se perceber uma tendéncia de crescimento que, embora ndo corresponda

exatamente ao comportamento visto para a mediana dos dados, é qualitativamente
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similar, também apresentando magnitudes parecidas. Além disso, a curva se encontra
dentro da maior parte dos intervalos de confianga apresentados.

Figura 5.9: Gréfico da populagédo de células T CD4+ maduras ao longo do tempo para
0 caso critico.

Células T CD4+ maduras

—— Resultado do modelo

500000 Dados

400000 -

300000 A —_—

The (células/mL)
\

200000 - ~

100000 4

0 10 20 30 40 50 60
t (dias)

Fonte: Elaborada pela autora (2025).

Para as células T CD8+ maduras, os dados indicam, na Fig. 5.10, uma queda inicial
na mediana da concentragdo até o vigésimo dia ap6s o inicio da infec¢do, a partir do
qual ocorre um crescimento que aparenta comecar a se estabilizar apds o trigésimo dia.
Ap6s o quadragésimo quinto dia, o comportamento de crescimento dessa mediana é
retomado. O resultado obtido pelo modelo, embora apresente uma tendéncia geral de
crescimento da concentragdo das células a valores relativamente proximos da mediana,
ndo consegue capturar a queda inicial vista para os dados. Apesar disso, é possivel
observar que esse resultado se encontra dentro de grande parte dos intervalos de
confianga apresentados.

Para a populagdo de virus, assim como observado nas subsecdes 5.2.1 e 5.2.2, os
dados indicam uma queda considerdvel na média da concentracdo ao longo dos dias.
A Fig. 5.11 mostra que a curva gerada pela solucdo do modelo também apresenta um
comportamento de queda de concentracdo, embora leve um ndmero maior de dias
para atingir os niveis mais baixos alcancados pela média dos dados experimentais.

Vale observar que o resultado se encontra dentro da maior parte dos desvios-padrao
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Figura 5.10: Grafico da populacdo de células T CD8+ maduras ao longo do tempo para

0 caso critico.
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).
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Por fim, para os anticorpos, a Fig. 5.12 mostra, assim como visto nas subsegdes

5.2.1e5.2.2, que a mediana da populagdo presente nos dados da literatura possui uma

tendéncia de crescimento ao longo do tempo. No caso do resultado do modelo, o
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comportamento de crescimento é replicado, e a curva obtida se encontra dentro de

todos os intervalos de confianga utilizados.

Figura 5.12: Gréfico da populagdo de anticorpos ao longo do tempo para o caso critico.
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N
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Fonte: Elaborada pela autora (2025).

5.3 DISCUSSAO

Como notado anteriormente, os resultados apresentados para os trés cendrios se
encontram, de maneira geral, em concordancia com o que é observado na literatura.
Esta se¢do busca realizar mais andlises a respeito desses resultados, fazendo algumas
consideragdes com base na comparagdo entre os comportamentos das diferentes
populacdes para um mesmo cendrio. Ademais, sdo feitas comparagdes entre os
diferentes cendrios a fim de possivelmente depreender mais informacdes a respeito da
relacdo entre a severidade de um caso da doenga e 0os comportamentos das populagdes
destacadas neste capitulo. Por fim, sdo apontadas algumas das limitacdes do modelo
computacional utilizado.

Para os trés cendrios, observa-se que a concentracdo de células T CD4+ maduras
é maior que a concentragdo de células T CD8+ maduras ao longo de todo o intervalo

de tempo considerado, o que pode indicar uma tendéncia de maior proliferagdo de
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linfécitos T CD4+ durante a infecgdo. Os resultados obtidos também mostram que a
quantidade de anticorpos em cada caso cresce rapidamente até uma certa magnitude e,
em seguida, aparenta uma relativa estabilizacdo. Além disso, conforme as quantidades
de linfécitos T e de anticorpos aumentam, a populagdo de virus diminui, assim como
esperado de uma resposta imune, em geral.

Para o caso brando, os linfécitos T CD4+ e CD8+ maduros apresentam um
crescimento em concentracdo mais acentuado até o dia 30, quando a concentragdo de
virus se encontra em seu nivel mais baixo até entdo. A partir desse dia, o crescimento
nas concentragdes dos linfécitos passa a ter uma intensidade menor e a queda da
concentragdo do virus aparenta se intensificar, o que sugere que as quantidades de
linfécitos alcangadas sdo suficientes para uma eliminagdo viral eficiente.

No caso severo, embora os ritmos de crescimento de concentragdo dos dois tipos de
linfécitos considerados sejam diferentes, percebe-se que, préximo ao dia 30, ambas
as populagdes estdo em suas quantidades mais altas desde o inicio da infeccdo.
Em seguida, suas concentra¢des apresentam uma diminui¢do, também em ritmos
diferentes. Enquanto isso, a concentracdo de virus sofre uma queda que, apds o
trigésimo dia, ainda demora para chegar a um nivel parecido com o mais baixo
apresentado pela média dos dados logo antes desse mesmo dia. Essa situagdo pode
estar relacionada a queda da quantidade de linfécitos percebida no mesmo periodo,
visto que essas células sdo essenciais no processo de combate a uma infecgao.

Para o caso critico, o crescimento da concentragdo das células T CD4+ e CD8+
maduras ndo se da a niveis muito altos durante o intervalo de 60 dias apresentado.
Pode-se sugerir uma grande interferéncia desse comportamento na eliminacéo viral,
visto que a concentracdo de virus se mantém relativamente alta por vérios dias mesmo
durante a queda apresentada, que se acentua justamente durante o periodo em que as
quantidades de linfécitos T crescem aos seus maiores valores ilustrados, entre os dias
30 e 60 ap6s o inicio da infecgdo.

Finalmente, outra observacdo que pode ser feita a partir da comparacdo dos

7

resultados obtidos para os trés cendrios é sobre uma possivel correlacdo entre a
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severidade do caso de COVID-19 e as concentragdes de linfécitos T presentes no
organismo. De maneira geral, nota-se que tanto as concentragdes de células T CD4+
maduras quanto as de células T CD8+ maduras sdo maiores para casos de menor
severidade. Ou seja, os casos brandos apresentam concentragdes de linfécitos mais
altas que os casos severos, que, por sua vez, apresentam concentragdes mais altas que
os casos criticos. Por consequéncia, as concentragdes de virus aparentam ser mais altas
em casos de maior severidade, também demorando um tempo maior para atingir os

mesmos niveis mais baixos vistos em casos menos severos.

Limitac¢Oes

Observa-se que o modelo computacional utilizado neste trabalho apresenta algumas
limita¢Oes que sdo advindas das simplifica¢des adotadas e podem causar um impacto
nos resultados obtidos. Uma dessas simplificagdes estd relacionada a falta de variagdo
em parte dos conjuntos de dados experimentais utilizados. Isso pode ocasionar uma
distor¢do na caracterizagdo dos comportamentos das populagdes de acordo com os trés
cendrios, visto que, para diferentes conjuntos de dados relativos a linfécitos T CD4+ e
CD8+ maduros, sdo feitos ajustes considerando sempre uma mesma evolugao temporal
tanto para o virus quanto para os anticorpos.

Outras simplificagdes capazes de afetar os resultados numéricos podem ser
apontadas, como o fato de o modelo ndo considerar varidveis como idade e
comorbidade nas andlises, além de ndo levar em conta a populagdo de citocinas
(proteinas que sdo produzidas e secretadas por diferentes tipos de células, sendo
responsdveis pela mediagdo de reagdes imunes e inflamatoérias (Abbas et al., 2021)). Uma
condicdo inflamatéria sistémica potencialmente fatal, conhecida como tempestade de
citocinas, ocorre devido a secrecdo de grandes quantidades de citocinas inflamatérias
por células imunes, estando associada a infec¢des pelo SARS-CoV-2 (Abbas et al., 2021).
Dessa forma, o modelo utilizado nédo captura o efeito que a tempestade de citocinas

pode ter em casos de maior severidade da doenga.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou um modelo computacional para simular a resposta do sistema
imune humano ao coronavirus SARS-CoV-2, tomando como base o modelo visto
em Xavier et al. (2021). Sua validagdo foi feita utilizando dados provenientes de
diferentes artigos, que ilustravam o comportamento das populacdes de células T
CD4+ maduras, células T CD8+ maduras, virus e anticorpos ao longo do tempo
durante uma infecgdo por COVID-19. Os dados experimentais relativos aos linfécitos
T foram divididos em trés cendrios diferentes, correspondendo a niveis de severidade
de casos da doenga distintos: brando, severo e critico. Essa mesma divisdo em trés
cendrios foi adotada para os experimentos computacionais realizados, mantendo, em
todas as situagdes, os mesmos conjuntos de dados para as populacdes de virus e de
anticorpos. Foram aplicadas a técnica de evolugdo diferencial no ajuste de valores
de pardmetros e a classe de métodos numéricos BDF na resolucdo do sistema de
equagdes diferenciais. Sendo assim, para cada um dos cendrios, foram gerados graficos
mostrando a evolucdo temporal dos resultados numéricos para as quatro populagdes
citadas, visando reproduzir a partir do modelo os comportamentos vistos na literatura.

Observa-se que, para o primeiro cendrio apresentado, referente ao caso brando,
os resultados obtidos foram bastante condizentes com o que os dados experimentais
das quatro populages ilustram, possuindo comportamentos muito préximos ao da
mediana exibida para os linfécitos T, principalmente. Quanto ao segundo cenério,
referente ao caso severo, também sdo obtidos resultados concordantes para as
populagdes de virus e anticorpos, destacando-se, além disso, a boa aproximacgao obtida
para as células T CD4+ maduras. Entretanto, em relacdo a populagdo de células T
CD8+ maduras, nota-se uma dificuldade do resultado em reproduzir mais de perto o
comportamento da mediana.

Por fim, para o terceiro cendrio, referente ao caso critico, percebe-se que resultados
mais congruentes com o que os dados experimentais exibem sdo vistos para as células T
CD4+ maduras e para os anticorpos. Ja para as células T CD8+ maduras e para o virus,

sdo notadas discrepancias maiores em relacdo ao comportamento visto na literatura.
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O resultado para os linfécitos T CD8+ ndo é capaz de reproduzir o comportamento
dos dados de maneira mais rigorosa, principalmente no seu inicio. O resultado para
a populagdo de virus, por sua vez, diferencia-se mais do que é visto para os dados na
metade final do intervalo considerado, embora replique o comportamento de queda
esperado.

Apesar das diferengas observadas nos resultados obtidos para os trés cendrios,
pode-se perceber que todas as curvas se encontram dentro de pelo menos grande parte
dos intervalos de confianga (ou desvios-padrado) relacionados aos dados. Sendo assim,
o modelo computacional utilizado foi capaz de gerar resultados que expressam, para
as populagdes consideradas e para os niveis de severidade distintos, comportamentos
qualitativos que, de maneira geral, estdo de acordo com o que é exibido pelos dados da

literatura, tal como pretendido.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Os dados experimentais utilizados neste trabalho, como observado anteriormente,
s6 foram divididos em trés cendrios para as populagdes de células T CD4+ e CD8+
maduras. Dessa forma, sugere-se, para trabalhos futuros, utilizar conjuntos de dados
separados de acordo com os diferentes cendrios para todas as populacdes consideradas,
bem como uma quantidade maior de dados. Além disso, com o intuito de melhorar os
resultados dos ajustes, podem ser aplicadas as técnicas de quantificacdo de incertezas
e de andlise de sensibilidade para investigar mais a fundo a influéncia dos valores
dos parametros do sistema nos resultados numéricos que sdo obtidos pelo modelo

computacional.
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