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RESUMO

Na presente dissertacao, exploraremos a relacao existente entre o conjunto
dos funcionais lineares multiplicativos nao nulos (o espectro), e o conjunto dos
ideais maximais em algebras de Banach com unidade. Dada uma algebra de Banach
comutativa e com unidade A, construiremos a teoria necessaria para demonstrar
que existe uma bijecao entre o espectro e o conjunto dos ideais maximais de A.
Além disso, apresentaremos um exemplo de uma &algebra de Banach com unidade
nao comutativa, onde nao ha tal bijecao - na verdade provaremos que seu espectro é
de fato vazio. Por outro lado, verificaremos que a algebra das matrizes triangulares
superiores UT,,(A) (com entradas em A) possui a propriedade da bije¢do mesmo

sendo uma algebra de Banach com unidade nao comutativa.

Palavras-chave: Algebra de Banach ndo Comutativa. Homomorfismo Com-

plexo. Espectro. Ideal Maximal.



ABSTRACT

In the present dissertation we will explore the relationship between the set
of non-zero multiplicative linear functionals (the spectrum), and the set of maximal
ideals in a unital Banach algebra. For a given commutative unital Banach algebra
A, we will construct the basic foundation in order to demonstrate that there is a
bijection between the spectrum and the set of all maximal ideals of A. Furthermore,
we will present an example of a unital non-commutative Banach algebra, where
such bijection does not exist - in fact we will prove that its spectrum is actually
empty. On the other hand, we will show that the algebra of all upper triangular
matrices UT,,(A) (with entries in .A) possesses the bijection property even though

it is a non-commutative Banach algebra.

Keywords: Non-commutative Banach Algebra. Complex Homomorphism.

Spectrum. Maximal Ideial.
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1 INTRODUCAO

Uma algebra associativa, é um espago vetorial A dotado de um produto
associativo. Ao adicionar a essa estrutura uma norma que induz uma métrica
completa neste espago, obtemos uma algebra de Banach sempre que tal norma
satisfaz a desigualdade [|ab|| < ||a|| - ||b]| para todo a,b € A - condigdo esta que

nos garante a continuidade do produto.

O termo algebra de Banach foi introduzido por Ambrose em 1945, inspirado
pelas contribui¢oes de Banach no estudo de espagos métricos completos. Banach
nunca chegou a estudar essa estrutura. Sua influéncia é justificada, visto que, apés
sua tese (1920), matematicos como von Neumann (1929), Nagumo e Yosida (1936),
comecaram a adicionar certas estruturas algébricas aos espacos normados, métricos
e métricos completos, respectivamente. Esses trabalhos ndao desenvolveram uma
teoria geral. Entretanto, Gelfand, em sua tese de 1938, criou a teoria moderna de
algebras de Banach comutativas. Para mais informagdes historicas sobre a area de
Anélise Funcional, em particular na drea de Algebra de Banach, recomendamos o
livro (1).

As algebras de Banach aparecem naturalmente dentro da analise funcional.
Por exemplo, dado um espaco de Banach B, podemos citar como exemplos de
algebra de Banach o espago dos operadores lineares continuos em B e o espago dos
operadores lineares compactos em B. Assim, as algebras de Banach estabelecem-se
como uma area que relaciona conceitos algébricos e analiticos, proporcionando um

novo ponto de vista sobre objetos ja bem conhecidos.

Nesta dissertacao, nao assumiremos que o leitor tenha um conhecimento
muito profundo dentro da teoria da analise funcional ou da teoria de algebra. No
entanto, alguns conceitos se tornam mais claros quando ha uma maior familiaridade
com essas areas, tendo em vista que ao longo deste trabalho exploraremos espagos
vetoriais munidos com diferentes normas, juntamente com uma estrutura algébrica

de anel. O trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No segundo capitulo, construiremos a teoria necessaria das Algebra de
Banach para estabelecer um dos resultados principais deste trabalho. Este capitulo

sera dividido em sec¢oes que correspondem as secoes 1, 2, 3, 5, 9, 16, 24 e 25 do
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livro (2). Nao desenvolveremos todo material ali presente, apenas o necessario.
Portanto, indicamos a fonte para eventuais esclarecimentos ou aprofundamentos
(para uma versao mais explicativa ver também (3)). Um dos principais resultados
desse trabalho encontra-se abaixo (Teorema 3.4) e este resultado serd o ponto de

partida para a discussao que vira em seguida no terceiro capitulo:

'Seja A uma dlgebra de Banach complexa comutativa e com unidade. Entao,
existe uma bijecao entre o conjunto formado pelos ideais mazimais de A e o conjunto

dos funcionais lineares multiplicativos (nao nulos) de A."

Este deriva de maneira bastante natural do Teorema de Gelfand-Mazur,
embora Gelfand nao o tenha enunciado, aparecem resultados relacionados em seu
trabalho(ver (1) p.141).

Uma pergunta natural que surge a partir desse resultado é se essa bijecao
ainda existe quando retiramos a hipétese de comutatividade da algebra. Veremos,
no terceiro capitulo que, em geral, nao podemos garantir tal propriedade. Nele,
serd demonstrado que existem algebras de Banach cujo conjunto dos funcionais
lineares multiplicativos (ndo nulos) é vazio (segue do Teorema 2.5.11 de (4)). Dali,
combinando com a observacao de que, em algebras de Banach com unidade, o

conjunto dos ideais maximais ¢ nao vazio, podemos ver que nao existira tal bijecao.

No quarto e ultimo capitulo, exploraremos o artigo (5). Veremos que
existe uma algebra de Banach nao comutativa que possui a propriedade da bijecao

supracitada.
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PRELIMINARES

Este capitulo tem como objetivo estabelecer a base tedrica necessaria para

a demonstragdo e compreensao do seguinte resultado fundamental (Teorema 3.4).

'Seja A uma dlgebra de Banach comutativa e com unidade. FEntao,
existe uma bijecdo entre os ideais mazrimais de A e os funcionais lineares

multiplicativos de A."

A partir desse resultado surge, de uma forma bem natural, a seguinte

questao: Sera que existe uma bijecao aniloga quando consideramos uma

algebra de Banach com unidade, mas nao necessariamente comutativa?

Esse problema serd investigada nos capitulos seguintes, onde exploraremos as

implicacoes dessa relagao no contexto de algebras de Banach nao comutativas,

analisando os casos em que a propriedade de bijecao é preservada ou falha.

Para atingir o objetivo deste capitulo, o mesmo sera dividido em seis se¢oes

principais:

1. Conceitos basicos: Introduziremos os conceitos fundamentais de algebra,

destacando como ela une as estruturas de espago vetorial e anel. Também
discutiremos a adaptacao de conceitos bem estabelecidos, como norma e

homomorfismo, ao contexto das algebras.

Propriedades do produto: Examinaremos as caracteristicas do produto
em uma algebra, como a existéncia de um elemento unidade. Também
definiremos o que significa um elemento ser invertivel, preparagao essencial

para introduzir o espectro de um elemento na Secao 4.

Unitizacao de algebras: Como algebras com unidade possuem proprieda-
des bastante tteis, apresentaremos um método para unitizar algebras que

originalmente nao possuem elemento unidade.

O espectro de um elemento: Exploraremos a defini¢cao e as propriedades

do espectro de um elemento em uma algebra de Banach.
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5. Ideais e algebra quociente: Definiremos o conceito de ideais e apresenta-

remos a construcao de algebras quociente.

6. Funcionais lineares multiplicativos e demonstracao do Teorema
3.4: Finalizaremos o capitulo definindo funcionais lineares multiplicativos e
apresentando a demonstragao do Teorema 3.4, concluindo assim o objetivo

proposto.

Essa organizagao visa nao apenas facilitar a compreensao do resultado
principal, mas também fornecer uma visao estruturada dos conceitos fundamentais
que sustentam as algebras de Banach, preparando o terreno para as discussoes

mais aprofundadas dos capitulos subsequentes.

2.1 Algebras Normadas

Iniciaremos esta secao com a definicao de algebras e suas propriedades
fundamentais, destacando como essa estrutura combina elementos de espacos
vetoriais e anéis. Em seguida, abordaremos a extensao do conceito de norma para
algebras, ajustando a definicao usual para contemplar o produto algébrico. Além
disso, introduziremos a definicdo de homomorfismos entre algebras, conceito este
que une a linearidade caracteristica de espacos vetoriais ao conceito algébrico de
homomorfismo de anéis, preservando o produto. Para facilitar a compreensao,
apresentaremos exemplos concretos dessas estruturas, ilustrando as defini¢oes e

reforgando os conceitos discutidos.

Neste texto, quando nao especificado, F sera o corpo dos niimeros reais ou

o corpo dos niimeros complexos.

Definigao 2.1. Uma algebra A sobre o corpo F (ou simplesmente uma [F-algebra)

¢ um espago vetorial (A,+,0) munido com uma aplicacdo bilinear

M AxA — A
(z,y) + xy

satisfazendo para todo x,y,z € A, e a, f € F as seguintes condigoes:
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1. Associatividade: z(yz) = (zy)z;

2. Compatibilidade dos produtos: (ax)y = a(zy) = x(ay). Equivalentemente
(af)(zy) = (ax)(By).

Neste caso, escrevemos A = (A, +, ), onde xy = x-y = M (z,y) para todo z,y € A.
Chamamos a aplicacdo M definida acima de produto da dlgebra A. Além disso,

dizemos que A é uma algebra comutativa quando temos satisfeita a condi¢ao
3. xy = yx para todo z,y € A.

Caso contrario dizemos que A é nao comutativa.
Uma algebra sobre o corpo R ¢é dita uma algebra real e, sobre o corpo C,

uma algebra complexa.

Notagao 2.2. Seja # o vetor nulo de uma élgebra A sobre F e 0 o elemento nulo
de F. Por 0z = 6, temos que dado z € A,

xf = x(00) = 0(xf) = 6.
Analogamente, fz = 0. Assim, denotaremos ambos, o vetor nulo e o zero, por 0.
Definicao 2.3. Sejam X um conjunto, V um espaco vetorial sobre F, a um

elemento de F e f, g aplicacoes de X em V. Existe uma definicao natural da soma

(f + g) e do produto por escalar af como aplicagoes de X em V dadas por:
(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(af)(x) = a(f(z))

para qualquer x € X. Essas aplicacoes sao chamadas de adigdo pontual e

multiplicacao por escalar pontual, respectivamente. Além disso, se V' é uma

F-algebra podemos definir o produto pontual (fg)(x) da seguinte maneira:
(f9)(x) = f(x)g().

A seguir apresentaremos alguns exemplos de algebras. Em particular,
veremos que o conjunto das matrizes m X m com entradas em uma algebra A

também é uma dlgebra (esta tltima serd mais explorada no terceiro capitulo deste
trabalho).
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Exemplo 2.4. Sejam U,V espacos vetoriais sobre o corpo F. Denotaremos por
L(U,V) o conjunto de todas as aplicagoes lineares de U em V, com a adi¢ao e
multiplica¢do por escalar pontuais. Pela Definigao 2.3, vemos que L(U,V') é um
espago vetorial. Em particular, L(U, V) é uma algebra com o produto pontual

sempre que V for uma algebra.

Exemplo 2.5. Seja A uma F-algebra. Entao A™ (a soma direta de m cépias
de A) é uma F-algebra quando equipada com a soma, multiplicagdo por escalar,
e produto coordenada a coordenada. Mais precisamente, para todo a € F e
(@1, .. am), (b1, ..., by) € A™, temos

a-(ay,...,ay) = (qay, ..., aan);
(al,...,&m)-(bl,...bm)
(al,...,am)—l—(bl,...bm)

(al-bl,...,am-bm);

(a1+b1,...,am+bm).

Exemplo 2.6. Seja V um espago vetorial sobre F. Vimos que L(V,V) com as
operagoes pontuais de soma e multiplicacao por escalar é um espago vetorial.
Afirmamos que L(V, V), com o produto definido pela composi¢ao de fungdes, é
uma algebra, que serd denotada por L(V'). De fato, s6 precisamos provar que a
composigao o é um produto em L(V'). Sejam f, g, h aplicagdes em L(V'). Lembre-se
que a composicao é definida por (f o g)(z) = f(g(x)) para todo x € V. Notemos
para todo f,g,h € L(V):

1. fo(goh)=/(fog)oh,pois a composi¢ao de fungdes é associativa.
2. fo(g+h)= fog+ foh, pois para todo = € V temos

[f o (g +h)l(x) = fl(g + h)(x)] = flg(x) + h(x)) = f(g9(x)) + f(h(z))
=[(fog)(a) + (foh)(x)=[(fog)+(foh)z)

Na terceira igualdade acima, usamos que f € linear, provando o afirmado.

3. (f+g)oh= foh+ goh, uma vez que

[(f +9) e hl(z) = (f + g)(h(x)) = f(h(z)) + g(h(x))
= (foh)(x) +(goh)(x) =[(foh)+(goh)l(z), VzecV.
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4. Dado a € F, (af)og = a(fog) = fo(ag), pois valem as seguintes igualdades

[(af) 0 gl(x) = (af)(g(x)) = alf(9(x))] = a[(f o g)(x)] = [a(f 0 g)I(=),
[(af) 0 gl(x) = (af)(9(x)) = alf(9(x))] = flag(x)) = [f o (ag)l(x),  VzeV.

Exemplo 2.7. Seja A uma algebra. Verificaremos que é possivel tornar o conjunto
das matrizes m x m com entradas em 4 em uma &lgebra e denotaremos tal algebra
por M,,(A). De fato, dados a € F e A = (a;;), B = (bi;) € M(A), definimos as

seguintes operagoes em M,,(A):

(A + B) = (ai; + by),

aA = (aa;;) e

AB = (ZL‘Z‘]‘), onde T = Z aikbk]‘.
k=1

E imediato verificar que M,,(.A) é uma &lgebra com as operagoes acima - compare

com o Exemplo 2.40.

Lembremos que uma aplicagao linear entre dois espacos vetoriais é uma
aplicagao que preserva as operagoes de adicao e multiplicagao por escalar. De modo
analogo, um homomorfismo de anéis preserva também as duas operagoes deste
objeto, a adicao e o produto. J& em uma algebra, contamos com as operagoes de
adicao, multiplicagao por escalar e o produto da algebra. Por esta razao, estamos
interessados em definir aplicagbes que preservam tais operagoes. Segue entao a

seguinte defini¢ao:

Definicao 2.8. Sejam A e B duas F-dlgebras. Um homomorfismo ¢ : A — B
¢ uma aplicagao linear tal que para todo z,y € A, temos ¢(zy) = ¢(z)¢p(y). Um
isomorfismo de A em B é um homomorfismo bijetivo de A em B. Quando existe

tal isomorfismo, dizemos que as algebras A e B sao isomorfas.

Agora definiremos o conceito de subalgebra e verificaremos que a imagem

de um homomorfismo de algebras ¢ : A — B ¢é de fato uma subdlgebra.
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Definicao 2.9. Seja A uma F-algebra. Um subsemigrupo de A é um subconjunto
S C A tal que se x,y € S entao xy € S. Uma subédlgebra de A é um subespaco

vetorial de A que também é um subsemigrupo de A.

Observacao 2.10. Uma subalgebra B de uma algebra A é ela mesma uma algebra

sobre o mesmo corpo e com o produto sendo a restricdo a B x B do produto em A.

Proposicao 2.11. Sejam A e B duas F-dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo
de dlgebras. Entao, ¢(A) é uma subdlgebra de B.

Demonstracio. Sabemos que a imagem de uma aplicagao linear é um subespaco
vetorial do contradominio. Além disso, temos que dados y1,y2 € ¢(A) quaisquer,

existem xq,x9 € A tais que ¢(x1) = y; e ¢(x2) = yo. Logo

Y1+ Y2 = ¢(z1)9(x2) = @21 - 2) € 9(A),
pois ¢ é multiplicativo. Com isso, concluimos que ¢(.A) é uma subélgebra de B. [

Quando estudamos espagos vetoriais, um importante conceito é o de norma.
Em um espago vetorial normado podemos introduzir uma métrica (Veja Observagao
2.15 para um melhor entendimento em como definir tal métrica - note que a
defini¢do apresentada funciona para qualquer espago vetorial normado). A topologia
induzida por esta métrica fornece algumas propriedades interessantes, tais como a
continuidade das operacoes de soma e multiplicacao por escalar, propriedades estas
que sdo chaves na obtencao de alguns resultados. Veremos a seguir como podemos
expandir o conceito de norma para algebras de forma a garantir que o produto da

algebra seja uma operacao continua.

Definicdo 2.12. Sejam V' um espago vetorial, A uma algebra (ambos sobre F).
Uma seminorma em V' é uma aplicacao p : V — R tal que, para todo x,y € V e

a € F, temos:
« p(z) 2 0;
« plax) = |o|p(z);

e p(x+y) <plx)+ply).
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Uma norma em V' é uma semi-norma p em V que satisfaz a seguinte condicgao:
e Se p(x) =0 entao x = 0.

Uma norma-algebra (respectivamente, dlgebra semi-norma) em A é uma

norma (respectivamente, semi-norma) p em 4 tal que, para todo z,y € A temos:

o p(xy) < p(z)py).

Agora, estamos em posicao de definir o que é uma algebra normada completa.

Para isso adotaremos a definicao de completude utilizada em espacgos normados.

Definigao 2.13. Seja A uma F-algebra. Uma dlgebra normada é um par (A, p)
onde A é uma algebra e p é uma norma-algebra em A. Uma algebra normada
completa (ou algebra de Banach) é uma dlgebra normada (.4, p) tal que o espago

vetorial normado A com a norma p é completo, isto é, A é um espaco de Banach.

Notagao 2.14. Denotaremos a norma p por ||.|| e a dlgebra normada (A, |.||) por

A.

Observagao 2.15. Uma algebra normada A torna-se um espago métrico com
a fungdo d(z,y) = ||z — y|| como métrica (z,y € A). Em particular, A é um
espago topologico, onde a topologia ¢ induzida pela métrica d. Munido desta
métrica e, sendo || - || uma norma algebra, temos a continuidade das trés operagoes
béasicas da algebra: Soma vetorial, multiplicagdo por escalar e o produto da algebra
(Veja Proposigdo 2.34) em termos mais precisos A é uma algebra topoldgica.
Portanto, além do conceito de isometria para espagos vetoriais normados, também
podemos trabalhar com os conceitos de isomorfismo topoldgico ao lidar com algebras
normadas. No que segue sempre entendemos que a topologia de uma certa algebra
normada A serd a topologia induzida pela métrica d acima - vale a pena destacar
que o mesmo entendimento vale para o corpo de escalares F uma vez que F é uma
algebra normada sobre si mesma. Para mais detalhes sobre a topologia induzida
por uma métrica veja (6, p. 119). Nesta referéncia também encontramos mais

sobre a teoria de espacgos métricos e espagos topologicos.
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Definicao 2.16. Sejam A, B édlgebras normadas e T : A — B um isomorfismo
de algebras. Dizemos que T é um isomorfismo topolégico quando 7" é um
homeomorfismo do espaco topolégico A no espaco topoldgico B. Analogamente,
dizemos que T' ¢ um isomorfismo isométrico quando 7" é uma aplicacao isométrica
do espago métrico A no espago métrico B, isto é, dados z,y € A, temos a igualdade
|T(x) — T(y)|| = ||[(x —y)|| (pela linearidade de T, esta tltima identidade é
equivalente a ||T'(x)|| = ||z|| para todo z € A.). Notemos que todo isomorfismo
isométrico é um isomorfismo topoldgico. Para mais informagcoes sobre isomorfismos

topoldgicos veja (6, p.105).

Notacgao 2.17. Sejam U,V espagos vetoriais normados sobre o mesmo corpo F.
Denotamos por B(U, V') o subespago vetorial de L(U, V') (Veja exemplo 2.4) formado
pelas aplicagoes lineares e limitadas (portanto continuas) de U em V. Lembremos
que uma aplicacao linear 7' : U — V é limitada quando ||T|| = sup{||Tz|| : = €
Vi llal| < 1} < oo (veja (7, p.97)).

Agora, vejamos alguns exemplos de dlgebras de Banach.

Exemplo 2.18. Seja V um espago vetorial normado. Mostraremos que B(V) =
B(V,V) com a soma e multiplicacdo por escalar pontuais e com a composigao de

fungoes como produto, é uma algebra normada, onde a norma (norma de operador)
em B(V) é dada por

||T|| = sup{||Tz|| : x € V,||z|]| <1} paracada T € B(V).

Os elementos de B(V') sao chamados de operadores lineares limitados em V. No
caso que V' é completo temos que B(V') é uma &dlgebra de Banach, pois B(V) é
completo (veja (7, p.118)).

Claramente, (T'+ S),aT, (T o S) € B(S) para todo T, S € B(V) e a € F.
Dai, vemos que B(V) é uma subalgebra de L(V) (Veja Exemplo 2.6). Agora
mostraremos que |[(7 o S)|| < ||T|| - |||S|| para todo T,S € B(V). Usando a

continuidade de T, S, temos para cada x € V, o seguinte

(T o SY@)| = TSI < T - 1S @) < [T - [IS]] - []]]-
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Dali, para € V tal que ||z|| < 1 vale
(T o S) (@)l < |IT] - [I51]-
Portanto,
T o S| = sup{[|(T" o S)(x)[ - & € V. ||z|] < 1} < [[T'] - [[S]]-

Concluimos que ||T o S|| < ||T|- || S]]

Por tltimo, é bem conhecido o fato que se V' é completo, entao B(V') é

completo. Logo, se V' é completo, entdo B(V') é uma dlgebra de Banach.

Exemplo 2.19. Sejam A, ..., A, algebras sobre o corpo F. O produto cartesiano

P=A x---x A, é uma algebra quando equipado com as operagoes

a-(x1,...,x,) = (axq,...,0x,)

(1, s xn)  (Y1y - Yn) = (T1 - Y1, -+ o, T Yn)

(X1, xn) + (Y1y - Yn) = (T1+ Y1, -+, T+ Yn),
onde (x1,...,2n), (Y1, ..., Yn) € P e @ € F (compare com o Exemplo 2.5).

No que segue, assumiremos que cada A; é uma algebra normada e por

simplicidade de notacao, a norma de cada algebra A; com o mesmo simbolo || - ||.

Seja [[(z1, ..., Tn)||oo = max{||x1||, ..., ||zn||}. Sabemos que o produto cartesiano
(P, 1] - |lso) € um espaco de Banach se, e somente se, cada (A;, ||+ |]) é um espago
de Banach. Agora, suponhamos que cada (A;, || - ||) ¢ uma algebra de Banach.

Mostraremos que ||(z1, ..., Z5)||c ¢ uma norma-élgebra, portanto P serd uma

algebra de Banach. De fato,

H(wla "'7$n><y17 7yn>Hoo = H<$1y17 7xnyn>Hoo = maX{HmlylHa (X3} HxnynH}

Como cada A; é uma édlgebra de Banach com a norma || - ||, temos que ||z;y;|| <

l|zi|| - |lys|| para todo i = 1,...,n. Assim

||(I17 "'7mn)<y17 7yn)||00 = maX{HmlylH? S R) ||xnyn||} <

< max{][z[[-[[gall, s [[zal|-lynl[} < max{[[za]], ., [[za][}-max{{|y ], - [lyal[} =

= 11, e @)oo - (1o yn)lloo-
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Observagao 2.20. Seja (V, || -||) um espago de Banach. Dai, o produto cartesiano
(VP =V x--+x V]| ||l) é um espago vetorial completo. Portanto, pelo Exemplo

2.18, temos que B(V"™) é uma &lgebra de Banach.

Antes de apresentarmos o préximo exemplo que sera importante para a

demonstracao da Proposi¢ao 2.56, precisamos introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.21. Sejam X um conjunto nao vazio e V' um espago vetorial normado
sobre F. Uma aplicagdo f de X em V ¢é dita aplicagao limitada quando {||f(z)|| :
x € X} é um conjunto de nimeros reais limitado. Denotaremos por [*°(X, V) o
espaco vetorial normado formado por todas as aplicagoes limitadas de X em V

com a adi¢ao pontual, a multiplicacao por escalar pontual e a norma uniforme.

Dada f € [*°(X, V), a norma uniforme || f||« é definida da seguinte maneira:

1 flloe = sup{[|f(z)I| : € X}.

Exemplo 2.22. Sejam X um conjunto nao vazio e V' um espacgo vetorial normado.
Mostraremos agora que se V' é um espago de Banach, entao [*°(X, V) também é
um espago de Banach. Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy em [*(X, V). Dal, para
cada € > 0 fixado, existe n(e) € N tal que para cada n, m > n(e) temos a seguinte

estimativa (para todo z € X)
|(fo = ) @) < sup{|[(fn = f) @] : @ € X} = || fo = finlloo <& (21)

Portanto, (f.(z)), ¢ uma sequéncia de Cauchy em V para cada x € X
fixado. Por V' ser completo, existe v, € V tal que lim,, o, f,(z) = v,. Definamos
f:X — V onde f(x) =v,. Verificaremos que f € [*(X,V) e lim, o f, = f. De
fato, pela desigualdade 2.1, ao fixar m > n(e) e fazer n — oo, temos para todo
x€ X em>nle)

1f(z) = fm(@)| <&

Como f,, é limitada, segue que f também serd pois || f(z)|| < €+ || fm(x)|]. Além

disso, segue que

|f = fmlloo = sup{|[f () = fn(2)[[ | © € X} <,

concluindo a convergéncia lim, ., f, = f.
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Agora, suponhamos que V seja uma algebra normada. Afirmamos que

[*°(X, V) se torna uma &lgebra normada com o produto pontual. De fato, como

gl = [1f @)g(@)[| <A@ - [lg@@)]] < {1 Flse - [lglloo,

temos
1/ 9lloc = sup{|[fg(2)]| : € X} < || f]lo0 - [|9]loc-

Exemplo 2.23. Seja X um conjunto aberto e nao vazio contido em C (conjunto
dos ntimeros complexos). Denotaremos por P(X) a élgebra de todas as fungdes
polinomiais complexas em X, isto é, fungbes definidas em X da forma p(z) =
ag + a1x + - -+ + a,z”, onde a; € C para todoi € 1,..,n e n € N. Além disso,

denotaremos por R(X) a dlgebra das fungoes racionais em X sem poélos em X

R(X) = {z :p,q € P(X) e g(a) # 0 para todo a € X}.

2.2 Inversas

Nesta secao, dada uma F-dlgebra A, definiremos o conceito de unidade
com rela¢ao ao produto de A e, em seguida, exploraremos as propriedades que
decorrem a partir de sua existéncia no caso em que A é uma &algebra normada.
Mostraremos que o conjunto dos elementos invertiveis desta algebra formam um
grupo (topologico). Em seguida, introduziremos o conceito de raio espectral de um
elemento da algebra e demonstraremos que, se o raio espectral de um elemento for
menor que 1, entao esse elemento é invertivel. Concluiremos a secao mostrando
que, se A for uma dlgebra de Banach com unidade, a algebra de matrizes M,,(.A)

pode ser interpretada como uma subéalgebra (Banach) com unidade de B(.A™).

Definicao 2.24. Seja A uma F-algebra. Dizemos que um elemento 14 € A é uma
identidade (ou unidade) de A quando 14 # 0 e 142 = z14 = x para todo z € A.
Neste caso, dizemos que A é uma F-algebra com unidade ou uma F-algebra
unitaria. Além disso, se B é uma subdlgebra de A = (A, +,+,14) contendo 14

dizemos que B é uma subalgebra unitaria.

Observagao 2.25. Seja A uma F-algebra unitaria.
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e A tem no maximo uma unidade. De fato, se 14 e 4 sdo unidades de A,

entao 1A:1AIA:[A-

e Se a € F, podemos fazer a seguinte identificagdo: a(ly) = « como um

elemento de A. Em particular, 1(14) = 1.

o Seja (A, | -|) uma algebra normada unitaria. Podemos munir A com uma
norma algebra ||-||.« que é equivalente a ||-|| e que satisfaz a condigao ||1 4]/« = 1.

Por esta razao, convencionaremos que ||14|| =1 (veja (2, p. 19) Corolario 4).

Definicao 2.26. Sejam A uma F-algebra unitaria e z € A. Um inverso a
esquerda de r é um elemento y € A tal que y -z = 14. Analogamente, um
inverso a direita de x é um elemento z € A tal que z -z = 14. Um inverso de x
¢ um elemento w = 2~ ! que é simultaneamente um inverso a direita e & esquerda
de . No caso que x possui um inverso, dizemos que x é um elemento invertivel
(ou regular). Os elementos que nao sdo invertiveis sao chamados singulares.
O conjunto formado pelos elementos invertiveis de A serd denotado por Inv(.A),

enquanto o conjunto formado pelos elementos singulares de A sera representado

por Sing(A).

Observagao 2.27. Seja A = (A, +, ) uma F-dlgebra unitaria.

e O conjunto (Inv(A),+) é um grupo com respeito ao produto de A.

o Agora, suponhamos que = € A seja um elemento que possui uma inversa a
direita z e uma inversa a esquerda y. Entao y = 2z e portanto x é invertivel.
De fato,

y:y.lA:y.(x‘Z):(y.aj).zzlA.zzz

De maneira analoga, podemos mostrar que o inverso é tnico.
o Um ponto a se notar é que inversas laterais nao sao necessariamente tnicas.
« Convencionaremos que dado 0 # x € A, temos 2° = 14.

Observagao 2.28. Sejam A uma F-algebra unitaria e x € A. Se = € Inv(A)
entdo ax € Inv(A) para todo o € F\ {0}. Em particular, se x € Sing(A) entdo
ax € Sing(.A) para todo a € F.
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A seguir apresentaremos uma maneira de obter subdlgebras comutativas

em uma algebra nao comutativa.

Definicao 2.29. Sejam 4 uma F-algebra e X um subconjunto de A. O comutante
de X é o subconjunto X¢ de A dado por

X% ={y e A:yxr =y, para todoz € X}.

O conjunto (X)¢ sera indicado por X“ e é conhecido como o segundo comu-
tante de X.

Observagao 2.30. Sejam A e X como na defini¢ao anterior. Afirmamos que o
conjunto X¢ é uma subélgebra de A. Inicialmente, mostraremos que X¢ ¢ um

subespaco vetorial . Dados =,y € X e o € F, temos para cada z € X:
(x+ay)z=xz+ (ay)z = 22+ a(yz) = zx + a(zy) = 2z + 2(ay) = z2(x + ay).

Portanto, (x+ay) € X©. Logo, X¢ é um subespaco vetorial . Agora basta verificar

que X¢ é fechado com relacdo ao produto. Notemos que:

(zy)z = 2(yz) = 2(2y) = (z2)y = (22)y = 2(2Y).

Dai, zy € X¢.

Em particular, para cada z € A, o conjunto {x}¢“ é uma subalgebra
comutativa contendo x. O fato de ser subalgebra segue do paragrafo anterior.
Verifiquemos entdo a comutatividade de {z}““. De fato, claramente z € {z}“°.
Agora, sejam, y,z € {2}, Como z € {x}%, temos yz = zy. Logo y € {x}°.
Além disso, como 2 € {2}, temos yz = zy como querfamos demonstrar.

Dessa maneira, uma F-algebra nao comutativa A contém subalgebras comu-

tativas que sdo dadas por {z}¢C, onde x € A.

Proposigao 2.31. Sejam A uma F-dlgebra unitdria e v € Inv(A). Entdo z71 €

{z}°C,

Demonstragio. Seja y € {x}¢. Por definigao zy = yx. Multiplicando por x~! os

dois lados da igualdade anterior, chegamos na seguinte relagao

o ay)r ™t =27 (yx)a
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Equivalentemente,

Logo 27t € {x}°¢. O

Na sequéncia, mostraremos que o conjunto dos elementos invertiveis de uma

F-algebra normada unitaria (Inv(.4)) é um grupo topolégico.

Definigao 2.32. Um grupo topolégico G = (G,-,7) é um espago topoldgico
(G,7) onde a aplicagao produto : G x G — G, (z,y) — zy e aplicagdo inversa
:G — G, x — 27! sdo continuas. Neste caso, G x G estd munido com a topologia

produto (Veja (6, p. 86) para mais detalhes sobre a topologia produto).

Observagao 2.33. Seja A uma élgebra normada. Vimos no Exemplo 2.19 que

(A X Al ]|), ¢ uma dlgebra normada, onde

(@, )l = [I(2, y)lleo = max{][z[], ly][}-

No restante deste trabalho, sempre assumiremos que A x A estd equipado com
esta norma e é bem conhecido que a topologia gerada pela norma || - || coincide
com a topologia produto. No caso que A é unitéria, consideraremos Inv(A) com a

topologia induzida pela norma de A.

Proposicao 2.34. Seja A uma dlgebra normada. O produto em uma dlgebra
normada A é uma aplicagio continua de A x A em A, onde A x A estd munido

com a topologia produto.

Demonstrag¢io. Sejam ¢ > 0 e (z,w) € A x A. Mostraremos que existe 6 > 0 tal

que para (z,y) em A com ||(z,y) — (z,w)|| < 9, temos ||zy — zw|| < . Notemos

lzy — zw[| = [|(z = 2)(y — w) + 2(y —w) + (z — 2)w]|
< e =2l - lly = wl + 2] - [ly = wl| + |z = 2] - [[w]].

A partir da desigualdade acima, vemos que podemos assumir sem perda de

£ £ €
generalidade que z,w # 0. Tomemos § = min{ , ,f} Se [|(x,y) —
3[2[1" 3[[w]|" V'3

(z,w)|| <6, entdo ||z —z|| < d e |ly —w|| < J. Assim

S
[lo = 2[l - lly —wll < 0* < =,
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[y = wlf - [[2l] <0 -]lz]] <

Y

wlm WM

||z = 2] - [Jw]| <& [jw]] <

Portanto,

vy — 2wl| <,

concluindo a continuidade do produto no ponto (z,w) € A x A. Como (z,w) foi

tomado arbitrariamente, isto conclui a demonstracao.

]

A seguir apresentaremos um lema que nos ajudara a provar o préximo

resultado.

Lema 2.35. Seja A uma dlgebra normada unitdria. Sejam x,y € Inv(A), onde
ly — || < 3ll== Y| Entdo

ly™ =2l < 20|27 Pl -yl

Demonstragdo. Para x,y como no enunciado, temos:

Iy~ =T <y =2l =y @ —y)a <y e =yl - a7 <

TR DT B
<y - Sl 17l = Sy

Isto é,
lyH I < 2[l27 Y.
Por outro lado,
ly™ =27 =y - lle=yll- a7 < 2lla7 ] e =yl lla 7 = 20|12 le—yll.
E isto conclui a demonstragao. O]

Proposigao 2.36. Seja A uma dlgebra normada com unidade. Entao, a aplicagao
¢ Inv(A) = Inv(A), = — =7 = ¢(x) é um homeomorfismo topolégico. Em

particular, Tnv(A) é um grupo topolégico.



26

Demonstragio. Lembremos que um homeomorfismo topoldgico ¢ uma aplicacao
entre espagos topoldgicos que é bijetora, continua e com inversa continua. O
nosso objetivo agora é mostrar que a aplicagao ¢ : Inv(A) — Inv(A) possui as

propriedades desejadas.

A bijetividade da funcdo ¢ segue da igualdade (z7!')~' = x para todo
z € Inv(A) e pela unicidade do inverso de um elemento - na verdade ¢ = ¢~

Agora, fixemos € > 0 ¢ z € Inv(A). Em seguida, tomemos

. 1= 9
o= 2l 5

. Dai, se y € Inv(A) satisfaz ||y — z|| < 0, entdo, pelo Lema 2.35, temos (estamos

usando que ||y — z|| <& < 2||z71||7h)

) B - _ _ 9
ly™ =2~ < 2l Plly = all < 2715 < 2l P =

Dessa forma, concluimos entao a continuidade da aplicacao ¢.

Por ultimo, sabemos que Inv(.A) é um grupo (Veja Observacao 2.27) e, pela
Proposicao 2.34, temos a continuidade da aplica¢ao produto (-) : A x A — A. Em
particular, a restrigao do produto a Inv(A) x Inv(A) sera continua. Assim, junto

com a continuidade da aplicacdo ¢, temos que Inv(.A) é um grupo topologico.

]

Na sequéncia, dada uma algebra normada A, definiremos o que é o raio
espectral de um elemento desta algebra. Utilizando esse conceito, seremos capazes
de apresentar um método para encontrar elementos invertiveis na algebra (sendo

esta unitaria).

Definigcao 2.37. Sejam A uma algebra normada e x € A. O raio espectral de z,

denotado por r(z), é definido da seguinte maneira:

r(z) = inf{||2"||" :n=1,2,..}

Algumas vezes sera mais interessante utilizar a seguinte caracterizacao do

raio espectral:
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Proposigao 2.38. Sejam A uma dlgebra normada e x € A. Entao:

r(@) = lim [Ja"]] %

Demonstracio. Fixemos © € A. Pela definicao de infimo de um conjunto, para
todo € > 0 existe k(e) = k € {1,2,...} tal que ||zx||* < r(z) +e.

Agora, fixemos k (como acima) e lembremos que qualquer inteiro positivo
n pode ser escrito unicamente na forma n = p(n)k + ¢(n), onde p(n),q(n) sao

inteiros nao negativos e ¢(n) < k — 1. Como ¢(n) é limitado para todo n, temos
q(n

que — 0 quando n — oo. Além disso, da relacao
L Pk ()
n n

temos 2 (") — 1 (ou equivalentemente 2 (”) — 1/k) quando n — oo.
Por um lado,

r(x) < [Ja|[F = ||aPR | < Jlak ] ]

Por outro lado, quando n — oo, temos

k | | p(n) a(n)

1
Il = Jl2*]]F < r(z) +e.

n < r(x) 4 € para todo n suficientemente grande.

]

Consequentemente, r(x) < ||z"

Por fim, temos o seguinte resultado que correlaciona o raio espectral com o

conceito de invertibilidade.

Teorema 2.39. Sejam A uma dlgebra de Banach unitdria e x € A. Se r(x) < 1,

entdo o elemento (1 —z) € Inv(A). Além disso,
(1—2)" =1+ Z = a™
neN
Demonstragio. Escolha nn > 0 tal que r(z) < n < 1. Sabemos, pela proposi¢ao

anterior, que vale a seguinte igualdade

r(z) = lim [[a"]7.
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. . 1 L.

Assim, existe ng € N tal que |[2"]|» < ara todo n > ng. Portanto, a série
’ 0 0 )

Snen [|2™]] converge, pois Y, cnyn" é uma série geométrica com razdao n < 1.

Lembremos que em um espaco de Banach, toda da série absolutamente convergente,

de fato, converge. Dai, podemos escrever >, cy2" = s € A.

Agora, considere as somas parciais s,, = 1 +x +---+2". Temos que s, — s
e [|z"]| — 0 quando n — oco. Além disso, temos (1 — z)s,, = s,(1 — x). Mais

precisamente,
I—2)s,=1-2)1+z+ -+2") =(1-a"").
Finalmente, pela continuidade do produto (Proposigao 2.34), obtemos
(1—-x)s=1=s(1—2x).
Logo, (1 — x) é invertivel e sua inversa é dada por >,y 2" O

A seguir, apresentaremos um dos principais exemplos de dlgebras de Banach

desta dissertacao.

Exemplo 2.40. Seja A uma F-algebra. Podemos identificar uma matriz A =
(a;ij) € My (A) com um operador em L(A™) da seguinte maneira: Definimos
Ty: A™ — A™ como (no que segue & = (z1,...,Ty,) € A™)

ailr o Qim 1 1121 + -+ Q1T
Tal(z1,.chzm))=| ¢+ . + [-| ]|=

Am1  *° Amm Tm Am1T1 + -+ AmmTm

E imediato verificar a linearidade de T4, ou seja, Ty € L(A™). Agora, mostraremos
que se A é uma algebra de Banach unitéria, entao M,,(A) pode ser vista como
uma subélgebra fechada e unitaria de B(.A™) - isto significa que M,,(A) possui a

mesma unidade de L(A™).

Fixemos A € M,,(A). Comegaremos provando que T4 é um operador
limitado. Vimos, no Exemplo 2.19, que a norma adotada em A™ é a norma ||.||s,

mas também sabemos que esta norma é equivalente a norma

[lzfls = (11, s )l = [J2a]] 4 - - 4 [
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(entretanto || - ||; ndo é uma norma &lgebra). Portanto, podemos demonstrar a
limitacao de T4 usando a norma || - ||;. Notemos que:

m
Z Q1T
k=1

ITa@)ll = o

m
Z Ak Lk
k=1

m m
< 2 askll-Haell+ 437 lamil |- llzx]]-
k=1 k=1

Seja v € A™ tal que 1 = ||z|[y = ||a1|| + - - + ||zm]||. Assim, temos ||z;|| < 1 para

todo i =1, ..., m. Logo,
| Ta(@)l < Y- Mawl| + -+ D0 llamll = D2 Magll = C,
k=1 k=1 ij=1
onde C é uma constante que depende apenas da matriz A.

Neste ponto, vemos que a aplicagao ¢ : M,,(A) — B(A™) tal que p(A) = T4
estd bem definida. Esta aplicagdo é um homomorfismo de algebras. De fato, dados
A, B e M,,(A) e a € F temos:

o Linearidade: (A + aB) = Tarap = Ta + T = p(A) + ap(B);

o Multiplicatividade: ¥(AB) = Tap = TaoTp = 1(A) o )(B), pois se AB =

(Cij) onde Cij = ZZLZI aikbkj temos

2 pe1 ClpTp pet (ke a1kbip) T
Tag((z1,...,2m)) = : = :
ZZ; CmpTp pm:1 (ke amkbkp) Tp
Dy Q1 (E?Zl bkpxp>
= ; =Ta(Ts((z1, ..., Tm))).

SHy e (S0 D)
Como ¢ : M,,(A) — B(A™) é um homomorfismo, podemos inferir a partir

da Proposicao 2.11 que ¢(M,(A)) é uma subalgebra de B(A™).

No restante deste exemplo, faremos uso do fato que a algebra A é unitaria.
Afirmamos que 1 é injetora. Suponhamos que T4 = Tz. Calculando as imagens do

vetor (14,0,..,0) € A™ com respeito as aplicacoes Tx e Tz, temos

(an, ceny aml) = TA((lA, 0, cey O)) = TB((lA, O, cey 0)) = (blla ceey bml)
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Consequentemente, a;; = b;; para todo ¢ = 1,..,m. Repetindo o processo com
os vetores ((0,14,0,..,0)),---,(0,...,0,14), chegamos a conclusao que A = B.
Dessa maneira podemos fazer uma identificagdo, denotando A = T4 para cada
A € M,,(A). Assim, podemos ver M,,(A) como uma subalgebra normada de

B(A™) com a norma
ANl = [0 (A)] = [[Tall = sup{|[Ta(@)[ |0 - # € A", [[2]|o0 = 1}

Em particular, podemos identificar a unidade (operador identidade) I de B(A™)

com a matriz [ = (¢;;), onde ¢;; =14 (1 =1,...,m) e ¢;; =0se i # J.

Para finalizar o exemplo, observe que a algebra M,,(A) é completa na
(n)
ij
Mostraremos que existe A € M,,(A) tal que lim,_,,, A, = A. Como (4,) é uma

norma estabelecida. Seja (A4,) = (a;;’) uma sequéncia de Cauchy em M,,(A).

sequéncia de Cauchy, dado € > 0 existe n(e) € N tal que para n,p > n(e) vale
T, ]| = [[An — Apl[ <&

Tomando = = (14,0, ...,0), temos ||z||cc = ||14]] = 1. Entdo, pela desigualdade

anterior,

(T, = Ty )()lloo = [T =1, (2)lloo < [|Tau-a,] - |2l <&
Por outro lado,

(Ta, — Ta)(z) = (ai}) — B, - 0 — a®).

ml

Dai, pela desigualdade acima, temos, para todo ¢ =1,....m
o = aifl| < N(Ta, = T, ) (@)l <&

Podemos repetir o processo com os vetores (0, 14,0, ...,0),---,(0,...,0,14), obtendo

assim o seguinte (para todo i,7 =1,...,m, e n,p > n(e))

||a§§b) — ag’)H <e. (2.2)

Em outras palavras, mostramos que as sequéncias (agl)

A™. Como A™ é um espago de Banach, existe a;; € A tal que

) sdo de Cauchy em

lim "

n—oo W v
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Finalmente, seja A = (a;;) € M,,(A). Mostraremos que lim,,_,o A, = A4,
concluindo assim a completude da dlgebra. Seja x = (x1,...,x,) tal que ||z|| = 1.

Observemos que:

m m
T @)loo = s |32 00 = )z < pme 321 Gas = -l <
m

R ()
< o 3 ll(ay i)l

Fixando n > n(e) e fazendo p — oo na desigualdade (2.2) chegamos em

(n)

la;;” — aij|| < e.

Donde,

m m
(n) _
1Ta-a, (@)oo < lrgfg;; (@i — a;")| < @%;5 = me.

E isto conclui a demonstragao.

Observagao 2.41. Com um processo andlogo ao do exemplo anterior, podemos
mostrar que se A é uma algebra de Banach unitaria, entdo o conjunto UT,,(.A)
formado pelas matrizes triangulares superiores m x m com entradas em A pode

ser visto como uma subdlgebra (fechada e unitaria) de B(.A™).

2.3 Quasi-Inversas

Vimos na tltima secao algumas propriedades a respeito das algebras norma-
das unitarias. Nesta secao, veremos que dada uma algebra normada sem unidade
A, existe uma algebra A, denominada a unitizacdo de A, de forma que a algebra
A ¢ isometricamente isomorfa a uma subalgebra (fechada) de A. Utilizando tal
unitizacao, poderemos definir de uma forma natural conceitos semelhantes aos
vistos para as algebras unitarias para as algebras sem unidade de forma que também
possuam propriedades e resultados de um certo ponto de vista semelhantes aos do

caso unitario.

Definicao 2.42. Seja A uma algebra normada. A unitizacdo de A sobre F,
denotada por A = A +TF, é uma algebra normada consistindo do conjunto A x F

munido das seguintes operacoes:
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1. Soma vetorial: (z,a) + (y, 8) = (z +y, @+ B) para todo (z,a), (y, §) € A.
2. Multiplicacdo por escalar 5(z,a) = (Bz, fa) para todo (z,a) € Ae 3 € F.

3. (z,a)(y,B) = (zy + ay + Bz, af) para todo (z,«), (y, ) € A.

4. Norma: ||(z,)|| = ||z|| + |a| para todo (z,a) € A, onde |a| representa o

valor absoluto no niimero complexo «.

Sabemos que o produto cartesiano de espagos vetoriais normados sobre o
mesmo corpo é um espaco vetorial normado. A norma deste produto cartesiano
pode ser tomada como a norma da soma como acima (ou a norma do supremo ou a
norma Euclidiana visto que sdo todas equivalentes). Assim, A é um espaco vetorial
normado com as operacoes de soma e multiplicagao por escalar e a norma acima
definidos. Verificaremos agora que a terceira operagao é de fato um produto e que
a norma definida acima é uma norma-algebra (ambos em A). De fato, fixemos
(z,0), (y,5),(2,0) em A e~ €F. Temos:

e O produto é associativo:

[(z, @) (y, B)](2,0) =

ry + ay + Bx,afB)(z,0)
(zy +ay + )z + (af)z + O(xy + ay + Bx), (af)0)
(

(
= (
= (
= (2(yz + Bz + Oy) + alyz + Bz + 0y) + (B80)x, a(30))
= (z,a)[(yz + Bz + 0y, BY)] = (z,)[(y, B)(2,0)].

e O produto é distributivo:

(z,0)[(y, B) + (2,0)] = (z, ) [(y + 2, 6 + 0)]

=@y +2)+(B+0)z+aly+z),aB+0))
= (vy+zz+ Pr+0x+ ay + az,af + ab)
= (zy + P+ ay,af) + (vz + 0z + az, ab)
= (

r,a)(y, B) + (x,@)(z,0).

A distributividade pela direita é andloga.

zy)z + (ay)z + (Br)z + a(fz) + 0(zy) + 0(ay) + 0(5x),

a(p0))
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o Compatibilidade dos produtos:

(2, a)](y, B) = (vo,va)(y, B) = (v2)y + B(yx) + (ya)y, (va)B)
(v(zy) +v(Bx) + v(ay), v(aB)) = (v(zy + Br + ay),v(ap))
Y(zy + Bz + ay, aB) = [(z, ) (y, B)].

[V(z, )|(y, B) = (yx,va)(y, B) = ((vx)y + B(yx) + (va)y, (va)B)
= (z(yy) + (vB)x + alyy), a(vB))
= (z,)[(vy,78)] = (z, ) [v(y, B)].

e ||(z,al|]) = ||z|| + |o| é uma norma algebra em A.

(2, a)(y, DI = [(zy + ay + B, af)|| = [lzy + ay + B[ + [afb] <
< lfl - Nyl + el -yl + 18] - [l + le] - [5]
= ([l=[] + [aD (Il +15])
= [|(z, )] - [[(y; B

O préximo resultado fara jus ao termo unitizacao.

Proposicio 2.43. Sejam A uma dlgebra normada e A sua unitizacio. Entio
A possui unidade (0,1), onde ||(0,1)|| = 1. Além disso, a aplicagio T : A — A

definida por T'(x) = (2,0) é um homomorfismo isométrico de dlgebras.

Demonstragio. Fixemos (z,a) € A. Claramente |[(0,1)|| = |[0]| + |1| = 1 e temos
(0,1)(z,a) = (0x 4+ 0 + 1z, la) = (x, ) = (z,)(0, 1).

Agora, consideremos a aplicacio T : A — A tal que T(x) = (z,0) para todo
x € A. A injetividade da funcao T segue diretamente da igualdade de elementos
em produtos cartesianos. A aplicacdo é linear, pois dados z,y € A e a € F, temos
T(x+ ay) = (x+ ay,0) = (x,0) + a(y,0) = T(x) + aT(y). Analogamente, vemos
que T' é um homomorfismo pois T'(zy) = (zy,0) = (2,0)(y,0) = T(x)T(y). Assim,
pela Proposigao 2.11, temos que T'(A) é uma subélgebra de A. Finalmente,

1T ()] = [z, 0)[] = [[]| + 0] = |J]],

de onde concluimos que 7' é uma isometria. O
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Observacao 2.44. Este processo de unitizacao pode ser aplicado em qualquer

F-algebra A (abrindo-se mao de uma norma).

A seguir, veremos uma maneira de induzir uma nocao de invertibilidade em
uma algebra sem unidade através da sua unitizacao. Essas defini¢des ficarao mais

claras sob a oOtica da Proposicao 2.48.

Definicao 2.45. Seja A uma F-algebra. O quasi-produto o de dois elementos
z,y € A é definido como x oy = x + y — xy. Neste caso, temos ro0=00x =x

para todo z € A. Além disso, (roy) oz =x o0 (yoz) para todo z,y,z € A.

Definicao 2.46. Sejam A uma F-algebra e € A. Dizemos que um elemento
y (respectivamente z € A) de A é um quasi-inverso a direita (respectivamente
a esquerda) de z quando x oy = 0 (respectivamente z o x = 0). Um elemento
w = xz° € A é um quasi-inverso do elemento x quando w é simultaneamente um
quasi-inverso a direita e a esquerda de x. No caso que x possui um quasi-inverso,
dizemos que x é um elemento quasi-invertivel (ou quasi-regular). Os elementos
que nao sao quasi-invertiveis sdo chamados quasi-singulares. O conjunto formado
pelos elementos quasi-invertiveis de A serda denotado por q — Inv(.A), enquanto

o conjunto formado pelos elementos quasi-singulares de A sera representado por

q — Sing(A).

Observagao 2.47. Seja A = (A, +, ) uma F-dlgebra. Agora, suponhamos que
x € A seja um elemento que possui uma quasi-inversa a direita z e uma quasi-inversa
a esquerda y. Entao 2° = y = z e, portanto, x é quasi-invertivel. Em particular, z°
é unico. De fato, temos que yoxr = 0 = xoz. Assim, (yox)oz =z, eyo(roz) =y.

Logo, pela associatividade do quasi-produto temos z = (yox)oz =yo(zoz) =y.

A seguir, veremos a relagao intrinseca entre os elementos quasi-invertiveis
de uma FF-algebra A com os elementos invertiveis de sua unitizacao A. Além disso,

veremos como o quasi-produto se comporta em uma algebra com unidade.

Proposicao 2.48. Sejam A uma F-dlgebra e x € A. Entao valem as sequintes

afirmagoes:
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(i) Suponhamos que A é uma dlgebra unitiria. Entio x € q —Inv(A) se, e

somente se, (1 —x) tem inverso (1 — z°).
(i7) = € q — Inv(A) se, e somente se, (0,1) — (z,0) tem inverso (0,1) — (x°,0)
em A.
Demonstracao. Fixemos z € A. Suponhamos que A seja unitdaria. Observemos
(para cada z € A):
l—2)(l—2)=1—-a—2z+22=1—(x02).
Agora, se assumimos que x tem quasi-inverso z°, entao (1 —z)(1 —2°) =1

donde (1 — ) tem inverso (1 —x°). Reciprocamente, se (1 —z) tem inverso (1 —y),

temos x oy = 0, isto é, x tem quasi-inverso .

Prova de (ii). Como A é uma algebra com unidade (0,1), temos (pela
parte ()) que (0,1) — (2,0) tem inverso (0,1) — (y,0) se, e somente se, (z,0) tem

quasi-inverso (y, 0). Com esta informagdo em maos, chegamos na seguinte igualdade

(Ov()) - (1’70) © (y,O) = (x,()) + (y70) - (1],0)(:% 0) - (I +y— :Ey,O) = (ZE © y70)'
Logo (x,0) tem quasi-inverso (y,0) se, e somente se, x tem quasi-inverso y em A.

]

Podemos entao demonstrar um resultado analogo ao Teorema 2.39 para

quasi-invertibilidade:

Teorema 2.49. Sejam A uma dlgebra de Banach e x € A, onde r(x) < 1. Entdo

T € quasi-invertivel. Além disso,
(o)
x’ = — Z x".
n=1
Demonstragio. Primeiramente, notemos que r(x,0) < 1, pois
. 1 . 1 . 1
r(,0) = lim [|(z,0)"][% = Tim [|(", 0)[[¥ = lim [l2"]|¥ = r(z) < 1.

Pelo Teorema 2.39, temos que (0,1) — (z,0) tem inverso

(0,1) + i(x,())” =(0,1) + (i 2", 0).
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Pela proposi¢ao anterior, x tem quasi-inverso z° pois (0,1) — (z,0) tem inverso
(0,1) — (2°,0), onde 2° = — 322 | ™. O

2.4 O espectro de um elemento de uma algebra normada complexa

Nesta se¢ao, apresentaremos um conceito bastante importante dentro da
teoria das algebras de Banach e teoria de Operadores: o conceito de espectro de
um elemento de uma algebra normada A, o espectro de um elemento sera utilizado
como ferramenta para a obtencao de alguns resultados como, por exemplo, o famoso
Teorema de Gelfand-Mazur (Teorema 2.58)

Ao longo desta secao F = C.

Definigao 2.50. Sejam A uma C-dlgebra e z € A. O espectro do elemento x
(denotado por Sp(z) = Sp(A, x)) é definido da seguinte maneira:

e Se A é unitaria, entdo Sp(A,x) = {A € C: (A —z) € Sing(A)};

» Se A nao tem unidade, entao Sp(A, x) = {O}U{)\ eC\{0}: 3z eq— Sing(A)} :
Usaremos apenas Sp(z) quando nao houver diavida sobre a dlgebra A em questao.

No lema a seguir, mostraremos a relacio entre Sp(A, z) e Sp(A, z) para

cada z € A.

Lema 2.51. Sejam A uma C-dlgebra sem unidade e A= A+ C sua unitizagdo.

Entao, Sp(A, ) = Sp(A, (z,0)) para todo x € A.

Demonstra¢io. Fixemos z € A. Mostraremos as seguintes equivaléncias (para

A e C\{0}):

X

AeSp(A,z) & 1eSp (,4,A

) o 1€Sp (jt, (io)) o X € Sp(A, (2,0)).

Para verificar a primeira equivaléncia, aplicamos diretamente a definicao de espectro

para algebras sem unidade. Dali,

i 1
)\GSp(A,x)@’\f:)\xeq—Sing(A)(:)1€Sp(A,§).
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Para provar a segunda equivaléncia, utilizaremos a definicdo de espectro

para algebras unitarias. Assim, 1 € Sp (/l, (f, 0)) se, e somente se, 1 — (%, O) €

Sing(A). Pela Proposicio 2.48 segue que 1 — (f, O) € Sing(A) se, e somente se,

$ € q—Sing(A). E pelo observado acima, § € q — Sing(A) se, e somente se,

1eSp(4%).

Agora, mostraremos a terceira e ultima equivaléncia. Por defini¢ao, A €

Sp(A, (,0)) se, e somente se, A—(z,0) € Sing(A). Por outro lado, pela Observagao

£,0) =

T(A—(2,0)) € Sing(A). A tltima parte ocorre se, e somente se, 1 € Sp (A, (%, O))

2.28, podemos concluir que A — (z,0) € Sing(A) se, e somente se 1 — (

Finalmente, consideremos o caso A = 0. Por defini¢ao, 0 € Sp(z, .A). Além

disso, (z,0) € Sing(A), caso contrério existiria (y,a) tal que (zy + az,0) =
(z,0)(y,a) = (0,1), chegando a uma contradicio. Assim, 0 € Sp(A, (z,0)). Logo,

podemos concluir que Sp(A, z) = Sp(A4, (z,0)) para todo = € A.
O

Observagao 2.52. Sejam A uma C-algebra unitaria, © € A e D um conjunto
aberto e nao vazio de C. Dado p em P(D) ( a algebra de todas as fungoes
polinomiais complexas em D, veja Exemplo 2.23), denotaremos por p(z) o elemento

de A definido da seguinte forma:
p(x) =g+ oz + -+ apx”,

onde p(z) = ap + a1z + -+ - + @, 2" para todo z € D.

Notemos que esta fungao estd bem definida, pois cada elemento de P(D)
é caracterizado por um conjunto tnico de coeficientes. De fato, se tivéssemos
p(z)=Po+ Prz+ -+ Guz" =g+ a1z + ...+ a,z" para todo z € D, terfamos a
igualdade
(a0 = fo) + (a1 = fr)z + -+ + (am — Bn)2" = 0.

Como um polinémio de grau n tem no maximo n raizes e todos os infinitos pontos
de D seriam raizes do polinébmio acima, precisariamos que «; = f; para todo
1=1,...,n.

Assim, além de bem definida, a aplicagdo ¢ : P(D) — A tal que ¢(p) = p(x)

é um homomorfismo. Neste ponto, desejamos estender esse homomorfismo a um
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homomorfismo de R(D) em A. Agora, veremos que uma condigao necessaria para
que esta extensao exista é dada pela seguinte inclusao: Sp(x) C D. De fato, sejam
ANeC\De f(z) = (A\—2)"! para cada z € D. Claramente f € R(D). Além disso,

fERA=2)=A=2)f(z) = 1.

Dai, se ¢ é a extensao de ¢ a R(D) e aplicando esta extensao a equacao anterior,

obtemos:
f@)A—=z) = A —)f(x) = 1a
Logo (A — x) € Inv(A). Em particular, A € C\ Sp(x). Portanto Sp(z) C D (Veja

Proposigao 2.55 para uma resposta completa sobre a existéncia de tal extensdo).

O préximo resultado fornecera uma relagao entre Sp(p(z)) e Sp(x), onde

p € P(D) e D é uma vizinhanga aberta e nao vazia de Sp(x).

Proposigao 2.53. Sejam A uma C-dlgebra unitdria, x € A e D uma vizinhanga

aberta nao vazia de Sp(x). Se p € P(D) é nao constante, entdo

Sp(p(z)) = {p(2) : z € Sp(x)}.

Demonstragio. Sejam D e p como no enunciado. Para cada A € C, A — p(z) é
um polindémio com coeficientes complexos de grau n > 1. Assim, pelo Teorema

Fundamental da Algebra, existem 3, ay, ..., a, € C tais que
A—p(z) =Plag —2)(ag — 2) -+ (o, — 2) para cada z € D.
Usando o homomorfismo de P(D) em A, temos

A—p(x) =F(a; —z)(ae — ) -+ - (a0, — T).

Por hip6tese, p nao é constante, entao 8 # 0. Assim, A—p(z) é singular se, e somente
se, (g, — x) é singular para algum k € {1,..,n}. Em outras palavras, A\ € Sp(p(z))
se, e somente se, ai € Sp(x) para algum k € {1,...,n}. Logo A € Sp(p(x)) se, e
somente se, existe k € {1,...,n} tal que A = p(ay) com ay, € Sp(z).

[]
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Observagao 2.54. Sejam A uma C-dlgebra unitéaria, x € A, D uma vizinhanga
aberta e ndo vazia de Sp(z) e f € R(D). Denotaremos f = 2, onde p, ¢ € P(D) com
q(z) # 0 para todo z € D. Pela Proposigao 2.53 0 ¢ Sp(g(z)). Consequentemente,
(0 —q(z)) = —q(x) € Inv(A). Agora podemos definir f(z) de uma forma bastante

natural (veja Observacao 2.52 para efeito de comparagoes):

flxz) = pla)g(x)™" = ¢(p)o(q) "

Neste ponto, vamos verificar que a definicao de f(x) independe da escolhas dos

polindémios p,q € P(D). De fato, se f = % = z—j, temos gap; = p2qi. Aplicando o

homomorfismo de ¢ : P(D) — A chegamos na igualdade

G2(2)p1 (%) = pa(x)qu ().

Como ¢;(x) e go(z) sdo invertiveis, obtemos:

pr(@)q(z) ™" = ga(x) 'pa(2).

Para concluir, lembremos que p(z)q(z) = q(z)p(z) para p,q € P(D) quaisquer.

Portanto, p(z) € {q(z)}“. Por outro lado, como ¢(z) € Inv(A), temos, pela

Proposicao 2.31, que g(z)~! € {q(z)}°¢, que garante que q(z)~! e p(z) comutario.

Logo,
pi(x)qi(x)™" = pa(a)ga(a)

como queriamos.

As ideias apresentadas acima podem ser organizadas da seguinte forma:

Proposicao 2.55. Sejam A uma C-dlgebra unitdria, v € A e D uma vizinhanga

aberta nao vazia de Sp(x). A aplicagio v : R(D) — A com

O(f) =v(p/q) = f(z) = p(x)q(x) ™" = d(p)p(q) "

é um homomorfismo de R(D) em A que estende o homomorfismo de ¢ : P(D) — A.

Além disso,
Sp(f(z)) ={f(2) | z € Sp(x)}

para f € R(D) ndo constante.
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Demonstragio. Pela observagao anterior, sabemos que a aplicacao ¥ : R(D) — A
estd bem definida (além disso esta aplica¢ao estende o homomorfismo de P(D)
em A). Agora, mostraremos que ¢ é de fato um homomorfismo. Sejam « € C,

P1,P2,q1,q2 € P(D), onde ¢1(2), g2(z) # 0 para todo z € D. Consideremos

f="9="¢cRD).
il 42

o Linearidade:
W(f + ag) = o (pl +ap2> . (pIQZ +Oép291>
q1 42 4192
= O(p1g2 + P21 )P (@142)
= [0(p1)d(q2) + ad(p2)d(q)][d(a1)b(g2)]
= o(p1)d(q) ™" + ad(pa)dlg) ™
() + o (g).

o Multiplicatividade:

b(fg) =¥ <5z> = d(pip2)d(@r12) " = (1) () [D(a1)d(a2)]) * =

=pi(@)q () "pa(2)ga(r) " = ¥ (f)¥(g).

A aplicagdo 1) é uma extensao de ¢, pois tomando f € P(D) temos

f

14

V() =) = f@)la = f2) = ¢(f)-

Finalmente, provaremos que

Sp(f(x)) ={f(z) : z € Sp(x)},
para f = p/q € R(D) nao constante. De fato, notemos que:

p(z) _ Aq(z) — p(2)
q(2) g(z)

Como Aq(z) — p(z) é um polinémio com coeficientes em C de grau maior ou igual

A—f(z)=A—

a 1, existem 0 # 3, aq, ..., a,, € F tais que

A(z) = p(2) = Blon = 2) -+ (an = 2).



41

Assim,

Blar —2) -+ (an — 2)
q(2) '
Aplicando o homomorfismo ¢ : R(D) — A, obtemos:

A= f(z) =

A= f@)=plon —x) - (o — 2)g(2) .

A conclusao agora segue os mesmos passos como no final da demonstracao da

Proposicao 2.53.
O

A seguir veremos que o espectro de um elemento (contido em uma algebra
normada) nunca é vazio e, na verdade, existe uma relagao entre o espectro deste

elemento e o seu raio espectral.

Teorema 2.56. Sejam A uma C-dlgebra normada, x € A. Entdo, existe um

nimero complexo A € Sp(z) tal que |A| > r(x).

Demonstragdo. Inicialmente, lembremos que que se A nao é unitaria, temos, pelo
Lema 2.51 que Sp(A,z) = Sp(A4, (x,0)) onde A é a unitizacdo de A. Além disso,
como a aplicacio T : A — A, definida por T(y) = (y,0), é um isomorfismo
isométrico, temos a igualdade r(x) = r(x,0) (Proposi¢do 2.38). Por essa razao,
podemos assumir sem perda de generalidade que a algebra A é unitaria. A
demonstragao serd dividida em dois casos:
Caso 1: r(x) = 0.

Mostraremos que 0 € Sp(z). De fato, suponhamos que 0 ¢ Sp(z). Neste caso,
x € Inv(A), na verdade 2" € Inv(A) para todo n € N. Portanto,

2" (27" = 14.

Logo
[l - [l " = [[1all = 1 > 0.

Assim,
|lz"||= > [jz~ Y]~ > 0.
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Dai,
r(z) = inf{|[2"||7 : n € N} > [|z7|7" > 0.

Dessa forma, r(x) > 0, um absurdo. Consequentemente, concluimos que 0 € Sp(z)

sempre que 7(z) = 0.

Caso 2: r(x) > 0.
Podemos supor sem perda de generalidade que r(z) = 1. De fato, se r(x) > 0,

podemos definir y = 7(x) 'z. Mais uma vez pela Proposigao 2.38, temos:

. nilL . niL 1 4. nil _
r(y) = lim [ly"||% = lim ||(r(2) " 2)"|[ = r(2)™" lim [Je"]]% = r(2)"'r(e) = 1.

n—oo n—oo
Agora, se temos a validade do resultado para r(y) = 1, sabemos que existe A € Sp(y)
com |A| > 1=r(y). Como A € Sp(y), temos que A — y € Sing(A) e, dessa forma,
temos A —y = A — r(x) "'z € Sing(A). Por outro lado, sabemos, pela Observagao

2.28, que Ar(x) — z € Sing(.A). Dai concluimos que Ar(z) € Sp(z) e
[Ar(@)] = Al |r(z)] = r(z).

Pelo exposto acima, podemos assumir que r(z) = 1. Suponhamos, por

absurdo, que existe 7 > 1 tal que
(BE={zeC|1<|z[<n})NSp(z) =0.

Dado z € E, temos que z ¢ Sp(z) e, portanto, z — x € Inv(A). Mostraremos que a
aplicacio £ — A, z +— 2(z —x)7! = 214(214 — )}, é continua. De fato, sabemos
que z - 14 é invertivel, pois (z - 14)(z7! - 14) = 14. Assim, pela Proposicao 2.36
(que garante a continuidade da aplicacao inversa), e pela continuidade das demais
operagoes da dlgebra A, podemos inferir que a aplicacio z-14 +> z-14(2-14 —2)~*
é continua e sua imagem estd contida em Inv(.A4). Além disso, pela propriedade de
Heine-Borel E é compacto em C donde temos a continuidade uniforme da aplicagao
2z z(z —x)7t Isto é, dado € > 0 existe § > 0 tal que se 3, u € E satisfazem

|6 — u| < 0, entdo

1808 =)™ —pulp— )| <e. (2:3)
Agora, sejam n um inteiro positivo e wy, ..., w, os zeros do polinémio z" — 1.
Para todo z € C\ {wy,...,w,}, temos a seguinte identidade elementar:
1 1 1

n
nzl—w_lz: 1 —zn’
k=1 k
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Fixemos 8 € E. Tomando 37!z no lugar de z na identidade anterior, obtemos

P (2.4
ni=1- wp'flz 1 — B ’

Em seguida, consideremos o conjunto aberto D = C\ E. Da condigdo ENSp(x) = 0,
vemos que Sp(z) C D. Em particular, D é uma vizinhanga aberta nao vazia de
Sp(x). Notemos ainda que os polos das fungoes racionais que aparecem na Equagao

2.4 nao estao em D, pois se z = w3, entao

L < |Bwi| = |B] - Jwe| = |8] <1,

ou seja, fwy € E. Dessa maneira, tomando z € D, temos que a Equagao 2.4
é composta por fungoes racionais (em R(D)). Assim, estamos nas hipéteses da
Proposigao 2.55, portanto podemos aplicar o homomorfismo f +— f(z) de R(D)
em A em cada lado da equagdo (2.4). Dai, concluimos que, para qualquer 5 € F,

vale a seguinte relagao:

- . (2.5)

1 1
C"W):ﬁ,;—l—w,;lﬁ*lx:ﬁ;(l_wklﬁ L)t

1 z\ 1
=i (1ma) =R 0

Dados 3, 1 € E, vimos que fwy, pwy, € E. Além disso, se |5 — p| < 0, entdo
|Bwy, — pwy| = [B = pl - [wi] =B — p| <.
Portanto, pela Desigualdade 2.3, temos:
|| Bwi(Bwy — )~ — pwg (pwy, — )| < e
Dai,

1Ca(8) = Cali)ll = Hi S B — 2~ -3 wwg - >H
k=1

k=1

_ Hl 3" weBwB — ) — wept(uwngt — x)H
=

IN

1 & _ _
— > MwnBlwB = 2) ™ = wep(wip — ) 7| < e
k=1
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Isto é, dados ¢ > 0 e 3, € E com |8 — p| < 0, obtemos:

1C(B) = Culi)l] <e. (2.6)

Afirmamos que se |3] > 1, entao

lim (1 —p7"2") = 1.

n—oo
De fato, como r(z) = 1, temos:
: 1
() = lim [la"||¥ = 1.
Assim, para todo € > 0, existe n(¢) € N tal que para n > n(e), temos:

2| =1 <| (2"l =1 |<e.

Logo, ||z"||* < €+ 1 para n > n(e). Escolhendo ¢ > 0 tal que 1 < ¢ +1 < ||,

obtemos
n n
R | P Gl
Bn ‘5‘71
1 1"
A partir do fato de que gl—g’ < 1, temos que (gf;W) — 0 quando n — oo.

Consequentemente, podemos concluir que S~"2™ — 0. Logo,

nh_}ngo(l—ﬁ* ") = 1.
Por outro lado, vimos que, para cada n € N e para cada § € F, temos a boa
defini¢io das inversas (1 — 37"2")~! (veja Equagdo 2.5). Dessa maneira, podemos

1

usar a continuidade da aplicagao inversa x — z~ ", garantida pela Proposicao 2.36

e a equagao 2.5, para concluir que para || > 1,

-1

: . _ p—n,n\—1 _ : __ p—n,.n _1-1 _
lim € () = lim (1 —57"2")" = | lim (1 - 57"z")| =1" =1

Agora, vejamos o que ocorre para u = 1. Vimos em (2.6) que, para todo
e > 0, existe § > 0 tal que para 3, € E com |3—p| < 6 temos ||Cy,(8)—Cr(p)|] < 5.
Tomemos 3 € E com || > 1e |f—1] <. Assim ||C,(8) — Cr(1)|| < 5. Pelo
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paragrafo anterior, lim, ., C,,(3) = 1. Portanto, existe n(e) > 0 tal que, para

n > n(e), temos:

<1 =GB +[ICn(8) = Cu(D)]] <

11 = Cu(DI] = [[1 = Ca(B) + Cu(B) = Cu(1)]| <

+ - =c.

E €
2 2

Dessa forma, vemos que

1= lim C,(1) = lim (1 —2™)" "

n—oo n—o0

Aplicando novamente a continuidade da aplicacdo x — 7!, obtemos:

lim (1 —2") = lim [(1—2")"! ' =[lim(1-2")']'=1"=1

n—o0 n—o0 n—oo

Dessa maneira, teriamos lim, .., 2" = 0, o que contradiria a hipdtese de que
r(z) = 1 uma vez que ||z"|| > r(z)" = 1 para todo n € N. Essa contradigdo mostra
que, para todo n > 1, temos que E N Sp(x) # 0. Isto é, existe A € E N Sp(x), ou
seja, existe A € Sp(x) tal que [A| > 1 = r(z), concluindo o resultado. O

Para que possamos enunciar e provar o famoso Teorema de Gelfand-Mazur,

precisaremos apresentar mais uma defini¢ao.

Definicao 2.57. Seja A uma C-algebra normada unitdria. Dizemos que A é uma

algebra normada com divisdo quando InvA = A\ {0}.

Teorema 2.58 (Gelfand-Mazur). Seja A uma C-dlgebra normada unitdria com
divisao. Entio A= 14-C.

Demonstragio. Seja x € A. Pelo Teorema 2.56, existe A € Sp(z). Portanto,
A —z € Sing(A) = {0}. Desta forma, 14 -\ = z. O

2.5 Ideais e Médulos

Nesta secao, avancaremos com a teoria dos ideais, explorando algumas de

suas propriedades. Também apresentaremos o conceito de algebras quocientes.
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Notagao 2.59. Seja A uma F-algebra com ou sem unidade. Dados z € A,

X,Y C A, apresentamos os seguintes conjuntos:

XY ={zy:ze X,yeY}
X1=2)={x—zz:2€ X}
(1—=2)X ={z—zx:2€ X}

As escritas X(1—z) e (1 —z)X s@o de fato um abuso de notagao, pois ndo sabemos
se A possui de fato uma unidade. Entretanto, essa convencao serd bastante 1til ao

longo desta secao.

Definicao 2.60. Seja A uma F-algebra. Um ideal & esquerda de A é um
subespaco vetorial J de A tal que AJ C J.

Definicao 2.61. Seja A uma F-algebra. Um elemento u de A é uma unidade
modular & direita para um subespagco vetorial V' de A se A(1 —u) C V. Neste
contexto, se J é um ideal a esquerda de A, dizemos que J é um ideal modular a

esquerda quando existir uma unidade modular a direita para J.

Definicao 2.62. Sejam A uma F-algebra e J um ideal a esquerda de A. Dizemos
que J é um ideal a esquerda préprio quando J # A. Além disso, dizemos que J
é um ideal maximal a esquerda quando J é um ideal a esquerda préprio que
nao estd contido (propriamente) em qualquer outro ideal a esquerda préprio de A.
Analogamente, J é um ideal maximal modular a esquerda quando J um ideal
a esquerda proprio, modular e que nao esté contido (propriamente) em qualquer

outro ideal modular a esquerda proprio.

Lema 2.63. Seja A uma F-dlgebra. Se u € A, entao A(1 —u) é um ideal a

esquerda de A com unidade modular a direita u.
Demonstracao. E suficiente verificar os trés passos abaixo:

o A(1 —u) é subespaco vetorial de A: Dados (x — zu), (y —yu) € A(1 —u) e

a € F, podemos concluir que:

a(z —zu)+ (y —yu) = (ax +y) — (ax + y)u € A(1 — u).
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o« A(A(1—u)) C A(1—u), pois dados z,y € A, temos z(y—yu) = (xy)—(zy)u €
Al —u).

o Para cada x € A, temos
(x —zu) € A(1 —u).
Logo, u ¢ uma unidade modular a direita de A(1 — u).

]

Observacgao 2.64. As defini¢oes de ideal a direita e unidade modular a esquerda
sao analogas. Além disso, todos os resultados que serdao apresentados nesta se¢ao

possuem as suas versoes equivalentes ao substituirmos os advérbios "a esquerda

por "a direita" e vice-versa.

Definigao 2.65. Seja A uma F-dlgebra. Um ideal de A é um subespaco vetorial
J de A tal que J é simultaneamente um ideal a esquerda e a direita de A.
Analogamente, J é um ideal modular de A quando J é simultaneamente um ideal

modular a esquerda e a direita de A.

Definicao 2.66. Sejam A uma F-dlgebra e J um ideal de A. Dizemos que J é um
ideal préoprio quando J # A. Além disso, dizemos que J é um ideal maximal
quando J é um ideal préprio que nao estd contido (propriamente) em qualquer
outro ideal proprio de A. Analogamente, J é um ideal maximal modular quando
J ¢ um ideal préprio, modular e que nao esté contido (propriamente) em qualquer

outro ideal modular proéprio.

Notagao 2.67. Seja A uma F-dlgebra. Denotaremos o conjunto dos ideais maximais

de A por A(A).

Definicao 2.68. Seja A uma F-algebra. Dizemos que A é simples quando os

tnicos ideais de A s@o os ideais triviais, isto é, os tnicos ideais de A sao {0} e A.

Quando A é simples temos que {0} é um ideal maximal.
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Observagao 2.69. Sejam A uma F-dlgebra e I um ideal modular de A. Se u é
uma unidade modular a direita de / e v é uma unidade modular a esquerda de I,

entdo u é uma unidade modular a esquerda de 1.

De fato, sejam u, v como no enunciado. Por definigao (v —vu), (u —vu) € I.
Dai, (u—wv) € I. Portanto, v —uz = x — vz — (u—v)z € I para cada = € A. Logo

u €¢ uma unidade modular a esquerda de I.

O nosso objetivo a seguir é o de exibir algumas propriedades a respeito de
ideais. Entretanto, por questoes técnicas, enunciaremos o famoso Lema de Zorn,
tendo em vista que este resultado sera utilizado na sequéncia. Por conveniéncia,

relembraremos algumas defini¢des conectadas com o Lema de Zorn.

Definigao 2.70. Seja P um conjunto nao vazio. Uma ordem parcial no conjunto

P é uma relagdo < em P que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: x < x para todo x € P;
2. Antissimetria: Se x,y € P com x <y ey < x, entdo x = y;

3. Transitividade: Se z,y,2 € P com z <y ey < z, entdo x < z.

Neste caso dizemos que P = (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado.
Além disso, dizemos que P = (P, <) é um conjunto totalmente ordenado

quando a relacao < satisfaz a seguinte condi¢ao adicional:
4. Sex,y € P,entao xr <youy < z.

Todo subconjunto nao vazio @ de P é (Q, <) parcialmente ordenado. Em alguns
casos podemos ter (@, <) totalmente ordenado independente de (P, <) nao ser

totalmente ordenado.

Definigao 2.71. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e @) um sub-
conjunto nao vazio de P. Dizemos que um elemento p € P ¢ uma cota superior
do conjunto ) quando g < p para todo ¢ € . Um elemento m € P é dito um

elemento maximal de P quando nao existe n € P, n # m, tal que m < n.
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Lema 2.72 (Lema de Zorn). Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se

todo subconjunto totalmente ordenado @) de P possui uma cota superior em P,

entao P possui um elemento maximal.

Proposicao 2.73. Seja A uma F-dlgebra. Entdo, as sequintes afirmacoes sao

verdadeiras:

. Se J € um ideal a esquerda de A, entdo J é uma subdlgebra de A;

. Se A= (A, +,-,14) € unitdria, entio 14 é uma unidade modular & direita

para todo subespaco vetorial E de A;

. Se u € uma unidade modular a direita para um subespaco vetorial V de A,
entao u € uma unidade modular a direita para qualquer subespaco vetorial U
de A contendo V ;

. Seja J um ideal a esquerda préprio de A. Se u é uma unidade modular d
direita de J, entao u & J;

. Seja u € A. O elemento u € quasi-reqular a esquerda se, e somente se,

Al —u) = A;

. Seja J um um ideal modular a esquerda préprio de A. Entdo J estd contido

em um ideal mazximal a esquerda,

. Seja I um ideal mazimal modular a esquerda de A. Entdo I é um ideal

mazximal a esquerda;

. Se A ¢ unitdria, entao todo ideal proprio a esquerda de A estd contido em

um ideal maximal a esquerda de A.

Demonstragao. (1) A conclusao é imediata.

(2) Suponhamos que A tenha unidade 14. Seja £ um subespago vetorial

de A. Mostraremos que 14 é uma unidade modular a direita de E. Dado a € A,

temos a —aly = a — a = 0. Dai, concluimos que 14 ¢ uma unidade modular a

direita de A, pois

Al —14)={a—aly|ae A} ={0} C E.
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(3) Sejam v uma unidade modular a direita para um subespago vetorial
V de A e U um subespago vetorial de A contendo V. Mostraremos que u é uma
unidade modular a direita de U. Por u ser uma unidade modular & direita de V,
temos A(1 —u) C V C U, donde concluimos que u sera uma unidade modular a

direita de U.

(4) Seja v uma unidade modular & direita para o ideal a esquerda préprio J
de A. Mostraremos que u ¢ J. Suponhamos que u € J. Dado x € A temos que
xu € J, pois J é um ideal a esquerda de A. Por outro lado, (x — zu) € J pois u
¢ uma unidade modular a direita de J. Logo z = (x — zu) + zu € J para todo
x € A. Consequentemente, A C J, o que contradiz a hipdtese de J ser um ideal &

esquerda proprio de A.
(5) Seja u € A. Pelo Lema 2.63 A(1 — u) ¢ um ideal & esquerda de A com

unidade modular a direita u. Se u é quasi-regular a esquerda, entao existe x € A
tal que x ou = 0, ou seja, x +u — zu = 0. Dai, (—z) — (—x)u = u. Como —z € A,
vemos que u € A(1 —u). Por u ser uma unidade modular a direita para o ideal a
esquerda A(1 — u) e pelo fato que u € A(1 — u), podemos concluir a partir de (4)
que A(1 — u) nao pode ser um ideal a esquerda préprio de A. Logo A(1 —u) = A.

Reciprocamente, suponhamos que A(1 — u) = A. Como —u € A, podemos
encontrar € A tal que —u =z — xu. Dai, z +u —zu =0, isto é, zou = 0. Dessa

forma vemos que u é um elemento quasi-regular a esquerda.

(6) Seja J um ideal modular a esquerda préprio de A - com unidade modular
a direita u € A. Mostraremos que J esta contido em um ideal maximal a esquerda
de A. Definimos I' como sendo o conjunto formado por todos os ideais a esquerda
préprios de A que contém J. Claramente I' é nao vazio, pois J € I". Por (3), u é
uma unidade modular a direita para cada K € I'. Por outro lado, (4) garante que
u ¢ K para todo K € T'. O conjunto I' = (', <) = (T, C) é parcialmente ordenado
pela relacao de inclusdo. Agora mostraremos que toda cadeia { K, }aep em I' possui
cota superior em I'. De fato, defina K = U,cp K,. Como K, C K para qualquer
a € A, é suficiente provar que K € I' - isto é, provar que K é um ideal a esquerda
proprio que contém J. Sabemos que a uniao de subespagos vetoriais encaixados é
um espago vetorial em A. Portanto K é um subespago vetorial de A. Por outro

lado, dados =z € A e k € K, podemos encontrar a € A tal que k € K,. Logo,
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rk € K, C K. Dai, vemos que K é um ideal a esquerda de A que contém .J.
Além disso, K é préprio pois u ¢ K, uma vez que u ¢ K, para todo a € A. Em
particular, K é um ideal modular a esquerda proprio de A - com unidade modular
a direita u. Logo, K € I'. Além disso, K, C K para todo o € A.

Pelo Lema de Zorn, I'" possui um elemento maximal I. Afirmamos que
I contém J. De fato, se L é um ideal a esquerda préprio de A tal que I C L,
entdao L € I', pois J C I. Concluimos que L = I. Consequentemente I é um ideal

maximal a esquerda que contém J.

(7) Seja I um ideal maximal modular & esquerda de A com unidade modular
a direita u € A. Mostraremos que I é um ideal maximal a esquerda de A.
Suponhamos que I nao seja um ideal maximal a esquerda de A. Neste caso, existe
J, um ideal & esquerda préprio de A, tal que I C J. Por (3), u é uma unidade
modular a direita para JJ. Dai, concluimos que J seria um ideal modular a esquerda.

E isto contradiz a hipétese de que I é um ideal maximal modular a esquerda.

(8) Suponhamos que A = (A, +, -, 14) é unitaria. Seja I um ideal & esquerda
proprio de A. Verificaremos que [ estd contido em um ideal maximal a esquerda
de A. Por (2), 14 é uma unidade modular a direita para todo subespaco vetorial
de A. Entao I é um ideal modular & esquerda préprio de .A. Aplicando (6), vemos

que [ esta contido em um ideal maximal a esquerda.

]

Observagao 2.74. Seja A uma F-dlgebra unitaria. Neste caso A(A) (=conjunto
formado pelos ideais maximais de .A) é ndo vazio. De fato, na prova dos itens (6) e
(8) da Proposicao 2.73, podemos substituir o ideal modular préprio & esquerda por
um ideal modular préprio e concluir que se A é unitaria entdo todo ideal proprio
estd contido em um ideal maximal. Como {0} é um ideal préprio, existe um ideal

maximal em A, contendo {0}.

Teorema 2.75. Sejam A uma dlgebra de Banach e J um ideal modular d esquerda
proprio de A com unidade modular a direita u € A. Entao as sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

L. |lu—z|| > 1 para todo x € J;
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2. O fecho de J € um ideal modular a esquerda proprio de A.

Demonstrag¢ao. (1) Suponhamos que J contenha um elemento z, onde ||u —z|| < 1.

Pela definicao de raio espectral segue o seguinte:

(w— )|+ < [ju—=z]| <1

) =t

0

Dai, pelo Teorema 2.49, (u — x) é quasi-invertivel. Denotaremos z° = y o quasi-

inverso de (u — z). Assim,
O=yo(u—z)=y+(u—1x)—ylu—=2).
Portanto, temos

u=z—y+ylu—z)=x—yr—(y—yu).

Por outro lado, como J é um ideal a esquerda, temos que yxr € J. Além disso,
A(l —u) C J, pois v é uma unidade modular a direita de J. Entao, podemos
concluir que (y — yu) € J. Logo, u € J e isto contradiz o item (4) da proposigao

anterior.

(2) Agora, mostraremos que o fecho de J, a saber J, é um ideal modular &
esquerda préprio de A. E bem conhecido que o fecho de um subespaco vetorial
também é um subespaco vetorial. Dessa forma, J é um subespaco vetorial de
A. Dados y € A e x € J, existe uma sequéncia (z,) em J tal que z, — x. Dai,
como J é um ideal a esquerda de A, vemos que yzx, € J para todo n € N. Pela
continuidade do produto em uma algebra normada, temos que yz, — yx. Logo
yx € J, isto é, J é um ideal & esquerda de A. Usando o fato que v é uma unidade
modular a direita de J, concluimos que (z — zu) € J C J para todo z € A. Logo
u é uma unidade modular a direita de J. Finalmente, J é um ideal modular &
esquerda préprio, uma vez que por (1), ||lu — z|| > 1 para todo = € J. Logo, nao

existe um sequéncia contida em J que convirja para u. Entao u ¢ J.

O

Corolario 2.76. Sejam A uma dlgebra de Banach e J um ideal mazximal modular
a esquerda de A. Entdo, J ¢ fechado.
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Demonstragdo. Seja J como no enunciado. Pelo teorema anterior, J é um ideal
modular & esquerda préprio de A. Como J C J e J é maximal, concluimos que

J = J, isto é, J é fechado.
]

A seguir, relembraremos o conceito de espago vetorial quociente e estabele-

ceremos algumas notagoes.

Definicao 2.77. Sejam U um espacgo vetorial sobre F e V' um subespaco vetorial

de U. Em U, definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
r~y:=(x—y) ev.

Para cada =z € U, a classe de equivaléncia que contém o elemento z ¢é dita a
V-coclasse de = e serd denotada por x’. O conjunto de todas as V-coclasses é
um espago vetorial com adi¢ao e multiplicacao por escalar definidas da seguinte
maneira:

2+ 2y = (11 + x9) e azy = (),

onde x1, x5 s@o elementos arbitrarios das coclasses 21, 25, respectivamente, e a €
F. Esse espaco vetorial é chamado de espago quociente de U moddulo V e o
denotaremos por U — V.

A aplicagdo m: U — U — V com z — 2’ é dita a aplicagdo candénica (ou
aplicacdo quociente). No caso em que U = (U, || - ||) é um espago vetorial normado
e V é um subespaco vetorial fechado de U, entao U — V' é um espago vetorial

normado, onde a norma ¢é definida da seguinte maneira:
||12'|| = inf{||z]| : x € 2'}, onde 2’ € U — Z.
A norma acima é conhecida como a norma candnica em U — V.

Lembremos que X ¢ dito um conjunto completo de U quando toda sequéncia

de Cauchy em X converge para um ponto de X.

Proposicao 2.78. Sejam U um espaco vetorial normado sobre F e V' um subespaco

vetorial fechado de U. Entao, as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
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1. A aplicagao canonica m: U — U —V € uma aplicagdo linear limitada. Além

disso, ||7|| =1 quando V # U e zero caso contrdrio;

2. Seja X um subconjunto completo de U tal que X +V = X. Entdao a imagem
canonica (X)) = X' = {n(f) = f : f € X} é um subconjunto completo de
Uu-Vv;

3. Se U € completo entao U —V € completo.

Demonstragio. (1) Primeiramente, notemos que 7 é linear. De fato, dados z,y € U,
ea € F, temos m(ax +vy) = (ax +y) = (ax) +y = azr’ + ¢ = an(z) + 7(y).

Além disso, a aplicacao m é limitada, uma vez que:
|Iml| = sup{|[m(z)|| : [lz]] < 1} = sup{[|2’]| : [[z]| < 1} < []=]| < L,

pois ||2/|| = inf{||y|| : y € 2’} < |]z||. Agora mostraremos que a norma da aplica¢ao
canonica é 1, quando V' é um subespaco vetorial préprio de U. Suponhamos que
||| < 1. Neste caso, podemos escolher r tal que ||7|| <7 < 1. Para cada z € U,
temos:

inf{[[yl| : y € 2} = ||']| = [I7 (|| <[] - [[=]] <rll=]].

Portanto, existe z; € 2’ tal que ||x;|| < r||z||. Aplicando o mesmo raciocinio para
11, existe zo € 7} tal que ||xa|] < r|lx1|| < r?||x||. Repetindo o processo, obtemos
uma sequéncia (z,) em z’ tal que ||z,|| < r"||z||. Como r < 1, temos que r"||z||

converge a zero. Dai, x,, — 0 quando n — oo. Logo, x € V pois
o =ux, =n(x,) = m0)=0=1V,

dai U C V, o que é uma contradicao.

(2) Seja X um subconjunto completo de U tal que X +V = X. Mostraremos

que a imagem canoOnica

7(X)=X'={x(f)=f":fe X}

¢ um subconjunto completo de U — V. Seja (y,) uma sequéncia de Cauchy em
X’. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir sem perda

de generalidade que ||y,11 — yn|| < 27". Provaremos que, para cada n € N,
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existe f, € X tal que f, = y, e ||fur1 — ful| < 27". De fato, como (y,) é uma
sequéncia em X', para cada n, existe g, € X tal que ¢/, = y,,. Tomemos f; = ¢;.
Como inf{||z|| : z € (ya —y1)} = ||ly2 — n|| < 27!, existe vy € (y2 — y1) com
llvz2]] < 271, Usando que go € y2 € f1 € y1, (92 — f1) € Yo — y1, concluimos que
vg €Yo —y1 = (g2 — f1)', isto é, va — (g2 — f1) € V. Portanto, existe [ € V' tal que
l=vo+ fi—¢go. Dalvg+ fi =1+ g € V+ X = X. Agora definimos fo = v9 + fi.
Notemos que
fr=v+ fi=0—y)+yn =y

1fo = fill = llva]| < 27"
Repetindo o processo, obtemos a sequéncia (f,,) C X com as propriedades desejadas.

A sequéncia (f,) é uma sequéncia de Cauchy em X. De fato (m < n),

||fn - me = an —fortfoa—faot foat— me <

n—1
co-(n=1) y o-(n=2) | 4 g-m _ doo

Como a série Y,y 27" converge, entao a sequéncia (S, ), formada pelas suas somas
parciais, converge. Em particular, (S,) é uma sequéncia de Cauchy. Assim, dado

e > 0 existe n(e) € N tal que para n, m > n(e) temos
12227 = 1180 = Sul| <&

Logo (f,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Por ser uma sequéncia de Cauchy
em um subconjunto completo, temos que (f,) converge para um elemento f €
X. Aplicando a continuidade da aplicagdo canonica, temos que y, = f, — f'.
Lembremos que uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy converge, entao a
sequéncia também converge. Em resumo, dada uma sequéncia de Cauchy em X',
essa sequéncia deverd convergir para um elemento em X’. Logo X’ é completo sob

as condigoes do enunciado.

(3) Suponhamos que U seja completo. Tomemos X = U. Agora é s6 aplicar
o item (2). O
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A seguir, veremos como estender o conceito de espago vetorial quociente

para uma algebra quociente.

Definicao 2.79. Sejam A uma F-algebra, J um ideal de A e A — J o espaco
quociente de A médulo J. Definimos o seguinte produto em A — J:
/

2 -2y = (21 - T2)

onde x, x5 sdo elementos arbitrarios das coclasses 21, zj, respectivamente. Com
esse produto, A — J torna-se uma algebra que sera chamada de algebra quociente

de A mddulo J. Denotaremos esta algebra por A/J.

Para facilitar a vida de um leitor com menos experiéncia, provaremos que
o produto acima estd bem definido e que, de fato, A/J é uma dlgebra com esse
produto. Fixemos 21,25, 25 € A/J e a € F e tomemos z1 € 27, x9 € 2 e x5 € 24.
Por definigao, (z1 — 21), (r2 — 22), (r3 — 23) € J. Portanto, z; = j1 + 1, 20 = Jo + X,

23 = J3 + x3, com Ji, ja, j3 € J. Observemos que:
2129 — 1T = (x1 + j1) (T2 + J2) — 122 = T1J2 + J122 + J1Jo € J.

Entao 2125 ~ x125. Em outras palavras, 21z} = (2122)" = (z122)’ para todo 1 € 21,

x9 € 2zb. Agora, verificaremos que de fato a operagao é um produto em A/J.

o Associatividade:
(2125)75 = (z122)'25 = ((2122)23)" = (21(2273))"
= 2y (2273)" = 21 (2273)" = 21(2523).
« Distributividade:
(2] + 25)25 = (21 + 22)'25 = ((x1 + 22)73)" = (2173 + T273)’
= (2123)" + (2223)" = 2125 + 2525,
Analogamente temos 2/ (2} + 24) = 2125 + 21 25.

o Compatibilidade dos produtos:
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Lembremos que se D, E C Ry, entdo inf(DE) = inf(D) - inf(E), onde
DE = {de : d € D,e € E} e D, E # (). Utilizando esta propriedade, podemos

provar o seguinte resultado.

Observagao 2.80. Sejam A uma F-algebra normada e J um ideal fechado de A.
Entao, a norma canoénica é uma norma-dlgebra em 4/J. Além disso, se A é uma

algebra de Banach, entdo A/J é uma algebra de Banach.

De fato, j& sabemos que a norma candnica é uma norma em A/J. Entao

basta provar que ||z125|| < [|21]| - ||25]] para todo 21, 2z, € A/J. Com efeito,
|21 25]| = inf{||z122|| : 71 € 2], 09 € 25} < Inf{||x1]| - [|@a]| : 21 € 27,19 € 25}
= inf{|[z1[| : 21 € 21} - inf{|[ma|| : 22 € 25} = |[21]] - [|25]]-

Notemos ainda que, pela Proposicao 2.78, temos entao que se A é completa entao
A/J é completa.

Observagao 2.81. Seja A uma F-algebra e J um ideal de A. Entao, a aplicagao
candnica 7 : A — A/J, x — m(x) = 2/, é um homomorfismo de A em A/J. Em

particular, se A é uma algebra normada, entdao 7 é um homomorfismo continuo.
De fato, ja vimos que 7 é linear. Agora notemos que 7(xy) = (xy) = 2’y =
m(x)m(y) para todo z,y € A. Portanto 7 é multiplicativa. Por ltimo, se A é uma

algebra normada, entdo pela Proposicao 2.78, a aplicagdo canonica é continua.

2.6 Funcionais Lineares Multiplicativos

Dedicaremos esta tltima parte do capitulo ao estudo dos funcionais lineares
multiplicativos, que constituem parte essencial deste trabalho. Veremos que a

continuidade segue automaticamente para esse tipo de funcional.

Definicao 2.82. Seja A uma &algebra de Banach complexa. Um funcional linear
multiplicativo em A é um funcional linear nao nulo ¢ : A — C tal que para todo

z,y € A temos:
P(zy) = o(x)p(y).

Mais precisamente, ¢ ¢ um homomorfismo nao nulo de A em C.
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Definicao 2.83. Seja A uma algebra de Banach complexa. O conjunto dos
funcionais lineares multiplicativos de A é chamado de espectro de A e serd
denotado por M(A).

Uma das propriedades mais interessantes a respeito de funcionais lineares

multiplicativos é a sua continuidade automatica, como provaremos a seguir.

Proposigao 2.84. Sejam A uma dlgebra de Banach compleza e ¢ € M(A). Entao

¢ é continuo e ||¢]| < 1. Além disso, se A é unitdria, entio ¢p(14) = 1.

Demonstragio. Provaremos que |[¢[| = sup,—; [¢(z)] < 1. Suponhamos que
||¢]| > 1. Entao existe z € A, onde ||z|| =1 e |¢(z)| > 1. Tomando y = 30 €A

temos ||y|| < 1 e ¢(y) = 1. Mostraremos na sequéncia que a existéncia desse

elemento y gera uma contradicao.

Seja z = Y >, y". Notemos que z estd bem definido pois Y2 ; y" converge.
De fato,

Dol > Myl
n=1 n=1

e a segunda série converge pois é uma série geométrica de razao ||y|| < 1. Dai, a
primeira série converge pelo Teste de Comparagdo. Como a convergéncia absoluta
de uma série implica na convergéncia da série - em espacos de Banach - temos a

convergéncia da série >, y™. Agora, notemos que

o0 o0
y+zy=y+Q_ vy =y+y y ==
n=1 n=1

Entao
0(z) = oy + 2y) = o(y) + ¢(2)o(y) = 1+ ¢(2),
que é um absurdo. Logo, podemos concluir que ||¢|| < 1 provando também a

continuidade de ¢.

Neste ponto, assumiremos que A = (A, +,-,14) é unitaria. Notemos

P(1a) = ¢(1a-14) = ¢(14)0(1a).

Se ¢(14) = 0, entao terfamos, para todo x € A o seguinte:

o(x) = ¢p(14- 1) = p(14)p(x) = 0.



Isto é, ¢ = 0 uma contradigao. Logo, ¢(14) = ¢(14)d(14)" ! = 1.

29
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3 ALGEBRAS UNITARIAS E COMUTATIVAS

Neste capitulo provaremos um dos resultados centrais desta dissertacao: a
existéncia de uma bijecao entre o conjunto dos ideais maximais e o conjunto dos
funcionais lineares multiplicativos em uma algebra de Banach complexa comutativa

e com unidade.

Para isso, recordemos que um subespaco de um espago vetorial V' tem

codimensao 1 quando A =V @& W, onde dim¢ = 1.

Proposicao 3.1. Sejam A uma dlgebra de Banach complexa e J um ideal mazimal
modular de codimensdo 1. Entao, eziste ¢ € M(A), onde ker(¢) = {z € A :

¢(x) =0} = J. A reciproca deste fato também € verdadeira.

Demonstra¢ao. Mostraremos inicialmente que ker(¢) é um ideal maximal modular
de codimensao 1 para todo ¢ € M(A). De fato, fixemos ¢ € M(A). Como ¢ é
nao nulo, existe y € A tal que ¢(y) # 0, isto é, y ¢ ker ¢. Claramente, ker ¢ e
(y) = { Ay : A € F} sao subespagos vetoriais de A. A interse¢ao (ker ¢ N (y)) = {0},
pois se tivéssemos 0 # x € (ker¢ N (y)), terfamos que * = ay com a # 0 e

0= ¢(z) = ¢p(ay) = ad(y) e, portanto, concluirfamos que ¢(y) = 0, e isto levaria a

[21€9)
o(y)
escrever x — %y =k € ker¢. Logo v = k + %y, concluindo a decomposicao

A = ker(¢) @ (y).

Agora, resta provar que ker(¢) é um ideal maximal modular. Dados = € ker ¢

uma contradi¢do. Por fim, dado z € A temos que x— £y € ker ¢. Assim, podemos

e z € A temos

¢(zz) = ¢(2)0(x) = ¢(2)9(2) = P(x2).
Como ¢(x) = 0, concluimos que ¢(zz) = ¢(zx) = 0, ou seja, xz, zx € ker¢g para
todo x € ker(¢) e z € A. Logo, ker(¢) é um ideal de A. A maximalidade de ker(¢)
segue direto do fato que sua codimensdo é 1. Agora tomamos u = ¢(y) 'y € A
(p(u) = 1). Se z € A, temos ¢(z — zu) = ¢(z) — ¢(2)p(u) = 0. Desta forma,
z — zu € ker ¢. Analogamente, podemos concluir que z — uz € ker ¢. Portanto,

ker ¢ tem unidade modular wu.

Reciprocamente, seja J um ideal maximal modular de A com codimensao 1

(com unidade modular u, veja Lema 2.69). Mostraremos que existe um elemento
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¢ € M(A), onde ker ¢ = J. Afirmamos que A/J = Cu/, onde v’ = w(u). De fato,
como u é unidade modular de J temos, pela Proposigao 2.73 (4), que u ¢ J. Além
disso, como a codimensao de J é 1, podemos escrever A = J @ (u). Dai, dado
r € A qualquer, podemos escrever de forma tnica r = j + au onde j € J, a € F.
Assim, x — au = j € J, isto é, 2’ = au’. Portanto, temos A/J = Cu/. Além disso,
como u é uma unidade modular de J, dado x € A , temos que x — xu,xr — uzx € J.
Logo, ' = (zu) = 2'v' e 2’ = (uzx) = u'2’, assim v’ é a unidade de A/J.

Agora podemos definir nosso funcional linear multiplicativo. Definimos a
funcao ¢ : A — C, z +— ¢(x), onde ¢(z) é tal que 2’ = ¢(z)u’. Fixemos z,y € A,
eacC.

o ¢ é linear:
¢lax +y)u' = (ax +y) = ax’ +y' = ag(x)u’ + o(y)u’

= (ag(z) + o(y))u;

o ¢ é multiplicativo: ¢(zy)u' = (zy) = 2y = ¢(z)u/'o(y)u' = d(x)o(y)u'.

Por tultimo, verificaremos que ker ¢ = J. Isso segue diretamente da igualdade

abaixo:
kerg={reAd:¢(z)=0}={reAd: /' =0}={red:z=0-0ecJ}=J
E isto completa a demonstracao. O]

Observacao 3.2. Na proposicao anterior, mostramos que se o espectro de uma
algebra de Banach complexa A é nao vazio, isto é, se existe ¢ € M(A), entao
ker(¢) é um ideal maximal de A, isto segue do fato que ker(¢) tem codimensao 1.

Portanto, A(A) é nao vazio.

Teorema 3.3. Sejam A uma dlgebra de Banach complexa comutativa e J um ideal
maximal modular de A. Entao eziste ¢ € M(A), onde ker(¢) = J.

Demonstracao. Seja J como no enunciado. Pela proposicao anterior, é suficiente
provar que J tem codimensao 1. Pelo Corolario 2.76, temos que J é fechado e,

portanto, B = A/J é uma algebra de Banach complexa (Lema 2.80). Notemos que
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os Unicos ideais de B sao {0} e B, pois todos os ideais de B sao da forma T'/J,
onde T' é um ideal de A tal que J C T. Notemos que T é um ideal modular, pois
J C T (Veja item (3) da Proposigao 2.73).

Assim, como na demonstracao anterior, seja u uma unidade modular de J.
Vimos também que u' é a unidade de B. Afirmamos que B é uma algebra normada
complexa com divisao. De fato, seja ¥/ um elemento singular em 5. Consideremos o
conjunto I = {y'z’ : x € A}. Dados 2’ € B e y'z’ € I, temos 2'(y'2') = (yz)'2’ € I
e

(y'2')z" = (yxz2)" = (yza) = (y2)'2’" € I,

onde usamos a comutatividade de A. Logo I é um ideal de B. Por outro lado, se
u' € I, entdao poderiamos escrever u' = y/z’. Dali, ¢y nao seria singular. Portanto,
u’ ¢ I eisto diz que I é um ideal proprio de B. Assim, [ = {0}. Como y'z’ = 0 para
todo = € A, temos que iy = y'u’ = 0. Logo B é uma algebra normada complexa

com divisao. Dali, pelo Teorema 2.58, temos B = Cu’.

Como u é uma unidade modular do ideal préprio J, pelo item (4) da
Proposigao 2.73 temos que u ¢ J. Assim, J N (u) = {0}. Por fim, dado = € A,
existe a € C tal que 2’ = au/, isto é, m = v —au € J. Logo, x = m+ au, provando
que A=J & (u). O

Finalmente podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Seja A uma dlgebra de Banach complexa comutativa e unitdria.
Entao existe uma bijecio entre os ideais mazximais de A e os funcionais lineares
multiplicativos nao nulos de A. Mais precisamente, a aplica¢io © : M(A) — A(A),
¢ +— ker(¢) € uma bijegio entre os conjuntos M(A) e A(A).

Demonstragao. Inicialmente notemos que como A = (A, +,-,14) é unitaria, temos
que A(A) # 0. Além disso, A(A) coincide com o conjunto formado por todos
os ideais maximais modulares de A, pois 14 é uma unidade modular para todo
ideal de A (Veja item (2) Proposicao 2.73). Dado J € A(A), a aplica¢ao canonica
m: A — A/J, definida por x — 2’ = w(x), corresponde a um elemento de
M(A). Isso ocorre porque, pelo Teorema de Gelfand-Mazur, toda algebra de

Banach que é um corpo é isometricamente isomorfa a C. Além disso, A/J é
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uma algebra de Banach complexa que constitui um corpo, uma vez que J é
um ideal maximal. Em particular, ©(7) = ker(7) = J, em outras palavras, ©
é sobrejetora. Agora, provaremos a injetividade da aplicacdo O. Sejam ¢ e
funcionais lineares multiplicativos em A, tais que ker ¢ = ker . Pela Proposicao
3.1, temos A = ker(¢) @ (14) = ker(¢)) @ (14). E como ¢(14) = ¢(14) temos que
b= 1.

O

Motivados pelo ultimo resultado, desenvolveremos os préximos capitulos.
Veremos no proximo capitulo que, ao retirar a hipdtese da comutatividade da
algebra de Banach complexa A, ndo podemos garantir a existéncia da bijecao entre
os ideias maximais e o espectro, como visto acima. Mais ainda, em muitos casos
podemos ter M(A) =0 e A(A) # 0. Entretanto, veremos no tltimo capitulo que,
para a algebra de Banach UT,,(A) onde A é uma algebra de Banach comutativa e

unitaria, podemos obter uma versao analoga do caso comutativo (Teorema 5.10).
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4 ALGEBRAS UNITARIAS E NAO COMUTATIVAS COM ES-
PECTRO VAZIO

Veremos, neste capitulo, um exemplo de algebra de Banach com unidade e

nao comutativa que nao possui a propriedade da bijecao.
Comecamos com a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1. Seja E um espaco de Banach que € linearmente isomorfo a EGFE.

Entao, a dlgebra B(E) dos operadores lineares continuos em E tem espectro vazio.

Demonstracao. Denotaremos por ¢ : E — E @ E o isomorfismo linear entre F e
E®FE. Paracada (x,y) € EQFE, definimos, P:E®E - E®EeQ: EOF — E®F

como segue
p(x,y) =(z,0) e
Q(z,y) = (0,9).

Essas aplicagoes sao lineares e continuas. Assim, ao definirmos as aplicacoes
P:E—Fe(@:FE— E tais que

P=¢'Pp e
Q=0¢"Q¢,
vemos que P,Q € B(E).

No que segue, denotaremos a unidade de B(E @ E) por I (respectivamente
Iy a unidade de B(E)). Temos ainda que PQ=0e P+ Q=1I. De fato, para
todo (z,y) € £ @ E temos

PQ(z,y) = P(Q(x,y)) = P(0,y) = (0,0) e

(P +Q)(x,y) = P(z,y) + Qz,y) = (x,0) + (0,y) = (z,y) = I(2,y).

Analogamente, podemos afirmar que PQ) =0 e P + Q) = Ipg). De fato,
PQ=¢"'Ppp'Qp=¢ ' PQp =900 =0 e
P+Q=¢""Pp+¢7'Qo=0¢"'(P+Q)o=0¢""1o=0¢""'0=Inw).
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Por tltimo, definimos a aplicacio U : E® E — E @ E como segue

U(z,y) = (y,x) para todo (z,y) € E® E.

Claramente, U é uma aplicacdo linear e continua. Assim, a aplicacdo U : E — E
definida por U = ¢~ 'U¢ também serd linear e continua, isto é, U € B(E). Agora
observemos que P = UQU e Q = UPU, pois dados (z,7) € E @ E, temos

UQU (x,y) = UQ(y,x) = U(0,z) = (x,0) = P(x,y).

A prova de que Q = UPU é ansloga. Neste contexto também temos as igualdades

P=UQU e Q =UPU, pois
UQU = ¢7'Upp™' Qo' U = ¢~ 'UQUS = ¢~ P = P.
Prova-se que @) = U PU analogamente.

Finalmente, suponhamos que exista ¢y € M(B(FE)). Como PQ = 0, temos

0 =1(0) = Y(PQ) = Y(P)Y(Q).

Assim ¢(P) = 0 ou (@) = 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
Y(P) =0. Como @ = UPU temos

P(Q) = p(UPU) = v(U)y(P)y(U) = 0.

Para finalizar, como P + ) = Ip(g), temos

1 =9(Ipm) =y (P +Q)=v(P)+¥(Q) =0
uma contradigdo. Concluimos que o espectro de B(E) deve ser vazio.

]

Exemplo 4.2. Sejam E = ¢y ou £ = [,, os espacos de Banach classicos, com
1 < p < oo. Esses espacos sao exemplos de espagos de Banach linearmente
homeomorfos a £ @& E. Mostraremos a existéncia de um homeomorfismo linear
entre £ :=cye E® F. Seja ¢ : E — E @ E uma aplicagao definida por

O((Tn)nen) = ((T2n)nen, (Tan—1)nen)-

A aplicacao esta bem definida pois subsequéncias de sequéncias que convergem
para zero, em espagos normados, também convergem para zero. Afirmamos que ¢

¢ um isomorfismo. De fato,
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o Linearidade: Dados (2,)nen, (Yn)nen € ¢o € @ € F, temos:

¢((xn)n€N + a(yn)nEN) = ¢((xn + Odyn)nEN) =
= (z2n + QWan, Tan—1 + AY20—1)nen =
- ('TZTL; x2n—1)n€N + 04(?/2m y2n—1>n€N =

= ¢((@n)nen) + ad((Yn)nen)-
 Continuidade: Seja (z,)nen sequéncia em ¢q com norma ||(x,)nen|| = 1. Dal:

A((@n)nen)l| = [((T20)nen, (T2n—1)nen)|| =
= max{||((z2n)nenl|; [| (T2n-1)nen||} <

< [[(@n)nenll = 1,

uma vez que ||(zn)nen|| = sup, |[Tn| = sup,, [22n-1| = [|(z2n-1)nenl| €, analo-

gamente, ||(zn)nen|| > ||(€2n)nen||- Logo ¢ é limitada.

« Injetividade: Se as sequéncias (2, )nen, (Yn)nen € Co S0 tais que (Z,)nen 7#
(Yn)nen entdo existe i € N tal que x; # y; Supondo, sem perda de generalidade,

que i é par, temos (z;, Ti-1) # (Yi, Yi-1). Portanto ¢((2s)nen) # ¢((Yn)nen)-

 Sobrejetividade: Dada (2, Yn)neny € F @ E, podemos estabelecer uma sequén-
cia z = (1,91, T2, Y2, -y T, Yn, ---) qUe estd em ¢y pois a subsequéncia dos
indices pares e a subsequéncia dos indices impares convergem para zero. Isto

é, dado (xy,, Yn)neny € E @ E existe x € ¢g tal que ¢(z) = (2, Yn)nen-

o Continuidade da inversa: Como F e E & E sao espacos de Banach, pelo
Teorema da Aplicacao Aberta ¢ tem inversa continua, pois ¢ é linear, limitada

e bijetora entre espagos de Banach.

Analogamente podemos mostrar que, para £ = [, com 1 < p < oo, E ¢é
isomorfo a £ @ F.

Do exemplo acima, segue que, para £/ =cye E =1, com 1 <p < o0, o
espago das aplicacoes limitadas em E, B(F), tem espectro vazio. J4 vimos que

o conjunto dos ideais maximais em uma algebra de Banach unitaria ¢ nao vazio.
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Entretanto, nao existe ¢ € M(B(E)), e portanto ndo existe bijecao entre A(B(F))
e M(B(E)).

Concluimos, dessa forma, que ndo podemos garantir (sempre) a existéncia
de uma bijecao entre o conjunto dos ideais maximais e o espectro, em uma algebra
de Banach unitaria e ndo comutativa. Entretanto, veremos no proximo capitulo
que existe uma classe de algebras de Banach com unidade e nao comutativas que
possuem a propriedade da bijecao. E, com este resultado em maos, seremos capazes
de exibir outros exemplos de dlgebras de Banach com unidade e ndo comutativas

cujo espectro é vazio.
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5 ALGEBRA DAS MATRIZES TRIANGULAR SUPERIORES

Neste capitulo, usaremos a letra 4 = (A, +, -, 1 4) para denotar uma algebra
de Banach complexa comutativa e com unidade, e m representard um ntimero
natural maior ou igual a 2. Vimos no Exemplo 2.40, que o conjuntos formado pelas
matrizes m x m com entradas em A, que denotamos por M,,(.A) e o conjunto das
matrizes triangulares superiores m x m com entradas em A, que denotamos por
UT,.(A), podem ser vistos como subalgebras fechadas e unitarias da algebra de
Banach B(A™), a algebra de Banach formada por todos os operadores lineares e
continuos em A™. Embora M,,(A) e UT,,(A) sejam algebras de Banach unitarias,
elas nao sao comutativas quando m > 2. Nosso objetivo principal neste capitulo
¢ descrever o espectro de UT,,(A), ou seja, descrever M(UT,,(A)), para a partir
dai, provarmos a existéncia da bijecao entre M(UT,,(A)) e o conjunto dos ideais
maximais de UT,,,(A) (A(UT,,(A))).

Para facilitar o entendimento deste capitulo, fixaremos algumas notacoes
e convencoes adicionais. Seja vE;; = (a,s), onde a;; = = e a,s = 0 caso contrario.
Quando = = 14 simplesmente escreveremos 14F;; = E;;. No que segue ) =

{1,..,m}. Neste caso, temos a seguinte representacao:
Mm<./4) = {A = (ai]’) = Z al-jEij Clij € ./4 Vz,j € Q} N
i,j=1
UT,(A) ={A = (a;;) € M\p(A) |a;; =0 se i,j€Q e j<i}

Para simplificar a nossa escrita, de agora em diante, escreveremos (i, j) € Q2 quando

tivermos 4,j € ) tais que j > i. Dessa forma, dada uma matriz A € UT,,(A),

temos:
m
A= ) a;Ey;= ) a;Ey
1,J=1,1<g (i,)€Q

A seguinte propriedade sera usada livremente ao longo deste capitulo: para
todo A € M, (A), dados i, 7,p, q € ), temos

E;AEy, = ajpBiq.

Se A=1=>7",E;, a matriz identidade de M,,,(A), a equagdo acima fornece o

seguinte:
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0, '
Eijl Epg = Eijlpg = ] i (5.1)
Eigy J=p

Neste ponto, exibiremos uma familia de funcionais lineares multiplicativos
nao nulos em UT,,(A). Posteriormente, mostraremos que de fato todo elemento de
M(UT,,(A)) pertence a esta familia (Teorema 5.4). Neste momento, é bastante
oportuno lembrarmos que, como A é uma algebra complexa comutativa e unitaria,
sabemos da existéncia da bijecao entre os conjuntos nao vazios A(A) e M(A)
(Teorema 3.4). Agora, vejamos como construir a familia supracitada. Fixemos
g€ M(A)epeQ:={1,..,m}. Definamos ¢, : UT,,(A) — A por ¢,(A) = a,,
para todo A = (a;;) € UT,,(A). Abaixo, mostraremos que a fungao ¢4, = go ¢, ¢
um funcional linear multiplicativo ndo nulo em UT,,(A) com g € u(A). Portanto,
a familia F = {¢g|(p, g) € Q@ x M(A)}, de fato satisfaz a condigao

F C M(UT(A)).
Em particular, M(UT,,(.A)) é nao vazio.
Proposicao 5.1. Sejam g € M(A) e p € Q. Entdo a fungdo definida por
bup = 90 6y € MUT,(A)).
Demonstragio. Sejam A = (a;;), B = (b;j) € UT,,(A) e a € F.

o ¢gp #0: Como g € M(A) e g é nao nulo, podemos encontrar = € A tal que
g(z) # 0. Tomando a matrix xE,, € UT,,(A) temos

Ggp(TEpp) = g o ¢p(xEpy) = g(z) # 0.
Logo ¢, ¢ nao nulo.

e Linearidade:

Ggp(A + aB) = ¢gp((ai; + aby;)) = g o ¢p((ai; + abij)) = glay, + aby,) =
= g(ap) + ag(byy) = g0 ¢p(A) + ago ¢,(B) =
= Ggp(A) + aggp(B).
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o Multiplicatividade:

Escrevemos AB = (c¢;;) tal que ¢;; = Y20 aibij. Logo cpp = Y1ty aprbip.
Levando-se em consideracao que A, B € UT,,(A) temos, para i > j, que
a;j,bi; = 0. Dai, se k < p entao a,, = 0, e no caso que k > p temos by, = 0.
Dessa forma, resta apenas o caso kK = p. Portanto, c,, = a,pb,,. Como
g € M(A), obtemos:

Ggp(AB) = go ¢p(AB) = g o ¢,((cij)) = glcpp) = glappbyp) = glay)g(byy) =
=g o ¢p(A)go ¢p(B) = dgp(A)pgy(B).

]

Antes de provarmos o Teorema 5.4, que garantird a igualdade M(UT,,(A)) =

F, precisaremos de um resultado técnico que sera bastante util.

Proposicao 5.2. Seja ¢ € M(UT,,(A)). Entdao as sequintes afirmacoes sao

verdadeiras:

1. ¢(A) =1 ou ¢(A) = 0 sempre que A?> = A. Em particular, $(E;) = 1 ou
d(E;) = 0 para todo i € Q. Além disso, existe um unico p € Q) tal que
d(Eyp) =1 e, consequentemente, ¢p(xEy;) =0 para todo i € Q\ {p} ez € A.

2. ¢(zE;;) =0 para todo v € A ei,j € Q, ondei < j.

Demonstragio. Seja A € UT,,(A) tal que A*> = A. Usando a multiplicatividade de
®, temos que ¢(A) = ¢(A?) = ¢(A)p(A). Sabemos que ¢(A) é um elemento de
C. Logo se ¢(A) # 0 temos que ¢(A) é invertivel. Dai, obtemos que ¢(A) = 1,
ap6s multiplicar a equagdo acima por ¢(A)~'. Em resumo, se A é um elemento
idempotente de UT,,(A), temos que ¢(A) =0 ou ¢(A) = 1. Em particular, como
E;; é idempotente temos que ¢(F;;) é zero ou 1.

Pela Proposigao 2.84, ou pelo pardgrafo anterior, sabemos que ¢(I) = 1,
onde I ¢ a unidade (matriz identidade) de UT,,(A). Partindo disso, temos

1=¢(I)=¢ (i E) .
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Pelo primeiro paragrafo, vemos que deve existir um tnico p € Q tal que ¢(E,,) = 1,
sendo os demais ¢(F;) = 0 (para i € Q\ {p}). Notemos ainda que, dado = € A
qualquer,

$(2E;) = (2 E5) = ¢(Ei)p(Ei),
e consequentemente para i € Q\ {p}, ¢(zE;) = 0. Assim concluimos o primeiro

item desta proposicao.

Agora, fixemos © € A, i,j € Q com i < j e seja p € ) como em no item 1.

Para finalizar a prova, utilizaremos a propriedade zE;; = E;;(xE;;)E;;. Assim,
o(xEij) = ¢(Eu(xEyj) Ejj) = ¢(Eu)p(xEij)o(Ej;).

Como i # j temos que i # p ou j # p. Portanto ¢(E;;) = 0 ou ¢(E;;) = 0. Logo,
¢(xE;j) =0 para i,j €  tal que i < j.

]

Observagao 5.3. Pela proposi¢ao anterior, dado um funcional ¢ € M(UT,,(A)),

existe um unico p € Q tal que

onde A = Z(i,j)eQ aijEij~
Agora estamos prontos para apresentar uma caracterizacao do conjunto
M(UTn(A)).

Teorema 5.4. Seja ¢ € M(UT,,(A)). Entao existe um tnico p € Q) e um unico
g € M(A), tais que p(A) = g o ¢,(A), onde ¢,(A) = ay, para todo A € UT,,(A).
Em outras palavras, M(UT,,(A)) = {dg | (p,9) € Q@ x M(A)}.

Demonstragio. Seja ¢ € M(UT,,(A)). Tomemos p € € que foi obtido de forma
unica na proposicao anterior. Agora, consideremos a funcao g : A — C definida

por g(z) = ¢(zE,,). Mostraremos que g € M(A). De fato, como

9(1a) = d(1akyy) = d(Eyp) = 1,

podemos concluir que g é nao nula. Fixemos z,y € A e a € F. Temos:
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e Linearidade:

9(z + ay) = ¢((z + ay) Epy) = d(xEyy + ayly,) =
= d(zEy) + ad(yEy,) = g(z) + ag(y).

o Multiplicatividade:
9(zy) = o((xy) Epp) = o((xEpp) (Y Epp)) = d(xEpp)d(yEpp) = g(x)g(y).

Portanto, g € M(A). Assim, dado A = (a;;) € UT,,(A), podemos inferir que
#(A) = g o ¢,(A). De fato,

Pp(A) = Cb( > aijEz’j> = > olayEy).
(4,5)€Q (4,7)€Q

Pela proposi¢ao anterior, ¢p(zE;;) = 0 para (i,j) # (p,p). Logo
P(A) = glapEyy) = glap) = g(¢p(A)) = g o ¢,(A).

Para finalizar, precisamos verificar que a fungao g € M(.A) é inica. Suponha-
mos que exista h € M(A) tal que ¢p(A) = ho¢,(A) para toda A = (a;;) € UT,,(A).

Assim, para todo x € A, podemos tomar A, = xE,, e temos:
9(x) = g o ¢p(Az) = ¢(As) = ho ¢p(Ar) = h(z).
Isto é, h = g. n

Corolario 5.5. Sejam ¢ € M(UT,,(A)), g € M(A), e p € Q satisfazendo as

condigoes do Teorema 5.4. O conjunto
{A = (a;;) € UT,,,(A) | app € ker(g)}
¢ um ideal mazimal de UT,,(A).

Demonstracao. Notemos que

ker(g o ¢p) = {A = (ai;) € UTn(A) | app € ker(g)}
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pois
A € ker(go ¢p) < glay) = go dp(A) =0 < ay, € ker(g).

Logo, como g o ¢, € M(UT,,(A)), pela Observacao 3.2,
ker(g o ¢p) = {A = (a;) € UL,n(A) | app € ker(g)}
¢ um ideal maximal de UT,,(.A). O

Uma consequéncia imediata é a seguinte:

Corolario 5.6. Eziste uma bijecio 6 : Q@ x M(A) = M(UT,,(A)) que é definida
por 0(p, g)(A) = g(ay) para todo A = (ai;) € UT,,(A).

Agora, concentraremos os nossos esforgos em busca de uma descri¢do dos
ideais maximais da dlgebra UT,,(A), uma vez ja obtida uma caracteriza¢ao para
os funcionais lineares multiplicativos nao nulos de UT,,(A). Comecemos com o

seguinte lema:

Lema 5.7. Seja QQ um ideal proprio de A. Entio Q(i) = {A € UT,,(A) | a; € Q}
¢ um ideal préprio de UT,,(A) para todo i € Q. Além disso, Q(i) é um ideal
mazimal de UT,,(A) se, e somente se, Q é um ideal maximal de A. Em particular,

UT,.(A) nao é uma dlgebra simples.

Demonstracdo. Sejam () um ideal proprio de A, e ¢ € ). Inicialmente mostraremos
que Q(i) é um ideal préprio de UT,,(.A).

e (i) é um subespago vetorial de UT,,(.A), pois dados A,B € Q(i) e v € F
e tomando-se C' = (¢;;) = A + aB temos ¢; = a;; + ab; € () uma vez que
a;;, by € @ que é um subespaco vetorial de A. Logo, A+ aB € Q(i).

o Dado A = (a;5) € Q(i) e X = (z;5) € UT,,(A), entao (by;) = AX e (¢;5) =
XA € Q(i). A demonstragao se encontra a seguir. Estamos interessados

apenas na posicao (i,4) da matriz resultante, logo analisaremos somente b;; e

c;i- Notemos que

m
by = Z QifLki = Qi T,
k=1
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pois para i > k temos a;; = 0 e para k < 7 temos xp; = 0. Analogamente,
m
Cii = Z Tik ki = T Qs -
k=1

Assim, como a; € @@ e @ é um ideal, temos que a;x;, xi;a; € Q. Dal
AX, XA € Q(i). Portanto, Q(i) é um ideal - estamos usando o fato que Q(7)
é um subespaco vetorial de UT,,(.A).

e (i) é um ideal préprio, pois como @) é um ideal préprio de A, existe x € A\ Q.
Assim, tomando matriz A = (a;;) € UT,,(A) tal que a; = x, temos que

A ¢ Q).

Para concluir, mostraremos a equivaléncia @(7) ¢ um ideal maximal de
UT,(A) se, e somente se, ) ¢ um ideal maximal de A. Suponhamos que Q(7) seja
um ideal maximal de UT,,(A). Seja J um ideal préprio de A tal que @ C J. Isso
implicaria que Q(i) é subconjunto do ideal préprio J(i). Portanto J(i) = Q(7).
Logo Q = J. Assim () é um ideal maximal de A.

Reciprocamente, suponhamos que () seja um ideal maximal de A. Como
A é uma algebra de Banach complexa comutativa e unitaria, pelo Teorema 3.3,
existe um funcional g em M(A) tal que ) = ker g. Notemos que Q(i) = ker g o ¢;.
De fato, temos que a matriz A = (a;;) de UT,,,(A) esta em Q(7) se, e somente se,
a; € Q = kerg, isto é, se, e somente se, g(a;) = g(¢;(A)) = 0, se, e somente se,
A € ker g o ¢;. Portanto, como g o ¢; € M(UT,,(A)), temos que Q(i) = ker g o ¢;

¢ um ideal maximal de UT,,(A), pelo observado em 3.2.

O

Observagao 5.8. O ideal {0} ndo é um ideal maximal em UT,,(A). De fato, pelo
Lema acima, existe um ideal Q(7) em UT,,(A) tal que {0} C Qi) € UT,,(A).

Agora mostraremos que todo ideal maximal de UT,,(A) é o nicleo de um
certo funcional ¢ € M(UT,,(A)).

Teorema 5.9. Seja J um ideal mazimal de UT,,(A). Entdo existem um ideal

mazximal M de A e p € Q) tais que

J = M(p) = {A = () € UTy(A) | a, € M}.
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Em particular, eziste g € M(A) tal que
J={A = (a;j) € UT,,(A) | ayp € ker g} =ker g o ¢,.

Demonstragio. Seja J um ideal maximal de UT,,(.A). Pela Observagao 5.8, J # {0}.
Para cada par (i,7) € €, definimos o conjunto J;; = {a;; | A = (ay,) € J} -0
conjunto de todas as (i, j)-ésimas entradas de matrizes em J. Afirmamos que J;; é
um ideal em A. De fato, dados z,y € A e a € J;;, existe uma matriz A = (a,,) € J
tal que a;; = a. Dai, como J é um ideal de UT,,(A), temos que (zE;;)A(yEj;) € J,
com

(xEy) A(yEj;) = (vaiy) By = (vay) B € J.

Portanto zay € J;;. Assim, concluimos que J;; ¢ um ideal de A, pois claramente

J;; € um subespago vetorial de A.

Agora, fixemos o par (i,7) € €. Para k tal que (i,k), (k,j) € Q, isto é,
i <k <j, temos a inclusdo Ji; C J;;. De fato, dado = € Jy, existe X = (x,,) € J
tal que x;; = x. Como J é um ideal de UT,,(.A), temos que z;, E;; = E;; X Ey; € J,
assim x = x;;, € J;;. Notemos que existe (p,p) € €2 tal que J,, # A. Se J,, = A
para todo p € {1,...,m}, terfamos J,; = A sempre que (p,j) € 2, pois vimos que
A =J,, C Jy; para (p,j) € Q. Dai, terifamos J = UT,,(A), o que é um contradigao
com a hipotese de maximalidade de J.

Tomemos p € Q, onde M = J,, # A. Pelo Lema 5.7, M(p) é um ideal
proprio de UT,,(A). Além disso, J C M(p) = {A = (a;j) € UT,,(A) | app € Jpp},
vez que todas as matrizes de J tém a (p, p)-ésima entrada em .J,,, logo estao em
M(p). Pela maximalidade de J, concluimos que J = M(p). Novamente, pelo
Lema 5.7, como M (p) é um ideal maximal de UT,,(A), entdo M deve ser um ideal

maximal de A. Em particular, existe inico g € M(A) tal que ker g = M, e dai

J={A = (a;j) € UT,,(A) | a,p € ker g} =ker g o ¢,.
O]

Finalmente, a partir dos Teoremas 5.4 e 5.9, podemos enunciar o resultado

principal deste capitulo.
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Teorema 5.10. A funcio © : M(UT,,(A)) = A(UT,,(A)), ¢ — ker(¢), é uma
bijecao.

Demonstracio. Sejam ¢, € M(UT,,(A)), onde ¢ # 1. Pelo Teorema 5.4, existem
tnicos g,h € M(A), e p,q € Q tais que ¢ = go ¢, e b =hod, Sep# q, entao
ker(¢) = {A € UT,,,(A) | ayp € ker(g)} # ker(¢) = {B € UT,,,(A) | by, € ker(h)}.
Se p = q, entdo g # h. Dal, ker(¢) # ker(¢). Logo a aplicagao © é injetiva. Por
outro lado, pelo Teorema 5.9, essa fungao ¢é sobrejetora pois todo ideal maximal de
UT,.(A) é nicleo de um funcional linear multiplicativo em M(UT,,(A)).

]

A partir da Proposic¢ao 5.2 podemos inferir que M(M,,(A)) e M(B(A™))

sao ambos vazios.

Exemplo 5.11. O espectro da algebra das matrizes M,,(.A) é vazio. Suponhamos
que exista ¢ € M(M,,(A)). O mesmo argumento usado na prova da Proposigao
5.2 mostra a existéncia de um tnico p € Q tal que ¢(E,,) =1 e ¢(E;;) = 0 para
todo par (i,7) € Q x Q tal que (7,7) # (p,p). Tomemos A = E,, + E;, + E,; onde
i € Q\ {p}. Usando a equagao (5.1), podemos mostrar

A? =2E,, + Ei, + E,; + Ey.

Portanto,
¢(A2> = 2¢(Epp) = 2.
Por outro lado,

$(A%) = ($(A))* = (¢(Ey))* =1,

gerando uma contradicao.

Exemplo 5.12. O espectro da dlgebra das aplicacoes lineares limitadas B(A™)
¢ vazio. Suponhamos que o espectro seja nao vazio e tomemos ¢ € M(B(A™)).
Podemos enxergar M,,(.A) como uma subdlgebra de B(A™) (veja Exemplo 2.40).
A restricao de ¢ a M,,(A) serd continua, linear e multiplicativa em M,,(.A). Dessa
forma, pelo exemplo anterior, podemos concluir que ¢|,,4) = 0. Entretanto,
notemos que a identidade I € M,,(A). Assim, 0 = ¢|p,,(4)({) = ¢(I). Portanto,

¢ = 0 contradizendo o fato desta aplica¢do estar no espectro de B(.A™).
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