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Resumo

Esta dissertacdo € dedicada ao estudo de Aplicacdes de Campos de Jacobi aos Sistemas
Dinamicos, seguindo alguns trabalhos desenvolvidas por [6] que utilizam tais campos para ca-
racterizar fluxos geodésicos do tipo Anosov. Em seguida foram desenvolvidas alguns conceitos
envolvendo Fluxo Magnético com o trabalho de Gabriel P. Paternain e Keith Burns [2] e por
ultimo foram desenvolvidos aplica¢des de tais campos para a dindmica do Bilhar [14].

Palavras-Chave: Campos de Jacobi. Fluxos de Anosov. Fluxo Magnético. Bilhares.



Abstract

This dissertation treat the study of Aplications of Jacobi Fields in the Dinamycal System,
following some works by [6], that use these fields to characterizae geodesic flows of Anosov
type. Then such apllications have been developed some concepts concerning Magnetic Flows
with the work of Gabriel P. Paternain e Keith Burns [2] and were finally developed for the
dynamic Billiards [14].

Key-words: Jacobi Fields. Anosov Flows. Magnetic Flows. Billiards.
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Introducao

O objetivo dessa dissertacdo € estudar como aplicamos Campos de Jacobi aos Sistemas

Dinamicos.

No Capitulo 1 sdo apresentados alguns conceitos bdsicos de Variedades Diferencidveis,
Aplicacoes entre Variedades, conceitos necessdrios ao desenvolvimentos de todo o texto. Con-
ceitos de Métrica Riemanniana e Variedade Riemannniana, que nada mais é do que uma Varie-
dade Diferenciavel, munida de uma métrica Riemanniana. O conceito de conexdo Riemanniana

também € apresentado, e para finalizar apresentamos o que ¢ uma Forma Diferencial.

No Capitulo 2, é apresentada a métrica de Sasaki, que € uma métrica no fibrado tangente
TM. Essa métrica nos ajuda a caracterizar a diferencial de um fluxo geodésico. Apresentamos
o que € uma variedade simplética definindo a 2-forma simplética @, e definimos a estrutura
simplética do fibrado tangente TM. Também € caracterizado a equacao diferencial para Campos
de Jacobi, que € nosso objeto de estudo central, com a caracterizacao da equagao diferencial do

fluxo geodésico.

No Capitulo 3, € apresentada a primeira aplicagdao de Campos de Jacobi, usando [6], que é
caracterizar Fluxos Geodésicos do tipo Anosov, em variedades sem pontos conjugados. Apre-

sentamos o Teorema de Anosov para variedades de curvatura Gaussiana negativa.

No Capitulo 4, mostramos o Fluxo Magnético, usando [2], no qual a 2-forma simplética tem
uma nova defini¢do. Com isso a equacdo do Campo de Jacobi se altera e o0 mesmo resultado do

Teorema de Anosov que € garantido para o caso geodésico € garantido para o Magnético.

No Capitulo 5, usamos Campos de Jacobi para aplicacdo da dinamica do Bilhar, usando
[14]. Foram apresentadas versdes mais dindmicas dos Teorema de Rychilik que versa sobre
problemas de medidas das orbitas bilhar e do Teorema de Bialy que versa sobre folheacdes de

causticas suaves.
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1  Preliminares

Neste capitulo inicial, iremos introduzir alguns conceitos necessarios para a leitura do

texto.

1.1 Variedades Diferenciaveis

Uma referéncia para esta sec¢do € [10].
Seja M um espago topoldgico de Hausdorff com base enumeravel e conexo.

Definicao 1.1. Um sistema de coordenadas locais ou carta local em M € um homeomorfismo

x:U — x(U) de um aberto U C M em x(U) C R", n é a dimensdo de x : U — x(U).

Para cada p € M, tem-se x(p) = (x1(p),-..,xs(p)) no qual os nimeros x;(p) = x; sdo cha-

mados coordenadas do ponto p € M no sistema x.

Definicao 1.2. Um atlas de dimensdo n sobre um espago topolégico M é uma colegdo X = {xq}
de cartas locais x4 : Ug — R" no qual a unido dos dominios Uy, sdo tais que |, Uy = M. Os

dominios Uy sdo chamados vizinhancas coordenadas de X.

Um espago topoldgico M no qual existe um atlas de dimensdo n chama-se variedade topo-

16gica de dimensao n.

Teorema 1.3. M é uma variedade topoldgica de dimensdao m se, e somente se, cada ponto de M

tem uma vizinhanca homeomorfa a R™.

Dadas cartas locais x : U — R,y : V— R™ no espaco topoldgico M, tal que, para cadap €
UNV, p tem as coordenadas x; = x;(p) e y; = y;(p), relativos aos sistemas x e y, respectivamente
comi,j=1,...,m. A correspondéncia (x;(p),...,xm(p)) <> (y1(p),...,ym(p)) estabelece um

homeomorfismo ¢y, : x(UNV) — y(UNV) chamado mudanga de coordenadas ¢, = yox~1.

Se z: W — R™ € outro sistema de coordenadas locais tal que UNVNW # 0, entdo:

Orz = ¢yzo¢xy :x(UﬂVﬂW) %Z(UHVQW)
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Figura 1.1: Mudanca de coordenadas

Observemos que: @y = idyu) € Pxy = ((])yx)*l. Um atlas X sobre um espaco topoldgico
M diz-se diferencidvel de classe C* (k > 1) se todas as mudangas de coordenadas Oyy, tais que
x,y € X sdo de classe CK. Observemos que como Oy = ((])yx)_l, entdo as aplicagdes de mudancas

de coordenadas sdo difeomorfismos de classe CK.

Definicao 1.4. Um sistema de coordenadas z: W — R"” em M diz-se admissivel relativamente
ao atlas X se para todo sistema de coordenadas locais x : U — R"” € ¥, com UNW # 0, as
mudancas de coordenadas ¢, e ¢, sdo de classe C¥, isto é, LU {z} é ainda um atlas de classe
Ckem M.

Definicao 1.5. Um atlas é mdximo quando possui todas as cartas admissiveis.

Definiciio 1.6. Uma variedade diferencidvel de dimensdo m e classe C*¥ é um par ordenado
(M,X), no qual M é um espago de Hausdorff com base enumeréavel e £ um atlas maximo de

dimensio m e classe C¥ sobre M.

Para mostrar que (M, X) é uma variedade diferencidvel de dimensio m e classe C* sobre M,

precisamos verificar se:

1. M é um espacgo de Hausdorff com base enumeravel.

2. X é uma colec@o de homeomorfismos xq, : Uy — R de conjuntos abertos Uy C M sobre
xq(U) C R™.

3. Os dominios U dos homeomorfismos x, € X cobrem M, ou seja

JUa =M.
o
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4. Dados xg, : Uy — R e xg:Ug — R™, pertencentes a ¥ com Uy NUg = (), entdo ¢Xaxﬂ :
x¢(UNV) = xg(UNV) € um homeomorfismo de classe c*,

5. Dado um homeomorfismo z : W — R™ de um aberto W C M sobre z(W) C R” também

aberto, tal que ¢, e ¢, sdo de classe C* para cada x € X, implica que z € X.

Definiciao 1.7. (Aplicacoes Diferenciaveis entre variedades) Sejam M™ e N” variedades de
classe C" (r > 1). Dizemos que f : M — N é diferencidvel no ponto p € M, se existem sistemas
de coordenadas x: U — R emM, y: V= R"emN, com p € Ue f(U) C V tais que: yo fox!:
x(U) — y(V) C R" é diferencidvel no ponto x(p).

Figura 1.2: Aplicac¢des Diferencidveis entre Variedades

yofox_l R"

A nocao de diferenciabilidade independe dos sistemas de coordenadas. x, y.

Definicio 1.8. (Fibrado Tangente)Seja M" uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v);p €

M,v € T,M}. Entdo, TM com uma estrutura diferencidvel ¢ chamado fibrado tangente.
Definicao 1.9. Definimos a aplicacdo projecdo por
n:TM — M

no qual 7(p,v) = p.

1.2 Meétricas Riemannianas

As referéncias para esta sec¢do sao [4] e [13].
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Definicao 1.10. (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemanniana em uma variedade dife-
rencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M, um produto interno (;),
no espago tangente T, M que varia no seguinte sentido.

Se x: U C R" — M € um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x;...x,) =¢q €
x(U) e 2-(q) = dx(0,...,1,...,0), entdo:

<%i(q); aixj(q)>q = 8ij(X1,.-,%n)

¢ uma func@o diferencidvel em U, g;; € a expressdo da métrica Riemanniana.

Definicao 1.11. Uma variedade diferencidvel M munida de uma métrica Riemanniana é cha-

mada variedade Riemanniana.

Definicao 1.12. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspon-

déncia que a cada ponto p € M, associa um vetor X(p) € T,M.

Sejam agora X (M) o conjunto dos campos vetoriais em M, e Z (M) o anel das fungdes reais

de classe C” definidas em M.

Definicao 1.13. Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo
ViX(M)xX(M) = X(M)

que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

1. fo+gyz = fVXZ + gVYZ
2. Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ

3. Vx(FY) = fVxY +X(f)Y

onde X,Y,ZcX(M)e f,g € Z(M).

Esta definicdo ndo deixa claro como a conex@o age sobre um campo de vetores em uma

variedade M. Com a proposicao a seguir teremos uma idéia sobre o assunto.

Proposicao 1.14. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entdo existe
uma tnica correspondéncia que associa a cada campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel
a:1 C R — M um campo vetorial % ao longo de o, chamado de derivada covariante de V ao
longo de «, tal que, se W € um campo ao longode ax e f: I C R — R, entdo:

DV+W) _ pv
. =—— =T+



14

DfV _ df DV

3. Se dado um campo Y € X(M) tal que Y(ox(t)) = V() entdo: % = V%Y
A conexdo € dita compativel com a métrica quando para quaisquer campos de vetores
X,Y,Z € X(M) a equagdo
X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ)

¢ sempre vdlida. A conexao ¢ dita simétrica, quando para quaisquer campos de vetores X, Y €
X (M) acontece
VxY - VyX=[X,Y]

sendo que [X,Y] =XY - YX.
Teorema 1.15. (Levi-Civita) Dada uma variedade M existe uma tinica conexao afim V em M
que satisfaz:

1. V € simétrica

2. V é compativel com a métrica

A tunica conexdo afim V que satisfaz o teorema anterior chama-se conexdo de Levi-Civita.

1.3 Tensores em Variedades Riemannianas

As referéncias para esta secao sdo [4] e [13].
Nesta secdo apresentaremos uma rapida nocao de tensores em uma variedade Riemanniana.

Observemos que X(M) é um modulo sobre (M), ou seja, tem estrutura linear quando

tomamos como "escalares"os elementos de Z(M).

Definicao 1.16. Um rensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana € uma aplicacao

multilinear
T:X(M)X...xX(M)— 2(M)

J

~~
r—vezes

Isto quer dizer que, dados Y1,...,Y, € X(M), T(Y1,...,Y;), é uma funcdo diferencidvel em M, e

que T ¢€ linear em cada argumento, isto é:

T, fX+gY,... Y =fT(Y1,....X,..Y,)+gT(Y1,....Y,....Y,)
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paratodo X,Y € X(M), f,g € 2(M).
Com essa definicdo, podemos estender a defini¢do de derivada covariante aos tensores com a

seguinte defini¢do.

Definicao 1.17. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T € um tensor de

ordem (r+ 1) dada por:
VT(Yy,... .Y, Z) =Z(T(Y1,....Y,)) = T(Vz¥1,....Y,)—

— =TV, Y1, VY

Para cada Z € X(M), a derivada covariante V;T de T em relacdo a Z é um tensor de ordem r
dado por:
VT (Yi,....Y,)=VT(Y,....Y,,Z)

Ela satisfaz as seguintes propriedades:

1. Vxf =X(f) (derivada direcional de f na dire¢do X)
2. VxY € o campo dado pela conexdo V
3. A+ VxA € linear sobre R
4. Vx(A®B)=VxA®B+A®VxB
5. para uma contracdo C, temos:
VxoC=CoVyx
6. além disso VxA € linear sobre fun¢des C* no argumento X
o Vx.xyA=VxA+VyxA
o V,xA=aVxA
Definicao 1.18. O tensor de curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspon-
déncia que associa a cada par X,Y € X uma aplicagdo R(X,Y)Z : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[XHZ

Z € X(M) onde V ¢ a conexdo Riemanniana de M.

Defini¢ao 1.19. Dados um ponto p € M e um subespago bidimensional ¢ € T,M o niimero real
K(x,y) = K(o) dado por
R(x,y)x,y
Kiry) = B2%)
Ayl

no qual ||x Ay||? = |x|?[y|*> — (x,y)? é chamado de tensor curvatura seccional de ¢ em p.
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1.4 Formas Diferenciais

As referéncias desta secdo sdo [8] e [13].

Definicao 1.20. Uma forma diferencial de grau 1 ou, simplesmente uma /-forma em um sub-
conjunto X C R”" é uma aplicag¢do @ : X — (R")* que associa a cada ponto x € X um funcional

linear @(x) sobre R”.

O espaco dual (R")* possui uma base candnica (dxi,...,dx,) formada pelos funcionais
lineares definidos por dx;-v=o; se v=(Qy,..., &, ); todo funcional linear sobre R”" se exprime,
de modo tnico, como combinacdo linear a1dx| + ...a,dx,. Assim, dar uma 1-forma ® num
subconjunto X C R” equivale a definir n fun¢des reais ay,...,a, : X — R, tais que para cada
x € X, se tenha:

o(x) = a(x)dx; +...+ay(x)dx,

Para cada conjunto / = {i; < ... <i.} C {1,2,...,m}, escrevemos

dx) = dx,-l Ao N\dxg,

As formas r-lineares alternadas dx; constituem a base candnica do espago vetorial <7, (R™).
Dada uma lista de r vetores vy,...,v, € R™, obtemos uma matriz a = (g; J-), com m linhas e r

colunas, na qual a j-€sima coluna € o vetor v; = (a1 JreeesOm j). Neste caso,
dx;(vi,...,v,) =det(ay)

com ay a matriz r X r obtida de a selecionando-se as linhas cujos indices pertencem ao con-

junto /. Geometricamente, dx;(vy,...,v,) é o volume do paralelepipedo r-dimensional orien-
tado da proje¢do do paralelepipedo [vy,...,v,| sobre o subespago r-dimensional de R” que tem
{ei,,...,ei } como base positiva.

Definiciio 1.21. Uma -forma diferencial em um aberto U C R? é uma aplicagio o : U x R? —

R tal que

e Oy, € linear
e ay, € diferencidvel
Sejam {eq,e2,e3} a base canonica de R?, e v € R? um vetor, entdo v = (ay,az,a3) pode ser

€scrito como:

v=aje| +azer; +azes.
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E pelo pardgrafo anterior, temos que:

dxi(v) = a;

3
Op,(are) +azer +aze3) = Zaiapo(ei)
i=1

Definiciio 1.22. Uma 2-forma diferencial em um aberto U C R? é uma aplicagio o : U x R3 x

R? — R tal que:

e 0y, ¢ bilinear alternada, isto é, ot(p,v,w) = —a(p,w,v)

® Oy, ) € diferencidvel

a; aj

3
m bi b;

3
dx; \Ndx;j ( Z a;e;,
i=1

b,’é,‘) =

1

1

dx,-/\dxj(e,-,ej) =1-1-0-0=1, sei;«éj
dx,-/\dxj = —dxj/\dxi
o = appdx) Ndxy +ajzdx) Ndxz + axzdxy Adxs

Entio em R3, temos:
Para a 1-forma temos a base: {dxj,dx;,dx3}.
Para a 2-forma temos a base: {dx; Adxp,dx; ANdx3,dx; ANdxz}.

Para a 3-forma temos a base: {dx; Adx, Ndxs}.
Se a e B sdo duas 1-formas entdo a A B = —f8 A . Com isso temos que @ A o = 0.

Com essas ferramentas temos a seguinte definicdo, para o caso geral:

Definicao 1.23. Uma forma diferencial de grau r num aberto U C R™ é uma aplicacdo  :

U — «(R™), que a cada ponto x € U,  faz corresponder a forma r-linear alternada @ (x) =
Yiar(x)dxr.

Assim, a forma diferencial @ determina e € determinada por fungdes ay : U — R, chamadas
coordenadas de . Para cada subconjunto I = {i; < ... < i} C {1,2,...,m}, e cada ponto

x €U, temos ar(x) = 0(x) - (ej, ..., ei,).
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Toda aplicagio diferencidvel f : M — N, de classe C* (k > 1) induz uma transformacio
linear @ — f*®, que leva formas de grau r na superficie N em formas de grau r na superficie
M. Dada a forma o, de grau r sobre N, definimos a forma f*®, de grau r sobre M, da seguinte

maneira: Para cada x € M e cada r-lista de vetores wq,...,w, € T, M,

[(fr @) @] (Wi, wr) = O(f(x)) - (F @wi,.., f'(x)wy)

Se g : N — R é uma fungio, temos f*(g) = go f.

7z

Definicao 1.24. Uma forma diferencial de grau r em uma superficie m-dimensional M C R”" é
uma aplicagcdo
w:xeM— o(x) € o (T,M)

que associa a cada ponto x € M uma forma r-linear alternada @(x) no espago vetorial tangente
M.

Se r = 0, uma forma diferencial de grau zero em M € simplesmente uma funcao real ® :

M — R.

Seja ¢ : Up — U uma parametrizag¢do de um aberto U C M. Em cada ponto x = ¢(u) € U,

temos a base

e e
—_— e, —— T.M.
{au1 (u), . (u)} C T
Usaremos a notagdo {duy,...,du, } C (T,M)* paraindicar a base dual. Narealidade duy,...,duy

sdo forma diferenciais de grau 1 em U.

Em cada ponto x = ¢(u) € U, as r-formas du; = du;, A ... ANdu;,, com I = {i} < ... <i.},
constituem uma base de <7 (T,M). Dada uma forma diferencial ®, de grau r em M, podemos
escrever, para cada ponto x = ¢ (u) € U:

o(x) = o(e(u) = ) ar(u)du

I

Assim, a forma w define, para cada parametrizagao ¢ : Uy — U em M, as fungdes ay : Uy —

R em um ndmero de ( > . Elas sdo chamadas as coordenadas da forma o relativamente a

;
parametrizagcao @.

Teorema 1.25. Seja M uma variedade C* de dimensado n. Entdo, M é orientavel se, e somente

se, existe uma n-forma @ em M que nunca se anula.

Demonstragdo. A prova estd em [8] ou [13]. O



19

Tal n-forma é chamada uma forma de volume. No caso de uma superficie, também dizemos

forma de drea.

Lema 1.26. Se M ¢ uma superficie orientdvel, qualquer 2-forma em M é um multiplo da forma

de area.

Demonstracdo. Para a demonstragdo podemos consultar [8] ou [13]. O]

1.5 Desigualdade Isoperimétrica

Teorema 1.27. (Desigualdade Isoperimétrica) Seja C uma curva plana simples e fechada com

comprimento p, e seja A a drea da regido limitada por C. Entdo:
P> —4TA >0

e verifica-se a igualdade se, e somente se, C € um circulo.

Demonstragdo. A prova estd em [3] O
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2  Caracterizacdo de um fluxo geodésico

O nosso objetivo neste capitulo é caracterizar a diferencial de um fluxo geodésico em
funcdo dos campos de Jacobi. De agora em diante, M serd sempre uma variedade Riemanniana
compacta e w : TM — M serd a proje¢do candnica. Nosso primeiro passo € definir um fibrado

cujas fibras sao tangentes as fibras de TM.

2.1 A Meétrica de Sasaki

Definicdo 2.1. T(TM) possui um subfibrado chamado subespago vertical que é dado por vetores
da forma ¢’(0) sendo que 0 : I CR — TM, () = (x,v+1tw) € TM e v,w € T,M. Em outras

palavras

v=J V()

0cT™M
V(6) = ker(dgm).

Observacao 2.2. Se M possui dimensio n entdo V(0) possui dimensio n.

Definicao 2.3. Seja N uma variedade Riemanniana. Uma curva h: J C R — TM € adaptada a
0 € TN e & € TgTN quando h(0) =0 e /'(0) = &.

Definicdo 2.4. Definimos a aplica¢do K : TTM — TM da seguinte maneira dados & € TgTM, e
h:1C R — TM uma curva adaptada a 6 € TM e & € ToTM fazemos:

Ko (&) :=V¢Z(0), sendo que: h(t) = (a(t),Z(t))
Portanto, definimos o subespaco horizontal como

H= | H(#)
6eT™M
tal que H(6) = ker(Kp).
De acordo com a defini¢do anterior, nao esta claro como se comporta K, nem mesmo se ela

estd bem definida. O préximo lema esclarece essas duvidas.
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Lema 2.5. 1. Ky estd bem definida, isto é, ndo depende da curva escolhida z;

2. Ky € linear.

Demonstracdo. 1. Sejam & € Tg e h: I C R — TM uma curva adapatadaa 6 € TM e & €
TgTM. Por defini¢cao, temos que:

Ko(&) :=VwZ(0)

Sendo que hA(t) = (af(t),Z(1)). Considere agora wuma outra curva
u:JCR— TM adaptadaa 6 € TM e § € TgTM, no qual u(s) = (B(s),B(s)). Temos

assim que: wou(s) = B(s). Entdo:

B'(0) = (wou)'(0)
= dgm(i(0))
= dpm(&) 2.1)
Por outro lado, o h(t) = a(t). Entdo:

a'(0) = (woh)'(0)

= dom(B'(0))
=dgn(&) (2.2)

Assim comparando 2.1 e 2.2, temos que:

E, h(0) = 6 = ((0),Z(0)). Por outro lado, u(0) = 6 = (B(0),B(0)) Pela defini¢do,
temos que:

Kg (5) = Va/Z(O) = Vﬁ/B(O)
Logo Kp ndo depende da escolha da curva z.

2. Sejam A e Re h: 1 C R — TM uma curva adaptadaa 0 € TM e § € T¢TM. Entdo:
AK(E) =AV4Z(0)

com h(t) = (a(t),Z(t)) Agora, considere u : I C R — TM uma curva adaptada a & € TM
e A& € TgTM com u(t) = (B(t),B(t)). Assim:

u(0) = 6 = z(0)
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o que implica que: §(0) = a(0) e B(0) = Z(0). E«'(0) = 1§ = 17(0),
(B'(0),B'(0)) = A(e/(0),2'(0)) = (2a'(0),AZ(0))
Assim:
Ko(AG) =VpB(0) = Vo Z(0) = AV@Z(0) = 1Ky (&)

E sejam agora h e u curvas adaptadas ambas a § € TyTM e 1 € TuTM, respectivamente.

Entao

Ko(S)+Ko(n) = VuZ(0)+ VpB(0)

no qual: h(t) = (a(),Z(t)) e u(t) = (B(¢),B(t)). Agora considere v uma curva adaptada
al+mn e TyTM entio:
Ko(E+7) = V,C(0)

no qual v(¢) = (y(¢),C(t)), como

(Y(0),€'(0)) = (a’(0) + B'(0),Z'(0) + B'(0))
o que implica que: Y (0) = o/(0) + B'(0). Assim:
Ko(&+n) =V, C(0)
= V(erB’C(O)
=VuC(0)+ VB/C(O)
=VuZ(0)+ VB/B(O)
= Ky(c) +Kp(n)

]

Definic¢io 2.6. Definimos Lg : TM — TgTM, sendo que 6 = (x,v) € TM, da seguinte forma:
dado V' € T,M, considere a curvah:1C R — M adaptadaax € Me V' € T,M e Z(t) o transporte
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paralelo de v/ ao longo de . Sendo assim, se o (r) = (B(¢),Z(t))
Lo(v') =0’ (0) € T{TM

O operador Ly dd uma nova maneira de definir o espago horizontal.

Observacio 2.7. Como o campo Z é obtido através do transporte paralelo de v' ao longo de f3,
Ko (Lo (V")) = VgZ(0) = 0. Assim, Im(Lg) C H(6) = ker(Kg) e o lema seguinte mostrard a
igualdade.
Lema 2.8. 1. Lg estd bem definido

2. Lg € linear

3. ker(Ke) = Im(Lg)

4. domoLg = Idt M

5. do7|ge) : H(0) = T:M e K(0)|y(g) : V(0) — T:M séo isomorfismos lineares

Demonstracdo. 1. Mostrar que Lg estd bem definido é mostrar que Lg(v') ndo depende da
curva escolhida 3. Como Z € o transporte paralelo de v/ ao longo de ﬁ entdo Vg Z =0, 0

que corresponde em coordenadas locais a B’ = Y; ﬁ, ox; € Z=Y%,zj 8 . Assim:
/ d
i J

d d
— Y Bl Vs + Y Blri(z) =0
LR g T L5,
Fazendo Vx,-% =%, I* i 8’9 temos que:
J

dz
VpZ =i —"+Zr iBl) 5

Logo ¢’(0) = (v/,Z'(0)) estd determinado por Ffj(O), z;j(0) e B/, pois

de

L (0) = ~(ZT¥2,81)(0)

Mas Fﬂ‘j(O) dependem apenas da métrica e z;(0) = f;(0) = v/;. Portanto Lg (V') ndo de-
pende da curva escolhida, pois qualquer outra curva adaptadaa x € M e v' € T;M, Ly(V)

esta definido.

2. Se A € R,
ALg(v') = Ao’(0) = (AW, A1Z/(0)) (2.3)
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Em coordenadas locais, temos que:

assim: 5
/ dzj d dz;
AZ (0 AZ dt ax] Zl dt ox; o0

dAzj 0

_Z dt 8xj
Lo(W) = Lo((M))) = (W), (AZ(0))') = (A, 2Z/(0)) 2.4)

Comparando (2.3) e (2.4), concluimos que ALg (V') = Lg(AV)
Sejam © e U, curvas tais que Ly (v') = 6/(0) e Lg(u') = 1/(0). Dessa forma

Lo(V') +Le(u') = 0'(0) +11'(0)
= (v/,Z'(0)) + (', U'(0))
=0 +d,7(0)+U'(0))
= ((v+u)',(Z+U)(0))
=Lo(Vv' +u)
3. Vimos que Im(Lg) C kerKy. Seja v € KerKy, entdo:
Kg (V) =0

Vo Z(0) =0

Pela defini¢do de transporte paralelo implica que Z € o transporte paralelo de v ao longo
o que é a defini¢do de Lg. Logo v estd na Im(Ly), o que conclui a outra inclusdo e a

igualdade.

4. Temos que o (1) = (B(t),Z(t)) = woo = B(t), logo dgm(c’(0)) = B’(0) =/, assim:
dgmoLg(V)=dgmoo’(0) =V

=domoLlg =IdT M
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5. Pelo item (4), temos:
d@ﬂ'(H(e)) = dgﬂ,'o (Lg) = dg?'L'Lg (TXM) =TM
L
6

logo € sobrejetiva.

Seja v € ker(dgT|y(e)), entdo v € H(0) = ker(K(0)) = Im(Lg) = dgn(v) =0 = v =

Lo(w),we T M=dogmoLg(w) =w=0=v=Lg(0) = 0=v=0
(2)
Para Kg|vy(g) : V(0) — TxM, tomemos v € T M, considere y:1 C R — M uma curva tal

que 7(0) = x.
Seja V um campo ao longo de 7, tal que a derivada covariante de V no ponto x € v, entao
%(x) =v. Definindo z: I C R — TM por z(t) = (y(¢), V(¢)), entdo

Ko ('(0)) =V,V(0)=v

logo Kg € sobrejetiva.
Sejav € ker(Kgly(g)) = v € V(0) =ker(dgm) = dem(v) = 0. Logo, usando que ker(Kq) =
Im(Lg) e o raciocinio anterior temos que v = 0. Assim temos que ker(Kg|y(g)) = 0, com

isso concluimos que a aplicacao € injetora.

Com isso vemos que TgTM = H(6) & V(0). A aplicagio
jo : TeTM — T,M x T,M

Jjo(&) = (dgm(5),Ke(§))

decompde o espaco ToTM.

Assim daqui para frente o vetor & serd da forma & = (&;,&,) que estd identificado pela
aplica¢@o jg(&). Vamos agora com isso definir uma métrica em Ty TM que fard com que H(6)

e V(0) sejam perpendiculares. Usando a decomposi¢do T¢TM = H(6) @ V(0), definimos:

{((&:m))e = (do7(&),dom (1)) x(6) + (Ko (S), Ko (1)) x(6)

Isto define uma métrica em TM, chamada métrica de Sasaki.

Observacao 2.9. A partir da identificacio jg, o campo geodésico G : TM — TTM ¢é dado por:

GO)= 2| _0(0)= 2| (.70
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sendo que ¥y, com 6 = (x,v) é a geodésica que em ¢ = 0 passa pelo ponto x com velocidade v.
Pela defini¢do de geodésica, seu campo tangente t — ¥, () é paralelo ao longo de ¥p, portanto

G(0) =Lg(v) e, pela identificacdo jg,

G(0) =Lg(v) = (dem(Lg(v)),Kg(Lg(v))) = (v,0).

2.2 Variedades Simpléticas e Campos Hamiltonianos

Uma referéncia para esta secdo € [11].

Definicao 2.10. Uma 2-forma @ € dita simplética se @ €

1. fechada, isto é dw =0
2. ndo degenerada, isto €, se @,(X,Y) =0 paratodo Y € T,M, entdo X =0

3. anti-simétrica, isto €, 0,(X,Y) = —w,(Y,X)

O par (M, ®) de uma variedade suave e uma forma simplética é chamada variedade simplética.
Observacao 2.11. A existéncia de uma forma simplética em M implica que M € bi-dimensional.

Definicio 2.12. Se (M, ®) é uma variedade simpléticae H: M — R é uma funcdo C”, o campo
Xy definido pela relacao
dH(Y) = o(Xy,Y)

ou

IXy® = dH

€ chamado campo Hamiltoniano ou gradiente simplético de H, o fluxo ¢; de Xy é chamado
fluxo Hamiltoniano. ® nao-degenerada implica a existéncia de Xy que € um campo de vetores
Cr—l

Denotamos por Lx,, @ a derivada de Lie de @ com respeito a Xy:

Ly, ® = lim ~+——
" h—0 h

Lema 2.13. o € preservada por ¢, sendo que ¢, € o fluxo gerado por Xy, isto €, Lx, 0 =0

Demonstragdo. Considere a férmula de Cartan

LXH(D = iXHda) +diXH0)
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Como  é fechada, dw = 0, e ix,; @ = dH, conclui-se que Ly, @ = 0. Vamos agora mostrar que
%qb,*a) = 0, pois se isso acontece ¢, @ ndo depende de 7 e, entdo, ¢, ® = §j® = ®, que € o que
queremos. De fato:
* *
4 b+ = tim 0n® ~ 9@
dr"’ h—0 h
o/ o (P;:a) —¢ o
h—0 h

]

Vimos que o espaco tangente TM no ponto 0 pode ser escrito como TgTM =H(0) & V().
Defina
Jg: TgTM — TgTM

por
Jo = (_5\17 éh)
Definicao 2.14. Defina a 2-forma Q por:

Qy(&,m) = (Ue(S),M))e

Segue da definicao acima que:
Q¢(&,n) = (dem(Jo(&)),dom(N))z(6) + (Ko (Ja(&)): Ko (1)) z(6)

= (—Kq(&),dom(N))x(0) + (de7(&),Ko(N)).

Q € uma 2-forma simplética. O campo geodésico pode ser visto como o campo Hamiltoniano
da fungéio H(x,v) = 3 (v,v),, conforme a proposigdo abaixo.
Proposicdo 2.15. dH = i€, ou da mesma forma para qualquer 6 = (x,v) € TM e qualquer
E €TyTM,

doH(S) = Q9(G(6),5)
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Demonstragdo. Seja z: (—¢e,€) — TM uma curva adaptada a § e facamos z(7) = (a(z),Z(1)).
Entdo K¢ (&) = Vo Z(0) e assim:

Por outro lado,

= (do7(G(0)),Ke(5))

= <d97€(V,0),K9(§)>

= (»Kg(8))
O
Corolario 2.16. O fluxo geodésico preserva a forma simplética Q
Demonstragcdo. Segue do Lema (2.13) e da proposicdo (2.15) ]

Definicao 2.17. Definimos a 1-forma a de TM por:

0 := ((5,G(0)))e = (do7(S),v)x

Observemos que V(0) anula og. A forma simplética Q e a forma «a estdo relacionadas na
proposicao seguinte.
Proposicao 2.18. Q = —da.

Definicdo 2.19. Para 6 € SM definimos S(0) := kerog. Observamos que S(6) é o comple-
mento ortogonal em TgSM de G(0) com respeito a métrica de Sasaki, no qual SM é o fibrado

tangente unitario, ou seja:
SM = {(x,v) e TM;x e M,v € T.M, ||v|| = 1}
Lema 2.20. Dado 6 = (x,v), temos:

1. Um vetor & € TgSM se, e somente se, (Kg(§),v) =0
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2. Qg(&,G(6)) =0 para todo & € TgSM
3. Q4(£,J9G(6)) =0 para todo & € S(6) C TgSM

4. O complemento ortogonal de S(6) em Ty TM ¢é dado pelos subespagos gerados por G(6)

e J9G(0). Portanto S(0) e seu complemento ortogonal sdo invariantes por J(6)

5. Seja E C ToSM complementar ao subespago gerado por G(60). Entdo Qg|gxg € ndo dege-

nerado

Demonstragdo. 1. Pelaidentificacdo TgSM =H(0)©S(0), e usando que dg 7|y () : H(0) —
T:M e K(0)|y(g) : V(8) — T,M sio isomorfismos lineares e pela métrica de Sasaki, te-

mos:
TeSM = H(8) ©V(6) ~ T.M x {® € T,M/w L v}

(=)8 € ToSM = (Kg(&),v) = Q(G(6),5) = (dom(G(8)),Ke(S))
= (dom(Lg(v),Kg(&))) =0
(<) (Ko (&),v) = (Kg(&),dom(Lg(v))) = 0 e pela identificagdo temos que: & € TgSM
2. Dado & € TSM, temos que:
Q9(5,G(0)) = (dom(S),Ke(G(0))) — (Ko(S),dom(G(6)))

mas, Kg(G(6))=0e

(Ko(6),dom(G(6))) =_(Ko(5),v) =0
por(1)

3. Observe que £ € S(0) é o mesmo que dizer que & € kerayg, e assim (dgm(§),v) =0,

calculando Qg, temos que:
Qo(&,J0G(0)) = (dom(§),Ko(JoG(0))) — (Ko (§),dom(JoG(8)))

= (do7(&),v)
=0

4. Por definicdo G(60) é ortogonal a S(6) em TgTM. Assim dado um vetor & € S(0), temos:
((JoG(6),8)) = (»Ka(8))

Logo JgG(0) é ortogonal a S(0) pois como & € S(0) C TgSM, obtém-se a partir do item
(1) que (Kg(&),v) =0
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5. Pelo item (2), G(6) é uma direcéo nula em TgSM e esta é a unica dire¢do nula, pois se

houvesse outra entdo a forma Q deixa de ser degenerada em TgTM. De fato,
ToTM =JgG(0) ® TySM,

com Q € simplética,
Qg(G(6),n) #0

quando 1M € JgG(0). Suponhamos que Q possui uma dire¢do nula U C TySM, comple-
mentar a G(0). Portanto pelo fato de Q ser simplética deve haver um subespaco de TgTM
tal que Qg(U,-) ndo se anule, provavelmente este espago ndo contido em TgSM. Com
isso, supondo que este subespago é J9G(0), conclui-se que o espago U é o mesmo que o

gerado por G(0), uma contradi¢do, o que prova o que queriamos

2.3 Campos de Jacobi e equacao diferencial do fluxo geodé-
sico

Definicao 2.21. Seja Y uma geodésica. Um campo J ao longo de 7 € dito um campo de Jacobi

se satisfaz a seguinte equacao:
V' 4+R(Yp,0) 7, =0

no qual R € o tensor de curvatura Riemanniana de M e J' = % ¢ a derivada covariante de J ao

longo de g

Observacio 2.22. Notemos que Y (7) e 7/ (¢) sdo campos de Jacobi ao longo de 7y, que s6 nos
dao informacdes sobre a propria geodésica . Por isso ao estudarmos fluxos geodésicos s6 nos

interessamos por campos de Jacobi perpendiculares a y'.
Definicao 2.23. Uma variacdo por geodésicas de uma geodésica y é uma fungdo continua
f:(—€,€)x[a,b] > M
tal que:
L. f(0,1) = (1)

2. f(t) = f(s,t) é uma geodésica para cada s fixado

3. f é diferencidvel em (—&,€) X [a;—1,a;| para alguma particdo a = ap < ... < a, = b de
[a, D]
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Proposicdo 2.24. Se f: (—¢€,¢€) X [a,b] — M é uma variagdo por geodésicas de 7y entdo:

J(t) = %(o,o

¢ um campo de Jacobi ao longo de 7.

Demonstracdo. Como f é uma variacdo por geodésicas, temos

0
s
Entretanto: DD af DD ,af 3F af\af
aas\ar) ~aa Gor) "RG0 50) o
0 0 df df\0
3o Gar) = a5 RGH 55
=0
0 of df\0
=) =G 5
consequentemente: J” +R(Y,J)yY =0 O

Figura 2.1: Campos de Jacobi e variacdes por geodésicas

Vale também a reciproca.

Como os campos de Jacobi satisfazem a uma equacgao diferencial de segunda ordem, cada
campo fica completamente determinado pelas condi¢des iniciais J(0) e J'(0). O conjunto de
todos os campos de Jacobi ao longo de y forma um espaco vetorial cuja dimensao € 2n se
dim(M) = n, pois cada campo de Jacobi é determinado pelas condigdes iniciais J(0), J'(0)
€ TyoyM. Seja & € TgTM e z: (—€,€) — TM uma curva adaptada a &, isto é, 7/(0) = & e
z(0) = 6 = (p,v). Definimos:

f(s,1) = mwo ¢ (6)

uma variagio da geodésica Y (t) = mo ¢ (6). Entdo: J¢ (1) = %(O,I) ¢ um campo de Jacobi ao
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longo de Y. Como

1) = 2L(0.0) = dr(0u(c(s))) - db(z(s)) - 5)|
=dn(¢:(0))-d¢:(0)-7(0)
Assim
J£(0) =dm(¢o(0)) dgo(6) & =dem(S)
e temos também que
J% (0) - % t=0% s=0f(S7t) - % s:OE t:07'L'O ¢z(Z(S))
= 2| 2(0) = VarZ(0) =Ko (£)

Considerando z(t) = (o(2),Z(t)).

Seja J(yg) o0 espaco de todos os campos de Jacobi sobre 7y, que pelas consideragdes anteri-

ores possui dimenséo 2 - dim(M). Consideremos a aplicagdo
ig : TgTM — J(’}’e)

io(&) =J¢
Segundo a equacdo anterior, dado & € TgTM, existe um campo de Jacobi e, assim, ig é um

1somorfismo linear. De fato,

1. Sejam &, n € ToTM, tal que: ig(§) =J¢ e ig(N) = Jy. Sejam as curvas iy : (—€,€) — TM
e hy: (—08,0) — TM curvas adaptadas a &,n € ToTM, respectivamente defina f(s,t) =
mo ¢ (hi(s)) a variacdo da geodésica g (t) = mo ¢, (0) e g(s,t) = wo ¢ (hy(s)) a variagio

da mesma geodésica, entdo:

0
15(0) = 510, = dy o741 (0) = do oydloti

Da mesma forma,
dg /
In(t) = 5.(0,1) = dy,(0)7 - do 9y - 15(0) = d,(8)do i1
= Je(t) +In(t) = dg,0)de 9 (S +M) = Je (1), assim:

ig(G) +ig(n) =io(5+n)
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2. Seja A € R, e considerando as mesmas condi¢des anteriores, temos:
lie(g) :),Jé(l‘) :;Ldti), dg(]);g d¢t dg(]’;()té)
Jae(t) = ig(AE)

Assim pelos items anteriores concluimos que iy € uma aplicacdo linear. Considerando também
as condigdes anteriores, para todo & € ToTM, existe um dnico campo de J el (79), com isso
ip € um isomorfismo linear como queriamos.

Propriedades dindmicas do fluxo geodésico decorrem do estudo de sua linearizagdo, isto é, da

acao do fluxo no espago tangente
d(Pt(e) :TgTM — T¢[(9)TM

O lema a seguir mostra a relacao desta a¢do e os campos de Jacobi.

Lema 2.25. Dado 68 € TM, £ € TgTM et € R, temos que:
dor(€) = (Je(1),T: (1))

Demonstragdo. Vimos que J¢ (1) = ‘3—{(0;) com f(s,t) = wo ¢(z(s)) a variacdo da geodésica
Yo(t) = 7o ¢,(6)
= I (1) = dn(¢:(6))d9,(0)5 = dy,(6)Tode$:(S)

D d

50 =221 (oo = 2| 2 (mon(s)

S| 0lel) = Ky 0 (@61 (2 (0))) = Ky (061 (5))
Pela identificagdo jg(&) = (dgm(E),Kg(&)), conclui-se que:

= s

s=0

do$: (&) = (dg,9)0de9:(S),Kg,(6)(d9:(S)))
= (Je (1), J& (1))
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3  Fluxos geodésicos do tipo Anosov

Consideraremos todas as geodésicas de agora em diante com velocidade unitéria, isto
YOl =1.

Sera provado que se M é uma superficie compacta com curvatura Gaussiana negativa, entao

€,

o fluxo geodésico € do tipo Anosov.

Serd provado também neste capitulo que o fluxo geodésico de uma variedade compacta

sem pontos conjugados € Anosov, se e somente se, ndo existe um campo de Jacobi J, ndo nulo,

perpendicular a uma geodésica 7, tal que ||J(¢)|| € limitado para todo ¢ € R.

Se M denota uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n > 2 sem pontos conju-
gados, entdo para 6 € SM, com SM o fibrado tangente unitario, existe uma defini¢do natural de

um par de subespagos (n — 1)-dimensionais X;(6) e X,,(6) de TgSM.

Provaremos que se M é compacta, entdo o fluxo geodésico em SM € do tipo Anosov se e
somente se X;(0)NX,(0) = {0} para todo vetor 8 € SM, no caso em que os espagos X;(0) e
X, (0) sdo subespacos de TgSM, que de acordo com as condi¢des de Anosov sdo contrateis e

expansiveis exponencialmente.

3.1 Introducao

Uma referéncia para este capitulo € [6].

Definicio 3.1. Seja ¥ uma geodésica em uma variedade M. O ponto ¥(t9) é conjugado a y(t)
ao longo de 7, se existe um campo de Jacobi J ao longo de ¥, ndo nulo com J(7g) = 0 = J(¢;).
Observemos que a relacéo "ser conjugado a"é uma relagdo simétrica, isto é, se Y(f) é conjugado

a y(r1), entdo (1) é conjugado a y(1y).

Definicao 3.2. Dizemos que M ndo tem pontos conjugados se nenhuma geodésica de M possui

pontos conjugados.

Definicdo 3.3. Seja (7;),cz uma sequéncia de geodésicas em M e (J,,),cz uma sequéncia de
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campos de Jacobi tal que (J,) estd definido sobre (7,) para todo n € Z. Se 6, = ¥,(0) seja
&n € T, TM, assim J, = Je,- Dizemos que os campos de Jacobi (Ju)nez convergem para o

campo J na geodésica y se (§u)nez — & em T(TM) no qual 6 = ¥'(0), § € TgTM e J =J¢

Observacio 3.4. Vemos que na defini¢do anterior (§,),cz — & em T(TM) se e somente se
Ko(&r) = Kg(&) e dgm(&,) — dom(E). Portanto (J,),ez — I se s6 se 7,(0) — ¥/ (0), J,(0) —
J(0) e 1,(0) = J(0).

Definicao 3.5. Para ¢ # 0, definimos a aplicagdo linear
TeTM — ToTM : € 5 &

paratodo 8 € TM e & € TgTM no qual & € Ty TM é o unico vetor tal que: dgn (&) = don(§)
€ d9ﬂ0d¢l(§[) =0

Definicao 3.6. Para todo 6 € SM, definamos os subespagos:
X;(0) ={& € SMg tal que:(§,G(0)) =0e & — & quando t — +oo}

X, (0) = {& € SMy tal que: (§,G(0)) =0e & — & quando t — —oo}

no qual, G(6) = (¥(t),7%,(t)) é o campo geodésico conforme observacio (2.9) e (SM)y =
T¢SM para 8 € SM

Defini¢do 3.7. Sejam Yy uma geodésica em M com velocidade inicial 0 e J(yy) e J, (7o) as
respectivas imagens em J(7y) dos conjuntos X;(60) e X, (0) pela aplicagdo ig. Js(7g) pode ser
caracterizado como o conjunto de todos os campos de Jacobi J sobre a geodésica Yy tal que
J; = J quando t — +oo (idem para J,(7g), quando # — —eo) no qual J, é definido conforme
a defini¢do (3.3).0s conjuntos X(0) e X,(0) sdo chamados de subespacos estdvel e instdvel
determinados por 6 e J;(7s) € J,(7s) sdo chamados subespagos estdvel e instdvel do campo de

Jacobi ao longo de 7y.

Observacao 3.8. Seja 7y uma geodésica em uma variedade M. Se M tem curvatura seccional
K =0entdo: J(v9) =J.(7s) € 0 espago de todos os campos de vetores perpendiculares paralelos

sobre 7. No outro extremo se K = —1, entdo Js(v9) NJ,(79) = {0}

Observacao 3.9. Seja p : N — M uma isometria local de uma variedade Riemanniana com-
pacta. Definimos:
P=dp:TN — TM.

Entdo dPX;(0) = X(P(0)) e dPX,(0) = X,(P(0)) para todo 8 € SN. Se m; : TN — N ¢
7 : TM — M sdo proje¢des, entdo

pom =moP
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e, com isso, Po ¢y = ¢ o P para todo ¢ € R, com ¢, representando o fluxo geodésico entre TN e

TM. Segue-se que:
(dP(§)): = dP(&)
para 0 € TN, 1 # 0, & € ToTM. Por invariancia, se (§,G(6)) = 0, entdo

(dP(5),dP(G(6))) = (dP(5),G(P(6))) = 0.

Logo dPX(6) = X,(P(6)) e dPX,(0) = X,(P(0)).
Proposicdo 3.10. 1. Paratodo 6 € SM, X,(0) e X,,(6) sdo subespagos vetoriais de TgSM

2. Se S : SM — SM € uma aplicacdo que envia o vetor 8 em —0, entao:
X, (—0) =dSX,(0)
X5(—0) =dSX,(0)
3. Paratodotr € R e todo 6 € SM,
do:Xs(8) = Xs(¢:(0))
doXu(0) = Xu(¢:(0))
Demonstracdo. 1. Para 6 € SM, consideremos a aplicacao conforme a defini¢ao (3.5)
TgSM — TgSM : € — &;.

Claramente X;(6) C ToSM. Dados &, &, € X,(0), entdo &, & sdo tais que (§1,G(6)) =0,
(£,,G(0)) =0,& — & quandot — oo e & — & quandot’ — +o0. (& + &) € TgSM e

(&1 +6,G(0)) = (61,G(0)) +(&,G(6)) =0

e & v — &1+ &, quando (1 +1') — 4oo. Assim (§ + &) € X,(0).
Dados & € X;(0) e A € R temos que: A € TySM e

(4€,G(6)) = 2(5,G(8)) =0

e AE — A& quando 1 — 4. Entdo AE € X((6). Analogamente demonstramos para
X, (0). Assim X,,(0) e X(60) sdo subespagos de TgSM

2. Paral € TgSMetr #0
dS(&) = (dS(S))—
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Isso € uma consequéncia das relagdes: ToS =7
So@s=0-—408S

paratodoa € R
. Para provar precisamos do seguinte lema

Lema 3.11. Seja 6 € SM dado, entdo existem ndmeros b > 0 e #, > 0, tais que se €
Ty TM satisfaz a seguinte relagéo: dmwod@,(E) = 0 parat > f, entdo:

1Ko (&)l < blldem(&)]l

Demonstragdo. SejaJum campo de Jacobi arbitrario sobre Y. Podemos escrevé-lo como
J) =11(t) +Ja2(2)

com J;(¢) sendo a componente perpendicular do campo de Jacobi e J,(¢) a componente

tangencial do respectivo campo. J,(¢) é da forma:
I(1) = (at+B)Y (1)
com constantes ¢, 3 escolhidas adequadamente. Se J(¢) = 0 para t > 1y, entdo:
Ji(t) =0=1a(1)

e assim J,(z) = (ar + )Y (¢t) = 0. Entéo:
—B

OCH-ﬁ:O:NX:T

132(0)]| = lI(e-0+ B)Y ()| = 1B|- | (0) ]| = B
=1

Iy(t) = oy (t) +ary"(t) + BY" (1)
15(0) = ay(0)

Entao:

150)[ = lex|- | Y (0)]| = |t
=1

Assim:
1720) || = o] < [B] = [[J2(0)]-

Para b > 1, temos: ||J5(0)|| < b||J2(0)||. Segue com isso que usando a identificagdo jg,
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temos:
Ko (&)1 = 7'(0)[| < &3(0)|| = bl|dem(E)]-

Agora completamos a prova de 3. Lembremos que
domod@ (&) =0.
Sejam 6 € SM e £ € TgSM dados, e um nimero a € R fixo paraz # 0
1d¢a(S) — (d¢a(S))i]l =

= 1d9a(G) — da(Sita) + dPa(Erta) = (d9a(8)):]| <
< Nld9a(c = Grva)ll + 1d9a(Siva) — (da(S)):]l-
Se W(1) = d¢a(&i1a) — (d9a(G)):, entdo:

dgmod(y(t)) = domod@(dPa(Eira) — (dPa(§))r) =0

domo W, =dgmodP(§ — &rva)-

Se t > 19, pelo lema (3.11) temos que:

Ko (i) || < blldom(ys)|

Logo
lw()I* = ooy (1) [|* + 1Ko o w(r)[|?
< |ldom o w(t)|* +5%|domo y(r)|?
= (1+0%)|[domo y(1)|.
Entao:

lw (@)l < (1457 | domo w(r)]
— (14b%)7||dgm o (d9u(&rva) — (d0a(E))1)]]
— (14+6%)%||dgm o du(& — &ra)|

— (145%)2 | da(& — &)l

1d9a(&) = (d9a(€)):l| < [1+(1457)2]d9a(E — & 1)
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parar > 1. Se (£,G(0)) = 0, entdo:

(d¢:(£),G(9,(6))) =0

para todo ¢ € R. Em particular para t = a, para a € R fixo

& €X(0) & dga(c) € Xs(9a(6))-

Analogamente também se demonstra para X,,(0).

]

O lema a seguir é uma chave para a demonstracdo da proposi¢do que caracteriza fluxos

geodésicos do tipo Anosov.

Lema 3.12. Seja M uma variedade compacta sem pontos conjugados cujas curvaturas Gaus-
sianas estdo limitadas inferiormente por uma constante —Kg, sendo que Ky > 0. Com essas

condicdes, existe uma constante K tal que para toda geodésica Yy vale o seguinte:

1. |ur(t)| <K paratodo |t —T| > 1

2. Para todo vetor v € Ty,)M perpendicular a Y (0), o limite

Jim_Jr(0) = 730

existe para todo t € R, e € um campo de Jacobi perpendicular que nunca se anula com
J5(0)=v

3. Da mesma forma, o limite acima quando 7 — —oo também existe e é igual a J}(z), que é

um campos de Jacobi perpendicular que nunca se anula, com J%(0) = v

4. Os campos de Jacobi J3(t) e J¥(¢) nunca se anulam se v # 0, e ainda:
17 @0)'] < Koll ()]
(5 (@)l| < Kol (1))

paratodot € R

Demonstragdo. Dado 6 = (x,w) € SM, considere a geodésica Yy com ¥y (0) = x e ¥,(0) = w.
Seja J um campo de Jacobi perpendicular a 5. Se J(0) = v e seja V(¢) o transporte paralelo de

v ao longo de 7y, entdo
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7(0) = POV ()
RO I 1(0).30))
KO=""i a0
REGOTO) 0. L VD)
K = ORI P = (1 (0).30)
=1 =0
KOIOIP = RE(0),I0) (0. SOV
KOOV LOV) = RO IO 0. FOV(Q)
Assim;

R(7p(t),3())7p (1) =K(1)f(1)V (1)

Substituindo na equagdo de Jacobi temos:

FIOVE) +K@) f()V(E) =0

V(O (1) +K(@)f(1) =0
f(O) + K@) f ()

Em que K(¢) é a curvatura Gaussiana no ponto Yy (t)

0 (3.1

Demonstraremos primeiramente os itens 2 e 3. Como, por hipétese, M nio possui pontos

conjugados, para cada T € R, existe uma tnica solugdo f7 tal que fr(0) =1e fr(T) = 0.

Sejam 77, 7> € R tais que 7} > T>. Consideramos a fungdo dada por h(t) = fr,(t) — fr, ().
A fungdo & € solucdo da equagao (3.1) pois € a diferenca de solugdes e 2(0) = 0. & ndo possui

outros zeros, sendo ela seria nula. Logo h(T}), h(T»), sdo ambos, positivos ou negativos. Mas,

WD) = fr,(T2) >0

pois T» € (0,77). Portanto, & > 0 para ¢t > 0, implicando que

fri(t) > fr,(1)
parat > 0, conclui-se que
h(t) <0
parat < 0. Ou seja,
fri (1) < f,(t)

para t < 0. O préximo passo € mostrar que quando 7;, — oo as solugdes fr, convergem unifor-
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memente a uma fungdo f. Tal fungdo € solucdo da equacao diferencial e nunca se anula. Antes
de mostrar que essa familia de funcdes convergem em toda reta, consideremos apenas quando
t<0.

Sem perda de generalidade, seja Tj = j e consideremos o intervalo [—1,0], restringindo a
funcdo f; ao intervalo [—1,0]. Nestas condigdes a equacdo de Jacobi diz que as normas das

derivadas segundas sdo uniformemente limitadas neste intervalo. De fato,
7 (0)] = [K () £(t)]

<M sup |f;(1)l

te[—1,0]
<M sup [fi(r)] See
te[—1,0]

sendo que M = sup;c(_; 0 K (). Portanto, as derivadas segundas de f; sdo todas uniformemente

limitadas pela mesma constante.

A sequéncia f(0) € crescente e limitada superiormente. De fato, pelo Teorema do Valor
Médio
1£i(0) = fi(=1)| = [ fi(c))]
para algum ¢; € (—1,0). Agora, tomemos uma subsequéncia de (c;) que converge para algum
a € [—1,0], que existe ja que [—1,0] é compacto. Dessa forma, quando j — o a sequéncia
fj(—1) converge pois é decrescente (parat <0, fj1(t) < f;(¢)) e limitada inferiormente. Assim

fj(c;) também converge para o mesmo limite, pois se f;(c;) — F, entdo
[fj(a) = F| < |fj(a) = filep)|+ | fj(c;) — F
Por um lado |fj(c;) — F| — 0 e por outro
fi(@) = file)| = 11" (@) la—c;]
<Mla—cj| =0

Portanto f(a) — F e assim f; € limitada em a. Dado qualquer x € [—1,0], novamente pelo

Teorema do Valor Médio, ocorre que:

£5(0)] < Mlal +|fj(a)]
Logo, pela limitacdo em a, concluimos a limitagdao em O.

Como foi possivel obter uma limitagcdo para a sequéncia estritamente crescente fJ’-(O), seja

[ asolugdo da equagdo de Jacobi com condigdes iniciais f(0) = 1 e f'(0) = sup ;e £7(0). Tal
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solucdo nao se anula para ¢ > 0, ja que, se isto acontecer, em algum ponto ird cruzar uma das
solugdes f;. Observemos também que para ¢ > 0 as fungbes f; convergem para f, gragas as
condicoes iniciais de f. Sendo assim, parat > 0

lim f7 (1) = f(t)

T—oo

Para estender a solucdo para todo ¢ € R, definimos a solucdo da equagdo de Jacobi g4 p tal que:
gaB(A) =1egap(B)=0

Como consequéncia, temos:

fr(t) = fr(A)gas(t) + fr(B)gpa(t)

para quaisquer A,B € R. A convergéncia de fr para valores positivos de t quando 7" — oo €

garantida escolhendo A, B negativos.

Resta mostrar que f ndo se anula. E claro que quando ¢ > 0, f (t) > fr(t) paratodo T, e
as fungdes f7’s sdo positivas em (0, 7). Logo, neste caso, f ndo se anula. Suponhamos que f
se anule para algum valor #y < 0. Sendo assim, f(r) < 0 se t < fp ja que f ndo se anula duas
vezes, € caso se anule nunca é com derivada zero pois nesse caso seria a solucao nula. O fato
da sequéncia { f7 } convergir para f implica que em algum momento, a partir de um certo termo
da sequéncia, elas teriam que ser negativas também, o que é uma contradi¢cdo. Assim ficam

demonstrados os itens 2 e 3.

[

Para o item 1, definimos u(z) = que € solucao da equacao de Riccati

1)
(1) +u(t)? +K(1) =0 2
Consideremos
(5) — 2 (Ko(B—3)) —exp(Ko(s—B))
DAB exp(Ko(B—A)) +exp(Ko(B—A))
solucdo de

p" (1)~ Kip(1) =0 (33)
com py g(A) =1e pap(B) =0. Se fr é solugdo de (3.1) e po.r = pr € solugdo de (3.3), entdo
(prfr—frpr) = prfy — frot

= pr(—Kfr) — fr(Kspr)

= —(K+K3)prfr



Para t < T ocorre que pr e fr sdo positivas, como por hipétese
K(t)+K; >0

entao
(prfr—frrr) <0
eparat =T
prfr—frrr =0

Portanto, pr fr — frp; > 0 quando r < T, e assim

0
u0) = fim 26

/
> lim qr(t)
T—oo0 qT(t>

=K}
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Por outro lado, se pg, com E > 0, € solucdo de (3.3), entdo parat > E, p},; e fr serdo

positivos, dai:

pe() fr(t) — fr(t)pE(t) < pe(E)fr(E) — fr(E)pE(E)

= —fr(E)pg(E)
<0

Com isso temos que:
(1 - (t
fT()<pE()<KO
fr(t)  pe(r)

e quando E — —oo obtemos que:
u(t ) <Ky

Dessa forma,

ju(r)| < Ko

0 que conclui a demonstragdo dos itens 1 e 4

[]

Proposicao 3.13. Se a curvatura seccional de M € tal que K > —Kg para algum Ky > 0, entdo

para todo 6 € SM e todo & € X(0) ou & € X,,(0), temos que

1Ko (&)l < Kolldo (&)

Demonstragdo. A demonstragao desse fato € consequéncia direta do lema anterior, bastando

usarmos a identificacdo jg.

]
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Proposicao 3.14. Se a curvatura seccional de M ¢ tal que K > —Kg para Ko > 0,dado 6 € SM e
seja & €  TeSM tal que (E,G(6)y = 0 e
||dgmod@,(&)| é limitada superiormente para todo ¢ > 0 (respectivamente para t < 0), entdo

& € X;(0) (respectivamente & € X,,(0))

Demonstragdo. Consideremos o caso em que
ldemod¢:(§)] <A

parat >0eA > 0.

Para t > 0, & € T¢SM, pelo Lema (2.23), item (1) entdo o campo de Jacobi perpendicular é
perpendicular de 0 a z e em todo lugar. Assim (& —¢&;) € TgSM, e o campo de Jacobi no qual
(& — &) é perpendicular a Y se anula em ¢ = 0. Finalmente ||[dgmod@:(§ — &)|| <A

16 =Gl =Ko (& = &)l =0

quando t — +oo. Analogamente se mostra para ¢t <0 ]

Os campos J3 (1) e J4(t) sdo chamados campos de Jacobi estdvel e instdvel, respectivamente.

2

Em uma variedade de curvatura Gaussiana constante negativa —a“, com a > 0, tais campos

sdo da forma
Jy(t) = exp(—at)V (1)

Jy(t) = exp(at)V(t)

em que V (¢) é o transporte paralelo de v ao longo da geodésica ¥y.

3.2 Subfibrados de Green

Dado um ponto 8 € SM e uma geodésica Yy, o conjunto dos campos de Jacobi estaveis

¢ instaveis definidos anteriormente, se levantam para 7, (,)SM usando o lema (2.25).
Definicao 3.15. Os subespacos
E*(¢,(68)) = {(J(1),J'(t)) € Ty, (6)SM; J é um campo de Jacobi estavel }

E"“(¢:(6)) ={(J(r),J'(t)) € Ty,(9)SM; J é um campo de Jacobi instivel }

sdo chamados subfibrados de Green sobre Yg. Para cadat fixo, os espagos E*(¢(0)) e E*(¢,(0))

sao chamados de subespacgos de Green.
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Observacao 3.16. Na defini¢do acima € usada a identificagio
ToSM =H(0) V()

Observacdo 3.17. Se a dimensdo da variedade M € n, isto é, dim(M) = n, os subespagos de
Green tem dimensdo n — 1, pois sdo levantamentos do espago dos campos de Jacobi estdveis
e instaveis. O espaco dos campos de Jacobi tem dimensdo 2n. Restringindo-se apenas aos
campos perpendiculares a dimensao cai para 2n — 1. Porém, os campos em questdo sao limites
de campos que assumem um valor qualquer escolhido em um ponto e 0 em outro, assim a

dimensao final é n — 1.

Uma base de E“(¢,(0)) é dada por:

{(‘]S,i<t)7‘];7i(t))7i = 17 ceey 1}
sendo que
{Js,l (0) =éeq,.. -Js,n—l(o) = en—l}
¢ uma base ortonormal do espago perpendicular a y,(0) em Ty (o)M.
Sejam Uy e Uy solugbes da equacdo de Riccati ao longo da geodésica yg. Os subespagos
de Green em 0 ficam da seguinte forma:

E*(6) ={(W,Up(0)W)|W € H(6)}

E(6) ={(W,Upg(OW)|W € H(6)}

Portanto os subespacos de Green sdo graficos de fungdes que dependem de 6 cujo dominio € o
espaco horizontal. Observemos que esta dependéncia € continua ao longo das 6rbitas do fluxo

geodésico.
Os subfibrados de Green tem papel crucial na estrutura hiperbodlica do fluxo geodésico.

Proposicao 3.18. Seja M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional K estritamente
negativa. Nessas condi¢bes os espacos E*(0) e E*(60) sdo linearmente independentes para
6 € TM.

Demonstracdo. Suponhamos que E*(6) e E*(0) sdo linearmente dependentes. Neste caso,
existe um campo de Jacobi J que € estdvel e instavel ao mesmo tempo (tal campo € a intersecao

dos espagos). Seja f(t) = ||J(¢)||*>. Assim, temos:

fO) =101 = J@0),J(0))
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fl)=2('"(1),J(1))
fH(e) = 20" (1), J (1)) +207'(2),J" (1))
= 2[(=R(Y (t),J (1)) (1), (1)) + | (1) |°]
O tensor curvatura seccional do plano gerado por ¥, J é dado por:

CREDYD)
KD =P

(R, NV Iy =K, DIIAY|?

Assim:
f'(0) = 2K V@) + 2117’ @)1 = 0

pois K() < 0, logo f é uma fungao convexa, e além disso limitada pois,
177 ()| = {17 (£)]]

quandor >0 (T <0)et <0 (T > 0). Portanto, f é constante. Assim, existe C > 0 tal que
0 < ||7||* = C?. Logo, f" = 0, implica que:

0< ||/'||> = K(r)C?

Absurdo, pois por hipétese K(1) < 0e C> > 0. O

3.3 Caracterizacao de fluxos Anosov

Agora estamos em condi¢des de demonstrar caracterizagdes de quando que um fluxo

geodésico € do tipo Anosov.
Vamos primeiramente definir o que € um fluxo geodésico do tipo Anosov.

Definicao 3.19. Seja ¢, : N — N um fluxo C” agindo sem singularidades em uma variedade
compacta N de dimensao n > 3, o fluxo € do tipo Anosov, se satisfaz a seguinte condi¢cdo: Para

cada p € N, o espago tangente T,N se decompoe na soma direta:
TN =X{(p) & X, (p) ©Z(p)

no qual Z(p) é gerado pelo fluxo, isto &, estd na dire¢do do fluxo, e existem constantes a,b,c > 0

tais que
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(i) paratodo & € Xi(p)et >0
d: (&) < ae™|1E]l

eparat <0

1d g (&)l = be™ (||

(ii) paratodon € X(p)et <0
ldg:(n)|| < ae|n]|
eparat >0

ld¢:(m)|| = be[In]

Observacio 3.20. Se soubermos que X, (p) e X;’(p) s@o invariantes pelo fluxo, basta usarmos
uma das desigualdades para X;’(p) e uma para X, (p). Por exemplo, paraz > 0e & € X(p)

temos
1€ = lld¢—r 0 ddi (&) = be||de:(E)|

e, entao

I (&)] < 5 1E]

A primeira caracteriza¢do se dd com o seguinte teorema, que chamaremos de teorema de

Anosov.

Teorema 3.21. (O Teorema de Anosov) Seja M uma superficie Riemanniana compacta com
curvatura Gaussiana negativa. Suponhamos que a curvatura esteja limitada inferiormente por

—Kg e superiormente por —a?, sendo que a, Ky > 0. Entio, o fluxo geodésico é do tipo Anosoyv.
Antes de demonstrarmos o teorema de Anosov, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.22. Seja M € uma superficie cuja curvatura Gaussiana satisfaz

Entdo a norma dos campos de Jacobi estdveis e instdveis estd limitada superiormente por fun-

¢cdes exponenciais.

Demonstracdo. Seja N uma superficie de curvatura Gaussiana negativa igual a —a? (isso pode
ser obtido, por exemplo, multiplicando a métrica do plano hiperbdlico H por uma constante
convenientemente escolhida). Consideremos as geodésicas ¥ e & com equagdes de Jacobi de M

e N, respectivamente. Sejam

() +K(@)f(t) =0 (3.4)

g'(1)—a’g(t) =0 (3.5)
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as equacdes de Jacobi associadas a essas geodésicas. Dado T # 0, existem tnicas solugdes fr

da equacdo (3.4), e gr da equacdo (3.5) tais que:
fr(0)=1e fr(T)=0

gr(0)=1legr(T)=0

Suponhamos que existe € > 0 tal que

fr(t) > gr(t)

para € >t > 0. Sendo assim
fr(0) = g7(0)

Suponhamos que vale a igualdade f7.(0) = g’-(0). Observemos que as hipéteses do Teorema de

Rauch sdo satisfeitas, e assim pelo teorema 2.3 do Capitulo X de [4], obtemos que que:
fr(t) > gr(t)
Vt € [0,T]. Porém, o teorema de Rauch nos diz que como fr(t) = gr(t), entdo
K(t) = —a?

Vt € [0,T]. Logo fr(t) = gr(t) o que é uma contradicao.

Para o caso em que vale a desigualdade estrita escolhemos uma nova solucao de (3.4), por

exemplo 7, tal que £(0) =1 e f(0) = ¢4(0). O teorema de Rauch implica que
p q 8r p q

f(t) > gr(t)

V¢ € [0,T]. Por outro lado, fr(t) > f(t) pois fr(0) > f7(0). Logo fr(t) > f(

> gr(t), 0 que
nos dd que f(7) =0. O que novamente é uma contradigio, assim fr(t) =g

)
f(t) = gr. Uma
contradicao.

Inicialmente supusemos que fr(¢) > gr(¢) préximo do zero, mas isso pode acontecer a partir
de algum #y. A demonstragdo € inteiramente andloga tomando o cuidado de trocar O por 7y nos
lugares corretos. E, finalmente

exp(—at) = lim gr(r) > lim fr(t) = f°(r)

T—+eo T TH—0eo

O mesmo se aplica para o caso instdvel quando 7" — —oo ]

Agora vamos demonstrar o Teorema de Anosov.
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Demonstragcdo. Consideremos os espacos (ver definicdo 3.6 e 3.15)
E*(¢,(8)) = {(J(1),J'(t)) € T, (6)SM; J é um campo de Jacobi estavel }

E"“(¢:(6)) ={(J(1),J' (1)) € Ty,(g)SM; J é um campo de Jacobi instavel }

Pelo Lema (3.12)
I75(0)]l < KollJs() |

@) < KollJu(®)]

Sejam W* = (W}, WJ) € E*(0) e W* = (W}',W;") € E*(0) dois vetores. Campos de Jacobi sur-
gem como solucdes de equagdes diferenciais de segunda ordem, logo obtemos Jyws € J, wu.
Finalmente, € possivel estimar a norma do fluxo geodésico usando o lema (2.25). Temos, con-

siderando que || e ||s é a norma da métrica de Sasaki
1de @ (W*)|s = | (Js,ws (1), ¢ ws (1)) |l
< s ()12 + Iy ()P

<\ sws 01+ K3 s ()]

=/ 1+ K§Iews (1)]]-

O mesmo € vélido para o caso instavel, bastando apenas trocar o s por u. Pela equacdo acima,
temos:

lde ¢ (W*)lls < A/ 1+ K5 Juw(1)]

Consideremos agora uma nova superficie M de curvatura constante igual a —a?®. Tal su-
perficie, pode ser obtida por exemplo, considerando o plano hiperbdlico H e multiplicando a
métrica por uma constante conveniente. A norma dos campos de Jacobi estdveis em M é dada
por

11| = (V1 ]| exp(—at)

sendo que J! (0) = Vj, e dos instaveis dada por
12 (@) = (V2| exp(ar)
sendo que J,2(0) = V5. Utilizando o lema (3.21), temos que

[ s.ws (0[] < [[W7]| exp(—at)
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e () || < [[Wi'[ exp(at)

para todo ¢ > 0. Como ||W; || < [|[W][s.
1do @ (W*)ls < v/ 1+ Ko|[W*|[sexp(—ar)

|de¢:(W*)|s < /14 Ko||W*||sexp(ar)
parat > 0. O]

Lema 3.23. Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem pontos conjugados. Supo-
nhamos que exista uma geodésica Yy € um campo de Jacobi J perpendicular sobre Yy tal que
|/ (2)|| < C para todo ¢ > 0. Entdo J é um campo de Jacobi estdvel e o vetor (J(¢),J' (1)) €
Ty, (0)SM estd em E*(¢;(6)) para todo ¢ € R. Analogamente, se [|/(¢)|| < C para todo ¢ <0,
entdo J é um campo de Jacobi instdvel e o vetor (J(z),J'(t)) € Ty, (g) estd em E*(¢;(0)) para
todor € R

Demonstragcdo. Suponhamos que ||J(¢)|| < C para todo t > 0. Consideremos os campos de
Jacobi tais que J7(0) = J(0) e J7(T) = 0. Pelo Lema (3.12) sabemos que:

lim J7(t) =J5(¢
Jlim_Jr() = 3()

para todo ¢ € R. Consideremos os campos de Jacobi Yr (1) = J(t) — Jr(¢) nos quais satisfazem:
Yr(0) =0e [[Yr(t)| = M (1) <C

Assim, temos que

. / o
i ¥r(0)=0

Logo, claramente temos que

1' ! — /
Aim_Jr(0) = J'(0)

e com isso, J7(0) = J(0) para todo T > 0. Logo, temos que Jr(¢) tende uniformemente em ¢
para J(¢). Concluimos que J(¢) é um campo de Jacobi estdvel. O caso instdvel é completamente

analogo. ]

Definicao 3.24. Seja ¢ : N — N um fluxo C* em uma variedade Riemanniana compacta N.
O fluxo ¢ é chamado quasi-Anosov se para todo vetor ndo nulo v € TN que € linearmente
independente no campo que € tangente ao fluxo tivermos:

sup|[d¢;(v)|| = 4o
teR
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Lema 3.25. Seja M uma variedade Riemanniana compacta sem pontos conjugados. Se os

fibrados de Green sdo linearmente independentes entdo o fluxo geodésico € quasi-Anosov

Demonstragdo. Se o fluxo geodésico ndo é quasi-Anosov, pelo Lema (2.25) existe um campo
de Jacobi ndo nulo J(¢) definido em alguma geodésica Yy, que é linearmente independente para

o campo vetorial geodésico, tal que ||J(¢)|| < C para todo ¢ € R.

Assim campos de Jacobi dividem-se em campos de Jacobi perpendiculares a ¥, () e campos

de Jacobi paralelos a ¥, (7).

Tomamos um campo de Jacobi perpendicular J*(¢) no qual a norma é uniformemente limi-

tada.

Entdo o Lema (3.22) implica que J(¢) estd na interse¢do dos conjuntos dos campos de
Jacobi estdveis e instdveis. Assim, o vetor (J*(0),(J1)(0)) € ToSM estd na interse¢io E5(6)N
E"(0) ={0}. Entao:

JH0)=0
Assim J*(t) é perpendicular a ¥, (0) ja que J*(t) = 0 para todo ¢ € R, contradizendo a hipStese
em J(1). O

Lema 3.26. Seja M uma variedade sem pontos conjugados tal que os subfibrados de Green sio

linearmente independentes. Entdo, se v € E*(¢;(6)), temos:

lim [[d¢;(v)[| =0

t—oo

esew € E"(¢(0)) temos:
im_[d6,(w)| =0

Demonstragdo. Pelo Lema (2.25), é suficiente mostrar a afirmacdo para campos de Jacobi es-

tdveis e instdveis. Pelo Lema (3.22) sabemos que:
@)l < LIIJ0)]]

para todo ¢ > 0, se J(¢) é um campo de Jacobi estdvel.

Suponhamos por contradi¢do que ||J(¢)|| ndo converge para zero se t — +oo. Entdo, existe

uma sequéncia f,, — +oo € uma constante a > 0 tal que:

/() || = @ >0
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para todo n € N. Definimos campos de Jacobi, para cadan € N,

Ja(2) J(t+1y,)

B 1
1 ()
Entao,
L
Man(@)ll < — 17 (0)]

para todo ¢+, > 0, ou seja, para todo t > —1, e ||J,(0)| = ||J(1 T ||/ (t,)|| = 1 para todo n € N.

Seja v a geodésica no qual J(¢) é definido. Seja 6, = (Y(t,), Y (t,)) uma sequéncia. Usando
que num conjunto compacto, toda sequéncia possui uma subsequéncia convergente para um
ponto neste compacto, podemos considerar uma subsequéncia (6, ) com 6,, — 6 € SM. Temos
entdo uma geodésica Y5 € um campo de Jacobi Js sobre essa geodésica, no qual a norma é
uniformemente limitada em ¢ € R. Absurdo, pois isso contradiz o lema (3.24). Entdo a norma

de todo campo de Jacobi estdvel J(¢) tende a zero quando ¢t — oo,

Analogamente, se demonstra para o caso instavel. O]

Outra caracterizagdo de fluxos geodésicos do tipo Anosov se dd com o seguinte teorema.

Teorema 3.27. As seguintes condicdes sdo equivalentes:

1. O fluxo geodésico em SM € do tipo Anosov

2. Nao existe campo de Jacobi perpendicular ndo nulo J sobre a geodésica y de M, tal que

||J(¢)] € limitada superiormente para todo r € R

Proposicao 3.28. Seja o fluxo geodésico em SM do tipo Anosov, entio M ndo admite campo

de Jacobi perpendicular J sobre a geodésica ¥, tal que ||J(¢)|| é limitada acima para todo t € R

Esse resultado € 1. implica 2. do teorema (3.27).

Demonstragdo. Suponhamos que exista um campo de Jacobi perpendicular J sobre a geodésica
ytal que ||J(¢)|| < c, parac>0etodor € R.
Se 6 = (p,v) Y(0) =v, seja & € TgSM correspondente em J. Escolha K > 0 tal que a curvatura
seccional satisfaz a condi¢ao K > —Kg (podemos fazer essa escolha, pois estamos em uma vari-
edade compacta, entdo sua curvatura seccional possui mdximo e minimo), se J é perpendicular,
(§,G(0)) =0e

§ € Xs(0)NXu(6)

fato que segue da proposicao (3.18), pois estamos considerando para todo ¢ € R.
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Para ¢t € R e pela invariancia do fluxo

dg, (&) € Xs(9:(0)) N Xu(1(6))
e pela proposicdo (3.13)

[Kod¢:(8)[l < Kolldomoder(5)|| < Koc

Assim,
lde: (&)1 = ldom o dey (&)1 + [[Kodg,(§)]>
< [ldomo0d@,(&)|* + Klldomod gy (&)
= (14+K5)l|demod:(§)|I* < *(1+K;)
Logo,

ld@,(&)] < c(1+K3)?

para todo t € R. Pela defini¢do do fluxo Anosov, podemos escrever & = & + &, + &3, com
1 €X5(0). & € X} (0) e &3 € G(0).

Assim d¢,G(w) = G(¢y(w)) e ||G(w)|| = 1. Pela propriedade dos espagos X (0) e X(60) se-
gue que se & # 0, entdo ||d¢;(E)|| — +oo quando t — +oo enquanto que se & # 0, entdo
ld;(&)|| — —+eo quando t — —oo. Com isso, como ||d ¢y (&)

¢ limitado, segue que & = &, = 0.
Mas isso é uma contradi¢@o, pois a Gnica componente que restaria € &3, que estd na diregdo de

¥, logo contraria o fato de que o campo de Jacobi J € perpendicular a geodésica 7. ]

A reciproca da proposicdo acima se encontra abaixo

Proposicao 3.29. Se M ndo admite um campo de Jacobi J sobre a geodésica v, tal que ||J(7)|| é

limitada superiormente para todo ¢ € R, entdo o fluxo geodésico é do tipo Anosov.
Esse resultado € 2. implica 1. do teorema (3.27).
Para demonstrarmos esse teorema precisamos de alguns resultados preliminares.
Lema 3.30. Sao equivalentes:
1. Para todo 6 € SM, X,(0) NX,(0) = {0}, no qual X;(0) e X,(6) sdo os subespagos da
defini¢do (3.6).

2. Para todo 6 € SM,
ToSM = X,(0) & X, (0) DZ(0)

no qual Z(0) é o subespago unidimensional gerado por G(6)



54

Demonstragdo. Para qualquer 8 € SM, temos que
ToSM = G(0)* ©2(0)

com G(6)* o complemento ortogonal a G(8). Se dimM = n entio a dimensio de G(0)* é
2n—2 e, X;(0) e X,(0) sdo subespagos (n — 1)-dimensionais de G(8)+. E como X(6)N
X, (0) = {0}, temos que:

G(0)t =X,(0) ®X.(0).

Assim,

ToSM = X(0) & X, (0) DZ(0)
Segue-se assim que as condi¢des sdo equivalentes. [

Lema 3.31. Seja M uma variedade sem pontos conjugados no qual a curvatura seccional K >
—K(% para Ko > 0, Suponhamos que exista uma constante A > 0 e so > 0, tal que para todo

campo de Jacobi perpendicular J com J(0) = 0 e para quaisquer ndmeros ¢ > s > sq, temos que
@) = AlI(s)]]. Seja

¢(s) = sup{[|des(S)II;6 € A, |61 = 1}

1. Existe uma constante B > 0, tal que 0 < ¢(s) < B para todo s > 0
2. o(t+s) < @(s)-¢(t) paratodos > 0,7 >0

3. ¢(s) —» 0 quando s — o

Demonstragdo. 1. Temos que

ldg,(&)11> = |dom o ds(&)|* + Ko dei(&)?

< |domod¢,(§)|* + K5 || dom o g (&)1

= (1+K3)|[dmode,(§)|?

1+ K3
UK gpreodgn(&) 2

J$)|I < (%)HJ(I)H parat > s. Logo:

<

pois por hipdtese,

1+ K?
O||dgmodes(&)|?

0 < [ld: (&) < —4

1+K2 1/2 1+ K? 2
0< Jldgn(&)l < [—52]"2 &1 = (—z2)"

=1

14K}
A2

1+K3

)72, entio 0 < [|dgy (€)]] < @(s) < (15

Fazendo B = (

) Assim, 0 < ¢(s) <B
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2. Para§ € Ay =UgesmXs(0) es >0

1do: (&)1l < e(D)lIS |l

por definicao.
Seja & € Ay, tal que ||E]| = 1 dados, e sejam s > 0 e t > 0 nimeros arbitrarios dados.

Entao:

1d9r15(S)| = [1dgr (dgs(S))I < @(1) | dgs(S) ]

[ddr+s(S) | < @t +5) < @(1)[|dos(E)]| < @(t) - 9(s)
Assim, @(1r+s) < (1) - ¢(s) como queriamos
3. Consequéncia direta do Lema (3.26)

]

Lema 3.32. Seja ¢ : (0,00) — (0,0) uma fungdo satisfazendo as propriedades 1., 2. e 3. do

lema (3.30), entdo existem nimeros a > 0 e ¢ > 0, tais que:
¢(s) <ae

para todo s > 0

Demonstragdo. Pela propriedade 2. do lema (3.31):

Plst...+3)=@ns) <@(s) .. p(s) = 9(s)
n—vezes n—vezes
Por 3. do lema (3.31) podemos escolher so > 0 tal que ¢(s) < 1/2 para s > 5.

Dado um ndmero s > sg, podemos escolher um elemento n > 1 tal que 5o < s/n < 2sy. Entéo:

ing(s) _ [ne(-s)] _ [Ine(-n)]

n s
N Sn PRRL

Fazendo s/n = s*, temos:
[Ing(s*n)] < Ing(s*)"
s*n - ns*
_ nlne(s")
T s*n
Ing(s")

s*
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Porém como sp < s* < 2sg e @(s) < 1/2 para s < s, temos que:

Ing(s*) _ In(1/2) _ In(271) _ =2 _—n2
s T 8o 50 so 280

Assim:
Ing(s) < Ing(s*) < —In2
s sf T 28

Ing(s) < In2
s T =25
s-In2

1 <
nels) < — -

Ing(s) < (—2s9) 's-In2

Fazemos ¢ = 12 O
2
S0

Demonstragdo da Proposicdo 3.29. 1. Pelos Lemas anteriores, temos que para todo 8 € SM
e todo § € X((0),

1do: (&)l < o(t) < allEle™
paratodot >0coma>0ec>0.E

ld¢y (&)l > (1/a)||E e

paratodot <Ocoma>0ec>0.

2. Se 6 € SM, e n € X,,(0) sdo dados, entdo 11 = dS(&) de acordo com a proposi¢do (3.10).
14 ()l = l|d¢:(dS(E))|| = lldS 0 d9— (&) = ldo—(S)I| =
> (1/a)llE]le” = (1/a)||nlle”

para todo ¢ > 0. Ainda,

1dg: (M)l = 11d 9 (dS(S))I| = ldS o d: (8[| = [|dgi(S)]] <

<al|&lle” =aln|e”



paratodor <0,0 € SMen € X,(0).

3. Assim para todo 6 € SM, segue que:
Xs(0)NXu(6) = {0}
e pelo Lema 3.30 temos que:

TeSM = X,(8) B X,(0) ©Z(8)

Assim pelos itens 1, 2 e 3 as condi¢Oes de fluxo Anosov sdo satisfeitas.

57
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4  Fluxo Magnético

Neste capitulo, uma referéncia para este capitulo é [2]

4.1 Introducao

Seja M uma variedade n-dimensional fechada, munida de uma métrica Riemanniana
C” g,esejamw: TM — M a projecdo candnica. Seja @y a forma simplética de TM obtida via

“pull-back” da forma simplética candnica de T*M via métrica Riemanniana.

Como no caso geodésico podemos fatorar
ToTM =H(0) ®V(0)

com V(0) = kerdg(m) e H(6) = kerKy. Igualmente, definimos a métrica de Sasaki.

Podemos escrever @y como

ao(&,n) = (dn(§),K(n)) — (K(5),dx(n))

Seja Q uma 2-forma fechada em M, e considere a nova forma simplética, @, definida como:
=y + 7L
A 2-forma @; € uma forma simplética e define o que é chamado de "Estrutura Simplética Tor-
cida".
O fluxo Hamiltoniano de H : TM — R definido como

1

H(p.v) = 585(nv)

Em relacdo a forma simplética @ d4 origem a um fluxo, chamado o fluxo magnético.

Este fluxo modela o movimento de uma particula de massa e carga unitdria mediante o

efeito de um campo magnético, cuja forca de Lorentz Y : TM — TM ¢ a aplicacido unicamente
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determinada por:
QP(”7V) = <YP(M)7V>

para todo u,v € TM.
Esse fluxo tem 6rbitaz — (y(t),7/(r)), com y a geodésica magnética, ou seja, V7' = Y(Y).

Notemos que quando Q = 0, o fluxo magnético € o fluxo geodésico, no qual as drbitas sdo

geodésicas. Segue que, a partir das defini¢cdes, a geodésica magnética tem velocidade constante.

De fato,
L7 @0) =20/ (0).70))

dt
=2(Y(Y),Y (1))
=2Q(Y,7) =0.
Entretanto as trajetérias das geodésicas magnéticas dependem do nivel de energia. Iremos

restringir nossa atencdo para um unico nivel de energia, considerando as geodésicas magnéticas

de velocidade unitéria.
Consideremos o fluxo magnético ¥’ : SM — SM.

A escolha do nivel de energia ndo é uma restri¢ao, assim podemos estudar outros niveis de

energia a partir da considerag¢do da forma Q* = AQ; A € R.

Observacdo 4.1. No caso geodésico se y(¢) é uma geodésica, entdo y(ct) é também uma geo-

désica. Entretanto, isso ndo continua véalido para o caso do fluxo magnético.

Se V é um campo de vetores ao longo da geodésica y(r), V' ird denotar a derivada co-
variante V,V. Queremos achar uma equagéo de Jacobi para campos magnéticos. Para isto,

consideremos uma variagao de 7y através da geodésica magnética, isto é:
flt,s) =%(t)

com 7%(#) a geodésica magnética para s € (—¢,€) et € [0,T].

Consideremos: %%—}; = Y(%—J;).

Usando isso e a defini¢do do tensor curvatura podemos escrever:

D, df., D DIf
a(Y(E)) = a(@g)
_DDAIf df of df
BETEI TR Crlerlen
DDAIf _df of of

=5i0i9s TR G ar
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A igualdade acima vem do lema 4.1 do capitulo 4 de [4], que nos diz que:

DD DD of of

595" “asar’ ~ KRGV

Para V um campo vetorial ao longo de f : A C R? — M. Se chamarmos o campo variacional
J(t) = %L (1,0), entdo

2@y =vivw)
Assim, DDIf _df of.0f
draras TRG B 5 = VYW
J"(t)+R(Y )Y =V, Y(Y)
Porém,
VY (V)= (VaY)Y +Y(VsY)
€

vy =290 = 2% 0= s

Assim combinando as equagdes acima, temos que
J'(6)+ R, )Y = (ViY)(Y) - Y(') =0 (4.1)

que € chamada equacdo de Jacobi magnética.

4.2 Fluxo Magnético em Superficies

Seja M uma superficie orientada, munida com a métrica g. Dado (x,v) € TM, seja iv, o
tnico vetor em T;M tal que {v,iv} é uma base ortonormal positivamente orientada de T,M. A
forma de area Q, € dada por
Qq(u,v) = g(iu,v)

Uma 2-forma fechada Q pode ser escrita como Q = fQ, para alguma funcdo suave f : M — R.

A forca de Lorentz Y associada com Q é dada por
Y. (v) = f(x)iv (4.2)
Qu(u,v) = gx(Y(u),v)

Segue-se da equagdo (4.2) que 7 — Y(t) é uma geodésica magnética se e somente se
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Dados (x,v) € SMe & € T(,,)TM, seja

J(t) = d(x,v)(no (Pl)(é)
Chamamos J um campo de Jacobi magnético, se J satisfaz a equacgdo (4.1), dada por
VAR, )Y = [YT)+(ViY)(V)] =0 (4.3)

com ¥(t) = mo ¢ (x,v) e R o tensor curvatura de g, com sinal convenientemente escolhido.

Podemos expressar J(¢) como:

(1) = x(2)Y (t) +y(0)iv (1) (4.4)

e supondo que £ € T(x)SM, no qual implica pelo Lema (2.20) que

g(,7Y)=0 4.5)

Temos que
J' (@) =x' @)Y () +x(0)7" (1) +5' (0)iY () +y(0)iy" (1)

Porém, Dy

o Fniy
e

i(iy) =~
Portanto,

V() =x' ()Y () +x(0) f (V)i +Y ()i (t) +y(0)if (v)iv
=xX(O)Y () +x(O)f iy +Y 01y (1) +y(O) (V) (=)

Omitindo t, por conveniéncia, temos que

V(t) = ("= yf())Y + xf () +)iy
Da equagao (4.5), temos que
gY(J/7)/) =0
g(( =yf(V)Y +(xf(n)+Y)iv',Y) =0

W —yf() Y[ =0
~~
#0



Logo, x' = f(y)y e usando a equagdo (4.3), temos que:

Y+ [k(Y) = AVE), i)+ A2 (N)]y =0

De fato, sabemos que

DDAf _DDIf o df f f

dsdt dt ~ dtdt ds (E’E) ot

D D
—(=7Y)|,_o = VyVy+R(Y I)Y
ds dt ——
—~ =J"
=fiy
Desenvolvendo, temos
D, . D . .DIf
(1Y) ,mg = (N, +0+fie=| g
D : .DJf
= (ool +fi 50
N—_——

=7
= (Vaf)iy + fiJ'
Porém
J'= (=N iy + (%(x’ =YY+ O ) (fY) + 0"+ f - DIY) )Y
(Vir)Y)

Sabemos porém que

Assim,

(Vif)iy + fil' =J"+R(Y.J)Y
(Viysyiy ))IY + fi =J"+R(Y ,x¥ +yiY )Y

Porém temos que:

L Veypyiyf =xVyf+yVipf =x-Df(Y)+y-Df(iY)
2. fil' = (X' =yf)fiY + (' +xf)(—fY)
3. R(Y, )Y =R(Y,x¥ +yiY)Y =xR(Y, V)Y +yR(Y,i¥)Y = yR(Y,i¥)Y

=0
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(4.6)

Substituindo as expressdes acima, tomando o produto interno (-,iy’) e usando (4.6) obtemos

(xDf(Y)+yDf(iY))iy ,iY) + X' f —yf* =



=y'+Xf+xDf(Y)+ OR(Y,iY)Y,i¥)
xDf(Y)+yDf iy ) —yf? =" +xDf (V) +y(R(Y,iV)Y,i¥)

Porém, temos que

RO
ST e ATa
~ N~

=1 =1 —0
k(y) = (R(Y,iY)Y,iY)
Assim, temos que
YDf(EY) =y f* =" +yk(y)
Y +3k(Y) =y (VF(0),Y) + 37 (1) =0
Y k) = (V1)) + (1)) =

Assim,
x'=f(y)y

Y Hyk(y) = (V) i)+ (7)) =
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4.7)

(4.8)

Chamamos a tltima equacao de "equacdo de Jacobi escalar"de y e definimos a curvatura mag-

nética como:

Kimag (X,V) = k(x) — (V£ (x),iv) + 2 (x)

Proposicao 4.2. Se a curvatura magnética ky,,e < 0, entdo o fluxo magnético € do tipo Anosov.

A prova segue como no caso geodésico, exceto que também devemos trabalhar na direcao

x(t)Y (). Para isto, fazemos

em que y*, y* sdo solucdes da equagdo 4.8 tais que:
y*(1)] < ce™™; para todot > 0

y*(t)] < ce!; para todot < 0

que sdo obtidos como no caso geodésico.

Corolario 4.3. Suponhamos que a curvatura k(x) e f(x) sejam constantes. Entdo se

k+f?<0



o fluxo magnético € do tipo Anosov.
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5 Bilhares e Campos de Jacobi

Vamos agora ver uma aplicagdo de Campos de Jacobi ao estudo do bilhar. Primeira-

mente vamos definir o que € a dinAmica do bilhar.
Alguns resultados deste capitulo sdo baseados em [5] e [14].

Inicialmente mostraremos a descricao matemdtica da dinamica do bilhare e definiremos seu
espaco de fases. Em seguida faremos a derivada da aplicacao bilhar. Faremos uma descri¢ao de

como construimos campos de Jacobi na dinamica do bilhar

Sera provado o Teorema de Rychlik no qual versa sobre a medida de orbitas periddicas de

periodo 3. Para a prova usaremos uma idéia mais dinamica usando campos de Jacobi.

E por fim provaremos o Teorema de Bialy que fala sobre folheacdes em causticas suaves no

dominio D.

5.1 Aplicacao Bilhar

Consideremos uma particula de massa desprezivel em movimento retilineo uniforme
no interior de uma regiio D C R?, limitada por uma fronteira dD, com a qual a particula sofre
colisdes eldsticas, isto €, o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo. A descri¢do
do comportamento desta particula é o que descreve o sistema dindmico que damos o nome de
Bilhar.

Seja I uma curva de R? globalmente C!, simples, fechada e convexa. Fazemos I' = JI7,

com cada I'; uma curva de classe C* com (k > 2) e denotemos por |I'| = X|I';|, o comprimento
total da curva I'', os extremos I'; denotaremos os pontos de cola ou bicos. A regido D cujo bordo
¢ I', denominamos Mesa de Bilhar e denotamos seu fecho por D. Consideremos T, orientada
no sentido anti-horério e parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja, I'(s) = (x(s),y(s))

com |["(s)| = 1, no qual * denota a derivada em relagdo a s.

Para a descricao matemética do problema podemos considerar a particula se movimentando
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com velocidade unitdria v. O estado do sistema no tempo ¢ é dado pelo ponto (g;,v;) € D x S,
sendo que g; € a posi¢ao da particula na mesa e v; sua velocidade a partir de um estado inicial
(go,vo). A particula segue uma trajetdria linear com velocidade constante v até sofrer uma
colisdo eldstica com a fronteira, quando hd uma mudanca na direcao da velocidade, determinada
por uma reflexdo em relacdo a direcdo tangente a curva no ponto de colisdo. Assim podemos

descrever esse sistema dindmico por um fluxo:
®:B—+B

com B =D x S! com a identificagio (g,v~) = (¢,v") nos pontos onde ¢ € dD. Nos quais v—

representa o vetor velocidade antes da colisdo, e v representa o vetor velocidade apds a coliso.

Figura 5.1: Dinamica do Bilhar

Vamos descrever o fluxo @ em coordenadas (x,y, @) em B, com g = (x,y) € D, onde x,y sdo
coordenadas usuais cartesianas e @ € [0,27) denota o angulo entre o eixo positivo x e o vetor
velocidade v. Para todo ¢ € R, a aplicagdo ®' age em B, e consideremos um ponto arbitrério e
sua imagem € dada por:

:(x,y 07 ) — (T yT,eh)
xT =x" +tcosw
yr =y +tsenw 5.1
0" =0"

Seja (%,¥) € Iy, o ponto da colisdo. Sejam s~ o tempo da colisdo, s™ =t —s, T o vetor tangente
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a T, wo angulo entre v e T, e ¥ 0 Angulo entre T ¢ o eixo positivo x. Entdo:
X =X—8 cos@®~
y =y—s§ sen®~ (5.2)
0 =7-y
xt =x+stcoso™
yr =y +stsenw™ (5.3)
o =y+y

Vamos agora derivar essas equagdes. Seja r o parametro comprimento de arco em I';. Entdo:

dx = cosydr
dy = senydr 5.4)
dy = —kdr

(O sinal de dy é completamente determinado pela orientagdo de I';, como definido anterior-

mente). Derivando (5.2), (5.3) temos:

[ dx" = di+ coswtdsT —stsenotdat = cosydr+ cosw*dst — st senotdw™
dyt =dy+senodst 4+ cosoTdw™ = senydr+senwtdst +stTcosoTdot  (5.5)
| do™ =dy+dy = —kdr+dy

[ dx~ = d7— cosw—ds™ 45 sen® dw~ = cosydr —cos® ds™ + s sen® dw®~

dy” =dy—senw ds~ —s cosw dw~ = senydr—sen®w ds~ —s cos® dw~ (5.6)

| do” =dy—dy = —kdr—dy

Vamos agora construir o espago de fases do sistema. A dindmica preserva a norma, assim

podemos considerar ||v|| = 1. Entdo o espaco de fases do sistema serd
M =DxS'

Com D sendo o fecho da mesa do bilhar D, e S! é o circulo unitario de todos os vetores veloci-
dade.

Para todo ¢ € dD os pontos (g,v™) e (g,v") s@o relacionados por:

vi=vT =2(v",n(q))n(q)

em que (;) é o produto escalar e n(q) é o vetor normal unitdrio apontando para dentro no bordo

dD da mesa D no ponto q.
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Figura 5.2: Esquema das férmulas

Vamos reduzir o estudo do fluxos a aplicagdes construindo sec¢Oes transversais. As segoes
transversais sdo hipersuperficies para o fluxo. Para o fluxo &', uma hipersuperficie em B pode

ser construida com a ajuda da fronteira da mesa D. Seja
M = {x=(q,v) € Byq € dD,(v,n(q)) <0}

Isto é uma subvariedade bi-dimensional em B consistindo de todos os possiveis vetores velo-
cidade de saida, resultantes da reflexdo com dD. Alguma trajetéria do fluxo @' atravessa a

superficie M toda vez que € refletido em dD.

Isto define a aplicacdo de retorno 7' : M — M por
Tx = CI)T(X)+0x

com t(x) = min{t > 0;®'0x € M}.
A aplicagdo T é chamada aplicacdo do bilhar.

Introduzimos as coordenadas (r, ) em M, no qual r denota o comprimento de arco para o

pardmetro dD e ¢ € [—m/2, /2] o angulo entre o vetor velocidade v e a normal n(q).
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5.2 A Derivada da Aplicacao do Bilhar

Vamos agora determinar a aplicagdo 7 no ponto x = (r,@) € intB. Denotemos por
(x,¥) € dD e (x1,¥1) € dD os pontos da fronteira correspondentes a r e r|, respectivamente, por

o o Angulo entre a trajetéria do bilhar e o eixo positivo x em R2. Entdo,

em que T = 7(x) é a geodésica entre (X,y) e (X7,y1). Usamos y e y conforme definidos anteri-

ormente
o
W—§—¢
Recordemos que
dx = cosydr
dy = senydr (5.8)
dy = —kdr

Notagdes similares y; e y; sdo usadas no ponto (ry, ¢;). Notemos que
O=Y+¥Y=n—-Yi (5.9
Derivando as ultimas equagdes dadas
dw = —kdr+dy = —kidr1 —dyn (5.10)

Derivando (5.7), temos que:

dx|] — dx = cosT — TsenWd ®
(5.1

dy; —dy = senT+ Tcoswd ®

(5.12)

cosyidry — cosydr = cosT — Tsen@d ®
seny|dry — senydr = senT + Tcos®d ®

Multiplicando a primeira equagdo por —sen® € a segunda por cos®, temos:

{ —sen®cos Y dri + cos ysenwdr = —sen® cos 0d T + Tsen’® (5.13)

seny; cos wdry — cos Wsenydr = sen® cos ®AT + Tcos> Od®

Somando as equagdes acima, temos

(seny; cos @ — sen@cos y; )dry + (cos Ysen® — cos wseny)dr = td®
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sen(y1 — @)dry +sen(® —y)dr = tdw
senyndry + senydr = Td® (5.14)

Resolvendo (5.10) e (5.14) para dr; e dy; e considerando que y =7/2— @ e y; =7/2 — ¢y,
temos

senydr) + senydr = t(—kdr+dvy)
seny1dr) = —senydr — tkdr 4 tdy
—senydr; = (seny + tk)dr + tdy

Resolvendo para dyq, teremos
—senydy) = (tkk| + kseny) + ki seny)dr — (tk + senyy)dy

Assim, colocando na forma matricial temos

—1 Tk +cos ¢ T
D,T =
COS Q1 | tkk| +kcos@; +kicos¢p Tk| +cos @

(5.15)

Este fato se deve a seny; = cos @) € seny = cos .

Lema 5.1. A aplicacdo T do bilhar preserva a medida

U = cos pdsd o

5.3 Campos de Jacobi e o fluxo do bilhar

Vamos agora fazer uma discussio para o fluxo do bilhar @ : B — B, em termos de
campos de Jacobi. Nossa andlise sugere um sistema de coordenadas no espaco tangente 3D
(dn,d&,dw) em TyB com:

dn = cos wdx + wdy

d& = —wdx + cos wdy

Chamamos essas coordenadas de coordenadas de Jacobi. Notemos que dn é a componente do

vetor (dx,dy) ao longo do vetor velocidade v e d§ é a componente ortogonal.

Para cada ponto g € B do fluxo do bilhar, observamos também que o espago tangente T,B

se decompde numa soma direta de subespagos D®’-invariantes. De fato, consideremos

T?[B = {c(0,cosw,0);c € R}
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o espago vetorial unidimensional na direcdo do fluxo e
T,B={dg: —+coswdy =0}

o seu complemento ortogonal de dimensao 2.

Agora vamos descrever o campo de Jacobi ao longo das trajetdrias do bilhar. Consideremos

uma familia de 6rbitas do bilhar:

f(e)=f(e,1) =v(e)+v(e)
com —& < €< g e —oo <t < Hoo,

O campo de Jacobi € definido como
of
30) = S lecy =Y @) +V(EN] g

o que implica que:

Notemos que:

d /

dy_ /(0

a, i( ) (5.16)
a1 =0

A ultima é uma equacao de Jacobi, pois a curvatura do plano € igual a zero.

Para um ponto no espago de fases, os campos de Jacobi formam o subespaco tangente, e
pode ser identificado com o par de vetores (J(0),J'(0)) = (¥ (0),V/(0)). Vamos considerar cam-
pos de Jacobi para os quais J(0) = 7/(0) é ortogonal ao vetor velocidade v(0). Notemos que
J/(t) =V/(0) é automaticamente ortogonal a v(0). Escrevendo na forma matricial, o desenvolvi-

mento de (J,J ! ), se ndo houverem colisdes com a fronteira, é dado por

J(t 1t 0
0 _ 7(0) 51
J(1) 01 V' (0)
Voltemos a considerar as coordenadas (dn,d&,dw) no espago tangente T,B com:

dn = coswdx + senwdy (5.18)

d& = —senwdx+ cosody

Para dX = (dn,d&,dw) denotamos por dX; = (dn;,d&,day,). Dx®' é a imagem da aplicagdo
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linear (dn,d&,dw) — (dn;,d&,dwy) e é dada pela matriz 3 x 3

1
Dx® = | 0 (5.19)
0

X X O
X X O

com o bloco inferior direito 2 x 2 correspondente a transformacéo (d&,dw) — (d&,day).
Como

TxB=TYB® TxB

restringindo agora a aplicagdo Dy @' ao subespaco T)%B com coordenadas de Jacobi (d&,dw).
Denotamos essa restri¢do por
Lept - TL i
Dy®' : TyB — Tg (x)B

Usando as equagdes (5.5) e (5.6), temos que:
d&™ = —senw ™ (cosydr —cos® ds™ +s senw do~ )+

+cos®™ (senydr — senw ds~ —s cos® dw™)
=sen(y— )dr—s do~
cospdr—s dw~
do™ = —kdr+do
dET = —senw™ (cosydr + coswtdsT — stsenwTdw™)+
+coso™ (senydr +sen®tdsT +sTcoswTdw™)
= —sen(y—o)dr+sTdo™
= —cos@pdr+sTdo™
dot = —kdr—de

Relembramos que ¥ + ¢ = /2, dy = —d@. Tomando s™ = s~ = 0 para expressar a a¢io do

fluxo no tempo de colisdo, e eliminando dr e d® nas equacdes anteriores, temos

dét = —d&™

do +do™ = —2kdr
do™ = —2kdr—do~ (5.20)

dE™ =cospdr—s dw™
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dé™ +s dow™ = cospdr
dE +sdo~
B cosQ

dr (5.21)

Substituindo (5.21) em (5.20), temos que:

o —2kd§™ ks do~
cosQ cosQ

dw —do~

=0
pois estamos considerando s~ = 0, entdo

2k

cosQ

dot = — dé~ —dw~

que colocando na forma matricial encontramos:

aét\ [ -1 0 dE~
(o)~ )00 )

que denota a transformagdo do campo de Jacobi transversal (J,J') apés uma colisdo com a

fronteira.

5.4 Teorema de Rychlik

Em [12] foi provado que o conjunto de 6rbitas periddicas de periodo 3 da aplicacdo do
bilhar tem medida nula. Sua prova requeria métodos computacionais. Em [14], Wojtkowski
prova o mesmo resultado usando campos de Jacobi. Primeiro ele prova o seguinte resultado:
As orbitas periodicas de periodo 3 da aplicacdo do bilhar ndo possuem vizinhancas formadas

por orbitas periddicas de periodo 3.

E na prova desse resultado que ele usa campos de Jacobi. A partir dai, ele argumenta que

O conjunto de orbitas periodicas de periodo 3 precisa ter medida nula.
Nesta secao, seguiremos [14] para provarmos o seguinte resultado:

Teorema 5.2. As oOrbitas periddicas de periodo 3 da aplicagdo do bilhar ndo possuem vizinhan-

cas formadas por 6rbitas periddicas de periodo 3.
Antes de demonstrarmos esse teorema precisamos do seguinte lema.

Lema 5.3. O perimetro das 6rbitas periddicas de periodo 3 € constante.

Demonstracdo. Sejam h : R — R? uma parametrizagdo pelo comprimento de arco de dD, isto
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Figura 5.3: Orbita periédica de periodo 3

é || % | =1e, h(x),h(y),h(z) os respectivos pontos de batida na fronteira dD da mesa do bilhar
D. Considere 7(x,y) = ||h(y) — h(x)|| Assim, temos que

ot h(y)—h(x) dh
R x) - — e — g
55 Y = TG =R ds s
_h(y)=h(x) dh
IIh() R " ds |,
o= Nkl
= —Ccos¢

sendo ¢ o Angulo entre a tangente a fronteira dD e a semi-reta de h(x) a h(y). E

at h(z) —h(x) dh
a5 = ) Zh@T ds s
h2)—h(x) dh
uh> R ds |,
158= “unn
=cos¢

Seja agora a fungio £ : R? — R dada por

Z(x,y,2) = t(x,y) + 7(y,2) + 7(2,%).

Entdo temos que
0.L(x,y,z
PZORT) () + ) + o)
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= Tx<x7y) +0+ TX(Zax)

= Tx(x>y> - Tx(x7y) =0

Analogamente se demonstra que

0L (x,y,2) 0
dy -
0L (x,y,2)
=Y
dz
Portanto .Z : R3 — R é constante. OJ

Demonstragdo. Teorema 5.2

Xo

Figura 5.4: Orbitas de periodo 3

Suponhamos que exista uma 6rbita periddica de periodo 3 com {xp,x1,x} os pontos da
fronteira dD com { @y, @1, ¢}, 0 Angulo de incidéncia nos pontos xp,x;,x, respectivamente, tal
que existe uma vizinhanca formada por 6rbitas periédicas de periodo 3. Temos que ®° e d®>

sdo iguais a identidade na vizinhanga de xy e sejam:

e T(xp) = a trajetdria entre xq € x|
e T(x;) = a trajetéria entre x| e x,

e T(xp) = a trajetdria entre x; € xg

Formulando a dltima propriedade na linguagem de campos de Jacobi e considerando d(x) =

cosQ

K(s)”
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temos entao que

P(7(x0)) - R(x0) - P(t(x2)) - R(x2) - P(T(x1)) - R(x1) = Id2x2

Ou seja,

Assim,

27(xz)
d(xp) d(xo)

2 T(x 2 T(x
a0~ dondty T At —dm) 1

Pela igualdade de matrizes, e comparando os elementos da 12 linha e 22 coluna de cada

( e S )
2

matriz temos:
27T ()C()) T (Xz)

—7(x2) + d(xo)

—T(x) = —7(x1)

t(x0) — T0r1) + 7(x2) = (5.23)
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Seja
L= ’L'(X()) +T(X1) +T(x2)

Seja 0 o angulo entre os lados T(xp) e T(x2) do tridingulo de lados 7(xp), T(x1),T(x2), Pela lei

dos cossenos para tridngulos,

200+60=m
200=1m—0
e, entao
T(x1)? = T(x0)? + 7(x2)* — 27(x0) T(x2)cos6
Mas,

cos* @y = %(l +cos(2¢p))
2co5> Qg = 14 cos(2q)
2cos* @y — 1 = cos(m — 6)
2cos* @y — 1 = —cosO

Voltando a equacao anterior, temos entdo que:
7(x1)% = t(x0)? + 7(x2)? +27(x0) T(x2) (2cos* @o — 1)
T(x1)? = T(x0)> + T(x2)? +27(x0) T(x2)[2(1 — sen’ @) — 1]

o) = 7(x0)? + T(x2)? + 27(x0)2(x2) 2 — 2sen’ gy — 1]

o(n)2 — T(x0)2 — T(x2)% — 27(x0)T(x2) = —47(x0) T(x2)sen gy

T(x0)% + T(x0)T(x2) — T(x0)T(x1) + T(x0) T(x1) 4 T(x1 ) T(x2) —
—7(x1)2 4+ 7(x2)T(x0) + T(x2)? — T(x1)T(x2) =

= 47(x0)T(x2)sen® @y

(7(%0) +7(x1) +7(x2))(2(x0) + T(x2) — T(x1)) = 47(x0) T(x2)ser’ Py

~~
=L

41 (x0)T(x2)sen’ gy

7 (5.24)

T(x0) — T(x1) +7(x2) =
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Combinando (5.23) e (5.24) obtemos que

27(x0)T(x2)  47(x0)T(x2)sen’ @y

d(xg) L
I 2sen’ @y
d(XQ> N L
k(so)  2sen*qy
cosQ N L
2 2
k(s) = sen qz(‘)cos(po
2 —2cos®
k(s0) = T(PO (5.25)

Essa relacdo da curvatura do bordo tem que valer para todas as Orbitas periddicas proximas,
em particular para drbitas comecando do mesmo ponto porém com vetor velocidade diferente
(50, @) com ¢ préximo de ¢p. Mas, isto é impossivel pois pelo Lema (5.3) L é constante e,
entdo a funcdo (5.25) ndo € constante em nenhum intervalo. Em resumo se mudarmos ¢y na
funcgdo (5.25) ela se modifica, o que € absurdo, pois o ponto de partida € o0 mesmo e teria que

conservar a curvatura. ]

5.5 O Teorema de Bialy

Definicao 5.4. Uma cdustica, em bilhares € uma curva tal que se um segmento da trajetéria da
bola do bilhar é tangente a esta curva entdo também o é a cada segmento refletido da mesma
trajetoria. Por exemplo, o interior de um disco com o centro removido € folheado por cdusticas

suaves, os circulo concéntricos.

Nesta secdo provaremos seguindo [14] o seguinte resultado de Bialy [1], usando campos
de Jacobi.

Teorema 5.5. Se o dominio Q € folheado por céusticas suaves de tal maneira que quase toda

orbita € tangente a uma cdustica, entdo Q € um disco.

Demonstragdo. Fixemos x € B a correspondente Orbita do bilhar tangente a uma caustica suave.
Denotemos por /(x) a distncia entre o ponto da fronteira e o ponto de tangéncia mais préximo

no passado com a cdustica suave.
O ponto mais proximo de tangéncia no futuro é entdo igual a t(x) — (T (x)).

O campo de Jacobi transversal obtido de nossa variacdo por geodésicas (usando 6rbitas
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T(x)

Figura 5.5: Esquema do teorema de Bialy

tangentes proximas a alguma cdustica suave) se anula nos pontos de tangéncia. Assim usando

as matrizes correspondentes temos que:

1 7(x) = (T (x)) -1 0 1 1(x) 0\

0 1 7 -l 0 1 1)
s 2;((;3) - ZIST(S)) —1(x) +1(T(x)) 1 I(x) 0\
- 70 -1 0 1 1)

—L(x)d(x) +27(x)(x) = 21T (x))1(x) = T(x)d (x) + (T (x))d(x) = O
d()[=1(x) = 7(x) + U(T (x))] = =27(x)I(x) + 20T (x)) (x)
d(x) —20(x)[z(x) = (T (x))]

—[1() +7(x) = 1T (x

2()[(x) — 1(T(2))
1) = 10 20 1T )

que € a equacao cléssica do espelho de 6tica geométrica.

)
)]
]
)
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Temos que a média harmonica entre 2 nimeros positivos x,x; € dada por:

q X1X2 2x1x2
T oxi+x
5= X tx

e a média aritmética é At = )@ Entdo temos que H < At. Com isso temos que

2x1x cNtx
X1+x — 2

Fazendo x; = I(x) > 0ex; = t(x) — (T (x)) > 0, temos:

2)[r(x) T )] 1(x) +7(x) —UT(x))
!

1x)+[t(x) = T (x))] 2
—d(x)
2d(x) < 1(x) +7(x) — (T (x)) (5.26)

Agora obteremos a conclusdo por integracdo em (5.26) e comparando com a Desigualdade
Isoperimétrica (Veja se¢do 1.5). Continuando, temos que integrando o lado direito de (5.26),

usando a medida i (x), obtemos:

[ 1700 +160) = 1T @)ldn(0) = [ w(0)du)
u u
=2TA

Estamos usando o fato que /(x) é limitado e estd definido para todo dominio B. A integragéo do

/Zd X)du(x /2“’“”
P [T 2cos? (0]

- dod

b by Ty does

Estamos usando que p(x) = cos@d@ds, assim:

—/ —ds/ 2cos” odo

T
2/ cosz(pdqo = cos@psen® + (p{g =7
0

/ —ds/ 2cos (pd(p—n'/ —ds

Pela desigualdade de Schwarz, temos:

lado esquerdo nos da:

Sabemos que:

Assim:

ds/ k(s)ds > p*

=2r

0
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I | p2

— ds> 2

o k()= 2r
2 2

Assim concluimos de (5.26) que:

2 [ d()du) < [ (200 +100) 1T ()

B

2
14
— <2mA
5 S

ATA > p? (5.27)

entdo da Desigualdade Isoperimétrica e (5.27), temos que:

4mA = p?

p2

T 4n

no qual concluimos que Q € um disco, pois vale a igualdade. O]
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