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“The career of a young theoretical physicist consists of treating the harmonic oscillator in
ever-increasing levels of abstraction.”
Sidney Coleman



Resumo

Este trabalho apresenta uma introducdo a simetria conforme, enfatizando suas principais
propriedades e seu papel na teoria de campos. Apods fornecida uma motivagio e a definigao
geral de transformacdes conformes, iniciamos a analise pelas isometrias conformes em sua
formulacao infinitesimal, geradas por vetores de Killing conformes, e reconstruimos, de
maneira sistematica, a estrutura de grupo a partir da equacédo de Killing correspondente. Em
seguida, determinadas as representacdes do grupo conforme, aplicamos o teorema de
Noether as simetrias conformes e derivamos as condi¢des sob as quais uma teoria de campos
Lagrangiana ¢ invariante conforme. Posteriormente, estendemos a analise para o
espaco-tempo curvo, esclarecendo a distingdo entre isometrias conformes e transformacgoes
de Weyl — uma questao que frequentemente leva a confusdes e mal-entendidos. Para esse
fim, promovemos a simetria global de Weyl a uma simetria local e examinamos a relagao
entre a simetria conforme no espaco-tempo plano e a invariancia de Weyl. A geometria de
Weyl é entdo revisada em contraste com a estrutura pseudo-riemanniana da Relatividade
Geral. Por fim, concluimos com algumas observacdes acerca da ampla aplicacdo das
transformacdes conformes e indicamos possiveis dire¢des para estudos futuros.
Palavras-chave: Simetria, grupo conforme, teoria de campos, transformacoes de Weyl.



Abstract

This work presents an introduction to conformal symmetry, emphasizing their main
properties and their role in field theory. After providing a motivation and the general
definition of conformal transformations, we begin our analysis with conformal isometries in
their infinitesimal formulation, generated by conformal Killing vectors, and systematically
reconstruct the structure of the conformal group from the corresponding Killing equation.
Next, after determining the representations of the conformal group, we apply Noether’s
theorem to conformal symmetries and derive the conditions under which a Lagrangian field
theory is conformally invariant. We then extend the analysis to curved spacetime, clarifying
the distinction between conformal isometries and Weyl transformations—an issue that often
leads to confusion and misunderstandings. To this end, we gauge the global Weyl symmetry
and examine the relationship between conformal symmetry in flat spacetime and Weyl
invariance. Weyl geometry is then reviewed in contrast to the pseudo-riemannian structure
of General Relativity. Finally, we conclude with some remarks on the broader implications of
conformal transformations and indicate possible directions for further study.

Keywords: Symmetry, conformal group, field theory, Weyl transformations.
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tr (A)

Notacoes e Convencoes

Denota uma variedade lorentziana, isto é, uma variedade suave de dimensio
d equipada com uma métrica pseudo-riemanniana de assinatura (1, d—1) ou,
equivalentemente, (d — 1,1).

Denota a dimensio da variedade diferenciavel N.
Denota o espaco de Minkowski d-dimensional.

Denota vetores pertencentes a R4, cujas componentes v¥ = (v°,v) sdo
rotuladas por indices p € {0,1, ..., d — 1}.

Denota a norma do vetor v.
Denota o produto interno no espago de Minkowski,

d-1
vou= Z v'npu’ =0"u’ —v-u
n,v=0

Denota, até que se indique o contrario, o produto interno de v consigo
mesmo,
v=v-v=_0""-v.

Denota uma colecdo de campos, cada um dos quais se transforma segundo
uma representacédo finita do grupo de Lorentz. Em particular, incluem-se,
campos escalares ¢, campos fermionicos i/, campos vetoriais de gauge A, e,
quando pertinente, o tensor métrico g,,.

Denota a delta de Kronecker,
L, p=v,

0, p=+v.

Denota a transposta da matriz A, cujas componentes sdo dadas por

T — — B a
(A=A = ™Ay

Denota o traco da matriz A, definido por

tr(A) = A%,



det (A) Denota o determinante da matriz A.

JH, Denota as componentes da matriz jacobiana.

J Denota o determinante da matriz jacobiana.

R¥, Denota as componentes de matrizes pseudo-ortogonais.

F Denota a derivada temporal de F.

o, F Denota a derivada de F com respeito a coordenada x*.

[0] Denota a dimensdo fisica da quantidade Q em termos das grandezas

fundamentais comprimento (L), tempo (T) e massa (M), isto é,
[Q] — La Tch,

coma,b,ceQ.

[¢, <] Denota o comutador entre dois elementos algébricos.

Adotaremos as seguintes convengdes neste trabalho:

« Sistema de unidades naturais com ¢ = i = 1. Nesse contexto, comprimento e tempo
possuem a mesma dimensao fisica, isto é, L = T, enquanto a energia possui dimensao
inversa de tempo, [E] = T~'. Consequentemente, a equivaléncia massa-energia permite
expressar escalas de comprimento, tempo e energia em unidades de massa, de modo
que a dimensao fisica de um campo ¢; é inteiramente especificada por sua dimenséo de
massa A, isto ¢, [¢;] = M2,

« A funcio exponencial é denotada por exp (x);

« Indices gregos a, u, v e latinos A, B, C identificam, respectivamente coordenadas do
espaco-tempo e indices internos associados a uma algebra de Lie, enquanto indices
latinos i, j, k, até que se indique o contrario, rotulam diferentes campos fisicos das
teoria e objetos a eles associados. Outras convencgodes de indices serdo introduzidas
conforme necessario;

« Assinatura mostly minus da métrica de Minkowski: n = diag(+1, -1, -1, —1);

« Convencao de soma de Einstein

d—1
AB' =) AB.
p=0

« Indices simetrizados sdo denotados por (af), enquanto indices antissimetrizados sio
denotados por [af]. Essa notacdo néo se limita a pares de indices adjacentes, podendo
também ser aplicada a pares de tensores adjacentes. Por exemplo,

1
A(aBﬁ)ZE(AaBﬁ+AﬁBa) e AwBp == (ABs— AsB,) .

N |

« Para a matriz jacobiana associada a transformacdo x — x’, é adotada a convencao

ox'H
no_
T = oxV '
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Capitulo 1

Introducao

O emprego sistematico das transformacdes conformes remonta ao periodo das grandes
navegacdes, motivado pela necessidade de mapear rotas maritimas no plano da maneira mais
fiel possivel, isto é, de preservar propriedades geométricas desejadas, ao custo da inevitavel
distorcao dos demais aspectos métricos. Em particular, as proje¢des cartograficas do tipo
conformel] embora distorcam o tamanho das regides representadas, conservam angulos
formados entre geodésicas, tornando-as ideais para a orientacdo maritima.

Ao longo dos séculos seguintes, a propriedade conforme presente nessas projecdes foi
gradualmente formalizada, contando com contribuicoes de grandes matematicos, como Euler,
Lagrange, Gauss e Riemann, sendo o “principe dos matematicos” quem possivelmente
consagrou o termo “conforme” na terminologia mateméticaﬂ (Kastrup, H., {2008)).

Em um contexto distinto, as transformacdes conformes foram introduzidas na fisica por
Bateman (Bateman, [1910) e Cunningham (Cunningham, [1910), por volta de 1909, ao
observarem que a equacdo de onda é invariante sob um conjunto ainda mais amplo de
transformacdes globalmente definidas — o grupo conforme. Ou seja, além das simetrias de
Poincaré — consistindo em translacdes espago-temporais, rotacdes espaciais e boosts — as
equacdes de Maxwelﬂ sdo também invariantes sob dilatacdes uniformes das coordenadas e
transformacdes conformes especiais (Kastrup, H. A, [1962), estas ultimas podendo ser
entendidas como composicdes particulares de translacdes e inversdes. Tais transformacgoes
definem o grupo de simetrias globais que preservam a estrutura causal do espago-tempo

(Daudé; Hatner; Nicolas| 2018).

!Etimologicamente, conforme — do latim conformis — significa “que tem a mesma forma”.

20 desenvolvimento das transformacdes conformes ocorreu inicialmente a partir do intenso interesse
matematico por inversdes circulares (Blair} |2000).

3Uma demonstracio em notacio moderna pode ser encontrada em (Rosen, G, 1972). Uma discussdo do
caso escalar, juntamente com outros tdpicos correlatos, encontra-se em notas andénimas e ndo publicadas
disponibilizadas no site http://www.cphysics.org.
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Partindo de uma concepgao alternativa do grupo conforme, Weyl propos, em 1918, que a
teoria gravitacional de Einstein possuisse, adicionalmente, invariancia sob transformacoes
arbitrarias de escalas da métrica (Weyl, 1919b). Essa simetria de gauge complementar
resultou na implementacdo de um campo vetorial compensador, o qual Weyl identificou com
o quadripotencial eletromagnético, na tentativa de unificar a Relatividade Geral (RG) com o
eletromagnetismo. Embora carecesse de plausibilidade fisica, como alertara Einstein, tal
idealizacdo plantou as sementes das teorias de gauge.

No mesmo ano, o principio de invariancia que levou Weyl a associar a conservacao da
carga elétrica a uma simetria abeliana foi formalizado por Noether sob a forma de dois
teoremas (Noether] |1983), legitimando a relacdo entre as simetrias de uma teoria e constantes
de movimento. Esses resultados foram posteriormente generalizados por Bessel-Hagen e
aplicados a invariancia conforme do eletromagnetismoﬁ (Bessel-Hagen, [1921), com o intuito
de obter novas leis de conservacgao para além das ja conhecidas — conservacao de energia, do
momento linear e do momento angular — associadas, respectivamente, a invariancia sob
translacdes temporais, translacdes espaciais e rotagéeﬂ

Um significado fisico satisfatorio para as conservagdes adicionais surgiu somente em
meados das décadas de 1960 e 1970, quando a invariancia de escala passou a ser interpretada
em termos da auséncia de parametros caracteristicos de energia e de comprimento
associados as interacdes fundamentais (Jackiw, [1972). Tratando-se, portanto, de uma simetria
aproximada, uma vez que as interacdes fisicas sdo, em geral, caracterizadas por parametros
dimensionais, como as massas das particulas elementares e as constantes de acoplamento.
Entretanto, essa simetria torna-se exata no caso de particulas ndo massivas ou no regime de
altas energias (Dubovik, 1973).

Na mesma época, estabeleceu-se que as transformacdes conformes especiais estariam
associadas a mudancas de coordenadas entre referenciais em aceleracdo constante (Fulton;
Rohrlich; Witten| 1962a)), uma interpretacdo que permitiu estender o dominio de aplicacdo
das simetrias conformes para além do contexto da geometria riemanniana (Fulton; Rohrlich;
Witten, 1962b; Barut; Haugen, [1972).

Esse esforco renovado na investigacdo do possivel papel das transformacdes conformes
em teorias de campos (Wess, 1960; Mack; Salam, [1969; (Callan Jr; Coleman; Jackiw [1970;

Coleman; Jackiw, [1971) culminou no desenvolvimento da Teoria de Campos Conformes

“Uma revisio do resultado obtido por Bessel-Hagen pode ser encontrada em (Plybon, [1974).
> A invariancia sob boosts esta associada a conservacio do centro de massa (Olver] |1993).
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(CFT) (Francesco; Mathieu; Sénéchal, 2012). Em particular, as CFTs bidimensionais,
caracterizadas pela invaridncia sob um grupo de simetrias de dimensdo infinita,
consolidaram-se como uma area de estudo a parte, em virtude das restricdes extremamente
fortes que impdem a Teoria Quéntica de Campos (TQC) correspondente, proporcionando
modelos exatamente soluveis (Belavin; Polyakov; Zamolodchikov, 1984a). Exemplos notaveis
incluem modelos estatisticos bidimensionais associados a transicoes de fase de segunda
ordem (Belavin; Polyakov; Zamolodchikov, 1984b; Dotsenko; Fateev, 1984) — pontos criticos
nos quais as propriedades do sistema tornam-se independentes da escala de observacdo —
bem como a teoria de cordas, na qual a quantizacdo da folha de mundo associada a uma
corda da origem a uma CFT (Polyakov, |1981).

Em razdo da pluralidade de abordagens e contextualizacdes, “transformagio conforme”
tornou-se um termo guarda-chuva, empregado por diferentes autores para denotar distintas
manifestacdes — globais ou locais — de mudanca de escaleﬂ Nesse sentido, o presente
trabalho tem por objetivo introduzir as diferentes formas de manifestacdo da simetria
conforme, esclarecendo possiveis ambiguidades e equivocos decorrentes das multiplas
denominacdes atribuidas a esse fendmeno, bem como explorar a relacdo entre isometrias
conformes — segundo a definicdo adotada por Wald (Wald, [2010) — e transformagdes de
Weyl, comumente referidas como transformacdes conformes da métrica.

Para abranger o escopo pretendido, este trabalho esta organizado da seguinte forma. No
capitulo [2| as transformacdes conformes serdo conceituadas, partindo de uma motivagéo de
interesse tedrico. Em seguida, serdo descritas as isometrias conformes da métrica de
Minkowski, o grupo de Lie formado por essas transformacdes e suas propriedades algébricas.
Assumindo a forma infinitesimal da matriz de transformacéo, investigaremos a algebra
conforme, cujos geradores serdo determinados a partir da equagao de Killing conforme. Com
o intuito de esclarecer seus aspectos geométricos, a forma finita das transformacoes
conformes especiais sera evidenciada, assim como a relacdo do grupo conforme com
representacdes lineares em dimensao superior. O capitulo [3| sera dedicado as aplicacdes em
teoria de campos. Inicialmente, analisaremos as representacdes do grupo conforme, com o
objetivo de determinar sua agdo sobre campos classicos. Na sequéncia, discutiremos as
condi¢des sob as quais as isometrias conformes constituem simetrias de uma acéo classica,

bem como as leis de conservacdo correspondentes. Para tornar a discussdo mais concreta,

®Uma extensa discussdo realizada por Roberto Percacci pode ser encontrada em http://www.percacci.
it/roberto/physics/conformal.htmll


http://www.percacci.it/roberto/physics/conformal.html
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apresentaremos exemplos do comportamento de campos escalares, vetoriais e fermidnicos
sob tais transformagdes. No final, consequéncias da quantizacdo serdo brevemente
abordadas, culminando na apresentacdo de uma definicdo de CFTs. No capitulo [4 as
transformacdes conformes serdo adaptadas ao contexto da teoria de campos em espagos
curvos, conduzindo a caracterizagio das transformacgdes de Weyl. Sera estabelecida a relacdo
entre a invariancia conforme discutida anteriormente e a simetria de Weyl. Nesse sentido, a
promogao da simetria de Weyl global a uma simetria local sera analisada, e exemplos de
teorias localmente invariantes serdo fornecidos, incluindo o caso gravitacional. Por fim, a
dissertacdo se encerra no capitulo com comentarios finais e possiveis dire¢des para

investigacoes futuras.
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Capitulo 2

O grupo conforme

O grupo conforme é notavelmente uma das “viola¢des” mais intrigantes do teorema de
Coleman—-Mandula (Coleman; Mandula, 1967), o qual afirma, sob condi¢des razoaveis, a
impossibilidade de haver extensdes nao triviais do grupo de Poincaréﬂ Em outras palavras, a
combinacdo do grupo de Poincaré com um grupo de simetrias internas resulta
necessariamente em um grupo de simetria cujos elementos pertencentes a esses dois
subgrupos comutam entre si e, consequentemente, ndo se misturam em novas
transformagéesﬂ Contudo, ao assumir a existéncia de uma matriz S (ou matriz de
espalhamento), o teorema exclui o grupo conforme, uma vez que transformacoes de escala
impossibilitam a constru¢do de estados arbitrariamente distantes, através dos quais se
estabelece o conceito de estados livres, ndo-interagentes. Desse modo, é possivel estender de
forma nao trivial o grupo de Poincaré ao grupo conforme, incluindo as relacdes de
comutacdo dos geradores de dilatagdes e transformacdes conformes especiais.

Neste capitulo, estabeleceremos o grupo conforme e suas propriedades. Inicialmente,
motivaremos a discussdo a partir das transformacdes de similaridade na mecanica classica
(Landau; Lifshitz; Sykes, 1976). Em seguida, apresentaremos as transformac¢oes conformes e
obteremos seus geradores através da equacdo de Killing conforme. As solucdes serdo
separadas nos casos d = 2 e d > 2, para os quais discutiremos a forma finita das respectivas

transformacdes conformes e a realizacdo do grupo conforme.

!E importante ressaltar que o teorema de Coleman-Mandula foi concebido em um contexto em que se tentava
unificar as simetrias do espaco-tempo com as simetrias internas associadas aos grupos de gauge, a partir dos quais
0 Modelo Padréo da fisica de particulas foi matematicamente estruturado.

“Em termos técnicos, o teorema estabelece que o grupo de simetria de uma teoria fisica consiste do produto
direto entre o grupo de Poincaré e um grupo de simetrias internas ou, equivalentemente, que a algebra de Lie
correspondente é a soma direta das algebras desses grupos.
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2.1 Simetria de escala e mecanica classica

Usualmente descrita como uma simetria aproximada, a dilatacdo é uma transformacéo de
similaridade que realiza uma mudanca de escala global. Caso essa simetria fosse exata, seria
possivel redimensionar as coordenadas do espago-tempo sem alterar o contetdo fisico da
teoria (Jackiw, 1972). Por exemplo, a magnitude de energia de fendmenos fisicos estudados
estdo submetidos, em geral, a uma escala energética fundamental sobre a qual todos os
observadores devem concordar.

Nesse sentido, consideremos um sistema nao-relativistico composto por uma unica
particula de massa m, submetida a uma forca conservativa, descrito pela equacdo de
movimento

Pi = —aiV(x), (2.1)

onde o momento linear é definido como p;(t) = ma’c,-(tﬂ

E imediato verificar que o sistema descrito pela lei acima é invariante temporalmente e,
portanto, a energia é uma constante de movimento. Multiplicando pelo fator integrante
%' e fazendo uso da regra da cadeia na expressdo resultante, obtém-se uma primeira integral,

correspondente a energia mecanica do sistema,

2

p

E=—
2m

+V(x), p=+pp" (2.2)

Uma outra importante propriedade de sistemas classicos sdo as similaridades mecénicas,
como notado por Landau e Lifshitz (Landau; Lifshitz; Sykes, 1976). Quando V(x) é um
potencial homogéneo de grau n, isto é, satisfaz V(Ax) = 1"V (x), as transformacoes de escala
x' > Ax' e t = A07"Dt constituem simetrias do sistema, deixando as equa¢des de Newton
invariantes. Nesse contexto, a energia (hamiltoniana) torna-se uma funcdo homogénea de
grau n.

Essa simetria alcancou um status de maior relevéncia fisica ao revelar uma conexdo com
o teorema do virial por meio do teorema de Noethelﬁ (Andersen; Von Baeyer, (1971; Kleban),

1979). Em particular, tendo em vista que o teorema de Euler para fun¢des homogéneas

3Nesta seciio, os indices i € {1, ..., d} rotulam as coordenadas de um espaco euclidiano d-dimensional, sendo
também adotada a convengao de soma sobre indices repetidos.
4Para mais detalhe sobre o teorema de Noether, consultar o apéndice
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estabelece que

V(Ax) = A"V(x) = x'0;,V = nV(x), (2.3)

ao contrair os dois lados da equacéo (2.1) com x', obtém-se

2

d N
E(pix) =—-nE+(n+2) (2.4)

r
2m’
onde p;x' recebe o nome de virial. Considerando potenciais homogéneos na forma de leis
de poténcia V(r) « r", com r = /x;x’, observa-se que o potencial do inverso do quadrado
(n = —2) configura um caso especial, para o qual se determina uma segunda constante de

movimento globalmente conservada,
L
D=Et—5p,~x. (2.5)

E interessante destacar que a transformacéo de simetria associada a constante de movimento
, t — At e x' —> Ax', é refletida nas transformacdes da energia e do momento linear,
E+— A%E e p; —> A !p;, como pode ser verificado diretamente a partir da expressio (2.2).

Essa é uma peculiaridade do potencial do inverso do quadrado, visto que a energia escala
inversamente a coordenada temporal. De forma mais clara, somente no caso correspondente
an = —2 o grau de homogeneidade da energia coincide com sua dimensao fisica (no sistema
de unidades em que i = 1), atributo indicativo de auséncia de uma escala caracteristica de
energia. Todavia, um sistema descrito por uma lei de forca que decai com o cubo da distancia
nio corresponde a modelos de interesse fisico imediato.

Por outro lado, o cenario relativistico revela-se particularmente promissor. Nesse caso,
todas as coordenadas do espago-tempo escalam homogeneamente segundo x* +— Ax*,
enquanto a energia e o momento linear — unificados no quadrimomento p, —
transformam-se de forma reciproca, p, +— A7'p,. Consequentemente, infere-se que a
energia cinética deve ser linear em p, ao passo que o potencial deve decair com inverso da
distancia.

Em outras palavras, sistemas em regime ultrarrelativistico (pc >> mc?), bem como o caso
limite de particulas ndo massivas, submetidos a potenciais de longo alcance da forma r?,
descrevem uma fisica invariante de escala. Efetivamente, essa simetria é uma propriedade
manifestada por sistemas interagentes de particulas ndo massivas nos quais ndo existe uma

escala caracteristica de comprimento ou, equivalentemente, de massa (L = M™!), tampouco
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constantes de acoplamento dimensionais. Portanto, o contexto relativistico compreende
situacOes fisicas substancialmente mais universais e frequentes na natureza.

A partir da proxima segdo, o grupo conforme e suas propriedades serdo analisados.

2.2 Transformacoes conformes

Em linhas gerais, uma transformacéo f é dita conforme se, para quaisquer campos vetoriais

tangentes ¢;(x) e ¢;(x), temos

[ ()i (x)gy (x) ¥ Q3 (x) gy (x)st (x)g; (x), (2.6)

onde Q(x), denominada fator de escala, é uma funcio real das coordenadas do espago-tempo.
Como consequéncia da definigdo (2.6), as transformagdes conformes sao caracterizadas por
preservarem angulos entre curvaﬂ Em particular, o angulo « formado pela intersecao de duas

curvas x;(7) e xj () é definido como

cos o e Guv (%)65 ()5 (x)' @7)

llslHllsll

Aqui, ¢"(x(7)) representa o vetor tangente a uma curva, cuja norma ||¢|| é dada por

dx#

gl = g ()5 (x)g" (x),  ¢* = = (2.8)

sendo 7 um parametro arbitrario ao longo da curva.
Desse modo, seja f o angulo formado entre as curvas apods a transformacio conforme.

Verifica-se imediatamente que o angulo de intersecédo é preservado:

_ Qz(x)guv(x)glll(x)gg(x) _
©sf = otlallom el - (29)

Em virtude do fator Q*(x) ser estritamente positivo, infere-se que o sinal do elemento de
linha néo é alterado pela mudanca de escala resultante e, consequentemente, a estrutura causal

é preservada. Em particular, o cone de luz permanece invariante, isto é, trajetorias nulas sdo

SPara auxiliar na visualizacio, recomenda-se visitar o site https: //complex-analysis.com/content/
conformal_mapping.html,


https://complex-analysis.com/content/conformal_mapping.html
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mapeadas em trajetorias nulas,
ds* = 0 +— (Q(x)ds)* = 0. (2.10)

Ademais, nota-se que as transformagdes f para as quais Q(x) = 1 correspondem a isometrias
do espago-tempo. Nesse caso, o elemento de linha ¢é estritamente preservado.

De um ponto de vista alternativo, para compreender sobre quais condi¢des transformagoes
conformes constituem simetrias de uma métrica g,,(x), é importante introduzir o conceito de

isometrias conformes (Wald, [2010).

2.3 Isometrias conformes infinitesimais

Consideremos uma variedade fisica M e pontos x,x” € M, cujas coordenadas sao
identificadas, respectivamente, por x* e x’#. Adicionalmente, admite-se que a métrica ao
redor de x” esteja relacionada a métrica em x através do fluxo gerado por um campo vetorial
&(x), tal que

P = 2.11)

onde x* = x#(r) descrevem curvas paramétricas tangentes a EF(x). Nesse cenario, portanto,
um deslocamento infinitesimal §x* = x’# — x* pode ser expresso localmente como dx* = é/57.
Sendo assim, o campo vetorial «f(xﬂ gera isometrias conformes quando o fluxo por ele

gerado preserva o elemento de linha ds® = g,, (x)dx*dx" a menos de um fator de escala,

ds?

o= Qz(x)dsz|x. (2.12)

Infinitesimalmente, assume-se que o fator de escala pode ser escrito como Q(x) = 1 + a(xﬂ

de modo que a prescricdo acima reduz-se a
gw(x+e)d(x+e)dx+e) = (14 20(x))g,(x)dx"dx", (2.13)

onde €"(x) = §7&#(x) denota o pardmetro infinitesimal da transformagao.

®Doravante, sempre que nio houver possibilidade de ambiguide, denotaremos o campo vetorial £(x) por suas
componentes &£(x).
"Tal expansio do fator de escala corresponde a parametrizacio Q(x) = exp (o(x)).
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Expandindo a métrica em série de Taylor ao redor de x, até primeira ordem, obtém-se
guw(x + €)= g (x) + €79, 8, (x). (2.14)
Portanto, a equacao , em primeira ordem, assume a forma
8o 0u€” + g0, 6" + €°9,8,, = 20(X) gy (2.15)

Para expressar o lado esquerda da igualdade covariantemente, podemos utilizar as condi¢des

de metricidade e simetria da conexéo de Levi-Civitd| (ver apéndice [B),
8ov0,€" + g,0,€” +€70,8, =V, +V, €, €,= g€’ (2.16)
Substituindo o resultado em , obtém-se
V€, + Ve, = 20(x)gy. (2.17)

E possivel determinar o fator de escala o(x) em funcio do parAmetro infinitesimal e tomando-

se o traco da equagdo (2.17), contraindo-a com g*”,
1 :
o(x) = E(Vpe” ), gng" =dim(M) =d. (2.18)

Sendo assim, um espaco-tempo caracterizado pela métrica g,, (x) admite isometrias conformes

quando existe campo vetorial ndo trivial £# que satisfaz a equacao de Killing conforme:

v,u'fv +V, §p = %(vp‘fp)g,uv- (2.19)

Em outras palavras, o campo vetorial £, restrito a condicao (2.19), é denominado Vetor de
Killing Conforme (VKC) e constitui o gerador das isometrias conformes, tal como os vetores
de Killing geram as isometrias ordinariag’}

Em geral, a equacdo de Killing conforme admite apenas a solucdo trivial £, = 0 e,

portanto, é comum buscar solu¢des apos fixar, a priori, uma métrica de fundo. Ainda assim,

8Respectivamente, (B.12) e (B.13).
°0 termo faz referéncia as isometrias mais comumente estudadas na RG, sob as quais a métrica do espaco-
tempo permanece invariante.
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encontrar solugdes é uma tarefa herctlea, o que limita, na pratica, a determinacido de VKCs
aos casos particulares em que o espaco-tempo apresenta elevado grau de simetria. Neste
trabalho, interessa-nos investigar as solucdes associadas a métrica 7,,, uma vez que o
espaco-tempo plano admite o maior numero possivel de VKCs, responsaveis por realizar o
grupo conforme pertinente a teoria de campos. Nesse cenario, os geradores das isometrias

conformes satisfazem

s + 9,8, = 3(8 My s (2.20)

onde adotamos a notacdo 9,7 =9 - &.

Antes de prosseguirmos para a obtencdo das solugdes, convém elucidar sua natureza.
Primeiramente, ao considerar o caso em que 9 - £ = 0, a equacdo de Killing conforme é
reduzida a equacéo de Killing

a,ugv + avgp =0, (221)

cuja solucdo corresponde as isometrias ordinarias do espago-tempo de Minkowski. Nesse
cenario, quaisquer dois observadores concordam quanto as medidas de distancia, uma vez
que a estrutura métrica do espaco-tempo permanece inalterada.

Como etapa intermediaria, consideremos o caso em que d - ¢ é constante, mas niao nulo.
Nesse caso, dois observadores podem discordar da escala global de medida adotada, mas ainda
concordam quanto a planicidade da métrica (Gillioz, [2023). Nesse contexto, o campo vetorial
& é denominado vetor homotético (Stephani et al., [2009). Em particular, no espago-tempo de

Minkowski, tais vetores sdo determinados pela equacéo
0,&, +9,& =20m,,, o=cte (2.22)

Por ultimo, retornamos a equagéo , caso em que os mesmos dois observadores néo
apenas discordam quanto a uma escala fundamental, mas também adotam escalas de medida
que variam localmente no espaco-tempo. Ainda assim, a métrica nio é arbitraria: ela
permanece conformalmente plana, isto é, difere da métrica de Minkowski apenas por um
fator de escala local.

Para determinar a solugdo de (2.20), convém evidenciar algumas condigdes subjacentes.

Inicialmente, contraindo-a com o operador ¢* = 1”9, obtém-se

d(azgv) = _(d - 2)81/(a ' §)5 o’ = ’Tuvapav . (223)
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Em seguida, atuando com 9, tem-se
do%(9,£,) = ~(d —2)9,9,(0 - ), (2.24)
cuja simetrizacdo conduz a
(90 0* +(d —2)9,9,) (0 &) =0, (2.25)
apos utilizar a equacdo (2.20). Contraindo-a com n*”, segue a condicio
(d—1)9*(a-&) = 0. (2.26)

Para d = 1, nota-se que &/ é arbitrario. Tal constatacdo pode ser equivalentemente feita a
partir de (2.20), sugerindo que ndo ha restricdes as transformacdes que compdem as
isometrias conformes em um espago-tempo unidimensional. Nesse sentido, qualquer
transformacédo suave e inversivel x —> f(x) satisfaz a equacédo de Killing conforme em uma
dimensao.

Portanto, considerando d > 1, a equagao (2.25) é reduzida a
(d—-2)d,0,(0-&)=0. (2.27)

De modo similar, d = 2 trata-se também de um caso singular, porém contrasta
substancialmente do caso unidimensional: os VKCs satisfazem condicdes suficientemente
flexiveis para ainda sustentarem uma quantidade infinita de simetrias, mas suficientemente
restritivas para refletirem uma estrutura geométrica particularmente rica. De fato, as
isometrias conformes bidimensionais constituem um cenario de transi¢do que requer uma
discussdo a parte (Ginsparg, 1988; Schellekens, |1995; Liniado, [2021), a qual sera postergada
para a se¢do[2.7]

Sendo assim, para d > 2, a equacio implica que 9 - ¢ seja, no maximo, linear em x*,
isto ¢é,

9-&=A+Bx", (2.28)

com A e B, sendo constantes arbitrarias.
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Retornando a equacéo (2.20), vamos agora aplicar o operador d, e considerar as seguintes

permutacdes de indices

dap(a,ugv + avgu) = zap(a ’ §)’7,uva (2.29)
dav(apgﬁ, + a,,gfp) =20,(0- g)l]p”, (2.30)
day(apfv + a‘,gp) = Zau(a . é’/)ﬂpv. (2.31)

Em virtude da comutatividade das derivadas parciais e da simetria da equacdo de Killing

conforme, uma combinacao linear apropriada dasequacoes 2.29|a|2.31|evidencia que os VKCs

satisfazem uma equacdo diferencial de segunda ordem desacoplada,

8p) (0-8&) constante. (2.32)

1
9,0, &, = 4 (Upvau + Mpudy = Ny
Desse modo, conclui-se que &, ¢ um polinémio de grau no méaximo dois em x*,
&y =a, + bpeXx” + oo X X5, Cpox = Cpros (2.33)

onde os pardmetros a,, b,, € c,s sS40 constantes a principio arbitrarias.
Substituindo (2.33) em (2.20), observa-se que os polindmios homogéneos de diferentes

graus desacoplam-se, resultando em condi¢des independentes para cada ordem polinomial,

1

buvy =Any, A= Eb"p; (2.34)
1

Cluv)e = Nuv be, b.= Ecpp,(- (2.35)

A partir do resultado acima, podemos fazer uma série de inferéncias:

1. O termo constante ndo esta submetido a nenhuma condicéo. De fato, corresponde a uma
translacio infinitesimal™]

x' — (1+ 8a’0,)x"; (2.36)

2. O termo linear pode ser decomposto em uma parte antissimétrica by, = w,, € uma
parte simétrica b(,,), sujeita a condi¢do (2.34). Consequentemente, b,, = w,, + An,,,

onde w,, = —w,,. Ou seja, w,, compdem as transformades de Lorentz infinitesimais e

ONote que §a¥ = Sta* corresponde ao pardmetro infinitesimal das translagdes. Notacdes anilogas serdo
empregadas para os demais pardmetros.
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A corresponde ao fator de escala infinistesimal associado a uma homotetia,

x> (8 + S0 )X, (2.37)

xF — (1+ 6A)x*. (2.38)

Quanto ao coeficiente quadratico, a equagao (2.32) reduz a quantidade de componentes

independentes a uma estrutura vetorial, quando considerada a condigao (2.35)),
Copv = Npv by + Mpuby — My by (2.39)
Portanto, segue do termo quadratico a transformagao infinitesimal
xH > (85 + 2xM6b, — 6b"x,)x”, (2.40)

a qual Kastrup (Kastrup, H. A.;|1962) atribuiu o nome Transformacéo Conforme Especial (TCE).
Em contraste com as demais isometrias conformes, a natureza nio linear das TCEs dificulta
sua interpretacdo geométrica. Contudo, a analise do jacobiano da transformacgado mostra ser

possivel escrevé-lo com(E|
J(;8b) = (1 +28b - x)8% + 2(x*8b, — 5b"x,) = Q(x; 6b)R" (x; 5b), (2.41)
isto é, como o produto de um fator de escala local
Q(x;6b) = 1+ 26b - x, (2.42)
e uma matriz pseudo-ortogonal dependente da posicdo, cujas componentes sdo
R (x;6b) = 88 —2(8b¥x, — x"5b,), RJIRP, = &y, (2.43)

onde —2(6b*x, — x"8b,) é um anilogo local do pardmetro infinitesimal associado as

transformacdes de Lorentz. Sendo assim, torna-se evidente que (2.42) e (2.43) caracterizam a

1 A fatoragéo na Gltima passagem reproduz termos de ordem superior a linear em §b*, os quais sio desprezados
no regime infinitesimal e, portanto, ndo afetam a validade da aproximacao.
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acao local de uma TCE infinitesimal como a composi¢do de uma transformacao de escala e de
uma transformagao pseudo-ortogonal.

Para fins de comparacéo, o jacobiano de uma dilatacido infinitesimal pode ser escrito de
forma analoga,

Q(x;0A) ~ 1+ 64 e R (x;81) = oW (2.44)

O mesmo pode ser feito para translagdes e transformacdes de Lorentz infinitesimais.
Nesses casos, sabe-se que Q(x) = 1, enquanto as componentes das matrizes

pseudo-ortogonais associadas sdo, respectivamente,

Rt (x;0a)=08" e R (x;0w) =6+ b0, (2.45)

evidenciando que correspondem a transformagdes isométricas, isto é, preservam a nocédo de
distancia.

Em conjunto, aslequacdes 2.42]a[2.45|sugerem que o jacobiano de uma isometria conforme

possui, em geral, a forma

JE,(x) = Q(x)R¥ (x), (2.46)

em consonancia com (2.12).
Em resumo, os vetores de Killing conformes associados ao espago-tempo de Minkowski

sao

E(x) = a" + o x" + Ax" + 2x"(b - x) — bix*, @y =~y (2.47)

Assim como no caso das isometrias ordinarias do espaco-tempo de Minkowski, as
isometrias conformes também combinam-se para gerar um grupo de Lie. Em particular, os
geradores infinitesimais dessas simetrias constituem uma algebra de Lie sob o comutador. A
seguir, determinaremos os geradores das isometrias conformes e a algebra de Lie por eles

satisfeita.

2.4 A algebra conforme

A fim de determinar a algebra conformeEl ¢ necessario inicialmente identificar os geradores

infinitesimais das isometrias conformes. Com esse propdsito, passemos a interpretar a

2Doravante, os termos 4lgebra conforme e grupo conforme referem-se exclusivamente a 4lgebra e ao grupo
das isometrias conformes do espaco-tempo de Minkowski d-dimensional.
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transformacéo infinitesimal §x* = €”(x), com €*(x) = dr&#(x), como a acdo de um operador

infinitesimal § sobre as coordenadas. Com efeito, segue a fatoragao
Oxt = €"(x)d" = €"(x)d, x' <= & =¢€"(x)d,. (2.48)

Explicitado o operador infinitesimal associado a cada uma das isometrias conformes,

identifica-se o respectivo gerador infinitesimal a partir da expressao
€' (x) = §e* X (x), (2.49)

onde §e? € {5a’,5w°, 57, 5b"} denota genericamente um dos parametros infinitesimais
associados aos geradores da algebra conforme, enquanto X, = X;(x)d, representa o gerador
infinitesimal correspondente (Bassalo; Cattani, 2011).

Prontamente, nota-se que a translacéo infinitesimal (2.36)) j4 manifesta tal propriedade,
§=5a",. (2.50)

Esse operador pode ser interpretado como a substituicdo da coordenada x* pela componente
a", uma vez que 9,x* = 65. Desse modo, a transformagio correspondente consiste em um
deslocamento infinitesimal dos pontos na dire¢éo fixa do vetor a*.

De forma semelhante, a transformacéo de Lorentz infinitesimal (2.37) pode ser escrita como

ox' = §0° x"8) = (8w, x9,) x*, (2.51)
—_—
5

o que implica, apos antissimetrizagéoﬂ, o operador
1 po 1% v
d = —5560 (%0, — %56,)9,. (2.52)

Nesse caso, o operador associado as transformacdes de Lorentz infinitesimais pode ser
interpretada como uma mistura entre pares de coordenadas, gerando rota(;()e nos planos

coordenados (x”,x%) (p # o) por um angulo infinitesimal .

BTecnicamente, o pardmetro «”° nao é estritamente arbitrario, em virtude de sua antissimetria.
Consequentemente, apenas a parte antissimétrica de x,9, deve ser levada em consideracao.

“Mais precisamente, rotagdes em planos puramente espaciais e boosts (rotacdes hiperbélicas) quando um dos
eixos envolvidos é temporal.
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Para transformacdes infinitesimais de escala associadas a dilatacdo (2.38)), obtém-se
Oxt = 6Ax" 88 = (8Ax"9,)x" = & = 6Ax"9,. (2.53)

A interpretacdo é clara: cada coordenada é substituida por uma copia redimensionada de si
mesma pelo fator infinitesimal o(x; d1) = §A.

Dessa vez, da TCE infinitesimal (2.40), obtém-se
Sxt = (2x"(6b - x) — 5b"x*)5" = (2(6b - x)x" 9, — x*5b"3,)x", (2.54)

o que implica o operador

§ = 6b"(2x,x" — x%8))0,. (2.55)

O primeiro termo consiste em um redimensionamento local das coordenadas, com magnitude
o(x;8b) = 26b - x; o segundo termo corresponde a uma translacdo dependente da posicéo,
deslocando cada ponto na dire¢éo fixa do vetor —b*, com intensidade proporcional ao quadrado
da distancia a origem.

Portanto, os operadores infinitesimais associados as isometrias conformes atuam sobre as

coordenadas segundd™|
Ox! = (i(SeAXA) x! = (i&apPp + %5@‘”’MPU +idAD + i5prp> xH, (2.56)

onde {X4} = {P,,M,,,D,K,} constitui uma base para a algebra conforme, cujos elementos
correspondem, respectivamente, aos geradores de translacdes, de transformagoes de Lorentz
(rotacdes e boosts), de dilatacdo e de TCEs. A forma explicita de cada um dos geradores
encontra-se na tabela 2.1

De posse dos geradores infinitesimais, podemos finalmente determinar a algebra conforme.
Em geral, tais geradores constituem uma algebra de Lie quando seus comutadores podem ser

expressos como combinagdes lineares dos proprios geradores. Nesse caso,

[Xa, X5] = (X40,X5 — X52,X}) 0,

= fasXc (2.57)

BEmbora a introdugio do fator imaginério i seja puramente convencional, ela garante que os geradores
infinitesimais sejam representados por operadores hermitianos, propriedade fundamental para sua interpretacéo
fisica.
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Transformacio Gerador

Translacao P, =—ia,
Transformacgio de Lorentz

Mo = i(x,05 — x,0,)
Dilatacao D = —ix*fa,
Transformacio conforme especial K, = —i(2x,x9, — x%3,)
Tabela 2.1: Geradores infinitesimais.

onde f$; sdo as constantes de estrutura da algebra.

A seguir, descreveremos a algebra associada ao grupo de Poincaré (ou grupo de Lorentz
néo—homogéneoﬂ

1. Devido a comutacdo das derivadas parciais, translacdes compdem uma subalgebra
abeliana da algebra de Poincaré,

[Pa. Ps] = 0. (2.58)

2. Além de abeliana, a subalgebra formado pelas translagdoes é também um ideal da

algebra de Poincaré, isto é, a composicao de translacdes e transformacoes de Lorentz é
um elemento dessa subalgebra,

[Po, Mpo] = [Pu, —2x1,Ps)] = =2 ([Pa, xp]1Ps) — X(p[ P}, Pel)

(2.59)
= 2inq(pPo)

= i(”appa - Uaapp)-

3. Os geradores M,, compdem a subalgebra associado ao grupo de Lorentz (homogéneo):

[Map, Mys ] = =2 [x1aPp1, Myo ] = =2 (x10 [Pp), Myo]

- [Mpo; x[a] P.B]) (260)
= —4ix(aNg)1pPo) + 4ixX[p oo Pp

- _i(nD{pMﬂU - UDCO'Mﬁp - UﬁpMOCO' + UﬁUMap)

Em decorréncia de (2.58), (2.59) e (2.60), é dito que a algebra de Poincaré iso(1, d — 1) é produto

semi-direto da subalgebra do grupo de Lorentz so(1, d — 1) com a subalgebra das translacdes
ta,

iso(1,d—1)=s0(1,d — 1) X t,.

(2.61)

16 As propriedades de comutadores a serem utilizadas podem ser encontradas no final do apéndice
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Conclui-se, portanto, que a algebra de Poincaré compde uma subalgebra da algebra conforme.
Estendendo a algebra de Poincaré para incluir dilatagdes D, temos novas relagdes de

comutacio:

[D,D] = [x"P,, D] = x’[P,, D] + [x”, D]P” (2.62)

= x’[P,,x°|P; + x°[x”, P;]P*

= 0.
[D,P,] = [x"P,,P,] = x°[P,,P,] + [x°, P,]P, (2.63)
=P,
[D, M,o] = [D, —2x1,Py ] = —2( [D. x1,] Py — x1p [Po1. D] ) (2.64)
= 2i<x[pP0] - x[pP(,]>
= 0.

Nota-se que as dilatacdes comutam com a subalgebra associada ao grupo de Lorentz — isto é,
D compde o centro da composicido. Em virtude desse fato, é possivel inferir que as dilatagdes
agem sobre representacdes do grupo de Lorentz como operadores escalaresEl (um maultiplo
escalar da identidade).

Ademais, em virtude da relagio de comutagfio ndo trivial (2.63), a subalgebra das
translacdes permanece sendo uma subélgebra ideal. Consequentemente, os geradores P,, M,
e D formam uma algebra fechada. Todavia, sistemas de interesse fisico que sao invariantes
sob Poincaré raramente apresentam simetria de escala sem também possuir simetria
conformﬂ (Nakayama, |2015).

Portanto, quando acrescida das transformacdes conformes especiais, para além da

dilatacdo, a algebra de Poincaré é estendida nao trivialmente a algebra conforme. Seguem as

7Esse resultado é conhecido como lema de Schur (Schur} |1905).

8Simetria de escala refere-se, geralmente, a simetria sob dilatacdo. Portanto, a afirmacio diz respeito a
casos fisicos de interesse usualmente apresentarem simultaneamente invariancia sob dilatagio e transformacdes
conformes especiais.
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relacdes de comutacio adicionais,

[D,K,] = [D,2x,D — x*P,] = 2[D, x,]D — (x*[D, P,] + [D, x*]P,) (2.65)
= —2ix,D — i(x*P, — 2x*P,)
= —iK,.
[P,,K,] = [P,,2x,D — x*P,] = x,[P,, D] + [P,, x,]D — [P,, x*] P, (2.66)
= =2i(x,P, + n,:D) + 2ix,P,
= —2i(n,6D + M,;).
[K,,K,] = [K,, 2x,D — x*P,] (2.67)
- Z(XU[KP,D] +[K,, xc,]D> — <x2[Kp,P0] + [Kp,xz]Pc,)
= 2(ix, K, — 2ix,x,D + ix ryp(,D) 2ix*(7,6D — M,5) + 2ix* x,Py
=0.

[Kos Mpo ] [ a —2X[p a]] 2( [Ka’x[p] Psy = xqp [PU]’KU] ) (2.68)

—2(—2ixax[pP(,] + ix? I]a[pPU] + 2ix[p UU]O,D + 2ix[pM(,]a)

ina1pKo

= i(’?apKO' - UaaKp)-

Nota-se que o gerador das TCEs exerce papel analogo ao gerador das translacoes, diferindo
somente por um sinal em (2.65). Mais adiante veremos como essa “pequena” diferenca é
fundamental para a classificacdo das representacdes do grupo conforme.

Visto que P, ndo comuta com D, tampouco com K, (2.66), surge uma aparente contradicéo
com teorema de Coleman—Mandula (Coleman; Mandula,|1967). Todavia, essa suposta violagao
decorre do fato de que a massa nao corresponde a um invariante conforme.

A relacio de dispersio relativistica é dada por P2 = m?. No entanto,
[D, P?] = P,|D, P’] + [D, P,]P* = 2iP?, (2.69)

o que mostra que P? nio é invariante sob dilatacdes.
Ou seja, se a teoria é invariante conforme, ela deve descrever particulas ndo massivas
sujeitas a interacdes de longo alcance. Desse modo, como estados de espalhamento

comportam-se assintoticamente como estados livres, a matriz S para teorias de particulas ndo
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massivas nao é bem deﬁnidﬂ pelo menos nao na forma usual. De fato, a propria nogao de
regides arbitrariamente distantes é conceitualmente incompativel com a simetria conforme,
uma vez que é possivel aproxima-las a uma distancia finita por meio de transformacoes de
escala, o que reflete a auséncia de uma escala caracteristica de comprimento. Portanto, dado
que o teorema de Coleman—Mandula assume a existéncia de uma matriz S (no sentido usual
de teoria de espalhamento), a simetria conforme ndo constitui um contraexemplo, mas sim
uma brecha que permite estender a algebra de Poincaré de modo nao triviaﬂ

Por fim, em d dimensdes espago-temporais, a algebra conforme, denotada por conf(1, d—1),

é composta de d translagdes, d(dz_l) transformacoes de Lorentz, 1 dilatacdo e d TCEs e, portanto,
a algebra conforme constitui uma algebra de dimensao w.

Geradores Quantidade

Translacdes P, d

d(d -1

Transformacdes de Lorentz M,, %

Dilatacao D 1

Transformagdes conformes especiais K|, d

d+1)(d+2
Dimensao total da algebra conforme %

Tabela 2.2: Contagem de dimensdes da algebra conforme em d dimensdes.

Até o momento, identificamos a atuagdo das isometrias conformes infinitesimais por meio
de operadores lineares, os quais se combinam via comutadores para comporem uma algebra
de Lie.

Além de constituir a linguagem natural na qual simetrias variacionais sdo formuladas
(apéndice [C), simetrias infinitesimais fundamentam-se na estrutura linear dos espacos
vetoriais, que dispdem de diversas ferramentas poderosas. Esse tratamento simplifica
consideravelmente as leis de composi¢io do grupo, uma vez que lidar diretamente com
transformacdes de natureza nio linear pode rapidamente tornar-se uma tarefa herculea.

Entretanto, certas propriedades de grupo exigem uma analise mais minuciosa de sua

estrutura global. Em particular, as TCEs linearizadas diferem substancialmente de sua forma

YA dificuldade em isolar estados assintoticos manifesta-se na forma de divergéncia Infravermelha (IR).
Discussdes a respeito da interpretacio de tais divergéncias, bem como outros aspectos relacionados, podem ser
encontradas em (Strominger; 2018).

2Qutra excecdo ao teorema é fornecida pelas supersimetrias. Uma discussido acerca desse topico pode ser
encontrada em (Weinberg} 2013).
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finita. Na proxima se¢do, determinaremos a forma finita das isometrias conformes e serdo

discutidos alguns de seus aspectos essenciais, especialmente aqueles relacionados as TCEs.

2.5 Forma finita das isometrias conformes

A maioria das simetrias estudadas na fisica apresentam-se como grupos de Lie, variedades
suaves que representam transformacoes continuasEI, em contraste com grupos discretos.
Localmente, sdo caracterizadas por uma algebra de Lie correspondentﬂ a qual atua como o
espaco tangente associado ao elemento identidade. Essa estrutura constitui os geradores
infinitesimais de transformacoes continuas.

Nesse sentido, consideremos um grupo de Lie G, com g € G, tal que

¢ s g=¢(s) (2.70)

defina uma curva paramétrica em GEI, cuja origem s = 0 corresponde ao elemento identidade
em G, isto é,

¢0¢s = (]Ss’ (]Ss = ¢(S) (2.71)

Assim, compreende-se uma transformagcao finita como o resultado de uma progressao continua

de passos, parametrizada por s, o que permite definir a acdo do grupo G em M. Em outras
o . / .

palavras, uma transformacgio de pontos f : x — x’ concretiza o modo como o grupo de

transformacdes G age sobre pontos em M, conforme codificado pelo mapeamento ¢, e descrito

pela relacdo x(s) : R - M, tal que
x = x(0) — f(x) = x(1). (2.72)

Aqui, x = x(0) e f(x) = x(1) estabelecem a correspondéncia entre pontos associados a

uma trajetéria em G e uma transformacédo f : x — x’ = f(x), na qual x(s) conecta pontos os

2INesta sec¢do, os topicos discutidos tém como base os livros-texto (Nakahara, [2018; Schutz, 1980 [Gilmorel
2008} [Feckol [2006).

““Caso dois grupos de Lie nfo necessariamente isomoérficos sejam localmente isomorficos, compartilham a
mesma algebra de Lie (a menos de isomorfismo).

ZFormalmente, a colegio {¢; € G|s € R} define um subconjunto de G de dimensio um, denominado grupo
uniparamétrico.
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x e x’ em M por meio da acgéo de GEI Em particular, ¢, atua como o mapa identidade:
¢y 1 x> X. (2.73)

Desse modo, a agdo de G em M pode ser realizada por intermédio do fluxo subentendido por
¢, que transporta o ponto x ao longo das curvas integrais x(s), culminando na transformacio
de pontos f(M). Explicitamente, a relagdo entre as coordenadas de x(s) e x(0) pode ser

estabelecida via expansdo em série de Taylor em torno de s = 0,

xH(s) = x*(0) + s ix”(f) + 5—2 d—zx“(r) + (2.74)
B dr o 2! \dr? o '
d s d°
(142424 "
( +Sdf+2! dt? )x(r)r_o
d
— p
exp (sdr)x () N

onde 7 atua como uma variavel auxiliar (muda), permitindo interpretar o operador exponencial

como gerador de translagdes ao longo do fluxo, de modo que

exp (s%) x*(1)

Portanto, define-se uma transformacéo finita x — x’ em M pela ac¢do do elemento g = ¢,

= x*(7 + s)|,y = x*(5). (2.75)

sobre as coordenadas, sendo que g configura, de forma compacta, a acdo continua do grupo,

desde o elemento identidade até o valor unitario do parametro s,

, xF=xM(1). (2.76)
=0

x" = exp (%)x”(r)
T

No inicio desta secdo, foi mencionado que a algebra de Lie g pode ser identificada com o
espaco tangente ao grupo de Lie G na vizinhanca do elemento identidade. Nesse contexto, a
relaciio entre os elementos ie* X, € g e a transformacéo finita correspondente é estabelecida

por
ag(e)

A
(96 eA=0

—i = X,. (2.77)

Essa relacdo admite uma interpretacdo natural em termos da composigao de transformacoes

infinitesimais. De fato, uma transformagéao finita g(€) pode ser vista como o ponto final de

2Em linguagem técnica, diz-se que x(s) pertence a 6rbita de x(0) sob a a¢do de G.
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uma curva suave em G que parte do elemento identidade g(0) = 1 [cf. (2.76)], cuja trajetoria
é gerada pela aplicaciio sucessiva de incrementos infinitesimais g(5¢), em que §e* = Sre?
desempenha o papel de parametro infinitesimal. Heuristicamente, essa ideia é capturada pela
relacdo

)1/5

gle) = I{im[g(ée)]k = 5lim0 (1 +isetXx,) " = exp (i€ Xy), (2.78)

que fornece a reconstrucio de uma transformacao finita a partir de seu gerador inﬁnitesimaﬂ
Quando G atua sobre uma variedade M, seus geradores infinitesimais podem ser
representados por campos vetoriais. Em particular, ao longo de uma curva integral x(7),

esses campos vetoriais assumem a forma

dx* d

X(x(r)) = ——09, = —. 2.79
(<(0) = ==, = - (279)
No caso do grupo conforme atuando em M = R'!| os geradores infinitesimais sio

representados pelos campos vetoriais
£(x) = £"(x)9, (2.80)

cujas componentes sao dadas por

E(x) = @' + o x" + Ax" + 2xV(b - x) — b¥x?, (2.81)

com & € conf(1,d — 1).

Dado que a estrutura infinitesimal do grupo é conhecida em cada ponto da variedade, resta
integra-la para reconstruir as transformacoes finitas correspondentes. Para tanto, observa-se
que o campo vetorial £(x) determina a direcdo tangente as curvas de seu fluxo, de modo que

as transformacdes finitas sido obtidas pela resolu¢do do problema de valor inicial

L) = PG, PO = (2:82)

#Tal procedimento é denominado exponenciagio da algebra, método por meio do qual o grupo de Lie G é
reconstruido localmente a partir da 4lgebra de Lie associada g. Na pratica, reparte-se o intervalo [0,1] em k
subintervalos regularmente espagados, cada um de comprimento é7 = 1/k. No limite k — oo (equivalentemente,
87 — 0), a composicio sucessiva do elemento infinitesimal g(5€) = 1 + ie*X,/k converge para exp (ie*X,) =

k
limy 0 (1 +iet X,/ k) , reproduzindo as transformagoes finitas de G.
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As solugdes desse sistema autonomo de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem
sdo precisamente as curvas integrais dos VKCs.

A seguir, obteremos a forma finita de cada uma das transformacgdes separadamente e
analisaremos os resultados, com maior atencdo as TCEs em virtude de sua natureza
intrinsecamente néo linear.

A curva integral associada as translagdes é obtida por integracdo direta da equagao

ix"(r) =ad, x(0) = x*, (2.83)
dr

cuja solucéo é dada por

xH(s) = xt + a''s. (2.84)

Portanto, uma translacéo finita tem o mesmo formato de sua forma infinitesimal,
x* = x"+ a. (2.85)

E interessante notar que a solugdo acima é facilmente obtida a partir da exponenciacio do
gerador infinitesimal (2.76), uma vez que a expansido em série de Taylor converge para uma
translacdo finita ja no termo de primeira ordem. De fato, a composicio sucessiva de
translagoes infinitesimais nada mais é que uma unica translagdo cujo deslocamento na
direcdo de a* torna-se progressivamente maior. Nesse sentido, as transla¢des formam um
grupo abeliano, denotado por T, isomorfo ao grupo aditivo R

No caso das transformacgdes de Lorentz, é preciso resolver um sistema de equagdes

diferenciais lineares acopladas,

%x"(r) _ a)“pxp(r), x"(0) = x*. (2.86)

Como «*, € constante, a solugdo geral ¢ dada pela exponencial matricial (Boyce; DiPrima;
Meade, [2017),
x(s) = [exp (w9)]", x”. (2.87)

Tendo em vista que w,, € antissimétrico e, consequentemente, possui traco nulo,

(a)T)p” =-—n"w, = —ry”ﬁnpaw“ﬂ e tr(w)=ow, =0, (2.88)
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obtém-se, a partir da identidade [exp (w)]” = exp (w7),

1
(exp(w),} =88 + ("), + E(wTwT)V” + (2.89)
1
= ’Tuﬁnva <5g - a)aﬂ + E(ww)aﬂ - >

= Uﬂﬂﬂva([exp (a’)]_l)a/},

de onde segue a condi¢do de pseudo-ortogonalidade

[exp(@)]" = n[exp(w)]'n". (2.90)

Ademais,

det (exp (w)) = exp (tr (w)) = 1, (2.91)

mostrando que exp(w) é uma matriz pseudo-ortogonal de determinante unitario. Definindo

A = exp (w), essas propriedades sdo sintetizadas pela condicdo
AThtA=1n = NN = 1o, (2.92)

que caracteriza as matrizes do grupo de Lorentz ou, equivalentemente, do grupo
pseudo-ortogonal especial, denotado por SO(1,d — 1ﬂ Por sua vez, a algebra de Lie
associada, denotada por so(1,d — 1), corresponde ao espaco vetorial das matrizes d x d
antissimétricas (Frankel, [2004), cujos elementos sdo mapeados, via exponenciacdo, em
matrizes pseudo-ortogonais d x d de determinante unitario.

Portanto, as transformacdes de Lorentz em sua forma finita podem ser escritas como

XM= A (0)xf, Mw) = exp(w) € SO(1,d - 1). (2.93)

26Vale ressaltar que o grupo ortogonal especial, denotado por SO(d), constitui o conjunto de matrizes que
preservam a métrica euclidiana. Além disso, por conveniéncia, ao longo deste trabalho utilizaremos a notacéo
SO(1, d — 1) para nos referirmos & componente conexa do grupo de Lorentz (subconjunto que contém o elemento
identidade) em d dimensdes, também denotada por SO*(1,d — 1) ou L} (grupo ortécrono préprio), uma vez que
as demais componentes ndo serdo consideradas.
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No caso das dilatacdes, obtém-se um problema formalmente analogo, agora com a

composicao diagonal 164 desempenhando o papel de o,
d

—xH(1) = A6:xP (7). (2.94)
dr ’

Por se tratar de um sistema de equacoes diferenciais lineares desacopladas associado a uma

homotetia, a exponencial matricial é reduzida a exponencial do autovalor 4,
x'(s) = exp (As)x*. (2.95)

Alternativamente, a solu¢do pode ser facilmente obtida a partir da expansao em série de

Taylor (2.76), uma vez que

( d" x#(f)> | = ( d gﬂ(x(f))> = (2.96)

dr" drr! =0

De todo modo, uma dilatacéo finita é dada por
x™* = exp (A)x*, (2.97)

que, diferentemente das isometrias ordinarias — as quais preservam o volume do espago-tempo
—, a dilatacdo esta associada a uma mudanca de escala das coordenadas, caracterizada pelo
fator Q = exp (A).

Uma sequéncia de dilatacdes é novamente uma dilatacdo e, portanto, formam um grupo
abeliano isomorfo ao grupo multiplicativo dos nimeros reais positivos, denotado por R*.

E interessante observar que, até o momento, as transformacdes analisadas sao
relativamente simples. Em particular, o conjunto de translagdes, rotag()esﬂ e dilatacoes
constituem o grupo afim, isto é, composicdes de transformacdes lineares e translacdes.
Notavelmente, transformacdes de Lorentz e dilatagdes comutam entre si, mas, quando
combinadas a translacoes, geram novamente transformacoes aﬁnﬂ de modo que a forma
geral pode ser escrita como

X = exp (WA (w)x” + a. (2.98)

“’Tanto a rotagdes espaciais quanto a rotagdes hiperbélicas, também chamadas de boosts.
20u seja, o conjunto das translagdes formam um subgrupo normal do grupo (R* x SO(1,d — 1)) X Ty.
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Em constraste, as TCEs sdo transformacdes altamente nao triviais. Em decorréncia desse

fato, elas serdo examinadas separadamente.

2.5.1 Transformacodes conformes especiais

Diferente das demais transformacdes, as curvas integrais associadas as TCEs satisfazem

equacdes diferenciais nao lineares,
d 2
d—x”(r) = 2x*(b - x) — b*x". (2.99)
T

De imediato, a solu¢do nao é evidente, seja pela equacdo acima, seja diretamente pela
exponenciacdo (2.76). Para elucidar a resolugdo da equacgdo (2.99), ¢é interessante
introduzirmos as inversoes.

A inversdo, como o nome sugere, ¢ uma transformacgido fundamentada na ideia de uma
aplicacdo que leva um nimero x ao seu inverso multiplicativo, 1/x. Tal conceito pode ser
estendido a uma operacido notavelmente ndo linear, sob a qual as coordenadas do espaco-
tempo sao transformadas segundo

[
2 X

x“|—>x'”:c—2,
x

c=|lc|| €R. (2.100)

De forma simplificada, a inversao atua invertendo a norma de x* em relagdo ao lugar

geométrico dos pontos que equidistam de ¢ da origenﬂ como pode ser explicitado pela

relacdo
C4
nwx*x" =c* ou, equivalentemente, x" = —. (2.101)
X
Sob a inversdo, pontos para os quais ||x|| = 0 sdo singulares. Portanto, em virtude da

estrutural causal das variedades Lorentzianas, o cone de luz deve ser excluido do dominio de
(2.100). Ademais, trata-se de uma transformacio que preserva angulos: sejam x; e x, pontos

mapeados respectivamente a x| e x; por uma inversao. Tem-se que

x] - x, = —— (%1 - x). (2.102)

c
2.2
1%2

2Em assinatura Lorentziana, esse conjunto define hiperboloides: de uma folha se ¢? < 0 e de duas folhas se
¢® > 0. Em assinatura euclidiana, define uma hiperesfera de raio ¢ centrada na origem.
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Ainda que o produto interno seja alterado, sua razao pelo produto das normas de x; e x, é
mantida fixa,
X1

x
cos (x1, %) = ———— = cos (x], x}), (2.103)
[ESYINIEA

assegurando que (2.100) seja uma transformacido conforme. Abaixo, estdo listadas outras

propriedades relevantes.

Propriedade 1. A inversdo é uma transformagio involutiva (ou autoinversa):

o Xt ’ X
xtr— c*— = x""+— ¢°— = xt. (2.104)
xZ x/2
Propriedade 2. Tratando-se de uma transformacdo conforme, a inversio é uma

transformacao cujo jacobiano pode ser decomposto como o produto de um fator de

escala por uma matriz pseudo-ortogonal:

2 H
P =< (55 -2% f) = QI (x), (2.105)
x x
onde a matriz de inversdo I(x) satisfaz [,*(x)I”,(x) = Y, dado que é simétrica e

involutiva.

Propriedade 3. Diferentemente de matrizes das transformacgdes de Lorentz, a matriz de
inversdo ndo é continuamente conexa a identidade, o que a caracteriza como uma
transformacao discretﬂ Em particular, a inversdo trata-se de uma operacdo que

inverte a orientacdo, o que se reflete no determinante negativo:

J(x) = —Q%x), det(I)=—1. (2.106)

Ao compor as inversdes com translagdes, transformagdes ortogonais A* ) e dilatagdes, o
teorema de Liouville (Liouville,|1850) afirma que, em d > ﬂ essa composicdo gera o conjunto
de todas as transformacées conformes em R¢ (independentemente da assinatura métrica). Em

particular, as TCEs podem ser vista como a composicdo de uma inversdo e uma translacao,

%Matrizes singulares consituem pontos de discontinuidade que impedem a conexo continua de elementos de
determinante positivo e negativo.

31Esse resultado estabelece a finitude do grupo conforme em dimenséo igual ou superior a trés. Demonstracdes
do teorema mencionado e propriedades geométricas das inversdes podem ser encontradas em (Blair, 2000).
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seguida de outra inversido, garantindo que ela seja uma transformacgao continuamente conexa
a identidade.
A luz do contexto apresentado, a equacio (2.99) ja ndo parece tio enigméatica. Em particular,

torna-se evidente que o lado direito pode ser reescrito em uma forma mais sugestiva,

i
2x#(b - x) — b*x? = —b"x* (5/; X f) . (2.107)
x
Isso motiva a introducdo da mudanca de variaveis
i
=L (2.108)
y
a partir da qual segue que
v..2 .X' xV b y yV v axﬂ
=b'x"| & —2— o — 2Dy —_—, (2.109)
x y? y? ay"

em decorréncia da propriedade involutiva (2.104). Por outro lado, a regra da cadeia implica

Loy = 2t

(2.110)

Como o jacobiano da inversdo admite inversa [cf. propriedade (2.106)], a equagao (2.99) reduz-

se simplesmente a

d

Ey”(r) = —b. (2.111)

Sua solucdo é analoga aquela obtida em (2.84) e, nas variaveis originais, assume a forma

xH(s)  xt
= — — bls. 2.112
x%(s)  x? s ( )
Portanto, a forma finita das TCEs é dada por
x* o xH "

Em virtude do lado esquerdo corresponder a inversdao das coordenadas x’¥, a propriedade

involutiva pode ser utilizada para reescrevé-la explicitamente:

xH x2
= <F_b”) <1—2b-x+x252>' (2.114)
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Obtém-se, assim, a forma padrao

xH — x?b#
4T
X = 1—2b-x+ b2x? (2.115)

Embora complexa, a reformulacio realizada evidencia uma caracteristica intrinsecamente
particular das TCEs. Ao observar atentamente o lado direito da igualdade em (2.113), vemos
que resulta de uma inversao das coordenadas x*, seguida de uma translacdo na direcéo fixa do
vetor —b*. Ou seja, as TCEs sao geradas sequencialmente por uma inversdo, uma translagao e

outra inversao,

T p oH
1oaxt T Xt X

xt - cz—2 = Xt = cz—2 + bt cz~—2 = x" (2.116)
x x x

onde I denota uma inverséo e T; denota uma translagdo na dirego fixa do vetor b¥ = —c*b*.

Sua interpretacdo geométrica em assinatura euclidiana pode ser visualizada na figura[2.1]
Uma das caracteristicas mais contrastantes em relacdo as demais transformacdes
conformes, mas igualmente instigante, é sua notdria nao linearidade, a qual pode ser
atribuida as inversdes. Apesar desse aspecto, as TCEs retém uma propriedade comum as
transformacdes lineares: a fixacdo da origem do sistema de coordenadas. Tal propriedade
decorre naturalmente de sua construcdo em termos de inversdes, uma vez que a origem, por
nio pertencer ao dominio da inversdo, permanece inalterada pela translacdo intermediaria.
A partir de (2.115), é possivel verificar que o jacobiano associado as TCEs corresponde ao

produto entre um fator de escala e uma transformacéo de Lorentz. Isto é,
ax™ (64 —2b*x,)(1 = 2b - x + b*x*) — (x* — x*b#)(—2b, + 2x,b?)
ax’ (1—-2b-x+ b%x?%)?
= Q(x) [5’; —2(b*x, — x”bv)] —2Q%(x) [b"b],x2 + x¥x,b* = 2(b - x)x“bv]

(2.117)

—20%(x)(b*x, — x"b,)x*b*

= Q(x) [5’; + ", (x) + Q(x)a)“ﬁ(x)(x”ban/gv + 8hxpb, — 55nﬂvx2b2)] ,

onde 0™ (x) = —4bl*xPl e Q(x) = (1 — 2b - x + b?x?)"! denotam, respectivamente, uma
parametrizacdo da componente rotacional e o fator de escala associados as TCEs.

Infere-se, através da composigao , que, além de o determinante do jacobiano ser
positivo — e, mais especificamente, unitario —, as TCEs sao localmente proporcionais a uma
matriz pseudo-ortogonal. Por conseguinte, pode-se afirmar que as isometrias conformes

consistem em transformagoes cujo formato geral do jacobiano segue (2.46).
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M —br

A
Y

Y

Figura 2.1: Tlustracdo de uma transformacédo conforme especial finita. Fonte: (Blumenhagen;
Plauschinn, 2009).

A respeito da equacdo (2.113), poder-se-ia, de forma equivalente, resolvé-la para x* ao invés

de x’* e, consequentemente, obtido a transformacéo inversa, na qual o sentido da translacdo é

contrario ao de (2.115),

x4+ x"2 b
H = ) (2.118)
1+4+2b-x" + b2x"?
Calculando os produtos x’* e b - x’, obtém-se
x? b-x—x?b?
x? = b-x (2.119)

T 1—2b-x+ b2x?’ T 1-2b-x+bx?

Desse modo, observa-se que o fator de escala da transformacao inversa, analogamente ao caso

das inversdes em (2.101)), é reciproco de Q(x), e vice-versa:

1

1—2b-x+ b2x2 2b-x' = b'x" =1 = QQK) =1 (2.120)

Esse comportamento é esperado, pois, em vista de (2.112), a composi¢ao inversa implica uma

translacio na direcdo fixa do vetor —b* = c2b*.
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O significado geométrico da expressao (2.115) pode ser compreendido da seguinte
maneirﬁ Considerando b* = %(0, a) e x' = (t,x), as equacdes (2.118) assumem o formato

L= QY e x= QKK + %(r’z ¥, (2.121)

1
onde Q(x)=(0-a-x"— é—}(t’z —xHa?). (2.122)

Sejam S e S’ dois referenciais, associados aos sistemas de coordenadas {x'} e {x'/},
respectivamente. Supondo que uma particula permaneca em repouso na origem (espacial) do
referencial S para todo tempo ¢, um observador em repouso no referencial S determina as
coordenadas da particula como sendo

v %t'za 2a 1
t= o X= = o (Ut ) (2.123)

_ 142,22 _ 142,22 2 _1472,2
1 4ta 1 4ta a 4ta

Resolvendo a primeira equagdo para t'(t), obtém-se uma equacdo de segundo grau cujas

solugdes resumem-se a

1
t= i (-1 V1+a%2). (2.124)
Sa
2

Substituindo essa expressao em 1 — it’ 2a? verifica-se a identidade

1 1 2
1—Zt’2a2:— (1F V1+a%2) =

—_— 2.125
5 14+ V14 a%t? ( )

laZ tZ

Desse modo, a segunda equacdo em (2.123) fornece a trajetéria da particula na forma

paramétrica

x(t) = % (£V1+a22 - 1), (2.126)

a qual pode ser reescrita como a seguinte hipersuperficie quadratica:

ay: , 1 a" a’ 1
+2) = - = n_ 2 vl )= =
(X a2> g a’ (x az) v (x a2> a?’ (2.127)

Dado que hipersuperficies isométricas em R“?"! correspondem a hiperboloides, é possivel

interpretar as TCEs como transformacdes que levam referenciais de repousoEl a referenciais

32Seguiremos as consideracdes apresentadas em (Fulton; Rohrlich; Witten}|1962al)), detalhadas nas notas de aula
(Wheeler, NJ[2002). O tema também foi examinado em (Codirla; Osborn,|1997), onde as TCEs foram empregadas
na determinacdo do campo eletromagnético de uma particula carregada em movimento uniformemente acelerado,
bem como em (Galeriu, 2025).

30 resultado é também vélido para linhas de x# constante.
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associados a observadores uniformemente aceleradof®’] Além disto, as TCEs também
conectam observadores em movimento acelerado uniforme, mapeando hiperboloides em
hiperboloides.

Sob uma TCE, o hiperboloide de semi eixos a centrado em c¥,
(= (x' =) =a, (2.128)

é mapeado em um hiperboloide de semi eixos @’ centrado em ¢’#, dados por

s o’ , ¢, — bu(c® —a®)

(1—=2b-c+ b2(c?— a?))?’ = 1—2b-c+b%(c2—a?)

(2.129)

A proposicdo é diretamente verificada por substituicdo das coordenadas, transformadas

segundo (2.118):

x'? — 2ct (x’“ + x’zb”)

2 _ 2
T T 2b x 1 x2b? e (2.130)
— B=x"(1-2b-c+b*B)—2x"(c, - b,B), p=c"—a° (2.131)
—(1_9h. 2 2 oom_ SnT b.p
— f=(1-2b-c+b’B) (x 2x 1—2b-c+b2[3> (2.132)
— B=(1-2b-c+b*p) [(x’ ~¢) - c’z] (2.133)
— o= (x' - c')2. (2.134)

Em conclusao, de modo analogo a como os boosts de Lorentz conectam a classe especial de
observadores inerciais, as TCEs conectam a classe de observadores em movimento
uniformemente acelerado. Contudo, sdo as caracteristicas nao compartilhadas com as demais

isometrias conformes que as tornam especiais.

%4Tal interpretacéo tornou-se dominante na academia, mas ainda ¢ alvo de criticas (Kastrup, H.}|2008).
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Sob TCEs, o intervalo de Minkowski entre dois pontos x; e x,, comporta-se como

(x| = x})% = (x) - x;“)ryw(x{v —x;") (2.135)

2 72 / /
=X+ x" —2x - X,

Q* () (1 — x7b)* + Q*(x) (2 — x3b)°
= 2Q(x)Qx)(x1 = %/ b1 () — x30")
xp X,

Q(Xz) - Q(xl)
= Q(xl)Q(xz)(xl - x2)2

= Q(x)Q(x,) —2(x; - X — b - x;x2 — b - x,x7 + bPxPx2)

Note que, para quaisquer pares de pontos x;, x; € R"¥"! as TCEs nio preservam, em geral, a
relagdo causal entre esses eventos, uma vez que podem ser encontradas TCEs para as quais o
sinal do produto Q(x;)Q(x,) é determinante no mapeamento de separagdes do tipo-tempo em
tipo-espaco, e vice-versa (Rosen, J., [1968). Assim, embora o cone de luz seja preservado,
conclui-se que as TCEs ﬁnitaeﬁl nao constituem simetrias do espaco-tempo — em particular
para corpos massivos — uma vez que processos fisicamente admissiveis podem ser
transformados em processos fisicamente inadmissiveis.

De fato, regides fisicamente inacessiveis remontam pontos para os quais Q7 '(x) = 0, isto

2 p
(1-2b-x+ b*x*) = b* (x—%) =0 = x”:%. (2.136)

Na situagdo fisica analisada, tal “ponto” corresponde a hipersuperficie nula ¢’ = +2/[al, além
da qual ocorre uma inversao na orientagao temporal (Wess, |1960). Desse modo, além da regiao
assintotica na qual x¥ — oo, a trajetdria ressurge através do passado assintoético, evidenciando
a natureza nao globalmente bem comportada das TCEs do ponto de vista causa]]ﬂ

Essa singularidade origina-se da inversao, visto que pontos de norma nula sao mapeados

a origem, e vice-versa. Dada a composicao (2.116)), observa-se a sequéncia

b” I ~ T; I
B2 —b" — 0 —> oo, (2.137)
Constata-se, portanto, que, em contraste com translagdes, rotagdes e dilatagdes, a forma

finita das TCEs ndo admite parametro globalmente definido. Em decorréncia disso, o grupo

35F relevante enfatizar ser finita, uma vez que, no regime infinitesimal, tem-se que Q(x;)Q(x;) — Q%(x) > 0.
%Discussdes acerca desse aspecto podem ser encontradas em (Wood; Papini; Cai, |1989; Gillioz, [2023).
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conforme ¢é devidamente realizado apenas em um espaco estendido, no qual pontos
adicionais sdo incluidos de modo que of”’| pertenga ao dominio.

A forma como esse processo é realizado sera alvo de discussao da proxima segao.

2.6 O grupo conforme em trés ou mais dimensoes

Como mencionado na secdo anterior, as TCEs nao sdo globalmente definidas no espago-tempo
de Minkowski, uma vez que existem pontos para os quais essas transformacgdes se tornam
singulares, cf. .

Embora o grupo conforme ndo seja integralmente realizado no espaco-tempo de
Minkowski, é possivel estendé-lo a um espaco compacto no qual os pontos no infinito sdo
incorporados. Esse procedimento, denominado compactificacio conforme (Penrose, 1974),
ocorre por meio de um mapeamento conforme de R*! U {oo} em uma variedade Lorentziana
compacta. Efetivamente, a variedade obtida pode ser interpretada como a adicdo de pontos
no infinito a R4,

Adicionalmente, tal construcdo pode ser formulada em termos de um espaco ambiente
plano M = R*¢, no qual o espaco-tempo fisico M = R>*"! ¢ identificado projetivamente com

o cone de luz. Essa identificacéo é realizada por meio do mapeamento
1 2 0 d-1 1 2 a
xH 5(1 — x|, %", . x ,—5(1 +1x?) ) = X4, (2.138)

onde X = (X', X" X%) sio coordenadas cartesianas de M, as quais, quando restritas a

imagem de (2.138), constituem uma secédo projetiva do cone de luz, isto é,
N X°X" =0, ng = diag(+1,+1,—-1,...,—1). (2.139)
E conveniente introduzir as coordenadas de cone de luz

X*=X"+Xx" (2.140)

%No espaco de Minkowski, sua estrutura assintotica é composta por diferentes tipos de infinito — nulo,
temporal e espacial — definidos pela natureza das trajetorias que o alcancam, em contraste com o caso euclidiano.
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Assim, o mapeamento (2.138) pode ser invertido como

XH

xt = X-1_ xd’

(2.141)

o qual, quando restrito a (2.139), fornece x* = Xﬂ
Sejam SO(2, d) o grupo de isometrias da métrica 7,, e 50(2, d) a algebra de Lie associadﬂ

cujos geradores J,, = i (Xaa% - X, af(a) satisfazem as relacdes de comutaciio

[Jab’]rs] = _i(nar]bs - Uas]br - Ubr]as + Ubs]ar)~ (2142)

Esses geradores podem ser representados matricialmente como

0 ]—1,p ]—1,d
Jab = Jp,—l ]pU Jp,d s Jab = —Jba- (2143)
Jia Jap O

Com o auxilio do mapa inverso (2.141), as derivadas podem ser escritas como

0 —xF 0 1 0 xP

X1 X" axr o x-9r oxa T x-9r

(2.144)

Desse modo, ao restringir os geradores J,, ao cone de luz projetivizado, fixada a secdo X~ =1,

recupera-se a realizagdo da algebra conforme em M,

. 9 9 .

Joo =1 Xooie = Xo o3y | = %005 = X09p) = Mo, (2.145)
- P 9 i i 1

]p,-l =1 (XPF — X_lﬁ> = —5 (8p + prx 0y — xzap) = E(Pp + Kp), (2.146)
. d d i - 1

Jpd =i (X"W - Xdﬁ) =-3 (9, — 2x,x°9, + x%3,) = E(Pp - K,), (2.147)
(. d 5 »

]d,—l =1 de - X_lm = —IX ap = D, (2148)

%Mais explicitamente, como o cone de luz é invariante sob reescalamentos X% — AX“ (1 = 0), pode-se fixar
essa liberdade de escala escolhendo X = X%/X~. Assim, os pontos (X—, X*, X*) e (1, X"/X~,X*"/X™), onde
XH*/X™ = x#, descrevem a mesma dire¢do nula do cone de luz. Em particular, a secdo X~ = 1, a condic¢do de
nulidade X* X~ + x? = 0 [cf. (2.139)] implica X* = —x?, de modo que X* = (1, x*, —x?).

%Note que, como os geradores J,; sdo antissimétricos, o niimero de componentes independentes é (
(d+2)(d+1)

2

d;2) —

, em concordancia com a dimenséo da algebra de Lie conf(1,d — 1).
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ou seja, o grupo conforme, denotado por Conf(1, d — 1), pode ser realizado linearmente em M

como o grupo de isometrias SO(2, d)f7}

A luz da decomposicio conferida pelas [equacdes 2.145| a [2.148, é possivel reduzir as

relacdes de comutacao ao caso elementar [J,, Joal < NaaJpe, com a, b, c distintos,
reforcando uma interpretacdo geométrica dos operadores J,;, como geradores associados aos
respectivos planos coordenados (X“ X°). Como cada relacio de comutagdo permanece
confinada a um subespaco tridimensional determinado por trés desses planos, a trinca de
indices {a, b, ¢} identifica convenientemente essa correspondéncia entre geometria e algebra.
Ao discriminar os trés tipos de indices a € {-1, j1, d}, essas trincas organizam-se naturalmente
em trés familias distintas — além da correspondente a subalgebra de Lorentz, cuja
decomposi¢do em rotacdes e boosts segue um critério analogo de classificacdo dos indices —,
representadas pelos ciclos triangulares destacados nas cores vermelha, verde e azul, como
pode ser visto no diagrama [2.2]

Em particular, o ciclo triangular em vermelho evidencia que D, P, e K, desempenham um
papel de destaque na algebra conforme. Fixada uma direc¢do x”, a subalgebra gerada por esses
operadores sugere uma disposicdo analoga a de operadores escada,

[D,P,] = iP,, [D.K,]=—iK

» [Py, K,] = —2in,,D. (2.149)

Com efeito, introduzindo os geradores

Ly=-2iD, L,=P, L =n,K

o (2.150)

torna-se manifesto que satisfazem precisamente as relacdes de comutacdo da algebra de Lie
sl(2,R),
[L+3L—] = LO: [LO’ L:E] = :I:ZL:E ’ (2151)

confirmando a interpretacdo de P, e K, como operadores de levantamento e abaixamento,

respectivamente, associados a qﬂ

“Essa correspondéncia entre isometrias conformes em d dimensdes e isometrias ordinarias em d+2 dimensdes
constitui o embbeding space formalism. Esse topico é discutido em diversos materiais (Schottenloher, [1997;
Mukherjee, 20265 |Osborn, [2019; |Gillioz, 2023; Rychkov} 2017 [Weinberg} [2010; |Castro; Pavsic, 2003).

*ICabe mencionar que o grupo SO(2, d) é isomorfo ao grupo de isometrias do espaco Anti-de Sitter (AdS)
em d + 1 dimensdes, o que desempenha um papel central para formulagdes holograficas da gravitacdo AdS,
especialmente a correspondéncia AdS/CFT.
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Subdlgebra de Lorentz

Leitura dos ciclos (p # o)

Para AABC, o percurso determinado
pela orientacao de suas arestas,
A— B—C,
representa a relagdo de comutagao
[A,B] = i0aa C, Mo = £1.

As demais relagoes de comutacgio compativeis com
a orientagao do ciclo decorrem das permutacoes
ciclicas dessa sequéncia.

Ciclo
{_1 s P d}

Figura 2.2: Diagrama esquematico da realizagdo (d + 2)-dimensional da algebra de Lie
conf(1, d — 1), estruturada em familias de subespagos tridimensionais de M. Cada ciclo
triangular, identificado pela trinca de indices em seu interior, representa uma dessas familias,
enquanto seu contorno codifica o correspondente fechamento algébrico dos geradores J,;
associados aos respectivos planos coordenados (X, X?). Fonte: Elaborada pelo autor (2026)
utilizando o pacote TikZ (Tantau, 2026).
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Na pratica, a presenca de simetrias manifesta-se por meio de restricoes a descricdo
matematica do comportamento de sistemas fisicos, limitando a forma como grandezas fisicas
se relacionam através do espaco-tempo. Em particular, simetrias espaco-temporais
restringem a forma funcional dessas grandezas, determinando as correlacdes admissiveis
entre observaveis definidos em diferentes pontos de M.

Desse modo, seja Gy({x;}) = Gn(xi,...,xy) uma funcio de N pontos cuja finalidade é
quantificar o grau de associacdo entre variaveis fisicas avaliadas em N pontos distintos do
espaco-tempo, denotados por x;. Por constituir-se a partir de propriedades observaveis, tal
funcao deve refletir as simetrias do sistema. Nesse sentido, analisemos as restri¢cdes impostas
a Gy por cada uma das simetrias espaco-temporais que compdem o grupo conforme,
evidenciando a reducéo progressiva do nimero de variaveis independentes necessarias para
caracteriza-la.

Comecemos pela invaridncia translacional, que requer que funcdes de N pontos sejam

insensiveis a deslocamentos rigidos dos pontos. Assim,

Gn(xi+a,...,xy +a) = Gn(xq, ..., xN). (2.152)

Lembrando que x; —> x; + a corresponde ao deslocamento simultdneo de todos os pontos na
direcdo arbitraria a, toma-se a = —xy, de modo que as diferencas x; — xy, com i # N, sdo

suficientes para especificar a dependéncia funcional das fun¢des de N pontos,

GN(xl, ceey XN) = GN(x1 — XNy .oy XN-1 — xN), (2153)

limitando o niimero de pontos independentes de N a N — 1. Em particular, a funcdo de 1 ponto

tem sua forma funcional determinada a menos de uma constante, isto é,

Gl(xl) = Gl(xl + a), Va < Gl(xl) = C], Vxq, (2154)

onde definimos C; := G;(0). Portanto, infere-se que a simetria translacional elimina a
dependéncia da posi¢do absoluta, permitindo que qualquer ponto possa ser arbitrariamente
escolhido como origem. Consequentemente, toda a informacao fisicamente relevante contida

em Gy depende exclusivamente das posi¢des relativas x;; = x; — x;.
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Tratando-se da invariancia de Lorentz, a condicdo analoga a (2.152) pode ser escrita como

GN(Axy, ..., Axn) = Gn(xy, ., xn),  Axi = A (w)x]. (2.155)

Tal simetria elimina a dependéncia funcional da orientacdo dos eixos espago-temporais,
limitando as fungdes de N pontos a depender exclusivamente de escalares de Lorentz, cuja
invariancia decorre da preservacdo da métrica de Minkowski (2.92). Nesse contexto, os
invariantes elementares correspondem aos produtos internos x; - x; = 1,,x/ x/, 0s quais,

quando combinados a simetria translacional, conduzem naturalmente a separacdo entre

pontos

rij = x| = \/(xi” — X’ —x}), i# . (2.156)

Da definicéo, segue imediatamente que r;; = rj; e r; = 0, 0 que estabelece N(N —1)/2 como um
limite superior para o nimero de variaveis independenteﬂ Concretamente, essa restricao a

dependéncia funcional pode ser ilustrada pelos casos
Ga(x1, x2) = Gy(rz),  Gs(x1, X3, x3) = Gs(r1z, 13, Ta3), ooes (2.157)

ou, de modo geral,

GN(xl, ,XN) = GN ({rij}Kj) . (2158)

Ao impormos a simetria de escala, torna-se evidente que os escalares de Lorentz (2.156))
deixam de constituir invariantes, uma vez que se transformam segundo r;; —> Qr;, cf.
Assim, apenas razdes adimensionais entre esses escalares permanecem invariantes,

rij Qri;
Tijo Ty

= (2.159)
Tkl Qry 1y

“Embora, para N > 4, também seja possivel construir escalares de Lorentz do tipo x;; - x, estes podem ser
escritos em termos das separagdes por meio da identidade de polarizac¢do. Além disso, a independéncia das
separacdes entre pares de pontos também é limitada pela dimenséo do espaco. Quando esta nio é suficientemente
alta, o nimero de invariantes independentes é reduzido, e as relacdes algébricas entre as distancias podem ser
obtidas explicitamente a partir do determinante de Cayley—Menger (ou, equivalentemente, do determinante de
Gram), cuja defini¢do associa um hipervolume (N —1)-dimensional as distancias determinadas pelos N pontos que
o constituem. Caso os pontos encontrem-se confinados a um subespago de dimensdo d < N—1, o determinante de
Cayley-Menger anula-se, evidenciando rela¢des algébricas entre essas distancias. Um exemplo familiar dessas
relagdes é a trilateragdo no plano cartesiano, que permite reconstruir a posi¢do de um ponto a partir de suas
distincias a trés pontos de referéncia néo colineares.
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Consequentemente, a construcdo de invariantes passa a requerer, no minimo, trés pontos
distintos, de modo que funcdes de N pontos — em particular, as de 2 pontos — ficam
severamente restringidas. Entretanto, é importante ressaltar que, diferentemente das
isometrias, a simetria de escala fundamenta-se na nocdo de semelhanga geométrica, e ndo na
nocdo mais restritiva de congruéncia. Em outras palavras, ao permitir que homotetias
componham o grupo de simetrias do espago-tempo, configuracdes geometricamente
semelhantes tornam-se indistinguiveis do ponto de vista das transformacdes admissiveis.
Nesse contexto, para que uma funcdo de N pontos atribua o mesmo conteudo fisico a
configuragdes correspondentes a diferentes escalas de observacéo, sua dependéncia funcional
nas distancias deve ser homogénea, o que fixa o grau de homogeneidade dessa fungéo.

Portanto, segue queFﬂ
Gn ({Qrij}) =Q "Gy ({rij}) s 1<, (2.160)

com —A correspondendo ao grau de homogeneidade de Gy, determinando a poténcia com
que varia sob mudancas de escala. Assim, dado que fun¢des de N pontos apresentam uma
covariénciaﬁ que reflete a auséncia de uma escala absoluta, sua dependéncia funcional pode
ser decomposta em um fator homogéneo de grau —A e outro dependente apenas de razdes

adimensionais, de forma que

Gy (x1, ..., xn) = gN({rij}) v Qui}), gN({Q’”fj}) = Q_AgN({rij})a (2.161)

onde {u;} denota um conjunto de invariantes independentes, consistindo, neste caso, em
razdes adimensionais construidas a partir das separacdes r;;. Sob essa decomposicdo, toda a
informacao dimensional de Gy esta contida em gy. Em particular, para N = 2, observa-se

que nao existem razdes adimensionais independentes, logo f, é constante, isto é,

_ C
&(Qrp) =Q Agz(nz), VQ = g(ry) = ﬁ, 12| # 0, (2.162)
12

A justificativa heuristica fornecida trata-se da antecipaciio de resultados que serdo devidamente discutidos
no préximo capitulo.

*Convém observar que o termo invaridncia costuma sugerir que os objetos permanecem inalterados sob uma
transformacdo. Sera visto no proximo capitulo, entretanto, que a invaridncia de escala (e, por conseguinte, a
invariancia conforme) requer que esses objetos acompanhem a transformacédo das coordenadas, mas em uma
proporcdo correspondente a sua propria dimensio de comprimento ou, equivalentemente, de massa. Por essa
razdo, sua lei de transformacéo aproxima-se, a primeira vista, da no¢do de covaridncia, embora sua origem seja
distinta.
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onde definimos C, := G,(1). Sendo assim, a fun¢io de 2 pontos pode ser escrita como

C
Golx1, %) = ——, A= ayp. (2.163)
|x15| 422
Aplicando o mesmo procedimento ao caso N = 3, explora-se a liberdade de fixar

globalmente o fator de escala Q = r;;', de sorte que

1 Fiz T3 Tz T3 Fiz T3
Gs(x1, %2, %3) = — fs (—,— . Bl =G =), (2.164)
| 23] Va3 T3 Ta3 T3 Va3 T3
em virtude de (2.160). De forma equivalente, essa expressdo pode ser convenientemente

reparametrizada como

1 _
Gs(x1, X2, x3) = f (@ @) , (2.165)

| 12| 912 3013 913 2055 422 Iz o
f ra I3 r2 e I3 awf ra I3 (2 166)
”23’ 23 23 23 ”23’ 23 ’ .

desde que A = aj, + aj3 + a»3. Por conseguinte, infere-se que a invariancia de escala reduz

onde

em uma unidade o nimero de variaveis independentes, impondo apenas um vinculo algébrico
entre os expoentes.

O mesmo raciocinio generaliza-se imediatamente para o caso de N pontos, conduzindo a

decomposi¢io
Gn(xt, ey xv) = fuGurd) T T s, (2.167)
i<j
com
> a;=A (2.168)
i<j

Enfim, ao impormos integralmente a simetria sob o grupo conforme, chega-se a concluséo
de que razdes adimensionais ndo sdo invariantes conformes. De fato, dado que distancias

transformam-se sob TCEs segundo r;; +— /Q(x;)Q(x;)r;;, cf. (2.135), razdes adimensionais

nij N Q(x;)Q(x;)) Tij
Tki N Q(x)Q(xy) i (2.169)

Ao buscarmos por combinagdes para as quais os fatores de escala se cancelam, o candidato

resultam em

mais natural consiste em uma razio de razoes. Seguindo uma concepcao analoga a adotada
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para os invariantes de escala, consideremos

b o, [BOORCOCIRC) oy [
rkl/rpq \/Q(xk)Q(xl)Q(xm)Q(xn) ) Thg (2.170)

de modo que os invariantes u; devem ser tais que

s Ja(xi)fz(xjm(xp)@(xq) e J QO)ANA)N%G) _y (g 19y

QGG QGG

Como cada distdncia produz precisamente dois fatores de escala, uma combinacdo sera
invariante somente quando cada ponto aparecer o mesmo nimero de vezes no numerador e
no denominador. Assim, uma escolha conveniente para os invariantes conformes consiste
nas razdes cruzadas

rij

ri 1,
u; = —/Ll = UKL i, j, k, I distintos, (2.172)
Tik [/ Tk TilTjk

também conhecidas como razdes duplas ou anarmédnicas, cuja construcio requer, no minimo,
quatro pontos distintos. Uma vez especificada a forma geral dos invariantes conformes, resta
estabelecer a lei de transformacido de Gy sob TCEs.

Anteriormente, verificou-se que a invariancia de escala fixa globalmente a homogeneidade
da funcgio de N pontos. Assim, é natural esperar que sua extensao local atribua fatores de escala

independentes a cada ponto, de modo que a invariancia sob TCEs determina a condicéo

N
A TT [0E0)] ™yl = TT ™) G, x0). (2.173)
i<j i=1
Como fy permanece invariante sob TCEs por depender exclusivamente das razdes cruzadas,
as restri¢des recaem sobre o fator homogéneo gy, cuja transformagio segue de (2.135). Mais
especificamente, estabelece-se uma identificacdo canoénica entre os expoentes g;;, associados
as distancias r;;, e os pesos A;, que codificam o grau de homogeneidade associado ao ponto
x;. Em particular, quando Q(x) = Q, caso em que todos os pontos escalam uniformemente ao

longo de M, o fator de escala distribui-se homogeneamente, resultando na expressao

N
H Q—Ai(xi) — Q_ Zzlil Ai. (2174)
i=1
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Portanto, a compatibilidade entre as leis de transformacao local e global exige que

A=Y A (2.175)

Essa relacdo ndo constitui uma restricdo adicional, mas uma condi¢do de consisténcia, cujo
papel é assegurar que a lei de transformacao sob TCEs reduza corretamente a invariancia de
escala, cf. (2.161)), quando o fator de escala é constante. Nesse sentido, a condi¢éo passa
a refletir a correspondéncia entre cada ponto x; e as N — 1 distancias r;; que o conectam aos

demais pontos x;,

z

A=) ay (2.176)

i<j
Para o caso N = 2, a invariancia conforme reduz-se a

G

|12

Q™ (x)Q () Galxr, %) = [Qx)Q0e)] ™ (2.177)

Utilizando a correspondéncia (2.176)), a comparagdo dos expoentes associados aos fatores de

escala resulta nas condi¢oes
A=A, = % ou, equivalentemente, A = 2A; = 2A,. (2.178)

Portanto, a fun¢éo de 2 pontos invariante conforme pode ser escrita como

G

Gy(x1, x2) = W-
12

(2.179)

Por outro lado, caso A; # A,, as condi¢oes nao podem ser satisfeitas simultaneamente,
de modo que necessariamente G,(x;, x;) = 0.

Quanto a N = 3, as consequéncias da invaridncia conforme tornam-se particularmente
restritivas: como ndo é possivel formar invariantes conformes a partir de somente trés
pontos distintos, a funcao correspondente coincide com o fator homogéneo g;. Ademais, os
expoentes aj,, a;; € dy3 s30 univocamente determinados pela lei de transformacéo , da

qual decorrem as relacdes

]—1/2

Q™M ()Q ™ (0)Q 7 (33) = [ QU4 (2) Qe (31,) Q5 (x3) (2.180)
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ou, equivalentemente,

ayp = Al + Az - A3, a3 = Al + Ag - Az, as3 = AZ + A3 - Al- (2181)

Consequentemente, a fung¢ao de 3 pontos assume a forma

G
e L P

Gs(x1, X, x3) = A=A +Ay+ As, (2.182)

onde f; reduz-se a uma constante, denotada por Cs. Ou seja, a invariancia conforme determina
completamente a forma funcional de G, restando apenas uma constante multiplicativa.

Em contraste, a funcdo de 4 pontos, para a qual existem invariantes conformes
independentes, passa a admitir liberdade funcional genuina. Nesse caso, de acordo com a

construcéao introduzida em (2.172), as razdes cruzadas independentes sao

riat- ri3r:
U= 12734 p = 13724 (2183)

b b
T14723 r14723

onde {u;} = {u, v} denota o conjunto dos invariantes conformes. Desse modo, a forma funcional

de G, pode ser escrita como

fi(u,v)

|3612]912|2015] 413 30231923 201 4 414 | 34| 924 | 2034 254

Gy(x1, X3, X3, X4) = (2.184)

Sob a lei de transformacéo (2.173), obtém-se um sistema de quatro equagdes lineares com seis

incognitas,

app +a;s+a ap + ax +a

A, = 12 213 L3 A, = 12 223 2 (2.185)
a3+ dx;+a A+ ax +a

A, = 13 223 H A, = 14 224 % (2.186)

0 que, a principio, impede a determinacdo univoca dos expoentes g;;. Contudo, em virtude da
existéncia de dois invariantes conformes independentes, a liberdade funcional do fator
invariante permite eliminar dois graus de liberdade associados aos expoentes em uma
redefinicao de f;, de modo que a dependéncia do fator homogéneo g, em relacdo as seis

distancias pode ser parametrizada por apenas quatro combina¢des independentes, como
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evidenciado por

2(u,v)
G4(xl’ X2, X35 X4) - aiz—a ai3—a f ; +az+a aig+aza+ass’ (2187)
|x12| 12 34|x13| 13 24|x23| 23+ a4 34|x14| 14+d24+ass
com fy(u,v) = u v~ f(u,v). Uma vez eliminada essa redundincia de parametrizacio,
torna-se possivel determinar os quatro expoentes remanescentes em termos dos A;:
A1g — A3g = Al + A3 - Az - A4, Ay3 + Aoy + A3q = A2 + A3 + A4 - Al, (2188)
a3 — dog = Al + Az — A?, — A4, a4 + Aoy + as3g = 2A4 (2189)

Chama a atencdo que a liberdade de eliminar a dependéncia em relacdo a dois dos
parametros ndo ¢ acidental, mas reflete exatamente o nimero de invariantes conformes
independentes presentes na funcdo de quatro pontos. De fato, para uma funcio de N pontos,
a invariancia conforme relaciona os A; aos expoentes associados as distancias r;;, cf. (2.173),

segundo a expressao

1 WA= N
Ai = 5 Z aij| = 5 Z aji + Z aij | (2190)
i j=1 =i+l
onde introduzimos a convencao
ij se i<j
ijl = , (2.191)
Ji se i>j

de modo que toda ocorréncia de a;j represente sempre os expoentes originalmente
introduzidos, isto é, aqueles cujos indices satisfazem i < j. Como existem N(N — 1)/2
expoentes a;; distintos, enquanto as equagdes (2.190) impdem apenas N relacdes

independentes, conclui-se que permanecem

NN-1 __ NWN-3)

2.192
5 5 (2.192)

graus de liberdade nio fixados pela invariancia conforme, correspondendo precisamente ao
numero de razdes cruzadas independentes.

Em compensacido, ao realizar a reparametrizacio do sistema através da liberdade
funcional do fator fy, perde-se a identificagio candnica da decomposicdo das

homogeneidades locais, codificadas pelos pesos A;, em contribui¢des particulares associadas
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aos expoentes g;;. Mais especificamente, deixa de haver um critério canoénico que associe
cada uma das N — 1 contribuicdes que compdem o peso A; aos expoentes associados as
distancias r;;. Consequentemente, deixa de ser possivel reconstruir a distribuicdo simétrica
dos fatores de escala locais sobre o setor homogéneo da funcdo de N pontos. Na pratica, uma
vez que cada distancia envolve precisamente dois pontos, cada expoente a;; é igualmente
repartido entre os correspondentes fatores de escala de x; e x;. Assim, dado que cada ponto x;
participa de N — 1 distancias r;;, o fator de escala Q(x;) recebe contribuicdo de todos os
expoentes associados a essas distancias, conforme expresso na equagao (2.190).

A fim de apresentar a fungdo de N pontos em termos das homogeneidades locais,
preservando, ao mesmo tempo, sua forma padrao, cf. , a estrutura analisada motiva
uma expressdo simétrica dos expoentes a;; exclusivamente em termos dos pesos A; e da

homogeneidade total A, tal como

onde A e B sdo coeficientes a serem determinados. Para determina-los, basta exigir que a

expressdo proposta satisfaca a equacao (2.190), da qual se obtém

1 1
A== > [AA+ B +A))] = 5{ [(N — DA+ BA + (N - 2)BA/] } (2.194)
i

onde utilizou-se a identidade }’;,;A; = A — A;. Comparando os coeficientes de A; e A, segue

que

2 2
A=— , B=—— N>3. (2.195)
(N-1)(N-2) N-2

Consequentemente, chega-se a expressido geral
2 A
gj=—-——— [ ——-A-A;), N>3, (2.196)
a qual reproduz, em particular, a solu¢do obtida para o caso N = 3,

aj = Z(Al + A]) —A= Ai + Aj - Ak, i, j, k distintos. (2197)
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Desse modo, é possivel recuperar a forma padrao (2.167),

G (1, eew) = folGur}) [ ] by [P0, (2.198)

i<j

cuja especializacdo para o caso N = 4 reproduz a conhecida fungio de 4 pontos invariante

conforme

F12¥34 T13l2q A_A A,
Ga(x1, X5, X3, %4) = fi ) T gy G0, (2.199)

’"147’23, r14723 i<j
coincidindo com a forma apresentada na literatura cléssicﬂ (Francesco; Mathieu; Sénéchal,
2012).

Para finalizar, convém observar que, enquanto a invariancia translacional elimina a
existéncia de uma origem privilegiada, a invaridancia de Lorentz elimina orientacoes
privilegiadas e a invariancia de escala elimina escalas privilegiadas, a invariancia sob TCEs
elimina a dependéncia remanescente da posicdo relativa em relacdo ao infinito, como
evidencia a construgdo projetiva do grupo conforme discutida no inicio desta secdo. Em
ultima analise, a estrutura angular retém toda a informagdo geométrica genuinamente

fundamental, substituindo o papel anteriormente desempenhado por hastes ridigas e relogios

na caracterizacio da geometria.

Transformacio Acao sobre x* Fator de escala Q(x)
Translacoes x* = xt+ a Qx)=1
Transformacdes de Lorentz x" = A (w)x” Qx)=1
Dilatacoes xH = Qx)x# Q(x) =exp(A)
TCEs x* = Q(x)(xF — b*x?) | Qx) =(1—-2b-x+ b2x?H)!

Tabela 2.3: Formas finitas das isometrias conformes no espaco-tempo de Minkowski e seus
respectivos fatores de escala.

Nesta se¢do, investigou-se a estrutura do grupo conforme, com especial atencéo a leitura
geométrica das restricdes impostas pela simetria conforme. Em contrapartida, no proéximo
capitulo, sera apresentada uma analise algébrica dessa simetria, por meio da qual serdo

estabelecidas as leis de transformacdo que fundamentam as invaridncias de escala e

“Em razdo do escopo deste trabalho, optou-se por empregar a denominagio mais geral funcées de N pontos,
em vez da nomenclatura mais restritiva fungées de correlagdo. Estas, contudo, constituem uma das ferramentas
centrais da TQC e da mecanica estatistica, estabelecendo, por meio de uma caracterizacéo estatistica, a conexao
entre a dindmica microscopica e observaveis macroscopicos (Franoschl|2026). Em particular, codificam flutuacdes
quanticas, propagacio de particulas, intera¢des fundamentais e amplitudes de espalhamento.
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conforme. Antes, porém, resta-nos analisar o cenario bidimensional do grupo conforme, no
qual tais restricdes tornam-se ainda mais severas em virtude da presenca de um numero

infinito de simetrias conformes.

2.7 O grupo conforme em duas dimensdes

Previamente, foi mencionado que seria necessaria uma discussdo a parte para o caso d =
2. Neste trabalho, analisaremos apenas a solu¢do em assinatura Lorentziana, uma vez que a
literatura na assinatura euclidiana é extensa (Francesco; Mathieu; Sénéchal, 2012; |Ginsparg,
1988; Belavin; Polyakov; Zamolodchikov, [1984a).

Resgatando a equacgéo , temos

@& =0. (2.200)

Agora, torna-se evidente o motivo da distingdo: o - ¢ satisfaz a equacdo de onda
unidimensionaﬂ Desse modo, suas solucdes sdo infinitamente numerosas.

Em particular, os geradores das isometrias conformes bidimensionais satisfazem
9o = 0,8 e 9y&° = a,&". (2.201)
Equivalentemente, podemos escrevé-las como
(95— DE* =0, (a)—aDE =0, (2.202)

ou seja, &% e &' satisfazem a equagio de onda individualmente, o que torna as equagdes (2.201)
analogas as equacdes de Cauchy-Riemann.

Para obter as solucdes, é conveniente adotar as coordenadas de cone de luz,

+

xf=x"+ x'. (2.203)

Nesse caso, o operador de onda (9% — 9%) pode ser fatorado como

0
(0 +01)(0g — 01) =40,0_, I, = . (2.204)
ox*

*Em assinatura euclidiana, satisfaz a equaciio de Laplace bidimensional.
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Portanto, as solucdes podem ser decompostas em modos independentes a esquerda e a direita:
E¥(x*) = g(x™) + h(x7). (2.205)
Uma base mais adequada é dada por
=t (2.206)
de modo que as equagdes sdo reduzidas a
9+(£" £ &N =o. (2.207)

Consequente, £ = £ (x*) e £ = £ (x7)["} Isso implica que as isometrias conformes em R*!

correspondem a transformacoes da forma
T ff(xT) e x> f(x). (2.208)

Infinitesimalmente,

xT > X = xt 4 eF(xh). (2.209)

Assumindo periodicidade P nas coordenadas, conforme descrito em (Haman, 2022),

podemos expandir e*(x*) em modos de Fourier:

27
e(x*) = Z €; exp (i—nx*). (2.210)
P
nezZ
Fica claro, portanto, que as isometrias conformes em d = 2 determinam uma algebra de

dimensao infinita.

Sendo €} os pardmetros infinitesimais, os geradores correspondentes sao
iP 27
Ir=—exp <i?nxi> ds, (2.211)

onde % ¢é um fator de normalizacio.

*"Essa anélise pode ser realizada no plano dos nimeros split-complex (Emanuello; Nolder, [2015), os quais
diferem dos niimeros complex usuais por serem niimeros da forma a+ jb cuja unidade imaginaria satisfaz j* = +1.
Nesse formalismo, a analogia com o caso euclidiano torna-se particularmente transparente.
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Tomando o comutador dos geradores, tém-se

Lo iP\? o . , 2m , 2m
5. 0] = oo ) &P 1?(n +m)x 95 + iom ) - d: + i5n (2.212)
Vs

=(n—m) <£> exp (iz?ﬂnxi>

= (n - m)l:ﬂn

P\’ 2
[I517] = (;—n) exp (i?ﬁ (nx* + mx*)> [0.05 — 0+0.] (2.213)

Portanto, a algebra conforme ¢é isomorfa a soma direta de duas algebras de Witt reais,

[ 2] = (n—m)l; [IZ,17] = 0. (2.214)

n+m>

Na secao anterior, foi visto que o grupo conforme impoe fortes restricdes aos invariantes.
No caso bidimensional, devido a presenca de infinitas simetrias, essas restri¢des sao ainda mais
severaﬂ resultando, inclusive, em modelos exatamente soliiveis. Essa caracteristica faz das
CFTs bidimensionais uma area de estudo independente e particularmente proeminente.

+

Observa-se ainda que o conjunto {I7,,[;} U{l;,, [;} gera uma subalgebra finita isomorfa a

51(2,R) @ sl(2,R), correspondente as isometrias conformes globais. Ademais,
50(2,2) = sl(2,R) & sl(2,R), (2.215)

em conformidade com a realizacdo do grupo conforme como SO(2, d) (Schottenloher, 1997).
Por fim, uma vez estabelecido o ferramental necessario, o proximo capitulo sera dedicado

a analise das simetrias conformes no contexto da teoria de campos.

“Em particular, observa-se que ds* = p,,dx"dx" = dx*dx~ — Q*(x)ds* = (Zii%)dﬁ’dx‘,

evidenciando que métricas bidimensionais sdo localmente conformalmente planas.
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Capitulo 3

Simetria conforme

A teoria de grupos, mais especificamente a teoria de representacdes, tornou-se uma
ferramenta essencial em teoria de campos, uma vez que, através das representacdes
irredutiveis do grupo de Poincaré, foi possivel sistematizar nossa compreensdo acerca dos
elementos mais fundamentos dos quais a realidade fisica é composta. Em geral, as
representacdes de grupos de simetria torna viavel a concep¢do de modelos fisicos que sao
inerentemente invariantes sob as transformacgdes de interesse. Nesse contexto, o primeiro
teorema de Noetherﬂ ¢ imprescindivel, pois, além de fornecer leis de conservacao,
estabelecem sob quais condicdes uma teoria Lagrangiana é invariante sob dada simetria.
Neste capitulo, analisaremos a simetria conforme em teoria de campos e as propriedades
de sistemas invariantes sob tais transformacoes. Primeiramente, obteremos as representacoes
do grupo conforme (Mack; Salam, [1969), a fim de determinar a lei de transformacido de um
campo genérico ¢;. Em seguida, analisaremos a invariancia conforme sob o ponto de vista de
simetrias variacionais, através das quais derivaremos as condicdes de simetria sobre a
densidade Lagrangiana da teoria e obteremos as correntes conservadas. Apos discutido o
caso geral, investigaremos a presenca da simetria conforme nas teorias escalar, gauge vetorial
e fermi6nica. Por ultimo, sua presenca em contexto quéntico sera brevemente discutida. Na
maior parte da discusséﬂ seguiremos as notas Conformal Field Theory with Boundaries and
Defects EI, (Herzog, 2021), bem como o classico grande livro amarelo (Francesco; Mathieu;

Sénéchal, 2012).

!Diversas das afirmacdes que serio feitas a respeito do teorema de Noether podem ser encontradas de forma
mais detalhada no apéndice

2Qutras referéncias interessantes sio (Simmons-Duffin} 2017} [Qualls} |2015).

3Estas sdo notas pertencentes a um conjunto de palestras ministradas pelo professor Chris Herzog (King’s
College London) na escola LACES 2021, as quais podem ser acessadas através do link https://www.ggi.infn.
it/laces/LACES21/CFTdefects21.html. Em conjunto as notas, o conteudo das palestras foi gravado e
postado em seu canal do Youtube https://www.youtube.com/@cpherzog,.


https://www.ggi.infn.it/laces/LACES21/CFTdefects21.html
https://www.ggi.infn.it/laces/LACES21/CFTdefects21.html
https://www.youtube.com/@cpherzog
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3.1 Representacdes do grupo conforme

De forma sucinta, uma representacdo de um grupo G consiste na maneira pela qual seus
elementos agem sobre um espaco vetorial. ~Em outras palavras, ao construir as
representacdes do grupo conforme, determinamos como um campo ¢;(x) se transforma, de
modo a avaliar sob quais condi¢des uma teoria de campos é invariante conforme.

Até o momento, foi analisado apenas a a¢do dos geradores do grupo conforme sobre x*.
Contudo, um campo ¢; : M — V nao somente depende das coordenadas do espago-tempo,
como também assume valores em um espaco vetorial V, denominado espaco de representacio,
sobre o qual o grupo atua via multiplicagdo matricial.

Assim, um elemento g € Conf(1, d —1) age sobre ¢;(x) de duas maneiras: por uma agdo em
M = R*!, induzindo a transformacio x s X — que pode ser descrita infinitesimalmente
em termos de operadores diferenciais, conforme analisado previamente —, e por meio de uma

acdo linear em V, caracterizada por uma representagio finita p(g). Dessa formeﬂ,

$i(x) — ¢i(x") = [p(®)V: ¢5(x), (3.1)
onde o elemento g pode ser parametrizado como
g =exp {ia"Pp + éa}p"M,ﬂ7 +iAD + ib”Kp}. (3.2)

A notacio [p(g)]; denota uma implementacio matricial da acio de g no espaco de
representacao V.
A nivel de algebra, os geradores infinitesimais atuam sobre ¢; através de uma representacéo

matricial Ty, segundo

¢i(x") = ¢i(x) + i5€* Tyghi(x), (3.3)

onde Ta¢; = (Ta)’; ¢;(x) denota uma convencio de supressio dos indices que serd amplamente
utilizada ao longo do texto. Por sua vez, considerando uma transformacao de coordenadas

infinitesimal x — x+ ¢, a expansao em série de Taylor do lado esquerdo da igualdade fornece-

“Na interpretagdo passiva, o mapeamento x Vo X! corresponde a uma mudanca de coordenadas, de modo que
o campo ¢/ avaliado em {x"} coincide com o campo original ¢; avaliado em {x*}, isto é, ¢/(x") = [p(g)]; ;(x).
Na interpretagéo ativa, o campo ¢; é transformado no campo ¢/, mantendo-se fixo o sistema de coordenadas {x*}.
Nesse caso, identifica-se ¢;(x”) com ¢;(g™'x), de modo que ¢;(x) —> @/(x) = [p(g)]ji $i(g71x).
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nos

$i(x") = ¢'(x) + €79, ¢i(x). (3.4)

Portanto, o campo ¢;(x) transforma-se infinitesimalmente segundo

5¢i(x) = —€”3,¢i(x) +i8e’ Tagi(x), 5 = ¢i(x") — pi(x). (3.5)

Ao discutir representagdes irredutiveis de um grupo de Lie que contém o subgrupo das
translagdes, é importante destacar o papel particular exercido por tais transformacoes.
Diferentemente das demais isometrias conformes, as transla¢des atuam trivialmente sobre o
espaco interno V, isto é, ndo induzem transformacdes matriciais sobre os indices do campo.
Desse modo, p(g) é composto apenas por representacdes do subgrupo de Lorentz, das
dilatacoes e das TCEs, que formam o chamado subgrupo estabilizador de x = (ﬂ consistindo
das transformacoes que mantém a origem fixa.

Nessas condicdes, a acdo das translacdes reduz-se ao deslocamento de pontos no espaco-
tempo,

di(x+a) = <1 + a0, + %a"a%pag + > $i(x) = exp (ia”P,) pi(x). (3.6)

Ou seja, o gerador infinitesimal P, atua sobre ¢;(x) como

Poi(x) = =10, ¢i(x) (3.7)

Para determinar a ac¢do do subgrupo completo, é conveniente representar ¢;(x) como a

translacdo do campo na origem,

$i(x) = exp (ix - P)¢,(0), (3.8)

de modo que a determinacdo das representagdes do grupo conforme delimita-se a
determinacao das representagdes do subgrupo estabilizador.

Definimos, portanto, sua a¢do na origem como

Mpo$i(0) = 2,5 ¢1(0),  D¢i(0) = iA$i(0), K, $:(0) = x,¢:(0), (3.9)

°Na fisica, esse subgrupo é conhecido como little group, conceito introduzido por Wigner no contexto da
classificacio das representacdes do grupo de Poincaré (Wigner} [1939).
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onde X, é o gerador infinitesimal associado ao spin de ¢;, enquanto A e k, caracterizam a

acdo das dilatacoes e das TCEs sobre o espaco interno. Esses geradores satisfazem

[Zaﬁs zpa] = _i(’]apzﬁa - nadzﬁp - Uﬁpzad + Uﬁazap)s [A, Zpc:f] =0 (310)

[Kp ko]l =0, [Ak,] ==Ky [Ka,Zpo]l = i(Napko = Naoky). (3.11)

No caso do subgrupo de Lorentz, temos
M, $:(x) = My, exp (ix - P)¢;(0) = exp (ix - P)Mpgg[)i(O), (3.12)

onde Mpg = [exp (=ix - P)M,, exp (ix - P)] representa o gerador M,, transladado. Para
calcula-lo explicitamente, utilizamos o lema de Hadamard, através do qual se pode afirmar

que

A

A =exp(—ix-P)Aexp(ix-P) = Z %x’“ o xP [Py, [ [Py [Py Al 1] (3.13)

Como [P,, M,,] = 2in,,Ps e [P,, P;] = 0, os termos de ordem superior a primeira anulam-se,

deixando-nos com

N

. 1 v
M,s = Mps — ix"[P,, My, ] — ax”x [Py, [Py, Mpo ] + -+ = Mpy + x,P; — x,P, (3.14)
Substituindo em (3.12), obtém-se
Mo ¢i(x) = {=i(x,05 — X59,) + 25 } $i(x). (3.15)

A forma explicita de %, depende da representacdo de Lorentz a qual o campo ¢; pertence:

. . A . ~ A
« Campo escalar: caracterizados pela invariancia sob transformacoes de Lorentz, ¢ —

1¢ = ¢, campos de spin 0 transformam-se na representacao trivial e, consequentemente,

3P7 = 0. (3.16)

« Campo vetorial: o grupo de Lorentz age sobre o espaco interno do campo vetorial

por meio das matrizes de Lorentz d x d, A" (w) = [exp (iw”°Z,,/2)]",, de acordo com
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Ay s A (@)A,. Na representacio vetorial, os geradores sdo dados por
&), = i(g* 67 — ' 8Y), (3.17)

de modo que a a¢do de X, mistura os indices do vetor.

« Campo espinorial: férmions i transformam-se em uma representacdo de spin
semi-inteiro da cobertura universal do grupo de Lorentz d-dimensiona]ﬂ Em particular,

. . A . ,
espinores de Dirac transformam-se segundo §y = Apt/, onde Ap = exp (iw,, 27 /2) é

a matriz de transformacao na representacdo espinorial, cujos geradores sao
i
>Po = Z[yp’ Yl (3.18)
y# sdo as matrizes gama de Dirac, satisfazendo a algebra de Clifford d-dimensional
Wy =2n"1

De forma analoga aos geradores de rotagéo, o operador D transladado é dado por
R 1
D =D —ix"[P,, D] - Ex”x"[P,,, [P,,D]] + -+ =D - x"P, (3.19)

em virtude das relacdes de comutacio (2.63) e (2.58). Portanto, acdo infinitesimal da dilatacdo

fornece

D¢i(x) = {ix”ay + iA} ¢i(x). (3.20)

O papel do gerador A pode ser elucidado através da relacdo de comutacdo
[As chf] =0. (321)

Segundo o lema de Schur (Schur, [1905), matrizes que comutam com as matrizes de spin sao
multiplos escalares da identidade 1, caso X,, forme uma representacio irredutivel do grupo
de Lorentz. Nos casos de interesse, em que X ,, define uma representacdo irredutivel, segue
que A = A1, onde A é um ndimero real denominado dimensao de escala, que coincide com

a dimensao fisica do campo ¢; em uma teoria livre. Em particular, essa caracteristica condiz

Em d = 4, a cobertura universal de SO(1,3) é o grupo especial linear das matrizes complexas 2 x 2 de
determinante 1, denotado por SL(2, C). Tal conceito pode ser estendido a R%4-1 onde os espinores (férmions) de
Dirac tém dimensio 242 para d par — decompondo-se em dois espinores de Weyl, cada um de dimensao 24/~
— e 2(4D/2 para d impar, caso em que a representacio é irredutivel.
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com as propriedades de similaridade para sistemas mecanicos analisadas na introducdo do
capitulo anterior. Nas proximas secdes, voltaremos a discutir a respeito da dimensao de escala,
especialmente para os campos escalar, vetorial e espinorial.

Assim, além do spin do campo, a dimensao de escala A também classifica representagdes

irredutiveis do grupo conforme.

Por ultimo, utiliza-se (2.66), (2.63), (2.59) e (2.58)), a fim de obter

A

: 1, .,
K, =K, —ix"[P,,K,] — Ex”x [Py, [Py, K, 1] + ... (3.22)

= K, — 2x"(1,,D + M,,) + ix"x" (1,,[Ps, D] + [Py, M, ]) + ...

= K, — 2x"(n,,D + M,,) + (2x,x"P, — x*P,).
Enfim, a acdo infinitesimal das TCEs é dada por
K,pi(x) = {—i(ZxPx”au — xzap) = 2ix°(Npe N+ i%,5) + Kp} ¢i(x). (3.23)
Para representacdes irredutiveis, o gerador k, deve se anular, uma vez que
[A1,k,] = -k, = Kk, =0. (3.24)

Essa caracteristica estd intimamente relacionada ao papel dos geradores P, e K, como
operadores de elevacdo e abaixamento para D. Tendo em vista que [D,P,] = iP, e

[D,K,] = —iK,, observa-se que
D(P,¢:(0)) = i(A+ 1)P,¢:(0) e D(K,$:(0)) = i(A - 1)K,¢:(0). (3.25)

Dado que A informa a dimensdo fisica do campo ¢;, deve haver um valor minimo
permitido para a dimensao de escala, de modo que esse processo de descida eventualmente
seja interrompido. Essa é propriedade definidora dos chamados campos “priméarios”

(Campos Delgado, [2022), que satisfazem as condigdes
D¢i(0) = iAg;(0), K,¢;(0) = 0. (3.26)

Ou seja, um campo primario é aquele de menor dimensao dentro de uma dada representacdo

do grupo conforme.
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Na direcdo oposta, ao atuar repetidamente com P, produz-se os chamados
“descendentes” na linguagem de CFT{} Desse modo, é possivel gerar descendentes de ¢; de

dimensao arbitrariamente alta aplicando sucessivamente o gerador de translacdes,
$:(0) — P, ... P, $:(0), A— A+n. (3.27)

Como a acdo de P, corresponde a derivacdo, um campo primario é aquele que nio pode ser
escrito como derivada de outro campo. Assim, embora P, nao tenha a posicdo privilegiada
que possui no grupo de Poincaré, cf. (2.69), D cumpre papel analogo na organizagio das
representacoes.

Determinadas todas as a¢des infinitesimais, facamos as seguintes identiﬁcagf)esﬁ

Sr¢i(x) = —ia’P,¢i(x) = —a”9d,¢i(x), (3.28)
Sppi(x) = éwp"Mpggbi(x) =~ x,0,$;(x) + éwp"nggb,-(x), (3.29)
5p¢i(x) = iAD¢(x) = —=AxP3,¢i(x) — AAi(x), (3.30)

Scdi(x) = —ib’K,$i(x) = =b’(2x,x° — x25;)80¢,-(x) = 26" x°(NpeA +i2,5)Pi(x).  (3.31)

Desse modo, a acdo infinitesimal completa do grupo conforme sobre o campo mostra-se

consistente com (3.5),
5(}5,-(x) = {—eﬂap + %cf)p"(x)Zm7 — o(x)A} ¢i(x), (3.32)

onde &°(x) = " — 4b!Px?] representa o parametro local de Lorentz induzido pela
isometria conforme e o(x) = A + 2(b - x). Ainda, é possivel reescrever os termos dependentes

da representacdo em funcéo de €”,

5pi(x) = {—epap Lo - S0 e>} e (3:33)

"Tanto primarios quanto descendentes compdem parte do vocabulario de CFTs. No caso de CFTs
bidimensionais, define-se, adicionalmente, o conceito de campos quasi-primarios: diferentemente dos primarios,
que sdo aniquilados por todos os operadores de abaixamento da algebra conforme, campos quasi-priméarios sdo
aniquilados apenas pelos geradores K, das TCEs associados a subalgebra global, s0(2, 2). Campos quasi-primarios
sdo o analogo direto de campos primarios em d > 2.

8 A fim de nio sobrecarregar a notagdo, passaremos a denotar os parametros infinitesimais §e* simplesmente

por €.
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O formato encontrado em (3.32) evidencia que acdo do grupo conforme é composta por
matrizes localmente SO(1, d — 1) e uma transformacéao de escala dependente da posi¢do. Desse

modo, a forma finita obtida via exponenciagao equivale a

$i(x) > ${(x) = QDA ¢;(x), A, (x) € SO(1,d — 1). (3.34)

Alternativamente, o formato encontrado em (3.33) destaca a lei de transformagao do campo
¢i(x) sob um recorte mais geral. Em particular, ao analisarmos a forma finita das isometrias

conformes, constatou-se que seu jacobiano é da forma
J () = Q)N (x). (3.35)

De fato, a condi¢do conforme (2.12) no espaco-tempo de Minkowski pode ser expressa

equivalentemente como

N JV5 ()], () = QXD 10, (3.36)

uma vez que A 1, A", = 1, caracteriza as transformacdes de Lorentz. Por outro lado, ao
tomar o determinante de (3.36)), obtém-se que fator de escala esta relacionado ao determinante

do jacobiano segundo

Qx) = 7). (3.37)

Em geral, a transformacao do tensor invariante conforme é

_Atn-m

o gxm gxt gxP dxPm
axa T gxan gx'v gx!vm

ox’

ax

T/pl...yn Vlmvm(x/) — Tal.“anﬁl.uﬁm(x)' (3.38)

Desse modo, os campos transformam-se como densidades tensoriais de peso (A + n —m)/d
sob o grupo conforme, os quais coincidem com as representagdes do grupo de Poincaré nos
casos em que A = m — n.

Na proxima secdo, serdo discutidas as propriedades da simetria conforme em teoria de

campos.
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3.2 Simetria conforme em teoria de campos

Nesta secdo, analisaremos quais condicdes a invaridncia sob isometrias conformes
infinitesimais impde a densidade Lagrangiana associada ao campo ¢;(x), bem como
investigaremos as leis de conservagdo via o primeiro teorema de Noether. Posteriormente,
aplicaremos os resultados obtidos a alguns exemplos.

Seja uma teoria descrita pelo funcional de agé(ﬂ

_ / dix L(¢s, 0,65 x"). (3.39)

A principio, consideraremos uma densidade Lagrangiana dependente dos campos ¢;(x), de
suas primeiras derivadas 9,¢; e, possivelmente, das coordenadas x".
Sabe-se que uma transformacao infinitesimal d ¢; corresponde a uma simetria da acao desde

que seja satisfeita a condicao

SE = —5¢,

i a(8y¢)5(a W Pi) = (3.40)

isto é, a variacdo de forma da densidade Lagrangiana deve ser igual a um termo de derivada
total.

Sob tal condicdo, o teorema de Noether para simetrias globais afirma que, para cada
simetria continua, existe uma corrente conservada on-shell, cuja expressio, cf. , ¢é dada
por

8£ H —
a”( 20,907 A) 53,5 (4D

onde o vocabulo on-shell denota a imposicao das equagdes de Euler-Lagrange,

5_£-—£_a <—3E )—0 (3.42)
S¢i o \aud)) '

Dito isto, analisaremos, caso a caso, os vinculos impostos a densidade Lagrangianﬂ a fim

de verificar a condic¢éo (3.40).

?A dependéncia funcional dos campos sera omitida ao longo desta secéo.
10Esta analise tem como base (Callan Jr; Coleman; Jackiw, [1970}; |Coleman; Jackiwi |1971).
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Translacoes No caso de translacdes (3.28), temos

5L = —a’ (8¢ 3, + a(jﬁ(ﬁ)a a,,gzs) =9,(-a’L) + apii (3.43)

Observa-se que a simetria translacional impde a densidade Lagrangiana independéncia

explicita nas coordenadas x". Desse modo, a condicdo de simetria off-shell é dada por

oL oL
——=0,0,¢; = = 0. (3.44)
axf’

7= 50 g

Equivalentemente, a condi¢do acima pode ser reescrita na forma (3.41), como a conservagao

on-shell do tensor de energia-momento canonico,

5e oL
9,Tr" = -3¢, T =

56, R M (43)

A carga de Noether associada, (C.34), corresponde ao momento linear:

_ d-1 oL 0
Pf_!d x <a(ao¢) 9 i — ryp/.i) (3.46)

t

Transformacodes de Lorentz Sob transformacdes de Lorentz infinitesimais (3.29), temos

B oL . i oL - I s
oL = % (—wp X5 0p i + Ew" Zp0¢i) + 3(3—/@1‘)8” <—a)p X 0phi+ Ewp 2pa¢i) (3.47)
oL
— 5 (—wf° po
= 0,(—x,L) + w x(Ia p
1 oL oL
S | 2= Ay — Nyo ,+l o 2p60u0i] -
2 [a(apgbi) (11522 = 1109)) ¢ ¢ Zpodi * 500,90 ”(ﬁ]

Essa expressdo evidencia que a invaridncia sob transformacdes de Lorentz requer

invariancia sob translagdes e, adicionalmente, que seja satisfeita a condicéo off-shell

oL 8 oL

a(ayg{)i) <’7/1pao - ngap) ¢ = ¢ p0¢1 a(a”(ﬁ) po'au¢i- (3.43)

Ao reescrevé-la em um formato mais sugestivo,

] aﬁ o 5£ o o (04 o
TV — T = -9, (la(a ¢')2P ¢i> zgzp b, 37 = n% 05, (3.49)
n¥i i
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conclui-se que teorias invariantes sob transformacoes de Lorentz possuem tensor de energia-
momento com parte antissimétrica proporcional a matriz de spin (on-shell). Em particular, o

termo entre parénteses é denominado tensor de spin,

oL
§HPT = 3 .. (3.50)
50,0 ¢

Analogamente ao caso das translacdes, as condic¢des off-shell podem ser utilizadas para obter
a corrente de Noether. Neste caso, utilizando (3.44) em conjunto com (3.49), obtém-se a

conservacao do tensor de momento angular:

5L
M = ———= (xP97 = x7" + i), M7 = xPTI — x" T + S"°. (3.51)

S

A carga de Noether associado é dada por

oL
MPo = / dx <xPT£” — x, T + iZP"qSi) . (3.52)
(90 9:)

t

Procedimento de Belinfante-Rosenfeld Para um sistema invariante sob a acdo
infinitesimal do grupo de Poincaré (3.49), é possivel simetrizar o tensor de energia-momento
candnico a partir da melhoria de Belinfante-Rosenfeld (Belinfante, 1940; Rosenfeld, [1940).
Inicialmente, nota-se que a conservacdo do tensor de energia-momento nao é alterada
mediante adi¢do de um termo de derivada total 9,X*?°, desde que X**? = —XPH  Assim,

define-se o tensor simétrico de Belinfante como

05" = T/ + 9,X""7. (3.53)
Tendo em vista que 03" = 03, utiliza-se a fim de obter

XHPT — XHOP = GHPO (3.54)

Permutando os indices ciclicamente e somando as permutacdes de forma apropriada, chega-se

a

1
XHPO — 5 (S#P9 4 SPOH — SOHPY (3.55)
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Portanto, determina-se um tensor de energia-momento manifestamente simétrico:
0%’ = TP + %a,, (SHP7 4 SPOH — STHPY (3.56)
Substituindo em M##?, obtém-se
MM = xP0R° — x708 — 9, (xP XM — xT XVHP), (3.57)
do qual se define um novo tensor de momento angular,
M = xP0% — x° 0. (3.58)
A nova corrente é conservada e as cargas associadas sdo mantidas.

Dilatacao Para dilatacoes, tem-se que

- oL oL
SpL = —Aa—¢ (xP9,¢: + A;) — Aa(a—ma# (xP9,¢: + Ady) (3.59)
=9,(- Axp[,)+/1x"% -y aqslAqﬁl a(ngs)(m 1)9,¢; —

Assim como no caso anterior, a invariancia sob dilatacdes requer invariancia translacional —
uma caracteristica ubiqua quando se trata de transformagdes de coordenadas. Adicionalmente,

deve-se satisfazer a condigao off-shell

oL oL

EA@ 3G, d))(A +1)3, ¢ — dL = 0. (3.60)

Tal condicdo constitui a realizacdo, em teoria de campos, das similaridades mecanicas: a
densidade Lagrangiana deve ser uma funcdo homogénea generalizadﬂ de ¢; e 9,¢;. Em

particular, o campo ¢; escala com sua dimensdo de massa, isto é,

[¢:] = M",  [0.¢:] = MO, (3.61)

"Fun¢des homogéneas generalizadas (Hankey; Stanley} [1972) diferem das funcdes homogéneas mencionadas
na discussdo inicial deste trabalho por permitirem que cada um de seus argumentos se transforme com um
expoente distinto, denominados pesos, cuja soma determina o grau de homogeneidade da funcdo. Na literatura,
sdo mais comumente encontradas sob a denominagio de funcdes quasi-homogéneas (Anosov, D. V.; Arnold;
Anosov, D.,|1988).
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de modo que [£] = M4
Como o elemento de volume d%x transforma-se como uma densidade escalar, cf. (C.4),

dilatacoes modificam-no segundo
dix 5 Qldix,  Q=exp(d). (3.62)

Assim, caso a densidade Lagrangiana transforme-se como uma densidade escalar de peso —1,
o produto £ d’x comporta-se como um escalar, assegurando que transformacdes de escala
constituam simetrias da acéo.

Aqui, fica evidente que a dimenséo de escala A corresponde, de fato, a dimensao do campo,
expressa em unidades de massa no sistema de medidas em que ¢ = h = 1. Ademais, conforme
discutido na secdo anterior, a derivacdo atua como um operador de levantamento, 9, N At Ay,
elevando a dimensdo do campo em uma unidade.

Dado que a homogeneidade da densidade Lagrangiana, sob transformacdo de escala, é
assegurada quando a dimensionalidade dos termos que a compdem decorre exclusivamente
dos campos ¢; e suas derivadasEI, a presenca de constantes de acoplamento dimensionais ou
coeficientes de massa introduz escalas caracteristicas e, consequentemente, acarreta a quebra
da simetria de escala. Desse modo, essa forma de invariancia revela-se altamente sensivel a
perturbagdes quanticas.

A condicao (3.60) pode ser reescrita como

L oL
Nuv T{,{JV = _au (a(j—MAqsl) - (S_QbiAd)i, (3'63)

ou seja, a invariancia de escala equivale a dizer que o traco do tensor de energia-momento
candnica corresponde, on-shell, a uma derivada total, especificamente um termo de
divergéncia.

Ao juntar a condicdo de invariancia translacional, obtém-se a lei de conservacao
associada a corrente de dilatacéao,
L oL
5¢i a(ay¢1)

2Neste momento, torna-se mais nitida a razdo pela qual as fungdes de N pontos obedecem as leis de
transformacdo (2.160) e (2.173) sob dilatacdes e TCEs, respectivamente: tais leis decorrem diretamente das
dimensodes de escala atribuidas aos campos que as compdem.

9,D = ——(x0,¢; + Adi), D' =x,TI + Ag;, (3.64)
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cuja carga de Noether é dada por

D’ = / dx (xpTCOP + a(zﬁ¢_)A¢i>. (3.65)

t

Caso o sistema seja também invariante sob transformacgdes de Lorentz, a corrente de

dilatacdo escrita em termos do tensor de energia-momento simétrico assume a forma

e
EICED)

Dy = x,0f + n*V,, 'V, (Moo +12p5) i, (3.66)

de modo que

9,Dy =0 = 1,05 =—-9,V". (3.67)

Portanto, a conservacgio da corrente de dilatacdo implica o trago do tensor de energia-momento
simétrico ser o divergente da quantidade V*, denominada corrente do virial (Coleman; Jackiw,

1971) em virtude de ser o analogo da expressao (2.5) no contexto de teoria de camposEl

Tensor de energia-momento de Callan-Coleman-Jackiw (CCJ) O traco do tensor de
energia-momento ser um termo de derivada sugere a possibilidade de elimina-lo por meio
da adi¢do de um termo de melhoria, a semelhanca do procedimento de Belinfante—Rosenfeld

(Callan Jr; Coleman; Jackiw, |1970). Propde-se, portanto, a modificacao
po __ ppo 1 nvpo

da qual se obtém

14 14 1 14
V! =9,0,1", I = Y, (3.69)

A fim de que a conservagao e a simetria do tensor de energia-momento sejam preservadas,

a modificacdo deve satisfazer as seguintes propriedades:

9,0,0,Y"P7 =0 e 9,0,Y""" =3,d,Y"". (3.70)

BNote que ao considerar um campo ¢; de spin zero em (0 + 1)-dimensio espago-temporal, a corrente do virial
é reduzido a Vy = Apx, onde identificamos o campo escalar com a coordenada espacial e o momento conjugado
com o momento linear.
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Sob essas condicdes, a forma mais geral de escrever Y#"° em termos de L*" é dada mel
YHVPO = 4 (qp”L(’”’) _ n”L<”p) _ ry”pL(”) + quL(pa)) +b (’7’” npa _ ,7/47,71/0) Laa, (3.71)

onde a e b sdo coeficientes a serem determinados. Contraindo a expressdo com 7,,9,9,,

determina-sdD
2 2

iz ¢ ameay P 7

a =

Em termos do tensor de energia-momento melhorado, o tensor de momento angular M5"’

¢é escrito como

M = X0 = Ol 3 [0,0) (Y =Y ) 30,7 a7

1
2
Os termos adicionais ndo modificam sua conservacido nem suas propriedades de simetria.

Desse modo, pode-se substituir Mg"” por M#*7 = x” 0/, — x7 6, na construcio dos geradores

de momento angular (3.52).

Por sua vez, a corrente de dilatagio também pode ser reescrita em termos de {7, como
1
Dy = x,0¢¢) = 940 (YPPx,) — 9, L) + VH, (3.74)

Uma vez que segunda parcela ndo interfere na conservacao, ela pode ser descartada. Ja os dois

ultimos termos podem ser reorganizados da seguinte maneira:
1
V= 29, (L + L) = (V# = a,L") — 9, LM, (3.75)

Nessa forma, observa-se que a segunda parcela é uma derivada total de um termo
antissimétrico e, portanto, nao contribui para a carga de Noether. Da primeira parcela,

obtém-se a condicdo de consisténcia

V= 9,L. (3.76)

“Uma maneira de obter tal expressio consiste em inicar por um termo simétrico nos indices (po), como n?? L*",
e adicionar iterativamente novos termos de modo que as propriedades sejam sempre satisfeitas para cada
par de termos sucessivos. Esse mesmo raciocinio aplica-se ao traco L*,. Ao final, esse procedimento conduz a
um ciclo fechado sob as simetrias impostas, selecionando naturalmente a parte simétrica de L como condigéo
de consisténcia do método. Cabe ressaltar que a expressdo obtida néo é unica, havendo outras que satisfazem tais
requisitos, como pode ser encontrada em (Francesco; Mathieu; Sénéchal| 2012} |Callan Jr; Coleman; Jackiw} [1970;
Coleman; Jackiw| [1971).

Em d = 2, temos a restri¢io adicional LW = iV L%, sob a qual obtém-se YF'P7 = (g nf? — ptPp¥?) L.
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Isto é, apenas nos casos em que a corrente do virial pode ser escrita como a divergéncia de

uma funcgéao local L*” o trago do tensor de energia-momento se anula,
9,D' =0 = n,,00¢, =0, D"=x,00,. (3.77)

O significado preciso da condicéo (3.76) sera elucidado a seguir, no contexto da invariancia

sob TCEs.

Transformacdes conformes especiais Sob TCE (2.99), a densidade Lagrangiana

transforma-se segundo

oL
99

- b? { 8(3£¢) [(2xpx —-x 5")8 Gi + 2x°(Npe A + i2,05) P ] }

ScL =—b”? { [(prx - x25”)a ¢i + 2x° (N6 A + lng)gb] } (3.78)

=09, [—b’)(prx" - xzég)ﬁ] —2b°V, + b”(prx" - xzé")£
oL 8
— 4plryol a(a—m(qwag—qw )i +l ¢ 2pedi + a(a ) Yo ,,(/5]
oL
—2b-x 9¢z A¢g; + 3, ¢)(A+1)8y¢, }

Em total conformidade com anélises anteriores acerca do grupo conforme e suas
representacdes, nota-se que a transformacdo da densidade Lagrangiana abrange um
deslocamento infinitesimal em M, uma transformacao de escala dependente das coordenadas
e uma transformacéo pseudo-ortogonal local. Em decorréncia de tais propriedades, a simetria
sob TCEs implica que o sistema é invariante sob translacdes, transformacdo de Lorentz e

dilatacgdes, enquanto a reciproca nao necessariamente é verdadeira.

Utilizando-se das relagdes (3.44), (3.49) e (3.63), as trés condicdes de simetria off-shell

resultam conjuntamente na expressio de conservagio

~ 5L
9Kl —2VP = —% [(x’)x" —x*nP7)0, + 2x,(n" A + in”)] éi, (3.79)

i

onde K*? é uma quantidade definida como

I%f" = (2x"x, — 2x*6P)T" + 2x° ———~ (N A + i ,5) i (3.80)
a(a,,qﬁ) ’ ’
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Evidentemente, essa quantidade néo é conservada. Em particular, nota-se que, para além da
invariancia sob o subgrupo de Poincaré estendido as dilatagdes, TCEs constituem simetrias
do sistema apenas quando a corrente do virial é nula ou quando corresponde a um termo de
derivada total, isto ¢, a condigdo de simetria (3.40) aplicada em ( é satisfeita de modo néo
trivial quando V# = 9,L**. Desse modo, define-se a corrente canonica associada as TCEs,

denominada corrente conforme (Polchinski, [1988)), como
K' = KM — 2LPF, (3.81)

a qual é devidamente conservada on-shell, como evidencia (3.79).

A carga de Noether associada é obtida da integral espacial da componente y = 0,

K/ = / d'x

%

(2x"xy — 2x*8P)TY7 + 2x° ( 5 )(quA +i%,0)p — 2L7°| . (3.82)
0

Juntamente ao momento linear (3.46)), momento angular (3.52)) e a carga associada as dilatacoes
(3.65), essas quantidades satisfazem a algebra conforme sob os parénteses de Poisson, cf. (C.49).
A propriedade de traco nulo do tensor de energia-momento decorre diretamente da

simetria sob TCEs, sendo a reciproca também verdadeira. Em particular, se
Npe0y =—0, V¥, (3.83)
o sistema possui invariancia de escala. Adicionalmente, se
Moo 0 = —0,0, L1, (3.84)

o sistema é invariante conforme e, consequentemente, o tensor de energia—momento 9’5(2 7> para
o qual 77,,0%¢; = 0, existe.

De fato, as condicdes de simetria associadas as TCEs desempenham, em certo sentido, um
papel distinto: reforcam o carater de trago nulo do tensor de energia-momento como
propriedade caracterizadora de sistemas invariantes sob a agdo infinitesimal do grupo
conforme. Com efeito, a “lei de conservagdo” associada a K!” decorre das conservacdes
previamente estabelecidas, em conjunto com a condicdo (3.76), nao constituindo,

essencialmente, uma lei de conservagao independente.
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Tal aspecto pode ser evidenciando ao expressar a corrente conforme em termos do tensor
de energia-momento 677,. Primeiramente, escrevendo-a em termos do tensor simétrico de

Belinfante, tem-se
K" = (2x"x,—x*80) 05" +2xP 9, LW =204 +29,(x" L) -0, [(2x"x, — x*62)X 7], (3.85)

onde utilizou-se a decomposicio L+ = LW + LIkl
Uma vez que termos superficiais ndo alteram o contetido fisico das cargas, define-se a

corrente conforme de Belinfante como
Kg" = (2x"x, — x*80)05" + 2xP 9, LV — 2L, (3.86)

Assim, a expressdo geral da corrente de Noether associada as isometrias conformes,

cf. (8.41), escrita em termos do tensor de energia-momento simétrico, é dada por
Tlons = €05 + (- )V* = 3,(2- €)LW. (3.87)
Em seguida, utilizando a modificacdo de CCJ , obtém-se
Kf’ = (2xPx, — x*80)0%00, — %80(8/3 [(prx(7 - xzég)Y“ﬁ”"] — 3,(YP"x,). (3.88)

Mais uma vez, os ultimos dois termos sdo fisicamente irrelevantes e, portanto, a corrente
conforme reduz-se a forma

K' = (2x"x, — x*80) 0%, (3.89)

Evidentemente, sua conservacio decorre do fato do tensor de energia-momento 6, possuir
traco nulo.
A fim de tornar a discussido mais concreta, analisaremos a invariancia conforme na teoria

escalar, na teoria de gauge vetorial e na teoria fermidnica de spin 1/2.

3.2.1 Campo escalar

Consideremos a agdo de um campo escalar real autointeragente

1 1
Sole] = /ddx Lo(@,0,0), Lo(p,d,0)= 31" dupdve = Emztpz - V(o). (3.90)
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da qual seguem as equagdes de movimento do tipo Klein-Gordon na presenga do potencial

((l )’

Previamente, foi inferido que a condi¢do de homogeneidade pertinente a invariancia sob
dilatagcoes é assegurada quando a dimensionalidade da densidade Lagrangiana decorre
exclusivamente dos campos e de suas derivadas. Desse modo, o termo cinético é

particularmente adequado para a determinacgio da dimenséo de escala. Assim,

9,09, 0 > QX9 03 ¢, (3.92)
Dado que uma transformacgio de escala finita é uma simetria da acdo quando a densidade

Lagrangiana corresponde a uma fungdo homogénea generalizada de grau —d, isto é,
L(d,0) = L3, @O0, 0) = QL1 0,0, (3.93)
conclui-se que a dimenséo de escala do campo escalar, denotada por A, ¢ avaliado como
A, = —=. (3.94)

Tendo em vista que M = L' (¢ = h = 1), a dimensdo de escala A, concorda com a
dimensao de massa do campo escalar em d dimensdes. Nesse sentido, termos massivos
presentes na densidade Lagrangiana quebram a invariancia de escala, uma vez que o termo

% n3 iadi do ad d d had A
¢* ndo possui a dimensdo adequada e, portanto, deve ser acompanhado por um pardmetro
massivo m, mais especificamente m*. Quanto ao termo de potencial V(¢), a condi¢io de

simetria off-shell, cf. (3.60), fornece

0 d
05 V)=V, d=2 (3.95)
@ Ay
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Infere-se que V(¢) deve ser uma funcédo homogénea generalizada de grau d com peso A,
isto é, V(¢) 2, V(Q ™) =[V(p)]™, cuja forma geral corresponde ao monémi

V(p) = go", n € Zy. (3.96)

T d-2

Aqui, g, é uma constante de acoplamento adimensional.

Note que os possiveis pares (n, d) sdo aqueles para os quais d — 2 divide 4, isto é,

2d__,, 4 (3.97)
d-2 = d-2 '
Ou seja, os Unicos pares disponiveis sdo {(3, 6), (4, 4), (6, S)E
Em resumo, a simetria sob dilatacdes demanda as condicoes
2d
V(p)=gnp" e m=0, n= T (3.98)

Embora o cenario apresentado seja favoravel a simetria conforme — respeitadas as
limitagcdes impostas pela invariancia de escala —, ainda é preciso analisar o traco do tensor de

energia-momento. Segundo (3.45), obtém-se

TP = 9°93° p — 1P L. (3.99)

'“Embora um termo de auto-interac¢éo polinomial invariante conforme, como em (3.96), no esteja disponivel
em d = 2, é possivel construir teorias dindmicas néo triviais e invariantes conformes por meio de redefini¢des
néo lineares do campo escalar, o que conduz a modelos como a teoria de Liouville (Jackiw} [2006).

7Fora os inteiros positivos, n = —2 é o inico valor inteiro para o qual d > 0. Nesse caso, a teoria escalar em R,
a partir da identificacio x(¢) = ¢(t)/ Jm, corresponde ao sistema mecanico exatamente solivel de uma particula
ndo relativistica submetida a um potencial inversamente proporcional ao quadrado da distancia, analisada em
(Alfaro; Fubini; Furlan [1976) e, mais recentemente, em (Andrzejewskil 2016). Esse sistema coincide com o caso
especial discutido no inicio deste trabalho, acerca das similaridades mecanicas.
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Devido a auséncia de spin, o tensor de energia-momento candnico é manifestamente

simétrico, nao requerendo a melhoria de Belinfante-Rosenfeld. Ao tomar o trago, segue que

Moo T = ——(d 2)17°0,0d5¢ + d ( 2o + V(<P)>

d

= ——(d 2)9, (1°° 9d,¢) + m*p* — 1 (@d—(pV((p)—nV(@)

93) d-2
= —MJ( 7 902)

Exceto no caso d = 2, no qual o campo ¢ transforma-se como um escalar de Lorentz sob a
acdo do grupo conforme, infere-se que a teoria escalar nao é manifestamente invariante
conforme ao nivel do tensor candnico. Todavia, a condi¢do (3.76) é satisfeita e,
consequentemente, existe Q’é‘é ;- Em particular, a funcdo L*°, primitiva da corrente do virial,

corresponde a
d-2
4

L7 = n"’ ¢°. (3.100)

Sendo assim, o termo de melhoria de CC]J, obtido via (3.71), é dado por

1 d—2
9,0, Y = ——_(pP?9% — 9P97) ¢°. 3.101
2°F 4(d - 1) (n Jo ( )

Portanto, a teoria escalar (3.90), cujo tensor de energia-momento melhorado ¢é igual a

po B PO A2 _ Ap A0 2
00c; = Y Wd-D (nr°0* — 9°9%) ¢°, (3.102)

¢ invariante conforme a nivel classico, dadas as condic¢des (3.98).
Alternativamente, pode-se verificar a invariancia conforme a partir da variacdo

infinitesimal da densidade Lagrangiana L,,
. ) _ ) = d )
0Ly = 1" 9updy 6 —m @S — ——V(p)dop. (3.103)
®

Dado que se trata de uma representacao de spin 0, a transformacao conforme (3.33) reduz-

se a

S =—€0,p — —(8 €)o. (3.104)
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Substituindo em (3.103), obtém-se

d—2
4

_ 1
5Ly =0, [e"ﬁo + ( 17"”@2) 2,0(x)| + 59" 09" ¢ (9,6, + 9y, —20(x)n™)  (3.105)

—o(x)

d , , d d-2 ,,
e+, (oo v -nv) )| - 32 et

Na situacdo em que a transformacéo (3.103) é dada sem contexto prévio, a expressdo acima

torna evidente as condi¢des sob as quais a teoria escalar analisada possui simetria conforme:

1. O vetor €, deve satisfazer a equacao de Killing conforme (2.17);
2. O campo escalar deve ser nao massivo;

3. O potencial de autointeracio deve corresponder a um monémio de grau n = d/A, em

@, em conformidade com (3.96).

3.2.2 Campo de gauge vetorial

Por simplicidade, consideremos a teoria de Maxwell, cuja acdo é dada por
1
S141= [ dx L0040 Li0,A) = =" FraFi (3.106

onde F,, = 0,A, — d,A, é tensor de intensidade de campo.

Da variacdo da acdo, seguem as equagdes de Maxwell ndo-homogéneas:
9,F*° = 0. (3.107)

Note que o termo cinético do campo de gauge vetorial é quadratico nas primeiras derivadas
do campo A,. Por se tratar de uma estrutura analoga a do campo escalar, é esperado que a
dimensdo de escala do campo vetorial, denotada por A,, seja igual a A,. De fato, sob uma

transformacao de escala, temos
Q  ~-2(As+1)
FyoFy — Q FooFyy. (3.108)

Portanto, pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente, o fator de escala do campo
vetorial é

Ap=——. (3.109)
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E importante evidenciar que, devido ao fator de escala global proveniente das dilatacdes,
cada um dos termos que constituem a densidade Lagrangiana de uma teoria invariante por
escala corresponde, individualmente, a uma funcdo homogénea generalizada de grau —d.

Desse modo, supondo um termo de interagdo £; = L;(¢, 9,9, A, ), a condi¢ao (3.60) fornece

3
oL
WY =dL, 3.110
2 x¥agy = dls (3.110)

onde ¥, € {¢,d,¢, A,} sdo as variaveis e y, € {A,, A, + 1, A4} é denominado vetor peso.
Nos moldes de (3.96), as solu¢des mais simples e locais sdo polindmios de grau homogéneo

d, onde cada mondmio pode ser escrito, de forma esquematica, comoEl

3
Lr=co™@p) (A", D nuy.=d, (3.111)
a=1

respeitando a covariancia de Lorentz e a simetria de gauge. Aqui, ¢ é uma constante de
acoplamento apropriada e n, = (n,, nsy, na).
Dado que y; = Ay, yp = A, +1e y3 = Ay = A, a condi¢do de homogeneidade pode ser

resolvida para d,

(ny + ny, + ny) +ny,=d <= =2(n,+n,)=—-d(n, +ny, + ny—2) (3.112)

n, +na

= d=2

. (3.113)
Ny + Moy +ng—2
Considerando a Eletrodindmica Escalar (SED), nota-se que os termos de interacdo que a

compdem sdo invariantes sob transformacoes de escala em d = 4,
[,fED = —ie(d,0 ¢ — ¢ 0,0) A" + ezAuA”(p*(p, (3.114)

onde ¢* denota o conjugado complexo de ¢, cujo fator de escala é também A, e e simboliza a
carga elétrica.

Para o primeiro termo, a contagem dimensional corresponde a n, = 1, ny, = 1 e ny = 1,
enquanto para o segundo termo tem-se n, = 2, ny, = 0 e ny = 2. Em ambos os casos, a

condicdo de homogeneidade é satisfeita em d = 4 e, portanto, ndo introduzem escalas na teoria,

BDeve-se ressaltar que os expoentes n, sio meramente indicativos da contagem dimensional, de modo que
os fatores presentes em (3.111) ndo constituem estruturas independentes, mas organizam-se em combinacdes
compativeis com as simetrias fundamentais da teoria.
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a nivel classico. Em decorréncia disso, torna-se evidente que o modelo de Higgs abeliano ndo
massivo é classicamente invariante sob dilatagdes.

Cabe ainda salientar que a teoria de Yang-Mills também possui simetria de escala em d = 4.
Em comparacio a teoria abeliana, surgem termos de autointeracdo quarticos, cuja estrutura é
analoga a da interacdo quartica , bem como termos ctbicos, da forma 20,4, A*A", que
possui contagem dimensional analoga ao primeiro termo em (3.114).

A fim de verificar se, adicionalmente, a teoria de gauge vetorial é invariante conforme,

consideremos a acao infinitesimal do grupo conforme (3.33), a qual, no caso vetorial (3.17), é

reduzida a
5A, = —eba A, — by 4, = DA A
u=—€"9,A, — Eapeg(Z ) A — 7(8 €A, (3.115)
&1 Ay—1
—€"9,A,—9,€"A, — %(a - €)A,.
E sabido que a implementacdo da transformacio 6cA, = —€"9,A, — 9,€"A, conduz ao

tensor de energia-momento candnico, ndo simétrico. No inicio do século XX, Bessel-Hagen
(Bessel-Hagen, |1921) ja havia notado que esse “problema” decorria do uso incompleto das
simetrias da teoria de gauge vetorial, resultando em uma transformacao gauge-dependente. A

fim de manifestar a invariancia de gauge, essa transformacéo deve ser suplementada por
5gA, = 9,(e"A,). (3.116)
Assim, a transformacao pode ser reescrita de forma gauge-covariante como
5rA, = €'F,, (3.117)

de modo que a agao infinitesimal do grupo conforme assume o formato

-4
5AH = EVFIIV - dz—d(a : E)AH‘ (3118)

Portanto, ao invés de recorrer a melhoria de Belinfante—Rosenfeld, é possivel diretamente
obter o tensor de energia-momento simétrico 64’ a partir da transformacio melhorada acima

(Banados; Reyes, [2016).
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Substituindo a transformacdo melhorada na expressdo da corrente conservada em (3.41),

obtém-se
d—4
2d

1
J" = e, (—F”’JFVP + ZU”VFMFP") —(9-¢€) FA, (3.119)

A 3 . v
Enquanto o termo entre parénteses é reconhecidamente 6%’, o segundo termo, em

comparagao a (3.87), corresponde a corrente do virial

d—4
VP == —F"A, (3.120)

A expressdo da corrente conservada , correspondente a transformacio da teoria de
gauge vetorial sob acdo das isometrias conformes, ndo reproduz integralmente a corrente
(3.87). Consequentemente, evidencia a impossibilidade de reescrever em termos de
uma funcdo primitiva LP? — isto é, V¥ # 9,L’° —, o que impede a eliminagdo do traco por
meio do termo de melhoria de CC]J.

Portanto, exceto em d = 4, a teoria de gauge vetorial ndo possui simetria conform Assim
como no exemplo do campo escalar, a corrente do virial nula é condicdo para que o campo
transforme-se na representagio correspondente do grupo de Lorentz, sob a¢io infinitesimal do
grupo conforme. Desse ponto de vista, a corrente do virial é também denominada conformal
vector deficiency (Srivastava,|1973), uma vez que sua presenca impede que o campo transforme-
se como um tensor de Lorentz.

Ademais, note que a observacao acima sugere um padrdo a respeito da invariancia de um

campo particular em dimensdes especificas do espago-tempo:

d=2—¢ (3.121)
d=4— A, (3.122)
d=6— ? (3.123)

De fato, esse padrao é naturalmente compreendido no contexto de campos de p-formas, os

quais sdo invariantes conformes em d = 2p+2 dimensdes (Thierry-Mieg; Jarvis, 2025). Ou seja,

YNesse caso, a expressio geral da corrente conservada (3.119) ndo contempla a corrente conforme.
Consequentemente, o termo de borda A* ndo podera ser associado a L*°, sendo nulo para as demais simetrias
analisadas.
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em d = 6, o campo de Kalb-Ramond B,, = —B,, é invariante conforme e, consequentemente,
a teoria de gauge usualmente associada também herda tal propriedade (Pons, 2011).

Em dimensdes impares, mais especificamente em trés dimensoes, Jackiw e Pi (Jackiw; Pi,
2011) evidenciaram que a invariancia conforme pode ser realizada por meio da dualidade de

Hodge entre F,, e um campo escalar.

3.2.3 Campo de Dirac

Para o caso fermidnico de spin 1/2, consideremos a a¢io

Saldl = [ dixLo(po,9) Loly.0,) =) (', -m) . (@12

A respectiva equacdo de Euler-Lagrange corresponde a equagio de Dirac:
(iy*o0,—m) ¢ = 0. (3.125)

Diferentemente dos exemplos analisados previamente, a densidade Lagrangiana de Dirac
Lp ¢ linear nas derivadas do campo ¢ e, portanto, seu fator de escala, denotado por A, nio

segue o padrdo anteriormente observado. De fato, sob uma transformacio de escala, temos
. o-(Ay+1)
0, —> Q .. (3.126)

Desse modo, assumindo que o adjunto de Dirac i transforma-se com o mesmo fator de
escala que ¥/, obtém-se

Ay=——. (3.127)

Ainda assim, a invariancia de escala é garantida apenas no caso nao massivo, uma vez
que a equidimensionalidade entre os termos cinético e massivo ndo pode ser satisfeita sem a
introducdo de um pardmetro de massa.

No que diz respeito aos termos de interacdo possiveis, a analise se restringira a interagdes
férmion-férmion, escalar-férmion e vetor-férmion, segundo a dependéncia funcional £; =

Li(Y, @, A,). Assim, sob considera¢des analogas a (3.111), a analise dimensional adaptada para
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os coeficientes ny, n, e n, resulta em

ny +2(n, + ny)

d= .
Ny +n,+ng—2

(3.128)

Alguns modelos pertinentes a discussao estdo dispostos na tabela abaixo.

Modelo Yukawa tipo Yukawa QED Thirring Gross-Neveu
L, . vyt Uyy AL Wyry) ()
(g, ngpona) | (2,1,0) (2,2,0) (2,0,1)  (4,0,0) (4,0,0)
d 4 3 4 2 2

Tabela 3.1: Classificagao de interagdes segundo sua estrutura e dimensao critica de
invariancia de escala.

Verificada a simetria de escala dos férmions de spin 1/2, investiguemos a possibilidade da
invariancia conforme completa.
Para férmions de Dirac, a transformacéo infinitesimal induzida pela acdo das isometrias

conformes é dada por

S5Y =—€d,y + %3;,60[}/’), Y1y — %(5 Y. (3.129)

Para obter o tensor de energia-momento correto (conservado), é preciso escrever a

densidade Lagrangiana na forma explicitamente hermitiana,
Lij = ; Iy oy = a,9v"y) —myy. (3.130)
Ao calcular o tensor de energia-momento candnica, percebe-se a auséncia de simetria,
R - G Y A (5.131)
a qual pode ser restaurada por uma simetrizacdo direta dos indices, isto é,
0 = (X7 + T0) = L [J1207y = @ DYy + Gy ) — @ PyY] -7 Lo (3.132)
Tomando o traco, obtém-se

Moo by = é [Vy°0, — (3,0)y"¥] — dL1js = —(d = DLy + dmyry. (3.133)
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Desse modo, quando m = 0, o traco do tensor de energia-momento simétrico é nulo on-shell
e, portanto, a teoria de férmions nido massivos é invariante conforme para qualquer d # 0.
Alternativamente, tal afirmacdo pode ser inferida notando que V* = 0.

A partir da tabela e de resultados previamente discutidos, conclui-se que o modelo
padrao ndo massivo é classicamente invariante por transformacoes de escala e, em particular,
invariante conforme em d = 4.

Embora seja uma observacdo interessante, o modelo padrdo é uma teoria quantica e,

portanto, é necessario compreender a invariancia conforme além do contexto classico.

3.3 Simetria conforme no regime quantico

Até o presente momento, a simetria conforme foi analisada sob a perspectiva de teorias de
campos classicas. Em particular, verificou-se que tal simetria é caracterizada por um tensor de
energia-momento que é: 1) conservado, 2) simétrico e 3) sem trago. Essa tltima propriedade
decorre de um cenario no qual a simetria de escala é complementada por uma corrente do
virial V* expressa como um termo de divergéncia, d,L"°.

No entanto, a maior parte das teorias de campos fisicas é melhor compreendida no &mbito
quantico, sendo a segunda quantizacio essencial para a descricdo consistente de fendmenos
em escalas microscopicas.

Nesse contexto, novas estruturas emergem, em particular aquelas associadas aos
procedimentos de regularizacdo e renormalizacdo, os quais introduzem uma dependéncia
explicita em uma escala de energia. Como consequéncia, simetrias classicas — especialmente
a invariancia de escala e, por extensdo, a invaridncia conforme — podem ser quebradas a
nivel quantico.

De fato, na presenca de interacdes, o tratamento perturbativo conduz a divergéncias
Ultravioleta (UV) — manifestas por integrais divergentes —, sinalizando a necessidade de
introducdo de procedimentos sistematicos que permitam a obtencédo de previsdes fisicamente
sensiveis. Assim, a fim de restaurar a finitude dos resultados, foram desenvolvidas técnicas
para lidar com tais divergéncias. Em um primeiro momento, por meio da regularizagao,
insere-se um parametro auxiliar — o regulador — que delimita o regime de validade de um

modelo fisico e controla o comportamento das divergéncias. Em seguida, através da
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renormalizacdo, essas divergéncias sdo absorvidas por uma redefinicio das quantidades
fisicas, tais como massa, cargas e outras constantes de acoplamento.

Como resultado, essas constantes passam a depender da escala de energia yu, exibindo
comportamento dindmico. Diz-se, entdo, que os acoplamentos “fluem” com a escala,
caracterizando a quebra explicita da invariancia de escala presente no regime classico.

A ferramenta que permite descrever esse comportamento é o Grupo de Renormaliza¢io
(GR), o qual organiza sistematicamente a dependéncia dos parametros da teoria com a escala
de energia. Nesse formalismo, a evolugdo dos acoplamentos é governada pelas funcdes beta,
definidas como

Bi(g) = u%, (3.134)
7,

as quais codificam o fluxo dos acoplamentos g; = g;(¢) no espago de parametros.
O comportamento de uma TQC ao longo de diferentes escalas é classificada de acordo com

o sinal da funcéo beta.

1. p(g) > 0: o0 acoplamento torna-se mais forte a medida em que a energia aumenta.
2. B(g) < 0: o acoplamente torna-se mais fraco 8 medida em que a energia aumenta.

3. B(g) = 0: o acoplamento independe da escala.

Uma funcio beta positiva descreve um modelo no qual o acoplamento eventualmente
diverge a uma energia finita, indicando o regime em que a teoria perde sua validade
preditiva. Essa é uma caracteristica presente na Eletrodindmica Quantica (QED), onde ocorre
um polo de Landau no regime UV.

Uma funcao beta negativa, por sua vez, corresponde a uma teoria assintoticamente livre.
No caso da Cromodinamica Quantica (QCD), esse comportamento estda acompanhado do
fenémeno de confinamento.

Por ultimo, e o mais relevante para este trabalho, uma funcio beta nula corresponde a um
ponto critico, isto é, um ponto fixo g(i) = g* do GR é alcancado. Nesse regime, o acoplamento
torna-se independente da escala e, portanto, a teoria é invariante sob dilata¢des (em muitos

casos, acompanhada de invariancia conformeﬂ

2Geralmente, a presenca de invariancia de escala implica simetria conforme (Nakayama, |2015). Contudo,
uma prova formal existe apenas no caso d = 2 (Zamolodchikov}, {1986} Polchinski, |1988). No caso em que ocorre
somente invariancia por escala, observou-se que as trajetorias do GR sdo periddicas ou quase-periddicas (Fortin;
Grinstein; Stergiou, |2012).
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Por exemplo, as transicdes de fase de segunda ordem correspondem a pontos criticos do
GR. Nesse regime, o comprimento de correlacio — que caracteriza o tamanho de regides
correlacionadas — diverge, e as flutuacdes sdo observadas em todas as escalaﬂ Em
particular, o limite critico do modelo de Ising bidimensional (Ising, 1925) exibe simetria
conforme.

Nesse sentido, é possivel compreender as CFTs como regimes particulares de QFTs,
caracterizados por um ajuste fino dos parametros para o qual as fungdes beta se anulanﬂ
isto é,

Nu 0cc; = Pi()O'($) = 0. (3.135)

Com esta secdo, encerra-se a discussdo acerca das simetrias conformes em espaco-tempo
plano. No préximo capitulo, veremos como essa simetria pode ser adaptada a teoria de campos

€m eSpag¢os curvos.

210utros exemplos de pontos fixos incluem teorias livres no regime UV e cenarios de seguranca assintética.

%Quando a invariancia conforme é perdida no regime quantico, essa simetria é dita anémala. Em razédo
de (3.135), a perda da simetria conforme ao nivel quantico é conhecida como anomalia do traco ou anomalia
conforme.
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Capitulo 4

Simetria de Weyl

No contexto de sistemas gravitacionais, nos quais a curvatura torna-se uma propriedade
intrinseca na descri¢do do espago-tempo, grupos de simetria globais — tais como o grupo de
Poincaré e o grupo conforme — deixam de desempenhar papel preponderantes, passando a
ocupar uma posicdo, de certo modo, marginal. Ao tornar a métrica dinamica, isto é, ao
promové-la a um campo fisico determinado por equagdes de movimento, o formalismo
através do qual se descrevem os sistemas de interesse passa a configurar-se como
independentes do fundo. Consequentemente, torna-se imprescindivel adaptar o conceito de
“invariancia a menos de um fator de escala” a esse novo contexto, de modo a implementar a
simetria conforme de maneira nio trivial.

Assim, o objetivo deste capitulo é reorganizar as propriedades anteriormente discutidas
acerca do grupo conforme em termos de uma transformacdo que reproduza resultados
analogos aos obtidos para isometrias conformes no espago-tempo de Minkowski. Com esse
intuito, a primeira se¢do motivara a definicdo de uma transformacdo conforme da métrica —
denominada transformacgdo de Weyl —, esclarecendo como o papel das coordenadas pode ser
transposto para a propria métrica do espago-tempo. Em seguida, apresentaremos a relagao
entre as isometrias conformes e as transformacoes de Weyl, no contexto em que estas ultimas
constituem simetrias do sistema. Posteriormente, a equivaléncia entre as diferentes
realizacOes da simetria conforme sera analisada no ambito da teoria escalar e da teoria de
gauge vetorial, onde sera mostrado que a implementacdo da simetria de Weyl recupera os
resultados obtidos para o grupo conforme no limite plano. Por fim, essa “estrutura” conforme

serd brevemente discutida no contexto da teoria de gauge de Weyl.
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4.1 Transformacio conforme em espacos-tempos curvos

Anteriormente, vimos que o grupo conforme consiste, em geral, em um grupo finito de
simetrias do espago-tempo plano, composto por transformacdes globalmente definidas.
Contudo, ao acoplarmos teorias fisicas a uma métrica dindmica, deixa de ser possivel
determinar um grupo de simetrias fixo em relagido ao qual as leis fisicas possam ser expressas
covariantemente. Esse papel passa a ser desempenhado pelo grupo de difeomorfismos do
espaco-tempo, um grupo de simetrias locais inespecificas que sustenta uma forma de
“neutralidade descritiva”, segundo a qual as leis fisicas assumem a mesma forma em
quaisquer sistemas de coordenadas, principio este conhecido como covariancia geral.

Nesse contexto, as isometrias conformes analisadas deixam de possuir um papel
privilegiado, pois, enquanto simetrias especificas do espago-tempo de Minkowski, néo
determinam, em geral, configura¢des compativeis com uma métrica arbitraria. Em outras
palavras, na auséncia de VKCs, o conceito de “invaridncia a menos de um fator de escala” nao
pode ser diretamente aplicado a uma métrica genérica. Consequentemente, tais
transformacdes ndo possuem, em geral, carater distintivo no conjunto das simetrias do
sistema, constituindo apenas casos particulares de difeomorfismos.

Assim, dado que a métrica dinamica define uma estrutura independente do fundo, a acédo
das isometrias conformes sobre as coordenadas passa a corresponder a uma redundancia
descritiva das leis fisicas, na forma de simetrias locais — usualmente denominadas de
simetrias de gauge. Desse modo, a definicio de transformacdes conformes como
transformacdes de coordenadas adquire um carater essencialmente trivial, uma vez que a
invariancia sob difeomorfismo constitui uma propriedade fundamental de teoria de campos
em espagos-tempos curvos.

Para ilustrar essa questdo, consideremos uma transformacdo de coordenadas geral,

possivelmente abrangendo as isometrias conformes:

x" = x"+ a, = A (w)x", (4.1)
xH — x?bH

exp (A)x*, x* = ) 4.2

xp (4) 1—-2b-x+ b%x? (42

/
x'*
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Em geral, sob transformacio de coordenadas, o elemento de linha ds* = gpg(x)dp dx?®

transforma-se segundo
ds’ +— ds” = g (x")dx"Pdx"" = ds’, (4.3)

de modo que sua forma permanece inalterada. Portanto, quando interpretadas apenas do ponto
de vista de transformacdes de coordenadas, tais transformagdes ndo produzem efeito fisico nao
trivial.

Uma forma néo trivial de implementar transformacoes conformes consiste em considerar
transformacdes da métrica que néo sejam induzidas por transformacodes de coordenadas, isto
é, transformacdes ativas que alteram a escala da métrica por meio da qual se mede a distancia
entre pontos(Forger; Romer, 2004). Assim, torna-se possivel descrever o mesmo efeito de uma
dilatacdo das coordenadas através de uma transformacéao de escala da métrica.

Nesse sentido, define-se a transformacao de Weyl como uma transformacéo da métrica, tal
que

g () — Q) g (x), g (x) > Q7 (x)g" (), (4.4)

onde Q(x) é uma funcio positiva das coordenadas do espaco-tempo, denominada fator de
escala de Weyl ou, de forma abreviada, fator de Weyl.

A partir dessa definicdo, as isometrias conformes podem ser reinterpretadas como
isometrias genuinas associadas a métrica g,,(x). Consideremos uma transformacgio de
coordenadas tal que g,,(x) — g, (x"). As isometrias conformes de g, (x) podem ser
definidas como difeomorfismos cujo efeito sobre a métrica é compensado por uma
transformacdo de Weyl apropriada, de modo que a combinagdo dessas transformacoes
preserva a forma da métrica (Schellekens| 1995), isto é,

oxP 9x° oxP 9x°

207
Ox'H dx’v gpc(x) — Qlx )ax’ﬂ ox’"

g;v(x,) = gpo(x) = g,uv(x,)- (4-5)

Equivalentemente, pode-se afirmar que a ultima igualdade em (4.5) comunica o
subconjunto das transformacdes de Weyl que podem ser induzidas por transformagdes de
coordenadas. No caso do espaco-tempo de Minkowski, esse subconjunto é gerado pelas

transformacdes conformes (4.1).
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Nesse sentido, a acdo infinitesimal das isometrias conformes nos campos ¢; decorre da
combinacdo dessas transformacgdes de coordenadas — sugestivamente referidas como
difeomorfismos conformes — com uma transformagiao de Weyl apropriada.

De modo geral, define-se a transformacao de Weyl dos campos de matéria ¢; como

$i(x) — Q7 (x)i(x), (4.6)

onde wy € o peso de Weyl do campo.
A partir da lei de transformacgao do grupo conforme (3.38), infere-se que o peso de Weyl

wy e a dimenséo de escala correspondente Ay estdo relacionados por
W¢ = A¢ - S¢, (4.7)

onde s; = m — n corresponde ao nimero indices covariantes menos o numero de indices
contravariantes.

Na proxima secdo, a fim de concretizar a equivaléncia entre transformacdes de Weyl e
isometrias conformes, mostraremos que a simetria de Weyl reproduz a simetria conforme no

limite plano.

4.2 Simetria de Weyl e simetria conforme

Nesta secdo, sera argumentado que a simetria de Weyl implica simetria conforme no espago-
tempo de Minkowski, segundo apresentado em (Osborn, |2019; Karananas; Monin, 2016ﬂ
Para iniciar a discussdo a respeito da relacio entre simetria de Weyl e simetria conforme,

consideremos uma parametrizagio alternativa do fator de Weyl,

Q(x) = exp (w(x)). (4.8)

Nessa parametrizacdo, a métrica e os campos de matéria ¢; transformam-se,

respectivamente, como

8 (%) = &y (%) = exp Q0(x))gun (%), $i(x) — $i(x) = exp (—wiw(X))pi(x),  (4.9)

Uma outra argumentacio foi utilizada em (Faci, 2013), onde o autor demonstra que a restrigdo de teorias
invariantes sob difeomorfismos e transformacdes de Weyl a espacgos-tempos conformalmente planos é invariante
sob acdo do grupo SO(2, d).
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cuja forma infinitesimal é dada por
Su8uv = 20(x)gu(x),  Su¢i = —wi(x)gi(x), (4.10)

onde 5mgpv = g,uv(x) - g,uv(x) € 5m¢i = (];i(x) - ¢i(x)-
Consideremos uma teoria de campos acoplada a uma métrica de fundo genérica g, (x). A

invariancia sob difeomorfismos infinitesimais demanda que

5d5 ¢ g /dd <5¢l§d¢1 Su Sdg,uv> =0, (4'11)

onde §,¢; denota a transformacao infinitesimal dos campos de matéria sob difeomorfismos e
Sagu = —Vu€, — V, €, corresponde a transformacdo da métrica.

Adicionalmente, se as transformagdes de Weyl (4.10) constituem simetrias da agéo S[¢, g],

Sl gl = /dd <5¢15 ¢i + f a)g/,tv> (4.12)

:/ddxm(x)< w,¢(x) 50, +2g,,v(x) ZS ) =0.

[

temos que

Supondo agora que a métrica g, (x) admite VKCs, a equacéo de Killing conforme (2.17) é

satisfeita. Nesse caso, existem difeomorfismos conformes infinitesimais tais que

Sagu = —20(x) g (x). (4.13)

Tomando w(x) = o(x), a transformac¢do de Weyl compensa exatamente a variagdo da métrica

induzida pelo difeomorfismo conforme. Desse modo, a variagao total da agao reduz-se a

Sl gl = /ddx (6adhi — wlcf(X)sb(X)) 5¢ 0. (4.14)

Sendo o peso de Weyl e a dimensdo de escala relacionados por (4.7), a expressdo entre
parénteses reproduz precisamente a transformacdo conforme infinitesimal dos campos ¢;,
cf. (3.38), no limite em que a métrica g,,(x) é reduzida a métrica plana, evidenciando a

equivaléncia entre simetria de Weyl e simetria conforme nesse regime.
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Cabe salientar que o argumentado utilizado para estabelecer a equivaléncia baseia-se na
reinterpretacdo das isometrias conformes discutidas na secdo anterior.
Diante dessa equivaléncia, a proxima segdo sera dedicada a exposicdo de algumas

propriedades da simetria de Weyl.

4.3 Simetria de Weyl global e local

A partir daqui, é conveniente distinguir entre transformacdes de Weyl globais — restritas a
fatores de escala constantes — e transformacgdes locais, nas quais o fator de escala pode
depender arbitrariamente das coordenadas.

Adicionalmente, vale recordar que o tensor de energia-momento para sistemas acoplados a
gravidadeﬁcorresponde aresposta linear do sistema a pequenas perturbacdes locais da métrica,
isto é,

2 654, gl
V=8 Ogw

onde ,/—g denota a raiz do valor absoluto do determinante da métrica.

T = — (4.15)

E de conhecimento geral que a invaridncia sob difeomorfismos resulta na conservacgio

covariante do tensor de energia momento:

5d5[¢, g] = /ddx\/—_g (\/%_g;—;l&{@ - %Tﬂvédgpv> (4.16)

1 v
= E/ddx«/—gT“ (V”ev+vveu)

=—/ddx -geNV, T,

o que implica V, T#*" = 0, uma vez que €, é arbitrario.
U

Quanto a simetria de Weyl, obtém-se

5,5(¢. gl = /ddx\/—_g(\/%_gg—;%gbi— %Tﬂvéwg,,v> (4.17)

/ddx —gw(x)g,, T".

Aparentemente, tanto no caso global quanto no local, a invaridncia sob transformagdes de

Weyl implica que o tensor de energia-momento tenha traco nulo. De fato, se g,, T"" = 0, a

2Também chamados de tensor de energia-momento métrico ou gravitacional, T** reproduz, em geral, o tensor
de energia-momento simetrizado no limite g,, — 1,, (Fleming} [1994).
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simetria independe do fator de escala ser constantes ou funcio das coordenadas. Contudo, a
reciproca é valida apenas a menos de termos de borda.

Desse modo, analogamente ao caso das dilatacdes, a simetria sob transformacoes de Weyl
globais constitui uma condicdo mais fraca, implicando que o traco do tensor de
energia-momento seja um termo de divergéncia. Nesse regime, no qual o fator de Weyl é
constante — isto é, w(x) = w —, a simetria de Weyl ndo introduz novas restri¢cdes além
daquelas ja impostas pela invariancia de escala.

Em particular, ao analisarmos a variacdo da acdo de um campo de matéria ¢; sob tais
transformacdes, nota-se que o fator de /=g transforma-se analogamente ao elemento de

volume,

J=8 — g exp (2dw) = exp (dw) y=3. (4.18)

Nesse sentido, ao investigar o termo cinético do campo escalar,
1,
28 VubVy o, (4.19)

verifica-se que a métrica inversa compensa exatamente a contribuicdo dimensional das
derivadas, de modo que o peso de Weyl do campo escalar coincide com sua dimensdo de
escala,

w, = A, (4.20)

Em decorréncia disso, o termo de potencial apresenta o mesmo comportamento sob
transformacdes de Weyl globais que no caso da analise em espaco plano, cf. (3.96).

No caso do campo de gauge Vetoriaﬂ, cujo termo cinético é dado por
L ou o
—,8"8 FooFyy, (4.21)
cada métrica inversa contribui com peso —2, resultando em uma contribuicdo total de —4.

Assim, a condicdo de homogeneidade implica

d—4
2(wa + 2) =d = wp= T, (4.22)

3Note que as derivadas covariantes sdo forcadas a terem o mesmo peso de Weyl que as derivadas ordinarias.
Podemos analisar verificar tal afirmacéo pela forma explicita da conexio de Levi-Civita, cf. (B.14), quanto pelo
fato de termos que V,¢ = d,,¢. Em decorréncia, os tensores de curvatura possuem peso de Weyl nulo.
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isto é,

Wy = AA -1, (423)

em conformidade com a relagdo geral (4.7).

Essa analise pode ser generalizada para campos de p-formas: como o tensor de intensidade
de campo envolve p + 1 indices, o termo cinético contém p + 1 métricas inversas, cada uma
contribuindo com peso —2, totalizando —2(p + 1). Desse modo, a invariancia de Weyl global é
satisfeita em

d=2(p+1), (4.24)

reproduzindo o padrdo observado anteriormente para invariancia conforme em espaco plano.
Portanto, no regime global, a simetria de Weyl nédo difere substancialmente da invariancia
de escala. Em contrapartida, ao promover essa simetria a uma simetria local, surgem
obstrucdes nio triviais. A dependéncia funcional do fator de Weyl introduz termos adicionais
provenientes da agdo das derivadas, os quais, em geral, quebram a invariancia da agéo.

No caso escalar, a transformacdo do termo cinético produz, a menos de derivadas totais,

1 Wy

(1. -0 - v
J-g (Eg" WW) =8¢ [EWVW* 7 (ow twoo0) |, (425)

onde w,, 4, =V, ...V, 0.
A simetria local pode ser alcancada mediante a introducdo de um campo compensador W,

definindo-se a derivada covariante de gauge
Dyp = (Vy = weWy)o, (4.26)
acompanhada pela transformacio
W, — W, + w,. (4.27)

Segundo a prescri¢do de acoplamento minimo (Utiyama, 1956), substitui-se V, por D,, de

modo que novos termos de interacdo sdo gerados,

1 v 1 v w v
Eg“ D,¢D,p = Eg” V, oV, ¢ — 7(” (g” VW, — w,W?) ¢ (4.28)
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Aqui, é importante resgatar uma propriedade fundamental a respeito do termo de
melhoria de CCJ. Sua expressio apresenta estrutura analoga a decomposicdo em
componentes irredutiveis do tensor de Riemann, cf. . De fato, o termo de melhoria ndo
apenas possui forma similar, como também satisfaz as propriedades algébricas (B.17), e
(B.19). Essa correspondéncia indica que sua origem pode ser interpretada como decorrente
de um acoplamento a curvatura do espago-tempo (Polchinski, 1988). Por outro lado, foi
discutido anteriormente que a invariancia sob transformacdes de Weyl locais implica que o
tensor de energia-momento simétrico possui traco nulo.

Assim, uma vez estabelecida a equivaléncia entre as diferentes manifestacdes da
invaridncia conforme, torna-se plausivel interpretar certas combinagdes dos termos
envolvendo o campo compensador W, — segundo consta em (4.28) — na forma de um
acoplamento especifico com a curvatura.

Com efeito, de acordo com a transformacao (B.32), identifica-se

R
“Xd-D = g"v, W, — w,W? (4.29)

o que conduz a agao conforme escalar, caracterizada por um acoplamento nao minimo com o

escalar de curvatura,

n d-
So[¢,g]:/d x\/_< gV,.eV, 0+ qu’ —g—‘fP"), §=4(d—_21)- (4.30)

J

£O(g;zv NN ®)

Em particular, verifica-se que o tensor de energia-momento (4.15), na restricdo para o

espaco-tempo de Minkowski, reproduz o tensor 677, cf. (3.102),
T B2 VT g + (R + gV = VIV") 07 — g Lol(guns 0. 0,0), (4.31)

Esse resultado evidencia a origem geométrica do termo de melhoria.

Segundo Iorio e colaboradores (lorio et al, (1997), o Ricci gauging — denominagio
atribuida a compensacdo da contribuicdo nao homogénea do termo cinético por meio de
acoplamentos com a curvatura — ¢é possivel sempre que a acdo, invariante sob
transformacdes de Weyl locais, apresente simetria conforme quando restrita ao limite plano e

sob a condicédo de desacoplamento W, — 0.
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Desse modo, infere-se que transformacdes de Weyl locais ndo constituem, em geral,
simetrias da acdo do campo de gauge vetorial, exceto no caso d = 4. Na pratica, o termo

cinético transforma-se segundo
88" Fy Fpe — g"g"° [Fqupo +2waF, Ay, + ZWZ (Aﬂa)v —A, wy) prg] . (4.32)

Constata-se que o termo linear em w, coincide com a corrente do virial, o que impede o fator
de Weyl de ser fatorado. Por conseguinte, ndo é possivel reinterpretar geometricamente a
transformacdo como proveniente de um acoplamento a curvatureﬂ

Por fim, a analise acima sugere que a introdugdo do campo compensador possui

implicagdes de ordem estruturante, cujos desdobramentos serao discutidos a seguir.

4.4 Teoria de gauge de Weyl

Na secdo anterior, vimos que nem toda teoria admite a possibilidade de substituir o campo
compensador W, por um acoplamento adequado com a curvatura. Portanto, esse campo
vetorial ndo pode ser visto apenas como um artificio técnico para restaurar a invariadncia
local, mas como a manifestacdo de uma estrutura de gauge associada as transformacdes de

Weyl. De fato, a transformacao da conexdo de Levi-Civita,

A A
{‘UV } — {,UV } + glp(g,uoa)v + gvcrw,u - gpv Cc)g), (433)

juntamente a transformacdo (4.27) motiva a introducdo de uma conexao alternativa, ainda

simétrica, dada por

r, = {ypv } — 877 (8 Wy + 8o Wy — 8w Wo), (4.34)

cuja forma é invariante sob o emprego simultaneo de uma transformacdo de Weyl local e a

transformacéo de gauge (4.27).

Tal caracteristica aponta para uma estrutura geométrica subjacente, distinta da geometria

pseudo-riemanniana a qual estamos acostumados. Efetivamente, define-se a derivada

“Como o acoplamento de férmions a gravidade requer um ferramental especifico, esse caso foge ao escopo
do trabalho. Ainda assim, a invaridncia de Weyl para férmions pode ser encontrada em (Shapiro| [2022; [Forger;
Romer, 2004).



CAriTULO 4. SIMETRIA DE WEYL 108

covariante @p, da qual resulta a condicdo de compatibilidade

~ P P
Vol = 0afuy — {yv }gpv - {,uv }gyp + 28,0 W, (4.35)
isto é,
V& = 28 Wa (4.36)

Portanto, a estrutura geométrica fundamentada na dupla transformacio envolvendo a

métrica g,, e o campo de gauge W,,,
g > exp Rw(x))g, W,+— W, + 0,0, (4.37)

¢ compativel com uma forma particular de ndo-metricidade, denominada condicdo de
compatibilidade de Weyl.

Em 1918, Weyl concebeu essa nova geometria — hoje denominada geometria de Weyl —
na tentativa de unificar geometricamente fendmenos eletromagnéticos e gravitacionais (Weyl,
1918). Em particular, ao identificar o campo de Weyl W, com o potencial eletromagnético,
o matematico alemao foi o responsavel por enfatizar o papel da invariancia de gauge como
principio construtivo do qual o eletromagnetismo pode ser obtido.

Na pratica, além da mudanca de direcdo por transporte paralelo em razdo da curvatura
comunicada por g,,, o vetor de Weyl controla a variacdo do comprimento de vetores, cuja

intensidade é determinada pelo tensor de curvatura
W, = 3,W, — 3, W, (4.38)

Para ilustrar, consideremos um vetor de componentes contravariantes v” e comprimento
L = /g,svv°. Ao transportar um vetor paralelamente ao longo da curva x”(7), a mudanca

infinitesimal de suas componentes é dada segundo
dv” = I, v'dx". (4.39)
Em decorréncia do transporte paralelo, o seu comprimento é alterado de acordo com

dL* = (0aguv)dx™ — 2g,,0"dv” (ﬁagﬂv)v”vvdx“ 439 oy W,dx“. (4.40)
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Considerando integracdo sobre uma curva fechada, obtém-se

L = Lyexp (y{ Wadx"‘), (4.41)

onde L, denota o comprimento inicial.

Para Weyl, a auséncia de integrabilidade da magnitude de um vetor seria tdo esperada
quanto a auséncia de integrabilidade de sua direcdo (O’Raifeartaigh; Straumann, [2000). Essas
caracteristicas, de acordo com o proprio, revelam a esséncia de uma geometria
verdadeiramente infinitesimal: comparagdes de comprimentos tém significancia local
somente. De modo geral, Weyl advogava pela independéncia, ndo somente da escolha de
sistemas de coordenadas — como apresenta a RG —, mas também da arbitrariedade das
unidades de medida (Weyl, 1919a).

Contudo, ao tornar o comprimento ndo-integravel, o comportamento de relogios
dependeria de suas trajetorias no espago-tempo. Desse modo, linhas espectrais de frequéncia
definida nao seriam viaveis nessa geometria, o que constitui uma contradicdo empirica
ﬂagrante, como Einstein prontamente observmﬂ

Assim, embora Weyl nao tenha obtido sucesso na sua tentativa de unificagdo puramente
geométrica da gravitacdo e do eletromagnetismo a partir da identificagdo do campo de gauge
W, com o potencial eletromagnético, as ideias de Weyl foram imprescindiveis para o avanco da
fisica tedrica. Em particular, parte dessa heranca se encontra nas teorias escalares-tensoriais
(Scholz, [2018).

Notadamente, a condi¢do necessaria e suficiente para que um vetor tenha seu comprimento
original L, preservado é que W,, = 0. Consequentemente, podemos realizar o campo de Weyl
W, como uma forma exata, isto &,

W, = a,4, (4.42)

onde ¢ é um campo escalar.

Nesse contexto, o espaco da geometria de Weyl é dito integravel e torna-se equivalente a
um espaco pseudo-riemanniano (Fulton; Rohrlich; Witten| [1962b).

Um dos expoentes das teorias escalares-tensoriais é a teoria de Jordan-Brans—Dickie (JBD)
(Jordan, |1955; Brans; Dickel [1961)), cuja estrutura subjacente pode ser compreendida do ponto

de vista de uma geometria de Weyl integravel.

Detalhes histéricos mais apurados acerca das criticas enfrentadas por Weyl podem ser encontradas em (De
Bianchi; Kiefer et al.,|2020).
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E vélido ressaltar que a teoria de JBD resgatou a perspectiva de Weyl a respeito das
transformacdes conformes. Em particular, Dickie interpretava as transformacgdes de Weyl
locais como um redimensionamento arbitrariamente dependente da posi¢ao de quantidades
fisicas, justificada pela arbitrariedade da escolha de unidades localmente (Dicke, [1962). Essa
simetria, portanto, denota uma segunda forma na qual as leis fisicas sdo invariantes.

Nesse cenario, existe a liberdade de escolher um gauge, isto é, uma escala, de modo que a

Relatividade Geral é recuperada. Com esse intuito, basta selecionar ¢ = —w, para obterﬁ
0y —> 9, + 9,0 = 0. (4.43)

Sob essa escolha, a condicdo de ndo-metricidade torna-se riemanniana e a métrica ¢
determinada a menos de um fator de Weyl. Consequentemente, a conexao (4.33) é recuperada.

A partir dessa interpretagdo “passiva” da transformacio de Weyl, é possivel compreender
a quebra da simetria conforme pela presenca de parametros massivos ou, no geral,
dimensionais, de forma alternativa. Ao passo que na interpretagio “ativa” constantes
dimensionais constituem uma escala fenomenologica absoluta (fixa) — em contraste com a
reconfiguracdo dindmica de estruturas materiais —, na interpretacio “passiva” alteram-se as
unidades de medida e, portanto, compreende-se que essas constantes também tém sua escala
modiﬁcadeﬂ Sob essa Otica, a massa de uma particula elementar, por exemplo, é
redimensionaddf sob transformacio de escala, de modo que a densidade Lagrangiana da
teoria torna-se invariante. Na geometria de Weyl, em particular, como a invaridncia
conformeﬂ ¢ um de seus principios, torna-se evidente que ndo somente as geodésicas nulas
sdo invariantes sob transformacdes de Weyl como também sao as geodésicas de particulas
massivas (Fulton; Rohrlich; Witten, [{1962b).

Discutidos os aspectos mais estruturantes, é preciso escolher invariantes para construir
uma teoria dinamica associada a geometria de Weyl. Contudo, formular uma teoria
geométrica nesse espago pode ser uma tarefa um tanto quanto extenuante, uma vez que sua

dimensionalidade é um fator crucial para determinar se um invariante escalar é também

®Essa escolha é denominada referencial de Riemann ou referencial de Einstein, como é comumente referido
na literatura da teoria de JBD.

"Embora matematicamente equivalentes, admitem interpretacdes fisicas potencialmente incompativeis.

8Nesse contexto, as tnicas constantes verdadeiramente invariantes sio razdes adimensionais de constantes
fisicas dimensionais, tal como a constante de estrutura fina, uma vez que seu valor independe do sistema de
unidades adotado.

Usada no sentido amplo do termo.
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invariante conforme, sendo que quanto maior a dimensao mais possibilidades surgem. Desse
modo, somente o caso d = 4 sera comentado e, em exclusividade, o setor gravitacional.

Em quatro dimensdes, os invariantes de curvatura mais simples sdo termos quadraticos:

J—gliz, \/—gﬁpgﬁp“, J—gﬁpdwﬁp‘”’v, (4.44)

onde R, R,, e R, sdo, respectivamente, o escalar de curvatura, o tensor de Ricci e o tensor
de Riemann no espaco de Weyl. Juntos, constituem a gravitacdo quadratica de Weyl.

Outro importante invariante de curvatura quadratico é o quadrado do tensor de Weyl,

J=EC oy CPH. (4.45)

Esse termo é especialmente relevante, pois torna possivel construir uma teoria
gravitacional invariante conforme diretamente na geometria riemanniana. Nesse caso,

recebe o0 nome de gravitacdo conforme (Mannheim, 2012), cuja ac¢do é dada por

Sulgl= / d*x =8 Cpouy CP7M. (4.46)

Como wuma teoria de gauge associada ao grupo das transformacdes locais
gnw(x) —  exp{2w(x)}g,(x), a acdo da gravitacdo conforme constitui um analogo
gravitacional da acdo de Maxwell S;[A].

Assim, a teoria de Weyl evidencia que a invariancia conforme pode ser compreendida de
forma unificada em teorias de campos, tanto em espago-tempo plano quanto curvo, bem como
em teorias gravitacionais.

Com isso, encerra-se a analise das diferentes realizacdes da simetria conforme, desde sua

formulagéo classica até sua incorporagao em estruturas geométricas mais gerais.
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Capitulo 5

Comentarios finais

Neste trabalho, a simetria conforme foi amplamente explorada no ambito da teoria classica
de campos. Em particular, a analise foi estruturada de modo a permitir que o leitor
acompanhasse a constru¢do da invaridncia conforme desde sua concepcdo matematica,
passando pela representacdo do grupo conforme, até sua aplicacio em teoria de campos.
Ademais, no ultimo capitulo, buscou-se estabelecer de forma clara a relacdo entre as
isometrias conformes e as transformacoes de Weyl, evidenciando que estas constituem uma
extensao natural das transformacgdes conformes para espacos-tempos curvos.

Contudo, este estudo esta longe de esgotar as possibilidades associadas as transformacoes
conformes. Em duas dimensoes, o alto grau de simetria conforme do plano é amplamente
explorado na obtencdo de solucdes em problemas de eletrostatica e escoamento de fluidos
ideiais (Olver,|2017). Ademais, na mecanica classica, as transformagdes conformes podem ser
empregadas para mapear Orbitas em um potencial linear em se¢des conicas, conectando o
oscilador harmonico bidimensional ao problema de Kepler em duas dimensdes — uma forma
de dualidade desenvolvida por K. Bohlin em 1911 e redescoberta em diversas ocasides
(Grandati; Berard; Mohrbachl 2008; [Saggio, [2013). Por uma ampla margem, a gravitacdo —
juntamente a cosmologia — constitui a area da fisica em que as transformacgdes conformes
sdo mais empregadas (Kroon, [2017), ndo apenas em quantidade, mas também em diversidade

de aplicacdes:

1. Na analise das relacdes causais entre pontos do espago-tempo por meio de diagramas de

Penrose (Penrose, |1963);

2. No mapeamento entre diferentes teorias gravitacionais (Faraoni; Gunzig; Nardone,|{1998;

Shapiro; Takatal [1995);

3. No estudo da estrutura assintoética do espaco-tempo (Gerochl 1977);
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4. Na correspondéncia AdS/CFT (Aharony et all 2000) e outras realizacdes do principio

holografico, como a holografia celestial (Raclariu, [2021).

Desse modo, torna-se evidente que essas transformacgdes ainda reservam uma ampla
gama de possibilidades, conectando diferentes dominios da fisica teérica — desde sistemas
classicos até teorias quanticas e gravitacionais — sob a égide de um mesmo principio de
invariancia. Entre os diversos encaminhamentos possiveis, destacam-se o estudo das teorias
de campos conformes (CFTs) (Francesco; Mathieu; Senéchal, |2012) e da gravitacdo conforme
de Weyl (Wheeler, J. T., [2013), ambos constituindo dire¢des naturais para a continuidade

desta investigacao.
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Apéndice A

Analise tensorial

A.1 Espaco vetorial e espaco dual

Um espago vetorial sobre F é um conjunto de objetos (vetores) que podem ser combinados
através de adicdo e multiplicados por escalares reais, obedecendo a um conjunto de axiomas
bem definidos, como consta em (Nakahara, 2018). Assim, dado um espaco vetorial V

d-dimensional e vetores v e u pertencentes a V, temos
(a+p)v+u)=av+au+pv+pucV, a,p eF. (A1)

Uma base e; (i = 1,...,d) de um espago vetorial é um conjunto de d vetores linearmente
independentes que gera todo v € V. Dessa forma, podemos escrever qualquer v como a
combinacio linear v . = v'¢;, Em outras palavras, v é unicamente determinado por suas
componentes v'. Apesar de v em si ser um objeto geométrico invariante, uma vez que
existem infinitas bases geradores de V, muitas vezes é conveniente definir vetores a partir de

sua lei de transformacdes sob mudanca de coordenadasﬁ

, o . .
v = A ,-vl,, € = Al,-/e,-, (Az)
i’ ~ . ~ i ~
onde A"; sdo as componentes da matriz de transformacido de coordenadas e A’y sdo as
componentes de sua inversa.
Associado a todo espaco vetorial de dimensao finita existe um outro espaco vetorial de
mesma dimensido chamado de espago dual, denotado por V*, que consiste dos funcionais

lineares w € V* : V — F. Os vetores duais, como sao chamados os elementos de V*, podem

1A notacéo 7/, presente em (Carroll, |2019), sera usada especificamente neste apéndice, a fim denotar uma
mudanca de bases. A notagdo usual para transformacgdes de coordenadas sera reservada ao contexto de
variedades diferenciaveis.
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ser expressados a partir de uma combinagio linear de uma base dual 0" como w = w;f'. A
base dual ¢é tal que o' (é j) = §. Uma consequéncia direta dessa propriedade é a acio de

vetores duais sobre vetores, a qual é dada por
w(v) = a)ivjéi (éj) = a),-vj5§ = o' €. (A.3)

Perceba que devido a comutatividade do resultado, também é possivel definir vetores como
aplicacoes lineares do tipov € V : V* — F, o que reflete a dualidade entre esses dois espacos.
Portanto, nesse contexto, podemos visualizar V como (V*)*, o dual do dual de V.

Também, como objetos geométricos invariantes, é conveniente definir os vetores duais com

base em leis de transformacio:
a)i/ = Aii/a)i, éi, = Ai,iéi. (A4)

Note que a operacio realizada entre os objetos geométricos em si é refletida na disposicéo
do indice das componentes. Por conta disso, é comum nos referirmos as componentes de um

certo vetor como o objeto matematico em si.

A.2 Tensores

Tensores sdo uma extensao natural dos conceitos abordados anteriormente. Um tensor de tipo
(r,s), para r e s inteiros ndo negativos, é definido como uma aplicacdo multilinear que toma
como argumento r vetores duais e s vetores (Schutz, 1980) segundo a aplicagdo T,
T:V" xwx V'xV x..x V-—F (A.5)
| See—

——
(r — 1 vezes) (s — 1 vezes)

Em particular, escalares sdo tensores de tipo (0, 0), vetores sdo tensores de tipo (1,0) e
vetores duais, tensores de tipo (0,1). Por serem lineares em cada um de seus argumentos,
esses objetos sdo também chamados de aplicacoes multilineares.

O espago de todos os tensores de tipo (r, s) forma o espaco vetorial dos tensores de ordem

r + s. Para construirmos uma base para esse espaco, definamos uma nova operacido chamada
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de produto tensorial, denotado pelo simbolo ®. Assim, uma base deste espaco é da forma
8,008 ®0® - ® 6. (A.6)

No caso em que V é um espaco vetorial d—dimensional, o espaco tensorial dos tensores de

ordem r + s tera dimensdo d"**. Um tensor arbitrario desse espago é escrito como
T=T"";. 6 ® Q& ®06'® Q0" (A.7)

Tendo em vista que T .; = T(O",--,0" &, €;), pode-se mostrar que a lei de
transformacéo de um tensor arbitrario de tipo (7, s) é uma composi¢ao das transformacdes
vistas:

i — Al A AT e A TR (A.8)
i~ iy i3 g J JiJse )

Em esséncia, o produto tensorial é utilizado para construirmos tensores de ordem superior:
dado um tensor de tipo (r, s) e um outro tensor de tipo (p, q), o produto tensorial entre eles
resulta num tensor de tipo (r + p, s + q). Sob este produto, define-se a algebra tensoriaﬂ, uma

algebra associativa, distributiva sobre a soma e, em geral, ndo comutativa.

?Discussdes mais detalhadas podem ser encontradas em (Bishop; Goldberg] [2012; Renteln, [2013).
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Apéndice B

Variedades pseudo-Riemannianas

B.1 Campos tensoriais

Na fisica, o espago—tempo é modelado por uma variedade real M, a qual se assemelha
localmente ao espaco de Minkowski. Desse modo, trata-se de uma estrutura dotada, ponto a
ponto, de um espaco vetorial V = T, M, denominado espaco tangente a variedade no ponto
p. Sendo {x*} um sistema de coordenadas locais, o espaco tangente admite uma base
coordenada 9, = 5% De forma analoga, seja T; M o espago dual a T, M associado ao ponto
p — também chamado de espaco cotangente — uma base coordenada correspondente é dada
em termos das diferenciais dx*, as quais satisfazem a relacdo de dualidade dx* (9,) = J*.
Portanto, a partir da unido desses espacos tangentes (e cotangentes), podemos definirmos
campos tensoriais sobre uma variedade diferenciavel.

Nesse contexto, a métrica codifica uma escolha local de produto interno, isto é, o tensor
métrico g,, corresponde, em cada ponto p € M, a uma forma bilinear simétrica e nio
degenerada,

T, MxT,M — R,
g: (B.1)

(v,u) — g, v'u".
8u

De forma equivalente, a métrica induz
g: LM — T/M, (B.2)

cujo efeito em componentes é v, = g,,v", em virtude de (A.3). Desse modo, estabelece-se,

por intermédio de v,, um isomorfismo candnico entre elementos do espaco tangente, v =

v, e elementos do espaco cotangente, w = w,dx*. As componentes v* sio denominadas
p 1

contravariantes, ao passo que v, sdo covariantes.
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Sendo (B.2) um isomorfismo, sua inversa é igualmente bem definida por meio da métrica
inversa g,

gl ToM—T,M, v'=g",. (B.3)

Por conta do carater qualitativo de g e g™, (B.2) e (B.3) sdo identificadas, respectivamente,
como operacdes de abaixamento e elevacdo de indices. Tais operacdes podem ser

respectivamente estendidas a tensores de ordem superior,

(r,s)—(r—1,s+1), e (p,9r—(p+1,q9q-1), (B.4)

para r e q inteiros positivos e ndo-nulos. Os mapeamentos associados a correspondem,
respectivamente, ao abaixamento de um indice contravariante com g e ao levantamento de um
indice covariante com g'.

Seja {x’#} um sistema de coordenadas arbitrario, localmente equivalente a {x"}, e seja f =

{f"} uma aplicacao suave bijetiva, com inversa suave, tal que

fix—x" = f(x). (B.5)

Embora f seja, em geral, uma aplicacdo nao linear, as matrizes jacobianas J¥, fornecem
a melhor aproximacéo linear da transformacgdo de coordenadas . Assim, localmente, a

matriz de mudancga de coordenadas é dada por

ox’!
no—
J, = pwrt (B.6)
Desse modo, dado que as componentes da métrica transformam-se segundo
ox% dxP
’ N
g/,[v(x ) - ax/p axlv gaﬁ; (B.7)

a transformacio de coordenadas x* — x’' induz os indices contravariantes e covariantes a

se transformarem, respectivamente, segundo

ox’H
T oxY

oxV oxV
Vv / _ —1\v
O A7 e g, (B.8)

"
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Nota-se, entao, que os vetores de base 8,, transformam-se covariantemente, isto é, seguem
a mesma lei de transformacdo dos vetores covariantes v,. Por outro lado, as diferenciais dx*
transformam-se contravariantemente, segundo vH.

De todo modo, em uma variedade diferenciavel geral, a derivada parcial ndo define um
operador tensorial intrinseco, pois a quantidade obtida depende do sistema de coordenadas
adotado e ndo se transforma tensorialmente sob mudancas gerais de coordenadas.
Consequentemente, ela ndo define um mapa bem definido entre tensores de tipo (r,s) e

(r, s+ 1). De fato, a quantidade 9,v" néo se transforma como um tensor de tipo (1, 1):

ox% ax"" ox% 9*x"
v = — o + e B.9
H axm 9xP AxX'H 9x*9xP (B.9)

Para compensar o termo nao-tensorial, introduz-se um objeto denominado conexao afim

I‘ﬁv, o qual codifica a variacdo da base coordenada ao longo da variedade. Desse modo, a

conexao satisfaz uma lei de transformacao ndo-homogénea, dada por

- ox® oxP ax" _,  9x® axP &*x™*
B ax 9xr axY P axm ax’v ax?axP’

(B.10)

A partir desse objeto, define-ser um operador diferencial V, denominado derivada
covariante, o qual constitui um operador geométrico bem definido sobre campos tensoriais.
Por exemplo, para tensores de tipo (1,0) e (0, 1), definem-se

V' =9t + T, 0, Vo, = 0,0, =T}, @, (B.11)

As quantidades acima transformam-se, respectivamente, como tensores de tipo (1,1) e

(0,2). Para tensores de ordem 0, isto é, campos escalares, a derivada covariante coincide com

a derivada parcial, de modo que V,¢ = 9,¢.

B.2 Tensores de curvatura

Dado que M ¢é dotada de uma estrutura métrica, uma escolha particular de conexao afim ¢é a

conexio de Levi-Civita, a Uinica que, simultaneamente,



APENDICE B. VARIEDADES PSEUDO-RIEMANNIANAS 128

1. preserva a métrica, isto é,

p p
vagpv = aagpv - {ﬂa}gpv - { }g,up =0. (Blz)

Condigao conhecida como compatibilidade métrica ou metricidade;

T, = {;V} - {vﬂu} =0. (B.13)

Consequentemente, a conexao de Levi-Civita é simetrica nos indices inferiores.

2. e ndo apresenta tor¢ao,

Portanto, sob as condicdes citadas, a conexdo de Levi-Civita é exclusivamente
determinada pela métrica, e suas componentes na base coordenada correspondem aos

simbolos de Christoffel:

A 1,
{’UV}:EgA (0,8v0 + v 8o — Vo &uv) - (B.14)

Um das questdes centrais ao se estudar um espaco-tempo curvo é caracterizar sua
curvatura de maneira intrinseca. Para tanto, define-se um objeto geométrico denominado
tensor de curvatura de Riemann cujo significado esta associado a ndo comutatividade da

derivada covariante. Em particular,
[V, V,] VP =R,,, VO, (B.15)

em contraste com o caso plano, no qual [8H, av] =0.

O tensor de curvatura pode ser expresso em termos dos simbolos de conexdo como

e 14 R 1 Y A Y Y

Para explicitar suas propriedades de simetria, utilizaremos a forma completamente
covariante do tensor de Riemann, R,,,, = gpAngyv.

Suas propriedades algébricas sao:

1. Antissimétrico no primeiro par de indices:

Roouv = —Ropuv (B.17)
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2. Antissimétrico no segundo par de indices:

Rpopy = —Rpoups (B.18)

3. Simétrico por permutacdo entre o primeiro par de indices e o segundo:

Roop = Ryv po- (B.19)

Em adicdo, o tensor de Riemann obedece as seguintes identidades:

1. Primeira identidade de Bianchi (algébrica):

Ryouv + Rpvop + Rypve = 0. (B.20)

2. Segunda identidade de Bianchi (diferencial):
9090 ]+ [0, [9.9, ] + [9.[7..9,] ] =o. B2y

Em funcio das propriedades algébricas (B.17)-(B.20), o ntimero de componentes

independentes do tensor de curvatura de Riemann em d dimensoes é
1 2 2
Ed (d*-1). (B.22)

Outro aspecto fundamental do tensor de Riemann é sua decomposicdo em componentes

irredutiveis (Santos, 2020). Em geral, ele pode ser escrito como

1
Roopr = Cpopv + d—2 (govau + &ouRov = 8ouRpy = gpvRGu) (B.23)

+L(g v 8oy — Epuov ) -
(d—Z)(d—l) P H PH

Os tensores

R/JV = ngRppav = Rvp e R= gHVva; (B.24)

denominados, respectivamente, tensor de Ricci e escalar de curvatura, codificam toda a
informacédo relativa aos tracos do tensor de Riemann. Como R,, é simétrico, ele possui

1d(d + 1) componentes independentes. Os graus de liberdade restantes estdo associado a
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componente de traco nulo do tensor de curvatura, o tensor de Weyl C,,,,, 0 qual satisfaz as

mesmas propriedades algébricas do tensor de Riemann.

B.3 Transformacoes

Nesta secdo, encontram-se listadas algumas transformagoes da conexdo de Levi-Civita e dos

tensores de curvatura.
« Variacdes infinitesimais:

1. Simbolos de Christoffel

oy, = %gp” (Vuhvo + Viohue = Vohy ) s (B.25)
2. Escalar de curvatura

SR =V'"V"hyy — g V'V h,  h= g, . (B.26)

+ Transformacoes de Weyl:

1. Métrica

g (x) = exp (20(x)) g (x); (B.27)

2. Conexio de Levi-Civita

A A
{uv } i {,UV } + &Gy + &rp@y — & @p); (B.28)

3. Tensor de curvatura de Riemann

R, =Ry, — wpa [82(8080 — 8060) + (88 80y — 80 8ou) 8”7 (B.29)
+ wqwp [82 (6260 — 5068) + (8% 8ov — 62 8oy) g”’] (B.30)
- wawﬁgaﬂ (5ﬁgw - 55&10) 5

4. Tensor de curvatura de Ricci

va = Ryv - gpvgpawpa - (d - 2)(wpv — Wy + g,uvgpaa)pwa)§ (B-31)
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5. Escalar de curvatura
R = exp(—2w) (R —(d-1)g"wu —(d—-1)(d - 2)g“va>,,a>v) ; (B.32)
6. Tensor de curvatura de Weyl

Cr +—CP=CF . (B.33)

ouv opv ouv
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Apéndice C

Simetrias variacionais

C.1 Problema variacional de Noether

Consideremos uma densidade Lagrangiana £ = L(¢;, d,¢;), dependente de campos de Lorentz

¢; e de suas primeiras derivadas. A integral dessa funcdo sobre M define o funcional de agao

S[¢i] = / L dx. (C.1)

M

Sob transformacoes arbitrarias da forma
x—x' = f(x), ¢ — ¢i(x") =¥(4,x), (C2)
cuja versao infinitesimal é dada por
X = x4 8xt, () = $i(x) + O, %), (C3)

a acdo (C.1) transforma-se como

S8 = /E(géf, a¢(x"))d'x',  d'x' =d’x ‘det ( (C4)

M/

90X (x)
ox )’

Infinitesimalmente, a lei de transformacéo do elemento de volume assume a forma

dix’ = dx(1+9,6x") = &(d?x) = dx’ — d"x = (9,6x")d"x. (C.5)
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Por sua vez, a variacdo da densidade Lagrangiana é dada, em primeira ordem, por

5L = 5x" Lok

+6(0u) (C.6)

¢ a(a ¢)

onde

0L = L(¢7, 9,¢/(x")) — L(¢i, 9, ¢0). (C.7)

Define-se, entéo, a primeira variacdo da agdo, §S := S’ — S, que pode ser escrita como

58 = / SLd% + / L£8(d%) = / (8L — 5x"9,L)d"x + / 9,(LSx")d . (C.8)

M M M M

Essa expressao pode ser reorganizada de modo a motivar a introdugao da variacao de forma
§:=68—6x"a, (C.9)

A variacdo §, por definir uma variacdo a coordenadas fixas, comuta com o operador

derivada parcial, enquanto a variacéo total ndo o faz. Em particular,

9,91(x) =~ p¢ (x") = [6,9,]¢: = =(9,6x"), ¢, (C.10)
ao passo que, manipulando adequadamente o termo induzido pela variagdo das coordenadas,
[6,0,]¢: = 0. (C.11)

Retornando a expressio , e utilizando 6L = 6L — 6x#9,L, obtém-se

5c =565 4

5, 0035

8(8,,(}5) (C.12)

Integrando por partes, segue

5e =528 (LM) , (C.13)

5¢z 3(3y¢i)

onde definimos a expressdo de Lagrange

oL oL oL
5p b a,, (a(au¢i)> . (1
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Substituindo na variagdo da acdo, obtemos

oL ,
58 = /<5¢ 5¢> A{a (a(ap¢)5¢’+£5’“ ) dx (C.15)

A expressdo acima pode ser equivalentemente escrita como

d v oL d
58 = /<5¢15¢,) d x+A[a,, (Tc”v5x - a(ay¢i)5¢i) d’x (C.16)

onde T#, denota o tensor de energia-momento candnico,

T = a(gﬁ¢) Vi — 8 L. (C.17)

Conclui-se, a partir de (C.15), que se a densidade Lagrangiana for invariante em forma,
isto é, L = L, entdo S e S’ conduzem ao mesmo conjunto de solucdes fisicas (a menos de
termos superficiais) (McLeod, 2021). De forma analoga, pode-se dizer que ambas as ac¢des
produzem as mesmas equacdes de Euler-Lagrange, ainda que decorram de descrig¢des
Lagrangianas distintas, porém equivalentes.

Assim, embora as acOes abranjam a mesma teoria fisica na regiao de bulk, ha uma liberdade

na escolha de condic¢des de contorno, de modo que

55 = / a,A" dx, (C.18)
M
onde A* é uma funcéo linear arbitraria das variagdes d¢;, codificando o comportamento dos
campos na fronteira da regido que delimita o dominio de validade da solucio.
Dessa forma, o problema variacional de Noether, em sua formulac¢do mais geral, pode ser

escrito como

oL -
—08¢;, = 9, T", C.19
5¢)i ¢ ,U‘7 ( )
onde definimos
J'u = 5 i — LO6x" + A, (CZO)
a<a,,¢> #i

Alternativamente, o mesmo problema variacional pode ser formulado exclusivamente em

termos de transformacoes dos campos, deixando as coordenadas inalteradas. Ou seja, simetrias
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variacionais podem ser enquadradas como variacdes de forma &¢;, tais que
$i(x) — ${(x) = ¢i(x) + (). (C.21)
Nesse sentido, em virtude de e , observa-se que
5L =9, (A — L5xM). (C.22)
Assim, o termo de borda associado & variacio da acdo a coordenadas fixas J é

5S = / 9, d%x, A=A — LEx". (C.23)
M

Logo, o problema variacional de Noether pode ser equivalentemente reelaborado como

oL

259 5¢+Ag. (C.24)

_, oL
' ”<‘m@¢a

Nesse formato, torna-se evidente que a contribuicdo associada a transformacao de coordenadas
¢ inteiramente absorvida na redefinicao do termo de derivada total, sendo automaticamente
recuperada ao se avaliar a variacdo da acéo sob (C.21), conforme expresso em (C.23).

Desse modo, o principio variacional é formulado integralmente em termos de variagdes
de forma, uma vez que as coordenadas do espago-tempo podem ser tratadas como variaveis
passivas (ou mudas), assumindo papel descritivo secundario. Essa reformulacido é
particularmente vantajosa por tornar transformacdes gerais de coordenadas e
transformacdes internas, tais como transformacoes de gauge, descritivamente compativeis.

O contato entre as duas formulagdes é estabelecido pela decomposicéo

5 = (${(x") = ¢i(x)) = (${(x") = $(x)) = Ihi(x) — S (), (C.25)

onde o primeiro termo é a variacdo total, denotada por 5¢;(x), e o segundo termo
corresponde a variacdo dos campos induzida por transformacdes de coordenadas, J.¢;.
Enquanto a variacdo total estd atrelada as leis de transformacdo tensoriais, a variacdo
induzida por uma transformacio de coordenadas arbitraria €” pode ser explicitamente fixada

ao considerarmos uma expansio em primeira ordem em série de Taylor em torno de x*, isto
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$i(x + €) = ¢j(x) + "9, h(x), (C.26)

Retendo apenas termos lineares em €”, obtém-se d.4;(x) = €9,4;(x). Assim, o mesmo

resultado de (C.9) é recuperado,

Sodi = 6¢i(x) — €0, i(x). (C.27)

C.2 Simetrias globais e o primeiro teorema de Noether

O primeiro teorema de Noether (Noether,|1983) afirma que a invariancia da acdo sob um grupo
de transformacdes continuas associadas a N pardmetros constantes independentes e (A =

1,2,...,N),

a(5x") A a(5¢:)

Sxt =4 , O0¢; = ,
oeA ¢ det

(C.28)

implica a existéncia de N correntes de Noether, que sido conservadas on-shell.

Como anteriormente, pode-se reescrever (C.28) como uma tnica variagdo a coordenadas

S = € (a((sd’i) - a((sxy)a,,gbi) _ 2209 (C.29)

oeA oeA deA

fixas,

Substituindo (C.28) e (C.29) em (C.19), obtemos

A8L OGS _ ay ( oL a¢) , f”f\”> , (C.30)

e —_—
S¢; €A 3(0,¢) der et
Uma vez que os parametros €” sdo constantes e arbitrérios, a expressio acima fornece N

leis de conservacao independentes validas on-shell, na forma de equagdes de continuidade,

5c

a.j"4 =0, — =
we 54,

0, (C.31)

onde as correntes de Noether j*, sio definidas como

oL (8¢ | oA
3(0,¢;) et oer’

juA =

(C.32)
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Assim, associadas as simetrias globais geradas por €, o primeiro teorema de Noether
garante a existéncia de N correntes conservadas. Em geral, ao se tratar de simetrias globais,
o termo A/, ndo contribui para a corrente.

Ao integrar a equacdo sobre uma hipersuperficie espacial (d — 1)-dimensional ¥ de

tempo constante, obtém-seﬂ on-shell,
/a,,j“A ddlx:/aojOA dd1x+/aij"A d'x = ao/jOA d“x+/j"A ds;=0. (C.33)
b s b s B

Sob condi¢does de contorno apropriadas sobre os campos em 9%, conduz a cargas

conservadas, também conhecidas como cargas de Noether:

Qa = /jOA d*'x, doQa = 0. (C.34)

pX

C.3 Formalismo Hamiltoniano

Na representacdo Hamiltoniana (Lemos, [2007), definem-se os parénteses de Poisson de dois

funcionais locais dos campos ¢; e os respectivos momentos canonicamente conjugados 7'’

COde'

{F,G}::/dd—lz( §F  6G §G  6F > i or €35
b

56z, 1) d7i(z,t) 8¢z t) O7i(z, 1) YD)

Da definicdo acima seguem os parénteses fundamentais ndo nulos (a tempo constante),

{0, 2/(y, )} = 6/6“Dx—y) = {2/ (y), () } (C.36)

A delta de Dirac §*"V(x — y) satisfaz

_ Si(x, 1) Omi(x,t)

J§d-Diy _ v) = —
0y = s )~ Sty D

_/fuﬁw“”@—wdd&=fwix

(C.37)

onde f(x,t) é uma funcao-teste arbitraria.

! As coordenadas em negrito denotam uma parametrizacio de 3.
2Deve-se ler F como F[¢i(x, t), '(x, £)](t).
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Ao requerer um principio variacional bem deﬁnid(ﬂe utilizando-se das propriedades (C.37),

obtém-se as equagdes de Hamilton,

oo = { ¢ H}, oo’ = {n',H}. (C.39)

Desse modo, a evolucao temporal de um funcional F no espago de fase pode ser escrita em

termos de parénteses de Poisson segund(ﬂ

oF OF ; oF
FHY+ —= [ gt +—. C.41
(rr}+ 2= [ z<5¢i(z’t)< o) + l( el )) . ca
P>
Ou seja, a conservacéo temporal da carga de Noether equivale a

{Ou H} + —— aQA =0, Qa= /ddlx (”i—aéiii) - %) : (C.42)

C.4 Teorema reciproco de Noether e algebra das cargas

Sob os parénteses de Poisson, podemos concretizar a carga de Noether como geradora das
simetrias globais (C.29) (Sundermeyer, 2014).
Partindo da expressdo de conservacdo da carga de Noether (C.33), podemos reescrevé-la

como

90(Qae?) = / d*'za, (&p,a(a ¢)((aoq§i)7ri—7-[)—1_\”>. (C.43)
3 H

3Sob condigdes de contorno apropriadas, a variagdo da Hamiltoniana adquire o formato

- SH <,
SH = / 4y <5¢>( 5%, 1) + 5ﬂi(x’t)5ﬂ(x,t)>. (C.38)

“Vale a propriedade

([ OF 5F
{F,H}:/dd lz((qul(Z,t){d)'(Z’t)’H}—i_W{ﬂ(z’t)’H}) (C40)
2
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Em virtude de (C.23), obtém-se que 9,A" = 5 ((80¢i)7ri - H). Logo,

oH -
2’

_ / 4z [5¢y (aon' — {n', HY) = b1’ (30ghi — { g H})].

80(QA6A)=/d‘Hz [(aon") 5¢i—(80¢i)5ﬂi—v< (C.44)

)

ng,-) +8H

De forma equivalente, podemos escrever, por intermédio de (C.42) e (C.40), a conservacao da

carga como

_ -1 Jon o 604 Py
2004 = / o Z[—a SO (= (o)) + 5o our' = ()| (can

[ 4 (001) (0o~ (1) (0.} (0~ (4011}

)

Comparando com (C.44), conclui-se que a carga de Noether Q, é geradora de simetrias globais,
S¢i=e*{ 4.0}, S’ =e*{n', Qa}. (C.46)

Adicionalmente, nota-se que a lei de composicio (5,6, — 5251)¢,~ define uma nova

transformacio J; oi,

S:9i=—etel ({0a {08 ¢} } — {05 {404} }) = €les{ ¢, {0Qa0s}},  (Ca7)

onde a identidade de Jacobi foi utilizada na passagem para a ultima igualdade, tal que a carga

Qc associada a d5¢; relaciona-se as anteriores por

€5 Qc = Efef{ Q4, Op }, d0Qc = 0. (C.48)

Desse modo, as cargas de Noether fecham uma algebra de Lie sob os parénteses de Poisson,

{0408} = fi50c. € = fizetes. (C.49)
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A partir da correspondéncia de Dirac, é possivel estabelecer a conexao entre parénteses de

Poisson e comutadores, segundo o mapeamento

oo Sl (C:50

Sob essa correspondéncia, os comutadores satisfazem as seguintes propriedades:

1. Linearidade:

[¢A+ BB,C] = a[A,C]+ B[B,Cl,  [A aB+BC]=a[AB]+B[ACl. (C51)

2. Antissimetria:

[A, B] = —[B, Al. (C.52)
3. Identidade de Jacobi:
[A,[B,C]] + [B,[C, All + [C,[A, B]] = o. (C.53)
4. Regra de Leibniz:
[A,BC]=[A,B]C+B[A,C], [AB,C]=A[B,C]+[AC]B.  (C54)

5. Comutador envolvendo coordenadas e derivadas:

[x%,0,] = —5;‘, [x“xp,0,] = —(5;‘xﬁ + x%ngp). (C.55)
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