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RESUMO

Provaremos a existéncia de medidas de probabilidade invariantes absolutamente continuas
com respeito a medida de Lebesgue. Aqui trabalhamos com uma classe de fungdes que
denotamos por F, esta classe consiste de aplicagdes no intervalo f : M — M, que possuem
pontos criticos e singularidades mais outras propriedades. E preciso mencionar que uma
das propriedades é a condi¢ao de somabilidade ao longo da érbita critica que vai ajudar a

ter resultados importantes para nosso trabalho.

O resultado principal diz que, para cada f € F existe uma medida de probabilidade
invariante absolutamente continua. Para conseguir este resultado, provaremos um teorema
auxiliar que trata da existéncia de uma particdo enumeravel Z de intervalos abertos de M,
de uma aplicagao que chamamos tempo induzido 7 : M — N que é constante nos elementos
da parti¢ao Z, tal que a aplicacao f : M — M definida por f = f7 que chamamos aplicacao
induzida, satisfaz trés propriedades importantes que sao, expansao, variagdo somavel e
tempo induzido somavel. Por isso ao longo do trabalho vamos concentrar em provar essas

trés propriedades.

O ponto importante é que as duas primeiras propriedades junto com o teorema A garantem
a existéncia de uma medida de probabilidade absolutamente continua para f , finalmente
utilizando a terceira propriedade junto com a proposicao A, obtemos a existéncia de uma

medida de probabilidade absolutamente continua para nossa f.

Palavras-chave: Aplicagoes no intervalo. Medidas invariantes. Pontos criticos e singulari-

dades. Expansao. Variagao soméavel. Tempo induzido somével.



ABSTRACT

We prove the existence of invariant probability measures absolutely continuous with respect
to Lebesgue measure. Here we work with a class of maps that we denote by F, this class
consists of interval maps f: M — M, having critical points and singularities more other
properties. I must mention that one of the properties is the condition of summability

along the critical orbit which will help to have important results for our work.

The main result says, for each f € F there is a probability measure invariant absolutely
continuous. To achieve this result, we prove an auxiliary theorem that is the existence of a
countable partition Z of open intervals of M, an map that called induced time 7 : M — N
that is constant on the elements of the partition Z, such that the map f : M — M defined
by f = f7 we call induced map, satisfies three important properties that are, expanding,
summable variation and summable induced time. So throughout the work we focus on

evidence these three properties.

The important point is that the first two properties together with theorem A ensures the
existence of a measure absolutely continuous probability f , finally using the third property
together with proposition A, we get the existence of an absolutely continuous probability

measure for our f.

Key-words: Interval maps. Invariant measures. Critical points and singularities. Expansion.

Summable variation. Summable induced time.
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1 INTRODUCAO

A existéncia de medidas de probabilidade invariantes absolutamente continuas
(acip’s: absolutely continuous invariant probability measures) para sistemas dindmicos tem
uma histéria de pelo menos 70 anos (ver trabalhos [11], [20], [12], [23] e [10]). Apesar de
muitas pesquisas neste campo nas ultimas duas décadas o problema nao esta completamente
resolvido, inclusive em dimensao um, como é o caso a tratar em nosso trabalho. Conhecem-
se trabalhos que garantem a existéncia de acip’s para aplicagdbes com expansao uniforme
no caso suave ou admitindo descontinuidades com possiveis derivadas ilimitadas, (ver por
exemplo [21, 13]); para aplicagdes suaves com um ndmero finito de pontos criticos [5, 6], e

para aplicagoes suaves com um conjunto enumeravel de pontos criticos [3].

Este trabalho se baseia no artigo [2], aqui tratamos de uma classe geral de aplicagoes
que contém pontos criticos e singularidades. Uma familia natural de aplica¢des que
pertencem a esta classe foi estudada em [14, 15], também temos alguns resultados gerais
para a existéncia de acip’s e suas propriedades em aplicagbes com pontos criticos e
singularidades [1], com as condigoes de crescimento exponencial da derivada e recorréncia
subexponencial em m-quase todo ponto. Por outro lado, em [14, 15] se provou que, com
probabilidade positiva no espago de parametros da familia de aplicagoes tipo-Lorenz as
orbitas dos pontos criticos satisfazem as condi¢des de crescimento exponencial da derivada
e recorréncia subexponencial. Em [8] se mostrou, num contexto mais geral das aplicagoes
com multiplos pontos criticos e singularidades, que estas condig¢oes sao suficientes para

garantir a existéncia de uma medida ergddica acip.

Nosso trabalho é obter a existéncia de uma acip porém relaxando o maximo possivel
as condic¢oes da Orbita nos pontos criticos, para incluir os casos particulares em que o
crescimento da derivada seja subexponencial e\ou a recorréncia dos pontos criticos seja

exponencial.

1.1 ESTRUTURA

Comegamos por dar algumas ferramentas no capitulo 2 sobre teoria da medida e
nomenclaturas tais como: particao (mod 0), bacias, medidas invariantes, medidas fisicas,
medidas absolutamente continuas, etc; que ajudarao a compreender o teorema principal

do trabalho. Ao final do capitulo damos duas proposi¢des importantes sobre existéncia de
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acip’s e aplicagao induzida.

No capitulo 3, enunciaremos o teorema principal como também a técnica que
utilizamos para sua prova. E importante mencionar que esta técnica consiste em provar
um teorema que chamamos teorema auxiliar para logo com as duas proposi¢oes mencionadas
anteriormente ter provado o teorema principal. Falemos um pouco do teorema auxiliar:
Ele consiste em construir uma partigdo enumeravel Z do intervalo M (mod 0) em intervalos
abertos para definir 7 : M — N que chamamos aplicacdo tempo induzido, que é constante
nos elementos de Z para logo definir f M — M, f = f7 que chamamos a aplicacao
induzida. O importante desta construcao é que tem-se: f expansora, variagado somavel e

tempo induzido somavel, trés propriedades muito importantes que satisfazem as condigoes

das duas proposicoes.

Agora fazemos uma pergunta: Como obtemos essa construcio e suas propriedades?.
Para isso vamos trabalhar com uma classe de fung¢oes f que tem certas condigoes, tais
como: pontos criticos e singularidades (ver figura 1), expansora longe de pontos criticos e
uma condicao de somabilidade ao longo da oérbita critica. Esta tltima vai ajudar a ter

variacao somavel e tempo induzido somével, duas das trés propriedades importantes.

Dessa maneira, este trabalho é dirigido a provar o teorema auxiliar. No capitulo 4,
vamos trabalhar na distorcao durante periodo binding. E importante mencionar que no
capitulo 3 damos um resultado que relaciona a variacdo com a distor¢ao. Desta maneira,
gracas aos resultados obtidos aqui, obtemos variagao e tempo induzido limitados. Tal
limitacao depende do periodo binding. Por conseguinte, pela condicao de somabilidade,
temos variagao e tempo induzido somaveis. Logo veremos alguns resultados sobre expansao
durante periodo binding que ajudarao a ter f expansora. Finalmente, no capitulo 5, veremos
em detalhes, a prova das trés propriedades importantes mencionadas anteriormente e assim

concluir com o teorema auxiliar.



0 C1 Co €3 Cp-y Cn-1  Cp !

Figura 1 — Aplicacdo no intervalo com pontos criticos e singularidades.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos mencionar algumas defini¢oes para termos conhecimento
e compreensao das nomenclaturas que vamos utilizar, como também resultados prévios
que nos ajudarao a obter o resultado principal de nosso trabalho. Para isto usaremos as

seguintes referéncias [9], [16], [18], [21] e [22].

2.1 TEORIA DA MEDIDA

Nesta secao damos definigoes e resultados que precisamos para compreender o

resultado principal do trabalho.

2.1.1 Espaco mensuravel

Seja X um conjunto. Uma o-dlgebra de X é uma familia B de subconjuntos de X

que satisfaz:

1. X € B,
1. A € B implica A° € B,

iii. A; € B para j =1,2,... implica | J 4; € B.
j=1

Um espago mensurdvel é uma dupla (X, B), onde X é um conjunto e B é uma

o-algebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sdo chamados conjuntos mensurdveis.

Lembremos o que é um espaco topologico. Seja X um conjunto. Uma topologia de
X é uma familia 7 de subconjuntos de X que satisfaz:
i. 0, X er,
w. V;er,parat=1,2,...,n implica VNV, N..NV, €T,

iii. Se {V,} é uma familia arbitraria de elementos de 7 entdo | JV, € 7.
(e

Um espago topolégico é uma dupla (X, 7), onde X é um conjunto e 7 uma topologia

em X. Os elementos de 7 sdao chamados conjuntos abertos de X.
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Proposicao 2.1. Se F ¢ qualquer colecao de subconjuntos de X, entdo existe a menor

o-dalgebra B em X tal que F C B.

Seja (X, 7) um espago topolégico. Entao pela proposigdo anterior existe a menor
o-algebra B em X tal que 7 C B. Os elementos de B sao chamados conjuntos de Borel de
X. Em particular, conjuntos fechados sao conjuntos de Borel, também unides enumeraveis
de conjuntos fechados e toda intersecdo enumeravel de conjuntos abertos. Estes dois

ultimos serao denotados por F, e G respectivamente.

2.1.2 Medida

Defini¢ao 2.2. Uma medida num espago mensuravel (X, B) é uma fungdo p : B —

0, +00] que satisfaz:

[e.e] o0
. (U Aj) =Y 1(A;) para quaisquer A; € B disjuntos dois a dois.
j=1

A tripla (X, B, u) é chamada espago de medida. Quando pu(X) < oo dizemos que p
é uma medida finita e se u(X) = 1 dizemos que p é uma medida de probabilidade. Neste

ultimo caso, (X, B, ) é um espago de probabilidade.

Dizemos que uma propriedade ¢ valida em p-quase todo ponto se é valida em todo

o conjunto X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula.

Uma medida p sobre uma o-algebra B ¢é dita completa se, e somente se

ECA AeBepu(A) =0,entao £ € 5.

Defini¢ao 2.3. Uma particio P de um espago de probabilidade (X, B, ) é uma familia

de subconjuntos em B com medida nao-nula tais que

i. A,B € P com A+# B, entao u(AN B) = 0.

. u(X— UA)zO.

AcP

A partigao P é chamada particio de X (mod 0).
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Se E C R* e x € R¥ a translacio de E por = é o conjunto

E4+v={y+x:yeck}.

O conjunto da forma

W = {x = (21,29, ..., 2) ERY 1y < 1, < f;,1 < i < k:}, (2.1)

ou qualquer conjunto obtido pela substituigdo de uma, ou todas as desigualdades em (2.1)

por <, é chamado uma k-célula. O seu volume é definido por

k

Vol(W) = [[(8: — ).

i=1
Teorema 2.4. Erxiste uma medida completa m definida numa o-dlgebra £ em R* com as

sequintes propriedades:

(@) m(W) = Vol(W), para toda k-célula W,

(b) L contém todo conjunto de Borel em R*, mais precisamente, E € L se, e somente se,

existem A, B CR* tal quu ACECB, A€ F,, BEG, em(B—A)=0.
(¢) m € invariante por translag¢ao, isto é,
n(E + 1) = m(E),
para todo E € L, x € R*.

(d) Se u é qualquer medida de Borel invariante por traslagio em R¥ tal que u(K) < oo
para todo conjunto compacto K, entio existe uma constante ¢ tal que u(E) = em(E),

para todo conjunto de Borel E C RF,

Os elementos de £ sao conjuntos mensuraveis de Lebesque ou Lebesgue mensurdveis

em R¥: m é a medida de Lebesgue em R¥.

2.1.3 Funcgoes mensuraveis

Definigao 2.5. Sejam (X, B) e (Y, B’) espagos mensurdveis. Uma funcao f: X — Y é
dita mensurdvel se f~'(E) € B para todo E € B'.
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Dado um conjunto E C X, definimos a func¢do caracteristica, xg : X — R, de

por

1, se x€FE,
0, se x¢ FE.

xe(x) =
Observe que a funcao y g é mensuravel se, e somente se, E' é mensuravel.

Definicao 2.6. Uma funcao s : X — R definida num espago mensuravel X cuja imagem

consiste de um numero finito de pontos, é chamada funcao simples.

Se aj, ..., o, sdo os distintos valores da funcao simples s e A; = {z : s(z) = o},

entao

n
$ =D QX
i=1

onde x4, ¢ a fungao caracteristica de A;. E claro que s é mensurdvel se, e somente se,

cada conjunto A; é mensuravel.

2.1.4 Integracao

Definicao 2.7. Seja s : X — R uma funcao simples mensuravel, da forma

n
s =D X
i=1

onde ayq, ..., o, sao os distintos valores de s. Se E € B, definimos

/ sdp=> au(A4;NE).
E

=1

Se f: X — [0,400] é mensurédvel, e E € B, definimos

/ fdp = Sup/ sdp,
E E

onde o supremo ¢é tomado sobre todas as fun¢des simples mensuraveis s tais que 0 < s < f.
O lado esquerdo da igualdade é chamado a integral de Lebesque de f sobre E com respeito

a medida p.
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Vejamos algumas propriedades da integral de Lebesgue.

(a) Se 0 < f < g, entio [ fau< [ gdu.
E E

(b) SeACBefZO,entéo/fdpg/fd,u.
A B

(¢) Se f >0 e c uma constante, 0 < ¢ < oo, entao

/chdu:c/Efdu.

(d) Se f(x) =0, para todo = € F, entdo / fdp = 0 inclusive se u(E) = oo.
E

(e) Se u(E) =0, entao / fdu = 0 inclusive se f(x) = oo para todo x € E.
E

Denotemos por L'(X) a colegdo de fungdes mensuraveis f em X que satisfaz:

J 1< oc.

Os elementos de L'(X) sao chamados fungdes integrdveis de Lebesgue.

Se E é um subconjunto mensuréavel de Lebesgue de R¥, e consideramos m restrita

aos subconjuntos mensuraveis de F, entao obtemos um novo espago de medida.

Se k = 1, I qualquer dos conjuntos (a,b), (a,b], [a,b), [a,b], e f € L'(I), denotemos

/b f(z)dz = /fdm.
a 1
2.2 MEDIDAS INVARIANTES

Nesta secao, damos algumas defini¢oes e resultados que vamos utilizar para a

existéncia de medidas invariantes.

Sejam (X, B, ;1) um espago de medida e f : X — X uma fungdo mensuravel.

Definigao 2.8. A medida p é invariante por f ou f-invariante, se

para todo conjunto mensuravel £ C X.
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Se u é invariante por f, dizemos que p é uma medida ergddica se
w(E) =0 ou u(F) =1, para todo E € B tal que f~'(E) = E.

Se v : B — [0, +00] é outra medida, dizemos que p é absolutamente continua com

respeito a v se
EeBev(E)=0,entao u(E) =0.

2.2.1 Bacia

Sejam f : M — M uma funcao mensuravel em algum espago mensuravel M, p uma
medida de probabilidade definida na o-algebra de M invariante por f e ¢ : M — R uma

funcao arbitraria. Para z € M, definimos

1 n—1

E.(p) = lim — ZO o (f7(2)),

que é chamado média temporal de .

Definigao 2.9. A bacia de p é o conjunto B(u) de pontos z € M tais que E,(y) existe e

coincide com [ ¢dpu, para toda fungdo continua ¢ : M — R.

Definicao 2.10. Uma medida de probabilidade f-invariante p é uma medida fisica ou

Sinai-Ruelle-Bowen(SRB) para f se sua bacia B(u) tem medida de Lebesgue positiva.

2.2.2 Variacgao e distorgao

Definig¢ao 2.11. Seja M = [0,1]. A wariagao var ¢ de uma fun¢ao ¢ : M — R é definida

por:

varys @ = SUPZ (i) — p(xi-1)],

=1

onde o supremo ¢ tomado sobre todas as particoes finitas 0 = 2o < 77 < ... < x, = 1,

n>1de M.

A variagdo vary ¢ = var ((p‘l) de ¢ sobre um intervalo qualquer I C M ¢ definido
de forma andaloga, com o supremo tomado sobre todo xg, z1,...,z, € [ einf ] < zy < 21 <

we < 2 <sup 1.
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Apresentamos algumas propriedades de variacao. Para qualquer intervalo I C M,
a,beR ep, v: M — R
(V1) vary|¢| < var ¢,
(V2) varr(ap + bip) < |a| vars ¢ + [b] vary ¢,
(V3) varr(py) < sup || vary ¢ + vary g sup [,
(V4) vary o = vary(poh), se h: I — J é um homeomorfismo,
(V5) Se ¢ ¢ de classe C, entao vary ¢ = [; |Do(z)|dz.
(V6) Se I C J, entao vary o < vary p.
Dizemos que ¢ tem wariagdo limitada, se vary ¢ < 0o. A continuacao para os
seguintes Teoremas, ver prova em [17].
Teorema 2.12. Toda fung¢io mondtona definida em [a,b] tem variacao limitada em [a,b].
Teorema 2.13. Toda fungao com variag¢io limitada em [a,b] € limitada em [a,b].

Teorema 2.14. Seja f uma fungdo de variagao limitada em [a,b] e a < ¢ < b, entdo
var(gp [ = varj [ + varey f-

Agora damos a definicdo de distorcao padrao. Na secao 3.4 daremos uma defini¢ao

mais generalizada.

Defini¢do 2.15. Seja g : N — N uma aplicacao de classe C*, onde N é S! ou o intervalo
[0,1]. Se T"C N é um intervalo tal que Dg(x) # 0, para todo = € T', definimos a distor¢io

de g em T' como

. [ Dg(x)]
Dist(g,T) = sup log ,
(& T) zyer - [Dg(y)]

onde |Dg(x)| denota a norma ou valor absoluto da derivada de g em .
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2.2.3 Aplicagao expansora por partes

Sejam M um intervalo compacto, f : M — M, e P uma particao enumeravel de

M de intervalos n;, j > 1.

Definicao 2.16. Dizemos que [ é expansora por partes, se para cada j > 1, f é diferenciavel

em 7; e existe uma constante o > 1 tal que

[Df(x)] = o,

para todo x € 7);.

Vejamos alguns exemplos de aplicacoes expansoras por partes.

(A) Aplicagao tenda (Tent map)

Seu comportamento da aplicacdo é como na figura 2, deste modo temos que

ki, se z€]0,c)

|f'(@)| =
ke, se x € c,1]
onde k; > 1.
1 7
//
e ¢
////
///
///
7
//,/
/////
7
2 /////
Pt
O e ¢ fle) 1

Figura 2 — Tent map

(B) Aplicagao do tipo-Lorenz (Lorenz-like map)

Seu comportamento da aplicacao é como na figura 3, deste modo temos que
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1
|f'(x)] >0 >1, se x;é§
lim |[f'(z)]=00 e lim |f'(z)]= 0
z—1% z—3"
1
0 1

2

Figura 3 — Lorenz-like map

(C) Aplicagio de Gauss (Gauss map)

1
— {] , se x#0
flx) =1
0, se x=0
onde [ ] é a aplicagdo méximo inteiro.
1
0 2 1

Figura 4 — Gauss map



22

2.2.4 Existéncia de medidas invariantes

Nesta secao damos dois resultados importantes, que chamamos Teorema A e
Proposicao A como falamos no prelidio, que ajudarao a garantir existéncia de medidas

invariantes absolutamente continuas para nossa aplicagao f original.

Assumimos que P = {I;};°, ¢ uma familia enumerdvel de intervalos fechados com

interior disjuntos tais que

cl(fj]i):]:[(),l] , U:GInt(]i) e S=I\U,

i=1
onde cl(A), Int(A) é o fecho e o interior do conjunto A respectivamente.
Assumimos que f é expansora por partes na particao P. Definimos
1

g(x) = |f'(z)]”

0, se xz €.

se reU

Teorema 2.17. Sejam f e g definidos como acima. Se

vary g < +o09,

entao f tem uma medida invariante absolulatemente continua.
Demonstragao. Ver prova em [4]. O

Utilizando o argumento na se¢ao 3.4 e a demonstracao do Corolario 3.4 em [21],

obtemos o

Corolario 2.18. Se i € uma medida de probabilidade f-invariante absolutamente continua,

entao
H = pm,

onde @ tem variacao limitada.

Sejam f : M — M uma funcao mensuravel e £ C M um conjunto mensuravel.

Dada uma medida invariante v qualquer de g : F — FE, tal que

g(z) = f9(x),
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onde p : E — N é uma fun¢do mensuravel, podemos construir uma certa medida invariante
v, para f. De fato, denotemos por Ej o conjunto dos x € E tais que p(z) = k e ent@o

definimos

v(B) =3 S u(f(B) N Ev), (2.2)

n=0k>n

para todo conjunto mensuravel B C M.

Proposicao 2.19. A medida v, definida em (2.2) é invariante por f e satisfaz v,(M) =
Jg pdv. Em particular, v, € finita se, e somente se, a fungdo p € integravel com respeito a

V.

Demonstragio. Ver prova em [22]. O
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3 CLASSE DE FUNCOES

Neste capitulo daremos as propriedades da classe de fungoes que vamos trabalhar
como também alguns resultados que nos ajudarao a conseguir nosso propésito. Logo

enunciaremos o resultado principal e a técnica que utilizamos para sua prova.

3.1 A CLASSE F

Em nosso trabalho é importante mencionar que vamos trabalhar no intervalo
M =[0,1] e com uma funcao f: M — M que satisfaz certas condigbes que mencionamos

a seguir.

3.1.1 Notagao

Sejam f,g: X — Y C RT duas funcoes.

(1) Dizemos que f = g, se existe A > 0 tal que

f(z)
= 9(x) =4

|

para todo z € X.

(17) Dizemos que f 2 g, se existe C' > 0 que independe de qualquer constante tal que

f(z) =z Cy(=),

para todo x € X.

(731) Dizemos que f > g, se existe N > 1 tal que

f(z) = Ng(x),

para todo z € X.

3.1.2 Conjunto critico-singular

Seja f : M — M uma aplicacao de classe C? por partes, ou seja, existe um conjunto
finito D tal que f é de classe C? e mondtona em cada componente conexa de M\D e

admite extensao continua na fronteira, isto é
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flch) = lim f(z) e f(¢):= lim f(z) existem,

T—c; T—e;

onde D = {cy, ..., ¢, }. Fazemos uma pausa aqui para detalhar estes fatos

Sejam 1 <i <mnec¢ €D. Entao f definida em (¢;_1, ¢;) admite extensao continua

na fronteira, isto é, existe F} : ¢, c;i] — M, tal que

f(z), se € (¢i1,¢)

Fi(z) = ;g:f@Lsew=wi1

lim f(z), se z=¢,
T—e;

e F; é continua em [¢” |, c;]. Também, f definida em (c;, ¢;11) admite extensdo continua

na fronteira, isto ¢, existe Fi, 1 : [¢j, ciq] — M tal que

f(@), se x € (¢, cin)
i —_ o+
Fi(z) = hm+ f(z), se z=¢

I—)Ci

lim f<$>a se $:C;+la

{L‘*)Ci+1

e F,1 é continua em [c], ¢; 4].

Seja ¢ € D, entdo denotemos por C o conjunto dos pontos unilateriais (one sided)
¢ e ¢, onde ¢: aproximamos a ¢ pela direita e ¢”: aproximamos a ¢ pela esquerda.

Definimos sua correspondente vizinhanc¢a unilateral como:
A(c,8) = (ct,et+6) e A(c,0)=(c —6,¢),

para cada 6 > 0. Por simplicidade, usaremos ¢ para representar o elemento genérico de C,

€ escrevemos

A=A

ceC
Denotemos por d(z) = d(z,C) a distincia de x ao conjunto critico-singular C. Para

cada ¢ € C, definimos a ordem unilateral £ = {(c) > 0 no seguinte sentido:
[f(z) = flo)l = d(z,c)', [Df(2)| =d(z,0)"" e [D*f(z)| =d(x,0)%  (3.1)

para todo z em algum A(c, J).



26

No resto do trabalho assumimos ¢(c) # 1. Agora estamos prontos para definir o

seguinte.

Definigao 3.1. Se /(c) < 1, dizemos que ¢ é ponto singular. Se 1 < ¢(c), dizemos que ¢ é

ponto critico.

Observacgao 3.2. Temos duas consequéncias dessa definicdo. A primeira, quando c é
ponto singular, entdo a derivada é ilimitada perto de ¢. A segunda, quando ¢ é ponto

critico, entao a derivada tende a zero perto de c.

Proposicao 3.3. Eziste § > 0 tal que, para cada c € C e x € A(c,d), temos

d(x) =d(z,c).

Demonstragio. Como C é finito, entdao C = {cy, ..., ¢, }. Definimos
5:min{|6i_26i_l|; 1§i§n}.
Seja c e Cex € A(c,6). Entao

‘Ci - Cifl‘

d(z,c) <0 < 5 , (3.2)
para todo 1 <1 < n.
Também, por definicao de distancia, obtemos
d(z) < d(z,c). (3.3)

Por outro lado, seja ¢ € C e ¢ # ¢, entao

d(e,z) +d(z,¢) > d(c,¢) > |cs — cs-1),
para algum 1 < s < n.

Assim, por (3.2) obtemos

5+ d(z,¢) > 26.
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Por consequéncia

d(z,¢) > 6 > d(z,c) = d(z,¢) > d(x, c),

para todo ¢ € C e ¢ # c¢. Entao

min{d(z,¢) : ¢ € C} > d(z,c) = d(z) > d(x,c).

Dessa maneira, por (3.3), tem-se

]

Observacao 3.4. Como C é finito entao a quantidade de ordens é um nimero finito. Logo
vamos tomar ¢ o minimo de todos os raios onde estao definidas as ordens de cada ponto

critico-singular. Assim obtemos um novo 9.

Proposicao 3.5. Para cada x € M \ C, tem-se

D*f(a)] 1
Dft)] ™ dlzy

Demonstragio. Seja x € M\ (AUC). Como A UC é aberto, entao K = M \ (AUC)

é fechado e portanto compacto. Por (3.1), temos que |Df(z)| > 0 e, além disso, Df é

continua em K. Entao, existe A > 0 tal que

T <IDf@)] <A (3.4)

Também, tem-se |D?f(z)| > 0 em K. Como D?f é continua em K, entdao existe

B > 0 tal que

L <IDf@)| < B

Dessa forma, por (3.4), obtemos

1 _ [D*f(2)]
15 < Do) < AB. (3.5)
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Além disso 6 < d(z) < 1. Logo, por (3.5), obtemos

o _ |D*f(2)]
AB = D)) d(z) < AB.
Assim
|D*f(z)] 1

~ , (3.6)
[Df(x)| — d(x)
para todo z € M\(AUC).

Seja x € A entdo existe ¢ € C tal que x € A(c, ). Por definigdo de ordem no ponto
¢, obtemos

IDf ()| ~ d(x)™ e |D*f(x)| = d(x).

Entao, existe A > 0 tais que

1 _ |Df(=) 1 _ |D?*f(2)|
A5 g =4 ¢ AT gy <A
Logo
1 _ [D*f(z)|d(x)"" 1 _ |D*f(x)]
25 Diwdwe <47 a = ) ) =4
Daqui, resulta que
D*f(x)] 1

Df@)| ~ @) (3.7)

para todo x € A.

Portanto, de (3.6) e (3.7), obtemos

D2 ()] _ 1
[Df(@)]  d(x)’
para todo x € M\C. O
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3.1.3 Expansao uniforme fora da vizinhancga critica

Para nosso trabalho, vamos supor que f ¢ uniformemente expansora longe de

pontos criticos. Isto significa que as duas condigoes seguintes sao satisfeitas

(£1) Existe uma constante k > 0, que independe de 0 tal que, para cada z € M e cada
inteiro n > 1 tais que, se d(f?(z),C) > 6, para todo 0 < j <n—1ed(f"(x),C) <4,

entao

Df" ()| = k. (3.8)

(£2) Para cada § > 0 existem constantes ¢(d) > 0 e A(d) > 0 tais que

[Df"(2)] = e(8)eXm, (3.9)

para cada x € M e n > 1 tais que d(f/(z),C) > ¢, para todo 0 < j <n — 1.

3.1.4 Condicao de somabilidade ao longo da érbita critica.

Para cada c € C, escrevemos
Dy = Dn(c) = (/") (f()] e dlca) =d(cn, C),

onde ¢, = f"(c). Isto denota a derivada ao longo da 6rbita ¢, e a distancia de ¢, ao

conjunto critico, respectivamente.

Assumimos que, para cada ponto ¢ € C com ¢ = {(c) > 1, tem-se

—nlogd(c,
“nO8AG) <f ) < . (3.10)

d(cn) Dy

Observagao 3.6. A condicao (3.10) é satisfeita se

A — A
Dn—l > A e d(Cn) Z e an com o < 2%_1"
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3.2 O RESULTADO PRINCIPAL
Nesta se¢ao primeiro enunciamos o resultado principal de nosso trabalho para logo

dar a técnica que utilizamos para sua prova.

Denotemos por F a familia de aplicacoes no intervalo que satisfazem as condicoes

dadas na se¢ao anterior.

Teorema 3.7. Se f € F entao existe uma medida de probabilidade f-invariante absoluta-

mente continua.

A seguir, vejamos a técnica para provar o Teorema 3.7, comegando pela construcao
de uma parti¢do enumerédvel Z de M (mod 0) em intervalos abertos, que define uma fungao
7: M — N que chamamos fung¢do tempo induzido. Esta fungdo é constante nos elementos

de Z, e denotamos por f M — M a aplicagdo induzida definida por

A

fx) = f7(x).

Para cada I € Z definimos a fun¢ao wy; : M — M por

wi(z) = [22)
=

onde x; é a fungao caracteristica de I.

Assim, trocaremos a prova do Teorema 3.7 pela prova do seguinte Teorema.

Teorema 3.8. Existe uma particao enumerdvel T de M(mod 0), e uma fung¢io tempo
induzido 7 : M — N, constante nos elementos de L, tal que a aplicacao induzida f(x) =

f7(x) é uniformemente expansora e satisfaz as sequintes propriedades:

(Vi) Variagio somdvel

> vary wy < oo. (3.11)
IeT

(Ts) Tempo induzido somdvel
YT < oo (3.12)

1€l
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Nosso objetivo é provar o Teorema 3.8 para logo mostrar, com ajuda do Teorema

2.17 e da Proposicao 2.19, que o Teorema 3.8 implica o Teorema 3.7.

3.3 APLICACAO INDUZIDA

Nesta secao damos as ferramentas para definir em primeiro lugar a funcao tempo

induzido e finalmente definir a aplicacao induzida.

3.3.1 Notagoes

Para x na vizinhanca A(c,d) de ¢ € C, denotemos
f:f0:<x>c> e fj: (l’j,Cj):(fj<.’L'>,fj(C)).

Para qualquer intervalo I, denotemos com |/| o comprimento de I, e d(I) a distdncia ao

conjunto critico. Para cada ponto ¢ € C com ¢ = {(c) > 1, e cada inteiro n > 1, definimos

1
Yn = Yn(c) = min —_— (3.13)
d(cn) Dy

Y

N | =

Observe que, de (3.10), resulta

D T < 0. (3.14)

De fato, como C é finito, entdo C = {cl,...,ce}, onde § > 2ect < ... < .

Podemos definir, sem perda de generalidade, ¢® = 0 e ¢*! = 1, logo tomamos & =

max {c"™ —¢": 0 <i <0}, entdo 0 < £ < 1.

Seja n € N. Por (3.10), obtemos d(c,) > 0, entao existe 8 = 5(n) € {0, ...,0} tal

que ¢ < fr(c) < FHL

A vista disso

d(ca) = d(f"(c),C) < |¢"T =] <&
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Logo

d(cn) <§. (3.15)

Consequentemente

1 1
d(c,)™ > = = nlogd(c,)™ >log~ > 0.

§ §

O que resulta

10%% nlogd(c,)™"
1 < 1 )

d(cn) Dy d(en) D5

n—1

para todo n € N.

Portanto, de (3.10) e pelo critério de comparagao para séries, obtemos

> Y < o0

Observacgao 3.9. Caso o sistema dindmico possue um unico ponto critico ou singular e
este esteja em um dos extremos do intervalo ainda é possivel mostrar que existe 0 < £ < 1

tais que d(c,) < &, para todo n € N.

3.3.2 Periodo binding

Dado ¢ € C, definimos o periodo binding do ponto x € A(e,d) como segue: Se
l(c) < 1, entdao p = p(x) = 1. No outro caso, definimos o periodo binding, como o menor

p=p(r) € N tal que
|IAJ’ < d(c;) para 1<j<p—-1 e ’fp’ > pd(cp)-

Observe que a partir da definicdo de binding segue-se que:

h(6) :==inf{p(z) : x € A(c,0)} — 0, (3.16)

monotonamente, quando § — 0.
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De fato, antes daremos um resultado prévio que sera provado no Capitulo 4. Seja

x € A(c,d) com ¢ ponto critico, entao

[f (@), (e NC =0, (3.17)
para todo 1 < j < p(z) = p.

Veja que, pela defini¢ao de h(d) se, ¢ < J, entao

h(¢) = h(6). (3.18)

Por outro lado, seja ¢ € C ponto critico. Visto que {p(a) : a € A(c,d)} C N, entéo

pelo Principio da Boa Ordenagao temos que

p(z) =p=inf{p(a):a € Ac,d)}, (3.19)
para algum z € A(c,0).

1 1
Agora, como § > 0, existe m € N tal que 0 < — < §, entao 0 < — < d para todo
m n

n > m. Definimos

1
Ty =cC+ —, (3.20)
para todo n > m.

Também, por (3.17) e (3.19) tem-se que f7/ é continua em A(c,d) para todo
1 < j <p. Assim, por (3.20), temos que fP(z,) — fP(c). Entao, para v,d(c,) > 0, existe
N € N tais que

[fP(n) = fP(e)] < pdlcy).

1
Entao p(zy) =p > p(x) > h(§). Tomando 6; = N tem-se que

p(z) > P,

para todo z € A(c, ).
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Assim, h(d;) > h(0). Fazendo o mesmo, construimos uma sequéncia {d,},.y C Q

tal que 6, = 0 e

Om < 0p = h(dn) > h(d,).

Como {h(d,)} C N é uma sequéncia crescente, entao {h(d,)} é nao limitada. Seja
A > 0 entao, existe ng € N tal que h(d,,) > A. Logo por (3.18), se 0 < § < d,,, entao
h(§) > A.

Portanto, para cada ¢ € C ponto critico, obtemos que
lim h(d) =
lim 2(9) = oo,
monotonamente.

Para cada ¢ € C e p > 1, definimos I(c,p) = {z € A(c,0) : p(x) = p}. Notemos
que o intervalo I(c,p) =0, se p < h(9).

Provaremos que I(c¢,p) é um intervalo. Se ¢ € C é um ponto singular, entao
I(e,p) = A(c,0), logo I(c,p) é um intervalo. Vejamos o caso I(c,p) quando ¢ € C é ponto

critico.

Sejam a,b € I(c,p), entdo

(a,b) C I(c,p).

Com efeito, provaremos por contradigao, isto é, suponhamos que existe = € (a, b)

tais que x & I(c,p), entdo p(z) = p com p # p. Vejamos por casos

Caso 1: Se p < p. Como a,b € I(c,p), entdao p(a) = p(b) = p. Logo, por (3.17) temos

que

[f7(a), FP(INC =0 e [f(b),F(c))nC=0, (3.21)
para todo 1 < j < p.

Por outro lado, como (a,b) C A(c,d), entdo f é mon6tona em (a,b), assim f(a) <

f(z) < f(b). Aqui vamos supor crescente, o caso decrescente é andlogo.



35

Entdo, por (3.21), obtemos f?(a) < f?(x) < fP(b). Note que fP(c) & (f?(a), f2(b)),
pois, se fP(a) < fP(c) < fP(b)), entdo, por (3.21) temos que s = c para algum

s € (a,b) o qual é uma contradigdo. Assim

[7(¢) < f(a) < fP(a) < f2(b) ou  fi(a) < f7(x) < f(b) < (o).

Entao, para o primeiro, temos

Wd(cp) < [f7(x) = fP()] < [f7(b) — fP(0)] < ypellcy),

uma contradi¢do. Para o segundo

Yod(cp) < [f7(@) = SR < [f7(a) = f7(e)] < vpdcp),

uma contradigao.

Caso 2: Se p < p. Entao, por (3.21), fP(a) < fP(x) < fP(b), também, tem-se fP(c) &

(fP(a), fP(b)) pelo mesmo argumento que o caso anterior, temos
fP(e) < fP(a) < fP(z) < fP(b) ou  fP(a) < fP(zx) < fP(b) < fP(c).

Entao, para o primeiro temos que

wd(cp) < [fP(a) = fP(e)] < [f7(x) = [P(e)] < wd(cp),

o qual é uma contradicao. Para o segundo

Wwd(cp) < [fP(0) = fP(O)] < [fP(x) = fP(c)] < d(cp),

uma contradigao.

Assim, (a,b) C I(c,p) para todo a,b € I(c,p) portanto, I(c,p) é um intervalo.
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3.3.3 Fixando §

Usando a monotonicidade de h(d) podemos fixar, neste momento e para o resto do

trabalho, ¢ suficientemente pequeno tal que

(i) Ae,d) NA(E0) =0, para todo ¢ # €.

De fato, escolhendo o § > 0 da Proposi¢ao 3.3 obtemos que A(c,d) NA(¢,d) = 0,

para todo ¢ # ¢.

(i) f(A(c,0)) NA(E, ) =0, para todo ¢, ¢ € C.

De fato, ja que C ¢ finito, entdo C = {c!,c?,...,c"}. Sejam 0 < i < mn e ¢ € C, entdo
f(c) & C, pois conforme a (3.10) temos d(c,,) > 0 para todo m € N. Além disso,

como R\C é aberto, entdo existe um intervalo aberto J; tal que

f(c) € J; C R\C. (3.22)

Assim, definimos

A, 6;) = FH(T) NA( 0).

Logo, por (3.22), obtemos ¢’ & f(A(c",d;)). Mais ainda, f(A(c%,d;)) NC = 0, para
todo 0 < ¢ < n. Caso contrario, existe 0 < i < n tal que f(A(c%,d;)) NC # 0, entdo,

J; tem ponto critico o qual é uma contradi¢ao por (3.22).

Antes de passar ao resultado, vamos homogenizar os d;, tomando § = min {d;,0 < i < n}.

Entao, conseguimos um ¢ > 0 tais que

fA(,8))nC =0,
para todo 0 <7 < n.

Portanto, basta definir um novo § > 0, da forma

d =min{d(/;,C),0 <i <n},

onde I; = f(A(c%,0)) e d(I;,C) é a distancia de I; ao conjunto critico-singular C.
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Assim sendo

FA(,0)) N A, 0) =0,
para todo i, J.

Com efeito, por contradicio, se existem 0 < i, j < n tais que f(A(c%,6))NA(?, 6) # 0
entdo, a € I; e a € A(?,9), logo

§ < d(1;,C) < d(a,d) < 4,
o qual ¢ uma contradicao.

Em vista disso

f(A(e, ) N A(E,0)

I
=

para todo ¢, ¢ € C.
1
(10) vn < 5 para todo n > h(9).

Com efeito, por (3.14), temos que nlg& v, = 0, entao existe ng € N tal que

Vo < (3.23)

57
para todo n > ny.

Por outro lado, por (3.16) existe um § > 0 suficientemente pequeno tal que h(d) > ng.

Logo por (3.23) obtemos que

- 1
Tn 9
para todo n > h(J).
L 2
(iv) DX > 7o bara todo n > h(9).

I . k 1
De fato, como k£ > 0, entao lim — = 0. Logo existe ng € N tal que — < —.
n—o0 2n, 2ng 2

Deste modo, fazendo o mesmo que em (iii), obtemos que



para todo n > h(9).

Logo, pela defini¢ao de 7, temos que

Assim, por (3.15), tem-se

1

20—1
n—1

Portanto

para todo n > h(0).

3.3.4 Fixando ¢

Agora vamos fixar um inteiro gy = ¢o(d) > 1 suficientemente grande tal que

< —d(c,) = D > ny
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(3.24)

Note que as constantes ¢(J) e A(d) aparecem a partir da segunda condi¢ao de expansao

uniforme fora da vizinhanga critica. A escolha de gy é motivada pelo fato de a érbita de

um ponto ¢ € C até o tempo ¢o — 1 ficar fora da vizinhanca critica, deste modo alcancar

uma derivada acumulada de pelo menos 2.

3.3.5 Tempo induzido

Definimos os seguintes conjuntos

My={z e M: fi(x) € A, paratodo 0 < j < q} e

M, = M\ M.

Dessa maneira, My é o conjunto de pontos em M que ficam fora de A para as primeiras

qo — 1 iteragoes, e M, denota o conjunto dos pontos que entram em A para algum tempo

antes de qq.
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Se x € M, definimos
lo=1lo(z) =min{0<j <qo: fi(x) €A} e po=npo(flo(x)),

onde [y é o primeiro tempo que a érbita de z entra em A, e py denota o periodo binding

correspondente ao ponto f(z). Assim definimos o tempo induzido por:

, se veM
(@) = 7 / (3.25)
lo+ po, se x &€ M,.

3.3.6 A aplicacao induzida

Aqui vamos definir a aplicacio induzida da seguinte forma:

fla) = ().
Denotaremos por Z a particao de M em intervalos maximos onde a aplicagao induzida é

um difeomorfismo de classe C*, e Z; =T | M; e I, = I | M,

Note que, Z; sao os intervalos I € Z tais que f7(I) N A = () para todo 0 < j < qo,

e T, aqueles I € T tais que f!(I) C A(c,d) para o menor 0 <1 < ggece€C.

Denotemos por 7, os intervalos I € 7y, tais que f!(I) C A(c, ) para algum c € C
ponto critico e Zp,, aqueles I € T, tais que f!(I) C A(c,d) para algum ¢ € C ponto singular.

Entao
Ib - Ibc U Ibs-
Por tltimo, definamos o conjunto Z; := {I €L, : fi(I) C Ale,d),ce C}.
Observacao 3.10. Veja que, card Z;, < o0.

De fato, como C é finito, entao C = {cy, ¢a, ..., ¢, }. Assim, geramos uma particao

P={0<¢ <cy<..<c, <1} eosintervalos (¢;,¢i1) para 0 <i < n.

Para [ = 0, temos

Ty ={I°: 1" = A(c,0),c € C}.



40

Como card C = n e os elementos de C sao unilaterais, entdao, Card Zy < 2n.

Para [ = 1, temos

L={I":T"= f'(I°) N (ci,ci1), I° € To,0 < i < n}.
Como card Zy < 2n e o ntimero de intervalos (¢;, ¢;41) é n — 1, entdao card Z; <
2n(n —1).

Para [ = 2, temos

L, ={I":I*= f'(I") N (ci,cin1), I' € T,,0 < i < n},
entao card Z, < 2n(n — 1)%
Assim, por recursividade, para [ = gy — 1, temos que card Z,,_1 < 2n(n — 1)©~1.
Portanto

qo—1
card Zp,, < Y 2n(n — 1
1=0

Denotemos, por card Z; = n;, para 0 < i < qq.

Observacao 3.11. Pela construcao da particao temos que card Z; < oo.

Com efeito, basta ver que

()

¢ um numero finito de intervalos. Seja {f, =1, ...,m} tais conjuntos, assim Z; =

{]nt(fi) 21 =1, ...,m} , portanto card Z; < oo.
Observe que f restrito a cada I € T é de classe C? sobre f(I).

De fato. Visto que Z =7y UZ, U1, , vejamos por casos

Caso 1: Se I € Z;, entdo f(z) = f%(x) para todo x € I. Por outro lado, pela definicdo

de Z; temos que

Fayna=o,
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para todo 0 < j < qo. Entéao, f% : [ — f9(I) é de classe C?, portanto f é de classe
C? em I.

Caso 2: Se I € T,,, entdo f(z) = f"'(z) para todo z € I. Pela definicdo de I obtemos

que

Payna=0,
para todo 0 < j < [.

Entao

flI — fYI), (3.26)
é de classe C?.

Por outro lado, como f!(I) C A(c,d), entao f: fY(I) — f(I) é de classe C?, logo
por (3.26) obtemos que f*!: I — fH(I) 6 de classe C2, portanto f é de classe C?

em I.

Caso 3: Se I € T,,, entdo f(x) = f*?(x) para todo z € I. Pela definicao de I temos que

Fna=0,
para todo 0 < j < [.

Entao

i1 — YD, (3.27)
é de classe C2.

Por outro lado, por (3.17) obtemos que

FI))ne =0,
para todo 1 < 7 < p.

Entao

e N — P, (3.28)
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é de classe C2.

Também, como f!(I) C A(e,d), entdo

fo i) = ), (3.29)
é de classe C?.

Assim, por (3.28) e (3.29) resulta que fP: fY(I) — f!*P(I) é de classe C%. Logo, por
(3.27) fH4r . I — fH42(I) é de classe C2, portanto f é de classe C2 em 1.

3.4 DISTORCAO GENERALIZADA

Nesta secao definimos distor¢ao generalizada como também suas consequéncias.

Para qualquer intervalo I e inteiro n > 1, definimos a distor¢do generalizada por

. B n—1 |Df($])|
D(f",1) = ],Hoxfigzj 1Df ()l

onde I; = fI(I).

Observemos que o supremo ¢ tomado sobre toda escolha de sequéncias z;,y; € I;.
Em particular, se escolhemos as sequéncias z; = f7(z) como a 6rbita num ponto e y;

arbitraria, obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.12.
1 _ DI
sup ,
H PDf S D)

para todo x € 1.

Demonstracao. Seja x € I. Entao

ool Tow g = (H'Df e )(HS“PM)

= TP (e
- ] wp 2L

|Df]

eh, 1DS(yy)
T o 1S

= yféz Df(y,)|
= D(f. ).
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Consequentemente

1Dy
H S 7] = (D))

para todo x € I.

Proposicao 3.13.

H’:]\

p;, [D*f]
( mfI]. |Df] |]j|> ’

Demonstragio. Sejam j € {0,...,n—1} e x;,y; € I;. Entao pelo Teorema do Valor Médio,
existe & € (y;,x;) C I; tal que

Df(x;) Df(x;) — Df(y;)

Df(y) H Df(y;) - Df(y;) (5 =)
Entao
Df(z;) _‘ D), . D2 &) py D11
|Df(yj> = |1+ By @ =) < 1 e —wl <1+ ki
Logo
Df(z;) py, | D*f]
‘Df(yj> < U+ T pp il
para todo z;, y; € I;. Entao
Df(x;) supy, [D*f|
z;,y; €15 Df(yj) =1 mflj |Df] |IJ|’

para todo 0 < 57 <n — 1. O que resulta

Df

11 Df(

j=0 Tj,Yj5 6[

(s, DY
13( it D7) ’”)
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Lema 3.14. Para qualquer intervalo I, e todo inteiro [ > 1 tal que f7 : I — f7(I) é um

difeomorfismo para todo 0 < j < [, temos que

1
YA D] S 1an IDfll Z/

Demonstracao. Escrevemos primeiro o seguinte

1 -1 1 1 N (2 J
VarID—fl—varl HD—fof = vary (Dfof ) HD—fof

Desta maneira, pela propriedade de variagao (V'3), obtemos

1

-2 1 )
Dji = ( \Df\ °f" ) ("a“llmof

var; — o fi1 M J
+<al ff )( ]OlDf| f

Logo, pela propriedade de supremo, temos

vary

1 I -2 1 ;
varID—fl < ( \Df\ of ) VarIH—fof

+ <Var1D1fofl 1) (Hsup |Df|

Agora, colocando em evidéncia o produto do primeiro com tltimo termo da direita

d a d taca ! ! .t
a expressao, € usando a notagao , — 0 emos que
Df(f5) ~ Df
1 -1 1 vary []2 L Var; mer
vary —— < Hsup . =) = 0 Df(fj) + Df({l 2. (3.30)
Df j=0 1 |Df<f])| H] Osupl \Df(f7)| SUPIW

Fazendo o mesmo para [ — 1 obtemos

1 ! 1 =1
V&UW = vary Ll;[o Df(fj)] = vary {(W) (};[O Df(fj))] .

Portanto

1 (=2 1 varz 1125 577 VaT] e
var; ——— < | [] sup = ’ Df(f]) + - Df(]; L (3.31)
= [T=05ups oy SUPI By
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Também

1 L | 1 |
Varfm = var; Ll;[o Df(fi)] = vary KW) (};[0 Df(fﬂ))] .

Em vista disso

1-3 1 vary H] 0 Df}fj) vary W
vary = — S HSHP ] 1 + 1 )
f IDf(f9)] I[;= o sup; i SUPT D

Usando esse argumento de forma indutiva, temos

] 1 vary Dif vary ﬁ(f)
vary —.- = valy Sup " '
DI [H DI ] (H DI fﬂ)l) [SUprlfl SUb7 oI

Desta maneira, substituindo (3.31) em (3.30). Obtemos

i var H 1 var % var %
L S (H Sup 1 ) |: I Jj= ODf(f]) + IDf(fl 2) + IDf(fl 1) ‘

Dft = = 0 IDIUDN) | T0supr oy St ppoesy - SUPr oy
Continuando da mesma forma, tem-se
1 L Sl 1)
var; — < sup — . (3.32)
Df! (H IDf( fj)‘) Lz:% Supy ‘Df%fj”
Por outro lado, seja 0 < j < [ e denotemos por h; = f7, fi: 1 — fi(I) =1, e
o= DF Como h; é um homeomorfismo, entao por (V4), temos que
1 < 1 fj> ( h) 1
vary — = var; | — o = vary(p o h;) = var, ¢ = vary,
Df(f7) Df 'Df

Deste modo, por (3.32), obtemos

=1 vary,

1 1 1\ i varg, o7
vary —-5 sup _— Sup —_— | .
bF (H DI >r) Lzosupfw] (H |Df|) [Z|
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Assim, pela Proposicao 3.12, temos que

vary

1 _ D(f!, 1) [\ vary, 5 |
Dft = |Dfi(z)|

1
j=0 SUPI; b7

para todo x € I. Entao

1 _ DULD) (G v oy
var < - ) 3.33
"'Dp inf; | D f!| ;Jsuplﬂgf (3:33)

Por outro lado, por (V'5), temos que

P (o) -

D*f(x)
1, [ (Df)* ()

vary, Df / dx, (3.34)

J

onde

D*f(x)
Df(x)

D*f(x)
(Df)*(x)

J,

oo~ J, (oreat) () 2= (e o) U

Dessa maneira, pela Proposicao 3.5, existe A > 0 tal que
D*f(x)

oo\ <4 (o) (U, aw)

Assim, substituindo em (3.34), obtemos

=4 (S“p o) U, ).

Deste modo, por (3.33), segue-se

).

1
vary.

]Df—

1 _ D(f.1)
<
Dfl = inf; |DfY]

vary

Entao

1
Dfl_ 1an|Dfl| Z/d

vary

Finalmente, por (V'1). Obtemos



1
7d
VA ] S mfzIDfl| Z/ g

Consequentemente

1
YA D] S inff IDfll Z/
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4 EXPANSAO E DISTORCAO

Neste capitulo vamos dar alguns resultados que auxiliarao na prova de expansao e

de distor¢ao da aplicacao induzida.

4.1 DISTORCAO DURANTE PERIODO BINDING
Denotemos por I; = (f7(z), f/(c)) e |I;| o comprimento do intervalo ;.

Proposicao 4.1. Sejam x € A(c,d) para algum c € C e Iy = (x,c). Entdo

para cada 1 < j < p(x) = p.

Demonstragio. Seja 1 < j < p. Como d(fj) = inf {d(s,c) 'S € fj,c € C}, entao, dado

g > 0, existem s € fj e ¢ € C, tais que

d(j) +e>d(s,8) e d(fi(x),f(e)) = dls, [(c))-

A vista disso

d(L;) +d(fi(z), () + ¢

v 1V Vv
Q Q QU
—~~ —~
~~ \.ﬁ> V,)
. ~
= =l
S~—
- s +
8 = o
—~
o
=
<
—~
o
SN—
SN—

Logo

d(L;) + e > d(fi(c),C) — d(f'(z), f(c)). (4.1)

Por outro lado, pela definicdo do periodo binding, temos que

d(f(z), f(c) = 1| < d(c;).

Entao, substituindo em (4.1), obtemos

d(I)) + &> d(f7(e),C) = 3d(f(c),C) = (1 = 7;)d(f (), C),



para todo € > 0.

Assim, fazendo € — 0, obtemos

d(I;) > (1= ;)d(f(c).C).

Logo, visto que d(c¢;) = d(c;,C) > 0 e pela defini¢ao de v;, temos que

d(l;) > 0.

Também, por (4.2) e defini¢ao de binding, temos

Portanto

|IZ| < i
d(IJ) 1_’}/]

Por outro lado, pela definicao de «;, obtemos que

= <2 =

QIS

Desta forma, substituindo em (4.4), temos que

= S 27j7
d(1;)
para todo 1 < j < p.

Como consequéncia da Proposicao 4.1, temos que

[ l’ .
i dx)  — g

para todo 1 < 7 < p.

De fato, sejam 1 < j<pex € fj. Entao

1 Vi

1
2 L= — -y
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(4.2)

(4.3)

(4.5)
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i) =

) T d(I)

() < dw) = 5~ < —

Logo, pela Proposicao 4.1, tem-se

Portanto

1
—dw < 2,
/fjd(x) =20

para todo 1 < j < p.

Antes de comecar a prova da seguinte proposicao, daremos alguns resultados prévios.

Seja 1 < 7 < p.

A

Lema 4.2. Se x € I}, entdo d(z) ~ d(I;).

Demonstragdo. Sejam x € fj, s € fj e ¢ € C. Entao

d(z) < d(z,¢) < d(z,s) +d(s, &) < || + d(s, ).

Dessa maneira

d(x) < || +d(I)).

Logo, pela Proposicao 4.1 e definicao de distancia, resulta que

Portanto

para todo x € fj.
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Lema 4.3.

oy DG sty D
w5 €l; [Df(y;)] inffj |Df]

Demonstracao. Como

inf |Df| < |Df(y;)| e | D2 f ()] < supy, [D*f],

J

para todo x;,y; € fj, entao

sup;, [D*f]| o D2 f ()]
inf; [Df] = [Df(y)]

Desta forma

sup; |D? D2f(z.
inf; [Df] =, i, [Df(y5)]
Por outro lado, dado € > 0, existem a;, b; € I ; tais que
it Df|+e> [DFO)] e sw D] - e <D (a).
i i;
Entao
sup; |D*f| —¢ 2¢£(0. 2f(
wy, D] =2 D) _ D)
inf; [Df+2  Dfb) .02 DA ()
Consequentemente
sup; |D*f] — ¢ D2f(x.
wpy, Dl =e DR ()]
para todo € > 0.
Assim, fazendo £ — 0, tem-se que
sup; |D? 2f(m

- < sup ————.
inf; [Dfl . ei, DS ()l

Logo, por (4.6) e (4.7), obtemos
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oy DG sy D
w5 €l; [Df(y;)] inffj |Df]

[]

Agora com estes resultados prévios estamos prontos para provar a seguinte propo-
sicao.
Proposicao 4.4. Seja x € A(c,0) para algum ¢ € C, Iy = (x,c¢). Entdo

2
o D2 1
xj,yjefj |Df(y])| d(I]>

para todo 1 < j < p(x) = p.
Demonstracao. Seja 1 < 7 < p. Para provar esta proposi¢ao, vamos analisar por casos.
Caso 1: Se fjﬂA:@.

Entao pela Proposicao 4.1, obtemos que fj C M\(AUC). Assim, existe A > 0,
tal que

1 1
LTSI @) SA e < IDfw) <A

para todo x;,y; € fj.

Desta maneira

L it |py. (48)

sup| D <A e S <in

IJ
Por outro lado, temos que

1
d(j)<1:>1<7A.

d(l;)

Assim, por (4.8), obtemos

. | D?
w < A2 <A2< 1A >
mffj |IDf] d(I;)
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Logo

sup;. |D?f| - 1
inf; |Df| ~ d(I;)’

para todo 1 < j < p.
Caso 2: Se I[; N A # 0.

Entdo, existe ¢; € C tal que I; N A(c;, 8) # 0.

Afirmagao 4.5. I; C A(c;,26).

Com efeito, seja a € I; e s € I; N A(c;, 6). Entao

d(a,c;) < d(a,s)+d(s,cj).

Assim, pela Proposicao 4.1, temos que

d(CL,Cj) < ’f]|+5§d(fj)+5<(5+(5:2(5

Logo

a € Alcy,26) = I; € Aey, 20).

Lembremos que, se ¢ € C, entao existe £ = £(c) > 0 tal que satisfaz (3.1),
entdo podemos tomar  suficientemente pequeno tal que, em Alc, 23) C A(c,0) continua

satisfazendo (3.1).

Desta forma, obtemos
IDf(2)| = d(z){)=1 o |D2f(x)]| ~ d(z)4)-2,

para todo = € A(c;, 26).

Logo, pela Afirmacao 4.5, obtemos

IDf(x;)] = d(z;)" )™ e |D*f(y;)| = d(y;) )2,



para todo x;,y; € fj.

Portanto, existe A > 0, tal que

1
A

para todo x;,y; € fj

Por outro lado, pelo Lema 4.2, existe B > 0 tal que

para todo x € fj.

Sejam x;,y; € fj. Por (4.10), obtemos

Bg(cj)d(jj)e(cj)_l < d($j)z(cj)_1, onde Bg(cj) = min{

Assim, por (4.9), obtemos

para todo x; € fj.

Logo

By -
&d(lj)f(%‘)—l <inf|Df].
A L

J

By,
A

Tomando S = min{ 1< < p}, temos que

Sd(I;)e)=t < in IDf].

Consequentemente

1 < l ( 1 )
inf; IDf] = S \d(I;)en-1) "

Analogamente, por (4.10) tem-se que

—d(@)) D < Df(5)] e |D*f(y)| < Ad(y;) 2,

o4

(4.10)

(4.11)
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» 2 A 1
L(cj)— £(ci)— ci)—
d(y;) (cj)—2 < Bﬂ(cj)d([j) (c5) 2’ onde Bf(cj) — maX{W7BE( ) 2}.

Assim, por (4.9), obtemos

1D f(y;)| < ABuyepyd(L;)" 2,

para todo y; € fj.

Dessa forma

sup|D2f\ < ABy, d(f )elei) =2,

I]
Tomando R = max {Aég(cj) 1<j< p}’ obtemos

sup\D2 fI < Rd(I;)" (4.12)

]

Logo, por (4.11) e (4.12), temos que

sup;, |D*f| R(d( 1)Hed) 2) _, Supj, | D f| R( 1 )

— <= < — =
inf; [Df = S \d(f;)den—! inf; [Df] = S \d(l;)

Entao

supfj|D2f| - 1
inf; (D71~ d(l,)

Portanto, pelo Lema 4.3, tem-se

D*f(a)| _ 1
o IDf )| ()

(4.13)
para todo 1 < j < p(x).

O

Proposicao 4.6. Seja x € A(c, ) para algum ¢ € C. Entao existe I' > 0 que independe

de x tal que
D(fk7f1> < F?

para todo 1 < k < p(z) = p.
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Demonstracao. Seja 1 < k < p. Entao pelas Proposigoes 3.13, 4.4 e 4.1, existe A > 0 tal

que
. sup; |D*f] .
D(f* ) < 1+ —2——|I,
( 1) g( lnff]|Df| |J’
I
< II <1 4l )
=1 d(1;)
k
< H (1+2A7;). (4.14)
j=1
Por outro lado, usando a desigualdade log(1 + z) < x, para todo x > 0, obtemos
k k
log [T(1+24y;) = > log(l+2A4v;)
j=1 j=1
k
< > 24y
i=1
< 24> (4.15)
j=1
Também por (3.10), existe s > 0 tal que Z’yj = s. Logo, substituindo em (4.15),
j=1
temos que
k k
log [] (1 4 2Av;) < 2As = ] (1 +2Ay;) < 2 =T.
j=1 j=1
Portanto, de (4.14) tem-se
D(fk7 fl) S F?
onde I' > 0. N

Previamente daremos alguns resultados para logo provar a seguinte proposicao.

Lema 4.7. Se h é continua e mondtona em [a, b], entao

h((a,b)) = (h(a), h(b)).

Demonstracdo. Suponhamos que h é crescente. O outro caso é tratado de maneira analoga.



o7

Seja x € h((a,b)), entao existe y € (a,b) tal que x = h(y), comoa <y <behé
crescente, entdo h(a) < h(y) < h(b) logo = € (h(a), h(b)), por conseguinte

h((a,b)) C (h(a), h(b)). (4.16)

Por outro lado, seja = € (h(a), h(b)) entao h(a) < x < h(b), logo pelo Teorema do

Valor Intermediario, existe y € (a,b) tal que x = h(y) entao x € h(a,b) e, assim

(h(a), (b)) C h((a,b)). (4.17)
Portanto, de (4.16) e (4.17), obtemos o resultado. O

Lema 4.8.
[f7(2), fP(e)] NC =0,

para todo 1 < j < p(x) = p.

Demonstragdo. Provaremos por contradigao, isto ¢, suponhamos que existe 1 < 5 < p tal
que [f7(z), f7(c)]NC # (. Por (4.3), obtemos que (f?(z), f’(c)) N C = (. Também temos
f(c) € C, pois d(c;) # 0 entdo fi(x) = &, para algum ¢ € C. Deste modo, como I; # 0,

existe y € fj tal que é < y < f7(c), pela Proposicao 4.1, temos que

d(y, &) < |I;] < d(I;) < d(y,¢) = d(y,é) < d(y, ),
o qual é uma contradigao.

Portanto

[ (@), f(e)] nC =1,

para todo 1 < j < p(x). O

Lema 4.9. Seja Iy = (z,¢) e I; = f/(Iy). Entao

L= (f(z), f(c)),

para todo 1 < j < p(x) = p.
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Demonstragio. Provaremos primeiro para j = 1, é dizer f(x,c) = (f(x), f(c)). De fato,
como [ admite extensdo continua na fronteira, entao existe F : [z,c¢] — M continua,

definido por

fly), se yelz,c)

F(y) =
v F(e) =lim f(y), se y=rc,

onde ¢ = ¢~ e vamos supor f crescente em (z,c). Os outros casos sdo tratados de maneira

analoga.
Neste caso F' é crescente em [z, c|.

De fato, como f é crescente em [z,c), entdo basta analisar no ponto ¢. Por
contradigdo, suponhamos que existe * < s < ¢ tal que F(s) > F(c). Entéo, existe r € R
tal que F(s) > r > F(c); porém F ¢é continua em [s, ¢], logo existe t € (s,c¢) tal que
r = F(t) desse modo F'(s) > F(t), uma contradi¢do, pois f é crescente em [s, t]. Portanto,

F' é crescente em [z, c|.

Utilizando o Lema 4.7, obtemos que

f((z,c)) = (f(x), f(c)). (4.18)

Agora vejamos para 1 < j < p.

Pelo Lema 4.8, temos que f ¢é continua em [f7(x), f7(c)], além disso f é mondtona

em [f7(x), f?(c)], entdao por (4.18) e pelo Lema 4.7, tem-se o seguinte

i=2  Pllae) = [(flxe) = f(f@),f) = (), )
i=3 =) = [f(x) = [(f=2).)) = (f@).f)

j=p=1 fri((z,0) = f(fr2((.0) = f(fr72@), f772() = (77 (@), f77}(c)).

Portanto
I = (f(x), F(c)),

para todo 1 < j < p(x).

Observe que, a partir dos Lemas 4.9, 4.8 e 4.7, obtemos que



99

fol(z0) = f(fr~((x,0)))
= S =), /7))
= (f7(x), [7(c)).

Seja 1 < k < p(x) =p.

Lema 4.10.
fj(l_l) N C = @,

para todo 0 < j < k, onde I; denota o fecho de I;.

Demonstracao. Seja 0 < 7 < k. Basta provar que

FI) = [ (@), 7 ()],
onde Iy = (f(x), f(c)).

De fato, seja a € f7(I;), entdo existe y € I; tal que a = fi(y) e f(z) <y < flc),
assim pelo Lema 4.8, sem perda de generalidade, temos que f/™1(z) < fi(y) < f7*(c),

entdo a € [fIT(z), f7T(c)]. Por conseguinte

FL) < [ (@), (). (4.19)

Por outro lado, seja a € [f/T(x), f77(c)] entdo fI(f(z)) < a < fI(f(c)). Se
a= fi(f(x))oua = fi(f(c)), entao nada temos que provar. Caso f/(f(z)) <a < fi(f(c)),
como f7 é continua em [f(z), f(c)], entdo pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

y € (f(z), f(c)) tal que a = fi(y), entdo a € f(I;). Por consequéncia

L7 @), 7o) € (0. (4.20)

Assim, por (4.19) e (4.20), obtemos

) = [ (@), 7 (e).

Entao, pelo Lema 4.8, tem-se que
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para todo 0 < j < k.

Lema 4.11.

para todo 0 < j < k.

Demonstragio. Seja 0 < j < k. Como I; = (f(x), f(c)), entdo pelos Lemas 4.10 e 4.9

obtemos que

) = [ ), ()]
= (f7+H(x), f71(c)
= fi(h),
para todo 0 < j < k. O]

Lema 4.12.
D(fk’ [1) = D(fk7 jl)?

para todo 1 < k < p(z).

Demonstracio. Seja 1 < k < p(x). Basta provar que

D . D .
xj,y;€fI (1) Df(y3> Ij,ijfj(fl) Df(y])
para todo 0 < j < k.
De fato, seja 0 < j < k, como I, C I} = fI(I;) C f7(I;). Entao
D ; D _
$jvyj€fj(jl) Df(y]) wj,ijfj(jl) Df(y])

Por outro lado, sejam z;,y; € fI(I;), entdo existem a,b € I; tais que z; = f/(a) e
y; = f7(b), também, desde que a,b € I, existem z,,w, € I, sequéncias tais que z, — a e

w, — b. Pelo Lema 4.8, f7 é continua em I, entdo



fi(zn) = fi(a)

Logo

fj(zn) — T

e

e
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fiwn) = f1(b).

fj(wn) — Yj-

Desta forma, pelo Lema 4.10, |Df| é continua em f7(I;). Entdo

ID(f7 (zn))| = | DS (2;)]

€

Porém

D (wn))| = [Df (y5)]-

DA D D))
|Df(f](wn»| - zj,y; €fI (1) Df(yj>
Assim, fazendo n — oo, obtemos
DSy _ Df(z))
IDf il ~ ajmserian | Df(y) |
para todo z;,y; € f7(I).
Portanto
D ; D ;
wyiefi) | DF W) |~ aypefiny | D (y;)
Entao, por (4.22) e (4.23), temos
sup Df(x;)| _ Df(x;)
wiuefi) | DFW) | aywperian | DI (5)
para todo 0 < j < k.
Assim
= Df(zj)| = Df(z) -
D(fkvjl) = sup ! = sup ¢ :D(fk7]1)7
jl;[(]xj:yjefj(ll) Df(y;) §=0z;,y;€f3(I1) Df(y;)

para todo 1 < k < p(z).
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Com este resultados prévios estamos prontos para provar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.13. Se 1 <k <p(x)=p ey,z € [z,¢|. Entao
IDFECF)| = |DFE(f(2))]-

Demonstragio. Sejam 1 < k < p ey € [x,c|]. Temos que

D@D :
Dy — PIUW HIDf(fj(C))I)

= D (F)I | T1

< |IDf*(f(y))] Hsup>-

Pelo Lema 4.11, resulta que f7(I;) = I;;1, para todo 0 < j < k. Logo, pela
Proposicao 3.12, Lema 4.12 e a Proposigao 4.6, obtemos que

DS () y N
i) = PV (}Tofa}f err)

D(fk7 jl)
= D(fk7]1)
< TI.

N

IA

Logo

IDfE(f(y))|
Dy = (4.24)

Analogamente, prova-se que

DS () y o
D = PV (Hﬂ}i’ IDf|>

IN

D(fk7 jl)
= D(fkv [1)
I

IN

Entao



63

1 _ DS
I = [DfF(f(e)
Logo, por (4.24), obtemos que

IDFE(f )] = D), (4.25)
para todo y € [z, c].

Por tltimo, sejam vy, z € [z, ¢], entdo, por (4.25), temos

IDFF @D~ DFF () e [IDFE(f()] = [DFE(f(e))]-

O que resulta

IDFE(FW))] = [DFE(F(2))],
para todo y, z € [z,c] e 1 <k <p(x)— 1.

4.2 A PARTICAO PERIODO BINDING

Nesta secao vamos trabalhar com as parti¢oes de Z que tem periodo binding p > 1
como também suas consequéncias.

Proposicao 4.14. Seja I € Z com p(I) = p, onde I esta contida numa vizinhanga de um
ponto critico de ordem (. Entdo

__2 __2
D, S infd(w) < supd(z) D, %"

Demonstragio. Seja x € I entao pela definicao de ordem num ponto critico, obtemos

f(@) = FO] = d(2)" = | f(z) = f(e)]? ~ d(x).

Consequentemente
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Assim

A

d(z) = |Io| ~ |1]7. (4.26)

Por outro lado, como fP~! é continua em [f(z), f(c)] e derivavel em (f(z), f(c)),

entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (f(x), f(c)), tais que

@) = S (@) = (7 (©)(fe) = fl).

Dessa forma

[fP(@) = Pl = (P ©OI(f () = flo)l.

Também, como £ € (f(x), f(c)) entdao pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

E € (,¢) tais que & = f(9).

Logo

77 ) = 7Rl = 1P (PO (@) = F(o)l.

Assim, pelo Proposicao 4.13, temos

[f7(@) = fPl = () (F)II(f(x) = Fe)].

O que resulta

R R - I
[p| = Dypa| 1] = |11]7 =~ [Dp_11|fp|] ‘.

Deste modo, por (4.26), existe A > 0 tal que

LD < ).

Portanto, pela definicdo de periodo binding obtemos que

; D pdley)]” < dlx). (4.27)
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Analogamente, fP~2 ¢ continua em [f(z), f(c)] e derivdvel em (f(z), f(c)), entao

pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (f(x), f(c)) tais que

) = S (f (@) = (772 (0)(f () — f(@)).

Entao

[P @) = 77l = 1) ON(f (@) = (o).

Também, como 6 € (f(z), f(c)), pelo Teorema do Valor Intermediario, existe

0 € (z,c) tais que 8 = f(6).

Desta maneira

77 @) = SRl = 1) (PO () = f(e))].

Assim, pelo Proposicao 4.13, temos

27 @) = Sl = (P72 (P (@) = fe))].

Logo

)=

A A A l _ A
sl ~ Dyl Iy = |17~ [Dy L]

Dessa forma, por (4.26), temos

)=

d(x) < A D[]

Portanto, pela definicao de periodo binding obtemos que

dz) < A [D;fzfyp,ld(cp,l)}% : (4.28)
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Agora, fazendo ¢ suficientemente pequeno, podemos tomar p suficientemente grande

1 . - .
tal que v,_1,7, < > e portanto, a partir da definicdo da sequéncia 7, temos

1

’Ypd(cp): p_—ij € '7p—1d(c/p—1):D;—?- (4.29)

Entao, substituindo (4.29) em (4.27) e (4.28), obtemos

1

ZD;_zfj <d(z) e d(z)<AD,% ", paratodo z € 1.

Por consequéncia

1 2 2
ZDpff’l < il}f d(x) e sup;d(z) < AD, %

O que resulta

__2 __2
D, S infd(x) < sup dlz) S D, 5"

[
Neste ponto damos um resultado prévio para logo provar nossa seguinte proposicao.

Lema 4.15.
IDf(cp1)| = d(cp—y)?1 7,

onde ¢ = {i(c) denota a ordem do ponto critico mais perto de c.

Demonstracao. Para provar este resultado apresentamos dois casos.

Caso 1: Se ¢,-1 = fP71(c) € A, entao

1
S < IDfe )l < A (4:30)
para algum A > 0.

Por outro lado, temos

0 < d(Cp_l) < 1.
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Entdo By, , < d(c,—1)171 < Dy, ,. Como C ¢ finito resulta que a quantidade de

ordens ¢é finita, assim podemos tomar

B:min{ngfl,CEC} e D:maX{D[pil,CEC}.
Logo, por (4.30), obtemos
_ Df(C —1)| A
B <d(c,.1)" <D | 4 =.
< d(ep-1) =Y T AD S d(e, ) = B

Consequentemente

[Df(ep-1)| ~ dlcpa) 7"

Caso 2: Sec,_1 € A, entdo existe ¢ € C tal que ¢,_1 € A(¢, ), onde £(¢) = £,_1(¢) = £p—1.

Portanto, pela definicao de ordem num ponto critico obtemos

D f(ep-1)| ~ d(cpa) 7

]

Proposicao 4.16. Seja I € Z com p(I) = p, onde I esta contido numa vizinhanga de um

ponto critico de ordem (. Entdo

2(4—1)
D. 20—1 2(0—1)(£,_1—1)
Zrl <d(c )T—pl
D ~ -l
p—2

D(f,1) S

onde ly, = l(c) denota a ordem do ponto critico mais perto de cx.

Demonstragio. Seja x € I, entdo d(z) < supd(x). Assim
I

d(z)1 < [Sl}lp d(x)rl. (4.31)

Também, por definigdo de ordem, tem-se |Df(x)| ~ d(z)*"!. Entao existe A > 0

tal que

idw-l < |Df(x)| < Ad(z)"". (4.32)



Logo, por (4.31) e (4.32), resulta que

Df)| < A sgpd<:c>] -

para todo x € I.

Dessa maneira

-1
sup |Df] < A |sup d(x)} :
I I

Também tem-se, pela Proposicao 4.14 que

2 =1 _20-1)
supd(z) S D, %" = [sup d(z) <D, 3.
I I
Consequentemente
-1 _2(6-1)
[sup d(x) <AD, 57"
I

Assim, por (4.33), temos que

2(¢—1)

sup |Df| < A°D, 3.
1

Por outro lado, seja x € I, entao

-1
inf d(z) < d(x) > [ir}fd(:):)] < d(x)" .
Desta forma, por (4.32), obtemos

-1

1.

G [mfd@)] < IDf@)
para todo x € I. Entao

1. et

1 |:1I1_lf d(x)] < 1r11f |Df].

Por outro lado, pela Proposicao 4.14, temos
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(4.33)

(4.34)

(4.35)



2(£-1)

D, S ir}f dz)= D, 7" < {ir}f d(x)

Entao

1 2(0—1)
A

-1
D, ' < [irllfd(x)} :

p—1

Logo. por (4.35), temos que

_2(6-1)
20—1 :
—AQDP_]_ < 1rllf\Df|.

Assim, por (4.34) e (4.36), temos que

2(£-1)
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-1

(4.36)

2(¢—1)

LD < D) e |Df(x)| < AD, T

AQP

para todo x,y € I. Logo

2(0—1)

DF@)] _ [D
|Df(y)| N Dp—2 7

para todo z,y € I. Portanto
2(0—1)
p 1) g [De] 5
swer [Df(y)| — Dy
Logo
D15t
D(f, 1) < P—l] '
s gt

T 201
p—2 )

(4.37)

Vejamos a outra estimativa, por definicdo da derivada ao longo da érbita ¢ e pela

regra da cadeia, obtemos que

Dy = |(f71) (f(e))l
= |(fo f772) (f(0)

= [Df(fPH(c).Dfr=2(f(c))]

= |Df(ep-)I(f772) (F(0)]
= |Df(cp1)|Dps-
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Assim, pelo Lema 4.15, tem-se que

D, 1~ D, od(c, ;)7 (4.38)
Entao
Dpfl ly_1—1
~d(c,_1)*?
Dp—2 ( P )

Em vista disso

2(¢—1) 2(£—1)

D 1 20—1 2(6—1)(¢p_1-1) D 1 20—1 2(0-1)(Lp_1—1)
p— ~ —_— p— Y e —
lpz ~do) T = | P Sde)
p—

Sendo assim, por (4.37), obtemos

2(4—1)
D. 20—1 2(6—1)(€,_1-1)
—r=l <d(c,,)” T
D ~ ‘
p—2

D(f,1) S

[]

Previamente damos um resultado para logo demonstrar nossa seguinte proposic¢ao.

Lema 4.17. Se f : X — Y é uma funcao limitada inferiormente e A > 0, tal que
inf f(z) > C > 0. Entao, existe B > 0 tal que A+ f(z) < Bf(z), para todo z € X.
. A N . A
Demonstragao. De fato, como h_)m — =0, entao para C' > 0, existe ng € N tal que — < C
n—oo n n

para todo n > ng. Logo

F(o) > 2 o nof(@) + fle) > A+ ().

N

Portanto A + f(z) < Bf(x), onde B = ny + 1.

]

Proposicao 4.18. Seja I € Z com p(I) = I, onde I esta contido numa vizinhanga de um

ponto critico de ordem f. Entdo

_2

/1dx<8+10g Dot |7 < logd(e, 1)
rd(x) "~ D,_» ~ pell

para algum S > 0.
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Demonstragio. Seja I = (z,v), entdo I = [z, y], logo

/jd(lz)dzz/zd(lz)de/fd(lz)dZ:/llziddz'

Desta forma apresentamos dois casos

Caso 1: Sec=c".

/fd(lz)dz = /fzicdz

= log(z —¢)
y

Y

T

= logd(z)

xT

= logd(y) — logd(x).

Caso 2: Sec=c".

/1dz = f ! dz
1d(z) fc—=z

= —log(c—2)
Yy

= —logd(z)

xT

= logd(z) — logd(y).

Assim, obtemos

1
/Id(Z)dZ = |logd(x) — logd(y)]|. (4.39)

Por outro lado, pelo Proposicao 4.14 existe A > 1 tal que

—2

DI <d(z) e d(y)<ADF,.

2
p—

e |

Entao
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Logo
log dy) log A% + log [Dp_ll “ (4.40)
(x) — Dp—s . .
Analogamente, obtemos que
d(ZL‘) D 1 22271
log —= < log A% + log [ e ] . 4.41
(y) Dy ( )

Dessa maneira por (4.40) e (4.41), temos

D _ 20—1
llog d(z) — log d(y)| < log A> + log | =2=* :
D

Logo, substituindo isto em (4.39), obtemos

1 D, 20—1
——dz< S +1 -l 4.42
/[d<z>2~5+°glp ] , (4.42)

p—2

onde S = log A% > 0.

Vejamos a outra desigualdade, por (4.38), temos

Dyy = Dy ad(cy1)* 7 = D)~ Dy d(cpy)” T

Entao existe B > 1 tal que

2(b,_1-1)

log B +logd(c,—1) 21

_
]
o2
L — |
ﬁ‘U
L
—_
nN
)
L
IA

= logB+ logd(c,_1)7!

2
20— 1
< log B +2logd(c, ;)"
_ 5 [logB

+logd(c, 1) . (4.43)
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Por outro lado

d(c,_1) < 1= d(c,1)" 7 < d(c,_1) ™t = logd(c,_1)* 7! < logd(c, 1)

Entao substituindo isto em (4.43), obtemos

_2

Dp—l 20—1 1

S+log | — < S+ logd(cp-1) ™, (4.44)
D,

onde S; > 0.

Vejamos o seguinte, por (3.15), obtemos d(c,—1) < &, onde 0 < £ < 1, entdo

1 1 1
—<d(c,.1) P = 0<log - <logd(c, 1) ' =0< logg < ir;f logd(c,—1)™ "

§ §

Deste modo, pelo Lema 4.17, obtemos

Sy 4logd(c,—1)~" < Sylogd(cp—1) ",
para algum Sy > 0.

Logo, por (4.44), temos que

D 1T
S+ log lel] Slogd(c, 1)~

p—2

Por tltimo, de (4.42), tem-se que

_2

1 D, ,]%1 B
/[d(z)dz 5 S + log l_DI)‘| 5 log d(cp—l) 17

p—2

onde S > 0.

4.3 EXPANSAO DURANTE PERIODO BINDING

Nesta secao provaremos a expansao durante o periodo binding da aplicacao f que

vai ajudar para provar a expansao da aplicacao induzida f.

Proposicao 4.19. Seja c € C, x € A(c,d) e p = p(x). Entdio

[DfP(x)] 2 D5

p—1



74

Demonstragio. Seja ¢ € C e x € A(c,d), com p(x) = p. Usando Regra da Cadeia,

Proposigao 4.13 e o resultado (4.36), temos

IDfP()] = (7o f)(@)]
= D" (f(x))||Df ()]
_2e-1)
> (A7 (f(0))]) (ADP?* )

2(4-1)

—_= AQDp_lD; ié—l

1
= A'D)
para algum A > 0.
Portanto
1
1D fP(x)] 2 D5

Antes de continuar, vejamos um resultado prévio.

Lema 4.20.
1
D > o
para p suficientemente grande e para todo C' > 0, onde k é a constante que obtemos por f

ser uniformemente expansora longe de pontos criticos em (€1) da segao 3.1.3.

Demonstragio. Seja C' > 0. Como ILm — =0, entao existe n; € N tal que
n—oo 2n,
Ck 1
< Z. 4.45
27’L1 2 ( )

Por outro lado, por (3.14), temos que nlgg() v, = 0, entao existe ny > 0 tal que

para todo n > nas.

Também, por (3.16), temos (lsin% h(d) = +o0, entdo existe 6 > 0 tal que
_>

]’L((S) > Na,

sempre que 0 < § < 9.
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Agora, pela definigao de h(d) temos que p > h(J), logo por (4.46) e a definigao de

Yn, tEmMos que

1 Ck 1 Ck
d(C )D2Z171 2711 Dﬁ 2n1 )
P p—1 p—1
Deste modo
2 1—1 2
Dy > o
para todo C' > 0. n

Observagao 4.21. Em particular, podemos escolher um § suficientemente pequeno tal
que
» 2
D) 2 =
1

De fato, pela Proposicao 4.19, existe A > 0 tal que | D f?(z)| > AD;%'. Logo, pelo

Lema 4.20, temos que

2

2
)= IDpr@l >

D) > A
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5 SOMABILIDADE

Neste capitulo vamos provar a expansao da aplicacao induzida, assim como os

resultados (3.11) e (3.12), para logo ter o resultado final de nosso trabalho.

5.1 EXPANSAO DA APLICACAO INDUZIDA

Nesta secao provaremos a expansao da aplicacao induzida na particao Z.

Proposicao 5.1. Para todo [ € Z,

IDf| |>2.
Demonstragio. Como I =7y U7, UL, , entao apresentamos trés casos

Caso 1: Se I € Z;. Como f(2) = fo(2), para todo z € I, entdo Df(x) = Dfo(z),
porém fI(z) ¢ A, para todo 0 < j < go. Logo pelas condicoes (3.9) e (3.24), obtemos
IDf ()| > 2.

Caso 2: Se I € Z,,. Como f(z) = f*1(2), para todo z € I, entdo, pela Regra da Cadeia,

temos que

[Df(@)| = [DF(f'@)IDf (). (5.1)

Por outro lado, por (3.8), obtemos

IDf!(x)] > k. (5.2)

Também, pela Observacao (3.2), obtemos

lim |Df(x)] = 0.

z—ct

2 A
Entao, dado z > 0, existe § > 0 tal que

N 2
C<$<C+5:>|Df($)|>%.
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Assim, podemos tomar ¢ suficientemente pequeno tais que

¢ < fl(x) <c+0=|Df(f'(x))] > 2

Deste modo, por (5.2) e (5.1), obtemos

[Df(x)| > 2,
analogo para ¢ = c¢™.

Caso 3: Se I € 7. Como f(z) = fP(2), para todo z € I, entdo pela Regra da Cadeia,

temos que

[Df(@)| = [DS?(f'(2))[| Df!(2)]. (5:3)

Por outro lado, pela Observacao 4.21 do capitulo anterior, temos que

(5.4)

oo

IDfP(f!(2))] =
onde p(f'(z)) = p.
Também, pela definigao de [, temos que f7(z) € A, para todo 0 < j < [. Assim pela
condicao (3.8), obtemos
IDf!(z)] > k. (5.5)

Por tanto, substituindo (5.4) e (5.5) em (5.3), obtemos

IDf(z)| = 2.

Observagao 5.2. f ¢ um difeomorfismo em I sobre f (I), para todo I € 7.

De fato, seja I € Z, entao pela Proposicao 5.1 tem-se Df(x) # (0 para todo x € I,

portanto segue-se o resultado.
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5.2 DISTORCAO DA APLICACAO INDUZIDA

Antes de comecar com a prova da seguinte proposi¢cao, vamos dar um resultado

prévio. Seja I € Zy.

Lema 5.3. Existe S = S(J) > 0 tal que

Df(x;)

Df(y;) =5

sup
Zj,Y;j Glj

para todo 0 < j < qo.

Demonstraggo. Sejam 0 < j < qo e zj,y; € I; = f/(I), entdo existem z,y € I tais que
zj = f(x) e y; = f1(y).

Como I; N A = (), entdo f77 é continua em [z;,y;] e derivavel em (z;,y;). logo
pelo Teorema do Valor Médio, existe §; € (x;,vy;) tal que

|77 () = [T ()l = DS s — -

Logo

[ (F (@) = [T )] = [DF (&) ey — vl

Assim

1> [f7(@) = f )l = [Df (E)llws — wl. (5.6)

Observe que f*(¢;) & A, para todo 0 < k < 7—j, pois f¥(&;) = f*(f7(£)) = f*(€)
ek+j<rT, ée 1.

Consequentemente, utilizando a condigao (3.9), obtemos que

D] = (8O,

Portanto, substituindo isto em (5.6), temos que

1> ¢(0)MT=D |z, — .
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Deste modo

|z, — ;| < c(é)’le’\(‘s)(j’T). (5.7)

Por outro lado, como log Df é continua em [z;,y;] e derivavel em (x;,y;), entao

pelo Teorema do Valor Médio e a Proposicao 3.5, obtemos

o ‘Df(ﬂfj) log > Df(z;)
Df(y;) Df(y;)
= log Df(x;) —log Df(y;)
= (log D) (¢;)(xj —y5)
1)
‘ Df(¢;) 75 = ]
A
< —lz; — vy, 0.8
d(CJ)| J ]| ( )
para algum A > 0 e (5 € (z;,y;).
Porém 6 < d((;). Entao substituindo isto em (5.8), obtemos
Df(z;)| A
log‘ 12 < Say — ).
Df(y;)| ~ o 75~ ]
Assim, por (5.7), temos que
Df(z;) A —1_A(8)(j—
log J —e(8) "tV 5.9
sl < 50 69
Por outro lado, tem-se
Mo < 52 pon _ (3) 1 E(s
—T < 1=T) _ \ae/) —
R )L b
onde a = M%),

Entao, substituindo isto em (5.9), obtemos

c(0) " E(9).

log|Df( )|

A
Df(y;)| ¢
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Portanto

3
g

S
o

para todo x;,y; € I;.

O que resulta

Df(zj)| ¢

e | DF(w)| =7

zj,Y; €15

para todo 0 < j < 7.

Proposicao 5.4. Existe uma constante D = D(§) > 0 tal que
D(f7,1) < D,

para todo I € Iy.

Demonstragio. Seja I € Zy. Entao 7(x) = qo, para todo = € I. Pelo Lema 5.3, obtemos

que

T—1 .
D(f. 1) =[] sup gff(zj; < S(8)" = Ds(6).
j=0 Zj:Y;j €1; J

]

Vejamos alguns resultados prévios antes de passar a provar a seguinte proposicao.

Seja I € Z, (T =1+ p).

Lema 5.5. Existe D; = D;(6) > 0 tal que

D(fla[) S Dla

para todo 0 < [ < ¢g, onde Dy é como na Proposicao 5.4.

-1
Df(x:
Demonstragio. Seja 0 <1 < go. Como D(f',I) =[] sup f(z;) , basta provar que
§=0%;5:Y;€L; Df(y;)
Df(x:
sup f(x) ’
ety | Df(y5)
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¢é limitado para todo 0 < j < [.

Com efeito, sejam 0 < j < Il e z;,y; € I;, entao existem z,y € [ tais que
z; = fi(x),y; = fi(y). Além disso, desde que I[; N A = (), entdao f'7 é continua em [z}, y;]

e derivavel em (z;,y;). Logo pelo Teorema do Valor Médio, existe &; € (x;,y;) tal que

f1 7 (5) = F7 (i) = 1D () |y — vl

Deste modo

(@) = f2 P W) = IDF () = yl.

Consequentemente

1> [f'(2) = f'y)l = [DF 7€)y — il (5.10)

Observe que f*(&;) ¢ A, para todo 0 < k < [—j, pois f5(&;) = f*(f1(€)) = FEH(€)
ek+j<l €l

Entéao, utilizando a condigao (3.9), obtemos que

D] = e(d)N.

Assim, substituindo isto em (5.10), temos que

1> ()M Dy — .

Logo

z; —y;| < e(8) e, 5.11
i Y

Por outro lado, como log Df é continua em [z;,y;] e derivavel em (x;,y;), entao

pelo Teorema do Valor Médio e a Proposicao 3.5, obtemos



o |Df(.7}]> log Df(‘r])
Df(y;) Df(y;)
= log Df(z;) —log Df(y;)
= (log Df) (¢)(x; — y;)
f(¢)
S‘Dﬂ@’%_%

< Ay
A
dg) ™

para algum (; € (zj,y;) e A > 0.

Também 6 < d((;), entdo substituindo isto em (5.12), obtemos

Df(z;)] A
og < —lz; — vyl
‘Df(yj) 51~ vl
Desta maneira, por (5.11), temos que
Df(zi)| A 1 @)t
log‘ < —¢(0) LU,
Dftyy)| < 7

Por outro lado

1—a

-1 go—1 (l)qo —1
D < 3 A < 3 A0 = \a) T p).
=0 =0
onde a = e*® e gy = qo(9).

Deste modo substituindo isto em (5.13), obtemos

< ‘;1 (8)LE(6).

Df(x,)
1Og|z>f<y )

Assim

|Df(%'> APOEO) _ g ()

Df(y;)

para todo x;,y; € I;.

Logo

82

(5.12)

(5.13)
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Df(z;)
sup <5,
x5,y €1, Df(yj)
para todo 0 < 7 < [.
Em vista disso
D)
D(fL, 1) = sup |22 < S(6)".
(1) jl;l]fjvyjejj D (y;) ©)

Por tltimo, como S(§) > 1, obtemos que

490
l

D(f',1) < S(8)' < [S(8)'] © = S(8)* = D (6),

para todo 0 < [ < qp.

Lema 5.6.

2(0-1)(£p—1—1)

D(f, L) Sdley 1) 201,

onde ¢ é a ordem do ponto critico associado a I;.

Demonstra¢io. Como p(1l;) = p, entdao usando a Proposicao 4.16, obtemos o desejado. [

Lema 5.7.
D(fp_la Il+1) S F?

onde I' > 0 como na Proposicao 4.6.

Demonstragio. Sejam x,y € I;,1 = f(I;). Entdo existem a,b € [} tais que x = f(a) e

y = f(b), além disso p(I;) = p, entao pela Proposigao 4.6, obtemos que

D(f" ' (f(a), f(e) <T e D', (f(b), f(e)) <T. (5.14)

Note que f(c) & (f(a), f(b)).

De fato. Por contradigao, suponhamos que f(c) € (f(a), f(b)), entdo f(a) < f(c) <
f(b), além disso f ¢é continua em [a, b] entdo pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe
s € (a,b) tal que f(c) = f(s), entdo F(c) = F(s), onde F' é a extensao continua de f,

entdo ¢ = s o qual é uma contradigao, pois ¢ € (a,b), logo f(c) & (f(a), f(b)).
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Dai, obtemos

(f(a), f(b)) C (f(a), f(c)) ou  (f(a), f(b)) C (f(D), [(c))-

Logo, pela definigao de distor¢ao e (5.14), temos que

D(f", (2,y)) < T, (5.15)
para todo z,y € [j41.

Por outro lado, temos que

g Df(z;)
D Iy = 1 swp | 2EE))
jl;[()xj)yjefj(lzﬂ) Df(%)

Sejam [ = (s,t), 0 < j <p—1ee >0, entao por propriedade de supremo,

existem Z;,9; € f7((s,t)) tais que

Df(x;)
Df(y;)

Também, como £;,9; € f7((s,t)), entdo existem x,y € (s,t) tais que &; = fi(x) e

(5.16)

B Df(Z;)
= ‘Df(z]j) |

sup ‘
.y €17 ((s,t))

U = fj(y) Mais ainda, existe n; € N tal que

1 1 A 1 1
— <z, y<t——=2;9¢€f —,t—=—)).
5+ " Y n; 25,0, € f1((s+ n; n]))
Entao, por (5.16) e defini¢cao de supremo, obtemos
D ; D .
sup ‘f(xj) —e< sup ‘f(x]) . (5.17)
ziwsef () | DS (5) 23 i€ (54 7 =) Df(y;)
Assim, tomando m = max {n; : 0 < j < p — 1}, temos que
1 1 1 1
(s+—t——)C(s+—,t——).
’le n]’ m m
Logo, por (5.17) e propriedade de supremo, tem-se
D ; D .
sup ‘ ;)| €< sup ’ f(@;) ,
€8 () | DS (5) wapefi((st 2 -1y | Df ()




para todo 0 < 7 <p—1.

Além disso s + %,t — % € [;11. Entao por (5.15), tem-se

_5>

Df(x;)
Df(y;)

I

2
( sup
=0 zj’yjefj((s7t))

A

g pl:f |Df(95j)
sup —_—
j 2y €F ((s+2 t—2)) Df(yj)

j=0
_ 1 1
= D(ff (s + ot E»

< T.
Dessa maneira
Df ()
H sup 2l —¢| <T,
i=0 \asueri(sm) | Df ()

para todo € > 0.

Assim, fazendo € — 0, obtemos

= Df(x;)
DU L) = [ swp Dl <
jl;[()xjvyjefj(fm) D f(y;)
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O]
Proposicao 5.8. Seja I € Z,. Entao
2(6—1)(¢p_1-1)
D(f7, 1) S dlepa)™ 200,
onde £ € a ordem do ponto critico associado a I,. (Neste caso T =1+ p).
Demonstracao. Seja I € I,. Apresentamos dois casos
Caso 1: Se 0 <[ < ¢p. Entao
= Df(z)) Df) |\ (" Df(;)
D(f,I) = sup J < sup > sup J
g)wjyijIj Df(yj) T,y €L Df(yl) j:1;£1 x5,y €15 Df(yj)
-1 p—2
Df(x,; D Df(x;
_ H sup f(z;) ( sup f (1) > H sup f(z;)
§=0%5Y; L5 Df(yj) x, Y€1 Df<yl) =0 5,45 € fI(l141) Df(%)

D(f', )D(f, I)D(f*~", Li41)-

Logo, pelos Lemas 5.5, 5.6 ¢ 5.7, tem-se

(5.18)
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2(6-1) (6,1 1)
D(f7,1) < D:(9) (Ad(cpl)zel) T,
para algum A > 0.

Entao

2(0-1)(£p—_1—1)

D7 1) S dlepa)™ 20—,

para todo I € 7.

Caso 2: Sel = 0. Entao

D f(xo)
Df(yo)
(o)

Df(g;])

(.%) )
(

p—1
> H sup
j=1%35, yj€1;
Lo Df(z;)

B (10?;(1316)10 Df(yO) > (g$j7y§22(11) Df(yj) )
= D(f,1)D(f*', ). (5.19)

D(f7, 1) = (sup

zo,Y0€ 10

Logo, pelos Lemas 5.6 e 5.7, tem-se

2(0—1)(£,_1—1)
D(f7. 1) < (Adleya) 7 )T
para algum A > 0.

O que resulta
2(6—1)(£y_1—1)
(fT ) (cp 1) 21 )

para todo I € 7.

Proposicao 5.9. Ezxiste uma constante D = D(9) > 0 tal que

Z/ *dx D(s),

para todo I € Iy.
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Demonstragio. Seja I € Ty, xj,y; € Ij e 0 < j < go. Como I; N A = (), entdo [ 6
continua em [z;,y;] e derivavel em (z;,y;), assim pelo Teorema do Valor Médio existe

& € (zj,y;) tal que

|77 (y) = [T (i) = [DFT () — -

Entao

1> |f7(z) = f7w)| = [DF ()l — w1,
para algum =,y € I tal que z; = fi(x),y; = f7(y).
Logo
s S 5.20
] 20

Observe que f*(&;) € A, para todo 0 < k < 7—j, pois f*(&;) = fR(f1(€)) = fFH(¢)
ek+j<T1, &€l

Por conseguinte, utilizando a condicao (3.9), obtemos que

IDfT(&)| > ¢(6)erT=) = — < ()t
’ [DfTI(&)]
Assim, por (5.20), tem-se
25 — | < c(6) 1O (5.21)
para todo x;,y; € I;.
1 1
Por outro lado, seja I; = (s;,t;). Entao s; + %,t]’ 5, € I; para n € N

suficientemente grande. Logo por (5.21), obtemos

Desta forma

1 )
s;—t; + n‘ < ()LD,
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Portanto, fazendo n — 0o, obtemos que

5~ t;] < ()1,

Dessa maneira

11| < c(8) e, (5.22)

Por outro lado, seja x € I;. Entao ¢ < d(/;) < d(x). O que resulta

(5.23)

S

Assim, por (5.22) e (5.23), obtemos

Z/ —dx < ;Z_::/Ij d(llj)dw

= |4
B ;}d(lj)

7—1 0(5)716)\(6)077)
<
< > 5

j=0

= Dy(5).

dx

Por consequéncia

Z / Ty < Daf0),

para todo I € Zy.

O

Comecgemos por dar alguns resultados prévios antes de provar a seguinte proposigao.

Seja I € T, (T =1+p).

Lema 5.10.

Z/ —dx < Do,

onde Dy = Dy(d) > 0 como na Proposigao 5.9.
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Demonstragdo. Seja 0 < j <le zj,y; € I;. Como I; N A =), entao f'7 é continua em
[z;,y;] e derivavel em (x;,y;), entao pelo Teorema do Valor Médio existe &; € (x;,y;) tal

que

7 () = £ ()| = IDF 7 ()l — wl. (5.24)

Também, visto que z;,y; € f(I), entdo existem z,y € I tal que z; = fi(x),y; =

f7(y), assim substituindo em (5.24), obtemos

1> |f () = fr )l = D7) s — vyl

Desse modo

lz; —y;] < (5.25)

1
1D f=(&)1
Temos que, f*(&;) € A, para todo 0 < k <[ —j.

De fato, seja 0 < k < [ —j. Como &; € (z;,y;) C I;, entdo existe ¢ € I tal que
& = fj(é) Além disso, como k < [ — j, entdo k+ j < [. Logo

FEE) = AP ©E) = 1FH(9) ¢ A.

Portanto, utilizando a condi¢ao (3.9), tem-se

D) = e(8)eX ),

Assim, por (5.25), obtemos que

|25 — ;] < c(6) 71 O,
para todo x;,y; € I;.

Entao

|I;] < ()71, (5.26)
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Por outro lado, seja = € I;. Entao § < d({;) < d(z), logo

1
< < -. 5.27
d(z) — d(I;) — 6 ( )
Sendo assim, por (5.26) e (5.27), obtemos
-1 1 -1 1
——dxr < / dx
S haw® = X am
SEA
= I dx
jz‘; d(1;)
=1 o(5)~ X6
<
Jj=0 0
20—1 —1A(8)(i—q0)
c(d) e
<
< X
=
= Dy(0).
O
Lema 5.11.
1
——dz <logd(c,_1)".
~/Il d(ﬂ?) xr\z Og (CP 1)
Demonstra¢io. Como p(I;) = p, entao pela Proposigao 4.18, obtemos que
/1dx<lo d(c,_1)*
Il d(ﬂ?) ~ g p*l .
m

Lema 5.12.

p—1 1
Z/ ——dx < 400.
j=1 (L) d(l’)

Demonstracao. Seja 1 < j < p. Basta mostrar que

1
——dx < 2v;.
/fj(fz) d(l’) =

De fato, seja z;,y; € f7(I;). Entdo existem x,y € I; tais que z; = f/(x),y; = f7(y),

assim por (4.5), obtemos

1 1
——dxr < 2v; e / ——dzx < 2v;. 5.28
/<ff<z),ff<c>> d(x) ’ (Fi (). f9(e)) d(x) ’ (5.28)



Se trabalhamos com o intervalo (f7(x), f7(c)) apresenta-se dois casos

(F7 (), [/ (@) € (F(y), f7(c))  ou  (f(x), f(y)) C (' (), [ (c)).
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De maneira aniloga com o intervalo (f7(y), f?(c)). Desse modo, em qualquer dos

casos, junto com (5.28) e propriedade de integrais, tem-se

—dm < 2.

/(fﬂ(r) Fity) d(x)

Portanto

—daz 27,
/<> d(z) E

para todo x;,y; € f/(I;).

(5.29)

. 1 1 -
Por outro lado, se fI(I;) = (s;,t;), entdo s; + —,t; — — € f/([;), para n € N
n n

suficientemente grande. Assim por (5.29), tem-se

1
——dr =
[sj+i’tji) d(l‘)

Por conseguinte, fazendo n — oo, obtemos

1
logd(s;) —logd(t;)| < 2v; = ——dxr <2
’ (]) (])| Vi (53.85) d(x> Y

Desta maneira

1
—dz < 2y,
/fjul) d(z)™" =7

para todo 1 < j < p.

Logo, por (3.14), tem-se

Z/J(Iz 7dx<22%§22%_ 7
7=1

onde R > 0.

Agora estamos prontos para provar a seguinte proposigao.

1 1
logd <Sj + > —logd <tj — >‘ < 2.
n n
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Proposicao 5.13. Existe uma constante D = D(§) > 0 tal que

Z/ —d:z: < D(8) +logd(c, 1),
para todo I € T.

Demonstragao. Seja I € I,. Entao

z+p 1

;/zjd(lx)dx - / d(z)

- Z/ dx+/1da:+l+§jl/ —dx
=/ d(x) nd T
-1 1

- = d o / . 5.30
]Z::‘)/Ij d(z) Sl ]ld +Z Fi(1) (5.30)

Portanto, pelos Lemas 5.10, 5.11 e 5.12, obtemos

Z/ —dx < Dy(6) + log d(c, 1),
onde D3(d) > 0.

]

Observagao 5.14. Tomando D = D(§) = max {D;(0), D2(0), D3(d)}, podemos homoge-
nizar o D(0) = D nas Proposigoes 5.4, 5.9 e 5.13.

5.3 SOMABILIDADE

Nesta secao, vamos provar nossas duas condi¢coes importantes que sao, variacao
somavel e tempo induzido somavel.
5.3.1 Variacao somavel

Previamente vejamos algums resultados para logo provar nossa seguinte proposi¢ao.

Lema 5.15.

vary wy < varywy + 2sup wy,
I

para todo I € 7.
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Demonstracao. Seja I € Tecg=0<c¢; < ..<cy_1 <cy =1, N €N, uma particao

qualquer de M = [0, 1]. Apresentamos dois casos

Caso 1: Se existem «a, § € {0,..., N} tais que ¢, = inf I, ¢ = sup I. Entao

N a+1 B—1
Z |WI(CZ’) — WI(Ci—1)| = Z |w1(ci) — wl(ci_1)| + Z |WI(Ci) - wl(ci—1)|
j=1 j=1 j=at2
+ z% |wr(ei) — wr(ciz1)]
Jj= 51
= wr(Cat1) + _Z wi(ei) — wr(ci—1)] + wr(ep-1)

< supwy + varywy + supwy
I I

= varywy + 2supuwy,
I

para qualquer particdo cg =0<c; < ...<cy-1 <cy=1de M.
Logo, tomando supremo com respeito a todas as particoes de M, obtemos
N
vary wy = supz lwr(ci) —wr(ci—1)| < varywr + 2supwy, para todo I € 7.
I

=1

Caso 2 : Se nao existem a, 5 € {0,..., N} tais que ¢, = inf I, ¢s = sup I. Entao

N T(N)
Z:l |wr(ei) —wi(eia)] < Zl wr(e;) — wr(ciz1)l,

onde Py = {cg,c1,...,cn} C Prvy = {co,c1,...,inf I, ... ;sup I, ...,cen}

Assim, estamos no caso (1), por conseguinte

N

> wi(e;) — wileim)| < varjwr + 2s1}pw1,
j=1

para qualquer particdo cp =0 <c; < ...<cy-1 <cy =1de M.
Deste modo, tomando supremo com respeito a todas as particoes de M, obtemos
N

vary wy = supz lwr(c;) —wr(cio1)| < varywr + 2supwy, para todo I € 7.
j=1 I
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Lema 5.16.

Z vary wy < o0.
IEIf

Demonstracao. Seja I € Ty. Entao pelo Lema 5.15 e defini¢ao de wy, obtemos

(5.31)

varyr Wr S varywr + QSupr = vary
1

1 1
——— 4+ 2sup ——,
[Df7| 1 |Df7|
onde T = qp.

Por outro lado, pela Proposigao 5.1, obtemos | D f7(x)| > 2, para todo x € I. Desta

maneira
L1
SUp T < 5 5.32)
D] <2 (
Entdo, vist L ! lo Lema 3.14, obt
ntao, visto que su = - ¢ pelo Lema o. , 0Dtemos
WESIPID | ~ it [Df| O P
1 D(f7, 1) 2 1
—d A=\ 1) /70[
VAL T ) S 1nf1\DfT| Z/ rEAT T L ) aw™

para algum A > 0

Logo, por (5.31), (5.32) e as Proposicoes 5.4 e 5.9, tem-se que

1 AD?
<

para todo I € Zy.

Portanto, pela Observacao 3.11, obtemos

> varywy < oo. (5.33)

IEIf

Lema 5.17.

Z vary wy < 00.
]szs
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Demonstragao. Seja I € I,,,. Entao, pelo Lema 5.15, temos que

vary wy < varywy + 2sup wy. (5.34)
I

Por outro lado, pelo Lema 5.1, obtemos

. 1 1
[Df(2)] 2 2= —— <3,
[Df(x)] — 2
para todo x € I.
Logo
1 1 1
——————— =Sup ——=—— =supws < —. (5.35)
nf; [Df(0) 1 Df@)] 12

Também, f(x) = f"Y(x), para todo z € I, entdo, pela Regra da Cadeia, tem-se

1 1
T Dj@)|  IDFF @)D ()]

Assim, pela propriedade (V'3) de variagao, obtemos

wf(x)

s < (s ooy (0 o)
o (o ) (e mrw) (530

Vejamos o seguinte

(X1) Pela condicao (3.8), tem-se

l 1 1
|Df(z)| = kﬁsgpm < T

(X2) Pelo Lema 5.1 o caso (2), obtemos
1 k
2

2
l - SUp —————7 7
IDI(f ()] > 7 = sup Df(fi)]
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(X3) Pelo Lema 3.14, temos que

vary

1
o < e b S
para algum A > 0.

Entao, pelos Lemas 5.5, 5.10 e por (X'1), resulta que

1 A DD,
var
"IDf Tk

(X4) Por (V1) e (V4), obtemos

L ! ! = varry, ;
ﬂﬂuw"“”<0f0f>‘ D@ O

Por outro lado, como I; C A(c,d), entdo D*f # 0 em I;, mais ainda, como f é de

vary ———— 7 < var I

\Df(fl( NI~

classe C?, entdo D?f > 0 em I; ou D?f < 0 em Z;. Logo Df é monétona em 7.

Desta forma, pelo Teorema 2.12 e (5.37), temos que

vary —————— < 00.

[Df(f'(x))]
Assim, por (X1), (X2), (X3), (X4) e (5.36), tem-se que var; wy é limitado. Em vista

disso, por (5.35) e (5.34), resulta que vary; wy é limitado.

Portanto, da Observacao 3.10, obtemos

Z vary wr < 00.
IEIbS

Sejam ¢! € Cy = {c!,...,c™} e 0 <1 < qp. Denotemos por I = I, entdo
) (c,1,1)

varpy Wy = varjs wI(ci’U) .

Dessa maneira
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ms qo—1

Z vary Wy = Z Z var s wl(ci,l,l)'

I€T,, i=1 1=0

Lema 5.18.

Z vary wy < oQ.
IEIbC

Demonstragio. Seja I € T, . Entao f7(x) = f*P(z), para todo x € I, logo pela Regra da

Cadeia, obtemos

[Df7 ()| = [DSF(f @)D f ()]

Assim, pela Proposigao 4.19 e a condigao (3.8), existe S > 0, tal que

Df ()| = S (DI )
para todo x € I.

Deste modo

1 1

sup < (5.38)
DI ™ gq1p
L t L L lo Lema 3.14, temos que
0go, visto que su = - e pelo 14,
5o VRSP Dty o P
1 (f’r’ [) T—1 1
vary — < = Z/ A———~ / —dx,
|Df ’ ll’lf] ’Df ‘ Sk?D;i_ll =0 1; d(l')
para algum A > 0.
Portanto, pelas Proposi¢oes 5.8 e 5.13, existe B > 0 tal que
1 2(6-1)(£,_1-1)
vary —— < A : (Bd(cpl) T ) (D + log d(cp,l)’l) .
D] SEDT
O que resulta
1 AB D +logd(c,_1)~t
vary + log d{c, 1) (5.39)

- < 200-1)(6, 1-1) __1_
|DfT| — Sk dlc,1)” " 21— DX

20—1 p—1



Apresentamos dois casos

Caso 1: Se /,_1 < 1. Por (4.38), obtemos

Assim

<

Cp_1—1°

1 1
20—1 20—1 Y
Dp—l TDp—2 (Cpfl) 2=t

Logo, substituindo isto em (5.39), obtemos

D + log d(cpfl)_l

1
VA < ¢ EEGCeTY) PR em—
(dley-) ™5 (o) ) D
AB
de G=—>0.
onde & =gk 7

Por outro lado, temos que

20— 3 (26—3
1=

267—1 < 26—1) (1 _gp—l) <1 _gp—l'

Desta maneira, como 0 < d(c,—1) < 1, obtemos

2(0=1)(¢y_1 1) £y_q—1

p— 20—3

d(cp-1) T d(ep) T = d(cp—l)(m)(l_epfl) > d(cp-1)-

Assim, por (5.41) e (5.40), obtemos

1 D +logd(cp—q1)~*
Df = =
[Df7| d(c,_1) DT

vary

98

(5.40)

(5.41)
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Caso 2: Se 1 < {,_;. Entao

20 —-1)(l,1 — 1 2(6-1)(¢p_1-1)
(g 22%11 ) >0=d(c, ;)" z1 <1

Assim, por (5.39), tem-se

1 AB [ D+logd(c,;)"

vary < : (5.42)
Df7 Sk 201
[ Df7| D,
Também, pela Proposi¢ao (4.14), obtemos
- -
D, SD, 5
Deste modo, existe T > 0 tal que
1 1
2@1 1 S 2[1 1
Dy~ TD,
Logo, por (5.42), tem-se
~1
var; Dl _<q D +log d(c,ll) ’
| f | d(Cpfl)D;l;in
AB
de G = —— > 0.
onde 9%
Portanto, em qualquer dos casos, existe G > 0 tal que
D +logd(c,_1)t
vary W S G i 08 (Clﬁ
d(cy1) D5
Assim, como p > 1, obtemos
1 D — 1) logd(c,_;) !
Var[W S G + (p ) Ogﬁp 1) . (543)
d(Cpfl)Dgz_igl

Desta maneira, por (5.38), (5.43) e pelo Lema 5.15, tem-se



— )t 2 1
varMDngG D+ (p 1)logd1(cp 1) ol
[Df7] d(c,1) DT d(c,) D

para todo I € Z,_.

Também, por (3.10), temos que

D — 1 logd(c,—1)7! 2 1
(p.c) P d(cp—1) D)5 P \d(cp) Dyt

onde ¢, 1 = fP71(c).

Sejam ¢ € C. = {c',?,...,¢™}, 0 < 1 < qo e p> 1. Denotemos por I = I

entao

var s = varj)s Wy = vary wr

1
DF] can

Desta forma

me qo—1 oo

Y varpywr =) Y ) vary Wi, S Melo D < oo

1€y, i=1 [=0 p>1 (p,c)

Proposicao 5.19.

Z vary wy < o0.

I€T
Demonstracao. Temos que
ms qo—1 me go—1 oo
Z var wy = Z vary wy + Z Z vary wy + Z Z Z Varn Wi,
IeT I€T; i=1 1=0 i=1 1=0 p>1

onde card C; = m, e card C, = m,.

Assim, pelos Lemas 5.16, 5.17 e 5.18, obtemos

Z vary wr < 00.
IeT

100

4,p)s
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5.3.2 Tempo induzido somavel
Antes de comecgar com a seguinte prova daremos alguns resultados prévios.

Lema 5.20.

> ()] < oo.

IEIf

Demonstracao. Seja I € Iy. Entao

T(DH] = gol1].

Sendo assim, pela Observacao 3.11, obtemos que

Y| <oco= > ()] < .

IGIf IEIf
m
Lema 5.21.
> ()] < oo
IGIbS
Demonstragao. Seja I € I;,,. Entao
(D] = I+ )] < (g0 +DII].
Sendo assim, pela Observacao 3.10, obtemos que
Y [l <oo= > ()] < oo.
I€T,, I€T,,
m
Observe que
ms qo—1
Z ’[| ZZ clll |[(czll)|'
IE€T,, i=1 1=0

Lema 5.22.

> ()| < .

IerC
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Demonstracio. Seja I € I, , entao 7(I) =1+ p < qo + p-

Assim, pelo Lema 4.17, obtemos que

7(I) < Bp, (5.44)
para algum B > 0.

Por outro lado, seja z,y € I, como f7 é continua em [z,y| e derivavel em (z,y),

entao pelo Teorema do Valor Médio, temos

[f7 () = T = IDFT(Olle —yl = DOz —yl < 1.

Deste modo, por (5.38), obtemos

1
oyl < ——,
SkD,
para todo x,y €
Assim
1
1] < —
SkD)
Entao, por (5.44), tem-se
B
(DI < g | 2 |- (5.45)
DQ(’.—I
p—1
para todo I € Z,_.
Observe que
P
P ;‘fll

De fato, por (3.15), existe 0 < # < 1 tal que d(c,) < 6. Entao
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1
logd(c,)™" > log 7

Consequentemente

plog% _ plog d(cp -1

1
;E:ll d(cp) ;Z

)

1
onde log ] > 0.

Logo, por (3.10) e pelo critério de comparagao para séries, tem-se

P .

20—1
p Dp_1

Pelo visto anteriormente, temos que

me go—1 oo

Yo TDHI=222" Y e i) el

1€y, i=1 [=0 p>1
Denotemos
Y-yt
Sk 2 1—1 ’
(p,c) r D5

onde D1 = |(f*71)'(f(c))|.

Portanto, de (5.45), obtemos

Yo (D] <mego Y < oo

I€T,, (p,e)

Proposicao 5.23.

S r(I)|I] < oo

1€l

Demonstracao. Temos que

ms qo—1 me go—1 oo

ZT(])|[|:Z |]|+ZZT (ct,1,1) |[clll|+zzz7- (ci,l,p) |]c’lp)|-

1€ 1€Zy =1 [=0 i=1 [=0 p>1
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Deste modo, pelos Lemas 5.20, 5.21 e 5.22, tem-se

> (|| < oo

1€l

5.4 CONCLUSAO

Nesta secao faremos uma coletanea dos topicos demonstrados nesta dissertacao,

assim como a prova do Teorema 3.7.

(¢©) Z particao enumerdvel (mod 0)

De fato, sejam I, J € Z com I # J, entao m(I N J) = m(0) = 0, também

m<M_U1>:m<Uaz):o.

IeT IeT

Por outro lado

Denotemos por C. o conjunto dos pontos criticos, T = {0, 1, ...,qo — 1} e para cada
(¢,l1) € C. x T por D.; = {I €T, : fi(I) C Ale, 5)}, pela Observacao 3.10 tem-se

que, D.; é finito. Observe que

Ly, = U (U DCJJD) J

(e,l)eCxT \peN
onde Dy, = {1 € Z,: fI(I) C A(e,0), p(f'(1)) = p}.
Para cada (c,l,p) € C. x T x N temos que D, ¢ finito. De fato, apresentam-se dois

casos: que D.;, = D.; ou pode acontecer que, para cada I € D.; existe um tnico

intervalo I, C I. Em qualquer dos casos obtemos que D,;, ¢ finito.

Logo Z;, ¢ enumerével. Visto que Z =7y UZ,, UZ, , entao pelas Observagoes 3.11
e 3.10 obtemos que Z é enumeravel. Portanto Z é uma particao enumeravel de

M (mod 0).

(00) Ezpansdo e somabilidade
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Pela Proposicao 5.1, temos que f é expansora em cada elemento da particao Z e
pelas Proposigoes 5.19 e 5.23, obtemos variagao somavel e tempo induzido somavel

respectivamente.

Portanto, de (¢) e (¢¢), temos provado o Teorema 3.8.
Finalmente, vejamos que o Teorema 3.8 implica o Teorema 3.7.
De fato, definimos

P={hi=L:Lez} , U=UmJ)=UL , S=M\U e
= =1

i=1

Entao

Afirmacao 5.24.

varyr g < —+00.

Demonstracao. De fato, seja n € N, entao

onde A, = |J I.

i=n+1
Assim, pelo Teorema 2.14, obtemos que

n
vary g = var|m g +vary, g = Zvarfi g-+vary, g.
- i=1

Logo, pela definigdo de w; e a propriedade (V6) de variagao, tem-se que

n n

vary g = Zvarfi wr, +varg, g < ZvarM wy, +vara, g. (5.46)
i=1 i=1
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Por outro lado, como A, C A,, entdo, pela propriedade (V6) temos que

varg, ., g <varg, g.

Consequentemente, temos uma sequéncia (vary, g), nao crescente e limitada inferi-

ormente, entao (vara, ¢), ¢ limitada.

Logo, por (5.46) e (i) do Teorema 3.8, obtemos que

varyr g < +00.

O

Assim, pelo Teorema 3.8 e a Afirmacao 5.24 obtemos que f ¢ diferenciavel em I,

IDf

],| > o, para algum o > 1 e vary; g < 400, entao, pelo Teorema 2.17, f possui uma
medida invariante absolutamente continua.

Agora, seja v a medida invariante absolutamente continua de f M — M,

f(x) = f7@)(z). Denotemos por Ej o conjunto dos & € M tais que 7(x) = k. Definimos

v(B) =3 S u(f " (B) N Ey),

n=0k>n

para todo conjunto mensuravel B C M.

Logo, pela Proposicao 2.19 obtemos que v, é uma medida f-invariante. Mais ainda,

v, é absolutamente continua.

De fato, seja B C M um conjunto mensuravel tal que m(B) = 0. Vamos provar
por contradi¢do. Suponhamos que v,.(B) > 0, entdo, como v é absolutamente continua,

obtemos que

v(fT*(B) N Ek) > 0= m(f"(B)N E;) >0,

para algum n € N e k > n. Além disso, como f* é um difeomorfismo de C* em Ej,
entao m(f"(f~"(B) N Ex)) > 0 o qual é uma contradigao, pois f"(f"(B)NEy) C Be

m(B) = 0. Logo v,(B) = 0, portanto v, ¢ absolutamente continua.

Vejamos que, v, é uma medida de probabilidade. Antes, observe que
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= (U)o yor) = (1) vz

onde Z = U 01 é enumerdvel.
1€z

Por outro lado, como v é absolutamente continua, e m(Z) = 0, obtemos que

v(Z) = 0. Logo

/M T(z)dv = /UIEIIT(:E)dI/+/ZT(a:)dV :/ x)dv = Z/

IeI 1€T

Assim, pelo Corolério 2.18, Teorema 2.13 e (ii) do Teorema 3.8 temos que

/ dV—Z/ z)dv =Y 7( Z DI < 400,

IeT Iel €z

para algum A > 0.

Portanto, pela Proposicao 2.19, tem-se que v, é finita. Podemos considerar que v,

é de probabilidade, caso contrario, basta definir x : B — [0, +00] por

entao i ¢ uma medida de probabilidade.

Deste modo, temos a existéncia de uma medida de probabilidade f-invariante

absolutamente continua e por conseguinte, provado o Teorema 3.7.

5.4.1 Observagao final

Com os resultados de [4, 19, 21] pode-se mostrar também que a aplicagao induzida
possui um numero finito de medidas de probabilidades fisicas invariantes absolutamente
continuas cujas bacias cobrem M a menos de um conjunto de medida zero. Sendo assim,
utilizando resultados em [7] podemos provar o mesmo resultado, porém, para a aplicagio

original.
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