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RESUMO

Na presente dissertacao ¢ apresentada uma revisao detalhada de modelos cosmolégicos,
incluindo a dinamica de perturbagoes cosmoldgicas lineares para dois modelos que desem-
penham interesse do ponto de vista de possiveis aplicacoes. Todo material discutido é
oriundo da literatura recente e nao se apresenta elementos originais. Entretanto, o conheci-
mento desses modelos abre uma possibilidade de extensoes que estao agora sob discussao e
desenvolvimento. De inicio é feita uma sucinta exposi¢do do Modelo Cosmolégico Padrao,
que pode ser associado com o modelo FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker).
Este ultimo descreve um Universo em expansao marcado pela homogeneidade e isotropia
em grande escala. Apds isso discute-se o modelo com fluido césmico composto por gas
relativistico reduzido, mais conhecido pela sigla RRG, do inglés "reduced relativistic gas".
A equacao de estado do modelo RRG tem uma correspondéncia bem proxima ao modelo
de gas de particulas massivas com energias cinéticas relativisticas. Considera-se ainda
as perturbagoes cosmoldgicas em torno do modelo RRG de fundo plano, homogéneo e
isotropico. Por fim, segue-se a discussao sobre a possibilidade de incluir perturbagdes na
constante gravitacional G e na constante cosmologica A, no ramo do modelo motivado por

correcoes semiclassicas.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Modelos Cosmologicos. Perturbacoes Cosmolégicas

Lineares.



ABSTRACT

In this thesis we present a detailed review of some cosmological models, including the
theory of linear cosmological perturbations for two distinct models which represent certain
interest from the point of view of possible applications. All presented material comes
from the recent literature and does not include original elements. However, the knowledge
of these models opens a possibility of extensions which are now under discussion and
development. At first it is presented a brief review of the Standard Cosmological Model,
which can be associated with FLRW model (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker). The
latter describes an expanding Universe marked by homogeneity and isotropy on a large
scale. After that we discuss the model composite by a cosmic fluid described by reduced
relativistic gas, better known by the acronym RRG (reduced relativistic gas). The equation
of state of the RRG model has a very close match to the model of gas of massive particles
with relativistic kinetic energies. We consider the cosmological perturbations around the
background of flat, homogeneous and isotropic RRG-based model. After that follows the
discussion of the possibility of including perturbations of the gravitational constant G and

the cosmological constant A within the model motivated by semiclassical corrections.

Keywords: General Relativity. Cosmological Models. Linear Cosmological Perturbations.
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1 Introducgao

H& cerca de 100 anos Albert Einstein propds uma revolucionaria teoria: a Re-
latividade Geral. Nela buscava ele estender os resultados da Relatividade Restrita a
sistemas de referéncia nao-inerciais e campos gravitacionais fortes e para isso langou mao
de geometria nao-euclideana. Na inovadora teoria de gravitacao relativistica que dela surge,
um campo gravitacional é visto como uma distor¢do da métrica do espaco-tempo, onde
o tensor energia-momentum da matéria tem papel de fonte para as equagoes dinamicas.
Desde os seus primeiros testes até hoje, é a teoria mais bem sucedida em descrever as
interagoes gravitacionais no nivel macroscépico. A Relatividade Geral permite explicar
fendmenos nao explicaveis pela gravitacdo newtoniana, como o desvio da luz ao passar
préoxima de corpos massivos, o desvio no valor periélio da o6rbita de Mercturio e as ondas
gravitacionais (que foram detectadas recentemente nos experimentos LIGO/VIRGO [2],
sendo ainda capaz de descrever convenientemente interacoes gravitacionais fortes, como
aquelas presentes na fase final de colapso gravitacional (criagao de buracos negros), es-
trelas de néutrons e pulsares. Além disso, a Relatividade Geral abriu caminho para uma
nova era em Cosmologia, que culminou na construcao do Modelo Cosmoldgico Padrao,
chamado de Modelo ACDM, uma parametrizagdo do modelo Big Bang em concordancia
com os dados observacionais. O modelo assume que o meio césmico é composto nao sé de
matéria bariénica (a que é formada por d4tomos), mas também de matéria escura fria (em
inglés CDM, de Cold Dark Matter), isto é, matéria escura nao relativistica, e constante
cosmoldgica (A), esta dltima responséavel pelo fenomeno observado de expansao acelerada
do Universo. Como um modelo do tipo Big Bang Quente, prevé um Universo em expansao,
marcado pela homogeneidade e isotropia espacial em grande escala, que surge de um ponto
extremamente denso e quente num passado remoto. E tido como um modelo do tipo
FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker), visto que sua dindmica é descrita pelas

equacoes de Friedmann-Lemaitre e sua geometria pela métrica de Robertson-Walker.

Nesse sentido, a formacao de estruturas no Universo em grande escala, como
galdxias, aglomerados de galaxias, vazios, anisotropias na radiacao cosmica de fundo em
micro-ondas, é estudada através da teoria das perturbagoes cosmolégicas [8, 19], que busca
entender como se deu a evolugao do Universo desde as épocas primordiais até culminar na
forma como o conhecemos hoje, bem como de que maneira as estruturas hoje presentes
podem evoluir. Para tanto, considera-se pequenas flutuagoes em grandezas cosmoldgicas
importantes em torno do modelo de fundo FLRW e calcula-se sua evolucao e dindmica,
sendo o crescimento dessas flutuagoes compreendidas como oriundas de instabilidade
gravitacional. No caso em que se faz uso apenas de variagoes de primeira ordem tem-se a
teoria de perturbacoes cosmologicas lineares, que sera aqui desenvolvida para dois casos

interessantes.

Como dito, o Modelo Cosmolégico Padrao inclui constante cosmologica e matéria



escura, ambas as quais contribuem para o balanco de energia total do Universo em acordo
com dados observacionais. No entanto, além dele podem ser encontrados na literatura
muitos outros modelos. Uma parte deles esta relacionada com efeitos quanticos de vacuo, e
outros simplesmente assumem uma forma ad hoc de equagao do estado (ou algo equivalente)
para a energia escura que vem a substituir a constante cosmoldgica, ou mesmo modelos
alternativos que o fazem para a matéria escura. Na presente dissertacao sera apresentada
uma revisao de dois modelos. Um deles ¢é ligado a constante cosmoldgica variavel devido a
efeitos quanticos de vacuo e outro é um modelo simples modelo do gas relativistico reduzido,
que procura dar uma descri¢ao simplificada para matéria escura morna (em inglés, warm

dark matter) ou levar em conta a interagao de matéria bariénica com radiacao.

O presente trabalho se estrutura da seguinte forma: Primeiramente se apresenta
brevemente o Modelo Cosmoldgico Padrao, dando-se atengao ao principio cosmolégico,
a evidéncia de suavidade na distribuicdo de matéria em grande escala, ao arcabouco da
Relatividade Geral, a expansao do Universo, as equacoes de campo de Einstein, a métrica de
Robertson-Walker, a equagao de Friedmann-Lemaitre, a constante cosmologica, a equagao
de fluido e de estado, aos modelos cosmolégicos simples e aos principais parametros
cosmologicos, bem como a respectiva distribui¢do do contetido do Universo, fornecida pelas

observagoes astrondmicas, que parametriza o modelo [5, 7, 15, 18, 20, 21, 25, 32, 33].

Apbés isso é explanado o modelo do gas relativistico reduzido, também chamado
modelo RRG (do inglés "reduced relativistic gas"), desde a deducao da sua equagao de
estado, passando pelas equagoes da evolucao da densidade e do parametro de Hubble, até
o desenvolvimento das equagoes de primeira ordem em perturbacao oriundas das equagoes

de Einstein e das leis de conservagio covariantes do tensor energia-momentum [6, 13, 11].

Mais adiante, se aborda o caso de constante gravitacional G e constante cosmoldgica
A varidveis no tempo, construindo-se um novo tensor energia-momentum generalizado,
contendo a densidade pj de energia de vacuo, que ao ser inserido as equacgoes de Einstein
levam a novas leis de conservacao mais gerais que as leis de conservacao covariantes do
tensor energia-momentum ordinario, resultante das identidades de Bianchi. Sao depois
deduzidas também as equacoes de ordem zero e um para o modelo, encontrando-se a
reducao delas ao se assumir a validade da autoconservagao covariante de matéria. Ainda
se analisa o caso particular de matéria dominante e perturbac¢oes adiabaticas na constante
cosmoldgica, e se mostra ainda independe do niimero de onda. Por fim, se demonstra as
equagoes de evolucao do contraste de densidade em fungao do parametro de redshift e em
termos de parametros de densidade instantaneos [14, 28, 29]. Por fim sao tecidas algumas

consideracoes finais sobre o trabalho.



2 Modelo cosmolégico padrao

O Modelo Cosmolégico Padrdo representa a melhor descrigdo, até o momento,
do Universo observavel. Também conhecido como Modelo ACDM, trata-se de uma
parametrizacao do modelo Big Bang em concordancia com os dados observacionais. Sua
aceitacdo massiva pela comunidade cientifica veio com a descoberta, em 1998, da expansao
acelerada do Universo. O modelo assume que o meio césmico é composto nao s6 de matéria
baridnica (a que é formada por d&tomos), mas também de matéria escura fria (em inglés
CDM, de Cold Dark Matter) e constante cosmoldgica (A), esta ultima responsavel pelo
fendmeno de expansao acelerada. Como um modelo do tipo Big Bang Quente, prevé um
Universo em expansao, marcado pela homogeneidade e isotropia espacial em grande escala,

que surge de um ponto extremamente denso e quente num passado remoto.

Os modelos do tipo Big Bang sdao conhecidos por estarem fundamentados no
principio cosmoldgico, na teoria da Relatividade Geral e na descrigdo do Universo como
um fluido perfeito. Ver-se-4, individualmente, cada um desses pontos. Em primeiro
lugar, o principio cosmoldgico afirma que para escalas suficientemente grandes o Universo
apresenta o mesmo aspecto em todos os lugares, independente do observador e da posicao
ocupada por ele no Universo. Para ser mais preciso, o principio cosmolégico demanda que
o Universo em grande escala seja homogéneo e isotropico, isto é, que ele tenha o mesmo

aspecto, respectivamente, em todos os pontos e em todas as diregoes.

E 6bvio de uma simples observacao astrondmica que o Universo nao é homogéneo e
isotropico em escalas pequenas, cosmologicamente falando. Pode-se distinguir nele estrelas,
galaxias, aglomerados globulares, nebulosas, aglomerados de galaxias, superaglomerados de
galaxias e espacos vazios. Entretanto, para escalas extremamente grandes, de centenas de
megaparsecs (1 megaparsec equivale a 3,086 x 10 km), se constata que o Universo deixa
de apresentar as irregularidades e inomogeneidades de escalas menores e passa a obedecer
ao principio cosmolégico. Diz-se que ha uma suavidade da distribuicao de matéria em
grande escala. Observagoes desse tipo foram coletados pelas inspecoes realizadas pelos
projetos 2dF Galaxy Redshift Survey [4] e Sloan Digital Sky Survey [1]. Elas mostram que
o principio cosmolégico é uma boa aproximagao para regioes da ordem do tamanho de

milhGes de galaxias.

O principio cosmoldgico se mostra profundamente poderoso na construcao de
modelos cosmolégicos quando é incorporado no arcabouco da Relatividade Geral, a teo-
ria que fornece a mais bem sucedida descricao das interagoes gravitacionais no ambito
macroscopico. Esta teoria preserva a nocao de espacgo-tempo e o uso de coordenadas
quadridimensionais e formalismo tensorial, provenientes da Relatividade Restrita, mas
inova ao conceber o campo gravitacional como uma distor¢ao do espago-tempo. Neste

caso, desempenha um importante papel o tensor métrica, g,, = g, (2°, 21,22, %), que
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determina todas as propriedades geométricas do espago-tempo curvilineo (nao euclideano)
que surge ao se considerar a relatividade em referenciais nao inerciais e, consequentemente,

as propriedades do campo gravitacional em voga.

Na Relatividade Geral, ha dois postulados fundamentais:

e O principio da relatividade, que afirma que as leis da natureza sdo as mesmas em

todos os referenciais;

e O principio da equivaléncia, que declara que o campo gravitacional é localmente

equivalente a um referencial nao inercial.

Desse modo, o campo gravitacional passa a ser descrito pela métrica e como
consequéncia o elemento de linha ds entre dois pontos vizinhos no espaco-tempo é dado
por

ds* = g, datdx”, (2.1)

onde aqui se estd adotando a notacao de Einstein: indices repetidos indicam soma sobre

os indices. Mantém-se essa convencao em todo o texto.

A aplicacgao do principio cosmolédgico a Relatividade Geral exige que a parte espacial
da métrica tenha curvatura constante, visto que do contrario nao haveria isotropia espacial.
E possivel mostrar por meio de célculos relativamente simples que a parte espacial do
elemento de linha se escreve como
B dr?
ik

do?

+1? (d6” + sin® 0dg?) (2.2)

em que K indica a caracteristica da sessdao espacial no caso de universo homogéneo e
isotropico, podendo assumir os valores —1,0, 1, que correspondem, respectivamente, a
geometria hiperbdlica, plana e esférica. Deve-se esclarecer que na expressao anterior se

usou coordenadas esféricas para fins de simplificacao.

Das observagoes de desvio para o vermelho do espectro de luz proveniente de
galaxias distantes (redshift cosmolégico), verifica-se um afastamento das galdxias umas
das outras, sendo o movimento predominantemente suave, com as velocidades relativas
proporcionais a correspondente distancia intergalatica. Este movimento dominante é
expresso quantitativamente por meio de uma relagao linear conhecida como Lei de Hubble,
em homenagem ao astronomo Edwin Hubble, primeiro a observar o fenémeno em 1929.
Nao obstante, as galaxias possuem também movimentos peculiares, o que resulta, na
pratica, em pequenos desvios da Lei de Hubble para galaxias préximas de aglomerados ou
mesmo galdxias préximas umas das outras. A parte desses movimentos particulares, o com-
portamento dominante indica que nosso Universo esta se expandindo, isto ¢, aumentando

suas dimensoes com o tempo.
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Ao se inserir na métrica acima, equagao (2.1), um "fator de escala’, a(t), e inclui-la

na expressao para ds, chega-se ao elemento de linha da métrica de Robertson-Walker

dr?

2 2 2

+ 72 (d92 + sin? 9d¢2)] ) (2.3)
onde aqui se utiliza o sistema de unidades naturais, no qual ¢ = 1. Tal escolha é mantida

em todo o trabalho.

Tendo em vista o entendimento do fenémeno de redshift cosmolégico, pode-se
interpretar o fator de escala como relacionado a expansao do Universo, de tal forma que
a(t) > 0, visto que o espago aumenta com o tempo. Além disso, observagoes recentes (1998)
de supernovas distantes mostraram que o Universo esta se expandindo aceleradamente,
isto é, da(t) > 0 [22, 24].

As equagoes fundamentais em Relatividade Geral sao as equacoes de campo de
FEinstein, assim chamadas porque descrevem as propriedades e comportamento do campo
gravitacional. Uma das formas de se deduzi-la é construindo uma a¢ao do campo gravitaci-
onal através da especificagdo de um funcional da métrica e suas derivadas e soméa-la a acao
dos campos de matéria expressa pela definicdo dindmica do tensor energia-momentum.
Variando-se a agao total, chamada de ac¢do de Finstein-Hilbert, obtém-se as equagdes de
Einstein, quais sejam:

G = 8mGT,

ns

(2.4)

em que G, = Ry — % g & conhecido como tensor de Einstein, sendo R, e R, respecti-
vamente, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci), provenientes
de contragoes do tensor de curvatura (ou tensor de Riemann-Christofell), R,,q3, com a

métrica, ou seja, entidades puramente geométricas.

Por outro lado, T}, é o tensor energia-momentum. A constante que aparece
multiplicando o tensor 7}, ¢ obtida ao se comparar as equagoes de campo para o limite
newtoniano de campos gravitacionais fracos e velocidades muito menores que a velocidade
da luz no vacuo, sendo, portanto, GG a conhecida constante gravitacional de Newton. Escritas
dessa forma, as equacoes de campo de Einstein reproduzem as equagoes newtonianas para

a gravitacao no limite nao relativistico.

Deve-se enfatizar que, enquanto o tensor de Einstein desempenha o papel da
curvatura do espago-tempo, o tensor energia-momentum expressa a distribuicao de matéria
dentro dele. Sendo assim, a gravidade é concebida ndao como uma forga no sentido usual,
mas como um efeito da curvatura do espacgo-tempo; esta, por sua vez, é produzida pela

matéria nele contida.

Sobre os entidades geométricas presentes nas equagoes de campo de Einstein cabe
um aparte: O tensor de curvatura de Riemann é um ente matematico que expressa a

curvatura do espago-tempo na teoria de Einstein. Isto porque em Relatividade Geral, o
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espaco-tempo é descrito por uma variedade pseudoriemanniana, isto é, um espaco topologico
diferenciavel localmente euclideano dotado de um tensor métrica nao necessariamente

positivamente definido. Em forma explicita se escreve como

R’y)\u,u = aul—w)\p - aur’y)\u =+ FT)\MIWTV - FT/\Z/F’YT,u' (25)

As quantidades I'*,5 sao conhecidas como simbolos de Christoffel e sao impres-
cindiveis ao se considerar grandezas no espago-tempo curvo. O acréscimo de simbolos
de Christoffel nas grandezas fisicas tem a finalidade de manter o carater tensorial delas,
fazendo a transicao do espaco-tempo plano da Relatividade Especial para o espago-tempo
curvo da Relatividade Geral. Ou seja, os simbolos generalizam as quantidades para
coordenadas curvilineas. Em termos mais rigorosos devem ser chamados de simbolos de
Christoffel de segundo tipo ou ainda conexodes afins ou mesmo coeficientes de conexao. Sob
uma mudanca de coordenadas 2 — 2/ os simbolos de Christoffel se transformam como

/- oz’ 9z™ O™ T ox"  O*x"

/

L i e Al ek e (2:6)

Os outros tensores de curvatura sao dados por
R% 00 = Ry, (2.7)
R =R, g". (2.8)

Finalmente, o tensor de curvatura obedece ainda a identidade de Bianchi, dada
por
v)\Ruuaﬁ + vaRuVﬁA + VBRMV/\Q = 0. (29)

Como se pode ver, as equacoes de campo de Einstein sdo ao todo dezesseis equacoes,
decorrentes dos diferentes valores atribuiveis aos dois indices dos tensores G, e T),,. A
simetria do tensor de Einstein segue diretamente da simetria do tensor energia-momentum,
resultando na diminuigao do conjunto de equagoes para dez. Simetrias na métrica podem
reduzir ainda mais o nimero de equagoes de Einstein independentes, como é o caso da
métrica de Robertson-Walker, equagao (2.3), para a qual hd apenas duas componentes
independentes do tensor de Einstein, a saber

5 (K +a?), (2.10)

a?

Gtt

2a 1

G = Gop = Gog =~ + (K +a%), (2.11)

a2
que podem ser facilmente encontradas ao se calcular os tensores de curvatura para a

métrica em questao.

Resta, afinal, encontrar o tensor de energia-momentum correspondente ao contetido

material do Universo. Nos modelos Big Bang considera-se o Universo em grande escala
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como um fluido perfeito. Um tal fluido é desprovido de estresse de cisalhamento, pressoes
anisotrépicas e viscosidade, sendo caracterizado apenas pela sua quadrivelocidade u#(x) e
suas densidade prépria p(x) e correspondente pressao isotrépica p(x). Esta abordagem
na pratica toma os aglomerados de galaxias como particulas do fluido e concorda com
o principio cosmolégico. Sendo assim, a expressao do tensor energia-momentum para o

fluido perfeito é
" = (p+ p)u'u” — pg. (2.12)

De modo que no referencial comovente, isto é, no referencial de um observador movendo-se

com a expansao do Universo, tem-se
T,uzz = dZCLg (IO> —D, —D, _p) : (213)

Introduzindo (2.13) em (2.10) e (2.11) tem-se:

a\? K 881G

e T 2.14
<a> a? 3 P ( )
2.. . 2 K
= + (a) + — = —8nGp,, (2.15)
a a a

onde a primeira das equagdes é conhecida como equagdo de Friedmann. Do uso de (2.14)
e (2.15) pode-se extrair a equagdo de aceleragao, também conhecida como equagdo de

Raychaudhuri:

a A7
B . 2.1
" 3 (p+3p) (2.16)

Da lei de conservacao covariante do tensor energia-momentum,
Vv, ™ =0, (2.17)
vem que
VuTtu = 8uTtu + FZuTtV - FZtT# =0, (2.18)

onde se pode notar que a generalizacao da derivada parcial de um tensor para coordenadas
curvilineas, chamada de derivada covariante, consiste da derivada parcial do tensor

acrescida de contragoes convenientes dele com simbolos de Christoffel.

Os simbolos de Christofell relevantes para a equagao acima podem ser calculados

pela férmula

1
[ap = 5977 (Oagsr + Ipgar — Orgas), (2.19)
que relaciona essas quantidades com a métrica. De modo que se obtém
=0, I} =T)=T%="2 (2.20)
a

Portanto, usando que T* = diag (p, —p, —p, —p), chega-se de (2.18) a

. 3a
pt—p+p)=0, (2:21)
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que é conhecida como equagao de fluido e fornece a evolucao da densidade de matéria-
energia com o tempo. Contudo, para resolver esta equacao ¢ necessario especificar a
relacdo entre a pressao e a densidade, isto é, apontar uma equacio de estado p = p(p)

apropriada para o fluido universal.

Como se vé, as equacoes de campo de Einstein preveem um Universo dindmico.
Entretanto, na época de Einstein, ele e outros acreditavam em um Universo estdtico. Numa
tentativa de "corrigir" essa discrepancia Einstein inseriu (1917) uma constante cosmologica

A as equagoes de campo, resultando em

G = 87GT,, + Agp. (2.22)

Neste caso, o papel da constante cosmoldgica entao era trazer de volta a descri¢ao
de um Universo estatico, o que vinha através da adocao de um sinal negativo para ela.
Porém, observagoes realizadas pelo astronomo Edwin Hubble (1929) deram evidéncias
muito convincentes da expansao do Universo, o que levou a um abandono temporario da
constante cosmoldgica. Ironicamente, em tempos mais recentes (década de 90), observagoes
indicaram a presenca de uma espécie de energia de vacuo no Universo, fazendo com que a
constante cosmolégica voltasse em peso aos cenarios cientificos, agora com outro papel.
Isto ocorre porque ¢é possivel inserir uma constante cosmolégica positiva pequena nas
equagoes, obtendo-se a energia de vacuo, e ainda se ter um modelo de Universo dinamico.
Para isso, a densidade de energia de vacuo do Universo ¢ definida em termos da constante

cosmolégica como

A

A pressao efetiva p, correspondente a constante cosmoldgica é obtida fazendo-se

p_>p+p1\7
p_>p+pA7

o que ao ser inserido na equacao de fluido, o que leva a
PA = —PA- (2.24)

Com a introducao da constante cosmoldgica, a equacao de Friedmann assume a

forma

<a>2 K 8rG (2.25)

=+,
2 3773
ficando conhecida como equacdo de Friedmann-Lemaitre. Dai decorre o termo modelos

a

Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker (modelos FLRW) para os modelos de Universo
homogéneo e isotrépico com expansao e constante cosmoldgica, ou seja, aqueles com

dindmica descrita pela equagao de Friedmann-Lemaitre e com métrica de Robertson-
Walker.
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Consequentemente, a equacao de acelera¢ao se torna
a 4G

A
el 3p) 4+ —. 2.26
" 3 (p+ p)+3 (2.26)

Este ultimo caso é extremamente importante, visto que a constante cosmologica po-
sitiva suficientemente grande poderia explicar a expansao acelerada do Universo, conforme
é atestada por observacoes. Isto porque A atua contribuindo a aceleracao a e superando a

atracao gravitacional expressa no primeiro termo do membro direito da equagao acima.

A fim de compreender como se processa a evolugao do Universo e da densidade de
matéria-energia é ttil considerar alguns modelos simples, cada qual supondo um contetdo
material especifico a preencher o Universo. Serao estudados apenas modelos com K =0
para fins de exemplificacao (Na pratica, as observacoes astrondmicas atuais indicam um

valor nulo para K, o que justifica atentar para tais modelos). Seguem, entao, os mesmos:

1. Universo preenchido por matéria e sem constante cosmologica:

Neste caso, chama-se por "matéria" a abreviacao de "matéria nao relativistica' e
designa todo tipo de material com pressao negligenciavel, isto ¢, com equacao de
estado p = 0. Outras terminologias comuns sao "poeira" e "matéria fria" (cold
matter). Resulta, entdo, da equagdo de Friedmann (2.14) e da equagao de fluido
(2.21), que

alt) at?? e pu(t) aa® at? (2.27)

onde se tomou uma correspondente solugao em poténcia de t.

2. Universo preenchido por radiacao e sem constante cosmolégica:

Aqui "radiagdo" inclui ndo apenas particulas de luz, isto é, radiagdo eletromagnética,
mas também particulas com velocidades relativisticas, como neutrinos. Outras
nomenclaturas utilizadas sdo "matéria relativistica' ou "matéria quente' (hot matter).

Neste caso, a equagao de estado que detém é p = p/3. Assim,

at) at’? e p(t) a0t at™2 (2.28)

3. Universo preenchido por matéria e radiacao:
Neste caso a densidade de fluido é dada pela soma de ambos os fluidos
P = P+ pr. (2.29)
Entao, caso a radiagdo seja o termo dominante, tem-se

a(t) a t'?  pnat™? pat ™2 (2.30)

Por outro lado, caso a matéria domine, resulta

a(t) a t??; pnat ™ poat 3 (2.31)
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4. Universo desprovido de conteudo (matéria ou radiagdo) com constante cosmologica
positiva:
a(t) a eVAS3 (2.32)

solucao este conhecida como universo de De Sitter.

Por fim, cabe discorrer sobre alguns parametros que compoe o Modelo Cosmolégico
Padrao, os quais variam com o tempo, mas tém seus valores atuais fixados através de
observacgoes. Sao os valores atuais dos parametros cosmoldgicos que caracterizam o

comportamento presente do Universo e sua composi¢ao. Dentre eles, tem-se:

1. Pardmetro de Hubble (ou taxa de expansao do Universo)

O parametro de Hubble é definido em termos do fator de escala como
Ht) =2, (2.33)
a

Por outro lado, em termos do parametro de redshift z, dado por

142=2 (2.34)
a

ele se escreve como
H(t)=—(1+2)""2 (2.35)

O valor atual do parametro de Hubble é conhecido como constante de Hubble, Hy, e

recentes estimativas [16] lhe fornecem os valores

Hy =172 — 74 kms 'Mpc ™, (2.36)

1

com erros tipicos de 2 — 3 kms ' Mpc~!, através de medicoes de tamanho e lumino-

sidade de objetos astrofisicos individuais, e

Hy =67 — 68 kms ' Mpc™?, (2.37)

1 por meio de medidas provenientes do satélite

com erros tipicos de 2—3 kms~'Mpc~
Planck, que faz uso principalmente da analise do espectro de radiagdo césmica de

fundo em micro-ondas.

Em termos do parametro de Hubble, a equagao de Friedmann-Lemaitre se escreve

Ccomo - A K

. 3 (2.38)

E da mesma forma, notando que H? + H = a /a , a equagao de Raychaudhuri com

constante cosmoldgica (equagao de aceleragao) assume a forma

. 4nG A
H?+ H = —%(p+3p)+§. (2.39)
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2. Parametro de densidade

O parametro de densidade da a razao entre os diversos elementos constituintes do

balanco total de energia universal em relacdo a densidade critica. Para um dado

valor de H, a densidade critica p.(t) nada mais é do que o valor exigido para a

densidade do conteudo presente no Universo para que este tenha geometria plana

(K =0) e seja desprovido de energia de vacuo (A = 0). Da equacao de Friedmann,
equagao (2.14), obtém-se

pe(t) = SHZ'

8t

Entao, o parametro de densidade para a matéria, €2,,, é definido em termos da

(2.40)

densidade critica como sendo

Qm@)::i", (2.41)

e representa a densidade do contetido material do Universo em relagdo a densidade
critica. De posse desses parametros, pode-se reescrever a equacao de Friedmann-

Lemaitre, equacao (2.38), da seguinte maneira:

8rG K A
H?> = —"—pQp — — + —. 2.42
3 7~ 23 (2.42)
Disto segue que
K A
1=Q, — —. 24
" a2H? + 3H? (243)

A partir dai se pode definir outros parametros de densidade, como o parametro de

densidade de curvatura,

K
e o parametro de densidade de constante cosmolégica,
PA A
O =—=—=. 2.45
AT e T 3H? (2.45)
E portanto,
Q=1 onde Q=CQ,+Qx+ Q. (2.46)
Decorre, entao, as seguintes condigoes geométricas:
e Universo aberto (geometria hiperbdlica) :
0<Q,+O) <1 (2.47)
e Universo plano:
Qo + Q) = 1. (2.48)

e Universo fechado (geometria esférica):

Qe+ Q> 1. (2.49)
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Quanto a densidade de matéria-energia no Universo, cabe dizer que diversas observa-
¢oes astronomicas apontam que a maior parte dela provém de uma forma de matéria
diferente da matéria barionica (a que é formada por atomos, que sdo constituidos de
prétons, néutrons e elétrons), que nao emite luz e s6 interage gravitacionalmente,

sendo chamada pelos cientistas de matéria escura. De modo que:
Q= Qpy, + Qi (2.50)

onde €2, e €2, sdo, respectivamente, os parametros de densidade de matéria
barionica e matéria escura. As estimativas mais recentes para a distribuicao de
densidade do Universo no tempo presente podem ser vistas em [3] e [23]. Aproximando

para duas casas decimais, elas sao dadas por:
Qp, = 0,05, Q. ~0,26; Q) =~0,69 Qk~0; (2.51)

e sao elas que parametrizam o Modelo Cosmologico Padrao. Tais estimativas
indicam que o Universo observavel possui geometria plana e apenas cerca de 5%
dele é composto de matéria barionica, estando os outros 95% distribuidos em duas

formas exéticas: 26% em matéria escura e 69% em energia escura.

. Parametro de desaceleracao

O parametro de desaceleragao q(t) é uma quantidade adimensional que ilustra a
intensidade da desaceleragao do Universo. Medidas observacionais atuais mostram
que seu valor no presente é negativo (go < 0), o que significa que nosso Universo se

expande aceleradamente. A definicao formal desse pardmetro é

_a(t)a(t)
q(t) = 20 (2.52)

O valor do parametro no tempo presente pode ser obtido da expansao do fator de

escala em torno do tempo presente, t:
. 1.
a(t) = alty) + a(to) (t — to) + 5 (to) (t — to)’ + ..., (2.53)

que dividida por a(ty) resulta em

alt) _ 1+ Hy(t—to) — %Hg(t —to) . (2.54)

A quantia identificada como ¢y no termo de segunda ordem em t na expansao é o

parametro de desaceleracao atual

i) 1 a(ti(t)
qo = alty) HE 200 (2.55)

muito util na quantificagdo da expansao universal em observagdes cosmologicas.
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O Modelo Cosmolégico Padrao possui diversos outros conceitos e desdobramentos.
Porém, tais pormenores nao serao aqui desenvolvidos, visto nao terem relevancia direta
com o conteudo a ser explanado nos capitulos que se seguem. Entretanto, podem os
mesmos serem encontrados em diversos livros-textos da Relatividade Geral e Cosmologia
(dos quais se pode citar, por exemplo, [5, 7, 15, 18, 20, 21, 25, 32, 33]). O seguinte excerto,

extraido da literatura, é muito animador e atesta o sucesso do Modelo Cosmolégico Padrao:

"Cinco pegas de forte evidéncia em seu favor se sobressaem - a expansdo do Universo,
a idade predita do Universo, a existéncia e forma térmica da radiagdo cosmica de fundo
em micro-ondas, as abundancias relativas de elementos leves preditas pela nucleossintese
cosmica, € a capacidade de prever as estruturas observadas na distribuicdo de galdxias e

na radiagio césmica de fundo em micro-ondas. "[18]

Nao obstante os muitos avancos e acertos do Modelo ACDM, é justo também
destacar que o mesmo possui algumas dificuldades, as quais alimentam a busca por
modelos mais abrangentes ou mesmo alternativos. Os inconvenientes mais 6ébvios sao a
introducao de duas componentes exoticas - a matéria escura e a energia escura - ainda nao
suficientemente bem compreendidas. H4, ainda, outros entraves que podem ser encontrados
na literatura especializada. Dando seguimento ao que foi proposto, os préximos capitulos

apresentam dois modelos distintos ao modelo padrao.
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3 Modelo cosmoldgico com gas relativistico reduzido

A teoria de perturbacoes cosmologicas é um assunto vasto, com bases fisica e
matematica bem consolidadas. Entretanto, nao serdo aqui expostos os pormenores que a
fundamentam ou seus imediatos desdobramentos teéricos. Tao somente sera explanado
o minimo necessario para as aplicagoes a serem desenvolvidas, a saber perturbagoes no
modelo do gés relativistico reduzido (neste capitulo) e em modelos com parametros G
e A varidveis (no capitulo seguinte). De qualquer modo, uma excelente apresentagao da
teoria pode ser vista na revisao publicada por Ruth Durrer no capitulo 2 do volume 653

de Lecture Notes on Physics [8].

3.1 Introducao ao modelo do gas relativistico reduzido em Cosmologia

O modelo do gas relativistico reduzido é também conhecido pela sigla RRG, do
inglés Reduced Relativistic Gas, e trata-se de um modelo para a descricao do comportamento
de particulas massivas cuja abordagem mescla teoria cinética dos gases com relatividade
especial. O modelo postula que todas as particulas do gas tenham a mesma energia cinética
relativistica, servindo como uma boa aproximacao a distribuicao candnica de Jiittner
[17]. Em Cosmologia costuma-se utiliza-lo para a caracterizacdo do comportamento da
matéria escura, uma vez assumido que ela se porte como um gés de particulas massivas
fracamente interagentes. O contetido a ser desenvolvido neste capitulo pode ser encontrado
de forma concisa nas referéncias [6, 11, 13]. Aqui, entretanto, a discussao sera concentrada
especificamente nas equacoes dinamicas do modelo 14 apresentadas, s6 que reveladas de
uma forma mais detalhada, expondo os caminhos matematicos que se deve trilhar para

obté-las.

A demonstracao da equacao de estado do modelo do gas relativistico reduzido é
bem simples. Para encontra-la deve-se considerar um gas de particulas com velocidades
relativisticas dentro de um recipiente e buscar uma expressao para a pressao exercida por
ele sobre as paredes do recipiente. Como ha conservagao de energia cinética do gés, isso

significa que as colisOes sao perfeitamente elasticas.

Considere, entao, uma caixa de lados a,b,c. Uma particula que colida contra a
parede tera sua componente da velocidade perpendicular a parede invertida. Estabelecendo-
se um sistema de eixos de maneira que x seja o eixo perpendicular ao plano bc no sentido
para fora da caixa, ter-se-4 como resultado de uma colisdo da particula com o plano uma
mudanca v, — —v,. Sendo a massa dessa particula m e sua velocidade total v, o seu

momento relativistico p, varia conforme

- m(—v,) mu,  2mu,
MR VISR VISR oy

em que = v/ec.
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Pela conservagao de momento, o momento transferido a parede se escreve como

2mu,
Ap, = Vi (3.2)

E o intervalo de tempo médio entre duas colisdes no plano bc é

2a
At, = o (3.3)
De tal modo que a forca exercida pela particula contra a parede é dada por
2
F, = a\/% (3.4)
E segue que a pressao sobre o plano bc é entao
F, mu? mu
Y R 2 AV w2 (3:5)

onde V' = abc é o volume da caixa.

Esta expressao se restringe a apenas uma direcao de colisdo e deve-se, por isso,

estendé-la a outras diregoes. Utilizando-se da isotropia das velocidades, tem-se

V2 = U; =’ = ; (vi + vg + vf) = ;02. (3.6)
Logo, vem que ,
= ;fﬁfiﬁz (3.7)
Considerando que a particula tenha energia €, vem
em M (3.8)

I
De modo que

fr=1- (mCQ> , (3.9)

()] o0

Para um gas de N particulas, a pressao correspondente é

de maneira a se obter

€U2 €

1
—7—:72:7
3V 2 3v5 3

€

P v

_ 1Ne
3V

—~

p 3.11)
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A densidade de energia do gas é, evidentemente,

N
p=ne emque n=-. (3.12)

Assim, a expressao para a pressao do gas pode ser escrita como

p= g [1 - <m:2>2] : (3.13)

Dado que a energia de repouso de uma particula de massa m é €, = mc?, sucede

que a densidade de energia de repouso sera

pr = neE, = nmc. (3.14)
A razdo p,/p, entao, fornece

_ = (3.15)

Portanto, uma forma ttil de apresentar a equacgao de estado do gas relativistico

ngl —Zﬂ. (3.16)

reduzido é

E notério que o modelo RRG fornece uma equacio de estado nio estaciondria do
tipo p = w(p)p, ao invés de uma relagao linear p = wp, com w constante. Além disso,
a equacao interpola entre os casos de matéria (p = 0) e radiagao (p = p/3), visto que
para p = p, (particulas nao relativisticas), a equacao (3.16) se converte em p ~ 0 e para

p >> p, (particulas ultra relativisticas) se converte em p = p/3.

Denotando por p° a densidade de energia do gés relativistico reduzido em a = ag e
por p? a densidade de energia de repouso também em a = ag, pode-se buscar uma solucio
RRG da equacio de fluido, equagao (2.21), em funcio de p° e p?. De fato a construcao de
um modelo cosmoldgico de gas relativistico reduzido comeca por encontrar a evolucao da
densidade de energia do gés através da aplicagdo da equagao de estado (3.16) a equacao

de fluido. Expressando a equagao de fluido, equacao (2.21), na seguinte forma

d da

o g% (3.17)
p+p a

e inserindo-se nela a expressao de p conforme (3.16), pode-se encontrar a evolugao da
densidade do gas relativistico reduzido, que, em funcao do pardmetro de redshift z =

—1+ ap/a e da densidade de matéria atual QO = p°/p% é dada por

OQO 3 5
p(z) = %(Hz) V14 62(1+ 2)°, (3.18)
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onde se usou a definicao util
0
p="r (3.19)
p
Note que o parametro Q2 do gas relativistico reduzido pode estar modelando a
matéria escura, a matéria baridnica ou a soma delas. Seu uso depende de onde se aplicara

o modelo. No que se segue serd considerado o modelo composto

Q) =) +Q . (3.20)

A dinamica de evolucao do pardmetro de Hubble para um meio césmico preenchido
com gas relativistico reduzido decorre da equagao de Friedmann-Lemaitre, equagao (2.38),

com densidade de matéria dada pela expressao (3.18). Assim,

B G K

H?(2) 5 [P(2) + pa] = e (3.21)

Valendo-se de que —K/ao* = H3QY, é possivel apresentar a equagio acima como

B G

Hz) = —

[p(2) + pa] + H2O(1 4 2)°. (3.22)
Substituindo-se a expressao de p(z), equagao (3.18), na equagao acima e expressando

pa em termos de 0, vem

QO
H? = H2 |Q0(1 + 2)* + s+ PV1+02 (14 2)2 + 95| (3.23)

Para entender o comportamento quantitativo e qualitativo de algumas solucoes
cosmoldgicas da equacao acima, bem como a descrigdo grafica do modelo cosmolégico com
gas relativistico reduzido, é proveitoso consultar [6]. Por ora serdao apresentados apenas

aspectos relevantes para a descricao de perturbacoes césmicas no modelo.

3.2 Dinamica de perturbagoes no modelo do gas relativistico reduzido

Considere simultaneamente perturbacoes na métrica, na densidade de energia e na

quadrivelocidade em coordenadas comoventes, tais que:
guu_>gw/+h,uu 5 p—>p—|—5p s Ua—>Ua+5Ua. (324)

Aqui a métrica de fundo, g,,, ¢ a métrica de Robertson-Walker plana, g,,, = diag (1, —a?(t)d;;).

Por outro lado, identificando a razao

r=r(z)= (3.25)
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a perturbacgao na pressao sera dada por
op=———=-. (3.26)

A componente tempo-tempo da equagao de Einstein, equagao tal (2.4), para a

métrica de fundo fornece
1
Ry — §gttR = 81GTy,

1
= Rtt = 87TGTtt + iR (327)

Para encontrar R, pode-se contrair a equagdo de campo de Einstein com a métrica

de fundo g,
pv L o — 871G a"™'T
9" Ry, — Eg g = 8rGg""T,,,

1
= R 4R =8rGT},

= R=—8rGT, (3.28)

em que T'=T}' é o trago de T},

Substituindo-se a equagao (3.28) em (3.27) chega-se a
1
Ja se sabe, do capitulo anterior, equagao (2.13), que no referencial comével

Ty = p+ pa, (3.30)

onde a densidade de constante cosmolégica p, aparece por se estar considerando um tensor

T,, mais geral na equacao de Einstein, dado por
Ty = T + prGuu- (3.31)
De modo que o tensor de reduz a matriz diagonal
Ty = diag (p + pa,p + Pa, P+ Da, D+ Pa) - (3.32)
Com isso, o trago de T}, se apresenta como
T=(p+px)=3(p+pa). (3.33)

Dali, a insercao das equagoes (3.30) e (3.33) em (3.29) leva a equacao

Ry = 471G (p+ 3p + pa + 3pa) - (3.34)
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Tomando-se a variacao de Ry, tem-se

uma vez que pp € pp = —pa Sao constantes.

Utilizando-se a equacao de estado do modelo RRG na forma dada por (3.26), a

variagao acima se expressa como
ORy = 4nGop (2 — ). (3.36)
Agora é preciso encontrar a quantidade geométrica 6 Ry;. Para isso, pode-se utilizar
a equacao de Palatini contraida
OR.5 = vuargﬁ — VoI, (3.37)
uma vez calculadas as correspondentes variagoes dos simbolos de Christoffel:

1
5F35 - 59’\7 (vahﬁT + V,BhaT - vTha,B> . (338)

Como a derivagao covariante de um tensor ¢ dada pela sua derivacao ordinaria
acrescida de combinagoes do mesmo com os simbolos de Christoffel é necessario obter tais

simbolos, dados por
1
Tap = 59" (0agsr + Osgar — Oras) - (3.39)

Calculos diretos para a métrica de fundo de Robertson-Walker plana g,, =
diag (1, —a*(t)d;;) mostram que os tnicos simbolos ndo nulos sdo
F;fj = aéL(Sij = CL2H(SZ‘J‘,

ko 00 g k
Iy = ?52' = Ho7, (3.40)

sendo que se utilizou g" = diag (1, —a%(t)dij)

Ao efetuar a perturbagao g,, — g, + hy da métrica, pode-se escolher um calibre

conveniente. Neste caso, serd considerado o calibre sincrono, no qual

htt — hti — O (341)

Nesse calibre, as variagoes dos simbolos de Christoffel nao nulas sao
t L
1 .
ko kl
0% = —5 50" (ha —2Hha) .

1
OTf = =5 50" (Dihj + Ojha — Oihiy) (3.42)
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Desdobramentos nao nulos dessas férmulas sao obtidos por repeti¢ao de indices,
tal que

oT%, = (hi —2Hhy;) 0Tk = ~ 53 O (3.43)

 2a?

Tendo ja os valores necessarios de FQB e oI 5 Para a métrica de fundo e referencial
sincrono, pode-se empreender o cdlculo de d Ry, comecando pela féormula de Palatini

contraida:
(SRtt = V,ﬁré - Vt(srfu
1 .
=V [2a2 (hu‘ - QHhu‘)}

1 1. 1.
(i) s s L

2 a? 2a? 2a2° "
H H? H?
=0 (i) = b= b
0 que permite escrever
1 1 /. 1 /.
SR = 50, LLQ (i — 2Hhu»)} H {QQ (i - 2Hhii)] . (3.44)
Agora observando que
hi; hii a T/
) <a2> =5 —25hi=— (it — 2Hh;) . (3.45)

segue que uma notagao util de ser introduzida é, portanto,
. R
h = o, <a2> : (3.46)
Com isso, pode-se reescrever 0 Ry numa forma mais compacta, a saber

1x ~

Igualando a equagao (3.36), que advém do calculo do tensor energia-momentum

e da aplicagao da equacao de estado do modelo RRG, com a equagao (3.47), oriunda

de consideragoes geométricas de curvatura, obtém-se a primeira equagao da dinamica
perturbativa: '

h+2Hh =81Gép(2 —7). (3.48)

Para deixar a equagdo acima em func¢ao de z, convém notar que

d dad d d
G drda Hog, = U H (3.49)

Levando isso em conta pode-se escrever a primeira equacao de perturbagao como

5, 2h &G .,
h_(1+z)_ H(1+z)6p(2 ) (3:50)
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onde se utiliza o sinal de apdstrofo (ou sobrescrito "linha") para representar a derivagao

em relacao ao parametro de redshift.

Pode-se manipular a expressao acima para colocé-la numa forma mais interessante.

Para isso, considere a equacao de aceleragao (2.39) como

. e
H+H2:—T(P+3P—QPA)7

47 G
3

[p(2=7) = 2pa], (3.51)

onde na segunda linha se utilizou a equacao de estado do modelo RRG na forma p =
p(l—r)/3.

Substituindo a equacao (3.22) para H? em (3.51) e isolando p(z) chega-se a expres-

sa0
_ 3 : 210 2
P=gg |—2H — 2H3O5 (1 + 2)?] — (3.52)
Por outro lado, denotando p; = p(z) + pa na equacao (3.22), encontra-se
_ 3 2 270 2
=g [H? — H3G(1+ 2)°] . (3.53)

A razao entre as densidades serd uma funcao fi(z) tal que

) 1 [22 - 2HE0(1+ o)
fl(z) o pt(z) B 4—r [H? _ H(?Q‘}((l ot 2)2} . (354>

Utilizando-se a regra da cadeia dada por (3.49) vem que H = — (1+ z2) HH'.
Entdo, uma vez que (H?) = 2HH', chega-se a
(1+2) (H?) — 20% HZ(1 + 2)°

oo )
he) p(z)  [H2— QG HE(1+2)"| (4—7) (3.55)

Agora, definindo uma fungao g(z) tal que

1+2)H
o(2) = A (3.56)
3 [H? — QY H3(1+ 2)°]
a razao entre f; e g usando, (3.55) e (3.56), é
filz)  B[H?— Q%HZ(1+2)"] 8.57)
gz) — (L+2)H(4-1) '
Usando a expressao obtida acima para p, equacao (3.52), surge que
f1 (Z) 8tG
= . 3.58
oo 1+ (359
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Este resultado, ao ser inserido na equagao de perturbacao, equagao (3.50), leva a
uma expressao mais elegante para a primeira equacao de perturbacao do modelo do gas
relativistico reduzido .

o2 _hl=ny (3.59)
(1+2) g

onde se introduziu a nota¢ao d = dp/p, que é conhecida por contraste de densidade.

Outras equacgoes de perturbagao podem ser encontradas realizando-se a variacao
da lei de conservacdo covariante do tensor energia-momentum 9§ (V,T#) = 0, o que é
perfeitamente equivalente a variar o tensor de Einstein, 6 (V,G*) = 0. A variacdo é dada

explicitamente por

5 (VT =6 (9T + Tl T — 15, T8)
= 9,07} + 1 0T — T, 5T
+ 6T T — 6T T

po v pur— o

—0. (3.60)

Note que a variacao da lei de conservagao do tensor energia-momentum exige que
se conhecga nao sé6 os valores previamente calculados de Fgﬂ e 5I’35, os quais dependem
da métrica de fundo g¢,, e sua perturbagao h,,, mas também de valores T* e 0T} que

dependerao ainda da quadrivelocidade U® e sua perturbacao 6U®.

A expressao do tensor energia-momentum do fluido perfeito que se esta procurando

1) = (pt +p) U'U, — pidy, (3.61)
em que py = p+ pa € pr =P+ pa.

No referencial comével tem-se Ul = U, = 1 e U? = U; = 0, o que leva aos seguintes

valores nao nulos de T*:
T = pi, T} = —piS.. (3.62)

Por outro lado, uma vez que se esta considerando um observador movendo-se com

a expansao do Universo (observador comével), tem-se 6U* = 0; e entéo

8T} = p, 6T} = (pi + pr) 6U",
0T} = (pe +p1) U, 0T} = —0pd;. (3.63)

Utilizando-se das notagoes w = p; +p; e 0 = V,; (8U*) = 9; (6U"), serdo realizados
os calculos, termo a termo, da variagao da lei de conservagao do tensor energia-momentum.
De inicio, para a componente v = t tem-se
9 (0TF) + T, (6T3) — I, (0T%)
+ o0, I — oI, Th = 0. (3.64)
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Dai segue que
0, (0T} = 0, (0T}) + 0, (oT7) ,
= 0,0p + 0; (wdU") ,
= 6p + w. (3.65)

T4 6Ty = T, 6T} + T6T7,
= I%,0T} + Th0T7.
= H6T} + 0,
= 3Hdp, (3.66)
visto que 8 = &1 + 03 + &5 = 3.
_th(sTclf = _FZt(;T;tM - FLt‘STz‘“,
= _F;téz-;]7
(15 (-t
= 3Hop. (3.67)

STh T = OTHT! + oTh, T),
= 6F]lztpta

14

—oTo,Th = —oT, T} — 5FﬁtT,fj,
= —0TETY,
= 0T} (—pid})
1A
= —ihpt. (3.69)

Somando os termos dados pelas equagoes (3.65) até (3.69) e igualando a zero, vem

14
0p+ wh + 3Héw — ihw = 0. (3.70)

Divindo-se a equagao acima por p e levando em conta que

5:<5P>:5P_W:@_P57 (3.71)

P popPp PP
encontra-se ) 5 )
§+25+ %0 +3m™™ - 2hE <. (3.72)
PP p 2 p
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Uma vez que w = p; + p = p + p, entao, pode-se reescrever a equacao de estado

do gas relativistico reduzido como

w=7=(4-r), (3.73)

que substituida em (3.72) fornece

1 1. p1Y .

Passando-se da derivada temporal a derivada em relagao a z, conforme a equacao
(3.49), obtém-se

/

(5’—?%(9—;@—(1412) [4—7’—(14—2)/;](5:0. (3.75)

Por fim, definindo-se uma nova variavel v = f,6, a equacao de perturbacao originaria

da variagao da lei de conservacao covariante de 7}, para v =t torna-se, enfim

, 1 (14 2)p 4—r h o w B

que ¢ a sequnda equacao de perturbagdo do modelo.

Agora, procedendo analogamente para a componente v = i da variacao 6 (V,T}#),

tem-se
GM ((5Ti“) + FﬁaéTia — Fl‘jiéTo’j + 5FZaTia — (5FZ‘Z-T§ =0. (3.77)

O célculo de cada componente acima fornece

0, (0T") = 0, (0T} + 9, (977) ,
= 0, (wsU") + 0; (—opd?) ,
— wU; + wd, (8U;) — 0; (dp) |
= woU'g;i + wd, (8U'gii ) — 0y (9p) ,
= —a*dU" — 2waadU’ — a*wd (5U") — ; (9p) . (3.78)

Th, (6T¢) = Tl 0T} + 1,677,
= T, 07! + T,0TY,
= 3H (wdl;)
= —3a*HwsU". (3.79)
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—I00TH = —T",6T}" — T}6T}),
= _FZ"STZ - FZéTé,
= —a’HéwoU* — Héfwéngkk,
= —a?HwoU* + a>HwéU?,
=0. (3.80)

o k
(5F/‘jaTi = 5T,ﬁ‘tTf + §T5k7} ,
= 0T}, T},
1
= —@akhu (—pt(sﬁ) )

1

« t k
—0T0Th = —6T, T} — oT5 T,
= O} T},
= 0T} (=pid})

- 5F21pt7

1
= —ﬁaihkkpt- (3.82)

Somando-se os termos das equagoes (3.78) até (3.82) e igualando a zero, vem

—a*wéU" — 2waadU" — a*wd, ((5Ui> — 0; (0p) — 3a* HwoU" = 0. (3.83)

Dividindo-se a equagao por a? e levando em conta que H = a/a, encontra-se
woU* 4+ 5HwdU* + wéU* — 9 (6p) = 0, (3.84)
onde se usou que 9; = ¢;;0° = —a?d".

Dividindo-se ainda a equacao por p e aplicando a ela a derivada espacial 0;, pode-se

reescrevé-la como

5
Yot 5% mp+ Y- aaf<p>:o. (3.85)
P p P P

O 1ltimo membro do lado esquerdo da equacao pode ser desenvolvido como

00 () = oa () - oo [0 )
! (1 =7)9;0;0. (3.86)

3a2

Inserindo-se este desenvolvimento na equacao (3.85) e multiplicando-a por p/w é

possivel expressa-la como

. ' 1 (1=
6+ <w + 5H) 0+ 7< ") 0,0, = 0. (3.87)
w a’* 3w
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O uso da expansao de Fourier no termo 0 conduz a
d3k
(2m)°

d3k ,
- / EE 5 (k, 2) 9,0,e™,
(2m)

0;0:0 (x,2) = / 6 (k, z) e,

d3k -
_ 1.2 ik-x
= —k /(27r)36(k’z)6 :

= —k%* (x,2), (3.88)
onde k = |k| é o nimero de onda.
Com isso, a equacao de perturbacao fica

R k21—
0+<w+5H)6—2 r
w a

pé = 0. (3.89)

Passando-se para a dependéncia em z através do uso da equagao (3.49) consegue-se

w’ ) 1 K21 —r
o+ —0— 6 —
+w 142 +H’(l%—z)a? 3w

pé = 0. (3.90)

A derivada w’ pode ser obtida da expressao (3.73) levando-se em consideragao que

r =r(z), de forma que
/

p

w' = 3 4-r)— 3" (3.91)
ao ser inserida na equacao fornece
/ ! 5 E21—r
o+ (L O+ (1+2)———"5=0 3.92
+<p 4—r 14z + +Z>H4—r ’ (3:92)

onde se usou que a = ag/ (1 +2) e ag = 1.

Expressando-se 6 em funcao da variavel v = f160, a equacao de perturbacao originaria

da variacao da lei de conservacao covariante de 7, para v = i torna-se, enfim

+/€2(1+z)f11—7"
H 4—r

§=0. (3.93)

que é a terceira equacao de perturbacao do modelo.

Com isso, a dindmica de perturbagoes para o modelo do gés relativistico reduzido se

resume as trés equagoes (3.59), (3.76) e (3.93), oriundas, respectivamente das perturbagoes
Ry, 6 (V,T}) e 6 (V,TV).

Aqui termina a discussao sobre o modelo RRG. Para conhecer mais aspectos

interessantes, como a escolha de condigoes iniciais para as equagoes através do uso de
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fungoes de transferéncia, a comparacao do modelo com dados do 2dF Galaxy Redshift
Survey e uso do pardmetro de densidade atuais provindos do WMAP, além da determinacao
de um limite superior para o parametro b em (3.19), a saber de b < 3 x 1075 ~ 4 x 1075,
e o significado fisico dessa restricado como sendo um limite para a velocidade média
das particulas relativisticas de matéria escura do tempo presente do Universo na forma
v < vy~ 10 — 12 km/s, dentre outras discussoes interessantes, deve-se consultar [11] e
também [12] Para estudar a dindmica da interacao féton-béarion através do modelo RRG
com barions e matéria escura descritos como um gas de particulas massivas relativisticas e

comparagao com o modelo padrao, deve-se ler [13].

As equagoes dindmicas aqui apresentadas podem ser facilmente generalizadas
para outros modelos, inclusive com constante cosmologica variavel, o que representaria
um problema novo. A intenc¢ao deste autor é buscar desenvolver essa generalizacdo em

trabalhos futuros.
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4 Modelos cosmolégicos com G e A variaveis

E mais do que natural pensar que as constantes de gravidade G e cosmolégica A
sejam estaticas, afinal, como os proprios nomes indicam, elas sdo constantes. Pensar nelas
como variaveis dindmicas pode, a primeira vista, soar estranho. Desde séculos cientistas
fazem experiéncias para determinar o valor de G e nada nelas aponta para uma possivel
evolucao dela com o tempo. Além disso, medigoes astrondémicas das mais diversas sugerem
um valor aparentemente fixo de A. Soma-se a isso o fato de que a suavidade da distribuigao
de matéria em grande escala apoia o uso do principio cosmolégico na descricao da métrica
universal. E a métrica homogénea e isotrépica geral de Robertson-Walker nao permite a

existéncia de gradientes espaciais em A.

Contudo, apesar de todas essas aparentes objecoes, nada impede que as constantes
G e A possuam uma dependéncia temporal ainda nao detectada, isto é, que dependam
de alguma forma com o tempo césmico ¢, de modo que G = G(t) e A = A(t), ou seja,
G =G(z) e A = A(2), em termos do pardmetro de redshift. Na pratica essa hipé6tese - que
nao fere o principio cosmolégico - pode representar uma dependéncia dessas 'constantes- ou
melhor dizendo, parametros - com a escala de energia tipica do Universo, que pode ser

exprimida por uma relagao com o parametro de Hubble H.

E importante destacar que o assunto a ser desenvolvido neste capitulo nao é original.
Ele pode ser encontrado sucintamente nas referéncias [14, 28, 29]. Entretanto, aqui serd
dado um enfoque mais direcionado a dinamica do modelo, conjuntamente com os detalhes

técnicos e algébricos omitidos nos respectivos artigos citados.

Dito isto, prosseguir-se-a, na se¢ao que segue, a discussao de modelos com G e A

dindmicos e suas equagoes principais.

4.1 Modelos cosmologicos com G e A varidveis

-

E sabido que o tensor de Einstein G, = R,, — %gw,R satisfaz a identidade de
Bianchi, a qual, apos contragoes de indices, pode ser posta na forma de uma lei de
conservagao covariante, dada por

V,.GM = 0. (4.1)

Por outro lado, as equagdes de campo de Einstein com constante cosmolégica
podem ser escritas como

1 ~
R, — §gWR = 8rG1T,,, (4.2)

isto ¢é, especificando-se um novo tensor energia-momentum generalizado 7},,, que abarca o

tensor energia-momentum ordinério 7}, junto com uma contribuicao referente ao termo



35

de constante cosmolégica, dado por

T;u/ - T/u/ + PAGuvs (43)
em que py = A/87G, equacao (2.23), é a densidade de constante cosmoldgica, também
chamada de densidade de energia de vacuo.

Sendo assim, a identidade de Bianchi, equacao (4.1), conduz naturalmente a

Vu (GT,) =0. (4.4)

O proéximo passo na identificacdo de modelos com pardmetros G e A variaveis é

desenvolver explicitamente a expressio acima, o que leva a

0u[G (T + 3L o)) + Ty |G (T2 + 0)pa)| = T, [G(TH + 85pa)]

=00 [G (T2 + 0%pa)] + 01 |G (Ti + Gipa )|

+ T8, |G (T +6)pa)] + iy [G (T2 + 6 pa )]

— T3, |G (T + 03pa)| =T |G (T3 + 0ipa) ] = 0, (4.5)
onde se mudou a notagio dos indices das componentes de 1 = ¢, i para yu = 0, i com
i=1, 2 3.

Para continuar deve-se lembrar os simbolos de Christoffel para a métrica de fundo
de Robertson-Walker plana e o tensor energia-momentum do fluido perfeito no referencial

comdvel, cujas componentes, ja vistas nas equagoes (3.40) e (2.13) sdo dadas por
I =d®Hs; , T =Hd, (4.6)
T(g) = Pm sz = _pm(sgv (47>

onde se utilizou a notacao p,, e p,, para indicar, respectivamente, a densidade de maté-

ria/radiagao e a pressao de matéria/radiagao.

Inserindo esses valores a equagao (4.5) decorre que

d . 4
2 [G (pm+ pa)] + HEG (pm + pa) = HEG (=pm = pa) = 0. (4.8)

Dai resulta uma nova lei de conservacao, dada por

16 (pra+ 9]+ 3GH (pr+ ) = 0 (49)

E digno de nota que a equacao acima permite transferéncias de energia entre as

variaveis p,, e pa caso pp # 0, ou ainda que G contribua no saldo de energia, caso G # 0.

Numa forma explicita a lei de conservacao toma a forma

G (pm + pa) + G [pm + 3H (pm + pm)] + Gpa = 0. (4.10)

Convém agora analisar casos particulares dessa equacao, dados a seguir:
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1. G e pp sao ambos constantes:

Neste caso o modelo se reduz a lei de conservacao para matéria/radiagao ja conhecida

do modelo cosmologico padrao

pm + 3H (pm + pm) = 0. (4.11)

2. G constante e py variavel:

Tem-se, entao, uma nova lei de conservagao que combina contribuicoes de maté-

ria/radiacdo com energia de vacuo

PA + Pm + 3H (pm + pm) = 0. (4.12)
Note que, uma vez que py = —pa, segue que a lei acima pode ser expressa como
p+3H (p+p) =0, (4.13)

em que p = p,, + pa. Além disso, caso a equagao (4.11) se verifique, entao resulta
de (4.12) que
pr =0 = pp é constante no tempo. (4.14)

3. G variavel e p, constante:

Neste caso ocorre uma lei de conservagao para G, a saber

G (pm + pn) + G [pm + 3H (p + pm)] = 0, (4.15)

que no caso de (4.11) ser verificada leva a

G=0 = G éconstante no tempo. (4.16)

4. G e py varidveis sem troca de energia entre matéria e vacuo:

Nao havendo troca de energia entre matéria e vacuo, a lei de conservacao (4.11) da
cosmologia padrao continua valendo independentemente, de modo a se obter uma lei

de evolugao para G e py, dada por

G (pm + pa) + Gpa = 0. (4.17)

Nos modelos expressos pelas equagoes (4.11) e (4.17) a matéria se auto-conserva,
evoluindo por si s6 na forma da solugao da equagao (4.11). Esta solugao é facil de se obter.

Para isso, considere a defini¢ao

Ty (4.18)

Pm
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que nada mais é do que o parametro da equagao de estado que assume o valor 0 para o
caso de matéria nao relativistica e 1/3 para matéria relativistica. Ao ser posta em (4.11)

esta definicao faz com que se possa escrever

Pm +3Hpm (1 +wy) =0. (4.19)

Considerando que H = a/a, pode-se expressar a equacao acima na forma diferencial

dpm d
pp F3(1 4 w) ;a — 0, (4.20)

cuja integracao, levando-se em conta o parametro z, leva a

pm(a) = pha” 2o = g (14 2" (4.21)

em que pY ¢é a densidade de matéria/radiacdo no tempo t, presente e ag = a(ty) = 1.

Na secao seguinte serao discutidas as perturbagoes cosmolégicas em modelos com G
e pa varidveis assumida a lei de conservacao (4.11) para matéria/radiagao, isto é, modelos

com evolugao dada por (4.17).

4.2 Dinamica de perturbagao em modelos com G e A variaveis sem troca de energia entre

matéria e vacuo

Para efetuar a andlise de perturbagdes cosmolégicas no modelo com G e A variaveis,
deve-se perturbar as equagoes de Einstein com constante cosmolégica (4.2) na forma de
uma variacdo do tensor de Einstein, dG,,, e de uma variagao da identidade de Bianchi,
d (V,G") =0. Além disso, para o caso em estudo, onde inexiste troca de energia entre
matéria e vacuo, sera preciso considerar a variacao da lei de conservacgao covariante do
tensor energia-momentum. Para esse intento serd necessario realizar nao s6 perturbacoes
na métrica e na densidade de matéria/radiagao, como também na densidade de energia de

vacuo e na constante gravitacional.

A métrica de fundo (métrica nao perturbada) utilizada é a métrica de Robertson-

Walker homogénea e isotropica plana
G = diag (1, —aQ(t)éij) : (4.22)

A fim de prosseguir com a perturbacao das equagoes de Einstein considere a

contracao da equagao (4.2) com ¢g"”. Ela conduz a

—R = 87GT, (4.23)

em que T = T[f ¢ o trago do tensor energia-momentum generalizado, dado por (4.3).
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Agora, usando este resultado nas equacoes de campo, (4.2) depois de isolar R,

vell

- 1 1
R/“/ = ’r1(d (ij — QQWSWGR)

. 1 -
= 871G (T;w — 2gw,T> . (4.24)

O tensor energia-momentum pode ser escrito em fungao da quadrivelocidade do

fluido cosmoldgico como

T = (p+p) UU" = pidy, (4.25)
em que
P = Pmt Pa; (4.26)
D = Pm + PA = WmPm — PA, (427)
e se utilizou o fato de que
wn =22 — 1, (4.28)
PA

Para implementar as perturbacoes faz-se o mesmo procedimento do capitulo 3,

agora incluindo perturbagoes em py e G, ou seja,

G = G + P, (4.29)
Pm = Pm + 0Pm, (4.30)
PA — PA + 0pa, (4.31)
Dm — Pm + 0Pm, (4.32)
DA — DA + Opa, (4.33)
Ut — U* + 6U*, (4.34)
G — G+0G. (4.35)

Como foi feito no capitulo anterior, sera escolhido o calibre sincrono para se estudar

as perturbacoes da matéria. Ele é dado pela propriedade

hoo = hol' = 0. (436)

A tnica diferenca da dindmica de perturbagoes aqui realizada para a do modelo

padrao é que se inclui as perturbagoes dp, (e consequentemente dpy) e dG.

Uma vez que se esta considerando o observador comovel, tem-se

oU* = (0,0U7) . (4.37)
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A dinamica de perturbagdo do modelo com G e p, variaveis resultard da variagao
em primeira ordem tanto da componente tempo-tempo das equagoes de Einstein, (2.4),
quanto das componentes da identidade de Bianchi, (4.1). A mudanga em relagao ao modelo
padrao é que agora nao se perturba simplesmente o tensor energia-momentum 7, mas o

tensor geral T, bem como a constante G, de modo que

122
5RW::5FWG<Tﬁw—;%WT>}, (4.38)

e ainda
3 [V, (GT™)] = 0. (4.39)

Antes disso, é util considerar a dinAmica nao perturbada para este modelo, isto
é, as equacoes resultantes de Ry e V,G" = 0, também chamadas de equacoes de ordem

zero. Segue entao
. 1 .
Ryp = 871G (Too - 2900T>

1o
— 87G (p ot 2p5;)

2

=47G (p+ 3p), (4.40)

visto que d! = 01 + 03 + 5 = 3.
Por outro lado, uma vez que
Ryo = —32, (4.41)
a

decorre que

a A G

P (p+3p), (4.42)

férmula esta andloga & equagao de aceleragao para o fluido de matéria/radiagdo, equagao

(2.16), como seria de se esperar.

Levando em conta que py = —py, pode-se reescrevé-la como
a 4G
o=y (P30 = 200). (4.43)

Da identidade de Bianchi V,G% = 0 para v = 0, tem-se
V. (GTY) = 0, (GTY) + G [T, T5 = To,T¢] =0, (4.44)
que ao ser desenvolvida produz

V., (GTY) = 00[G (pum + pa)) + G [BHIY — 3HT]
=G (pm + pr) + G (pm + pa) + 3GH [py + pa + (P + pa)] - (4.45)
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E assim,

G (pm + pr) + G (pm + pa) + 3GHpy (1 4 wyn) = 0. (4.46)

E digno de nota que, ao se assumir a validade da lei de conservacao V1§ = 0, isto
é (4.11), procedimento este necessario para o caso em que nao ha troca de energia entre

matéria e vacuo, a equacao acima fica

G (pm + pa) + Gpa =0, (4.47)
isto ¢, a equagao se reduz a equagao (4.17).

De forma andloga, para a identidade de Bianchi V,G# = 0 com v = 7, obtém-se

V. (GT!) = 0, (GT) + G |14, T7 =T, 17| = 0. (4.48)
Contudo, o desenvolvimento da expressao acima nao leva a uma equagao de ordem

zero, mas uma identidade trivial. Pelo que nao se explicitara a expressao acima.

Tendo-se apresentado a dindmica nao perturbada do modelo (equagdes de ordem
zero), partir-se-4 para as equagoes de primeira ordem oriundas das variagdes provenientes
das perturbagoes que vao da equagao (4.29) até a equagao (4.35). No caso de perturbagao

da componente tempo-tempo das equacoes de Einstein, se terd, da equagao (4.24),

§Roo — 876 [G (TOO _ ;T)]

— 876 [G (,0 Lok 3p)]

2 2
= 4md [G (p+ 3p)]
=47 [G (6p+ 30p) + 6G (p + 3p)] . (4.49)

Por outro lado, usando o resultado ja deduzido no capitulo 3 para é Ry, equagao

(3.47), tem-se que

ho+ 2Hh = 87 [G (6p + 30p) + G (p + 3p)], (4.50)

em que b = 0, (hy/a?).

Desenvolvendo-se a equacao em termos das variaves de matéria e vacuo, chega-se a

primeira equacao de perturbacdo do modelo:

h + 2Hh = 87 {G [(1 + 3wm) pm + Opa + 30pa]
+ 0G [(1 + 3wm) pm — 2p4) } - (4.51)
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O préximo passo é computar a variacao ¢ (V,G%) = 0 da identidade de Bianchi

para v = (. Tem-se, entao,

pno—o
+ G [T, T + T 018 — 05 TH — T7,0TY |
— 0. (4.52)

5[V, (6TY)| =60, (GTY)| + oG T4, Ty — 15, T%]

Levando em conta os valores obtidos ja no capitulo 3 para os simbolos de Christoffel

e suas variagoes, bem como os valores de T#, procede que

5C (P + pa) + C (6pm + 6pa) + 3G (T9) + Go (1)
+0GO Ty + GO, (5T5) +0G [3H (pm + pa + Pm + pa)]

1- 1. ~
+G [—Qh (P + pa) + BHOTY = Sh (pm + pa) — 3H 5T} =0. (4.53)

As variagoes do tensor energia-momentum 7, sao dadas por

0T5 = 0pm + Spa,
5T(§ = (Pm + Pm) 5Uia
0T} = =6 (pm +pa) = — (5pm + ) - (4.54)

Logo 9;6T¢ = (pm + Pm) 06U = (pm + pm) 0, usando a notacao ja introduzida no
capitulo anterior,
0 = V,6U" = 9y6U° + 8,6U" = V,;0U", (4.55)
visto que 6U® = 0 para observadores coméveis ao fluido.

Com isso, encontra-se

5G (pm + pA) + G (5/0m + 5pA) +G (pm + pm) 0
+5G [3H (pm + pm)] + oG (pm + pA) + G (5pm + 5pA)

1A
+G [—211 (Pm + Dm) + 3H (3pm +pa) + 3H (6pm + 5m)} =0. (4.56)

Portanto, a equacgao de primeira ordem em perturbacao da identidade de Bianchi,

§(V,GY) =0 para v = 0 é, para o caso geral, dada por
G {0pm + 0pn + pm (1 +wm) (0 — h/2) +
+ 3H [(1 + wm) 0pm + (6pa + dpa)l} +

+ G (8pm + 0pa) + [ + pa + 3H (1 + wy,) pm) 6G+
+ (pm + pa) 0G = 0. (4.57)
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Ja se viu nos capitulos prévios que a lei de conservagao de matéria V, T} = 0, na
componente v = 0, conduz a equacao (2.21) para a equacao V,7T} = 0 nao perturbada, e
a equagdo (3.70) para a equacao § (V,T¢) = 0 em primeira ordem de perturbacdo. Para
o modelo sem troca de energia entre matéria e vacuo, esta tltima equacao é de muita
importancia, visto que decorre da autoconservacao do tensor energia-momentum. Usando

as notagoes deste capitulo, ela pode ser posta na forma

~

h
Spm + pm (1 4+ wp) (9— 2) +3H (14 wp) dpm =0, (4.58)

constituindo-se a sequnda equacao de perturbagdo do modelo.

Agora, assumindo-se a validade da lei de conservagdo de matéria na forma (4.11) e
(4.58), isto é, ordem zero e ordem primeira, respectivamente, pode-se reescrever a equagao

(4.57) numa forma mais compacta, a saber

G [6pa + 3H (6pa + 6pa)] + G (8pm + 0pa) + padG
+ (pm + pa) G = 0. (4.59)

sendo entao esta a terceira equacdao de perturbacao do modelo.
O procedimento seguinte é realizar a variacao 6 (V,G%) = 0 da identidade de

Bianchi para v = 7. De modo que

0|V, (GT)] =60 (GTF)] + oG |14, T7 — To,T%]

uit o

+G [oTh, T + %, 077 — 675,10 — 17,074 = 0. (4.60)

Desenvolvendo-se cada termo separadamente e usando a defini¢ao

W= B _ (pm +pA) (461)

P pmtpn’
obtém-se para o primeiro termo
0 [0, (GT!)] = 00 |GOTY + 6GTY| + 0; |GOTY + 6GTY |
= 00 [Gp (1 +w) dUi] + 0 |G (—opd?) + 6G (—pd? )|
= —a’0; |Gp (1 +w) 8U'| — GO, (3p) — p0; (5G) , (4.62)
onde se usou que 0U; = ¢;0U% = —a?6U".

Para o segundo termo tem-se

puio

0G [T, T —T7,TH] =0, (4.63)

ou seja, este termo nao produz nenhuma contribuicao a equacao total de perturbacao.
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Por fim, para o terceiro termo vem

G 670, T + Th 07 — 6T, T — T5,0T"]

=G |01, (=pof) +3Hp (1 + w) 6U; — Holp (1 + w) 6U; — a® Hoyjp (1 + w) 6U7 |

= Gp (1 +w) [3BHIU; — HOU; — a*HoU'|

=Gp(1+w) |-3a>H — ’H — a’H| 6U"

= —5a*HGp (1 + w)dU’

= —5aaGp (1 + w) oU". (4.64)

Dai, usando as equagoes (4.62), (4.63) e (4.64) a equagao (4.60) torna-se
a*0; |Gp (14 w) 6U'| + 5aaGp (1 + w) 6U" + GO, (5p) + pd; (6G) = 0. (4.65)

2

Dividindo a equacao de ambos os lados por a” e aplicando-se o operador 9;, vem

. ) 1
(1+w) [0 (GpdrdU") + 5HGpd:6U'| + — [Goi0: (6p) + p0,0: (5G)] = 0. (4.66)

Desenvolvendo a expressao acima e utilizando o resultado (3.88) em 0;0; (dp) e
0;0; (0G), chega-se a
2

h [Gdp + wpdG] = 0, (4.67)

a?

(1+w) [Gpo+ G (90 + p + 5Hpo) |

onde k é o nimero de onda.

O termo (1 4+ w) pode ser apresentado numa forma mais conveniente, considerando

que
m + e+ PA A+ Do+
(1 4w) =14 PmFPA_ Pt ortPmt P
Pm + PA Pm + PA
m 1 m
_ pm (I +wm) (4.68)
Pm + PA
visto que wp = —1.
De modo semelhante, para w se tem
w— Pm DA _ WPt WAPA WP — PA (4.69)
Pm + Pa Pm + PA Pm T+ PA
Substituindo-se as equagoes (4.68) e (4.69) em (4.67) vem em decorréncia
(14 w) [Cpmb+ GLmELY 04 G+ 5GH pof
m + PA
/{72
— — [G (dpa + Wimdpm) + (Wmpm — pa) 0G] = 0. (4.70)

a?
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Além disso, visto que pa/pm = pa/pPm, 0 termo
"o oA
Pm + PA pm (14 22)

a equacao (4.70) torna-se

(14 wp) [Gpme +G (pme + pmb + 5H pme)}
2

k
3 (G (Opa + Wimdpm) + (Wimpm — pa) 0G] = 0. (4.72)

Desenvolvendo-se a equagao § (V,T}) = 0 para o tensor de matéria/radiacao
ordindrio (que é o que se fez da equagao (3.77) até (3.89) no capitulo anterior) ter-se-a a

quarta equacao de perturbagdo:
2

. k
(1+wm) [me + pmb + 5Hpm€} = gwmépm, (4.73)

que sdo os termos envolvendo matéria que aparecem multiplicando G na equacao (4.72).

Assumindo-se a validade da conservacao de matéria, uma vez que neste modelo nao
hé troca de energia entre vacuo e matéria, pode-se usar (4.73) para simplificar a expressao

(4.72), de modo a se obter finalmente a quinta equagao de perturbagdo:

2

. k

[G(SpA + (wmpm - PA) 5G] . (4'74>

Com isso, as equacoes de primeira ordem em perturbagao desde modelo cinco,
esclarecidas a seguir:
De ¢ (V,T{') =0 se obtém a equagao (4.58),
De 6 (V,TF) =0 se obtém a equacio (4.73),
De 0Ryy se obtém a equagao (4.51),
De § (V,Gp) se obtém a equacao (4.59),
De § (V,GY) se obtém a equacao (4.74).

Um modelo decorrente particularmente interessante ¢ o de matéria dominante
(wm = 0) e perturbagdo adiabética para a constante cosmoldgica (dpy = —dpa). Para este
caso as expressoes de primeira ordem sofrem mudangas, de maneira que as equagoes (4.58),
(4.73), (4.51), (4.59) e (4.74) se tornam, respectivamente,

~

h
pm + Pm (9 - 2) +3H5p,, = 0, (4.75)

0G (pm + pa) + 0Gpa + G (Spm + 0pa) + Gpa = 0, (4.76)
ho+ 2Hh = 87 (pm — 2pa) + 87C (8pm — 20p1) (4.77)
0 (pm + 3Hpm) + pmb + 2HOp,, = 0, (4.78)
k2 [Gopa + padG] + a*prGO = 0. (4.79)
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Além disso, usando a equagao de conservagao, equagao (4.11), pode-se reescrever
(4.78) como
0 +2H6 = 0. (4.80)

Pode-se transformar a dependéncia com o tempo na equacido acima por uma

dependéncia com o fator de escala, notando que

d da d d

Entao, a equagao (4.80) se torna

H
aHZe +2HO=0 = 0 +2—60=0, (4.82)
a a

onde se representou a derivagao em relagao ao fator de escala pelo sobrescrito "linha’.

Segue, entdao, que a solucao de (4.82) é uma funcao decrescente com o fator de

escala, dada por
0 = pa?, (4.83)

em que 6y = 0(ag) e ag = a(ty).
Inserindo-se esta solugdo na equagao (4.79) vem que

k2 [Gopp + prdG] + OopmG = 0. (4.84)

Uma vez que se estd considerando perturbagoes lineares, o termo QopmG ¢ bem
pequeno e pode ser desprezado. Assim, o termo k? se desacopla da equagao (4.84),
refletindo uma importante propriedade dos modelos com G e A variaveis com conservacao

de matéria dada por (4.11): que as equagoes de perturbagao nao dependem do nimero de

onda k.

Com isso em mente, pode-se tomar 6(a) = 0 para todo valor de a nas equagoes de

perturbagdao. Realizando-se tal procedimento na equagao (4.79), ela se reduz a

Gopa + padG = 0. (4.85)
E assim, pode-se concluir que
h=—=——. (4.86)
Por outro lado, diferenciando-se a equacao (4.85) em relacdo ao tempo, tem-se
Gopa + Gopa + padG + padG = 0. (4.87)

Utilizando-se este resultado na equagao (4.76) resulta que

6G py + GSpm = 0. (4.88)
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Com isso se conclui a relacao

== = 5 (4.89)

Agora, inserindo-se § = 0 na equagao (4.75), pode-se desenvolvé-la como

~

h
0pm + Pm (—2> +3Hop, =0

7 d 'm d m
= h=2 (p + SHP) . (4.90)

Prm Pm

Além disso,
m = i <6pm> B 6pm N pﬂam7 (491>
dt \ pm Pm Pm
o que faz com que se tenha
7 C 5m .

h =26, + 2,07 (pm + 3Hpm,) - (4.92)

Levando-se em conta que no regime dominado por matéria (w,, = 0) a equagao de

conservacao de matéria é
Pm + 3Hpym = 0, (4.93)

a equagao (4.92) torna-se
h = 26,,. (4.94)

Usando a regra da cadeia, equagao (4.81), encontra-se que

h = 2aH§. (4.95)
h= jt (2aH®' ) = 2aH (aH¥, )

=2aH [HS,, + aH'S,, + aHo,,)

_ 2| on l E/ /

= 2(aH) [@n + (a + 2 ) 0 - (4.96)

Como consequéncia, a equagao de perturbagao (4.77) pode ser desenvolvida assim:

2(aH)? l(m + <2 + Z(Xn)] =81 l(pm_Gsz)(SG + (6pm — 25,0,\)1

3 H 3 8rG Pm — 2pA 0G Opym — 20pp
5" e iy ¥ _ 2 - el YPm — 2OPA
~ [m+<a+ m)] 202 32" [ pm G * Pm

S 6+ A(a)d,] = B(a) [ R IL p] | (197)
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onde na ultima linha se utilizou (4.86) e as seguintes defini¢oes:

Aa) = Z + fflég , (4.98)

B(a) = ;’Qm( ), (4.99)

) = 28] = P (@) (4.100)
Dad se chega 3 equagso de perturbacio

5" + A(a)d, = Bla) (5 + 55) (4.101)

Nota-se que Q(a) é um pardmetro de densidade instantdneo, visto que a = a(t).

Do mesmo modo, definindo-se o parametro correspondente para a constante cosmoldgica,

O (a) = 220 (4.102)

Q(2) + Qa(2) = 1. (4.103)

Da equagao (4.86) se vé que 0G — 0 = dpp — 0, o que seria o caso de perturbagoes

negligenciaveis em G e py.
Isolando-se G /G na equagao (4.101) vem que

5G 8+ A8,

— = - 4.104
G B Om; (4.104)

o que diferenciada em relagao ao fator de escala leva a

8G\  6G"  G'6G 8GT G (81 + AS
o) L [l S | mTm 4.1
(G ) G G G G G ( B 6m> ’ (4.105)
onde se utilizou a prépria equagao (4.104) na tltima igualdade.
Através do uso de (4.89), a equagao (4.105) se transforma em
5G\’ G'
— ) =- " A ). 4.1
(%) = - &5 e+ an) (4.100)

A tltima equagao de perturbagao do modelo pode ser obtida diferenciando-se a

equagao (4.101) em relagao a fator de escala, do que resulta que

5"+ A5+ AS! = B’ <5m + 55) + Bé, + B (f) : (4.107)
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Substituindo-se (4.104) e (4.106) na equagao, obtém-se

B G G B
1" _ 1! / _ _ !/ —
o 4 (A 5 +G>5m+ [A B+A<G BN 5 =0. (4.108)
Da definicio de Q,,, equacao (4.100) vem
Q & _H 3
m_ ot 7 (4.109)

Q, G H a
A equacao de Friedmann, ao ser diferenciada, produz

/ 8 ’ / /
2HH' = g[G (Pm + pa) + G (py, + O]

8T, , 1 87 . .
= gGPm t g3 {G (Pm + pa) + GPA}
o

onde se fez uso da equagao (4.17), que rege o modelo com G e A varidveis e sem intercimbio

de energia entre vacuo e matéria.
Pela equacgao de conservagao de matéria para w,, = 0 (equagao (4.93)), tem-se

3

aHp,, +3Hp, =0 = p = —Pm- (4.111)
De modo que (4.110) se torna
OHH = —87;Gpm. (4.112)
Assim, de (4.112) e (4.100) resulta a equagao
! ~
[:1 — —;Qm. (4.113)

Pode-se utilizar a relacao acima para reescrever os termos A, A’, B, B’ ¢ G'/G em

funcao de €, e ' . Procedendo assim, vem
m m )

A=3_3q (4.114)
a 2a

A = 23&2 (—2+ Qp —af,) (4.115)

B= 23&2(2% (4.116)

B = ;’azfzm (g: — z> : (4.117)

¢ - g: 20,42, (4.118)
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Substituindo os valores encontrados de (4.114) até (4.118) na equagao (4.107),
obtém-se uma equacio diferencial de terceira ordem em funcio de €, para o modelo com

G e pp varidveis e matéria autoconservada, a saber

5;;;+;(16—9Qm)%+2(8—11Qm+393n—a9;n);g = 0. (4.119)

A equagao (4.119) é de grande importancia, pois pode ser utilizada para todos os
modelos do tipo (4.10) para descrever as perturbagoes cosmologicas. Para se conhecer
aplicagoes dela ou informacoes adicionais sobre a dindmica dos parametros A e (7, incluindo
discussao a nivel quantico via grupo de renormalizacao, pode-se consultar os artigos
9, 10, 14, 26, 27, 28, 29, 30, 31]. Por aqui serao tecidas apenas consideragoes gerais sobre

essa ultima abordagem.

A dependéncia de pp e G com o tempo césmico ¢ pode ser estudada de diversas
formas. Uma delas, através de consideragoes de teoria quantica de campos em espago-
tempo curvo, é especialmente considerada nos artigos citados. A abordagem consiste em
parametrizar a dependéncia no tempo coésmico através de um parametro de escala p. A
evolugdo de py e G com a escala ¢ realizada por meio da introducgao de equagoes do grupo

de renormaliza¢ao. Assim, tem-se

dpa 2
=S A, 4.12
Ty = 2 Anrt (4.120)
d /1
— ) =N"B,u* 4.121
dIn 1 (G) 2 Buii™, (4.121)

onde p é a escala de energia associada ao grupo de renormalizacdo. Assim, a densidade
de energia de vacuo e a constante de gravidade tornam-se parametros running, isto é,

parametros dependentes da escala de energia que se esteja levando em consideragao.

Por outro lado, na forma integrada as equacao se tornam

pa() = Y2 Cop™, (4.122)

1 2n
& - ;Dnﬂ _ (4.123)

Os coeficientes A,,, B,, C, e D, sao encontrados de somas envolvendo contribui¢oes de

campos de diferentes massas M;.

Considerando o parametro p como da ordem de grandeza da energia e do momentum
dos gravitons da métrica de fundo FLRW, pode-se tomar p ~ H, o que leva a uma
dependéncia das constantes com a escala na forma de relagoes pan = pp(H) e G = G(H).
Além disso, devido & identidade de Bianchi, tais relagdes sdo vinculadas uma a outra

conforme especificado na relagdo (4.17) que rege o modelo, de tal modo que ela se torna

(o + m(u))dflﬁj‘) el >dp§lﬁ“> W

(4.124)
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Assim, conhecendo-se uma das expansoes, (4.120) ou (4.121), a outra pode ser encontrada
da identidade de Bianchi.

Para a dindmica do termo de constante cosmolégica p, pode-se considerar, por
exemplo, modelos com evolugdo dada em série de poténcias do parametro de Hubble, de
modo a se ter

pr =ng+niH +noH? + ..., (4.125)

em que os termos n;, com ¢ = 0,1,2, ..., sdo coeficientes.

Uma vez que os termos de poténcia maior que 2 sao irrelevantes para perturbagoes
lineares e levando em conta que a covariancia geral da agdo efetiva em teoria quantica de
campos exige que se tenha apenas termos pares na taxa de expansao, segue que um modo

possivel de descrever a funcao py € por meio de modelos na forma da equacgao dinamica
pA = ng + noH?, (4.126)

expressao esta utilizada em algumas descrigoes ligando a evolugao da constante cosmoldgica

ao grupo de renormalizacao.

Um modo elegante de apresentar a equacao acima consiste em se reescrever os
coeficientes ngy e ny como, respectivamente, ng = p§ — 3vMpH:/(87) e ny = 3vM3/(8),
onde v é um parametro adimensional que define a intensidade dos efeitos quanticos e
P} = pa(Hyp). De forma que a dindmica da constante cosmolégica se torna

3v
palH) = o+ =2 ME(H? — H3), (4.127)
com Gy = 1/M%, onde Mp é a massa de Planck. Seguindo essa notagao, a densidade de
constante cosmolégica no tempo presente p que aparece na equacio ¢ dada explicitamente
por
3
A= ?Q%H(?Mf%‘ (4.128)
m

As referéncias supracitadas adotam uma forma suave de desacoplamento para
constante cosmologica conforme [26], de modo a resultar na seguinte equacao do grupo de

renormalizacao para a densidade de constante cosmoldgica:

dpA 1

2772

= M 4.129

dinp  (47)? o ( )

onde 0 = %1, dependendo de que tipo de particulas dominam nas energias mais altas

(0 = —1 para férmions e o = 1 para bdsons) e M é um parametro de massa efetiva, dado
por

B 9 (1/2
M=|Y M|, (4.130)

isto é, a massa média das particulas pesadas, em escalas de energia mais altas, causadoras
do running da constante cosmolégica por meio de efeitos quanticos. Os coeficientes ¢s

representam as multiplicidades das particulas envolvidas.
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Assumindo ng # 0, pode-se mostrar que a funcao G(H) varia logaritmicamente

com o parametro H segundo a equagao
G(H) = Go [L+vin(H*/H)] (4.131)

0 que representa uma variacao muito suave com H.
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5 Consideracoes finais

Neste trabalho foram discutidos em detalhes aspectos relevantes da soluc¢ao cos-
mologica de fundo e da teoria de perturbacoes cosmoldgicas lineares para dois modelos
distintos, desenvolvidos originalmente nos trabalhos [6, 9, 10, 11, 13, 14, 28, 29]. Por razoes
didaticas, de inicio foram apresentados sucintamente aspectos importantes do Modelo
Cosmologico Padrao, os quais seriam tuteis para as consideragoes seguintes, nao sé por
fornecer um modelo de fundo, em torno do qual se dariam as perturbagoes, mas por indicar

as principais equagoes a serem variadas em primeira ordem.

Depois disso, foi apresentado o desenvolvimento das equagoes de perturbagao para
o modelo do gés relativistico reduzido (modelo RRG), que considera o fluido césmico como
um gas de particulas massivas fracamente interagentes com energias cinéticas relativisticas
iguais. O modelo serve como uma boa aproximacao a distribui¢cao canonica relativistica
de Juttner [17]. No ramo do modelo RRG foram deduzidas trés equagoes importantes,
advindas das variacoes, em primeira ordem, do tensor de Einstein e da lei de conservacao

covariante do tensor energia-momentum.

Por tultimo, se discutiu a possibilidade de que as constantes gravitacional G e
cosmolégica A sejam dependentes da escala de energia tipica do Universo (parametrizada
pela constante do Hubble H) e eventualmente do tempo, ap6s o que se passou para a
deducao dos modelos oriundos da identidade de Bianchi. No caso mais geral deles, que é o
de G e py variaveis, se realizou a dedugao das equagoes de perturbacdo em primeira ordem,
bem como as equagoes de ordem zero, para o caso de matéria autoconservada pela lei
covariante do tensor energia-momentum ordinario, modelo este sem troca de energia entre
matéria e vacuo. Viu-se ainda como tais equagoes se comportam no regime de matéria
dominante e com perturbagoes adiabaticas na densidade de vacuo e como na pratica
independem do nimero de onda. Quase ao final, se pode escrever uma lei de evolugao do
contraste de densidade com o parametro de redshift e dependente de um parametro de
densidade instantaneo. E por fim se apresentou brevemente algumas considerac¢oes sobre

a abordagem do grupo de renormalizagao para a constante cosmoldgica.

Uma continuagao natural deste trabalho de revisao da literatura existente sera a
seguinte. Para trabalhos futuros pode ser til considerar a combinacao dos dois modelos
apresentados. Por exemplo, seria interessante construir um modelo com parametro A
variavel e matéria escura que se aquece devido a energia de vacuo, ou ainda um modelo
com ambos A e (G variaveis e matéria escura adiabatica, no qual esta se resfria conforme o
ritmo de expansao ditado pelas mudancas naquelas "constantes'ou ainda aplicar o modelo
com GG e A varidveis ao periodo inflacionario. Sao perspectivas novas passiveis de serem
elaboradas seguindo o modus operandi adotado por este trabalho e que poderao resultar

em trabalhos originais.
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