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RESUMO

Nesse trabalho, estamos interessados, especialmente, nas propriedades de duas classes
de Cédigos Corretores de Erros: os Cdodigos Hermitianos e os Codigos Hermitianos
Generalizados. O primeiro é definido a partir de lugares do corpo de fung¢oes Hermitiano
classico sobre um corpo finito de ordem quadrada, ja o segundo é definido a partir de uma
generalizacao desse mesmo corpo de fungoes. Como base para esse estudo, apresentamos
ainda resultados da teoria de corpos de fungdes e outras construcoes de Cédigos Corretores

de Erros.

Palavras-chave: Corpos de Fungoes. Corpos Finitos. Cédigos Corretores de Erros. Codigos

Hermitianos.



ABSTRACT

In this work we investigate properties of two classes of error-correcting codes, the Hermitian
Codes and their generalization. The Hermitian Codes are defined using the classical
Hermitian curve defined over a quadratic field. The generalized Hermitian Codes are
similar, but uses a generalization of this curve. We also present some results of the theory
of function fields and other constructions of error-correcting codes which are important to

understand this work.

Key-words: Function Fields. Finite Field. Error-Correcting codes. Hermitian Codes
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INTRODUCAO

A teoria dos cédigos corretores de erros tem a sua origem no ano 1948, com o
artigo [13] publicado por Shannon C.E., no Bell System Technical Journal. Os trabalhos
de Shannon, em geral, sao baseados em probabilidade e somente mostram a existéncia de
bons c6édigos, mas nao como poderiam ser feitos. A construcao explicita destes codigos foi
necessaria a partir de 1970, pelas pesquisas espaciais e a implementagao dos computadores.
Os trabalhos em algebra abstrata e teoria dos nimeros de R. Hamming, M. Golay, entre
outros, sao os primeiros nesse sentido. Na atualidade, cada vez que se deseja transmitir
ou armazenar dados de tal maneira que seja garantida sua confiabilidade, é utilizado um
codigo corretor de erros. Sao exemplos disto as transmissoes de dados via satélite e sondas
espaciais da NASA | fitas magnéticas dos computadores, sistemas digitais de audio e video
(DVD, Blu-Ray), redes ADSL, telefone celular, entre outras.

A finalidade dos codigos corretores de erros é detectar e corrigir a maior quantidade
de erros que podem ocorrer durante a transmissdo por meio de um canal (canal de
radiofrequéncia, canal de micro-ondas, cabo, circuito integrado, circuito integrado digital,

etc.). Exemplos explicitos podem ser encontrados em [3] e [6].

Matematicamente, um cédigo corretor de erros C' ¢ um subconjunto préprio de
[y, para algum ntmero natural n. No caso em que este subconjunto €' é um subespago
linear de Fy, o codigo ¢ dito linear. Um tal codigo tem parametros [n, k,d], onde n é seu
comprimento, k ¢ a sua dimensao e d = min{d(a,b) | a,b € C' coma # b} é a sua distancia
minima, onde d(a,b) = #{i | a; # b;}.

A importancia da distancia minima pode ser entendida pela ideia: se v; sdo as
palavras do cédigo, isto €, v; sdo os vetores de (', entao recebida uma palavra u, pode-se
verificar d(u,v;) para cada i, e aproximar u pelo v; mais préximo. Assim, uma distdncia
minima grande garante que as palavras do cddigo estao mais distantes, o que faz que
a correcao como explicada seja mais eficiente. O resultado abaixo, cuja prova pode ser

encontrada em [6], resume isso formalmente.

Teorema. Seja C' um codigo com distancia minima d. Entao C' pode corrigir até k = [%]

erros e detectar até d — 1 erros. Onde [t] representa a parte inteira do nimero real t.

Assim, é fundamental, para a Teoria dos Codigos, poder calcular d ou pelo menos

determinar uma cota inferior para a mesma.

Goppa, em 1977, utilizando conceitos da geometria algébrica, introduziu uma nova
forma de construir cédigos lineares, a partir de um corpo de fungoes algébricas F//F, de
género g > 0. Esta construcao também pode ser feita em termos de curvas algébricas, ver
[5]. Por tal motivo, o estudo dos cédigos de Goppa é uma forte motivagao no estudo da

geometria algébrica. A chave nas construgoes de Goppa reside no fato de que pode-se



obter informacao dos parametros do cédigo em termos da informagao do corpo de fungoes
onde foi construido (nimero de lugares, género). O método de Goppa é uma generalizagao

dos codigos de Reed-Solomon, isto serda mostrado na segao 2.3.

Para esta construcao, deve-se considerar um corpo de funcoes algébricas F/F, de
género g, n lugares Pi, P, ..., P, dois a dois distintos de F//F, de grau um, tomando o
divisor D = P, + P+ ...+ P, e G outro divisor de F/F, tal que Supp(D) N Supp(G) = 0.
O codigo de Goppa associado aos divisores D e G esta definido como a imagem do espago

de Riemann-Roch £(G) pela funcdo avaliagao

evp: L(G) — Fy
r  — (x(P),x(P),...,x(P,))

Fixados os parametros n e g, os demais parametros do coédigo apenas dependem
do grau do divisor GG. A escolha mais simples de G e que produz os melhores resultados é
quando G' = mQ), onde @ é um divisor tal que @ ¢ Supp(D). Neste caso, o espaco L(G)

esta intrinsecamente relacionado com o semigrupo de Weierstrass em ().

Um problema natural da teoria de cédigos é: fixados n, k, ¢, determinar d. Ainda,
¢ interesante ter % e % grandes pois tais taxas determinan a taxa de deteccao do cédigo
e a quantidade de informacao util recebida. Nesse sentido, os codigos de Goppa, em
geral apresentam bons resultados. Por exemplo, em 1982, foi apresentada a primeira
aplicagao relevante devido a Tsfasman, Vladut e Zink [17], que mostram que é possivel
uma construgao de cédigos de Goppa com bons parametros que assintdticamente eram
melhor que a cota de Gilbert-Varshamov [16], [15].

Neste trabalho, apresentaremos os resultados gerais e mais conhecidos na literatura
dos cédigos de Goppa e, em particular, dos cédigos Hermitianos. Mas ainda, baseados
no artigo [8], publicado em 2013, mostraremos resultados gerais dos Cédigos Hermitianos
Generalizados e também vamos calcular a distdncia minima exata destes codigos para

alguns valores do semigrupo de Weierstrass em ().

Apresentamos a seguir a divisdo de capitulos que nos conduzird ao resultado

principal.

No Capitulo 1, iniciamos o estudo sobre a teoria geral dos corpos de fungoes,

mostrando resultados classicos até resultados importantes como o Teorema de Riemann-
Roch.

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢des gerais e basicas dos co6digos corretores
de erros. Também a construcao dos cédigos de Goppa como generalizacao dos codigos
de Reed-Solomon. Além disso, mostramos as propriedades que os mesmos satisfazem em

relacao aos pesos de Hamming generalizados.

No Capitulos 3, estudamos os fundamentos das extensoes de corpos de fungoes



algébricas. Além disso, definimos e provamos propriedades gerais dos c6digos Hermitianos.

No Capitulo 4, definimos os c6digos Hermitianos Generalizados. Provamos ainda
propriedades destes cddigos, algumas delas generalizagoes das vistas no Capitulo 3 e outras

novas. Finalmente, provamos o Teorema 4.2.1 que é o objetivo principal deste trabalho.



1 CONCEITOS PRELIMINARES

Os codigos corretores de erros fazem parte de nossa vida cotidiana: estdo presentes,
por exemplo, na hora de assistir a um programa na televisao, quando falamos no telefone,

ouvimos musica ou navegamos pela Internet.

A maioria dos textos introdutoérios desta teoria somente apresentam fundamentos
matematicos e seus aspectos mais essenciais de natureza algébrica. Para ter uma me-
lhor abordagem e compreensao dos codigos corretores de erros, precisamos de algumas

ferramentas mais fortes da teoria de corpos de fungoes algébricas.
1.1 LUGARES

Defini¢ao 1.1.1. Um corpo de fungoes algébricas F/K em uma varidvel sobre um corpo
K € uma extensao F de K, onde F é uma extensao algébrica finita de K(x) para algum

x € F transcendente sobre K

Notemos que, da definicdo, o conjunto K = {z € F | zé algébrico sobre K}
chamado corpo de constante da extensao F//K, é um subcorpo de F' que satisfaz K C
K C F. Além disso, F/f(/ ¢ um corpo de funcgoes algébricas sobre K e K seré dito

algebricamente fechado em F' se K=K.

Utilizaremos também em futuras demonstracoes o seguinte resultado muito conhe-
cido da Algebra abstrata.

Observacao 1.1.1. Um elemento z € F ¢ transcendente sobre K se, e somente se, a
extensao F/K(z) € finita.

Definig¢ao 1.1.2. Dado um corpo de fungoes algébricas F/K o anel O C F que satisfaz

as sequintes propriedades é dito anel de valoriza¢io de F/K.

i) KCOCF.
ii) Para cada z € F, temos que z € O ou z71 € O

Proposicao 1.1.1. Um anel de valorizagio O do corpo de fungées algébricas F/K é um

anel local.

Demonstracao. Devemos provar que O possui um tnico ideal maximal. Definamos o

conjunto P =0\ 0%, onde O* = {2z € O | z ¢ invertivel}.

Sex € Peze, temos que zz ¢ OF, pois, caso contrario, teriamos que x € O*, o

que seria uma contradicao. Portanto, xz € P.
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1 1

Sejam z,y € P\ {0}. Claramente, 2y~ e yz~' sao elementos de F, assim, pela

defini¢do de O, temos que zy~! € O ou yz~! € O. Sem perda de generalidade, suponhamos

1 1

que zy~—" € O. Temos que 1 + 2y~ € O e, por outro lado, pela passagem acima,

r+y=y(l+zy') € P. Logo, P é um ideal de O.

Suponha agora que J ¢é outro ideal de O tal que P € J C O, assim existe um
elemento x € J e x ¢ P, mas a definigao de P implica que z € 0%, ou seja, zz~ ! =1€ J

e dai J = O, consequentemente P ¢ um ideal maximal de O

A unicidade do ideal maximal P se garante pelo fato de que se existe outro ideal

maximal N, este ndo possui elementos invertiveis. Como N C P C O, segue que N = P.

v

Corolario 1.1.1. Dados um anel de valoriza¢ao O do corpo de fungées algébricas F/K e

seu ideal mazimal P = O\ O*. Entdo:

i) Seja x € F\ {0}. Entio x € P se, e somente se, =" ¢ O

i) O corpo de constante K de F/K ¢é um subconjunto de © ¢ KN P = {0}

Demonstragao. i) Decorre diretamente das definigoes de P e O

ii) Suponha que existe um elemento ¢ € Ket ¢ O. Entao, pela defini¢do de O temos
que t71 € O. Além disso, como K¢ corpo implica que se ¢ é algébrico sobre K entao

t~1 também ¢é algébrico sobre K, desta forma

)™+ . Fa () +1=0
para a; € K com i = {1,2...,m}. Mas ainda,

t N amt™ D™+ a) =1

t=—(ant™H)™ ' +. .. +a)eK[tT']CO

que é uma contradicao. Logo K Co. Analogamente, podemos mostrar que se
t € K\ {0}, entdo t € O, consequentemente ¢ € O* ¢ daf K N P = {0}

v
Lema 1.1.1. Sejam O o anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F/K, P seu

ideal mazimal e x € P\ {0}. Sejam ainda 1, s, ..., 2, € P tais que v1 == e x; € x; 11 P

para cada i =1,2,....,n— 1. Temos que n < [F: K(x)] < co.

Demonstracao. Pela observagao 1.1.1 e o corolario 1.1.1, podemos afirmar que a extensao

[F': K(x)] é finita. Logo, é suficiente provar que os elementos x1, s, . . ., &, sdo linearmente
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independentes sobre K (x). Suponhamos que existe uma combinagao linear nao trivial
Y filz)zi =0 com fi(z) € K(z).

Sem perda de generalidade, temos que f;j(z) € K[z] e x nao divide f;(z) para
algum 7. Seja a; := f;(0) o termo independente de f;(x) e fixemos j € {1,2,...,n} tal que

a; # 0, mas a; = 0 para cada 7 > j. Assim

Zfz $z+fj ) = 0= f] Zfl

1#£j i#£]
onde fi(x) € O, para cada i € {1,...,n} pois x =z — i € P, além disso z; € z; P, para

i<je fi(r)=xg;(x), para i > j, onde g;(x) € K|z|. Portanto,

Sz =Y fle) +Z L o)=Y fila) )P S ()

1<j Z>j 1<j Ly > L

com p, p; € P, de modo que a tltima parcela da igualdade anterior é um elemento de P. Por
outro lado, f;(z) = a; + xg;(z), com g;(z) € K[z] C O. Assim, a; = f;(z) —xg;(z) € P e,

como a; € K (pois é o termo independente de f;(z)), isto implica que
a; e PNK CPNK ={0}
o que ¢ uma contradicao, ja que a; # 0 v

O Lema acima ¢ o ingrediente principal para provar o seguinte teorema.

Teorema 1.1.1. Sejam O o anel de valoriza¢io do corpo de fungoes algébricas F/K e P

seu unico ideal maximal. Entdo

i) P é um ideal principal.

ii) Se P =10, entdo cada elemento z € F'\ {0} tem uma unica representagio z = t"u,

para algum n € Z e u € um elemento invertivel de O.

1) O é um dominio de ideais principais. Na verdade, se P =10 e dado um ideal I tal
que {0} C T C O, entio I =10 para algum n € Z.

Demonstragao. i) Suponhamos que P nao seja um ideal principal, como nenhum elemento

de P é gerador, entdo tomando a; € P\ {0} como P # a,0, existe ay € P\ ¢,0.

Notemos que aza;' ¢ O e, pelo corolrio 1.1.1, temos que a;'a; € P. Portanto
a; = as(ay 1a1) € asP. Fazendo este mesmo argumento, obtemos uma sequéncia infinita
ai,as,...,a,...de elemento de P tais que a,, € P\ a,-10 e a,,_1 € a, P, para cada n > 2

o que é uma contradicao pelo lema 1.1.1.
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i1) Seja z € F'\ {0}, sem perda de generalidade, suponhamos que z € O. Se z é
invertivel entao z = t°z. Resta provar o caso quando z € P. Por hipétese P = tO e, pelo

lema 1.1.1, o comprimento da sequéncia

TN =2, Iy= tl_l, T3 = Ti_1 = t2, =1t

tem que ser finito. Logo, existe um valor méximo [ > 1 tal que z € #O. Agora z = tlu
onde u € O* pois se u ¢ O entdo u € P =tO e dai 2z € 710, que é uma contradigio pela

maximalidade de [.

Para provar a unicidade da representacao, suponhamos que z = ut"™ = vt™, onde

1 _ n—m

u,v € O* e n > m. Logo uv™ , e portanto n = m e uwv~! = 1 consequentemente

n=meu="7.

i11) Seja {0} € I C O, notemos que se z € I\ {0}, entdo x = t"u, onde u € O*
logo t" = v 'z, portanto o conjunto A := {r € N | ¢" € I} é ndo vazio e possui um menor
elemento, definamos n = min(A). Resta provar que I = t"O. De fato, claramente t"O C I
pois t" € I. Agora seja y € I nao nulo, entdo y = t"u com u € O* er > 0. Mas t" = u ™1y

e n = min(A) isto implica que n < r, portanto t"[t" e desse modo t"|y, assim temos que

y € t"0O. Finalmente I C t"O como desejavamos. v
Definicao 1.1.3. i) Todo anel que satisfaz o teorema 1.1.1 € dito anel de valorizagao
discreta.

it) Dado O o anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F/ K, seu ideal maximal
P é dito um lugar do corpo de fungoes algébricas F/K. Além disso cada elemento t

tal que P =t0O é chamado elemento primo de P

i11) Pp:={P | P é um lugar de F/K}

Denotaremos por Op = O o anel de valorizagao associado ao lugar P. A seguir
aplicaremos alguns dos resultados mostrados até agora, em um corpo de fungoes algébricas

particular chamado corpo de fungoes racionais.

Defini¢ao 1.1.4. Uma valorizagao discreta do corpo de fungoes racionais F/K € uma

fungio v : F — Z U {0} com as sequintes propriedades:

i) v(z) = 0o se, e somente se, x = 0.

i) v(zy) = v(z) +v(y), para cada z,y € F
i) v(z +y) > min{v(x),v(y)} para todo x,y € F
iv) Erxiste um elemento z € F' tal que v(z) =1

v) v(a) =0 para todo a € K \ {0}
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Decorre da definicdo acima que as valorizagoes discretas sdo fungoes sobrejetoras.

Lema 1.1.2 (Desigualdade Triangular Estrita). Seja v uma valorizagao discreta do corpo
de fungoes algébricas F/K, entao v(x 4+ y) = min{v(z),v(y)} para cada par x,y € F tal
que v(x) 7 v(y).

Demonstracao. Notemos que se a € K é nao nulo e z € F' é um elemento qualquer entao
v(az) = v(a) +v(z) = v(z). Assim, em particular, v(—z) = v(z) para todo z € F. Por
hip6tese, podemos supor, sem perda de generalidade, que v(y) > v(x). Suponhamos que
v(x +y) # min{v(z),v(y)}. Por definigao, temos entao que v(x + y) > v(x). Por outro
lado, v(z) = v((x +y) —y) > min{v(x +y),v(y)} > v(z), o que é uma contradi¢ao. Logo,

o lema vale. ve

Defini¢ao 1.1.5. Definimos a fung¢io vp : F' — Z U {00} associada a um lugar P € Pp
da sequinte maneira: dado um elemento primitivo t de P, sabemos, pelo Teorema 1.1.1,
que cada elemento nao nulo z € F' tem uma representacao unica na forma z = t"u, onde

u€ Op en €7Z. Assim, definimos vp(z) =n e v(0) = oco.

Temos que v, cumpre i), i) e iv) da definicdo 1.1.4, mostremos agora que cumpre

as demais propriedades de valorizagao discreta. De fato,

i71) Consideramos somente o caso nao trivial, ou seja, x,y € F tais que x = t"u, y = t™w,
u,w € Open <M < oo. Logo, z+y =t"(u+t""w) = t"z onde z € 0. Se
z = 0 vp(xr + y) + oo > min{n, m}, caso contrdrio z = t*v com k > e v € Op.

Consequentemente
vp(z +y) = vp(t"*v) =n + k > n = min{n,m} = min{vp(z),vp(y)}

v) Como K\ {0} C K\{0} C 0%, temos que vp(a) = vp(ta) = 0 para cada a € K\ {0}

Além disso, notemos que se t’ é outro elemento primo de P, temos que P = tOQ = 'O,
portanto t = t'w, onde w € O%. Consequentemente, t"u = (t"w™)u = t"(w"u), onde
wu € Op. Assim, vp nao depende da escolha do elemento primo ¢, somente depende do

lugar P.

Teorema 1.1.2. Seja F/K wum corpo de fungées algébricas.

i) Sejam P € Fp e sua valorizagao discreta vp temos que
Op ={z€ F|vp(z) >0}

p={z€F[vp(z) =0}
P={z€ F|vp(z) >0}
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it) Um elemento z € F' é um elemento primo de P se, e somente se, vp(z) = 1.

i11) Reciprocamente, seja v uma valorizagao discreta de F/K. Entao, o conjunto
P={zeF|v(z) >0}
é um lugar de F/K e
Op={z€ F|uv(z) >0}
¢ o anel de valorizacdo correspondente.

i) Todo anel de valorizacio O de F/K é um subanel préprio maximal de F.

Demonstragio. i) Seja x € {z € F' | vp(z) > 0} entdo vp(z) > 0. Se vp(x) = oo temos
que x = 0 € Op. Caso contrario, existem n € Z, e um elemento primitivo ¢ de P tais que
x=1t"ucomu € O evp(r) =n>0. Sen=0temos quexz =u € 0" CO,sen >0
x €tO =P C 0. Reciprocamente se z € O\ {0}, pelo teorema 1.1.1 temos que z = t"u
paran € Z, e u € O e assim vp(z) > 0. No caso que z = 0, implica que vp(z) = 0o > 0.

Consequentemente

Op={z€ F|vp(z) >0}
Analogamente podemos provar que
p={z€ F|up(z) =0}
e como P =0\ O} temos que,

P={z¢€ F|uvp(z) > 0}.

i1) =) Seja z um elemento primo de P temos entao que z = z1, logo vp(z) = 1.

<) Seja z € F tal que vp(z) = 1, fixando um elemento primo ¢ de P temos que

z =tu onde u € Op. Assim, P =tOp = 20p, portanto z é um elemento primitivo de P.
i1i) Mostremos primeiro que Op = {z € F' | v(z) > 0} é um subanel de F'. De fato,
como v(0) = oo > 0 temos que 0 € Op. Sejam z,y € Op entao v(z) > 0 e v(y) > 0. Logo,

v(z —y) = min{v(z),v(y)} = 0

v(zy) = v(z) +v(y) = 0.
Portanto, temos que x — y e xy sdao elementos de Op, onde Op ¢ um subanel de F'.

Além disso, como uma valorizacao discreta, em particular, é uma funcao sobrejetora,
temos que existe um elemento z € F' tal que v(z) = —1, logo z ¢ Op 0 que mostra que

Op C F. Ainda, pela defini¢do de v, sabemos que v(a) = 0 para todo a € K\ {0}, portanto
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K C Op. Novamente pela sobrejetividade de v, existe um z € Op tal que v(z) = 1, e dai
K C Op.

Por outro lado, se z € F'\ {0}, temos que
0=v(1)=v(zz") =v(z)+v(z) = v(z) >0 ou wv(z7')>0

consequentemente, z € Op ou 27! € Op. Concluimos assim que Op é um anel de

valorizacao.

Agora analisaremos os elementos de Op que sao invertiveis. Seja z € O}, assim

existe um elemento 271 € Op tal que
0=v(1) =v(zz) = v(z) +v(z1),

mas v(z) > 0 ewv(z!) > 0, isto implica que v(z) = v(2~!) = 0. Reciprocamente, se z € Op

tal que v(z) = 0. Entdo, existe 27! € F tal que
0=0v(1)=v(zz7") =v(2) +v(z"") =v(z")

isto implica que v(z71) = 0 e daf 271 € Op. Assim, um elemento z é invertivel em Op se,
e somente se, v(z) = 0. Portanto, P = 0%\ Op = {z € F | v(2) > 0}.

iv) Seja A um subanel de F tal que O C A C F, onde O é um anel de valorizagao
do corpo de fungoes algébricas F'//K, P seu ideal maximal e vp é a valorizacdo discreta
associada a P. Seja z € F'\ O, logo pelo coroldrio 1.1.1 2! € P portanto v(z71) > 0.

Entao, para algum k& > 0 suficientemente grande e x € F' temos que

vp(xz ) = vp(z) +vp(z7h), ..., vp(z7) >0

Assim, y = 2271 € O e 1 = yz* € O[z]. Consequentemente, como x é arbitrario,
segue que F' = O[z] e dai A = F. v

Notemos que dados um lugar P de um corpo de fungoes algébricas F/K e Op o
anel de valorizagao correspondente, como P é maximal, entdao Op/P é um corpo. Logo,
para cada x € Op podemos definir x + P € Op/P a classe residual de x médulo P. Além
disso sabemos, pelo Corolério 1.1.1, que K C Op e K N P = {0}, entdo o homomorfismo
de classes residuais

Op — Op/P

r—xz+ P

induz um mergulho canénico de K em Op/P. Analogamente para K. De modo que

podemos considerar a Op/P como sendo uma extensao de K e K.

Definig¢ao 1.1.6. Seja P € Pr um lugar de F/K.



16

i) Fp := Op/P € o corpo de classes residuais de P. A aplicagio x — x + P €
chamada mapa das classes residuais com respeito a P. Utilizaremos em geral a
notagio x + P = z(P).

it) O grau do lugar P é definido como deg(P) = [Fp : K|. Um lugar de grau 1 é dito
lugar racional de F/K.

Proposic¢ao 1.1.2. Dado um lugar P do corpo de fungoes algébricas F/K e x € P\ {0},
entdo deg(P) < [F: K(x)] < 0.

Demonstragio. Como x € P\{0} e KNP = {0}, temos que x é um elemento transcendente

sobre K, assim a observacao 1.1.1 implica que [F : K(z)] < c0.

Por defini¢do, deg(P) = [Fp : K], entdo é suficiente mostrar que se z1(P), ..., z,(P)
sao linearmente independentes sobre K, entao zq,..., 2, € Op sao linearmente indepen-
dentes sobre K (z) e assim teriamos deg(P) < [F : K(x)].

Suponhamos que existe uma combinacao linear nao trivial,
n
Z fz (I’)ZZ == 0,
i=1

onde fi(z),..., fo(xz) € K(x) ndo sdo todos nulos. Sem perda de generalidade, podemos
supor que f;(z) € K[z] e ndo todos os f;(x) sdo divisiveis por x, portanto f;(z) = a;+xg;(z),
onde a; € K, g;(x) € K[z] e alguns dos a; # 0. Notemos quese x € P e g;(z) € K[z] C Op,
entdo f;(x)(P) = a;(P) = a;. Consequentemente,

n

0=0(P) = 3 Fe)(P)(P) = 3 aie(P)

=1

o que é uma contradi¢do pois z1(P), ..., z,(P) sao linearmente independentes sobre K. v

Observagao 1.1.2. Se K ¢ algebricamente fechado, entao todos os lugares sdo racionais,
pois K ndo tem uma extensdo algébrica propria. Assim, podemos interpretar cada elemento
de z € F' como a fungdo

Pr — KU{o0}

P+— 2(P)

Por isto, F/K €é chamado um corpo de fungoes algébricas. Além disso, a observagio

justifica a sequinte defini¢do.

Definig¢ao 1.1.7. Sejam P € Pr um lugar de F/K e z € F. Dizemos que P é um zero
de z se vp(z) > 0. Ainda, P € dito polo de z se vp(z) < 0. Sevp(z) =m >0, entio P €
dito um zero de ordem m. Agora, se vp(z) = —m < 0, entdo P € um polo de z de ordem

m.
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Teorema 1.1.3. Sejam F/K um corpo de funcoes algébricas e R um subanel de F' com
K C R C F. Suponha que {0} # I C R. Entao, existe um lugar P € Fp tal que [ C P e
R C Op.

Demonstracao. Consideremos o conjunto
F={5|S5 éumsubanel de FF com RC SelS#S}

Notemos que F é parcialmente ordenado pela relagao de inclusdao e como R € F, logo F # ().
Seja € C F uma cadeia em F, entdao T' = Jgee S € um subanel de F' com R C T. Agora
suponha que T' ¢ F, ou seja, IT # T. Entao 1 = > | a;s;, onde a; € I e s; € T, mas
sendo € totalmente ordenado, entdo existe Sy € € tal que s; € Sy para cada i =1,...,n,
isto implica que 1 € Sy. Logo, 1.5y = Sy 0o que é uma contradicao pois Sy € € C F.
Portanto, T' € F, o que implica que toda cadeia em JF possui limite superior em JF, assim
pelo lema de Zorn F tem um elemento maximal. Seja entao O o elemento que satisfaz

essas propriedades.

Assim, O C F, RC O C F, 10 # 0O e O é maximal. Notemos que se K = O, como,
por hipdtese, K C R, teriamos que R = K ¢é um corpo e, assim, seus unicos ideais seriam

os triviais, o que é uma contradicao. Portanto, K C O.

Além disso, sabemos que I # {0} e 1O # O. Se O = F, teriamos que [F = F o

que é uma contradi¢ao, e dai O C F

Por outro lado, suponha que exista um elemento z € F tal que z ¢ O e 271 ¢ O.
Logo, como O é um elemento maximal de F' temos que O[z] e O[z7!] ndo sao elementos de
Fecomo RCO[z] CFeRCO[z7!] CF obtemos que 10[z] = O[z] e TO[z71].

Entao existem ag, aq,...,a,,bp,b1,...,b, € 10 tais que
—ag+a1z+ a2+ ... +a,z"
1 = bo + blz_l + b22_2 —f- e me_l

Como 10 # O temos que n > 1 e m > 1. Sejam n e m os valores minimos que
satisfazem as equacgoes acima e suponhamos que m < n. Multiplicando a primeira equagao

por (1 —b), a segunda por a,2" e somando as novas equagoes temos que
1= a()(]_ — bo) + bo + a1(1 — bo)Z + ...+ [an_l(l — bo) + anbl]z”_l,
o que é uma contradicao pela minimalidade de n. Assim, temos que z € O ou 27 € O

para todo elemento de F. Consequentemente, O é um anel de valorizagdo de F/K.

Finalmente, provemos que I C P. Se z € [ fosse um elemento invertivel em O

terfamos que z.271 =1 € IO, onde O = IO que novamente é uma contradicao, portanto
ICP=0\0O" v
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Corolario 1.1.2. Sejam F/K um corpo de funcoes algébricas e z € F um elemento

transcendente sobre K. Entdo z possui pelo menos um zero e um polo. Em particular

Py # 0.

Demonstragio. Sejam R = K|z] e o ideal I = zK|[z]. Como {0} # I € R, temos que
existe um lugar P € Pp tal que I C P e R C Op. Dai z € I C P, donde vp(z) > 0, ou

seja, P ¢ um zero de z. Analogamente, existe um zero ) para 27!, isto ¢, um polo de

z. ve

Corolario 1.1.3. O corpo de constantes K do corpo de fungoes algébricas F/K é uma

extensao de corpos finita sobre K.

Demonstracio. Pelo Corolario 1.1.2 sabemos que Pr # (). Escolhamos P € Pr. Sendo K

um subcorpo de Fp, temos que
K : K] < [Fp: K] =deg(P) <|[F:K(z)] < o0

para algum z € P\ {0}. v

1.2 TEOREMA DA APROXIMACAO FRACA

O teorema seguinte essencialmente afirma que se vy, . . ., v, sdo valorizagoes discretas
de um corpo de fungoes algébricas F//K e z € F, mesmo conhecendo vy(z),...,v,-1(2),

nao podemos concluir nada sobre v,(2).

Teorema 1.2.1 (Da Aproximagao Fraca). Sejam Py, ..., P, € Pg lugares dois a dois
distintos do corpo de fungoes algébricas F/K, xy,...,x, € F ery,...,r, € Z. Entdo,

existe x € F tal que vp, (v — x;) = 1; para cada i =1,...,n.

Demonstragao. Para simplificar a notacao, escrevamos v; = vp,.
Afirmacao 1: Existe u € F' tal que vy(u) > 0 e v;(u) < 0, para cada i = 2,...,n.

De fato, faremos a prova por indugao. Para n = 2, ja que os anéis de valorizacao
sao subanéis proprios maximais de F', pelo Teorema 1.1.2, temos que Op, C Op,. Logo,
existem y; € Op, \ Op, € Yy € Op, \ Op,. De novo pelo Teorema 1.1.2, obtemos que
vi(y1) >0, va(y1) <0, v1(y2) < 0 e va(y2) > 0. Agora, definamos o elemento u = y; /y, e

provemos que é o elemento procurado. Primeiramente
vi(u) = vi(yn) +oi(yy ') = vi(yr) — viye) > 0

va(u) = va(y1) + Uz(yz_l) = va(y1) — v2(y2) > 0

Para n > 2, por hipdtese de indugdo, temos que existe um elemento y com v(y) > 0 e

v;(y) < 0 para cada i € {2,...,n — 1}. Se v,(y) > 0, entdo a prova da afirmacio acaba
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fazendo u = y. Caso contrario, ou seja, se v,(y) > 0, escolhemos z tal que vy(z) > 0 e
vn(2) < 0 e fazemos u = y + 27, com r > 1 tal que rv;(z) # v;(y) parai =1,...,n — 1.

Consequentemente

v1(u) > min{vy(y),rv1(2)} > 0 e v;(u) = min{v;(y),rv;(2)} <0 para i € {2,...,n}.

Afirmagao 2: Existe w € F' tal que vy (w—1) > ry e v;(w) > r; parai € {2,...,n}

De fato, escolhamos u como na afirmagao 1 e definamos w = (1 + u®)~'. Assim
para um s suficientemente grande,
—1) =
e
= vi(—u') +ui((1+u’)™)
= sv1(u) — v (1 + u’)

Claramente v1(1) = 0 e, como u foi definido como na afirmacao 1, temos que

v1(u®) > 0 paratodo s € N. Assim, pelo Lema 1.1.2, temos que vy (14u*) = min{wv; (1), svi(u)} =

0. O mesmo resultado vale para v; para cada i = {2,...,n}. Logo, v1(w—1) = svy(u) >
e
vi(w) = —vi(w™)
= v;(1 +u®)
= —sv;(u) >r; para cada i = {2,...,n}.
Afirmacgao 3: Dados y1, . ..,y, € F, existe um elemento z € F com v;(z—1y;) > r;,

para cada i = {1,2,...,n}.

De fato, escolhamos s € Z tal que v;(y;) > s, para cada, i,j € {1,...,n}. Logo,
pela afirmacao 2, existem wy, ..., w, tais que v;(w; — 1) > r; — s e vj(w;) > r; — s para

i#j,i,5€4{1,...,n}.
Seja 2 = Z?:l YWy, entao
vi(z = yi) = vi(yi(wi — 1) + > yyw;)
i
= min {v;(ys(w; — 1)), vi(y1w01), . . -, Vi(Yirwi—1), Vi(Yir1Wiz1), - - Vi(Ynwn) }

>y

Finalmente, temos que, pela afirmacao 3 podemos encontrar z € F' tal que v;(z —
x;) > r; para cada ¢ = {1,2,...,n}. Lembrando que v; é sobrejetora para todo i, podemos
encontrar um z; tal que v;(z;) = r;. E, novamente pela afirmacao 3, existe 2’ tal que

vi(2' — z;) > r; para cada i = {1,2,...,n}. Portanto, para x = z + 2/, temos que

vi(2") = vi((2' — 2) + 21) = min{v; (2" — z),vi(z)} =1 e
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vi(x — x;) = vi((z — ) + 2') = min{u;(z — z;),v;(2) } =7y

v

Corolario 1.2.1. Todo corpo de funcoes algébricas possui um nimero infinito de lugares.

Demonstracao. Suponhamos que existam somente P, ..., P, lugares. Considerando z; =
Ty, ...,= x, = 0 e ry,ry,...,r, no Teorema da Aproximacao Fraca 1.2.1, existe um
elemento z € F\{0} tal que vp, > 04 = {1,2,...,n}. Logo,  é um elemento transcendente

de K que nao possui polos, o que é uma contradi¢ao com o corolario 1.1.2. v

Proposicao 1.2.1. Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas e P, ..., P, zeros do

elemento x € F'. Entao

va )deg(P) < [F: K(x)].

Demonstrag¢io. Definamos a seguinte notagao v; = vp,, f; = deg(P;) e e; = v;(x).

Pelo Teorema da Aproximacao Fraca 1.2.1, para cada i existe t; € F tal que
vi(t;) = 1 e vg(t;) = 0, para k # i. Sejam s;1,...,s;5, € Op, tais que s;1(F5), ..., s, (5)

sao uma base de Fp, sobre K.

Em particular, com uma aplicagdo mais fraca do Teorema 1.2.1, existem z;; € F

tais que para todos 7, j

vi(si; — zij) > 0 e vg(z;) > e, para k # i.

Provemos agora que os elementos t%z;; com 1 <i<r, 1 <j<fieo<ia<e —1
sdo linearmente independentes sobre K (x). Entéo, suponha que exista uma combinagao

linear nao trivial
r  Ji e;—1

2.2 ) pial@)tizy; =0 (1.1)

i=1 j=1 a=0
sobre K(z). Sem perda de generalidade, ¢;j.(z) € K[z] e nem todos os ¢;j.(z) sdo
divisiveis por x. Entdo, existem indices k € {1,...,r} e c € {0,...,e, — 1} tais que x
divide @yjq(z) para todo a < e e para todo j € {1,..., fi}, e x ndo divide gyj.(x) para
algum j € {1,..., fx}. Agora, multiplicando (1.1) por ¢, ¢, obtemos

r  Ji e;—1

> D Pial@)tity 2y = 0. (1.2)

i=1 j=1 a=0
Notemos que para i # k:
Uk (Qija(T)it “2i5) = k(@iga()) + vR(t)) + vr(t,) + ve(2i5) > —c+ex > 0.

Logo, todas as parcelas de (1.2) estao em P.
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Para i =k e a < c temos que

Ok (Prja()ty ki) = Ve(Prja(2)) + 0k (t77°) +vk(2kj) > a —c+e, > —c+ e, > 0.

Para 1 =k e a > ¢ temos que

Ok (Orja (X)) 2kj) > e +a—c>a—c>0

Combinando os casos acima, obtemos

fr
Z Orji(x) 2k € P

Jj=1

Como multiplos de = pertencem a Py, temos que gyj.(z)(P;) € K, portanto, no
quociente Fp, somente sobra o termo constante. Alem disso, nem todos ¢yj.(x)(Fx) = 0,

pois z nao divide todos 0s @j.(z). Assim temos uma combinagdo linear ndo trivial

fr
; Orje(T)(Pr).215(Pr) = 0

sobre K, o que é uma contradicdo, pois, como v;(s;; — z;;) > 0, entdo s;; — z;; € P, isto
implica que s;;(P;) = z;(F;) e, como {s;1(F;),..., si;(F;)} é uma base de Fp, sobre K,

consequentemente {zx1(P), ..., zkp, (Pr)} é uma base de Fp, sobre K.

Concluimos entao que os elementos t%z;; com1 <¢ <r, 1 <j< fieo<ia<e;—1,
sao linearmente independentes sobre K (x). E como o ntimero de elementos dessa forma é
igual a
T s
> fiei =) vp deg(P),
i+1 i=1

a proposicao segue. v

Corolario 1.2.2. Em um corpo de fungées algébricas F/K, todo elemento x € I\ {0}

possui um numero finito de zeros e polos.

Demonstragao. Se x € K como KNP = {0}, entdao x nao possui zeros nem polos. Por
outro, lado se z é um elemento transcendente sobre K entao, pela proposicao 1.2.1, o
niimero de zeros de z é no maximo [F : K(z)]. Um argumento anélogo a esse para x ™'

implica que ™! tem finitos zeros e, daf, x possui finitos polos. v

1.3 DIVISORES E ESPACO DE RIEMANN-ROCH

Nesta se¢ao, vamos considerar F//K um corpo de fungoes algébricas, onde K é

algebricamente fechado sobre K, isto é K=K.
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Definigao 1.3.1. O grupo dos divisores de F/K ¢ definido como o grupo abeliano livre que
¢ gerado pelos lugares de F/K e é denotado como Div(F'). Assim, um divisor D € Div(F)

¢ uma soma formal

D= Z n,P, onde n, € Z e quase todo np = 0.
PePp

O suporte de D é definido como
supp(D) = {P € Pr | np # 0}.
Dados dois divisores D =Y. npP e D' = Zn/PP definimos a soma como

D+D' =Y (np+np)P.
PePr

E o elemento neutro de Div(F') como

0= Z npP, onde n, =0 para todo P € Pp.
PePp

Definicao 1.3.2. Nas condigoes da defini¢cdo acima:
i) Sejam Q € Pp e D =3 n,P € Div(F), definimos vg(D) = ng. Logo,

supp(D) ={P € Pp |vp(D)#£0} e D= > wvp(D)P.

Pesupp(D)
it) Em Div(F) definimos uma relagao de ordem parcial como segue
D <Dy & ’Up(Dl) < Up(DQ), para todo P € Pg.

Ainda se D1 < Dy e Dy # Dy, escrevemos Dy < Ds.

iii) O grau de um divisor D € definido como

deg(D) = 3 vp(D) deg(P).

PePp

Logo, a aplicagio deg : Div(F) — Z é um homomorfismo de grupos.

Pelo Corolario 1.2.2; a seguinte defini¢do tem sentido.

Defini¢ao 1.3.3. Seja x € F \ {0}. Sejam Z e N o conjunto de zeros e polos de x

respectivamente. Entao definimos
i) ()0 = X vp(x)P, o divisor de zeros de .
Pez

i) (7)o = P%:N —vp(x)P, o divisor de polos de .
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iit) () = () — (¥)so, 0 divisor principal de .

Notemos que, da defini¢do 1.3.3, () = Y vp(x)P. Além disso, como K algebrica-

mente fechado em F', pelo Corolario 1.1.2, temos que
0#ze K< (x)=0.

Definicao 1.3.4. O conjunto de divisores Princ(F) = {(z) | 0# x € F'} € dito o grupo
dos divisores principais de F/K. O grupo quociente Cl1(F') = Div(F')/Princ(F') é chamado
grupo das classes de divisores de F/K. Dado D € Div(F), o elemento correspondente em
CI(F) é denotado por [D]

Definicao 1.3.5. Diremos que dois divisores D e D' sao equivalentes e escrevemos D ~ D’
se [D] = [D'], isto €, se existe algum 0 # x € F tal que D = D' + (x).

Defini¢ao 1.3.6. Dado um divisor A € Div(F), definimos o espago de Riemman-Roch
associado a A por
L(A)={z e F|(z) > —-A} U{0}.

Afirmacgao 1.3.1. Seja A € Div(F). Entdo:

i) v € L(A) & vy(x) > —v,(A) para todo P € Pp
it) L(A) # {0} & existe A’ € Div(F) tal que A’ ~ A e A" > 0.
Demonstragio. Claramente, o item (i) decorre das definigdes. Mostremos entdo o item
(i7):
L(A) # {0} & Jz e F\{0}tal que (z) > —-A

S A=A+ (x)talque A’ ~Ae A" >0
& 3JA € Div(F)talque A’ ~ Ae A" >0

Lema 1.3.1. Seja A € Div(F). Entao:

i) L(A) € um espago vetorial sobre K.
ii) Se A" é um divisor equivalente a A, entao L(A") = L(A).
i) £(0) = K.

iv) Se A <0, entio L(A) = {0}.
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Demonstragio. i) Notemos que 0 € L(A), assim L(A) # (. Sejam agora z,y € L(A) e
a € K. Logo, temos que para cada P € Pp.

op(z +y) > minfop(z), vp(y)} > —vp(4) e
vp(az) = vp(a) + vp(x) = vp(x) > —vp(A).
Pela Afirmagcao 1.3.1, temos que x + y e ax sao elementos de £(A). Assim, £L(A) é um
espaco vetorial sobre K.
it) Como A ~ A’, entdo existe z € F \ {0} tal que A = A" + (). Seja agora a

aplicacao
p:L(A) — F

r—> T2

Claramente, ¢ é uma aplicagdo linear. Mostremos que ¢(£(A)) C L(A’). De fato,
se z € L(A) \ {0}, entdo (x) > —A. Assim, temos que p(z) = zz # 0. Além disso,

(zz)=(2)+(z)=(r) +A—A'>-A+ A- A =-A".

Portanto, p(z) = xz € L(A’). Se x = 0, temos que p(z) = p(0) =0 € L(A’). Analoga-
mente, podemos verificar que a aplicagio ¢ : £L(A’) — F definida como x — zz7! é
uma transformagao linear cuja imagem esta contida em £(A). Mas ainda, ¢ é a inversa

de . Consequentemente, L(A") = L(A).

i1i) Sabemos que se x € K\{0}, entao () = 0, portanto K € £(0). Reciprocamente,
temos que se x € £(0)\ {0}, entdo (x) > 0 isto implica que x ndo possui polos. Logo, pelo

Corolario 1.1.2, temos que = € K.

iv) Suponhamos que existe um elemento = € £(A) \ {0}. Entao, (z) > —A. Isto
implica que x nao possui nenhum polo e pelo menos um zero, o que ¢ uma contradicao

com o Corolario 1.1.2. v
Lema 1.3.2. Sejam A, B € Div(F), tais que A < B. Entao, L(A) C L(B) e

dim(£L(B)/L(A)) < deg(B) — deg(A).

Demonstragio. Seja v € L(A) \ {0}. Entao, vp(x) > —vp(A) para cada P € Pp. Mas,
pela hipétese, como B > A, temos que —vp(A) > —vp(B) para cada P € Ppr. Assim,
vp(x) > —vp(B) e dai x € L(B), isto mostra que L(A) C L(B).

Agora, podemos assumir B = A 4+ P para algum lugar P € Pr. O caso geral
segue deste por indugdo. Seja agora t € F tal que vp(t) = vp(B) = vp(A) + vp(P) =
vp(A) + 1. Para x € L(A), temos que vp(x) > —vp(B) = —vp(t), consequentemente

vp(xt) = vp(z) + vp(t) > 0, assim xt € Op. Logo, podemos definir a aplicagio K-linear
v:L(B)— Fp

x +— (zt)P



25

Agora notemos que:

xr € Ker(p) &zt € P < vp(at) >0
< vp(x) +vp(t) >0
< vp(x) > —vp(A) — 1

< vp(x) > —vp(A)

Além disso, para @) # P e x € L(B) implica que vg(x) > —vg(B) = —vg(A). Portanto,

Ker(p) = L(A). Consequentemente, ¢ induz uma transformagao linear injetiva e dai
dim(£L(B)/L(A)) < dim(Fp) = deg(P) = deg(B) — deg(A).

v

Proposicao 1.3.1. Para cada divisor A de F/K, o espago L(A) é um espago de dimensdo
finita sobre K. Mais precisamente, se A=A, —A_, onde A, e A_ sdo divisores divisores
positivos, entdo dim(L(A)) < deg(Ay) + 1.

Demonstragio. Pelo Lema 1.3.1 temos que £(0) = K. Entao segue que
dim(£(A1)/£(0)) = dim(£L(Ay)) — dim(£(0)) = dim(L(A1)) — 1
= dim(L(A})) = dim(L(AL)/L(0)) + 1.
Por outro lado, como 0 < A, aplicando o Lema 1.3.2, temos que

dim(L(Ay)) < deg(A;) — deg(0) + 1 = deg(A4) + 1,

o que conclui a prova pois como A < A,, o Lema 1.3.2 implica que L£L(A) C

L(AL).

\

Definig¢ao 1.3.7. Dado um divisor de F/K, o inteiro ((A) = dim(L(A)) € dito dimensdo
do divisor A.

Teorema 1.3.1. Todos os divisores principais possuem grau zero. Mais precisamente, se

x € F\ K, entio deg((x)g) = deg((2)) = [F : K(z)].

Demonstragio. Definamos n = [F : K(z)] e B = ()0 = >i_; —vp,(x)P;, onde os P; com

1 =1,...,r sao todos os polos de x. Logo, pela Proposicao 1.2.1, temos que

deg(B) = ivpxa:l) deg(P,) < [F : K(z)] = .

Provemos agora a desigualdade reciproca.
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Sejam {uq, ..., u,} uma base de F/K(z) e um divisor C' > 0 tal que (u;) > —C,
para cada ¢ = 1,...,n. Mostremos que os elementos xiuj com(0<i<k 1<j757<n

pertencem a L(kB + C) e sao linearmente independentes sobre K para todo k > 0.

Com efeito, como —¢ > —k temos que
(") = i(z) = i(2)o — i(x)o 2 ~i(2)oe = —kB.
Por outro lado, (u;) > —C para cada i =1,...,n, entdo

(z'u;) = (2") + (uj) > —kB — C = 2'u; € L(kB + C).

Ainda, se a;; € K tais que

n k ) n k )

Z Z (lijIZUj =0= (Z aija:z) Uj = 0.

j=1i=1 j=1 \i=1
Logo, temos que Y& a;;z* = 0 para todo j = 1,...,n. Mas, como z é um elemento
transcendente sobre K, isto implica que a;; = 0 paracada 1 =1,....kej=1,...,n

Assim, os elementos z'u; sdo linearmente independentes sobre K.

Além disso, notemos que a quantidade deles é n(k+1). Finalmente, pela Proposicao

1.3.1, temos que

n(k+1) <dim(kB+ C) =deg((KB+ C)4)+ 1 = kdeg(B) + deg(C) + 1

Isto implica que k(deg(B) —n) > n —deg(C) — 1 para todo k > 0. Como o lado

direito desta ultima desigualdade nao depende de k, podemos concluir que deg(B) > n.

Lembrado que (z)g = (714 concluimos que

deg(2)o = (27 Voo = [F: K(z™1)] = [F : K(2)].

Corolario 1.3.1. Seja A um divisor de F/K.

i) Se A" € Div(F) € tal que A" ~ A, entao ((A) = ((A") e deg(A) = deg(A’).
it) Se deg(A) < 0, entao ¢(A) = 0.
iii) Se deg(A) = 0, entdo sdo equivalentes:

a) A € um divisor principal.
b) ((A) > 1.
c) L(A) =1.
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Demonstragao. i) O fato £(A) = ¢(A’) decorre diretamente do Lema 1.3.1.

Ainda, como A ~ A’ entdo A = A’ + (z). Logo, pelo Teorema 1.3.1, temos que

deg(A) = deg(A’) + deg((x)) = deg(A').

i1) Suponhamos que ¢(A) > 0 , logo, pela Afirmagao 1.3.1, existe A’ € Div(F) tal
que A" ~ Ae A" > 0. Mas, pelo item (7), temos que deg(A) = deg(A’) > 0, o que é uma
contradigao pois deg(A) < 0.

iit) a) = b) Se A ¢ principal, entdo A = (z). Ainda, como (z7!) = —(z), temos
que z7' € L(A) e dai (A) > 1.

b) = ¢) Suponhamos que ¢(A) > 1. Logo, pela Afirmacao 1.3.1 A’ ~ A para
algum A" > 0. As condi¢oes A’ > 0 e deg(A’) = deg(A) = 0 implicam que A" = 0.
Consequentemente, temos que ¢(A) = ((A") = ¢(0) = 1.

¢) = a) Suponhamos que ¢(A) = 1. Por hipétese, temos que deg(A) = 0. Seja
z € L(A)\ {0}, entdo (z) + A > 0. Ainda, como deg((z) + A) = 0, temos que (z) + A = 0.

Dai, A= —(z) = (') que é um divisor principal. v
Proposigao 1.3.2. Eziste uma constante vy € Z tal que para todos os divisores A € Div(F)

temos que deg(A) — ((A) < 7.

Demonstragio. Notemos que dados A;, As € Div(F') tais que A; < Ay entdo, pelo Lema
1.3.2, temos que

Fixemos um elemento = € F'\ K e seja o divisor B = (z). Analogamente & demonstragao
do Teorema 1.3.1, existe um divisor C' > 0 dependendo de z tal que ¢(kB + C') >
(k + 1) deg(B) para todo k > 0.

Além disso, novamente pelo Lema 1.3.2, temos que

kB +C)—((kB) =dim(L(kB + C)/L(kB))
< deg(kB + C) — deg(kB) = deg(C)

= (kB + C) < {(kB) + deg(C) (1.4)

Combinando (1.3) e (1.4) mais o fato que deg(B) =n = [F : K(z)] (pela demons-

tragao do Teorema 1.3.1), temos que
deg(kB) — ((kB) < v (1.5)

para todo k£ > 0 e para algum v € Z, onde v = [F': K(z)] — deg(C).
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Afirmacao 1.3.2. Dado um divisor A, existem divisores Ay, D e um inteiro k > 0 tais
que A< Ay, Ay~D eD < kB.

Prova da Afirmagao: Escolhamos um divisor A; > A tal que A; > 0. Logo, para

um k suficientemente grande, temos que

((kB) — (kB — Ay) = dim(L(kB)/L(kB — Ay))
< deg(kB) — (deg(kB — Ay))
= (kB — A1) > {(kB) — deg(A1)
> deg(kB) — v — deg(A;) por (1.4)
>0
Logo, existe um elemento z € L(kB — A;). Definindo D = A; — (z), obtemos que A; ~ D
e D <A, — (A — kB) = kB, como desejamos.
Falta mostrar que a desigualdade (1.5) vale mesmo substituindo kB por A € Div(F).
Mas, pela Afirmagao 1.3.2, podemos concluir esse resultado pois
deg(A) — £(A) < deg(Ar) — £(A)
= deg(D) — ¢(D) pelo Corolario 1.3.1
< deg(kB) — {(kB)

<.

Definigao 1.3.8. O género g de F/K € definido por

g = max{deg(A) —((A)+1| A e Div(F)}

Notemos que o género de F'//K é um inteiro nao negativo. De fato,
g >deg(0) —£(0)+1=0

Teorema 1.3.2 (Teorema de Riemann). Seja F/K wum corpo de funcoes de género g.

Entao:

i) Para todos os divisores A € Div(F), temos ((A) > deg(A)+1—g¢

it) Existe um inteiro ¢, dependendo somente do corpo de fungoes algébricas F/K, tal
que ((A) = deg(A) + 1 — g sempre que deg(A) > c.
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Demonstracao. i) Esse item segue da definigdo do género g.

i1) Tomemos um divisor Ay com g = deg(Ag)—{(Ag)+1 e definamos ¢ = deg(Ag)+g.
Se deg(A) > ¢, entao

0(A—Ay) >deg(A—Ag)+1—yg
— deg(A) — deg(Ao) +1 — g
> ¢ —deg(Ao) +1—g
=1

Logo, existe um elemento z € L(A — Ap). Definamos assim o divisor A’ = A + (z) > Ay.

Finalmente, temos que

deg(A) — ((A) = deg(A") — ((A") Pelo Corolério 1.3.1
> deg(Ag) — £(Ap) Pelo Lema 1.3.2

Isto implica que ¢(A) < deg(A) — g + 1 e combinando com a desigualdade do item (7)

obtemos a igualdade. v

Observacao 1.3.1. Notemos que, do item (ii), dado um divisor A, podemos sempre

encontrar um inteiro ¢ dependendo unicamente do corpo de fungoes F/K e um divisor A’

tal que A < A’ deg(A") > cel(A)=deg(A)+1—g

1.4 CORPO DE FUNCOES RACIONAIS

Nesta secao, vamos apresentar um caso simples que é o corpo de fungoes racionais,

como exemplo dos resultados apresentados até aqui.

Um corpo de fungoes algébricas F// K é dito corpo de fungoes racionais se F' = K (x)
para algum z € F que seja transcendente sobre K. Lembremos que
flx
K@) = {28 10,0t € Kl gto) £ 0},

g9(z)

Definamos o conjunto

f(x)
0 = { L3 1 1601 900) € Klel o) o)}, (16)

onde p(z) € K[X] é um polinémio monico irredutivel. Claramente, da definicao de
Op(z) € K(x), decorre que K C Oppy) © K (). Além disso, notemos que se z € K(x)\ Op(s),
entao, sem perda de generalidade, podemos supor que z = % onde f(z) e g(x) nao

possuem fatores comuns e p(z) | g(z). Assim, temos que g(x) = p(z)g(x) para algum
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q(x) € K[z] e p(x) f f(x), logo 271 = % € Op(z). Podemos entao concluir que O, é um

anel de valoriza¢ao do corpo de fungoes racionais K(x)/K.
Agora, pela demonstracao da Proposi¢ao 1.1.1, sabemos que Py = Opz) \ O;(I)
¢ o ideal maximal de O, ou seja, um lugar do corpo de funcédes racionais K(z)/K.

Notemos que se z € Oy, entdo existem f(z), g(x) € K|z] tais que

o U RO
Assim temos que
Po) = {gég | f(2),9(x) € Klz],p(z) | f(2), p(z) *9(33)}- (1.7)

Além disso, sendo p(z) € K[z] um polindmio ménico irredutivel, podemos ver
que p(x) € Pyy), portanto p(z)Op) C Ppyz). Por outro lado, se z € Py, entao existem
f(z),g9(x) € K|x] tais que

z=""—= pl)| flx) e plx)fg(z).

Como p(x) | f(z), temos que existe ¢(x) € K[z] tal que f(z) = ¢q(x)p(z). Logo,

zzﬁgmm p(z) 1 g(x)

e, dai, z € p(x)0Op(). Isto implica que p(2)Opn) = Pp), ou seja, p(x) ¢ um elemento
primo de P ).
Finalmente, pelo Teorema 1.1.1, temos que cada z € K(x) \ {0} possui uma tnica

*

representacdo na forma z = p(z)"h(z) para algum n € Z e h(z) € 0.

Em particular, quando p(z) é um polinémio linear, ou seja, p(xr) = r — a com

a € K, utilizaremos a notacao P,;= P,_,.

Analogamente, podemos provar que

cu:{ﬁgwﬂmmweKMA%ﬂ@S@wuﬁ (1)

é outro anel de valorizacdo do corpo de fungoes racionais K (z)/K, que define o lugar

Rf{ﬁgwwymemm@w@<mwm} (1.9

que tem como elemento primo ¢ = 1/x. Chamaremos P, de lugar infinito de K (z).

Em seguida, apresentamos alguns resultados sobre o corpo de func¢des racional.

Proposicao 1.4.1. Seja K(x)/K o corpo de fungao racional.
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i) Se P = Py € Pr(z) € 0 lugar definido em (1.7), onde p(x) € K[x| é um polinomio
monico irredutivel. Entdo, p(x) é um elemento primo de P, e a valorizagiao corres-
pondente vp pode ser descrito, como seque: se z € K(x) \ {0} é escrito na forma
2 = @) (f(@)/9(x)) comn €T, [(x),9(x) € K[z, pa) | f(x) e pla) § g(a), entio
vp =n. O corpo das classes residuais K(x)p = Op/P € isomorfo a K[z|/(p(x)).

Consequentemente, deg P = deg p(z)

it) No caso que p(x) =z —a com a € K, o grau de P =P, € 1, e 0o mapa das classe
residuais € dado por
2(P) = z(a) para z € K(x),

onde z(«) € definido como seque: escreva z = f(x)/g(x) com polinémios primos

relativos em K|x], entdo

f(@)/g(@), se gla) #0

o0, se gla) =0

z(a) :

iii) Se P = Py, € o lugar infinito de K(x)/K definido em (1.9), entao deg P, = 1. O
elemento primo para Py, ét = 1/x. A correspondente valoriza¢io discreta v, ¢ dada

por

Voo (ggg) = deg f(z) — deg g(),

onde f(z),g(z) € K[z]. O mapa das classes residuais correspondente a P, é
determinado por z(Ps) = z(c0) para z € K(x), donde z(c0) define-se da forma
usual: se

a, "+ ...+ ag

— mbm 07
AT S 7

entao
ap /b, se n=m,

2(00) 1 40, se n<m,

00, se n>m.

i) K € o corpo completo de constantes de K(x)/K.

Demonstracao. A maior parte da prova foi no inicio da sec¢ao, e outras decorrem diretamente
da defini¢ao 1.1.5, portanto faremos somente os aspectos mais representativos e ainda nao

feitos da proposicao.

i) Consideremos
¢: Klx] — K(x)p

f(@) — f(z)(P)

Facilmente prova-se que ¢ é um homomorfismo de anéis. Além disso, Kery = (p(x)) = P.
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Provemos agora que ¢ ¢é sobrejetivo. De fato, seja z € Oy, entao existem
u(z),v(x) € K[z] tais que z = f(x)/g(z) e p(x) t v(z). Mas ainda, como p(z) é irredutivel,
m.d.c.(p(x),v(x)) = 1, assim a(x)p(x) + b(x)v(z) = 1, onde a(x),b(x) € K|x]. Entao
() (

. = 7= Tp(x) + b(x)u(x).

<
S

z=1.z=a(x)p(x) + b(x)v(x)

~
4

1

~—

(
Consequentemente, temos que ¢(b(z)u(z)) = (b(z)u(x))P = z(P). Finalmente, pelo
)

teorema dos isomorfismos, K (z)p é isomorfo a K [m]}(p(m ).
i1) Pelo item (7) decorre que deg P = 1.
() Seja P = P, com a € K. Se f(x) € K[z] entao (z — ) | (f(z) — f(«)). Como
p(r) = o — a, temos que existe q(z) € K|z] tal que f(x) — f(a) = p(x)q(z) e dai
f(@)P = (p(x)q(x)) (P) + f(a)(P).
Lembrando que deg P =1, ou seja, K = K(z)p = Op/P, temos que f(z)P = f(«).

(x%) Seja z € Op, entao existem f(x),g(x) € Klz] tais que z = f(x)/g(z) e
(x —a) 1 g(z). Assim, de forma andloga a (x) temos que g(x)P = g(«) # 0.

Finalmente de (%) e (**) obtemos

Logo, se z = f(x)/g(x) com f(x),g(z) € K[x] e m.d.c(f(x),g(z)) =1 temos que

Q a), se g(a 0
P — | 1OV, e g(e) 2
o0, se gla) =0
i11) Provemos que 1/x é um elemento primo de P,, = P. Claramente, 1/z € P
onde, (1/z) € O, C P. Reciprocamente, considere z = f(z)/g(x) € P, isto implica que
deg f < degg. Como x # 0 entao

pois deg(zf(x)) < degg(z), assim (zf(x))/g(x) € On. Portanto, z € (1/x)0, onde
P=(1/2)0.

iv) Para provar que K é o corpo de constantes de K (x)/K, somente precisamos
mostrar que K C K. Escolhemos entdo um lugar P, de grau um com o € K. Agora,
sabemos que K C K(z)p. Mas ainda degP = 1 = [K(x)p : K], isto implica que
K(z)p =K, logo K C K v

Teorema 1.4.1. Nao existem lugares do corpo de fungoes racionais K(x)/K além dos
lugares Pz e Py definidos em (1.7) e (1.9).
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Demonstragio. Seja P um lugar de K (z)/K. Entao:

Caso 1 : Suponha que x € Op. Entao K[zx] € Op. Definamos o conjunto
I = K[z] N P. Claramente, I é um ideal primo de K[z]. Assim, o mapa das classes
residuais induz um mergulho K[z]/I < K(x)p e, pela Proposigao 1.1.2, temos que I # {0}.
Segue-se que hd um (unicamente determinado) polindmio monico irredutivel p(z) € K|z]
tal que [ = K[z] N P = p(z)K|[x].

Notemos que cada g(x) € K[z] com p(z) t g(z) ndo pertence a I. Assim, novamente
pelo Corolario 1.1.1, como g(x) ¢ P, entao g(x)™' = 1/g(z) € Op. Portanto

Oy = {ﬁé; | F(),ge) € Ko, (o) +g<x>} c op.

Mas, pelo Teorema 1.1.2, sabemos que um anel de valorizagao é um subanel maximal de
K(x), logo Opz) = Op.

Caso 2 : Agora, se x ¢ Op, entdo 7! € Op, assim K[z]™' C Op. Analogamente
ao caso 1, temos que 7' € PN K[z7!], PN K[z7'|=2"'K[z7!] e

0r 2 {10 | e ate ) e 1 ot
_Jao+ax .4 a, "
_{b0+b1x1+ A bz bO%O}
apx™ 4 .. —|—anx
_{boxm+” T 07&0}
— < =
{2 o) uta) € Kl degts) < dogofe) ) = 0
Portanto Op = O v

Para finalizar esta secdo exemplo, mostremos que o corpo de funcoes racionais
K(z)/K tem género g = 0. Seja Py, o lugar infinito definido em (1.9). Consideremos r > 0
um elemento do espago L£(rPsy,). Assim, temos que 1,z,...,2" € L(rPy). Ainda, como x
¢é transcendente sobre K, entao os elementos 1,z,..., 2" sao linearmente independentes
sobre K, donde r + 1 < {(rPx).

Além disso, pela Proposigao 1.4.1 item (7i7), sabemos que deg P, = 1. Consequen-
temente, r P, satisfaz a hipdtese (ii) do Teorema de Riemann 1.3.2. Entao, para um r

suficientemente grande temos que
r+1</{l(rPy) =deg(rPyx)+1—g=r+1—g.

Assim, g < 0, mas sabemos que g > 0 e dai concluimos que g = 0.
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1.5 O TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Definicao 1.5.1. Para A € Div(F), o inteiro i(A) = £(A) — deg(A) + g — 1 é chamado o

indice de especialidade de A.

Note que, pelo Teorema de Riemann 1.3.2, i(A) > 0 e, pela Observacao 1.3.1,
i(A) =0, se deg(A) for suficientemente grande.

Definicao 1.5.2. Um adele de um corpo de funcoes algébricas é uma funcao

o IPF — F
P+— «o(P) =ap
tal que ap € Op para quase todo P € Pr. Notemos que também podemos considerar um

adele como um elemento do produto direto H F, definimos a notagio o = (aup) pep,. 0U
PePp
simplesmente a = (ap).

O conjunto Ap = {a | a é um adele de F/K} é chamado o espago de adeles de
FIK.

Definicao 1.5.3. Dado x € F, definimos o adele principal de x como

CYI:]P)F—>F

Pr—x

Notemos que o, ¢ um adele pelo Coroldrio 1.2.2.

Notemos que Apr com as operagoes de adicao e multiplicagao por escalar usuais
é um espago vetorial sobre K. Mais ainda, por meio do adele principal, obtemos um

mergulho de F' em Apr como segue
p: F— Ap

T — Qy

Além disso, as valorizagoes discretas vp de F/K podem-se estender de forma
natural para Ar definindo vp(a) := vp(ap), onde claramente ap é a componente P do

adele a. E, por defini¢ao, temos que vp(a) > 0 para quase todo P € Pp.

Definicao 1.5.4. Nas condigcoes acima, definimos o conjunto
Ar(A) ={a € Ar | vp(a) > —vp(A) para todo P € Pg},

que € um subespaco vetorial de Ap.
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Lema 1.5.1. Sejam Ay, Ay € Div(F) tais que Ay < Ay. Entdo

dim((Ap(A2) + F)/(Ap(Ar) + F)) = (deg(A2) — £(A;)) — (deg(Ar) — £(Ar)).

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [15]. v

Lema 1.5.2. Se B ¢é um divisor com {(B) = deg(B) + 1 — g, entio Ap = Ap(B) + F.

Demonstragio. E suficiente provar que Ap C A r(B) + F. Observemos primeiro que para

um divisor By > B, pelo Lema 1.3.2, temos que
((By) — {(B) = dim(£(B,)/£(B)) < deg(B1) — deg(B)
= {(B1) < deg(B1) + {(B) — deg(B) = deg(B1) + 1 — g.

Mais ainda, pelo Teorema de Riemann, sabemos que ¢(B;) > deg(B;) + 1 — g.
Assim temos que cada By > B cumpre que /(B;) = deg(B1) +1 —g.

Seja a € Ap. Se a € Apr(B), entdo nao ha nada para fazer, pois, neste caso,

a € Ap(B) + F. Caso contrario, definamos o divisor
B, = > vp(B)P + > —vp(ap)P.
vp(ap)>—vp(B) vp(ap)<—vp(B)

Como B ¢é um divisor de F'/K, sabemos que vp(B) = 0 para quase todo P. Assim
da primeira parcela da soma anterior temos que vp(ap) > 0 para quase todo P, isto
implica que vp(B) # 0 somente para um numero finito de lugares P. Ainda, da segunda
parcela, temos que vp(ap) < 0, 0 que ocorre para um numero finito de lugares P pela
defini¢do de . Se vp(B) # 0, temos que vp(ap) < —vp(B) # 0, 0 que acontece somente
para um numero finito de lugares P. Logo, na segunda parcela, também temos um niimero

finito de lugares tais que vp(ap) # 0. Com isto, provamos que o divisor B esta bem
definido.

Além disso temos que

vp(B), se wvp(ap) > —vp(B)
Up(Bl) =

—vp(ap), se wvp(ap) < —vp(B).
O que implica que By > B. Logo, pelo Lema 1.5.1, a observacgao do inicio da prova e a
hipotese, temos que

dim((Ar(B1) + F)/(Ap(B) + F) =(deg(B1) — £(B1)) — (deg(B) — {(B))

(-1 —-(g—-1)=0
Isto implica que Ap(B;1) + F = Ap(B) 4+ F e como, « € Ap(By), entdo a € Ap(B) + F e

portanto

Ar C Ap(B) + F.
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Teorema 1.5.1. Para cada divisor A € Div(F'), temos que
i(A) = dim(A/(Ap(A) + F)).

Demonstragio. Seja A € Div(F'). Pela observacao do Teorema de Riemann 1.3.1, existe
um divisor A; > A tal que ¢(A;) = deg(A;) + 1 — g. Logo, pelo Lema 1.5.2, decorre que
Ar =Ar(A)) + F, e, do Lema 1.5.1, temos que

= (deg(A1) — €(A1)) — (deg(A) — £(A))
=(9—1) +£(A) — deg(A)

=i(A).
v

Corolario 1.5.1. g = dim(Ar/Ar(0) + F).
Demonstracao. Decorre diretamente do teorema anterior 1.5.1 e da definicao 1.5.1. v

Defini¢ao 1.5.5. Um diferencial de Weil do corpo de fungoes F/K é uma transformagdo
K-linear w : Ap — K tal que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Div(F).

Definimos o conjunto dos diferenciais de Weil como

Qp ={w | w é um diferecial de Weil de F/K}.
Ainda, para cada A € Div(F'), definimos

Qp(A) ={w € Qr | w se anula em Ap(A) + F}.

Além disso, notemos que podemos considerar Qg como um espago vetorial sobre K e Qp(A)

um subespago vetorial de Qp.

Lema 1.5.3. Se A € Div(F), entao dim(Qp(A)) = i(A).

Demonstracio. Seja (Ap/Ar(A) + F)* = V* o espaco dual de Ap/Ap(A)+ F =V.
Consideremos a aplicacao
vo: Qp(A) - V onde ow): V. - K

w = p(w) a — w)

Mostremos que p(w) e ¢ estdo bem definidas. De fato, se @ = 3, entdo o — €
Ar(A) + F, donde w(a — ) = 0 e assim
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portanto (W) esta bem definida.

Por outro lado, se wy; = wy, entdo wq(a) = we(a), para todo Ap, assim

p(wr) (@) = wi(a) = waa) = p(ws)(@),
para cada @ € V. Consequentemente, p(w;) = ¢(ws), ou seja, ¢ esta bem definida.
Além disso, notemos que ¢ e ¢(w) sdo lineares pela linearidade de w.
Agora, mostremos que ¢ é bijetiva. Com efeito, suponhamos que wy, ws € Qp(A)
sao tais que p(wy) = p(wy). Assim, para cada o € Ap, @ € V temos que
wi (@) = p(w)(@) = p(ws)(@) = wa(a).
Portanto, w; = wq e € injetiva.
Para ver que ¢ é sobrejetora, dado g € V*, definimos

w : AF — K
a — g(@).

Logo, se a = 3 € Ap, entdo @ = 3 € V, portanto w(a) = g(a) = g(B) = w(B) e dai w

esta bem definida, mas ainda w ¢ linear pois ¢ ¢ linear.

Vejamos que w € Qp(A). De fato, se a = ay + f € Ap(A) + F, onde ay € Ap(A)
e f € F. Entao, w(a) = g(a) = g(0) = 0. Finalmente temos que p(w)(@) = w(a) = g(@),

para cada @ € V, ou seja, p(w) = g e, dai, ¢ é sobrejetiva.

Em conclusao, mostramos que V* é isomorfa a Qp(A). Assim pelo Teorema 1.5.1,

concluimos que

i(A) = dim(A/(Ap(A) + F)) = dim(V) = dim(V*) = dim(Qr(A)).

Observagao 1.5.1. Se escolhemos um divisor A tal que deg(A) < —2. Entdo
dim(Qp(A)) =i(A) = ((A) —deg(A) +g—1> 1.

Isto implica que Qp(A) #{0}. E, como Qp(A) C Qp, temos que Qp(A) # {0}.

Definicao 1.5.6. Para xz € F' e w € Qp, definimos

zw: Ap — K

a = w(ra)

Observagao 1.5.2. Nas condicoes da defini¢io acima, temos que:
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i) zw € Qp(A). De fato, sabemos que w se anula em Ap(A) + F. Seja o = apy + f,
onde aa, € Ap(A+ (x)) e f € F. Notemos que

Isto implica que xaa, € Ap(A). Além disso, claramente xf € F, logo
ra=x(0a, + f) = raa, +2f = xza € Ap(A) + F.

Portanto, temos que zw(a) = w(xa) =0, pois w € Ap(A) + F. Consequentemente,
zw se anula em Ap(A+ (x))+ F e, portanto, zw € Qp(A).

it) Qp(A) pode ser considerado um espago vetorial sobre F, definindo o produto por

escalar como na definicao acima.

Proposicao 1.5.1. Qp(A) € um espago vetorial de dimensao 1 sobre F.

Demonstragio. Como Qp(A) # {0}, seja 0 # w; € Qp(A). Basta provar que para todo
elemento wy € Qp(A) existe z € F tal que wy = zw;. Notemos que se ws = 0, tomamos
z = 0. Suponhamos entao o caso onde wy # 0. Pela definicdo do diferencial de Weil,
existem Aj, Ay € Div(F) tais que wy € Qp(Ar) e we € Qp(A,).

Para cada B € Div(F’), consideremos a transformagoes lineares injetivas

T > TW;

, para it =1, 2.

Provemos agora que para a escolha de um divisor apropriado B, teremos que
@1(L(A1 + B)) N @2(L(A2 + B)) # {0}.

De fato, pelo teorema de Riemann 1.3.1, podemos escolher um divisor B > 0 de

grau suficientemente grande tal que

0(A; + B) =deg(A; + B)+ 1 —g,

Ainda pelo lema 1.5.3, a defini¢do 1.5.1 e o lema 1.3.1 temos que

dim(Qp(—B)) =i(—B) =¢(—B) —deg(—B) + g — 1 = deg(B) + g — 1.

Definamos U; = ¢;(L(A; + B)) € Qp(—B) (claramente os U; sdo subespagos

vetorial de Qp(—B)). Consequentemente
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dim(Uy) + dim(Us) — dim(Qp(—B)) = idim(L(Ai + B)) —deg(B) —g+1

2
=Y deg(A; + B) — deg(B) — 3¢+ 3
i=1

= deg(B) + (deg(A;) + deg(A2) +3(1 — g)

Como o termo deg(A;) + deg(As) + 3(1 — g) independe de B, temos que
se deg(B) for suficientemente grande. Ainda, temos

dim(U; N Uz) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(U; + Us)
> dim(U;) 4+ dim(Us) — dim(Qg(—B)) > 0.

Onde a desigualdade decorre do fato que dim(U; + Us) < dim(Qx(—B)). Portanto,
como dim(U; N Us) > 0, concluimos que U; N Uy # {0}.

Assim, podemos escolher z; € L(A; + B), i = 1,2 tais que 0 # x1w; = Tows. Isto
implica que

Wy = (m;lxl) w1

como queriamos provar. v

Defini¢ao 1.5.7. i) O divisor (w) do diferencial de Weil w # 0 é o dnico divisor de
F/K satisfazendo:

a) w se anula em Ap((w)) + F.
b) Sew se anula em Ap(A) + F, entio A < (w).

it) Para w € Qp \ {0} e P € Pg, definimos vp(w) = vp((w)).
iit) Um divisor W é chamado divisor candnico de F/K se W = (w), para algum w € Qp.
Observacao 1.5.3. Decorre diretamente das definigcoes que
Qp(A) ={w e Qr | w=0ou(w) > A}.

Proposicao 1.5.2. Para x € F'\ {0} e w € Qp(A) \ {0}, temos que (zw) = (z) + (w).

Demonstragio. Como w € Qp(A)\ {0}, entao existe A € Div(F) tal que w se anula em
Ar(A) + F, e, pela observagao 1.5.2, temos que zw se anula em Ap(A + (z)) + F. Em
particular, w se anula em Ap((w))+ F. Isto implica que zw se anula em Ap((w)+ (z))+ F.

Logo, da definigdo 1.5.7, temos que (z) + (w) < (zxw). Analogamente, podemos provar
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que (zw) + (z71) < (z7lzw) = (w). Assim, das duas desigualdades anteriores podemos
ver que
(w) + (z) < (zw) < —(@7) + (w) = (w) + (2),

o que conclui a prova. v

Teorema 1.5.2 (Teorema da Dualidade). Sejam A um divisor quaisquer e W = (w) um

divisor candnico, de F/K. Entdo, a aplica¢io

ki LW —A) = Qp(A)

T — Tw

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais sobre K. Em particular, i(A) = (W — A).

Demonstragio. Notemos que se © € L(W — A), entdo (z) > —W 4+ A. Além disso pela

proposicao anterior temos que

(zw) = () + (w) > A-W 4+ W = A.
Consequentemente, da observagao 1.5.3, temos que zw € Qp(A). Assim, podemos ver que
k ¢ uma aplicacao de L(W — A) em Qp(A).

Além disso, notemos que da observacao 1.5.2 decorre que k é uma transformagao

linear.

Por outro lado, notemos que se zw = 0, com z € L(W — A) e w # 0, temos que

x = 0, portanto x ¢ injetiva.

Finalmente, para provar que k é sobrejetora, pela Proposicao 1.5.1, sabemos que
dado um diferencial de Weil w; € Qp(A) podemos escrevé-lo como w; = zw para algum

r € F. Mais ainda,
() + W =(2)+ (w) = (zw) = (wy) > A= () > A-W,

portanto z € L(W — A). Assim, temos que wy; = k(z) = (zw). Portanto, x é um
isomorfismo de espacos vetoriais.
Em particular, pelo Lema 1.5.3, temos que ¢{(W — A) = dim(Qp(A)) = i(A).
v

Teorema 1.5.3 (Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de F/K. Entao, para
cada divisor A € Div(F),

U(A) =deg(A)+1—g+ (W —A).

Demonstragio. Da definigdo 1.5.1, sabemos que i(A) = ¢(A) — deg(A) + g — 1 e, pelo
Teorema da Dualidade 1.5.2, temos que i(A) = (W — A). v
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Corolario 1.5.2. Para um divisor canonico W, temos deg(W) =29 —2 e (W) = g.
Demonstracio. Para A = 0, pelo Teorema de Riemann-Roch e o Lema 1.3.1, temos que
1=10(0) =deg(0) +1—g+ (W — A), assim (W) = g.

Agora sabendo que g = /(W) e tomando A = W, pelo Teorema de Riemann-Roch,
temos que
g=Ll(W)=deg(W)+1—g+¢0)

consequentemente, deg(W) = 2g — 2. v

Teorema 1.5.4. Se A é um divisor de F/K de grau deg(A) > 2g — 1, entdo ((A) =
deg(A) +1—g.

Demonstracao. Pelo Teorema de Riemann-Roch, sabemos que
U(A) =deg(A)+1—g+ (W —A),

onde W é un divisor canonico. Por hipétese, deg(A) > 2g — 1 e, pelo Corolario, anterior

temos que (W) = 2g — 2. Portanto temos que
deg(W) —deg(A) <2g—2—-(29—1)=—-1<0.
Logo, do Corolério 1.3.1, temos que ¢((W — A) =0, e dai ¢(A) = deg(A) +1 — g. v

Teorema 1.5.5 (Da Aproximacao Forte). Sejam S C Prp e Py,...,P. € S. Sejam
T1,..., T € F eny,...,n. € Z. Entao, existe v € F tal que vp,(x — x;) = n; para cada
i=1,...,7 evp(x) >0 para todo P € S\ {Py,..., P}
Demonstragio. Consideremos o adele @ = (ap)pep,., com
o I]P)F — F
z;,, se P=PF,i=1,....r
P+— ap =

0, caso contrario

Escolhamos um lugar @ € Pr \ S e definamos o divisor
A=mQ —> (ni+1)P onde meN.
i=1

Notemos que para m suficientemente grande

T

deg(A) = mdeg(Q) — Y (n; + 1) deg(P;) > 29 — 1.

i=1

Assim, pelo Teorema 1.5.4, Teorema da Dualidade 1.5.2, Lema 1.5.3 e Teorema

1.5.1 temos que

0=L0W — A) = dim(Qp(A)) = i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)).
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Consequentemente, podemos concluir que Ap = Ar(A) + F. Esta igualdade implica que
existe z € F tal que z — a € Ap(A). Portanto vp(z — a) > —vp(A) para cada P € Pp.

Notemos que, pela forma como foram definidos o adele a e o divisor A, obtemos
que vp,(z — ;) > —vp(A) = (n; + Dvp(P;) = (n; +1) > n; paracada i = 1,...,r.
Analogamente, vp(z — 0) = vp(z) > 0 para cada P € S\ {Py,..., P} pois Q € Pp\ S.

Pelo Teorema da Aproximagao Fraca 1.2.1, podemos escolher y1,...,y, € F tais
que vp, (y;) = n;. Analogamente ao processo feito acima, podemos obter y € F' tal que

vp, (Y — yi) > ny, para cada i = 1,...,r e vp(y) > 0 para cada P € S\ {Py,..., P}

Finalmente, pela Desigualdade Triangular Estrita 1.1.2, temos que
vp(y) = vp,((y — vi) + yi) = min{vp, (y — vi), v, (¥i) } = ve, (i) = ni.
Para concluir definamos z = y + z. Temos

vp,(z — 2;) = vp,(y + (2 — 25)) = min{op, (y), vp, (2 — 2)} = vp,(y) = .

Para cada P € S\ {Py,...,P.} evp(x) =vp(y + z) > min{vp(y),vp(z)} > 0. v

Para finalizar essa secdo, investigaremos os elementos em F' que tem apenas um

polo.

Proposicao 1.5.3. Seja P € Pr. Entdao para cada n > 2g existe um elemento x € F' com

um divisor polo, a saber (z)o = nP.

Demonstragio. Por hipétese n > 2g. Logo, deg((n — 1)P) > 2g — 1 e deg(nP) > 2g — 1
entdo, pelo Teorema 1.5.4, temos que ¢((n—1)P) = (n—1)deg(P)+1—gel((n—1)P) =
(n—1)deg(P)+1—g. Assim, pelo Lema 1.3.2, podemos afirmar que £((n—1)P) C L(nP),
seja x € L(nP)\ L((n —1)P.

Como z € L£L(nP), temos que vp(z) > —n e vg(x) > 0 para cada @) € Pp \ P. Por
outro lado, como = ¢ L£((n —1)P), isto implica que vp(x) < —(n — 1), ou seja vp(z) < —n.
Assim, podemos concluir que vp(x) = —n < 0 e vg(xr) > 0 para cada ) € Pp \ P,

consequentemente (). = (nP). v

Definicao 1.5.8. Seja P € Pr. O inteiro n > 0 é chamado nimero polo de P se existe

um elemento x € F tal que (z)oo = (nP). Caso contrario, n é dito lacuna de P.

Claramente, da prova da proposicao anterior, temos que n é um ntmero polo de
P se é somente se {((n — 1)P) < {(nP). Além disso, o conjunto dos niimeros polo é um
subsemigrupo do semigrupo aditivo N. Para ver isto, notemos que se (1)o = n P e
(T2)oo = Mo P entao x1x9 tem como divisor polo (z122) = (ny + ng) P. Trataremos mais

profundamente este assunto no capitulo final.
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Teorema 1.5.6 (Das Lacunas de Weierstrass). Suponha que F/K tem género g >0 e P
¢ um lugar de grav um. Entdo, existem exatamente g lacunas i1, ...,1, de P. Além disso
n=1eizg <2g—1.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.5.3, sabemos que cada lacuna é menor ou igual do que
2g — 1, 0 ¢ um numero polo e
i é uma lacuna de P < L((i — 1)P) = L(iP).

Consideremos a seguinte sequéncia de espagos vetoriais:

K =£(0)C £(P)CL(2P) C...C L((2g — 1)P) (1.10)

Claramente ¢(0) = 1. Por outro lado deg((2g — 1)P) = (29 — 1) deg(P) = 2g — 1,
ja que, por hipotese, deg(P) = 1. Assim, pelo Teorema 1.5.4, temos que

(((2g—1)P) =deg((2g —1)P)+1—g.

Segue que ¢((2g — 1)P) = g. Além disso, aplicando o Lema 1.3.2, para cada i teremos

((iP) — £((i — 1)P) = dim(£(iP) /L (i — 1)P)) < deg(iP) — deg((i — 1)P) = 1
= ((iP) < {((i — 1)P) + 1

Assim, na sequéncia (1.10) existem exatamente g — 1 niimeros no intervalo 1 < i <

2g — 1 tais que £((i — 1)P) € L(iP). Os g ntmeros restantes sao as lacunas de P.

Finalmente, para provar que 1 é uma lacuna de P, suponhamos que 1 seja um
numero polo de P. Logo, como os nimeros polo de P formam um semigrupo aditivo,
temos que cada n € N é um ntimero polo de P, assim nao existiriam lacunas de P, o que

é uma contradicao. v

Notemos que dado A € Div(F'), se deg(A) < 0, pelo Corolario 1.3.1, temos que
¢(A) = 0. Por outro lado se deg(A) > 2¢g — 2, do Teorema 1.5.4 podemos concluir que
((A) = deg(A)+1—g. Assim, faltaria somente considerar o caso onde 0 < deg(A) < 2g—2.

Lema 1.5.4. Sejam A, B € Div(F) tais que {(A) >0 e {(B) > 0. Entao

((A)+4(B) <1+ {(A+ B).

Demonstragao. Por hipétese £(A) > 0 e ¢(B) > 0. Logo, pela afirmacao 1.3.1, existem

divisores Ay, By > 0 tais que A ~ Ay e B ~ By. Definamos o conjunto

X :={D e Diw(F)| D<A e (D) ={(Ay)},
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que claramente é nao vazio pois Ay € X. Notemos que, como deg(D) > 0 para cada

D € X, entao existe um divisor Dy de grau minimal. Segue entdao que
{(Dy— P) < {(Dy) paracada P €Pp

Provemos agora que
0(Dyg) + €(By) < 1+ ¢(Dgy + By) (1.11)

Para poder provar 1.11 vamos supor que K é um corpo finito (Na verdade o teorema

também ¢é valido no caso que K ¢ infinito, ver Teorema 3.6.3(d) em [15]).

Seja Supp(Bo) = {P,..., P}, entdo L(Dy — P;) € L(Dy) para cada i =1,...,r
ou seja £L(Dy — P;) é¢ um subespago proprio de £(Dy) para cada i = 1,...,r. Como £(Dj)
é um espaco vetorial sobre um corpo infinito, entdo nao pode ser unido finita de subespagos
proprios, assim existe

z € L(Do) \ U L(Dy — PBy).
i=1
Consideremos a aplicagao K-linear:
x —  zx mod L(Ag)

Obviamente, Dy < Dy + By. Isto implica que £(Dy) C L(Dgy + By) e, pela definigdo do
conjunto X, temos que L(Ag) C L(Dy + By). Sabemos que vp(rz) = vp(z) + vp(2) para
todo P € Pp. Por outro lado, como z € L£(By) e z € £L(Dy), temos que vp(x) > —vp(By)
e vp(z) > —vp(Dy) para cada P € Pr. Dai vp(zz) > —vp(By + Do) para cada P € Pg.
Consequentemente, xz € L(Dy + By).

Por definicao, sabemos que

Ker o ={x € L(By) | zz € L(Ao)} ={x € L(Bo) | zz € L(Dy)}.

Dado que x € L£(By), isto implica que vp(x) > —vp(By) para cada P € Pr. Em
particular,
vp(x) >0 para cada P ¢ Supp(By) (1.12)

Como zz € L(Dy) temos que
vp(x) > —vp(Dy) —vp(z) paracada P € Pp (1.13)
Ainda, z ¢ U]_; £L(Dy—P,;) assim para cada i € {1,...,7} temos que z ¢ L(Dy—P;).
Logo, existe Qp, € Pr tal que vg, (2) < —vg,, (Do) + vg,, (F)-

Suponhamos que Qp, # P;. Temos que vQPi(z) < —vQPi(DO), mas, como z €
£(Dy), isto implicaria que vg,, (2) < —vg, (Do) < vg,, (2), 0 que seria uma contradigao.

Consequentemente ()p, = P;, e, portanto,

vp,(2) < —vp (Do) +1 = wp(z) < —vp(Dy).
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Novamente, como z € £(Dy), entdo podemos concluir que vp,(z) = —vp, (Dy) para cada
P; € Supp(By). Logo, de (1.13) obtemos que

vp,(x) >0 para cada P; € Supp(By) (1.14)

Assim, de (1.12) e (1.14), podemos concluir que x ndo possui nenhum polo, e, pelo Corolério

1.1.2, temos que =z € K, ou seja, Ker ¢ = K.

Portanto

{(Dy) +4(By) <1+ {(Dg + By),

o que prova (1.11), e finalmente aplicando esta desigualdade a prova do lema é imediata

pois,

((A) + £(B) = £(Ag) + €(Bo) = (Do) + £(By)
<14 4(Dy+ By) <1+4(Ap+ By)
—1+((A+ B).

Teorema 1.5.7 (Clifford). Para cada divisor A tal que 0 < deg(A) < 2g — 2, tem-se
((A) <1+ ;deg(A).
Demonstragio. Para ¢(A) = 0, ndo ha nada para fazer. Se (W — A) = 0 com W um
divisor canoénio, entao
0(A) =1+ ; deg(A) + ;(deg(A) —2g9) <1+ ;deg(A),
pois deg(A) < 2¢g — 2.

Agora, somente falta provar os casos onde ¢(A) > 0 e ¢(W — A) > 0. Aplicando o

Lema acima 1.5.4 e o Corolario 1.5.2 obtemos
A+ (W —A)<14+LW)=1+4g (1.15)
Por outro lado do Teorema de Riemann-Roch

((A) — (W —A) =deg(A)+1—¢g (1.16)

Assim de (1.15) e (1.16) podemos concluir que
((A) =deg(A)+1—g+ (W —A)
<deg(A)+1—g+1—g—1(A)
= ((A) < ;deg(A) +1
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1.6  COMPONENTES LOCAIS DO DIFERENCIAL DE WEIL

Uma das ferramentas utilizadas na prova do Teorema de Riemann-Roch foi o
mergulho diagonal F' — Ap, que leva x € F' no correspondente adele principal. Nesta

segao, vamos definir para cada lugar P € Pr outro mergulho local lp : F' — Ap.
Definicao 1.6.1. Seja P € Pp.

i) Para x € F, definimos lp(x) € Ap como adele cuja componente P € x e todas as

outras componentes sao nulas. Ou seja,
lp F— .AF
r+—lp(x): Pp— F

0, se P#Q
x, se P=Q

Q— lp(2)(Q) =

it) Para um diferencial de Weil w € Qp definimos a componente local wp : F — K

como

wp(z) = w(lp(x)).
Observagao 1.6.1. Jd que w é K-linear, entdo wp ¢ uma transformacao linear sobre K.

Proposicao 1.6.1. Sejam w € Qp e a = (ap) € Ap. Entao, wp(ap) # 0 para, no

mazimo, um numero finito de lugares P, e

w(a) = > wplap).

PePp

Em particular, Y. wp(1) =0.
PePp

Demonstragio. Vamos supor que w # 0 e seja W = (w) o divisor candnico de w. Pelo

Teorema da Aproximagao Forte 1.5.5, existe um conjunto finito S C Pp tal que

vp(W)=0 e wvp(ap)>0 paratodo P ¢S.

Definamos § = (8p) € Ap como

ﬂpZ]P)F—>F

ap, se P¢S
0, se PeS

Mostremos agora que 5 € Ar(W). De fato,
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Up(Oép), se P ¢ S = Up(Oép) > —Up(W) = 0, se P ¢ S

vp(fB) = vp(Br) =
vp(0), se P €S = vp(0) =00>—vp(W), sePe S
Além disso notemos que o = (ap)per, = (ap)p¢s + (ap)pes. Mais ainda,

lp(Oép) Prp— F

{O se Q#P
Q—
ap se P=qQ

Portanto, temos que a« = f+ X Ip(ap)

= w(a) =w(B)+ PZSW(ZP(O@))
= w(a) = Z wp(ap),

Pes
pois 3 € Ap(W) = Ap((w)) e pela definicio de wp.
Por outro lado, para P ¢ S temos que lp(ap) = Bp. Assim, [p(ap) € Ap(W) para
P ¢ S e, portanto, wp(ap) = 0. v

Proposicao 1.6.2. i) Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K e P € Pp. Entdo
vp(w) = max{r € Z | wp(z) = 0 para todox € F comvp(x) > —r}. Em particular,

wp nao € uma fungdo identicamente nula.

it) Se w,w' € Qp e wp = wp para algum P € Pr, entdo w = w'.

Demonstragio. i) Lembremos que, por defini¢ao, vp(w) = vp(W), onde W = (w) é o

divisor do diferencial de Weil w. Seja m := vp(w). Para x € F com vp(lp(x)) =
vp(z) > —m, temos que lp(x) € Ap(W), logo wp(z) = w(lp(z)) = 0.
Suponhamos agora que wp(x) = 0 para todo = € F', onde vp(z) > —(m + 1). Seja
a = (ag)gep, € Ar(W + P). Entdo, o = (o — lp(ap)) + lp(ap). Mas ainda,
como o € Ap(W + P), por defini¢do, vp(a) > —vp(W) — vp(P) para cada P € Pp.
Consequentemente, vg(a) > —m, se Q # P e vg(a) > —(m + 1), se Q = P. Dai

vp(0) =00 > —vp(W) se P=0Q

Up(Oé — lp(Oép)) = {
volag) > —m = —vp(W) se P £Q

Portanto, a — lp(ap) € Ap(W). Logo,
w(a) = w(a = lp(ap)) +w(lp(ap)) = wla —lp(ap)) + wp(ap) =0

Assim, w se anula em Ap(W + P) o que é uma contradi¢do com a definicao de W,
pois claramente W < W + P.



ii)

=uw'(lp(x)) paracada x € F
0 paracada z € F

Y
©
|
E\
N
=
I

= (w—w')p(r) =0 paracada x € F
= (w—-w)p=0

=w-—w =0 peloitem (i).

48
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2 CODIGOS ALGEBRICOS GEOMETRICOS

Neste capitulo, vamos estudar os codigos corretores de erros de V.D. Goppa
utilizando os corpos de fungoes algébricas vistos no capitulo 1. Tais c6digos sdo uma classe

de coédigos lineares.

2.1 CODIGOS LINEARES

Introduziremos as nogoes basicas da teoria de cédigos.

Consideraremos ao longo deste trabalho F; um corpo finito com ¢ elementos e Fy
o espaco vetorial de dimensao n sobre F,. Assim, claramente, os elementos de [y sao

n—uplas da forma a = (ay,...,a,) onde a; € F para cada i.

Definigao 2.1.1. Para a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,) elementos de F} seja

z

Esta fungdio é dita distancia de Hamming para Fy. O peso de um elemento a € Fy €

definido como

wt(a) = d(a,0) = [{i | a; # 0}].
Facilmente podemos ver que a distancia de Hamming é uma métrica em Fy.

Definicao 2.1.2. Um cdédigo linear C' sobre um alfabeto F, é um subespago vetorial de
[y, os elemento de C sdo ditos palavras codigos. Chamaremos n o comprimento de C' e

k=dimC a dimensio de C (como subespago de ¥} ). A distancia minima d(C) de C # 0

¢ definida como

d =d(C) = min{d(a,b) | a,b € C, a # b} = min{wt(c) | 0 # c € C}.

Assim, a notagao [n, k,d] representa os parametros do cédigo C' com comprimento

n, dimensdo k e distancia minima d.

Por facilidade desde agora, escreveremos c6digo no lugar de codigo linear.

Definigao 2.1.3. Seja B = {vq,va, ..., v} uma base ordenada do cédigo C' e consideremos
a matriz G cujas linhas sao os vetores v; = (i1, Vig, . .., Uin) para i = 1,2, ... k. A matriz

G ¢é chamada a matriz geradora de C' associada a base B.

Definigdo 2.1.4. Dados a = (a1,...,a,) eb= (by,...,b,) em Fy. Definimos o produto

terno candnico em IFZ como
n

<(l, b> = Z Cbzb,

=1
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Definigao 2.1.5. Seja C' C Fy um cddigo entao,
Ct={uelF,| (uc)=0para cadac € C}

é chamado o cédigo dual de C. O cédigo C é dito auto-dual se C = C* e auto-ortogonal
se C C C+.

Observacao 2.1.1. Um fato conhecido da dlgebra linear é que o codigo dual de um codigo
com parametros [n, k, d] possui pardmetros [n,n — k,d] e (Ct)* = C. Em particular, a

dimensdo de um cédigo auto-dual de dimension é k = 3.

Definicao 2.1.6. A matriz geradora H de C* ¢ dita a matriz teste de paridade de C.

Claramente a matriz teste de paridade do cédigo C' com parametros [n, k, d] é uma

matriz de ordem (n — k) X k com posto n — k. Portanto
C ={ueFy| Hu' = 0}.

Assim, uma matriz teste de paridade “verifica” se um vetor v € F” é uma palavra codigo
) q

ou nao.

Na teoria dos codigos algébricos, um dos maiores problemas é a construgao sobre
um alfabeto fixo I, de um cédigo cujas dimensao e distancia minima sao grandes em

comparacao com seu comprimento.

Proposicao 2.1.1. Seja H uma matriz teste de paridade de um codigo C. FEntao a
distancia minima de C é maior ou igual que m se, e somente se, quaisquer m — 1 colunas

de H sao linearmente independentes.

Demonstrag¢io. =) Por hip6tese d(C') > m e suponhamos por absurdo que H tem m — 1
colunas linearmente dependentes, a saber, h't, h'2 ... hi=1. Logo, existem c;,, Ciy, ..., Ci._,

elementos de IF;, nao todos nulos, tais que
Cilhil + Cith2 + ...+ Cim_lhim_l = 0.

Consequentemente, temos que ¢ = (0,...,0,¢;,,...,¢, ) é uma palavra cddigo, assim

wt(c) <m —1 < m, o que seria um absurdo.

<) Por hipétese cada conjunto de m — 1 colunas de H é linearmente independente.
Seja ¢ = ¢y ...,c, uma palavra nao nula de C, e sejam hq, ..., h, as colunas de H. Além
disso,

H=> cih' =0 (%)

e como wt(c) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se wt(c) < m — 1, por
(%) terfamos uma combinagdo nula de um nimero s, onde 1 < s < m — 1, de colunas de

H, o que seria uma contradi¢ao. Portanto wt(c) > m, e dai d(C) > m. v
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Teorema 2.1.1. Seja H uma matriz teste de paridade de um codigo C'. Entdo, a distancia
minima de C' € igual a m se, e somente se, quaisquer m — 1 colunas de H sdo linearmente

independentes e existem m colunas de H linearmente independentes.

Demonstra¢io. =) Suponhamos que d(C') = m, logo todo conjunto de m — 1 colunas de
H é linearmente independente. Além disso pela proposicao 2.1.1 existem m colunas de H

linearmente dependentes, pois caso contrario d(C') > m + 1 o que seria uma contradigao.

<) Suponhamos que cada conjunto de m — 1 colunas de H é linearmente indepen-
dente e existem m colunas linearmente dependentes. Logo, da proposicao 2.1.1, temos
que d(C') > m. Mas d(C') nao poderia ser maior do que m, pois, nestes caso, novamente
pela proposigao 2.1.1 teriamos que todo conjunto com m colunas de H ¢ linearmente

independente, o que seria uma contradicao. v

Corolario 2.1.1 (Cota de Singleton). Dado um cédigo C de parametros [n, k,d| entdo
k+d<n+1.

Demonstracao. Se H é uma matriz teste de paridade, entao tem posto n — k. Ainda, pelo

Teorema 2.1.1, d — 1 é menor ou igual ao posto de H, portanto
k+d<n+1.

v

Definigao 2.1.7. Um cédigo é dito MDS (Mazimum Distance Separable) se vale a igual-
dade da cota de Singleton, ou seja, se k +d =n + 1.

2.2 PESOS DE HAMMING GENERALIZADOS DE CODIGOS AG

Os conceitos de peso de Hamming e hierarquia de peso de codigos lineares foram
introduzidos por V.K.Weil em 1991, provando que a hierarquia de peso de um codigo

linear caracteriza o desempenho do c6digo em um determinado canal.

Definigao 2.2.1. Seja C' # 0 um cédigo com pardmetros [n, k,d] e denotaremos
X(C)={i|e; #0 para alguns (cy,co,...,c,) € C}.

Para qualquer r tal que 1 < r <n, definimos o r — ésimo peso de Hamming generalizado
como
d.(C) = min{|x(V,)| | Vi é um subcddigo de C' de dimensao r},

e a hierarquia de pesos de C' é o conjunto dos pesos de Hamming generalizados, ou seja

{d,(C) |1 <7 <n}.
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Proposicao 2.2.1. O primeiro peso de Hamming generalizado de C é a distancia minima
de C.

Demonstracao. Por definicdo temos que o primero peso de Hamming generalizado do

cddigo C é definido como

d1(C) = min{|x(V1)| | V1 é um subcédigo de C' de dimensao 1}.

Ainda, um subcddigo de dimensao um de C' é um subespaco vetorial gerado por
um unico elemento. Suponhamos entao que D seja um subcddigo unidimensional de C' tal
que di(C) = |x(D)] onde D = (y). Claramente y # 0.

Suponhamos que d é a distdncia minima de C'. Se d;(C') < d, temos uma contradigdo
pois, em particular, y € C. Por outro lado, se d < d;(C'), entdo existiria x € C' diferente

de y com d < d;(C) componentes nao nulas e dai

IX((@)] < [x(D)]

o que é uma contradi¢do pela minimalidade de |x(D)|, assim
d=d,(0).
v

Lema 2.2.1 (Monotonicidade). Para um cdédigo C' com parametros [n, k,d] temos que

0<d1(C)<d2<...<dk(C’)§n.

Demonstragio. Seja D um subcddigo de C tal que |x(D)| = d,(C) e dim(D) = r. Para

i € x(D) definamos o conjunto
Claramente, D; C D. Logo existe y € D\ D;, digamos y = (y1,...,¥Y,). Notemos que
yi # 0.

Provemos que D = D; @®(y). De fato, se z = (x1,...,2,) € D, entdo existe um
A € F, tal que z; = \y;. Assim, x = (x — A\y) — Ay, onde (x — A\y) € D; e Ay € (y).

Além disso, se x € D;N(y), entdo z; = 0 e existe A € F,, tal que z = \y. Isto implica
que 0 = z; = Ay; e como y; # 0 temos que A = 0, portanto x = 0 e dai D; N (y) = {0}.
Segue que D = D; ®(y).

Consequentemente, dim(D;) = dim(D) — 1. Como D; é um subcédigo r — 1

dimensional de C' entao

dy—1(C) < [x(Di)| = [x(D)] =1 =d.(C) =1
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e portanto d,_1(C) < d,.(C). Falta provar que d;(C) > 0 e di(C) < n.

Se D é um subcédigo de C' unidimensional, D # {0} logo existe 0 # = € D e
portanto x(D) # 0, donde |x(D)| > 1. E, como D é arbitrério, d;(C) > 0. Finalmente,

como os elementos de C' tém no maximo n elementos, entao di(C) < n. v

Corolario 2.2.1 (Cota de Singleton Generalizada). Seja C' um cédigo com parametros

[n,k,d]. Para cada v tal que 1 < r <k, temos

d.(C)<n—k+r.

Demonstracao. Primeiro mostremos que parar et taisque 1 <r <keO<t<k—r
entao
d,(C) +t < dy (C).

Utilizemos indugao em ¢. Fixando r € {1,2,...,k} temos que

dr(C) + 0 < dyi0(O).

Suponhamos que d,.(C) +t < d,4(C) com t € {0,1,...,k —r — 1}. Logo, pelo
Lema 2.2.1 temos que
dr1t41(C) = dryt(C) + 1.
E pela hipotese de indugio d,;+1(C) > d,.(C) +

que

(t+1). Agora, tomando ¢t = k — 1 temos

d(C) + k=1 < dr_(o4n) (C) = di(C) < .
Onde a ultima desigualdade também decorre do Lema 2.2.1. Portanto
d.(C)<n—Fk+r.
v
Proposigao 2.2.2. Seja C' um cédigo com parametros [n,k,d] e C+ o cédigo dual entdo

{1,2,...,n} ={d.(C) |1 <r <k}u{n+1—d.(CH)}
Demonstragio. A prova desta proposi¢ao encontra-se em [19]. v

2.3 CODIGOS DE GOPPA

Os cbddigos de Goppa foram introduzidos por V.D. Goppa, e sdo uma generalizagao

natural dos cddigos Reed-Solomon [15], que apresentemos a seguir.

Seja n = g — 1 e consideremos [ um elemento primitivo do grupo multiplicativo
E 4 * 2 n __ :
Fy, isto é, F; = {3,5%,...,8" = 1}. Para k € Z tal que 1 < k < n, definimos o espago
vetorial

Lp={felF,z] |deg f <k —1}
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e aplicacao

ev: Lp — IF’;

(2.1)
[ (fB), F(B?),.... f(B™))

Claramente ev é uma aplicacao linear, além disso como um polinémio de grau m
possui no maximo m raizes, ainda se f € Ly, entdao deg f < k —1 < n — 1. Consequente-
mente, a quantidade de raizes de f é menor ou igual do que n — 1. Assim, se f € Ker(ev),

temos que f = 0, logo ev é injetiva.

Portanto, o conjunto Cy = {(f(B), f(8%),..., f(B")) | f € Lk} &, na verdade, um
codigo de pardmetros [n,k,d] sobre F,, chamado cédigo Reed-Solomon ou cédigo RS.

Além disso, notemos que uma palavra do cédigo 0 # ¢ = ev(f) € C tem peso
whe) = i € {1,2,...,n} | F(5) # 0} =n— [{i € {1,2,...,n} | F(8) = O}].
Como f tem no maximo k — 1 zeros, concluimos que
wt(c) >n —deg f = wt(c) >n—k+ 1.

Por outro lado, pela cota de Singleton (Corolario 2.1.1), sabemos que wt(c) <n —k + 1,
Assim os cdédigos RS sao codigos M DS sobre F,. Notemos também que se d =n —k +1
en =¢q—1entdo d = ¢ — k o que implica que o c6digo RS (neste caso) é curto em

comparagao com o tamanho do alfabeto.

Para continuar com o a analise dos codigos de Goppa, vamos fixar uma notagao

valida para o resto do capitulo.

F/F, ¢ um corpo de fungoes algébricas de género g.
Py, P,. .., P, sdo lugares dois a dois distintos de F'/F, de grau um.
D=P+P+...+PF,.
G é um divisor de F'/F, tal que Supp G N Supp D = ().

Se x € L(G), entdao vp(x) > —vp(G) para cada P € Pp. Como Supp GNSupp D =
0, segue que vp, (G) = 0 para cada i = 1,2, ..., n, assim vp, () > 0 e, consequentemente,
x € Op, para cada i = 1,2,...,n. Logo, pela Defini¢do 1.1.6 a clase residual z(P;) de x
modulo P; é um elemento do corpo de classes residuais de P;. Por outro lado, sabemos

que [Fp, : F,] = deg P, = 1, portanto z(F;) € F, para cada i =1,2,...,n.

Finalmente, podemos definir, analogamente como em 2.1, uma aplicacao linear,

que chamaremos de aplicacao avaliacao, como segue:

evp : L(G) — 7
. — (2(P),z(PR),...,z(P))
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Definicao 2.3.1. Definimos o codigo de Goppa associado aos divisores D e G como:
Ce(D,G) ={(z(P1),x(Pa),...,x(Py)) | z € L(G)}.

Ou seja, Cg(D,G) é a imagem de L(G) pela aplicagao avaliagao.

Teorema 2.3.1. Cy(D,G) é um cddigo com parametros [n, k,d| tais que

k=L(G)—L(G—-D) e d>n—degG.

Demonstra¢io. Como o cbdigo Cr(D,G) é a imagem de £(G) entdo evp é uma aplicagao
linear sobrejetora de £L(G) em Cy(D, G). Provemos agora que Ker(evp) = L(G — D). De

fato, primeiro notemos que
Ker(evp) ={z € L(G) | z(P;) =0 i=1,2,...,n}
={z € L(G)|vp, >0 i=12,...,n}
e, por defini¢do, se z € L(G) entdao vp(r) > —vp(G) para cada P € Pp.

C) Se z € Ker(evp) temos que vp,(z) > 1 e vp(G) =0 paracadai=1,2,...,n
assim

vp(x) > —vp(G—D) i=1,2,...,n.
Agora, se P € Pp \ {P,...,P,}, entdo vp(D) = 0. Logo, vp(xz) > —vp(G — D).
Consequentemente, © € L(G — D).

D) Se x € L(G — D) por defini¢do temos que
vp, > —vp, (G — D) = —vp,(G) + —vp (D) =1 paracada i=1,2,...,n.

Portanto, vp,(z) > 0 para cada i = 1,2,...,n e dal © € Ker(evp).

Finalmente

k =dim C (D, G) = dim(L(G)/Ker(evp))
=dim £(G) — dim £L(G — D)
—=((G) — /(G — D).

Assumimos que C¢(D,G) # 0. Seja v € L(G) com wt(evp(x)) = d, assim
existem d componentes nao nulas de evp(x), consequentemente existe n — d lugares

Pil?‘HQ?"’?P

.., o suporte de D que sao zeros de x. Isto implica que vp,(x) > 0 para

cada j € {iy,42,...,0,_q}. Portanto
07&55 GL(G_(Ph +P%2++Pln—d))

Logo, pelo Corolario 1.3.1, temos que 0 < deg(G— (P, + P, +...+ P, _,)) = deg(G)—n+d

e assim d > n — deg(G) como desejamos. v
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Corolario 2.3.1. Suponha que o grau de G € estritamente menor do que n. Entdao a

aplicagao avaliagio evp : L(G) — Cp(D, G) € injetiva e assim temos que:
i) Cp(D,G) € um cédigo com parametros [n, k,d| tal que
d>n—deg(G) e k=XL(G)>deg(G)+1—g.
Consequentemente, k +d >n+1—g.

it) Se 2g —2 < deg(G) <n entio k = deg(G) +1 —g.

iit) Se {x1,x9,..., 2} € uma base de L(G) entdo a matriz
r1(P) x1(P) z1(P,)
M — z2(P1) 5U2(.Pz) 22(Fn)

E uma matriz geradora do cédigo C¢(D,G).

Demonstragao. i) Se deg(G) < n = deg(D) entao deg(G — D) < 0 logo, pelo Corolério
1.3.1, temos que dim(G — D) =0 e, como Ker(evp) = L(G — D), temos entdo que
aplicagao avaliagdo é injetiva, e pelo Teorema 2.3.1, temos que k = ¢(G). Ainda,
pelo Teorema de Riemann-Roch, sabemos que ¢(G) = deg(G) + 1 — g + (W — G)

para algum divisor canénico W, e dai
k=1(0(G) > deg(G)+1—g.
ii) Decorre direitamente do item (i) e do Teorema 1.5.4.
iii) E ébvia.
v

Definiremos agora um cédigo associado com os divisores G e D utilizando compo-

nentes do diferencial de Weil.

Definigao 2.3.2. Sejam G e D divisores (como definidos na pagina 54), entdao definimos
o codigo Co(D,G) CFy como

Co(D,G) = {(wr(1),wp,(1), ..., wp. (1) | w € Qr(G — D)}.

O ciodigo Cq(D,G) também é chamado cddigo de Goppa.
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Teorema 2.3.2. Cq(D,G) é um cédigo com parametros [n, k', d'] tais que
K =i(G—D)—i(G) e d>deg(G)— (29— 2).

Com a hipétese adicional de que deg(G) > 2g — 2, temos que k' =i(G—D)>n+g—1—
deg(G). Além disso, se 2g —2 < deg(G) < n, entdo k' =n+ g —1— deg(G).

Demonstracao. Sejam P € Prp um lugar de grau 1 e w um diferencial de Weil com

vp(w) > —1. Afirmamos que

wp(l)=0< vp(w) >0 (2.2)

De fato, <=) Decorre direitamente da Proposi¢ao 1.6.2 que afirma que r € Z satisfaz

vp(w) >r<wp(r)=0 VYxeF onde wvp(z)>—r. (2.3)

=) Suponha que wp(1l) = 0. Seja z € F com vp(x) > 0 (ou seja, x € P). Como
deg(P) =1, temos que F, = Fp = Op/P, assim podemos escrever x = a+y com a € F, e
y € P. Notemos que vp(y) > 1, logo, por (2.3) e a hipdtese da afirmacdo, vp(w) > —1

temos que wp(y) = 0. Consequentemente
wp(x) =wp(a) + wp(y) = awp(z) = 0.

Assim (2.2) é provada.
Agora consideremos a aplicacao IF, linear,
ep : QF(G — D) — CQ(D, G)
W — (WP1(1)7WP2(1)7'"?an(l))

Claramente, ep é uma aplicagao sobrejetora. Mas ainda, notemos que w € Qp(G — D) se,
e somente se, (w) > G — D o que implica que vp, (w) > —1 para cada i = 1,...,n. Assim,

temos que cada P; e Qp(G — D) satisfaz a afirmacao de (2.2).

Mostremos agora que Ker(ep) = Qp(G). De fato, se w € Qp(G) & (w) > G <
vp(w) > vp(G) para cada P € Pg se, e somente se, vp(w) > 0comi =1,...,n <

wp, (1) =0com i =1,...,n se, e somente se, w € Ker(ep).

Assim, temos que

K = dim(Co(D, G)) = dim Qp(G — D) — dim Qx(G) = i(G — D) — i(G).

Seja ep(w) € Cq(D, @) uma palavra do cédigo de peso m > 0. Entao wp, (1) =0

para certos indices i = 41,79, ..., ln_m.
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1. Como w € Qp(G — D), temos que vp(w) > vp(G) se P € Pp\{P, Ps,...,P,} e
vp(w) > —1se P= P, paracadai=1,2,...,n.

2. Para o divisor

temos que se j € {71,499, ..., In—m}, entdo vp,(A) = 0. Mas wp, (1) = 0 e pela equagao

(2.2) temos que vp,(w) > 0 entdo vp, (w) > vp,(A).

Assim das afirmacoes (1) e (2) acima temos que w € Qr(A), ou seja, Qp(A) # 0.
Pelo Lema 1.5.3 sabemos que dim(Q2p(A)) = i(A) e, pelo Teorema de Riemann-Roch,
temos que i(A) = 0 se deg(A) > 2g — 2, consequente deg(A) < 2g — 2 e dal

29 —2 > deg(G) — (n— (n —m)) = deg(G) — m.

Portanto, a distdncia minima d' do c6digo Cq(D, G) cumpre d’ > deg(G) — (29 — 2).

Agora, suponhamos que deg(G) > 29 — 2. Logo, pelo Teorema 1.5.4 temos que
i(G) = 0. Isto implica que

K =i(G — D)
=0(G—D)—deg(G—D)+g—1
— UG- D) —deg(G)+n+g—1 (¥

Finalmente k' = i(G — D) > n+ g — 1 — deg(G)

Além disso, se deg(G) < n, temos que deg(G — D) < 0 e, pelo Corolério 1.3.1,
/(G — D) =0. Assim de () obtemos k' =n + g — 1 — deg(G). v
Teorema 2.3.3. Os cddigos C(D,G) e Co(D,G) sao duais entre si, isto €,

Ca(D,G) = (D, G)*.

Demonstracdo. Primeiro, observemos o seguinte fato: consideremos um lugar P € Pr de
grau 1, o diferencial de Weil w com vp(w) > —1 e um elemento = € F com vp(x) > 0.
Entao

wp(z) = z(P)wp(1) (2.4)

Para provar isto, podemos escrever * = a +y onde a = z(P) € F, e vp(y) > 0.
Entao
wp(z) = wp(a) + wp(y) = awp(l) + wp(y) = z(Plwp(1)

onde a ultima igualdade decorre da equagao (2.3).
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Mostremos agora que Cq(D,G) C Cy(D,G)*. Seja w € Qp(G — D) e x € L(G),

entao:

0=w(z)= wp(x) (2.5)

= > a(P)un (1) 21

= ((wp,(1),...,wp, (1)), (z(Pr),...,z(Py))). (2.8)

Onde (,) é o produto interno canénico de Fy. Justifiquemos agora as igualdades

acima.

(2.5) Pela Proposigao 1.6.1 e pelo fato que um diferencial de Weil se anular em adeles

principais.

(2.6) Para P € Pp \ {Py,...,P,} como w € Qp(G — D), entdo vp(w) > vp(G) e, pela
equagao (2.3) temos que wp(z) = 0 para cada x € F onde vp(x) > —vp(G), que é
valido pois = € L(G).

(2.7) E uma implicacio da equacio (2.4).

Assim, temos que Cq(D,G) C Cy(D,G)*. Agora, é suficiente provar que os dois

c6digos tem a mesma dimensao.

dim(Cq(D,G)) =i(G — D) —i(G) (pelo Teorema 2.3.2)
={G—-D)—deg(G—D)+g—1—(U(G) —deg(G)+g—1)
=/{(G — D) +deg(D) — {(G)

n— (U(G)—UG—D))

n —dim(Cg (D, G)) (pelo Teorema 2.3.1)

= dim(C¢(D, G)*)

v

O préximo objetivo desde capitulo é provar que o cédigo Cq(D,G) pode ser

representado como um codigo C (D, H) para um divisor apropriado H.

Lema 2.3.1. FExiste um diferencial de Weil n tal que

vp(n)=—-1 e np(l)=1 para cada i=1,...,n.
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Demonstracao. Escolhamos um diferencial de Weil wy # 0. Pelo Teorema da Aproximacao
Fraca (Teorema 1.2.1), existe um elemento z € F tal que vp (2) = —vp (wy) — 1 para
cada i = 1,...,n. Fazendo w := 2wy temos que (w) = (2) + (wp) e dai vp (w) = —1.

Consequentemente, da equagao (2.2), a; := wp, (1) # 0.

Novamente, pelo Teorema da Aproximagao Fraca, y € F' tal que vp (y — a;) > 0,

portanto temos que vp,(y) = 0 e y(P;) = a;. Definimos 1 := y~'w. Logo

un(n) = v (y™") + v, (W) = vp,(w) = ~1

an(l) = y_lei<1) = sz‘(y_l) = y_l(Pi)wPi(l) = ai_la’i =L

v

Proposicao 2.3.1. Se n é um diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np,(1) =1 para

cada vt =1,...,n entdo
Ce(D,G)*: =Cq(D,G) = C¢(D,H) onde H=D—G+ (n).

Demonstragio. Notemos que Supp(D — G + (n)) N Supp(D) = O pois vp,(n) = —1 para
cada i = 1,...,n. Portanto, C;(D, H) estd bem definido.

Pelo Teorema da Dualidade (Teorema 1.5.2), existe um isomorfismo

i L)~ (G-D)) — Qu(G-D)
x — xn

Assim, para x € ((n) — (G — D)), temos que

(@n)p,(1) = np(2) = (B)ne (1) = (F),

onde a segunda igualdade decorre da equagao 2.4. Portanto, Cqo(D,G) = Cy(D, H) e, pelo
Teorema 2.3.3, sabemos que Cqo(D,G) = Cy(D, G)* . v

Corolario 2.3.2. Suponha que existe um diferencial de Weil n tal que
2G—-D<(n) e np(l)=1 para i=1,...,n.
Entao, o cédigo Cy(D,G) € auto-ortogonal. Se
2G—-D=(n) e np(l)=1 para i=1,...,n,

entdo o codigo Cp(D,G) € auto-dual.
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Demonstragio. Suponha que 2G — D < (n) portanto G < D — G + (n). Logo, pela

Proposicao 2.3.1, temos que
Ce(D,G) C Ce(D,D -G+ () =Ce(D,G)™.

Isto prova que C (D, G) é auto-ortogonal.

Agora assumiremos que 2G — D = (7)), ou seja, G = D — G + (1), assim
Ce(D,G)" = Ce(D, D — G+ () = Ce(D,G).
E dai C;(D,G) é auto-dual. v
Corolario 2.3.3. Se deg(G) > 29 — 2, o cddigo Cr(D,G) possui

d.(Ce(D,G)) =n—k+r paratodo g+1<r<k.

Demonstragido. Sabemos, pela Proposicao 2.3.1, que Cy(D,G)t = Cy(D, H) com H =
D — G + (n), onde 1 é um diferencial de Weil de F'/K com vp(n) = —1 e np,(1) = 1 para
cadai=1,2,...,ne P, € Supp(D).

Lembrando que d;(Cy (D, H)*') é a distancia minima de Cg(D, H), pelo Teorema

2.3.1 e o Corolario 1.5.2, temos que
di(Ce(D,G)*) > deg(G) — 29 + 2.

Ou seja,
n+1—d(Ce(D,G)F) <n—deg(G) +2g — 1.

Por outro, lado pelo Lema da Monotonicidade (Lema 2.2.1), sabemos que
0 < d(Ce(D,G)F) < do(C(D,GYF) < ... < dpi,(Ce(D,G)Y) <n—k
o que implica que
n+1—d(Ce(D,G)) >n+1—dy(Ce(D,G)5) >...>n+1—d, x(Cc(D,G)H).
E pela, Proposicao 2.2.2, temos que

dp_i(Ce(D,G)") =n—1i paracada i onde 0<i<deg(G)—2g.

Novamente, pelo Teorema 2.3.1, temos que k < ¢(G). Mas, por hipdtese, deg(G) >
2g — 2 e assim, pelo Teorema 1.5.4, podemos afirmar que k£ < deg(G) + 1 — g. Isto implica
que

k— (deg(G) —29) < g+ 1.
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Defini¢ao 2.3.3. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas onde K = K. Para cada

inteiro v > 1, definimos o conjunto
v = min{deg(A) | A € Div(F) e ((A)>r}.

A sequéncia {7, | r > 1} é chamada sequéncia de gonalidade de F/K .

Notemos que, pelo Corolario 1.3.1, para um divisor A € Div(F’) de grau zero temos
que A é principal se, é somente se, /(A) = 1. Assim, temos que y; = 0. Por outro lado, v,

¢ a gonalidade usual, isto é,
v = min{[F : K(u)] | u € F}.
A prova de 72 pode encontra-se em [12].

Seja F'//K um corpo de fungdes com um lugar P de grau um. Sabemos que r > 0
é um numero polo de P se existe z € F tal que () = rP. Além disso, temos que
1Lz, 2% ...,2" € L(rP) para r > 1 e estes elementos sdo linearmente independentes.
Consequentemente, ¢(rP) > r e, portanto,
deg(rP) € min{deg(A) | A € Div(F) e ((A)>r}.
E, pela definicao de gonalidade, segue que
T ST = deg(TP)

Proposicao 2.3.2. Seja F/K um corpo de fungoes algébricas de género g. Suponhamos
que F/K tem um lugar de grau um. Entao
Z) 0:’)/1<’}/2<...<’}/T<’}/7~+1<...
i) v =r+g—1 para cada r > g.
i) vy =29 —2 ey, > 2(r —1) para cada r > g.
Demonstragio. 1) Seja A um divisor tal que deg(A) = =, e £(A) > r. Consideremos
agora o divisor A’ = A — P onde P é o lugar de grau um. Logo, pelo Lema 1.3.2,
((4) — ((A') < deg(A) — deg(A)
— deg(A) — (deg(4) — deg(P))
=deg(P)
=1

Consequentemente, ((A") > r — 1 e, da defini¢do de gonalidade, temos que 7,1 <

deg(A’) o que implica que
Yro1 < deg(A) -1< deg(A) = Vr-

E, assim, v,_1 < 7, como desejamos.
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ii) Suponhamos que r > g. Seja A € Div(F) tal que deg(A) =r+g—1> 29— 1. Logo,
pelo Teorema 1.5.4, temos que £(A) = deg(A) + 1 — g. Isto implica que (A) = r e,
pela definicao de gonalidade, obtemos 7, < deg(A) =r + g — 1.

Suponhamos que 7, < r+ g — 1. Consideremos um divisor B tal que 7, = deg(B) <
r+g—1. Assim, existe B’ tal que B < B’ e deg(B’) = r + g — 2. Mas, por hipdtese,
r > g entdo deg(B’) > 2g — 2 e, pelo Teorema 1.5.4, {(B) = deg(B')+q¢—1=r—1.
Por outro lado, como B < B’ pelo Lema 1.3.2 ¢/(B) < {(B’) =r—1 < r, o que é uma

contradicao pela definicao de gonalidade. Podemos entdo concluir que v, = r+q— 1.

iii) Consideremos o divisor canénico W de F/K. Pelo Corolario 1.5.2, temos que

deg(W)2g — 2 e {(W) = g. Logo, da defini¢ao de gonalidade, concluimos que
v <29—2 (%).

Ainda pelo item (i) temos que 0 < 7, < 2g — 2 para cada 1 < r < ¢g. Suponha que
A é um divisor tal que deg(A) = 7, e £(A) > r. Logo, pelo Teorema de Clifford

(Teorema 1.5.7), obtemos

yge(A)SH;deg(A)_Hzﬂ

Finalmente, da desigualdade anterior, temos que v, > 2(r — 1) para cada 1 <r < g.

Ainda para r = g temos que vy, > 2g — 2 e, conjuntamente com (*) concluimos que
Vg =29 — 2.
v

O seguinte teorema mostra que a cota inferior para a distancia minima d; de

codigos de Goppa, tem uma generalizagao natural para cada d, que envolve a sequencia
de gonalidade {7, | r > 1} de F/K.

Teorema 2.3.4. Dado o cédigo C(D,G) temos que
d.(Ce(D,G)) > n—deg(G) + . para cada r tal que 1 <r <k,

onde k € a dimensdo de Cr(D,G).

Demonstragio. Seja V, o subconjunto r—dimensional de C(D,G) tal que |x(V,)| =
d,(Cy(D,G)). Sem perda de generalidade, suponha que V, é gerado pelas palavras
evp(xy),evp(xa),...,evp(x,), onde xy1, o, ...,z € L(G) sao linearmente independentes

sobre IFZ.

Temos que |x(V;)| = d.(Cr (D, G)) é equivalente a dizer que toda palavra c6digo na

base {evp(z1),evp(z2),...,evp(x,)} tem exatamente n — d,(C (D, G)) lugares distintos,
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onde todas as valorizacoes sao zero. Isto pode ser representado em termos de divisores, ou

seja, para cada i onde 1 <17 <7,

onde 0 < A< D,deg(A)=n—4d,(Ce(D,G)) e B; >0parai=12...,r.

Notemos que

(%) = (ZDL) — (.%'1) = Bz — B1 > —Bl para cada 1= 1,2, ., T
Ty

Logo, x;/x1,x;/x1,...,x;/x1 € L(By), além disso esses elementos sdo linearmente in-
dependentes sobre F,. Consequentemente, ¢(By) > r e, pela definicdo de gonalidade,
v < deg(By). Ainda (x1) = A+ By — G e, pelo Teorema 1.3.1, temos que deg(B;) =
deg(G) — deg(A). Finalmente,

Ve < deg(Bi) = deg(G) —n +d.(C(D, G))
= d,(Ce(D, @) = 7 +n — deg(G).
v

Observacao 2.3.1. O Teorema 2.3.4 pode ser usado para fornecer uma prova alternativa

do Coroldrio 2.3.3, com a hipétese adicional que deg(G) < n.

Se 2g — 2 < deg(G) < n = deg(D) o Corolario 2.3.1 implica que k = dim(G) =
deg(G) + 1 — g. Pela Proposicao 2.3.2 e pelo Teorema 2.3.4, obtemos

d,(Ce(D,G)) = n — deg(G) +
=n—deg(G)+r+g—1
=n—(deg(G)+1—g)+r
=n—k+r.

Por outro lado, pelo Corolario 2.2.1 (Cota de Singleton Generalizada), sabemos que

d.(Ce(D,G)) <n—Fk+r.

Consequentemente, se 2g — 2 < deg(G) < n, entdo

d.(Ce(D,G))=n—k+r para cada g+1<r<k.
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3 CODIGOS HERMITIANOS

Os codigos Hermitianos sao exemplos interessantes e nao triviais dos codigos de
Goppa, pois nao sao curtos em comparagao com o tamanho do alfabeto e seus parametros k
e d sao 6timos. Para trabalhar estes codigos, sao necessarios alguns fundamentos algébricos

além dos vistos no Capitulo 1.

3.1 EXTENSOES DE CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

Ao longo desta segdo, F//K ird denotar um corpo de fungoes algébricas, onde K é
algebricamente fechado em F' é perfeito, isto é, cada f(z) € K|[z] irredutivel possui raizes
distintas em F'. Também consideraremos um corpo de fungoes algebricas F'/K', onde K’

é algebricamente fechado em F’, F’/F é uma extensao algébrica e K C K'.

Definigao 3.1.1. i) Um corpo de fungoes algébricas F'/K' € dito uma extensdo algé-
brica de F/K se F' C F' é uma extensdo algébrica e K C K.

it) A extensdo algébrica F'/K' de F/K é chamada extensao por constantes se F' = FK',
onde FK' ¢ dito o compdsito de F' e K.

iii) A extensao algébrica F'/K' de F/K é chamada finita se [F': F| < co.

Lema 3.1.1. Se F'/K’ é uma extensio de F/K entao:

i) K'/K é uma extensdo algébrica e FNK' = K.
it) F'/K' é uma extensdo finita de F/K se, e somente se, [K': K| < occ.

iii) Se Fy = FK'. Entio F1/K' é uma extensdo por constantes de F/K e F'/K' é uma
extensao finita de Fy/K'.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [15] Lema 3.1.2. v

Definigao 3.1.2. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Um lugar P' € Pg: € dito

uma extensao de P € Pr se P C P’ e nesse caso escrevemos, P'|P.

Proposicao 3.1.1. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Sejam P’ € Pp e
PePp,eOp CF e0Op CF os respectivos anéis de valorizagao. Sejam ainda v, e vp:

as respectivas valorizagoes discretas. Entdo, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) P'|P.
i) Op C Op.

iit) Existe um inteiro e > 1 tal que vp(x) = e - vp(x) para cada x € F.
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Mas ainda, se P'|P entao P=P' NF e Op=0p NF. Poristo, P é dito a restrigio de
P em F.

Demonstragao. i) = ii) Suponhamos que P'|P, mas Op C Op. Assim, existe u € F tal

que vp(u) > 0 e vp(u) < 0. Mas ainda como, P C P’, entdao vp(u) = 0.
Tomemos t € F tal que vp(t) = 1. Logo, t € P C P'er = vp(t) > 0. E dai
obtemos as seguintes relagoes

vp(u't) =1 -vp(u) +vp(t) =1

vpr(u't) =1 vp(u) +vp(t) < —r+r=0.
Consequentemente, u"t € P\ P, o que seria uma contradigao pois P C P’.
(*) Mostremos que Op C Opr = Op = F N Opr.

Sabemos que F'NOp: é um subanel de F'e Op C FFNOp:. Logo pelo Teorema 1.1.2
item (7v), obtemos que FNOp = Op ou FNOp = F. Suponhamos que FNOp = F isto
é, F C Opr. Escolhendo um elemento z € F’\ Op/, como F’/F é uma extensao algébrica,
tem-se

ta, 12" 4 4+az+a =0 onde a; €F.

Portanto, vp/(2") = n-vp/(z) < 0 pois z ¢ Ops. Assim,
vp(a;2") = vpr(a;) +i-vpi(2) > n-vp(z) = vpr(2"),

parai={1,2,...,n— 1}, e vp/(ag) > 0> vp/(z").

Finalmente, pelo Lema da Desigualdade Triangula Estrita (Lema 1.1.2), obtemos
que

vp (2" + ap 12"+ ayz +ag) = n-vp(0),
0 que seria uma contradi¢ao e portanto Op = FFN Opr.

i1) = i) Suponhamos que Op C Opr. Dado y € P, pelo Corolario 1.1.1, temos que
y~1 & Op. Por (%), isto nos da que y~! ¢ Op/ e, novamente pelo Corolério 1.1.1, obtemos
que y € P'edai P C P,

i1) = 1ii) Seja u € F um elemento tal que vp(u) = 0. Entao, temos que u,u™! €

Opr, uma vez que u,u" ' € Op C Opr. Logo, vp/(u) = 0.

Escolhamos t € F' com vp(t) = 1 e coloquemos e = vp/(t). Como P C P’ temos

que e > 1.

Sejam 0 # x € F e vp(x) =1 € Z. Entao vp(xt™) = vp(x) —r-vp(t) = 0 e dai

vp(z) =vp(at™) +op(t") =0+71-vp(t) =r-e=e-vp(x).



67

iii) = 1) Se x € Op, entdo vp(x) > 0 e como vp/(z) = e - vp(x) > 0 portanto
x e Op/.

(*%) Mostremos finalmente que P'|P = P = P'NF.

De fato, a inclusdao P C P'N F segue do fato de P C P’ e P C F. Agora,se x € F
e vpr(x) > 0, entao e - vp(x) = vp(x) > 0, portanto vp(x) > 0, pois e > 1. Isto prova que
PPNFCP v

Definigao 3.1.3. Sejam F'/K' uma extensdo algébrica de F/K e P’ € Pp uma extensdio
de P € ]P)F.

i) O inteiro e > 1 tal que vp () = e.vp(x) para cada x € F. Definindo e := e(P'|P) é
dito o indice de ramifica¢io de P’ sobre P, escrevemos e = e(P'|P) . Dizemos que
P'|P € ramificado se e(P'|P) > 1, e nao é ramificado se e(P'|P) = 1.

i) f(P'|P) = [Fp : Fp] é chamado o grau relativo de P' sobre P.

Notemos que o item (7i) da definicdo acima faz sentido, pois, como consequéncia

da Proposicao 3.1.1, temos que para P’|P existe um homomorfismo canénico injetivo de
Fp=0p/P em Fpr = Op//P" dado por

z(P) — x(P") paracada z € Op.

Logo, podemos considerar Fp como um subcorpo de Fp:.

Proposicao 3.1.2. Sejam F'/K' é uma extensao algébrica de F/K e P' € Pr uma

extensao de P € Pr. Entdo

i) f(P'|P)<oo& [F': F| < oc.

i) Se F' /K" ¢ uma extensdo algébrica de F'/K' e P" € Py uma extensio de P’ € Pp,
entao

e(P"|P) = e(P"|P') - e(P'|P),
f(P"|P) = f(P"|P')- f(P'|P).

Demonstracao. i) Consideremos as inclusoes K C Fp C Fp, e K C K' C F},, onde
[Fp : K] < 0o e [Fp : K'| < co. Portanto [Fp, : Fp|] < oo se, e somente se,
[K'": K] < co. Logo pelo item (ii) do Lema 3.1.1, temos que [F}, : Fp|] < 00 se, e

somente se, [F": F] < oco.

ii) Como vp/(x) = e(P'|P).vp(x), paratodo x € F e vpn(y) = e(P"|P).vp(y), para todo
y € F. Assim temos vpr(x) = e(P"|P)-e(P’|P), para todo = € F, consequentemente
e(P"|P) = e(P"|P')-e(P'|P). A outra parte segue do fato de termos Fp C Fp, C EFp.

v
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Lema 3.1.2. Sejam F'/K' é uma extensao algébrica de F/K e P’ € Pp uma extensdao
de P € Pr. Entao eziste 0 # z € F', com vp/(z) # 0.

Demonstragao. Suponhamos que o Lema seja falso. Escolhamos t € F' com vp/(t) > 0.

Como F’/F é uma extensao algébrica, existe um polinémio
Cat" Fep " 4t + =0, onde ¢; € F,cg #0 e ¢, #0.
Por hipotese, temos que
vpi(c,) =0 e vp (Cit") = vpi(c;) + ivp (t) > 0,
para cada i = 1,2,...,n, e pelo Lema da Desigualdade Estrita (Lema 1.1.2), obtemos
vpr (et + ...+ et +¢9) =0,
o que é uma contradicao. v

Proposicao 3.1.3. Seja F'/K' é uma extensao algébrica de F/K.

i) Para cada lugar P' € Pp/, existe exatamente um lugar P € Pp tal que P'|P, mais

precisamente P = P' N F.

it) Reciprocamente, para cada lugar P € Pg existe pelo menos uma extensao e, no

mdzimo, um numero finito de extensoes P’ € Pp.

Demonstragio. i) Definamos O = Op NF e P=P NF.
Primeiro mostremos que O é um anel de valorizagdo de F//K. De fato, notemos que
KCK COp e KCF eportanto K COp NF C F,ouseja, K COCF.

Vemos que, K C O. Com efeito, pelo Lema 3.1.2, existe 0 # z € F, com vp/(z) # 0.
Assim 27! € F e vpi(2) > 0 ou vpr(27') > 0. Isso nos dé que z € Opr ou 27 € Opr,
ou seja, z € O ou 271 € O e, pela Definigdo 1.1.4, temos que z,z7' ¢ K. Isto
implica que K C O. Por outro lado, tomando o mesmo elemento z acima, temos que
z€ F\OouzteF\O,assim OC F. Podemos entdo concluir que K € O C F.

Agora, seja x € F tal que = ¢ O. Entao, x ¢ Op/, donde vp/(z) < 0. Mas isso
implica que z # 0 e vp(z7') > 0,logo z7' € O pNF = 0.

Portanto, O é um anel de valorizacdo de F//K.

Agora, P = O\ O* = P'N F é o lugar associado ao anel de valorizagdo O, pois

x € 0" se, e somente se, v € F'ex € Op,.

Além disso, a unicidade do lugar P segue da Proposicao 3.1.1.
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ii) Seja P um lugar de F'//K. Escolhamos x € F'\ K de tal forma que seu tnico zero

seja P (a existéncia deste lugar decorre da Proposigao 1.5.3).

Afirmamos que, para cada P’ € P,
P'|P se, e somente se, vp/(x) > 0.

Se P'|P, entao vp/(x) = e(P'|P)vp(x) > 0. Reciprocamente, se vp/(x) > 0, seja
Q € Pr tal que P'|Q. Entdo vg(x) = e(P'|P) " vp(x) > 0. Portanto P = Q, pois P
¢é 0 tnico zero de .

Da afirmacao acima decorre o resultado desejado, pois x possui no minimo um e no

méaximo um numero finito de zeros.

v

Definigao 3.1.4. Seja F'/K' é uma extensao algébrica de F/K. Para cada lugar P € Pp

definimos sua conorma com respeito a F'/F como

Conpr(P) = Y_ e(P'|P)- P

P'|P

A fungao conorma tem uma extensao a um homomorfismo de Div(F') em Div(F") definindo
Conpr/p(P) (Z np - P) = an -Conpp(P).

Proposicao 3.1.4. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Para 0 # x € F se
(), (2)E, ()7, ()8, ()2, (2)F" denotam os divisores de zero, polos e divisor principal

o0 o0 )

de © em Div(F) e Div(F") respectivamente, entdo
Conpryp((2)g) = ()5 » Conpye((2)%) = (@)%, e Conpyp((2)7) = ()"
Demonstracao. Aplicando a definicao de divisor principal de x, obtemos que

(2)F = > vp P

P ePr,

= Z va(x)P

PEPy P/|P
= Z vp(x)Conp p(P)

PcPp

=Congp ( > vp(x)P)

PePp

=Conpp ((x)F) ,

onde a segunda igualdade segue das Proposigoes 3.1.1 e 3.1.3. O resultado para os divisores

polos e divisores zeros decorre das partes positiva e negativa do divisor principal. v



70

Lema 3.1.3. Se K'/K é uma extensdo finita e x é um elemento transcendente sobre K.
Entao,

[K'(x): K(z)] = [K": K].
Demonstra¢io. Como K'/K é uma extensao finita, entao existem elementos oy, ag, ..., o €
K’ tais que K' = K(aq, g, ..., ).
Assumamos que K’ = K(a), a € K'. Assim temos que K'(z) = K(a)(z) =

K(x)K(a) o que implica que

[K'(z) : K(x)] = deg(irr(a, K(z))) < deg(irr(a(a, K))) = [K': K],

ja que irr(o, K) € K[T] € K(2)[T].

Para provar a outra desigualdade basta mostrar que irr(«, K) é um polindmio
irredutivel sobre K (z). Suponhamos que irr(a, K) é redutivel, isto é, irr(a, K) =
g(T)h(T), onde g(T)h(T) € K(x)[T] e sdo polinomios mdnicos, tais que

1 < deg(g(T)), deg(h(t)) < deg(irr(e, K)).
Como irr(a, K)(a) = 0, sem perda de generalidade, temos que g(«) = 0. Escrevendo

Cro1(x)
i )T Ty 4+

g(T)=T"+ () do(x)’

onde ¢;(z),d;(z) € Kz] e r < deg(irr(«, K)), isto implica que

cr_1(x) _ co(x
o + dr—llix))ar T+ d(;ix; = 0.
Ainda, multiplicando a tltima igualdade pelo m.m.c. de d;(z), i = 1,...,r — 1, obtemos
que
gr(z)a" + ...+ g1(x)a + go(z) =0,
para certos g;(x) € K[z] com i =1,...,r. Ainda podemos supor que nem todos os ¢;(x)

sao divisiveis por x. Fazendo x = 0, obtemos um polinémio nao trivial para o sobre K

com grau menor do que deg(irr(a, K)), o que claramente é uma contradigao. v

Teorema 3.1.1 (Igualdade Fundamental). Sejam F'/K' uma extensao algébrica finita de
F/K, P€Pre P, DP,,..., P, todos os lugares de F'/K' que sio extensoes de P. Sejam
e; = e(P|P) e fi = f(P)|P. Entao,

m

Zeifi: [F": F].

=1

Demonstracao. Pela Proposicao 1.5.3, podemos escolher € F' tal que P seja o tinico zero

de x em F/K. Sejam r = vp(x) > 0. Entdo pela Afirmagao feita na prova da Proposi¢ao
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3.1.3 item (77), para cada P’ € P} P’|P se, e somente se, vp(z) > 0, temos que, os lugares

Py, ..., P, € Pr sdo exatamente os zeros de z em F’'/K’.

Temos que
[F": K(2)] =[F": K'(2)][K'(x) : K(x)]

(g U, deg(H)) [K': K]

_ (é eivop(@)[F, - K’]) K K]
~ (Lol KK K1)
- (i ecvp () [, K])

—one) (3 el Bl K1)

e
=1
=rdeg(P) Y _eifi.
i=1

Onde a segunda igualdade decorre do Teorema 1.3.1 e o Lemma 3.1.3. Por outro lado,
[F': K(z)] = [F'": F][F : K(z)] = [F": F]rdeg(P) pois (z)}’ = rP. Assim,
[F/ . F] = Zelf,
i=1

v

Corolario 3.1.1. Se F'/K’ é uma extensao algébrica finita de F/K e P € Pp, entdo

temos que

i) {P' € Pp| P € uma extensio de P}| < [F': F].
it) Se P' € Pp € uma extensdo de P, entao e(P'|P) < [F': F] e f(P'|P) < [F': F].
Definigao 3.1.5. Se F'/K’ é uma extensio de F/K de grau [F' : F] =n e P € Pp.
i) P se decompoe totalmente em F'|/F se existem exatamente n lugares distintos
P’ € Pp tais que P'|P.

it) P € totalmente ramificado em F'/F se existe um lugar P' € Pp com P'|P e
e(P'|P) = n.

Observagao 3.1.1. Notemos que pelo Teorema da Igualdade Fundamental (Teorema 3.1.1),
temos que se P € Pr decompoe completamente em F'/F se, e somente se, e(P'|P) =
f(P'|P) =1, para todos os lugares P'|P em F. Se P ¢ totalmente ramificado em F'/F,

entdo existe um unico lugar P € Pp com P'|P.
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Proposicao 3.1.5. Sejam F/K um corpo de fungoes e o polinomio
o(T)=a,T"+ ...+ T +ay ondea; €F.

Suponha que existe um lugar P € Pr tal que cumpre uma das sequintes condicoes

i) vp(a,) =0, vp(ar) > vp(ag) >0 parai=1,2,....,n—1 e m.d.c.(n,vp(ap)) = 1.

it) vp(a,) =0, vp(a;)) >0 parai=1,2,....,n—1, vp(ap) <0 e m.d.c.(n,vp(ag)) = 1.

Entao p(T) € irredutivel em F[T]. Se F' = F(y) onde y é uma raiz de o(T) entio P tem
uma Unica extensio P’ € Pg tal que e(P'|P) =n e f(P'|P) =1, isto é, P € totalmente
ramificado em F(y)/F.

Demonstragio. Consideremos a extensao de corpos F' = F(y) onde ¢(y) = 0. O grau de
F'JF é[F : F|] < degy(T) = n, onde vale a igualdade se, e somente se, p(1") é irredutivel
sobre F[T]. Escolhendo uma extensao P’ € P de P, como ¢(y) = 0, entao

—apy" =ao+ a1y + ... +an1y" "t (3.1)

Primeiro assumamos (7). Sejam vp(a,) =0 ¢ vp(a;) > 0 parai=1,...,n — 1, além disso

notemos que vp(y) > 0. Definamos e := e(P’|P), temos que
vip(ag) = e - vp(ag) e vp(ay') =e-vp(a;) +i-vp(y) > e - vp(ag)

para cada ¢ = 1,...,n — 1. Logo, pela Desigualdade Triangular (Lema 1.1.2) em (3.1)
obtemos

n-vP'(y) = e-vp(ap).

Como por hipétese m.d.c(n,vp(ag)) = 1, conclui-se que n|e e portanto n < e. Por outro

lado, pelo Corolario 3.1.1, temos que e < [F’ : F| < n. Assim, obtemos

n=e=[F:F|

Finalmente o item (i) decorre do Teorema 3.1.1 e a igualdade acima. A prova do

item (i7) é andloga ao item (7). v

Proposigao 3.1.6. Se o(T) = T+ fo_1(2)T" 1 +.. .+ fo(x) € K(2)[T] o polinémio irre-
dutivel sobre o corpo de fungdes racionais K(z). Considere o corpo de fungoes K(x,y)/K,
onde y satisfaz a equagdo ¢(y) =0, e o elemento a € K tal que f;(a) # oo para cada,
0 < j <n—1. Denotemos por P, € Py o zero de x — a em K(x). Suponha que o
polinomio

a(T) :=T" 4+ for ()T + ... + fola) € K[T]
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tem a sequinte decomposi¢io no anel de polinomios K[T:
pa(T) = [T vi(T),
i=1
onde ¢;(T) € K[T] sao polindmios monicos irredutiveis dois a dois distintos. Entao

i) Para cada i = 1,2,...,r eviste um lugar unicamente determinado P; € Py,
tal que x — a € P; e Y(y) € Pi. O elemento x — « é um elemento primo de P,
isto €, e(P;|P,) =1, e o corpo de classe residual de P; é um K-isomorfismo sobre

K[T)/(:(T)). Consequentemente, f(F;|P.) = deg(vi(T)).

it) Se deg(v;(T)) =1 para pelo menos um i € {1,2,...,r}, entdo K € algebricamente
fechado sobre K(x,y).

iit) Se po(T) tem n = deg(p(T)) raizes distintas € K, entdo existe para cada [ tal
que po () = 0 um inico lugar Py g € Py (py) tal que

r—a€P,g e y—pPeP,pg,
onde P,z € um lugar de K(z,y) de grau um.

Demonstragio. A prova encontra-se em [15] Corolario 3.3.8. v

3.2 O DIFERENCIAL

Ao longo desta subsecao F'/F representara uma extensao finita separavel, onde
F'/K' e F/K sao corpos de fungoes algébricas com corpos de constantes K’ e K respecti-

vamente.

Definigao 3.2.1. Seja R um subanel de F/K.

i) Um elemento z € F € dito integral sobre R se f(z) = 0 para algum polinémio ménico

f(T) € R[T], isto €, se existem ag,ay,...,a,—1 € R tais que
M4y 12+ arz+ag = 0.

Uma tal equacdo é chamada equagdo integral para z sobre R.

it) O conjunto icp(R) = {z € F'| z é integral sobre R} é chamado fecho integral de R

em F.

iii) Seja Fo C F o corpo de fragoes de R. O anel R é chamado integralmente fechado se

icp,(R) = R, isto €, todo elemento zy € F' que é integral sobre R pertence a R.
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Definigao 3.2.2. Sejam P € P e O :=icg(Op). Entao, o conjunto
ep = {Z € F, | TTF//F(Z : O;;.) Q Op}
¢ chamado o maodulo complementar sobre Op.

Definigao 3.2.3. Sejam P € Pr um lugar e O o fecho integral de Op em F'. Seja
C =t-'Op o mddulo complementar sobre Op. Entao, definimos para P'|P o expoente
diferencial de P' sobre P como d(P'|P) := —vp/(t).

Teorema 3.2.1. Suponha que F' = F(y) é uma extensao finita separdvel do corpo F de
grau [F' : F] = n. Seja P € Pr tal que o polinémio minimal o(T) de y sobre F tem

coeficientes em Op e se Py, Py, ..., P. € Pp sao todas as extensoes de P. Entdo

i) d(P;|P) <wvp(¢'(y)) para cada 1 < i <r.

i) {1,y,9% ...y" '} € uma base inteira de F'/F para o lugar P se, e somente se,
d(P;|P) = vp,(¢'(y)) para cada 1 <i <r, onde ¢'(T) denota a derivada de o(T) no

anel de polinomios F'[T.
Demonstragio. Ver Proposicao 3.5.10, [15]. v

3.3 EXTENSOES CICLICAS DO CORPO DE FUNCOES RACIONAIS

Estudaremos agora o corpo de fungées F' = K(x,y) definido pela equagao

Y =a f[lpz(a;)”, (3.2)

onde s > 0, p;(x) € K[x] sao polindmios mdnicos irredutiveis dois a dois distintos,
0#a€ K e0%# n;Z. Além disso vamos considerar as seguintes condigoes até o final da

secao.

char(k)tn e m.d.c.(n,n;) =1 para 1 <i <s. (3.3)

Definicao 3.3.1. Uma extensdo ciclica é uma extensdo de Galois onde o grupo de Galois

¢ ciclico.

Proposicao 3.3.1. Suponhamos que F = K(z,y) seja como definido em (3.2) e (3.3).
Entao

i) K € um corpo algébricamente fechado em F e [F : K(z)] =n. Se K contém uma

raiz primitiva da unidade, entao F/K(x) é uma extensdo de corpos ciclica.
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it) Se P; e Py denotam um zero de p;(x) e um polo de x, respectivamente, em K(z),
entdo os lugares Py, ..., Ps sdo totalmente ramificados em F/K(x). Alem disso,
todos os lugares Qoo € Pr onde Qu|Ps tem indice de ramificacio e(Qoo|Px) = n/d

onde

d == m.d.c. <n S, deg(pi(a:))> .

i=1

E Nao existem lugares além de Py, ..., Ps, Py ramificados em F/K(z).

iii) O género de F/K ¢

n—1 u d—1
9= (—1%—§:d%ﬂpxxﬂ>-—23,
i=1
onde d é definido como no item (ii).
Demonstrag¢io. Ver Proposicao 6.3.1, [15]. v
Exemplo 3.3.1. Seja F = K(z,y) onde
. T =0
Y=,
" — ¢

com b,c € K\ {0}, b # ¢ e char(K) { mn.

Claramente, este corpo de fungoes cumpre as hipoteses da Proposi¢io 3.3.1, onde
ny=1,ny=—1,pi(x) =2 —b e ps(r) = 2™ — c.

Assim, do item (i) temos que [F : K(x)] = n. Por outro lado do item (ii) obtemos

2
-l i)

=m.d.c.(n,(1)m + (=1)m) =n

Finalmente o item (iii) implica em

o= "5 (-1 Naentn(a) - 15
n—1 1 21_ n—1
B
— (n—1)m—1)

= ([F: K(2)] = 1) (m = 1).

Notemos que K(y,z) = K(x,y) = F. Entao, tomando F = K(x,y) onde

_yn_c7

X
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com b,c € K\ {0}, b# c e char(K) {t mn, temos que [F : K(y)] = m. Consequentemente,
g=(F:K@)] -1 (F:Kyl-1).
Proposicao 3.3.2. Consideremos o corpo de fungoes F' = K(x,y) onde
y' 4y = f(x) € K],

comp = char(K), q=p° >1e0+# u€ K. Suponha que deg(f) :=m > 0 e todas as
raizes de T 4+ pIT' = 0 sao elementos de K. Entao

i) [F: K(x)]=q e K éum corpo algebricamente fechado em F.

ii) F/K(x) é de Galois. O conjunto A = {y € K | v1+ py = 0} é um subgrupo de
ordem q do grupo aditivo de K. Para cada 0 € Gal(F/K (z)) existe um dnico v € A
tal que o(y) =y +, e 0o mapa

Gal(F/K(z)) — A
o — Y
€ um isomorfismo.

i) O polo Py € Py(yy de x em K(x) tem uma unica extensio Qs € Pr, € Quo|Poo €
totalmente ramificada, isto é, e(Quo|Ps) = q. Consequentemente, Qs € um lugar de
grau um de F/K.

iv) Py € o0 unico lugar de K(z) que se ramifica em F/K(x).

v) O género de F/K é g=(q—1)(m—1)/2.

vi) O divisor do diferencial dx é (dr) = (29 —2)Qsx = ((¢ — 1)(m — 1) — 2)Qwo.
vii) Os divisores polo de x ey $60 ()s = Qoo € (Y)oo = MQs TESPECtivamente.

viii) Ser >0, entio os elementos 'y’ onde 0 <14, 0<j < q—1 eqi+mj<r sio uma

base de rL(Qs) sobre K.

iz) Cada o € K satisfaz um dos sequintes casos

1. A equagio T+ uT = f(«) tem q raizes distintas em K.

2. A equagio T+ pT = f(a) ndo tem raizes em K.

No primero caso, para cada [ tal que f4-pf8 = f(«), existe um unico lugar P, 53 € Pp
tal que Py | Py e y(Popg) = B.

No segundo caso, todas as extensoes de P, em F sao de grau maior do que um.

Demonstragio. Ver Proposicao 6.4.1, [15]. v
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Proposicao 3.3.3. Set é um elemento de F' tal que vp,(t) =1 para i =1,2,...,n, entdo

i) O diferencial n = dt/t satisfaz vp,(n) = —1 e np,(1) =1 para cada i =1,2,...,n.

ii) Co(D,G)=Cy(D,D — G + (dt) — (t)).
Demonstrag¢io. Ver Proposicao 6.1.2, [15]. v

3.4 CORPO DE FUNCOES HERMITIANO

Definicao 3.4.1. O corpo de fungoes F/F, de género g é dito mazimal se
N = q+1+2g¢"/?,
onde N € o nimero de lugares em F de grau um, ou seja, N := |[{P € Pg | deg(P) = 1}|.

Definigao 3.4.2. Seja Fp2 um corpo finito. O corpo de funcoes H = Fp2(x,y) definido
como

H=TFg(z,y) onde y!+y=a""",
¢ dito o corpo de fungoes Hermitiano H/F 2 sobre F .

Notemos que, da Proposi¢ao 3.3.2, itens (v) e (vi), o género g e o divisor do

diferencial dx do corpo de funcao Hermitiano sao, respectivamente,

o= "0 o () = gla— 1)~ 20,

onde Qo ¢ o divisor polo comum de z e y tal que (2)s = Qw0 € (¥)oo = (¢+1)Qoo-
Ainda, novamente pela Proposicao 3.3.2, itens (4ii) e (ix), os lugares de grau um de H/F

sa0 como segue:

i) O lugar Q.
ii) Extensoes de algum lugar P, € IP’]qu(z). Logo, temos que contar os elementos o € Fy2
tais que a equacao
T+ T =a' (3.4)
tem raizes 3 € F2. Sabemos que a aplicacao traco

qu — Fq

Bo— (140
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¢ uma aplicacdo sobrejetora. Logo, a equacdo (3.4) tem raizes em 2 se, e somente
se, a?tt € Fp. Seja u* C F7, o subgrupo de ordem (¢ —1)(¢ + 1). Entédo, para
a € Fp2 temos que

M eF, & acu U{0}=u.

Assim, temos que o numero ¢|u| representa a quantidade de lugares de grau um
distintos de Q.

Portanto, o nimero de lugares de grau um em H/F . é
N=gqlul+1=¢+1.

Ainda, como o género de H/F . é g = q(¢ — 1)/2, entao, o corpo de fun¢oes Hermitiano

satisfaz a Definicao 3.4.1 pois

1/2 -1
¢ +1+29 () :q2—|—1+2<q(q2)>q

= N.

Assim, H/F,2 é um corpo de fungdo maximal.

Sejam agora P, 3 0s zeros comuns de x — o e y — 3 sempre que o € u, 3 € Fy2 tais

que 94 8 = "', Para qualquer a, 3 € F2 os divisores de x — a e y — 8 sdo

/3213‘: Posg—qQe se acu
el 2
($ — O{) = ﬂq+5=2q+1

R, — Qs se a € K\ u

onde R, é um divisor de grau ¢ em H/F, dependendo de « tal que supp(R,) nao

contém nenhum lugar de grau um e

(q+1)Pap—(¢+1)Qs  se BI+5=0
W=P=1 £ Pus—(g+1)Qu se f1+5#0

acK
Bq+ﬁ:aq+1

Isto implica que, para cada o € [, existem ¢ elementos § € Fgp tais que

p1+ B = ait! e, para cada par («, 3), existe um tnico lugar P, 5 € Py de grau um com
t(Pag) = aey(Pog) =p.

Finalmente, a construgao feita até agora e a Proposicao 3.3.2, item (viii), mostram

o seguinte Lema.
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Lema 3.4.1. O corpo de fungoes Hermitiano sobre F
H=TFg(z,y) onde y'+y=a""

cumpre com as sequintes propriedades:

i) O género de H € g =q(q—1)/2.
i) H tem ¢ + 1 lugares de grau um sobre F 2, a saber,

1. O polo Qs comum de x e y.

2. Para cada o € F 2 existem q elementos € F 2 tais que 59+ 3 = a4t e para

cada par (o, (), existe um unico lugar P, g € Py de grau um com x(P, ) = «

e y(Png) = p.
i) H/F .2 é um corpo de fungoes mazimal.
i) O divisor do diferencial dx é (dz) = (q(¢ — 1) — 2)Qo-

v) Para m >0, os elementos x'y’ com 0 <1, 0<j<qg—1cig+jlg+1) <m sdo
uma base de L(MQx)-

vi) Os divisores polo de x ey $40 (T)s = Qo0 € (Y)oo = (¢ + 1)Qoo Tespectivamente.
Proposicao 3.4.1. O corpo de fungoes Hermitiano sobre F 2 definido como
H=TFg(z,y) onde y'+y=az""
pode ser representado por Fpz2(u,v) onde udtt + vt = 1.

Demonstragdo. Sejam a,b,c € Fz em Fpe com u?™ 409+ =1 tais que a?™ =1, b9+b =1

e c = —ab?, temos que

ab? +c=0
alb+c? = (ab?+¢)1=0 (3.5)
1= —a?™(b+b?) = a(—a?b) + al(—ab?) = ac? + alc
Sejam
1 butcv

Tr = e Y=
U+ av U+ av

sobre Fg..

Entao
Yy ty=a""" = (uta) (Y +y) =1
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Por outro lado

bu + cv\? bu+ cv
1= q+1(,.9 — q+1 q+1
(1 @)™y +y) = (ot a0)™ (20 ()t (250

= It 4 b) + ulv(ab? + ¢) + uv?(c? + a®b) + v+ (ac? + a’c)

— UQ+1 + Uq+1

onde a ultima igualdade decorre de (3.5). v

3.5 CODIGOS HERMITIANOS

Do Lema 3.4.1, temos que, para cada a € [F 2, existem ¢ elementos distintos 3 € F.

tais que 37 + 3 = a?™!. Consequentemente, o ntimero de lugares P, 5 de grau um é ¢°.

Definicao 3.5.1. Para m € Z, definimos o cédigo

Cp =Cr(D,mQy) onde D= E P.s
aeK
5Q+/36:aq+1

¢ a soma formal dos lugares de grau um, exceto (Quy, do corpo de fungoes Hermitiano
H/Fp2. O codigo Cy, € dito codigo Hermitiano.

Notemos que os c6digos Hermitiamos tem comprimento ¢* sobre F 2. Além disso,

é claro que, para r < m entao C, C C,,.
Observemos alguns casos de c6digos Hermitianos. Param < 0 temos que deg(m@Qs.) <
0 logo, £L(mQ) = 0 e, portanto, C,,, = 0. Ainda para
m>q¢+q¢ —q-2=q+(29-2),

temos que deg(mQ«) > 2¢ — 1 e, pelos Teoremas 2.3.1 e 1.5.4, temos que

dim(C,,) = l(mQs) — {(MmQw — D)
=(m+1-g)—(m—¢ +1-y)
= q3

Consequentemente, C,, = ng. Portanto, resta analizar os codigos Hermitianos
onde 0 <m<@+q¢>—q—2.

Proposicao 3.5.1. O cédigo dual de C,, é C:-

o = Cpi—go-m. Ainda, C,, é auto-

ortogonal se 2m < ¢* + ¢* — q — 2 e C,,, é auto-dual para m = (¢* + ¢*> — q¢ — 2) /2.
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~ . 2 ~
Demonstragio. Consideremos o elemento ¢ := [] (z — «) = 29 — z. Pela construgao
aclR 2

0o=2D. Alem disso,

Vo (27 — @) = vo (¢(z" ! — 1)

= Qoo(7) + Qoo(z? -1 _ 1)

feita do c6digo Hermitiano temos que (¢

)
(

onde a tltima igualdade decorre do fato que (7)o = ¢Qs, pelo Lema 3.4.1. Assim

()oo = ¢*Qoo. Consequentemente, o divisor principal de t é
(1) =D - ¢*Qx
Ainda, dt = d(z¢" — ) = —dz e pelo Lema 3.4.1 item (iv) obtemos
(dt) = (dz) = (¢* — ¢ — 2)Qee-

Por outro lado, para cada lugar P, 3 € supp(D) temos que

vp, ) =vp, | I] @—a)| = > wvp ,(z—a)=1

a€F a€F
Assim, pelo Teorema 2.3.3, o item (ii) da Proposicao 3.3.3 e as passagens acima
concluimos o resultado, pois
Crp = Ca(D,mQuo) = C(D, D = mQoo + (dt) — (1))
=Ce(D, (¢’ + ¢ —q—2—m)Qu)

- Cq3+q2_q_2_m.

Consideremos I o conjunto dos nimero polo de ), ou seja,
I ={n >0 existe um elemento z € H tal que (2)s = nQux}-
Proposicao 3.5.2. O conjunto dos nimeros polo de Q, satisfaz a sequinte igualdade
I={n=iqg+(q+1)j|i>00<j<q—1}

Demonstra¢ao. Primeiro mostremos que n =iqg+ (¢+1)jondei >0e0<j<qg—1¢

um nimero polo de Q. Seja z = z'y’ tal que i > 0e 0 < j < ¢ — 1, temos que
(2)o0 = i(T)oc + J(Y)oo
=iqQs + j(¢+1)Qs pelo Lema 3.4.1 item (vi)
= (ig+ (¢ + 1)j)Qus
= Qs
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Dai, n é um ntimero polo de ().

Agora provemos que I é gerado por ¢ e ¢ + 1. Seja o(T) = T7+ T — 29 o
polindémio minimal de y sobre F 2. Como o tnico lugar que é ramificado em H (Proposicao

3.3.2 item (iv)) é Q, pelo Teorema 3.2.1 item (77), temos que
{y0<j<q¢-1}

é uma base inteira de H/Fp.. Agora se n € I, entdo existe z € H tal que (2)e = nQoo.

Suponhamos que
q—1
z=Y zy onde z; €Fplz]
=0

Rescrevendo z como

qg—1
z = Z Zaij:clyj com a;; € Fp.

7=0i>0
Mas ainda,
—n = vq,.(2) = min{vg, (ai;z"y’) | a;; # 0}
= min{vg.. (aij) + 1o, () + jvou. (y) | ai # 0}
= min{iq + j(¢ + 1)},
onde a tltima igualdade decorre do Lema 3.4.1 item (vi) e da Definicao 1.1.4 item

(v). Logo, n é uma combinagao linear de ¢ e ¢ + 1. v

Proposigao 3.5.3. Sejam m >0 e I(m) o conjunto dos nimeros polo de Qs menores

do que m, ou seja,
Im)={l<m|l=ig+j¢g+1),1>0,0<j<q¢—1}

Entio {(mQw) = |1(m)].

Demonstracao. Consideremos a sequéncia

Fo = £(0) C £(Qu) € £(2Qs) C ... C L(mQu).

Pelo Lema 1.3.2, temos que para cada k > 0, {(kQx) < {((k —1)Qx) + 1. Por
outro lado pela consequéncia da Proposicao 1.5.3 e a Defini¢ao 1.5.8, temos que k£ > 0 é

um numero polo de ), se, e somente se,
{(FQoo) > £((k = 1)Qc0)
isto é ((kQs) > L((k — 1)Qw) + 1. Consequentemente, temos que
{(kQoo) = £((k = 1) Qo) + 1.

Mas ainda, como 0 € I(m) e £(0) = 1 entdo dimensdo da sequéncia aumenta de acordo

com a quantidade de elementos do conjunto I(m), ou seja {(mQs) = |I(m)]. v
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Observacao 3.5.1. Notemos que se m > 2g — 2, entao deg(mQ) > 2g — 1. Assim, pelo

Teorema 1.5.4, temos que
[I(m)| = {(mQx) = deg(mQu) + 1 —g=m+1—g.

Proposicao 3.5.4. Suponha que 0 <m < ¢®+ ¢*> — ¢ — 2. Entao

i) A dimensao de C,, € dada por

dim . — [I(m)] para 0 <m < ¢
¢ —I(s)] para ¢ <m<q+¢°—q—2
ondes =@ +¢@—q—2-—mellm)={nel|n<m}
i) Seq* —q—2<m < ¢ entigo dimC,, =m+1—g.
iii) A distancia minima de C,, satisfaz d > ¢*> —m. Se 0 < m < ¢3. Além disso, se m e

¢ —m sdo nimeros polo de Qo entdo, d = ¢ — m.

Demonstracio. Lembremos que os cédigos Hermitiamos sao coédigos de comprimento ¢?

sobre 2.

i) Se 0 < m < ¢?, pelo Coroldrio 2.3.1, temos que
dim C,,, = {(mQw) = |I(m)].
Ainda,se s =@ +¢>—qg—2—me ¢ <m<¢ +q¢*—q— 2, notemos que
m<@+¢—q—2 =s5<0
¢ <m =s<¢*—q-2<¢,

o que implica que 0 < s < ¢?, isto garante que Cy C ng. Por outro lado, como
s = ¢+ ¢*> — q— 2 —m, entdo, pela Proposicio 3.5.1, temos que Ci- = C,. Além

disso, pela observacao ao inicio da prova podemos concluir que
dim C,,, =¢* — dim C;
=¢* — dim C,
=¢* —[I(s)].
ii) Do Lema 3.4.1, sabemos que o género de H é g = q(q — 1), donde

¢ —q—-2=q(g—1)—-2=29-2.

Logo, da hipétese, obtemos 29 — 2 < m < ¢>. Além disso, m = deg(mQ).

Finalmente, pelo Corolario 2.3.1, obtemos que

dim C,, =deg(mQ) + 1 —g=m+1—g.
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iii) A desigualdade d > ¢3—m ¢é imediata pelo Teorema 2.3.1. Para provar que d < ¢3—m

quando m e ¢ —m sdo ntimeros polo de (o, faremos por casos.

Caso 1.

Caso 2.

Caso 3.

Seja m = ¢*—¢*. Escolhamos k = ¢* — g elementos distintos ay, ag . .., oy € Fe.
Pelo item (i7) do Lema 3.4.1, para cada «; existem ¢ elementos 5 € F2 tais que
para cada par (q, ) existe um tnico lugar P,, 3 € Py de grau um. Ou seja, P,

tem ¢ extensoes distintas P,, 5 em H/F2(z) de grau um parai=1,2...,¢* —gq.

k

Logo o elemento [](z — ;) € P,, g para cada i = 1,2, ..., k. Portanto, z tem
i=1

exatamente gk = q(q* — q) = m zeros distintos P,, 5 de grau um. Além disso

como

?—q
2= + .ot aag. a2,

pelo item (v) do Lema 3.4.1, temos que z € £L(m@)). Consequentemente,
wt(evp(2) =@ —m=d< ¢ —m.

Seja m < ¢® — ¢*>. Como m é um nimero polo de @, podemos escrever
m=1iq+j(qg+1) comoi>0e0<j<qg—1. Notemos quesei>q¢>—q—1,
entdao r > ¢® — ¢, o que seria uma contradicdo. Assim, 0 <i < ¢? —q — 1.
Fixando 0 # v € F,, definimos o conjunto A = {a € Fp | a?™ # 4}
Consequentemente, |A| = ¢*> — (¢ + 1) > 4. Escolhemos ay,aq,...,q; € A.
Assim o elemento

i

2=z —w)

v=1

possui ¢q zeros distintos P, g < D.

Por outro lado, podemos escolher j elementos distintos 31, 2, ..., 3; € Fy2 onde

Bi+Bi=ve |
%2 = H(y_ﬁu)

p=1
tem j(g + 1) zeros distintos P,s < D.
Além disso, notemos que, pela construcao, ﬁf + B; = v # o, para cada
v=12...,iep=12,...,7, logo os zeros de z; e 2z, sao todos distintos.

Finalmente, e pelos mesmos argumentos do caso 1, temos que o elemento

Z=2Z1%2 € L((i(] +j(q + 1))6200) = L(mQOO),

tem m = iqg + j(q + 1) zeros distintos P, 3 < D. Portanto a palavra cédigo
evp(z) tem peso wt(z) = ¢* — m, consequentemente d < ¢* — m.

Seja ¢ —¢®> <m < ¢3. Para s = ¢ —m, temos que 0 < s < ¢*> < ¢® — ¢* e, por
hipdtese, s é um ntimero polo de (0. Pelo Caso 2, existe um elemento z € H
com divisor principal (z) = D' — sQo onde 0 < D' < D e deg(D') = s. Além
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disso, o elemento u := 29" — z € H tem como divisor principal (u) = D —¢*Qn,

consequentemente,

(z7'u) = (27 + (u) = =(2) + (u)
=D +35Qu+ D —¢*Qu
=D-D' (¢’ ~ 5)Qu
=D—-D —mQ
> —mQoo

Portanto, 27 'u € £(mQs) e, assim, a palavra codigo evp(z~'u) € C,,, donde
d<q¢®—m.

v

A partir das Proposigoes 1.1.2 e 3.5.3 e do Lema 3.4.1, podemos facilmente obter a

matriz geradora do cédigo C,. Para isto, temos que fixar uma ordem no conjunto
T :={(a,8) €EFpe xFpe | B4+ B =a?}.
Para s =ig+ j(¢g+ 1) comi >0e 0 < j<q— 1 definimos o vetor

Us 1= (a’ﬂj)( er € (Fq2)q3.

o,B)ET

Obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.5.1. Suponha que 0 < m < ¢3. Se 0 =5, < 59 < ... < sg < m sdo nimeros

polo de mQ), entdo a matriz M, cujas linhas sao us,, Us,, ..., us, € uma matriz geradora

k

do codigo C,.

Demonstragio. Pelo item (v) do Lema 3.4.1, os elementos {a’37} ondei > 0e 0 < j < g—1

sao uma base de £(mQ.). Logo, como m < ¢* entdo, pelo Coroldrio 2.3.1, temos que

usl

US2

uSk

¢é a matriz geradora do codigo C,,. v

Corolério 3.5.1. Para ¢* —q—2 <m < @*+¢*—q—2, a matriz My, 2 g o m (definida

como no Teorema 3.5.1) é a matriz teste de pariedade de C,,.
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Demonstragdo. Sabemos que a matriz geradora de C- é a matriz teste de paridade de

Cp, por outro lado da Proposicao 3.5.1 sabemos que
CTJ;L — Cq3+q27q727m-

Chamemos m* = ¢* +¢*> — ¢ — 2 —m. Como por hipétese ¢> —q—2 <m < @®+¢*—q—2
isto implica que 0 < m* < ¢*. E, analogamente ao Teorema 3.5.1, temos que M,,1 é a

matriz geradora de C),, .. v

Observacao 3.5.2. i) As linhas da matriz M,, também geram o cédigo M,, para

m > ¢>. Porem, jd ndo sdo linearmente independentes. Por exemplo
2 2
Ug2 o = (oﬂ ﬂo> = (oﬂ ) = (o) = (aﬁ(]) = Uy 0.

it) O Teorema 3.5.1 e o Coroldrio 3.5.1 mostram que é mais conveniente utilizar os
geradores x y y de F' em vez de u,v (ver Proposicio 3.4.1) uma vez que as matrizes

geradora e teste de paridade podem ser expressadas de maneira muito mais simples.
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4 CODIGOS HERMITIANOS GENERALIZADOS

Neste capitulo, generalizaremos alguns resultados obtidos no capitulo 3, calculando
distdncias minimas exatas para alguns valores do conjunto de niimeros polo. Finalmente,
empregaremos estes resultados para obter informacoes sobre os pesos generalizados de

Hamming dos cédigos Hermitianos generalizados.

4.1 CORPO DE FUNCOES HERMITIANO GENERALIZADO

Sejam ¢ uma poténcia de um nimero primo p e [F;» um corpo finito com ¢" elementos,

onde r > 2. Definimos o corpo de fungées GH = F-(x,y) sobre F, por

1

Yoyt =p(r) =2l T gt gt TR ()

Notemos que a equacao definida acima é equivalente a

Sr1 (y, yi4+ ...+ yqr_l) = S92 (x, x4+ ..+ a:qr_l) , (4.2)
onde s,1(y) e s,2(x) sdo o primeiro e o segundo polindbmios simétricos em r
respectivamente.

No caso r = 2, temos o corpo de fun¢des Hermitiano estudado no capitulo 3. Para
r > 2 obtemos os corpos de fungdes Hermitianos generalizados [4]. Uma das propriedades
basicas do corpo de fungoes Hermitiano generalizado é a existéncia de um tnico divisor
polo das fun¢oes x e y. No Lema abaixo, apresentamos outras propriedades desse corpo

de funcgoes.

Lema 4.1.1. O corpo de fungoes Hermitiano generalizado GH sobre Fyr definido acima

possui as sequintes propriedades.

i) Género g =q g1 —1)/2 e ¢* ' + 1 lugares de grau um.

1) () = ¢ Qo € (W)oo = ("' 4+ ¢"72) Quo, onde Qo € 0 tinico divisor polo das

funcoes x e y de grau um.
iii) Se z =z —yl 4y ly, entdo (2)e = (¢" + 1) Q-

w) Para cada o € Fyr, Dy = (x — a)g < D e deg(D,) = ¢, onde D € o divisor de

todos os lugares de grau um, distintos de ().

’U) D ~ q2r—1QOO_
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Demonstragio. Para a prova dos itens (i) e (ii) apresentaremos as condigoes gerais que

deve satisfazer o corpo de fung¢ées Hermitiano generalizado para que o resultado seja

satisfeito. Os detalhes da demonstragao estdo em [4].

i)

ii)

Seja GH = F,(x,y) a extensao de corpos tal que x e y satisfaz a equacao (4.1).
Primeiro mostra-se que se x ¢ uma curva algébrica plana sobre Fy - definida pela
equagdo (4.1), entdo ¢ absolutamente irredutivel, ou seja [GH : F(x)] = ¢~ 1.
—1)/(p — 1) corpos
intermediarios dois a dois distintos E; tais que a extensao E;/F,(x) é ciclica de grau

p = char(F,).

Para isto, ¢ suficiente provar que F—1 C GH contém (¢"*

Agora, para cada F; temos que o género é

¢ '(p—1)

9(E;) = 9

e o polo de z é totalmente ramificado em E;/F2(x). Logo, a curva x tem o mesmo

género do corpo de fungdes GH sobre [Fyr

¢ - 1) (qr‘l(p = 1)) ¢ -1

p—1 2 - 2

g=9(GH) = (

Finalmente, para cada a € Fyr temos que
™ty ol 4o T = B e,

Consequentemente, existem ¢"~! elementos distintos \ € F,r tais que

r—1

AT N A=

Assim, temos que GH tem exatamente
qr (qr—l 4 1) =1 +q2r—17
lugares de grau um.

Do item (i), sabemos que [GH : F(z)] = ¢"~'. Entao, o polo P, de 2 em F,-(z)
tem uma tnica extensio Q. € Pgy € e(Qu|Psx) = ¢" L. Logo, Qs é um lugar de
grau um em GH/F,. Portanto, temos que (2)s = ¢" 'Qw. Ainda, pela definigao
de x, temos que z e y tém os mesmos polos, portanto, (), € o tnico polo de y.

Finalmente,



89

iii) Suponha que z := 297! — 39 + 391y, Entao,

+ a7y (4.3)

Seja h(x) == p(x) — p(x)? + 29+ + 29 -9"p(z), onde p(x) é definido em (4.1).

Notemos que p(z) definido em (4.1) é tal que

plr) = a0 g T g et T ()

r—2 . X X
pla) = 3 (2070 ) (4.5)
i=0
Logo, por (4.4) obtemos,
-1 i r—2 r i r—1 T
p(x) —p(x)? =D a?th = g0t — g0t (4.6)
i=1 i=1

Agora, de (4.5) e (4.6) temos que

r—1 r—2 r—2
o qi+1 . qr+qi qr+qr—1 qT—1+qi qi+1+qi
h(z)=> = > +x > (@ +...+x .
=1 =1 1=0

1) 2)

Ainda, da equagao acima notemos que

(1) = a9t 4 g glte ot g g g
r_r—1 1 r_r—1 2 1 r_r—1 r—2 1 T4
(Q)qu T A o T et A L R I

r_r—1 2 r__r—1 3 r_ r—1 r—2 T
+.Tq q +q+q+xq q +q+q+”‘+xq q +q +q+xq+q

T

+ 24
+ 24

_r—1 3 2 r_ r—1 r—2 2 r 2
q +q°+q _|__+_xq q +q +q _|_xq+q

T r—2

_r—1 4 3 r_ r—1 r—2 r—3 T r—3 T
q +q*+q ++$q q +q +q _|_xq+q +xq+q

Assim, podemos reescrever h(x) como

r—1 r_ r—1 r_r—1 r—2 r
h<x>:xq+1+"_+xl+q 4+ g4 74 +q+1+'“+xq q" " +gq +1+xq +1

r__r—1 2 r__r—1 3 r__r—1 r—2
+ xr? 4 +q9°+q + xd 4 +q°+q + ..+ xr? 4 +9" " +q
T r—1 3 2 T r—1 r—2 2
- +q°+q q —q +q +q
+ 2771 +...+x

r__r—1 4 3 r__r—1 r—2 r—3
S A A S R L i i A A

E dai podemos concluir que deg(h(x)) = ¢" + 1.
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Mostremos agora que

r—2
2 = p(z) — 2?0 Syt —y. (4.7)

Com efeito,

o) =Sy = () = S ) ko) = )b

=0

Por outro, lado de (4.1), temos que

r r2 r—1
px)=y+y +y +...+y .

Isto implica que

r=2 i - r— T T r—
h(z) gttt qu’ —y =9 ! (yq 1) + (y—yq ) — oy 7T !
=0
_ zqr+qr71 B yqr _'_ xqriqrflyqrfl
= Zq s

onde a ultima igualdade decorre de 4.3. Por outro lado, observemos que
r—2 ) _ .
deg (Z yQ> _ qr—2 + qr—S e deg (mq rq ) _ qr _ qr—l.
Finalmente, seja v = vg__ a valorizacdo em (), temos que

0(+ ) = () - S )
=min{(¢"+ 1)v(), (¢ +¢ ) v@) + (¢ +¢*) o), v(y)}
=min{(¢" + (¢, (¢ — ¢+ 0+ 3)( q 1) (q’" '+q )}
= (@ +1)(=¢").

Isto implica que v(z) = —(¢" + 1). Consequentemente, (2)o = (¢" + 1)Quo-

Primeiro, provaremos a seguinte afirmacao: Para cada o € Fy, a reta x = «
intersecta a curva y em ¢! pontos racionais distintos (ou seja, lugares de grau um
em GH/F,). Para isto, é suficiente provar que, para cada o € F,r, existem ¢

elementos 3 € F,- tais que

B 4B B=a ot ot T = f(a),
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e para todo par (a, ) existe um tnico lugar P, 3 € Pgy de grau um com z(P, 3) = «
e y(Pop) = B.
Seja

Tr(y) = "7 4+ 2" 4 g0

1

Para r = «, temos que Tr(y) = 8. E, portanto, 79 +...+T9 +T = f(a) =3

r—1

tem ¢" " raizes distintas em F,r. Pelo Corolario 3.1.6, para cada raiz 3; € F,» onde

i=1,2,...,¢" !, existe um tinico lugar P, 5, € Pay tal que P,, g,|Pa,, y—Bi € Pa, 5,

e deg(Pa, 3,) = 1. Logo, ©(Pa, 5,) = a e y(Pa, 5) = b-

Pela construgao feita acima, para o elemento

t=]] (@—a)=2 —u,

OzGqu

temos que (t)o = D, onde D := Y. D,, com D,(x — «a)y. Por outro lado,
aE]qu

Vo (1) =vou.(z) + vg.. (27 — 1)
=vg.. () + min{(¢" — 1) vq.. (), vq.. (1) = 0}
=vQ..(z) + (¢" — 1) vo. (2)
=— (" (") =—¢""

Portanto (t)s = ¢*'Qu. Consequentemente, (t) = D — ¢* 'Qq

v) Do item (iv) temos que (t) = D — ¢* 'Q4 o0 que implica, D = (t) + q(2r — 1)Qu €
portanto D ~ q(2r — 1)Qwo.

v

Para continuar, vamos definir alguns conceitos dos semigrupos telescopicos, que

podem ser encontrados em [7].

Definicao 4.1.1 (4.1 em [7]). O conjunto S C Z* é um semigrupo se para cada x,y € S,
entio x +y € S e o conjunto Z+t \ S € finito. Chamaremos os elementos de Z* \ S
de lacunas de S e os elementos de S serdao ditos niumeros polo de S. Denotaremos a
quantidade de lacunas como g(S). No contexto do semigrupo de nimeros polo de um ponto
racional de uma curva algébrica g = g(S) é o género da curva (ver Teorema das lucunas
de Weierstrass, Teorema 1.5.6). Ainda, podemos enumerar as lacunas de S na ordem

L <ly <...<ly. Definimosl, =1,(S) como a maior lacuna de S.

Definigao 4.1.2 (4.3 em [7]). Um semigrupo é simétrico se l,(S) = 2¢(S) — 1.



92

Defini¢ao 4.1.3 (6.1 em [7]). Seja aq,...,a, uma sequéncia de inteiros positivos com
m.d.c. igual a um. Definimos

aq a;
di: d PIIRIRIN ¢ 7 AZ: Ty e e T ()
m.d.c.(ay a;) e {di di}

para t = 1,2,.... k. Definimos ainda dy = 0. Seja S; o semigrupo gerado por A;. Se
a;/d; € S;_y para i =2,3,...,k, entdo a sequéncia (ay,as,...,a;) € chamada telescopica.

Um semigrupo é chamado telescopico se ele é gerado por uma sequéncia telescopica.

Lema 4.1.2 (6.5 em [7]). Seja Sk 0 semigrupo gerado pela sequéncia telescopica (ay, as, . . ., a).

Entao,

lg<Sk> = dkfl (lg(Skfl) - 1) + (dkfl — 1) A = ; (dzlzl — 1> a;

-1 1, (Sk)+1
9(Se) = di19(Sir) + (dioy = 1) == = o k2> .

Ainda, da formula do género para o semigrupo telescopico, temos que 0s semigrupos

telescopicos sao simétricos.

O semigrupo de Weierstrass para o divisor polo (), é definido como

H(Qu) = {t € Z" | t é um ntimero polo de Qoo}
= {t € 7" | existe x € GH tal que (7)o = tho}.

Proposicao 4.1.1. O semigrupo de Weierstrass para o divisor polo Qs €

H(Qo)= ("¢ " +q % ¢ +1).

Em particular H(Qw), € simétrico.

Demonstragio. Pelo Lema 4.1.1, temos que ()oe = ¢" 1, (4)oo = ¢ +¢" 2 € (2)00 = ¢"+1,
onde z := 29! — y? 4 141y, Isto implica que ¢"~ !, ¢"~' 4+ ¢"~2, ¢" + 1 sdo nimeros polo

de Q). Consequentemente,
(@472 q +1) C H(Qx)

Para provar a igualdade, pela Defini¢do 4.1.1, basta provar que os dois semigrupos
tém o mesmo género. Obviamente, o semigrupo (¢" %, ¢" ' + ¢"72,¢" + 1) é gerado pela
sequéncia (¢" 1, ¢"' +¢"7%,¢" + 1). Claramente, esta sequéncia cumpre as condigoes da

defini¢ao 4.1.3, assim o semigrupo {(¢" ', ¢" ' +¢"2,¢" + 1) = S ¢ telescopico.
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Logo, pelo Lema 4.1.2, temos que

()= 00+ (T 1) (¢ 42+ (- 1)

qr
— q2r72 o qrfl -1

— qrfl <qr71 o 1) —1.

Ainda, como S é simétrico, entao, da definicao 4.1.2, concluimos que

g(S) — lg(*g;_ 1 _ qril (Q;l — 1) =g,

onde a ultima igualdade decorre do Lema 4.1.1 . v

Observagao 4.1.1. Como Coroldrio, temos que a curva x definida pela equagio (4.1) é
uma curva Castle (veja [11] e [10)]).

Corolario 4.1.1.
H(Qw)={ig ' +j (¢ 2+ ") +k(+1)[i>0,0<j<qe0<k<qg?}.
Demonstragio. Pela proposicao anterior é suficiente provar que
H(Qw) € {ig ' +j (¢ 2+q ) +k(+1)]i>0,0<j<ge0<k<qg 2}
Seja € H(Q), entdo, pela Proposicao 4.1.1, existem s > 0, ¢ > 0 e u > 0 tais que
r=s¢ " +t( P Hq ) tuld +1).

Pelo algoritmo da divisao, existem u,w € Z*, tais que v = v¢" 2 +w onde 0 < w < ¢" 2

Assim,
=sq" '+t (g ) (vqr_2+w)(qr+1)

_Sqr 1_|_t(qr 2+qr 1)+,Uq27’ 2+Uqr 2+w(q +1)
1

= (s+vg ™ =)+ () (¢ Fw(d + 1)

Novamente, pelo algoritmo da divisao, existem m,n € Z* tais que t + v = mq + n onde

0<n<aq.
_ r—1 r—1 r—2 r—1 r
ac—(s—l—vq —U)q —|—(mq—|—n)(q +q )—l—w(q +1)
:(s—l—vq”’l—v—l—m—irmq)q’”*l%—n(qr*2+q”*1)—|—w(q’”+1).
Como s+vg ' —v+m+mg>0,0<n<qgel<w< ¢ 2 concluimos a

prova. v
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Definamos agora o conjunto H,,(Q) = {n € H(Qx) | n < m}. Pelo Corolério

anterior temos que

Hm(QOO):{ngm]n:iq“1+j(q7"72+qr71)+/€(qr+1)\iZO,O§j<qe0§k<qr’2}

Lema 4.1.3. Sejam z a funcao definida no Lema 4.1.1 e m € Z. Entao
(e [ig 7+ (¢ +¢ ) +k(@+1)<m, i>20, 0<j<qe0<k<q )
¢ uma base de L(mQy).

Demonstracio. Sejat = z'y’zF ondei >0, 0< j < q, 0 <k < ¢ 2 e za funcio definida

no Lema 4.1.1. Assim, temos que

(1) > —(t)oo = —(297 ")
= —(ig" "+ (CJPQ + qrfl) +k(¢"+1)Qw pelo Lema 4.1.1
2 _mQOm

onde a ultima desigualdade decorre da hipétese. Isto mostra que xiy/z* € L£(mQs),
ondei >0, 0<j<q, 0<k<q 2 Resta provar que os elementos sdo linearmente
independentes.

Suponha que 3 aijpr'y’ 2" = 0, onde a;, € £(mQs) e nem todo a;jx = 0. Se

Z7j7k
v = Vg, Tepresenta a valorizagao de (), temos que

v (Z aijkxiyjzk> =0v(0) = 00 (4.8)
ik

Por outro lado,

v (Z aijkxiyjzk> = min {v (ayr) +v(x) + jo(y) + kv(2) | ayr # 0}
ijk
= min {U(aijk) — (z’q”i1 +j (q“l + qTﬁQ) +k(q"+ 1)) | aiji # 0} )

Para simplifica a notagao, escrevemos n, = iq" ' + 7 (¢" ' +¢"2) + k(¢" + 1). Ainda,

como a;j € L(mQx), entao v(aj,) > —v(mQ) = —m e, como por hipétese,
ik =iq" " +5 (¢ g ) + k(¢ +1) <m.

Podemos concluir que

v(aik) — nijk > —2m

para a;j; 7 0. Além disso, é claro que

v(air) — nige > min {v(aige) — nir | aigr # 0}
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Isto implica que
min {v(aijk) — nijk | aijk 7é 0} —2m S 2 (U(Clijk) — nz-jk) .

Mais ainda, como @« ¢ 0 unico divisor polo de = e y de grau um e a;j; € £(Q), entao

v(ajk) < 0. Além disso, como n;;, > 0, temos que
v(ain) — nijr <0,
o que implica que min{v(a;jx) — nijk | @ije # 0} < 2m. Assim, de (4.8), terfamos que
oo =v(0)=w (Z aijk:piyjzk) = min {v(aix) — nijk | aijr 7 0} < 2m,
gk

o que seria uma contradi¢io. Consequentemente, os elementos x'y/z* € £(mQ.,) onde

i>0, 0<j<q, 0<k<q2 sao linearmente independentes. v

Corolario 4.1.2. Dado
H(Qoo) = {ig" "+ (¢ 2+ )+ k(@ +1)][i>0,0<j<qge0<hk<qg?},
entao |Hp(Qoo)| = €(mQy).

Demonstracao. Analoga a prova da Proposicao 3.5.3. v

4.2 CODIGOS HERMITIANOS GENERALIZADOS

A partir das ferramentas obtidas na secao anterior, em particular do Lema 4.1.1 e

sua prova, definimos os cédigos Hermitianos Generalizados como

CH’ITL = CL(Xa Da ono)7 onde D = Z Pa”@

B L4 4 B=altat. . taa" 2 He T

¢ a soma de todos os lugares grau um, exceto o, do corpo de fun¢oes GH/F;r, e x é a
curva algébrica plana sobre F, que satisfaz a equagao (4.1). Claramente, do Lema 4.1.1,

temos que o comprimento deste cédigo é n = ¢** =t e CH,, C CH,, para m < m/.

Proposicao 4.2.1. O cddigo dual de CH,, é CH:- = CH,\95 9 .

Demonstracao. Consideremos o elemento

t= [ (z—a)=2" —u.

aGIqu

Sabemos da prova do Lema 4.1.1 item (iv) que o divisor principal de t é (t) = D — ¢* 1 Q.
Logo, vp, ,(t) = vp, ,(D) = 1 para cada P, 3 € supp(D).
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Por outro lado, dt = d(z? — x) = —dz, j& que d(z?7) = 0 pois char(F,) =p >0

com p primo.

Ainda, pelo Lema 4.3 em [2]| temos que (dz) = (29 — 2)Q~. Consequentemente,
(dz) = (dt) = (29 — 2)Quo

Finalmente, do Teorema 2.3.3, do item (i7) da Proposigao 3.3.3 e das passagens acima

concluimos o resultado, pois

CH} = CHqo(D,mQu) = CHy (D, D — mQu + (dt) — (1))
=CH(D,(n+29—2-m)Qx)
= CHn+2g—2—m-

v
Notemos que, para o caso r = 2, esta proposi¢ao é a primeira parte da proposi¢ao

3.5.1. O resto da proposicao vale somente em alguns casos, para isto temos o seguinte

corolario.
Corolario 4.2.1. Seja CH,, um codigo Hermitiano generalizado que possui comprimento
n = q¢*> 1. Entdo

i) CH,, € auto-dual se 2m < n+ 2g — 2.

it) CHy, é auto-ortogonal se 2m =n — 2g — 2, somente se q € uma poténcia de 2.

Demonstracao. Decorre diretamente da Proposicao acima e da definicdo de auto-dual e

auto-ortogonal. v

Agora, observemos os casos triviais para a dimensao dos cédigos Hermitianos

generalizados, cujo raciocinio ¢ analogo ao caso estudado para os cdédigos Hermitianos.

i) Para m < 0, temos que deg(m@),) < 0, donde, £L(mQ) = 0 e, portanto CH,,, = 0.

ii) Param > ¢ 1 +¢* 2 - ¢ ' —2=n+2g9— 2, ouseja, m —n > 2g — 1, temos
que deg(mQ o) > deg(mQo — D) = m —n > 2g — 1. Assim, pelos Teoremas 2.3.1 e
1.5.4, temos que

dim(CH,,) = {(mQw) — {(MmQs — D)
=(m+1-g)—(m-¢""+1-g)

— q2r71 =n

Consequentemente, CH,, = [Fy>. Portanto, resta analizar os codigos Hermitianos

generalizados onde 0 < m < n + 2g — 2.
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Observacao 4.2.1. Notemos que para m > 2g — 1 o Teorema de Riemann-Roch garante
que
l(mQs) = deg(mQu) +1 —g=m+1—g.

Ainda, pelo Corolario 4.1.2, temos que |Hp,(Qs)| =m+1—g.

Proposicao 4.2.2. Suponhamos que 0 < m < n+ 2g — 2, entdo
i) A dimensao de CH,, € dada por

Hm 0o amOSmSn.
e < [H@
n—|Hy(Qx)| paran <m<n+2g—2

onde s =n+2g —2—m.
ii) Para 29 —2 < m < n, entio dim(CH,,) =m+1—g

i) A distancia minima d,, do cédigo CH,, satisfaz d,, > n —m.

Demonstracao. i) Para 0 < m < n, pelo Corolario 2.3.1 temos que
dim(OH)m = g(ono) - |Hm(Qoo)|

Agora, sen < m <n+2g—2es=n+29g—2—m,entdo 0 < s < n o que
implica que dim(CHy) = |H(Q«)|. Por outro lado, pela Proposi¢ao 4.2.1, temos
que CH: = CH,. Assim,

dim(C'H,,) = n — dim(CHZE)
=n — dim(CHj)

ii) Notemos que deg(m@Q+) = m. Logo, se 2g — 2 < deg(m@Q) < n, pelo Corolario
2.3.1, podemos concluir que dim(CH,,) =m+ 1 —g.

iii) A desigualdade d,, > n — m é imediata pelo Teorema 2.3.1. v
Proposicao 4.2.3. Seja d,, a distancia minima do codigo CH,,. Temos:

1

i) Sem=aq""' com0<a<q", entio d,, =n—m.

i) Sem=aq" ' +b( ' +q¢ ) com0<a<qg —q¢ '—q¢2e0<b< ¢!, entio

dy, =n —m.

i) Sem =¢* 1 —q" ' +bcom0<b< ¢ entio d,, =q" .

Demonstracao.
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i) Escolhamos a elementos distintos em Fyr, a saber, oy, ag, ..., a,. Como a aplicagao traco
de Fyr em I, é linear e sobrejetora, entao o divisor canoénico de  — «;, tem exatamente

q" ! zeros distintos P, 5 de grau um em Pgy. Logo,

z:fll(:p—ai),

possui exatamente aq"~* zeros distintos P, 5 de grau um.

Por outro lado, z = 2%+ ...+ ajas ..., com 0 < a < ¢". Assim, pelo Lema 4.1.3,

temos que z € L(m@Q). Consequentemente,

wt(evp(2)) =¢* " —agd"  =n—m.
Isto implica que d,, < n —m. E, pela Proposi¢ao 4.2.2 item (éii), podemos concluir que

dy =n—m.

ii) Fixemos um elemento 0 # v € F; e definamos o conjunto A = {a € F, | p(a) # 7},

onde

1

pla) =o't .+ R N RPN I N s

Temos que |A| > ¢" — ¢"' — ¢""% > a. Logo, podemos escolher a elementos distintos

Q1,Q,...,0, em A. Assim,
a

flzlill(x_au)>

1

possui aq zeros distintos P, 3 € supp(D). Também podemos escolher ¢"~" elementos

distinto 3 € F,-, tais que

r—2

BT+ BT 4+ 8=y T
Assim, para 0 < b < ¢"!, temos que

fQIH(y_B)a

tem b (q" ' + ¢"?) zeros distintos P, g € supp(D). Além disso, pela construgao

r—1 r—2

Bl +B +...+f=vFa,prav=12...bepn=12...a.

Consequentemente,
f=hrel((ad +b(q " +07?)) Q) = L(mQu).

Portanto, f tem aq" '+ b(¢" ' + ¢"~2) = m zeros distintos P, 5 € supp(D). E dal,
wt(evp(f)) = ¢* 1 — m, assim d,, < n — m. Pela Proposi¢ao 4.2.2 item (#ii), podemos

concluir que d,, =n —m.
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iii) Notemos primeiro que n —¢" ' =¢* 1 — ¢ ' =¢"(g—1) e 0<gq—1<q". Logo,

pelo item (i), temos que
dpgr=n—(n—q ")=q¢g "

Por outro lado, da hipétese, temos que m = n — ¢~ ' +0b, 0 < b < ¢"~'. Portanto

m >n — ¢ ~'. Pois, caso contrario,
m<n—q¢  '=n—qg l'+b<n—¢ '=0b<0,
o que seria uma contradicdo. Agora, se n — ¢"~' < m, temos que

dm < dn—qT’1 = qr—l = dm < qr—l‘

Finalmente, lembrando que ¢*""'Q. — D é um divisor principal de grau zero, entao
pelo Corolario 1.3.1, temos que £(¢* 'Q. — D) = 1.

Logo, pelo Corolario 2 em [9], temos que
dym = di(CH,,) > n — deg(mQs) + 72,

onde v, = min{deg(A) | A € Div(GH) e ¢(A) > 2} (Definigao 2.3.3). Ainda, 72 é a
gonalidade usual (ver [12]), isto implica que, 72 = [GH : F,(x)].
r—1

Por outro lado, da prova do Lema 4.1.1, sabemos que [GH : Fyr(z)] = ¢

Consequentemente, d,,, > n —m + ¢"~'. E como por hipétese m < n, temos que
n—m+q ' >q¢ ! portanto
dm Z qr—l7

o que conclui a prova. v

Para concluir este trabalho, estudaremos os casos n < m < n+2g—2 onde podemos

calcular a distancia minima exata do cédigo C'H,,.
Lema 4.2.1. Todo inteiro ndao negativo m tem wma unica representacdo na forma
_ r—1 b r—2
m=aq ~+0bqg ~+c

ondea>0,0<b<qel<c<q 2 Além disso, m € H(Qs) se, somente se, a > b+ cq.

Demonstracio. Suponhamos que a;q¢" ' + b1¢" 2 + ¢ = m = asq" ' + bag" "2 + ¢y, onde

ai,as >0,0<b;,by<qge0<cy, e <q 2 Isto implica que
(a1 — az)q" " + (b1 —ba)q" > = ¢1 — ¢,

ou seja,

q" 2 ((by — ba) + (a1 — az)q) = ¢c1 — ¢
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Portanto ¢"~2|(c; — ¢2), mas 0 < ¢, ¢ < "2 e dai, ¢; = ¢p. Consequentemente,
(CLl — ag)qr_l + (bl — bg)qT_2 =0.

Analogamente, podemos provar que a; = as € by = by, assim a representacao de m é unica.
Finalmente, provemos que m € H(Q) se, somente se, a > b+ cq.

=) Por hipétese m € H((Q,). Entao, do Corolério 4.1.1, temos que
m=iq""' 4+ (qT*2 + q’”*l) +Ek(¢"+1),
ondei>0,0<j<qge0<k<qg 2 Ainda, rescrevendo m, temos que
m=(i+j+kq)g "+ ¢+ k.

Mas ainda, ja mostramos que m tem uma tunica representacao, assim b = j, ¢ = k e
a =1+ b+ cq. Notemos que se a < b+ cq, isto implicaria que a + 7 < a, 0 que seria uma

contradicao, pois ¢ > 0. Assim, a > b+ cq.
<) Sejam = aq" ' +bg" 2 +c,ondea>0,0<b<qgel<c<q 2 Suponhamos
que a > b+ cq, ou seja, a — b — cq > 0. Logo, pelo Lema 4.1.3, temos que
h ="t € L(mQy).

Por outro lado,

Vo (h) = (a—b—cq)vg,, (z) + bug, (y) + cvg.. (2)
=—(a=b—cq)d " =b(q¢ 2 +q") —clg +1)
_ (aqr—l . bqr—l —cq” + bqr—Q + bqr—l +eq” —I—C)
= — (aq“1 +bq" 2+ c)

=—-m
Consequentemente, (h)s, = M@)o, donde m € H(Q)- v

Observagao 4.2.2. Para 0 < m < n+ 2g — 1, definimos m* =n + 29 — 2 — m. Pela
Proposi¢ao 4.2.1, sabemos que C'H,,. € o codigo dual do codigo CH,,.

Além disso, sen <m <n+2g—2 entiom € H(Qs) e 0 <mt <2g—2. Com

efeito, pelo Lema 4.2.1 temos que m tem uma representagdo unica na forma
m=aq ' +b¢" *+c, talquea>0, 0<b<qgel<c<q?

em € H(Qx) se, e somente se, a > b+ cq.



Suponhamos pelo absurdo que m ¢ H(Q), isto €, a < b+ cq. Assim,

n<m=aq ' 4+bs"?+c
<(b+ecq)gd+bg 2+
=bg" g+ b+
< T g+

— qr _'_q2r72 + qrfl 4 qr72.
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Lembrando que para os cédigos Hermitianos generalizados n = ¢*" =1, teriamos que ¢**~* <

¢+ 2 +q" 4¢3, 0 que implicaria " < ¢"+¢*+q+1, o que seria uma contradicao

pois q,r > 3. Consequentemente, m € H(Qu). A prova que 0 < m* < 2g — 2 € ébvia.

Ainda, se m*

é um nimero polo de Qs et € 0 maior nimero polo de Qo tal que

tt < m?, pelo Lema 4.1.3, temos que L(11*Qs) = L(m*Qy), portanto CH,. = CH,,. .

Assim, podemos considerar m, onde m* é um nimero polo de Qu. Logo, nas condicées

do Lema 4.2.1, podemos escrever

1

mt=aq" ' +b¢" 2 +¢c, talque 0<b<gq, 0<c<q¢ % ea>b+cg.

E como m* < 2g — 2, teremos que 0 < b+ cq < ¢"~' — 2. Com efeito,
mJ_ S 29_2 :qr—l <q7"—1 o 1) _27

por outro lado, m* = aq"~' + bg"~% + ¢. Logo,

aqrfl < aqrfl 4 bqer +e< qTfl (qrfl o 1) —92 < qrfl (qrfl o 1) )
Isto implica que a < ¢"~' —2 e, como a > b+ cq, entio b+ cq < ¢ ' —

Observacao 4.2.3. Na prova do Lema 4.2.1, mostramos que o elemento

h = xa—b—cqybzc7

ondea>b+cq, 0<b<q,0<c<q2e0<b+cq<q2—2, éum elemento bdsico de

L(mQ), comm = aq" ™' +bq" %+ c. Por outro lado, o elemento

t = :L,a—b—cq—i-q bzc—l

Y

ondea>b+cqg, 0<b<q 0<c<qg2e0<b+cqg<q 22, também é um elemento

de base de L(mQ). De fato,

(a=b—cqg+q)qd " +b(¢ "+ ) +(c=1) (¢ +1)

— qr+aqr—1 _bqr—l _qu +bqr—1 +bqr—2+cqr tLe— qr _1

— aqr—l +bqr—2+c_ 1

=m-1<m.
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Logo, pelo Lema 4.1.3, obtemos o resultado. Além disso, é fdcil provar que
gobmerrarlyboe qasbcatatlyboe—l g £ Y.
Consequentemente, temos que
{xiyjzk|0§i§a—b—cq+q, 0<j<b, nggc}
¢ uma base de L(mQ), onde m € definido como
m=aq" ' +bq"*+c, talque 0<b<gq, 0<c<q¢?ea>b+cg.

Lema 4.2.2. Sejam t+ = aq"~" + bq" 2 + ¢ nas condicoes do 4.2.1, onde a = b+ cq, e H
a matriz geradora do codigo C'Hy1. Entao, quaisquer a+ 1 colunas de H sdo linearmente

independentes.

Demonstracao. Da Observacao 4.2.3, temos que uma base para

Lt Q) =L ((aq’"fl +bq" 7 + c) QOO)
=L (((b +cq)g Tt 4+ bg" % + c) Qoo)
=L((b(¢ ' +q ) +elg +1)) Q)

é{aiyiF |0<i<q 0<j<b 0<k<c} ouseja,

1 ,.9-2

2 2 q— q—1 ,.q q—1 q
{17':C7y7’1: 7xy7y7"'793 7'1" "7y ’:L‘7Z7’:C y?"‘?xy’

q—1, 2 a q,b.c—1 _b_c
yz,xlyt a2y 2t}

Lembremos que cada coluna da matriz H é da forma z'y/2*(P, 5), onde x'yizF
sao elementos da base de L(t* Q) e P, 5 sdo todos os lugares de grau um distintos de
Q- Por notagao, chamemos u;j;, = z'y/2*. Consideremos agora uma submatriz A de H,
correspondente a escolha de a + 1 colunas distintas de H, reordenando as colunas de A a

partir dos «, temos que

A= (Uz’jk (Passin ) tish (Poypna) o - tigh (Pagsuy, ) »
Usjk (POQ,/BQ,I) ) Uijk (Paz,ﬁz,z) e Uijk (Paz,ﬁz,bQ) y

s Wik (Palﬁm) » Wigk (Palﬁm) 3o Wik (Poélﬁl,bl) >’

onde os «; sao dois a dois distintos, by > by > ... > >1eb +by+...+b=a—+1.

Mostremos agora que os elementos

gy com 0 <k +tig<bi—1, 0<k <ge0<i<l, (4.9)
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sdo elementos bésicos de £(t+Q4 ). Com efeito,

(=1)g " 4k (2 +q )+t + 1) =¢ (= 1+ ki +tig) + kg + t;
S qr—l (Z =+ bz — 2) =+ ]{?iqr_2 —|— tz

Ainda, pela escolha dos b;, temos que b; +¢ — 2 < a para i = 1,2,...,[. Por outro lado,
ki+tig<b—1<a=0b+cq.
Isto implica que, k; < b e t; < c. Logo,

(=10 ki (¢4 +ti(d +1) <ag " + kg 2+t
<aqd"'4+bg" P ce=1tt

E assim, pelo Lema 4.1.3, obtemos os resultado.

Agora, reordenamos os elementos definidos em (4.9) como segue

—1 1 .S1 . -1 T2 82 .
Ly, ...,y z,yz, ooyt xoxy, ..yt Tz ayz, ..,y 22

2 2 2.g-1 .2 .2 2 7353 .
xt xty, .ty xtyz, L oty L
S Ay B -1, -1 ,1-1_ _I-1 -1, r
sy, oyt T ey, ey 2 (4.10)

Mostremos agora que cada parcela definida na expressao (4.10), ou seja,

o Ty Ty Ty T s, ey (4.11)
onde r; + qs; = b; — 1, tem b; elementos, para i = 1,2,...,l. Com efeito, pela definicao
de (4.9), temos que o maximo valor que pode ter r; é ¢ — 1. Por outro lado, podemos

rescrever (4.11) em duas parcelas da forma

1 1y020 t yZO,.fLJ 1y220 xz—lyq—lzo :
z 1,0 i—1, g—1 z 1, 0.2
yZiIZ' yZ,...,.T Yy Zy Yz,
xzflyq71227. ) 'L 1yOZsl i—1 yzsi’ o 7$l*1yCI*1ZSi.

Notemos que a primeira parcela tem ¢ elementos e a segunda parcela tem ¢s; elementos.
Consequentemente, a expressao (4.11) possui ¢ + ¢s; elementos. Lembrando, novamente

que o méaximo valor de r; é ¢ — 1. Entdo, (4.11) contém
q+qs; = (ri+1)+qsi = b,

elementos, para i = 1,2,...,l. E, pela construgao dos b;, podemos concluir que (4.10)
possui a + 1 elementos. Assim, podemos escolher um submatriz B de A de tamanho
(a+1) x (a + 1), definida como segue

B = (U(i—l)kitz‘ (Pahﬁm) y o Uli=1)kst (Palwgl,bl) 1o Uli=1)ksty (Pal,ﬁz,bl>) )
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onde 08 V(i_1)k,1, 530 elementos definidos em (4.10).

Observemos, por exemplo, que B contém uma submatriz de ordem by X b3, a saber,

para 79 + Soq = by — 1, temos

z (Pa3,,33,1> Z (Pa3,,33,2> s Z (Pa3763,b3)
Ty (Pa3,53,1) Ty (Poc37/33,2) s Ty (Pa3763,b3)

BQ,S = myq_l (Pas,ﬁs,l) xyq_l (Pa3,53,2) s qu_l (PCVS“BB,bg)
Tz (Pag’gg’l) Tz (Pa&ﬁw) o Tz (Paa,ﬁ&bg)

xy"? 2% (Pa&g&l) Ty 2% (Pa3,53,2> R T (Pag,g&b:i)

Lembrando que z(P,3) = a e y(Pap) = 5, entdo By g = aDsy 3, onde

1 1 s 1
ﬁS,l 63,2 e 6371)3
D2,3 = gil g; T Bg,zsl
z (Pas,ﬁs,l) Z (Pasﬁsg) T Z (Poé37,33,b3)
§,2le2 (Pa3,53,1> B?T)?QZSQ (PCV3,B3,2) e Bg,zbgsz (Pa3763,b3)

Por outro lado, como z = 297 — y? + 2971y, entdo 2(P, ) = o™ — 9+ a2 3. Assim,
com operacoes elementares entre linhas, temos que a matriz Dj 3 ¢ equivalente a matriz

Dy 3, onde

1 1 e 1

P31 B3,2 e 3.5

- -1 -1 -1

D273 = g,l g,2 T Bg,bg

—B34 —B3 e —Bg,bs
bo— bo— bo—
(=12 (=1)=28% 0 - (=1)263"

Assim, indutivamente, temos que B = [By;], i,j = 1,2,...,l, onde cada B;; sdo

matrizes de ordem b; x b; e cada entrada (u,v) é

1—1 Qu1 u -
aj Pz (Paj,ﬁj,v) ; ur +upq =u — 1.
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Assim, B;; = a}_lDij, onde

1 1 - 1
Bia Bz e B,
Dij = 6;151 5?,51 T 6‘{;:
z (P %'w@j,l) o (P aa’aﬁm) o F (P aa‘rﬁj»bj)
ﬁrleSi (Pajﬁj,l) 5;‘722& (Poéjﬁj,z) T B;fbj 2% (Paijj,bj)

tal que 7; + s;¢ = b; — 1. Além disso, D;; é equivalente & matriz D;; onde

1 1 1
Bia Bjz Bis,
D;; = 5}{]1 ﬂ;{gl ... B}Z,Zjl
.
(_1)3161?1171 (_1)81-51?12*1 . (_1)Siﬂjl'),ib;1

) )

Finalmente, usando o método de eliminacao de Gauss e por indugao, temos que

det(B) = (ri[l det(Dm-)> (E ng) - (r:l[l det(D“-)) (Jri[z u?’) ,

j—1
onde p; = [] (oj — ), com j = 2,3,...,l. Ainda, como os «; sao dois a dois

i=1
distintos para ¢ = 1,2,...,[, temos que p; # 0, para cada j = 2,3,...,l. Por outro lado,

os B;; sao dois a dois distintos para cada ¢ = 1,2,...,[, entao det(D;;) = det(D;;) # 0.

Consequentemente, det(B) # 0. Assim, a + 1 = Posto(B) < Posto(A) < a + 1.

Portanto, quaisquer a + 1 colunas de A sao linearmente independentes. v

Teorema 4.2.1. Paran <m <n+2g — 2, seja t- <m* =n+ 29— 2 o maior inteiro
tal que t+ = aq" ™' + "2 + ¢, como foi definido no Lema 4.2.1, com a > b+ cq. Entdo, a

distancia minima d,, de CH,, cumpre
i) dm=a+2 sea=>b+cq.
it) dpy =a+2sea>b+cq coma=V+cqparab,d €Z, el <b.

i) dyy=a+1sea>b+cq coma=b+dqparall,d €Z, et >b.
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Demonstragio. Pela observacio 4.2.2, sabemos que £(m1 Q) = L(t1Qy). Além disso, a
matriz teste de paridade do cédigo C'H,, é a matriz geradora do codigo dual CH::, mas

das hip6tese e pela Proposigao 4.2.1, temos que CH:- = CH,,. = CH,..

Por outro lado, pela Proposicao 2.1.1, sabemos que a distancia minima de um
codigo é d se, e somente se, na matriz teste de paridade quaisquer d — 1 colunas sao

linearmente independentes e existem d colunas linearmente dependentes.

i) Seja a = b+ cq. Da prova do Lema 4.2.2, temos que uma base para £(t+Q.,) ¢ dada

por

2 2 —1 -2 -1 —1
{17x7y7xaxyay7"'axq 7xq "'7yq 7xq727xq ya"'aqua

q—1,2 a q,b.c—1 _b_c
Yz, yee @t xly’ 2Ty 0

Logo, a matriz teste da paridade do cédigo C'H,, ¢é

297! (Pa B)

)

xq_Q (Pa,ﬁ) Yy (Pa,,B)

H = Y (Pap)
29 (Po,p)
2 (Pa,p)
xqil (Poc,,@) Yy (Poz,ﬂ)

Consideremos agora o conjunto

{P1:PO,,6’I PZGSUPP(D)a i:1727"'aqr_17 Bl#ﬁ] paral#]}

Além disso, do final da Observacao 4.2.2, temos que a +2 < ¢" 1.

Consideremos a submatriz B de H cujas colunas sejam as classes correspondentes a

P, Py, ... P,io. Assim,



L(P)
z (Pr)
y (1)

Y’ (Py)z° (P)

xQ71 (Pa-i-l)
2972 (Poy1) y (Pagr)

yqil (Pa1)
29 (Pat1)
z (Pat1)
28 (Pay1) y (Pay1)

x“ (Pa+1)

yb (Pat1) 2¢ (Pat1)
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Por outro lado, como 2 (P, g) = a, y(Pag) = e 2 = 29Tt — y? 4 2971y, Entao,

z(P;) =0e z(P) = —(B;)" Logo, usando propriedades das matrizes, temos que B

é equivalente a

1 1

B Ba

2 2

1 2
q—1 q—1

1 2
09 9
1 2
_ e+l g+l
1 2

(=Dpr (=1)B;

0 0

1 1
63 e 6a+2
2 DY 2
3 a+2
q—1 q—1
3 e 50,—{-2
q q
M3 U _Ba+2
_patt _ gt
3 a+2

(=165 - (=1)Bse

0 0

Consequentemente, B contém uma submatriz de ordem (a + 1) x (¢ + 1) com

determinante nao nulo, pois os 3; sdo dois a dois distintos. Portanto, o posto de B é

a+1, e dal H possui a + 2 colunas linearmente dependentes. Finalmente, pelo Lema

4.2.2, sabemos que quaisquer a + 1 colunas de H sao linearmente independentes, ou

seja, d, = a + 2.



108

ii) Suponha que a >b+cq, a =V + g e ' < b. Notemos que

bV <b-1
= b/q'r—Z S bqr—Q _ q'r—Z

= b/qr—2 +C, < bqr—Q _ qr—2 + < bqr—Q < bqr—Z +e.

Isto implica que b'q" 2 + ¢ < bg" 2 + c.
Agora, provemos que os elementos y¥ 2¢ onde a = ' +cq < ¢"~'—2, com 0 < b, b < ¢
e 0 <c d < ¢ 2 sido elementos basicos de £L(t1Q,). Com efeito,
b (qr—2 +qr—1> +C(qr+ 1) _ b/qr—2 —|—b’qr_1 +dq 4+
¢ "W +dg)+q 7+
a4l
<aq " by e =1t

Além disso, notemos que a quantidade de elementos desta forma é gg"~2 = ¢" 1.

Como a+2 < ¢"~!, analogamente ao item (i), podemos encontrar uma submatriz B’,
da matriz teste de paridade H de C'H,,, da mesma forma que a matriz B do item ()
que tem posto a + 1. Logo, a matriz H tem a + 2 colunas linearmente dependentes.

Consequentemente,
dp < a+ 2. (4.12)

Finalmente, se definimos
k=n+20-2-V (¢ +q ") —cld +1),

temos que
k,J_ — bl <qr—2 _|_qr—1) +C(qr + 1)’

onde 0 < b+cqg<a=10V+cdq<q—2 Logo, pelo item (i), obtemos que a

distancia minima do cédigo CHy, é dj, = a + 2.

Mas ainda,

kJ_ — b/ (qer _i_qrfl) +C(qT 4 1)
— aqrfl +b/qr72 +C/
<aqg" r4bg" P4+ c=1tt

Assim, se k+ < t*, entdo t < k. Consequentemente, d,, = d; > dj, = a + 2, ou seja,
dy > a+2. (4.13)

Podemos assim concluir, de (4.12) e (4.13) que, d,, = a + 2.
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iii) E analoga a prova do item (i4).

v

Observacgao 4.2.4. Os parametros do codigo C H,, também podem ser calculados utilizando-
se o fato que a curva x dada pela equagao (4.1) é Castle, para resultados sobre isso veja
[10] e [11].

Exemplo 4.2.1. Para q = 2 e r = 3, temos o corpo de fungoes Fg(x,y) definido por
yt 1y oy =a® + a5+ 25 Aplicando o Lema 4.1.1, obtemos que a quantidade de lugares
de grau um é N = 33 e o género g = 6. Ainda, pela Proposicio 4.1.1, concluimos que o

semigrupo de Weierstrass para o divisor polo Qs € H(Qs) = (4,6,9).

Além disso, notemos que os nimeros
{4,6,8,10,12,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,41, 42}

sao numeros polo de Qo que satisfazem as hipoteses das Proposicoes 4.2.2, 4.2.3, e do
Teorema 4.2.1. Assim, podemos calcular os parametros dos codigos CH,, listados na

sequinte tabela.

m [n,k,d] m | [nk,d] m | [nk,d]
4| 322,28] || 24 | [32,19,8] || 35 | [32,29,3]
6 | [32,3,26] || 26 | [32,21,6] || 36 | [32,29.3]
8 | [32,4.24] || 28 | [32,234] || 37 | [32,30,2]
10| [32,6,22] |29 | [32,24,4] || 38 | [32,30,2]
12 | [32,7,20] || 30 | [32,25,4] || 39 | [32,31,2]
16 | [32,11,16] || 31 | [32,26,4] || 40 | [32,31,2]
18| [32,13,14] || 32 | [32,26,4] || 41 | [32,31,2]
20 | [32,15,12] || 33 | [32,27.4] || 42 | [32,31,2]
22 | [32,17,10] || 34 | [32,28,3]

Tabela 1 — Parametros para o codigo C' Hy,.
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