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RESUMO

Esse trabalho é voltado para professores e alunos do ensino médio. O texto destaca a
importancia do conceito de probabilidade no dia a dia e no Enem. Através do uso de
jogos como moedas e dados é proposta uma aula dinamica para introducao ao estudo
probabilidade. Nesse sentido foram desenvolvidos sete grupos de fichas com objetivo
de motivar, conceituar, fixar o conceito e tratar das técnicas que chamaremos aqui de
Contagem, Arvore de Probabilidades, Diagrama e Cadeias de Markov. Palavras-Chave:
Matemética. Probabilidade.



ABSTRACT

This work is aimed at teachers and high school students. The text highlights the im-
portance of the concept of probability in everyday life and in Enem. Through the use
of games as coins and data is proposed for a class dynamic introduction to the study
of probability. Accordingly we have developed seven groups of sheet in order to moti-
vate, conceptualize, establish the concept and techniques that address the chamares here
Counting, Probability Tree Diagram and Markov Chains.

Key-words:Mathematics. Probability.
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INTRODUCAO

Para que serve isso professor? Essa é uma pergunta classica e, geralmente, contestato-
ria dos alunos da educagao bésica para os professores de matematica. Alguns professores
respondem "é para vocé passar de série"outros "é para vocé ser aprovado no vestibu-
lar"ou "para vocé ter mais conhecimentos". A primeira geralmente dada em colégios e
a segunda em cursinho pré-vestibular. Este questionamento é pertinente e, sempre que
possivel, o pofessor deve estar atento e procurar responder de forma que o aluno perceba

a importancia do estudo do conceito e das suas propriedades.

E indiscutivel a importancia do estudo para o enriquecimento cultural do individuo.
Entretanto, uma aula dindmica pode tornar o processo de ensino aprendizagem mais

atraente e significativo.

O objetivo desse trabalho é a elaboracao de atividades usando jogos com dados e
moedas para a introdugao ao estudo de probabilidade. Nesse sentido, o texto traz dois
tipos de fichas: do aluno e do professor. A primeira com proposta de atividades e a
segunda com orientagoes sobre as aplica¢oes das mesmas. Esta proposta torna o aluno

parte ativa do processo ensino aprendizagem.

O trabalho comeca destacando aspectos relevantes associados & presenca do conceito
na vida cotidiana e no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). O capitulo seguinte
contém as fichas, que por sua vez conceituam probabilidade e trabalham as técnicas de
Contagem,a Arvore de Probabilidade, o Diagrama e, associada ao Maxima, as Cadeias de
Markov. Em seguida, discutimos as vantagens de cada técnica de resolucao e resolvemos

o problema do jogo motivador.

Para o entendimento desse trabalho é necessario o conhecimento de analise combi-
natoria, porcentagem, operacoes basicas com ntumeros reais e multiplicacao de matrizes.

Abaixo duas representacoes importantes:

Combinagao de n, p a p



Permutacgao de n elementos, com repeticao de nq, no, ...

|

Prinase. — n:
n 110!

nipnat...

11
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1 A IMPORTANCIA DO CONCEITO DE PROBABILIDADE

Intuitivamente o conceito de probabilidade é utilizado no dia a dia. Muitas pessoas,
por exemplo, tém o habito de olhar para o céu e, pelos tipos de nuvens, estimar se vai

chover ou nao.

Algumas doencas sao influenciadas por fatores hereditarios, outras tém suas chances
de ocorrer baseadas em alguns genes. Um caso bastante divulgado na midia foi o da
atriz "Angelina, de 37 anos, que descobriu ter um ’defeito’ no gene chamado BRCA1. Os
médicos disseram que ela tinha 87% de chances de desenvolver um cancer de mama, e

50% de ter um céncer no ovario."[3]

Em um jogo de par ou impar com as duas maos quem escolher par tem mais chances

de ganhar. Pois sao 61 resultados pares e 60 resultados impares.

Um bom exemplo do uso da probabilidade foi o utilizado na Mega-Sena. Os prémios
vém sempre na casa dos milhoes, entretanto ganhar nao é algo facil. Uma pessoa que faz
uma aposta de 6 nimeros gasta R$2,00 e tem 1 chance em 50.063.860 de ganhar o prémio
méximo (sozinho ou ndo). Para aumentar suas chances para 1 em 238.399, a pessoa
precisa aplicar R$420,00 e jogar 10 ntumeros. O maior valor possivel em uma aposta é de

R$ 10.010,00 para jogar em 15 ntameros e ter 1 chance em 10.003. [§]

Aprender probabilidade permite o posicionamento mais adequado perante questoes do
cotidiano. Mas nao apenas por isso, esse conceito é altamente recorrente em questoes do
Exame Nacional do Ensino Médio (Enem). (Criado em 1998, com o objetivo de avaliar
o desempenho do estudante ao final da educagao basica. Em 2009 passou a ser a ser

utilizado também como mecanismo de sele¢ao para o ingresso no ensino superior).[10]

O exame ¢ uma forma de avaliagdo da educagao bésica e também ¢ "o prin-
cipal meio para o estudante brasileiro conseguir uma vaga numa faculdade
publica, por meio do Sisu (Sistema de Selegao Unificada) que ¢ adotado por
85 universidades, ou uma bolsa de estudos numa faculdade privada, por meio

do Prouni (Programa Universidade para Todos)."[2]
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Abaixo uma questao retirado da prova do ENEM aplicada em 2012.

José, Paulo e Antonio estao jogando dados nao viciados, nos quais, em cada
uma das seis faces, h4 um ntimero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados
simultaneamente. José acredita que, apos jogar seus dados, os ntimeros das
faces voltadas para cima lhe darao uma soma igual a 7. J& Paulo acredita que

sua soma serd igual a 4 e Antdnio acredita que sua soma sera igual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de acertar sua respectiva

soma €
a) Antoénio, ja que sua soma é a maior de todas as escolhidas.

b) José e Antonio, ja que ha 6 possibilidades tanto para a escolha de José
quanto para a escolha de Anténio, e ha apenas 4 possibilidades para a escolha
de Paulo.

c) José e Antoénio, ja que ha 3 possibilidades tanto para a escolha de José
quanto para a escolha de Antonio, e ha apenas 2 possibilidades para a escolha
de Paulo.

d) José, ja que hé 6 possibilidades para formar sua soma, 5 possibilidades para
formar a soma de Antonio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de

Paulo.

e) Paulo, ja que sua soma ¢ a menor de todas.

De acordo com levantamento da Revista Veja [9], 13 das 180 questdes de matemaética
nas provas do ENEM de 2009 a 2012 envolviam o tema probabilidade. O que torna esse

tema o sexto contetido mais cobrado na area de matemaética.

Os Parametros Curriculares Nacionais-Matematica também tratam desse conceito

Com relagao a probabilidade, a principal finalidade é a de que o aluno com-
preenda que grande parte dos acontecimentos do cotidiano sao de natureza
aleatoria e é possivel identificar provaveis resultados desses acontecimentos.
As nocgoes de acaso e incerteza, que se manifestam intuitivamente, podem ser
exploradas na escola, em situagoes nas quais o aluno realiza experimentos e

observa eventos (em espagos equiprovaveis). [12]
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2 DOS OBJETIVOS, ROTEIROS E FICHAS

2.1 Motivagao

2.1.1 Objetivo:

- Despertar o interesse do aluno.

2.1.2 Roteiro:

- Os alunos formam duplas;
- Os alunos jogam e preenchem as fichas;

- O professor preenche sua ficha.

2.1.3 Ficha do aluno:

Vamos brincar?
Jogo 01: Moeda x Dado

i - Jogam duas pessoas, um escolhe moeda e o outro escolhe dado; Cada vez que a

moeda e o dado sao jogados simultaneamente para alto temos um turno;
ii - Se sair 4 caras ou 4 coroas, independente da ordem, a moeda ganha;

iii - Se sair um mesmo nimero 3 vezes em qualquer ordem, o dado ganha.

Esta atividade se divide em trés etapas:
1 - Respondam as perguntas sobre o jogo;
2 - Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo;

3 - Verifique se as respostas dadas inicialmente estao de acordo com os dados anotados



na tabela.

a) Quem vai ganhar?

b) Qual o nimero minimo de turnos pra acabar o jogo?

¢) Qual o ntimero maximo de turnos pra acabar o jogo?

d) E possivel dar empate?

e) Quem tem mais chances de ganhar?

Turno | Face moeda

Face dado

1

2
3
4
5
6
7

2.1.4 Ficha do professor

Turno | Face moeda | Face dado

10

11

12

13

14

15

Nesse momento o professor apenas coleta os dados necessarios para o preenchimento

da tabela abaixo:

Vitoérias moeda

Vitérias dado

Empate

Menor qtd. turnos

Maior qtd. turnos

OBSERVACAO: a resolucio deste exercicio ¢ a ultima atividade.

2.2 Conceituagao

2.2.1 Objetivos:

- Contextualizar historicamente o surgimento do estudo de probabilidade;

- Diferenciar favoritismo de previsao de vencedor;

- Levantar a discussao sobre a importancia de posicionamento perante uma situagao

problema;

- Discutir e definir probabilidades e os conceitos associados.
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2.2.2 Roteiro

- Os alunos especulam, respondem, jogam e anotam os resultados;

- O professor corrige.

2.2.3 Ficha do aluno:

Jogo 02:

i - Jogam 2 pessoas A e B;

ii - Cada vez que o dado é jogado para cima temos um turno;
iii - Se sair nimero primo, A ganha;

iv - Se sair nimero composto B ganha;

v - Se nao sair namero primo ou nimero composto da empate.

Esta atividade se divide em trés etapas:
1 - Respondam as trés perguntas sobre o jogo;
2 - Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo;

3 - Verifique se as respostas dadas inicialmente estao de acordo com os dados escritos

na tabela.
a) Quem vai ganhar?
b) Quem tem mais chances de ganhar?

¢) Algum numero pode representar as chances de vencer de cada jogador? Qual?
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Partidas | A vence | B Vence | Empate
1

O |0 | | O | O k= |W| N

—
]

2.2.4 Ficha do proforessor

Jogo 02:

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada vez que o dado é langado temos um turno;

iii. Se sair namero primo, A ganha;

iv. Se sair nimero composto B ganha;

v. Se nao sair nimero primo ou nimero composto da empate.
a) Quem vai ganhar?

b) Quem tem mais chances de ganhar?

¢) Algum numero pode representar as chances de vencer de cada jogador? Qual?

SOLUCAO:
a) Quem vai ganhar?

Em alguns jogos o resultado é certo, ou seja, antes mesmo do inicio da partida ja se
sabe quem serd o vencedor. Mas esse nao é o caso do jogo de dados proposto, portanto

nao se pode afirma que sera o vencedor. A outra pergunta surge naturalmente:

b) Quem tem mais chances de ganhar?
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Varias pessoas, algumas delas com notavel gosto por jogos, fizeram este questiona-
mento ao longo da historia. Um deles foi Girolamo Cardano (1501-1576), que intencionado
em aumentar suas possibilidades de vitéria escreveu, mas nao publicou, "um pequeno ma-

nual de jogador intitulado ’Liber de ludo aleae’ (O livro dos jogos de azar)"[4].

"Na parte técnica do livro (citado acima), Cardano discutiu equiprobabilidade,
esperanga (o momento correto da aposta a ser feita por um jogador que tem
probabilidade p de ganhar a importancia s), estabeleceu a lei p, = p", que da
a probabilidade de que um evento de probabilidade p ocorrer independente-
mente n sucessivas vezes, achou tabuas de probabilidade para dados e usou a
chamada lei dos grandes nimeros (de modo rudimentar) - questoes em que foi

o pioneiro". [4]

Observe que no jogo 02 temos: trés niumeros primos (2, 3 e 5), dois nimeros compostos
(4 € 6) e o1 que nao é composto nem primo. Podemos apostar que Cardano escolheria
ser o jogador A, que tem mais chances de ganhar, afinal entre os seis resultados possiveis

trés sao favoraveis.
c¢) Algum numero pode representar as chances de vencer de cada jogador? Qual?

A ideia de "chances"de ganhar é associada ao conceito mateméatico chamado de pro-
babilidade.

As bases dessa teoria surgiram de um curioso episdédio contado por DOMINGUES:

"O cenario agora era a Franga, onde o requintado nobre francés Antoine Gam-
baud, o Chevalier de Méré, como Cardano um inveterado jogador estava as
voltas com problemas como: 'Dois jogadores de igual habilidade resolvem in-
terromper o jogo antes do término. Sendo conhecido o nimero de pontos de
cada um até essa altura, em que proporcao devem ser divididas as apostas?’.
Apesar de possuir varias ideias aritméticas sobre o assunto, fruto de sua expe-
riéncia e perspicacia, Gambaud decidiu recorrer ao grande matematico francés
Blaise Pascal (1623-1662). Este se entusiasmou tanto com as questoes que até
iniciou correspondéncias a respeito com seu conterraneo Pierre de Fermat,

resultando desse episodio as bases da moderna teoria das probabilidades". [5]

Intuitivamente no jogo 2 podemos encontras as probabilidades, isto €, os nimeros que
representarao a chance de cada jogador ganhar. O total de resultados possiveis é 6, os

favoraveis a A sao 3, favoraveis a B sao 2 e favoravel ao empate é 1. Assim:
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Probabilidade de A vencer é de 3 em 6, isto é, 3/6 ;
Probabilidade de B vencer é de 2 em 6, isto é, 2/6;

Probabilidade de empate é de 1 em 6, isto ¢, 1/6.

FORMALIZACAO Abaixo definimos conceitos importantes:

Experimentos deterministicos: sao aqueles, que realizados nas mesmas condigoes, pro-

duzem praticamente os mesmos resultados;

Experimentos aleatorios: sao aqueles que repetidas sob mesmas condi¢oes produzem

geralmente resultados diferentes;

Espago amostral: é o conjunto de todos os resultados possiveis, representaremos aqui

por S;
Evento: qualquer subconjunto do espaco amostral;

Probabilidade: é uma fungao que associa a cada evento A um ntimero P(A) de forma

que:

e Para todo evento A, 0 < P(A) < 1;

e Se A e B sao eventos mutuamente excludentes, isto €, eventos que nao podem ocorrer

simultaneamente (AN B = ¢) entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Modelo equiprobabilistico: é um modelo em que cada evento unitario tem a mesma

probabilidade de ocorrer.

Probabilidade de um evento em modelo equiprobabilistico: é a razao entre o niimero

de casos favoraveis ao evento (#A) e o nimero de elementos do espago amostral (#S), ou

seja:
_#4
= 45

De fato, o jogo 2 é um modelo equiprobabilistico pois as chances de ocorrer o 1 é

P(A)

1/6, que é a mesma de sair 2, 3, 4, 5 ou 6. No jogo, podemos identificar dois elementos
importantes: o espago amostral S={1,2,3,4,5,6} e os trés eventos, a saber, A={2,3,5},
B={4,6} e E={1}.
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2.3 Fixando o conceito

2.3.1 Objetivo:

- Fixar o conceito de probabilidade;

- Discutir e definir o conceito de probabilidade do complementar e probabilidade do

vazio;

- Discutir e conceituar probabilidade condicional.

2.3.2 Roteiro:

Jogo 03A:

- Os alunos jogam e anotam os resultados na tabela;

- O professor calcula as probabilidades como exemplo.
Jogo 03B:

- Os alunos jogam e anotam os resultados na tabela;

- Os alunos calculam as probabilidades;

- O professor corrige.

Jogo 03C:

- Os alunos jogam e anotam os resultados na tabela;

"

- Os alunos calculam as probabilidades dos itens "a", "b"e "c¢", depois o professor

corrige;
- O professor faz o item "d"como exemplo;

- Os alunos fazem o item "e", depois o professor corrige.

2.3.3 Ficha do aluno:

Jogo 03A:
i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um ntmero de 1 a 12;
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iii. Um dado normal é lancado duas vezes e os resultados sao somados.
iv. Ganha quem acertou o resultado da soma.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B | Soma | Vencedor
1

O |0 | | O | O | WwW|N

—_
o

Sera que algum valor tem mais chances de sair?

Calcule a probabilidade da soma dar:

f) Um ntmero diferente de 12

g) Um numero diferente de 7

Jogo 03B
i. Jogam 2 pessoas A e B;
ii. Cada jogador escolhe um ntmero entre 1 e 36;

iii. Um dado normal é lancado para cima duas vezes e os resultados sao multiplicados

entao temos uma partida.



iv. Ganha quem acertou o resultado do produto.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B | Produto | Vencedor

1

O [0 || O | O k| W | N

—
]

Sera que algum valor tem mais chances de sair?

Calcule a probabilidade do produto ser:

d) Multiplo de 2 e de 3

e) Multiplo de 4 ou de 5

Jogo 03C:

i. Jogam duas pessoas,

ii. Cada jogador escolhe um niimero de 2 a 6;

iii. Dois dados sao jogados para cima e os resultados sao somados;
iv. Ganha o jogo a pessoa que escolhe um divisor da soma.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

22
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Partida | Aposta A | Aposta B | Soma | Vencedor
1

O |0 | | O | O k= | WwW|N

—_
o

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?

Responda as perguntas abaixo:

a) Por que o namero 1 nao faz parte das opgoes de escolha dos jogadores?
b) O jogo pode dar empate?

c¢) Qual a probabilidade de quem escolheu 5 ganhar?

d) Um jogador escolheu 3, qual a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 47

e) Um jogador escolheu 2, qual a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 57

2.3.4 Ficha do professor:

Jogo 03A: Soma dos dados

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um ntmero de 1 a 12;

iii. Um dado normal é lancado duas vezes e os resultados sao somados.

iv. Ganha quem acertou o resultado da soma. Sera que algum valor tem mais chances

de sair? Calcule a probabilidade da soma dar:
a) 4

b) 9
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f) Um numero diferente de 12

g) Um numero diferente de 7

SOLUCAO: Vamos representar cada partida por pares ordenados (a,b), em que a e
b sdo, respectivamente, os resultados do primeiro do segundo langamentos. Assim, por

exemplo, (3,2) é uma partida em que saiu 3 no primeiro langamento e 2 no segundo.

Consequentemente o espaco amostral S terd os 36 elementos listados abaixo

S = {(17 1)§ (1,2); (173); (1’4); (175)5 (176)§

(27 1)3 (27 2)3 (27 3); (27 4)3 (27 5); (27 6);
(3,1);(3,2);(3,3);(3,4); (3,5); (3,6);
(4,1); (4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);

(5,1); (5,2); (5,3); (5,4); (5,5); (5, 6);
(6,1);(6,2);(6,3); (6,4); (6,5); (6,6)}
Uma maneira mais pratica de é escrever S = {(a,b);a,b=1,2,3,4,5 ou 6}.

a) Soma 4 pode ser obtida de trés elementos de S, (1,3);(3,1) e (2,2). Entao o evento
associado a soma 4 ¢ o subconjunto A = {(1,3);(3,1);(2,2)} que tem 3 elementos. Por-

tanto, a probabilidade é:
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P(A) = 5o = 55 = 0,083

b) Seja B o evento associado & soma 9. Logo B tera 4 elementos: (3,6);(4,5);(5,4) e
(6,3). Portanto:

4 1
P(B) = 5z = 5 =0.111

c) Seja C o evento associado a soma 1. O valor 1 nunca vai aparecer, pois 0 menor soma
possivel é obtido no evento (1,1), sendo assim, o evento ligado a soma 1 é o subconjunto
vazio. Portanto:

P(B) = 3, =0
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FORMALIZACAO: Nesse item aparece uma intuitiva e importante propriedade de
probabilidade:

Se A= ¢ entao P(A) =0.

Em outra palavras, podemos dizer que se um resultado é impossivel de se obter, sua

probabilidade é zero.

d) Seja D o evento associado a soma 7. Logo D = {(1,6);(2,5);(3,4); (4, 3); (5,2); (6,1)}.
Portanto:
6 1
— == =0,167
36 6 ’
e) Seja E o evento associado a soma 12. Logo E=(6,6). Portanto:

P(E) = - = 0,007
36

f) Seja F o evento associado a soma diferente de 12, observe que F é a negagao

do evento E. Assim a probabilidade de F é probabilidade do espago amostral menos a

probabilidade de E.
35

1
PF)=1——=—20,972
(F) 36 36 ’
FORMALIZACAO: Nesse item aparece uma propriedade importante de probabili-
dade:

O conjunto que representa a negacao de um evento A é chamado complementar de A

e representaremos por A’. Consequentemente P(A’) =1 — P(A).

g) Seja G o evento associado a soma diferente de 7. Com uso da propriedade vista no

item anterior, chegamos a:

SUGESTAO: Outra forma de resolver este exercicio ¢ listando os possiveis resultados
como na tabela abaixo. Ela deixa claro quantas vezes cada resultado aparece. E facil
ver, por exemplo, que a soma 8 aparece 5 vezes e, portanto, tem probabilidade 5/36 de

ocorrer.
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+ 1 2 3 4 b 6
T2 B Al B8 T
213|14|5|6|7|8
3|4|]5|6|7|/8([89
4)15[(6|7]18]9]|10
5|67 |8|9]10(11
6| 7|89 101112

Figura 1: Tabela de resultados possiveis.

Jogo 03B: Jogo do produto dos dados

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um niimero entre 1 e 36;

iii. Um dado normal é lancado duas vezes e os resultados sao multiplicados.
iv. Ganha quem acertou o resultado do produto.

Sera que algum valor tem mais chances de sair?

Calcule a probabilidade do produto ser:

d) Multiplo de 2 e de 3.

e) Multiplo de 4 ou de 5.

SOLUCAO:

O processo de escrever ou identificar detalhadamente o espago amostral e o evento
torna o célculo da probabilidade mais trabalhoso. Por isso, sempre que nao houver perda

de sentido, nos preocuparemos apenas com o nimero de elementos desses conjuntos.

Vamos a tabela dos possiveis resultados.
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x 1 2 3 4 65 6
TE1[2] 3] 4]5]6
2124|168 /[10]12
3 (316 |9|12|15)] 18
41418 112]116]120]24
5 (56 |10)1520)|25 | 30
6| 6112|1824 |30 |36

Figura 2: Tabela de resultados possiveis.

a) O resultado 4 aparece 3 vezes: 4x1, 2x2 e 1x4. Como no exercicio anterior temos

36=06x6 possibilidade de pares de resultados. Portanto, a probabilidade é 3—36 = 1—12 =0,083.

b) O resultado 1 aparece 1 vez. Portanto a probabilidade é % =0, 028.

¢) O resultado 21=3x7, ndo aparece, portanto a probabilidade é 0/36 = 0.

d) Para ser multiplo de 2 e de 3 é necessario e suficiente que seja multiplo de 6. Na
tabela temos quatro multiplos de 6: 6 (que aparece 4 vezes), 12 (que aparece que aparece
4 vezes), 18 (que aparece 2 vezes), 24 (que aparece 2 vezes), 30 (que aparece 2 vezes) e 36
(que aparece 1 vez). Portanto temos 4+4-+2-+2=12 casos favoréaveis e, consequentemente,

a probabilidade é % = % =0,417.

e) Sao sete os multiplos de 4: 4 (que aparece 3 vezes), 8 (que aparece 2 vezes), 12
(que aparece 4 vezes), 16 (que aparece 1 vez), 20 (que aparece 2 vezes), 24 (que aparece
2 vezes) e 36 (que aparece 1 vez). Logo h& 3-+2+44+1+42+2+1=15 casos favoraveis. Ja
os multiplos de 5 sao: 5 (que aparece 2 vezes), 10 (que aparece 2 vezes), 15 (que aparece
2), 20 (que aparece 2 vezes), 25 (que aparece 1 vez) e 30 (que aparece 2 vezes). Logo ha
2+2+42-+2+1+2=11 casos favoraveis. Na hora de determinar a quantidade total de casos
favoraveis é preciso levar em consideragao o fato do nimero que é multiplo comum de 4

e 5 (a saber: 20), que aparece 2 vezes. Assim o total de casos favoraveis é 15+11-2=24.

Logo a probabilidade é de % =0,667.
FORMALIZACAO:

Se A e B sao dois eventos entao P(A|JB) = P(A) + P(B) — P(A( B)

Jogo 03C: Jogo do dado, divide ou nao divide (Soma):
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i. Jogam duas pessoas,

ii. Cada jogador escolhe um ntimero de 2 a 6;

iii. Dois dados sao lancados e os resultados sao somados;

iv. Ganha o jogo a pessoa que escolhe um divisor da soma.

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?

Responda as perguntas abaixo:

a) Por que o niamero 1 nao faz parte das opgoes de escolha dos jogadores?
b) O jogo pode dar empate?

c) Qual é a probabilidade de quem escolheu 5 ganhar?

d) Um jogador escolheu 3, qual é a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 47

e) Um jogador escolheu 2, qual é a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 57

SOLUCAO:

a) O namero 1 é divisor de qualquer numero, assim quem escolhesse o 1 seria vencedor

independente do resultado da soma. Por isso ele nao faz parte das opgoes.

b) Sim. Suponhamos que um dos jogadores escolha o nimero 2 e outro o nimero 3, se
o resultado da soma for 6, por exemplo, os dois jogadores acertaram o divisor e, portanto,

0 jogo empata.

c) A probabilidade de vitoria depende dos possiveis resultados de soma. Por isso

vamos usar novamente a tabela para a soma dos resultados da dois dados



29

+. .41 2 & 4 5 @
11.2(3 ]| 4158 |7
2(3(4|5)|6(7|8
314[(5|6]|7(8]9
415|167 (8]9]10
516 (7 8]9[10]11
6| 7(8]|9]10[{11]12

Figura 3: Tabela de resultados possiveis.

Entre as somas ha dois multiplos de 5: 5 (que aparece 4 vezes) e 10 (que aparece 3
vezes). A probabilidade de quem escolheu 5 ganhar é a mesma de sair um multiplo de 5,
443 _

ou seja, 55= = % =0,194.

d) As probabilidades calculadas até agora foram a priori, isto é, foram calculadas
antes que a experiéncia se realizasse efetivamente. Por exemplo, a probabilidade a priori

de um dado nao viciado exibir um resultado primo é de 3/6.

Suponhamos que alguém informe que o resultado apés o langamento do dado nao foi
4, entao a probabilidade de dar um ntmero primo passa a ser 3/5, pois o espago amostral
mudou. Esse é um exemplo de probabilidade a posterior: ou probabilidade condicional.

Adaptado de [4]. Visto isso, vamos aos calculos.

E certo que o nimero 4 apareceu em um dos langamentos, os casos que isso acontece

sao 11, a saber:

5=4+1; 6=4+2; T—4+3; 8=4-+4; 9=4+5; 10=4+6; 5=1+4; 6-2+4; 7—3+4; 9—5+4;
10—6-+4.

Mas apenas quatro delas (6=2-+4;6=4+2;9=4+45 e 9=5+4) sdo multiplos de 3. Por-
tanto, a probabilidade é % =0, 364.

e) Analogo ao item anterior encontramos 11 casos em que o nimero 5 é uma das parce-
las da soma. Destes cinco (6=5+2;8=5+3;10=5+5;6=1+5;8=3-+5) sdo pares. Portanto,
a probabilidade é 1—51 = 0,455.
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2.4 Contagem

2.4.1 Objetivo:

- Desenvolver técnicas de resolucao de problemas de probabilidade utilizando conta-

gem.

2.4.2 Roteiro:

Jogo 04A:

- Os alunos jogam e anotam os resultados na tabela;

- O professor calcula as probabilidades dos itens a, b e ¢ como exemplo;
- Os alunos fazem os itens d, e e f, depois o professor corrige.

Jogo 04B:

- Os alunos jogam e anotam os resultados na tabela;

- O professor calcula as probabilidades dos itens a e b como exemplo;

- Os alunos fazem os itens c, d e e, depois o professor corrige.

2.4.3 Ficha do aluno:

Jogo 4A: Quantas caras?

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um niimero de 0 a 5;

iii. Cinco moedas sao jogadas simultaneamente para o alto, entdao temos uma partida.
iv. Ganha o jogador que acertar o ntimero de caras que sair na partida.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:



Partida | Aposta A | Aposta B | Resultado

Vencedor

1

O |0 | | O | Ok | W| N

—
]

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?
Qual a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:

a) 07 b)1? ¢)2? d)3? e)4? f)5?

Jogo 4B: Quantos repetidos?

i. Jogam 2 pessoas A e B;

31

ii. Cada jogador escolhe um resultado: zero repeticao, 1 par, 2 pares, 1 trinca ou 1

quadra;

iii. Quatro dados sao jogados simultaneamente para o alto, entao temos uma partida.

iv. Ganha o jogador que acertar o resultado da partida.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:



Partida | Aposta A | Aposta B | Resultado

Vencedor

1

O |0 | | O | Ok | W| N

—
]

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?
Qual a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:
a) 1 par?

b) 2 pares?

c¢) 1 trinca?

d) 1 quadra?

e) Zero repetigao?

2.4.4 Ficha do professor:

Jogo 04A: Quantas caras?
i. Jogam 2 pessoas A e B;
ii. Cada jogador escolhe um niimero de 0 a 5;

iii. Cinco moedas sao lancadas simultaneamente.

iv. Ganha o jogador que acertar niimeros de caras que sair.

Qual ¢ a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:
a) 07 b) 1?7 ¢)2? d)3? e)4? f)5?

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?

32
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SOLUCAO:

E facil ver que esse modelo é equiprobabilistico quando consideramos S={(a,b,c,d,e);a,b,c,d,e
= cara ou coroa}. Assim, por exemplo, {(k,k,c,c,k)} e {(c,¢c,¢c,¢c,c), (k,k, k, Kk, k)}, em

que k é cara e c coroa, sao eventos.

Para cada moeda temos 2 possibilidades de resultados (cara ou coroa), como sao 5
moedas segue que o espaco amostral tem 2° = 32 elementos. Existe apenas 1 combinacao
onde teremos zero caras (quando todos os resultados sao coroas). Portanto, a probabili-
dade é:

1
— =0,031
32

b) Um resultado favoravel é, por exemplo, kcece. Podemos permutar os elementos

desse resultado, assim teremos P2 = 5 resultados favoraveis e a probabilidade sera:
5
— =0,156
32
¢) Um resultado favoravel é, por exemplo, kkcce. Podemos permutar os elementos

. 2.3 A . o1 2
desse resultado, assim teremos P, = 10 resultados favoraveis e a probabilidade sera:

10 5
— = 0,312
3216 07

d) Um resultado favoravel é, por exemplo, kkkcc. Podemos permutar os elementos

. 3,2 L. oy ,
desse resultado, assim teremos P;“10 resultados favoraveis e a probabilidade seré:

10 5
— = ~0,312
3216 07

e) Um resultado favoravel é, por exemplo, kkkkc. Podemos permutar os elementos

desse resultado, assim teremos Ps = 5 resultados favoréveis e a probabilidade sera:

5
— =0,156
32 ’

f) Existe apenas 1 combinagao onde teremos 5 caras. Portanto, a probabilidade é:

1
— >~0,031
25 =003

Podemos entao concluir que quem escolher 2 ou 3 tem mais chances de ganhar.
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Jogo 04B: Quantos repetidos? (Adaptado de [4].)
i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um resultado: zero repeticao, 1 par, 2 pares, 1 trinca ou 1

quadra;
iii. Quatro dados sao langados simultaneamente.
iv. Ganha o jogador que acertar o resultado.
Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?
Qual é a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:
a) 1 par?
b) 2 pares?
c) 1 trinca?
d) 1 quadra?

e) Zero repeticao?

SOLUCAO:

a) Cada dado tem 6 resultados possiveis, como sao 4 dados langados, o espa¢o amostral
tem 6* = 1296 possibilidades. Vamos ao evento: sao Cs; = 6 maneiras de formar o par
e C52 = 10 maneiras de sair niumeros distintos, que permutados geram Cg; - C55 - P} =

6-10-12 = 720. Portanto a probabilidade é:

720 5
1296 o %
b) Sao Cgo = 15 modos de formar dois pares, que permutados geram Cg o - Pf 2 =

15 -6 = 90. Assim a probabilidade é:

90 15 bt
— = — = —2=0,069
1296 216 72
Observagao: um erro comum nesse tipo de exercicio é contar dobrado, com o seguinte
raciocinio: ha 6 modos de escolher o primeiro par e 5 modos de escolher o segundo par, que

permutados geram 6 -5 - P42 2 = 30-6 = 180. O erro consiste no fato que este pensamento

torna um par de 5 e um par de 2 diferente de um par de 2 e um par de 5.
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c) Sao Cg 1 = 6 formas de sair 3 repetidos e C5 1 = 5 formas de sair o ntimero distinto,

que permutados geram Cg1 - Cs - Py = 6-5-4 = 120. Assim a probabilidade é:

120 5
— = —=0,093
1296 54 ’
Observagao: um erro que pode acontecer nesse tipo de questao é contar casos a menos
com o seguinte raciocinio: h& Cgo de "escolher"os dois nimeros que irao aparecer, que

permutando geram Cg o - Pj = 15-4 = 60. Neste caso o erro consiste em considerar como
iguais os resultados (1,1,1,2) e (2,2,2/1).

Outra solucao: ha Cs o de "escolher"os dois niimeros que irao aparecer e Cy; modos
de escolher, entre os numeros que aparecem, qual formaré trinca, permutando temos

Cea-Cay - P} =15-2-4 =120. Portanto a probabilidade ¢

120 5
1206~ 54 V93

d) Existem 6 quadras possiveis, assim a probabilidade é:

6 1
1296 ~ 216 200

e) Sao Cg4 = 15 formas de escolher os 4 resultados distintos, que permutados geram
Cea - Py = 1524 = 360. Portanto a probabilidade é:

360 10 5
1296 36 18 2™

2.5 Arvores de probabilidades
2.5.1 Objetivo:

- Discutir probabilidade em modelos nao equiprobabilisticos;

- Desenvolver técnicas de resolucao de problemas de probabilidade utilizando arvore
de probabilidades.

2.5.2 Roteiro:

Jogo 05A:

- O professor calcula as probabilidades como exemplo (é importante destacar que os

expoentes que aparecem estao associados a nimero de vezes que cada face saiu).
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Jogo 05B:

- Os alunos calculam as probabilidades;
- O professor corrige.

Jogo 05C:

- Os alunos calculam as probabilidades;

- O professor corrige.

2.5.3 Ficha do aluno:

Nem sempre os modelos considerados sao equiprobabilisticos. Veja os exemplos a

seguir.

Jogo 05A: O jogo agora é tedrico, ganha quem acertar mais perguntas.

Uma moeda ¢é viciada de tal forma que sair cara é duas vezes mais provavel que sair

coroa. Responda:
a) Qual a probabilidade de cara ganhar em cada langamento?
b) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no segundo langamento?
¢) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no terceiro langamento?
d) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 37

e) Qual a probabilidade de coroa vencer uma melhor de 37.

Jogo 05B: Sobre uma melhor de 5 com a moeda do exercicio anterior, responda:
a) Qual a probabilidade de cara vencer no terceiro langamento?

b) Qual a probabilidade de cara vencer no quarto lan¢camento?

¢) Qual a probabilidade de cara vencer no quinto langamento?

d) Qual a probabilidade de cara vencer o jogo?

Jogo 05C: Melhor de trés no cara ou coroa, onde cara tem probabilidade p e coroa
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tem probabilidade q=1-p, qual a probabilidade de cara ganhar?
2.5.4 Ficha do professor:

Jogo 05A: O jogo é tedrico. Ganha quem acertar mais perguntas.

Uma moeda ¢é viciada de tal forma que sair cara é duas vezes mais provavel que sair

coroa. Responda:
a) Qual é a probabilidade de cara ganhar em cada langamento?
b) Qual é a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no segundo langamento?
¢) Qual é a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no terceiro langamento?
d) Qual é a probabilidade de cara vencer uma melhor de 37

e) Qual é a probabilidade de coroa vencer uma melhor de 37.

SOLUCAO:

a) Da defini¢ao de probabilidade temos que a probabilidade de cara P(K) mais a
probabilidade de coroa P(C) é igual a 1. Do enunciado temos: P(K) = 2- P(C) Assim:

P(K)+P(C)=2-P(C)+P(C)=3-P(C)=1
Logo, P(C)=1/3e P(K)=2/3

Para responder as demais perguntas deste problema usaremos o recurso da arvore de
possibilidades, que consiste em puxar um galho para cada resultado possivel até que o

jogo chegue ao fim. Veja a construcao abaixo, onde K é cara e C' coroa.

Figura 4: Arvore de possibilidades.
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b) Temos apenas um galho que leva a vitoria de cara no segundo langamento, kk (duas
vitorias seguidas de cara). Agora basta multiplicar as probabilidades que aparecem nesse
galho:

4
= —-=0,444
9 Y

[GVR
Wl o

c¢) Temos dois galhos que levam a vitoria de cara no terceiro langamento, kck ou ckk.
Para calcular a probabilidade desse caso multiplicamos as probabilidade de cada galho e

depois somamos os resultados

d) Cara pode ganhar no segundo ou no terceiro langamento com os seguintes caminhos:

kk, kck ou ckk. Assim a probabilidade serd a soma das probabilidades de cada galho:

1 1+21 1+121
3 3 3 3 3
I 2 1V 2 (1Y
3 3 3 3 3

7

— =(,259

27 ’

Observagao: Os expoentes de 2/3 e 1/3 representam o nimero de vezes que, respec-

tivamente, saiu cara e coroa em cada galho. Por exemplo: no galho em que cara vence



no terceiro turno (kck e ckk) as probabilidades sao, respectivamente, = - = - £ =z (—)2 e

% . % . % = % . (%)2 Fique atento nas atividades seguintes porque esta propriedade pode

ser nutil.

Jogo 05B: Sobre uma melhor de 5 com a moeda do exercicio anterior, responda:
a) Qual é a probabilidade de cara vencer no terceiro langamento?

b) Qual é a probabilidade de cara vencer no quarto lan¢amento?

c¢) Qual é a probabilidade de cara vencer no quinto langamento?

d) Qual ¢ a probabilidade de cara vencer o jogo?

SOLUCAO:

Resolveremos pela arvore de probabilidades, que é uma construcao trabalhosa por

serem varios lancamentos.

= 2/3 (<O
2/3 (<
ol o rn®
1/3 ( : > —
2/3 (I 2/3 QO
I 1/3
s — 0.
2/3 GO
> CNB rn®
2/3 1/3
2/3 ®—[: 2/3 QO
> 1/3 /8 c I 1/3 1/3
2/3 vy
1/3‘—@—‘:2/3 /3 (© N

Figura 5: Arvore de possibilidades.
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Os circulos com cinza no fundo representam o fim de jogo. Obviamente os circulos

cinza com a letra k representam a vitoria de cara, assim os galhos favoraveis e suas

respectivas probabilidade sao:

a) kkk -1 galho pra vencer no terceiro langamento

2.2 2_(2)'_ 8 L0
B 27

VR
GV )
~
w
W
+
VR
Wl o
~_
w
W
+
N
wl o
~_
w
Wl =

3 2y’ 1 _ 3o 0,296
3) 3 21 7
c) kkeck, kckek, keckk, ckkek, ckekk, cckkk - 6 possibilidade de vitéria no quinto

lan¢camento

2\* /1\?* 16
6-(2) - (=) == =0,198
(5) (5) =t =»

d) Portanto a probabilidade de cara vencer é:

8 8 16 64
A T

Jogo 05C: Mais um jogo tedrico.

Melhor de trés no cara ou coroa, onde cara tem probabilidade p e coroa tem probabi-

lidade q=1-p, qual a probabilidade de cara ganhar?

SOLUCAO:
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A arvore de possibilidades desse problema é bem simples de se construir.

p —1O
|—>(:)—| p —0O
P q”©—|
—
a . p —(©
-(© 7|< a—(©
g_>©

Figura 6: Arvore de possibilidades.

Os galhos que levam a vitoria de cara sao: kk, kck e ckk. Assim a probabilidade de cara
ganhar no segundo lancamento ¢ p-p = p? e no terceiro lancamento é p-q-p+q-p-p = 2p*-q.

Portanto p? + 2p? - ¢ representa as chances de cara vencer.

2.6 Diagrama
2.6.1 Objetivo:

- Desenvolver técnicas de resolucao de problemas de probabilidade utilizando dia-

grama.

2.6.2 Roteiro:

Jogo 06A:

- O professor calcula as probabilidades como exemplo.
Jogo 06B:

- Os alunos calculam as probabilidades

- O professor corrige.

2.6.3 Ficha do aluno:

Jogo 06A: Melhor de sete no cara ou coroa, onde cara tem probabilidade p e coroa

tem probabilidade q, qual a probabilidade de cara ganhar?
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Jogo 06B: Jogo cara ou coroa com diferenca de trés, em que a probabilidade em cada
lancamento de dar cara é p e coroa é q. O jogo acaba com vitoria de cara se este abrir 3
pontos de vantagem, com vitoria de coroa se este abrir 3 pontos de vantagem ou empatado

se nao for conseguida diferenca de 3 em 10 langamentos. Qual a probabilidade de cara

vencer? E dar empate?

2.6.4 Ficha do professor:

Jogo 06A: Considere uma melhor de sete no cara ou coroa, em que cada lancamento

tem probabilidade p de sair cara e probabilidade ¢ = 1 — p de sair coroa, quais as chances

de cara ganhar?

SOLUGAO:

Este problema pode resolvido pela arvore de possibilidades, entretanto seria muito
trabalhoso por isso faremos diferente.

Utilizaremos o procedimento que chamaremos de método do diagrama. Vamos la:
primeiro construiremos uma tabela onde anotaremos as quantidades de possibilidades de
placar a cada lancamento.

0 1 2 3 4 Pontos cara

H A 2 3 4 4
Cara Vence

6 10 10

ha
-
[*%)

10 20 20

fad
—
-

1 | 4 10 | 20

.

Coroa Vence

EDJOD S0JUD4

Figura 7: Diagramas de possibilidades.

Os significados dos valores dessa tabela nao sao dificeis de entender. Representaremos
o placar por um par ordenado (k,c), onde k sdo os pontos de cara e ¢ os pontos de coroa.

As células cinzas sao para placares de fim de jogo. Exemplificando, temos:

O valor 1 da coluna 1 e linha zero indica que existe 1 modo do jogo ficar (1,0), que é

sair cara no primeiro langamento.
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O valor 1 da coluna 2 e linha zero indica que existe 1 modo do jogo ficar (2,0), que é

sair cara nos dois primeiros lan¢camentos.

O valor 2 da coluna 1 e linha 1 indica que existe 2 modos do jogo ficar (1,1), que é
sair cara no primeiro lancamento e depois coroa ou sair coroa no primeiro lancamento e

cara no segundo.

O valor 3 da coluna 2 e linha 1 indica que existe 3 modos do jogo ficar (2,1), pois
pode-se chegar a esse placar de dois modos: resultado anterior era (2,0) e coroa ganhou
ou o resultado era (1,1) e cara ganhou. Como existe 1 maneira de chegar em (2,0) e 2

maneiras de chegar em (1,1), teremos 1+2=3 maneiras de chegar em (2,1).

O valor 10 do placar (3,2) origina-se das 4 possibilidades de chegar em (3,1) e depois

coroa ganhar somadas com 6 possibilidades de chegar em (2,2) e cara ganhar.

O valor 10 do placar (4,2) origina-se dos 10 possibilidades do placar (3,2) seguidas de
uma vitoria de cara. De modo analogo, o valor 20 do placar (3,4) se origina das 20 pos-
sibilidades do placar (3,3) seguidas da vitoria de coroa. Para saber quantos langamentos
foram feitos basta somar os pontos, por exemplo: até o placar (3,1) foram feitos 3-+1=4

langamentos e para o placar (3,4) foram feitos 3+4=7 langamentos.

Agora, entendida a tabela, é possivel calcular a probabilidade de qualquer placar.
Vamos calcular, por exemplo, a probabilidade do placar (2,3): pela tabela existem 10
maneiras de chegar a esse placar e em cada uma delas, como observado na atividade 5.3,
os expoentes da probabilidade de cara e de coroa serao os nimero de vezes que esses
resultados sairam, ou seja, a probabilidade desse placar ¢ 10p?¢®. Outro exemplo é 4p® q

que é a probabilidade do placar (3,1).

Cara pode ganhar o jogo com os placares de (4,0), (4,1), (4,2) ou (4,3), que tem as
respectivas probabilidades de 1p?, 4p*q, 10p*q® e 20p*¢®. Somando as chances de cara,
chega-se a:

p* +4p'q + 10p'g* + 20p'q?

Observacao: este método nada mais é que uma adaptagao do famoso tridngulo de

Pascal. Veja: ao tomar no diagrama a diagonal com que tem os valores 1, 3, 3 e 1, na

3 3 3 3
verdade temos a quarta linha do triangulo ( ) , ( ) , ( ) e ( ) .
0 1 2 3

Jogo 06B: Jogo cara ou coroa com ’diferenga de trés’, em que a probabilidade em cada
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lancamento de dar cara é p e coroa é ¢ =1 —¢q. O jogo acaba com vitéria de cara se este
abrir 3 pontos de vantagem, com vitoria de coroa se este abrir 3 pontos de vantagem ou
empatado se nao for conseguida diferenca de 3 em 10 lancamentos. Qual a probabilidade

de cara vencer? E dar empate? Adaptado de [11]

SOLUCAO:

Pelo método do diagrama.

0 1 2 3 4 ] 6 Pontos cara

ol 1 1 1 1 Cara Vence

4 3 g9 27 a4 a1 81
5 9 27 a1 162
-3
B Coroa Vence 27 81 (,;\Q'b
&5

BOI0D SO0JUDH

Figura 8: Diagrama de possibilidades.

Cara pode ganhar com os placares (3,0), (4,1), (5,2) ou (6,3), que tem as respectivas
probabilidades 1p?, 3p*q, 9p°¢® e 27p%¢3. Portanto 1p? + 3p*q + 9p°¢® + 27p°¢> representa
as chances de cara vencer. Trés resultados levam ao empate, (6,4), (5,5) e (4,6), que
tem, respectivamente, as probabilidades de 81p%¢*, 162p°¢°e81p*¢®. Portanto 81pSq* +
162p°¢® + 81p*q® representa as chances de empate.
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2.7 Cadeias de Markov
2.7.1 Objetivo:
- Desenvolver técnicas de resolugao de problemas de probabilidade utilizando cadeias

de Markov;

- Mostrar a utilizagao de Sistemas de Computagao Algébrica na resolugao de proble-

mas de probabilidade.

2.7.2 Roteiro:

Jogo 07A:

- O professor calcula as probabilidades como exemplo.
Jogo 07B:

- Os alunos calculam as probabilidades;

- O professor corrige.

Jogo 07C:

- Os alunos calculam as probabilidades;

- O professor corrige.

2.7.3 Ficha do aluno:

Jogo 07A: Sobre uma méquina de lancar moedas sabe-se que a face voltada para cima
tem 70% de chances de ser o resultado apos o lancamento e que, apds ser jogada para
cima, a moeda volta posicao de lancamento. Em outras palavras, o resultado de um
langamento é face voltada para cima do seguinte (por exemplo: se o resultado do primeiro

langamento for cara, o segundo tera cara na face voltada pra cima).

Dessa vez o jogo funciona assim: o jogador fala o lancamento e o resultado que vai

dar, por exemplo: cara no quinto lancamento.

a) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em cara no terceiro langa-

mento, se 0 jogo comegar com a face coroa voltada para cima?

b)Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade de vencer o jogador que

aposta em cara no décimo lancamento? E no centésimo?
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Jogo 07B: Sobre uma maquina de lancar dados nao viciados sabe-se que a face voltada
para cima tem 50% de chances de ser o resultado apés o lancamento; as faces laterais tém
as mesmas chances de ocorrer; a face inferior tem 20% de sair; que o jogo comega com 1
na face superior e que, apés ser jogada para o alto, o dado volta posi¢ao de lancamento.

Novamente o jogo consiste em se falar o lancamento e o resultado.
a) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 2 no terceiro langamento?
b) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 3 no décimo langamento?
c¢) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 1 no centésimo langamento?

d) Qual jogada tem mais chances de ganhar?

Jogo 07C: Uma moeda viciada de tal modo que, independente da face que esteja

voltada pra cima na hora do lancamento, a probabilidade de sair cara ¢ de 70%. Calcule:

a) Com o jogo comegando por coroa, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro lancamento?

b) Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro lancamento?
c¢) Qual a probabilidade do resultado ser cara no décimo langamento?

d) Qual a probabilidade do resultado ser coroa no centésimo langamento?

2.7.4 Ficha do professor:

Jogo 07A: Sobre uma méquina de lancar moedas sabe-se que a face voltada para cima
no momento do lancamento tem 70% de chances de ser o resultado apds o lancamento
e que, ap0Os ser jogada para cima, a moeda volta posicao de lancamento. Em outras
palavras, o resultado de um lancamento ¢é face voltada para cima no lancamento seguinte
(por exemplo: se o resultado do primeiro langamento for cara, o segundo teré cara na face

voltada pra cima).

Dessa vez o jogo funciona assim: o jogador fala o lancamento e o resultado que vai

dar, por exemplo: cara no quinto lancamento.

a) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em cara no terceiro langa-

mento, se 0 jogo comegar com a face coroa voltada para cima?
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b) Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade de vencer o jogador que

aposta em cara no décimo lan¢camento? E no centésimo?

SOLUCAO:
1° modo

Este problema poderia ser resolvido com o método da arvore de possibilidade ou do
diagrama, mas o solucionaremos pela processo de Markov (também conhecido como cadeia
de Markov). Que pode ser usado sempre que temos um nimero finito de resultados (ou
estados) e que a probabilidade de um estado pode ser predita unicamente a partir do

estado que o antecede.

Anton, Howard. "Algebra Linear com Aplicacdes, 8 ed."Editora Bookman, 2001,

pagina 391 tras a seguinte defini¢ao:

"Denotamos por 1,2, ...k os k estados possiveis de uma cadeia de Markov.
A probabilidade de o sistema estar no estado i em qualquer observagao se na
observagao anterior imediatamente precedente estava no estado j, é denotada
por p;; e ¢ chamada probabilidade de transicao do estado j ao estado i. A

matriz P = [p;;| é chamada a matriz da transicao da cadeia de Markov".

Temos dois estados possiveis, a saber 1-cara e 2-coroa. Assim teremos a matriz de

transicao:

Estado precedente
1 2

P11 P12] 1

Novo Estado
P21 D221 2

Figura 9: Matriz de transigao.

Pelo informado, a probabilidade de passar de cara para cara e de coroa para coroa é

70%, isto ¢, p11 = pao = 0,7. Ja as chances de mudar de face sao 100% — 70% = 30%),
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assim po = po; = 0,3. Pode-se entao reescrever a matriz de transicao com os devidos

0,7 0,3
pP—=
0,3 0,7

"O wvetor-estado de uma observacao de uma cadeia de Markov com k estados é

valores.

uma matriz coluna X cujo i-ésimo componente x; é a probabilidade do sistema

estar, naquela observagao, no i-ésimo estado." Adaptado de [1].

O vetor estado dessa cadeia tera dois elementos, pois, como dito anteriormente, temos

X, =| "
)

Neste vetor, x; é a probabilidade de cara e x5 é a probabilidade de coroa na observacao

dois estados possiveis.

0
n. Vamos denotar por Xy o vetor-estado da posi¢ao inicial, assim X, = [ ], pois
1

comegarmos com coroa.

A probabilidade de obtermos cara apds o primeiro langamento é

p11-0+p12-1=0,7-04+0,3-1=0,3

e a probabilidade de obtermos coroa ap6s o primeiro lancamento é
Po1-0+pw-1=0,3-04+0,7-1=0,7

. Usando a notagao de matricial temos:

X P, [0,7 0,3] | [o] _ [0,7-0+0,3-1] _ [o,s]
0,3 0,7 1 0,3-0+0,7-1 0,7
Analogamente, para fazer a transi¢ao do vetor-estado X; para o vetor-estado X5 basta

multiplicar X pela matriz de transicao.

0,7 0,3 0,3 0,42
Xy=P-X, = : -
0,3 0,7 0,7 0,58

Finalmente chegamos as probabilidades do terceiro lancamento

0,7 0,3 0,42 0,468
Xg=P X, = : =
0,3 0,7 0,58 0,532

Portanto, a probabilidade de sair cara no terceiro langamento comecando por coroa ¢é
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0,468.

E se pudéssemos fazer estes calculos de maneira mais pratica?

2° modo

Uma ferramenta poderosa para os matematicos ¢ o software gratuito Maxima (recomenda-
se a leitura capitulo 5 da referéncia [6] que, segundo o autor, "tem atividades mais di-
recionadas a reflexao do proprio professor. De forma geral, as sugestoes propostas neste
capitulo tem objetivo de enriquecer o repertério de recursos didaticos do professor"). Esse
programa é um sistema de computagao algébrica (CAS, abreviagdo do termo em inglés
Computer Algebra Systems), isto é, integra recursos numéricos, graficos e simbolicos. Mas,
como todo software, os CAS tém suas limitacoes o que torna indispensavel o conhecimento

matematico do programador.

No apendeice estao as linhas de comando, basta digita-las pressionar SIFTH+ENTER

ap6s o ponto e virgula que elas serao rodadas.

3° modo

Utilizando da cadeia de Markov e a propriedade associativa do produto de matrizes,

podemos calcular as probabilidades do terceiro lancamento da seguinte forma:
X;3=P-Xo=P-P-X;=P-P-P-X,=PX,

E facil perceber que X,, = P" - X, (a prova desta sentenca fica como exercicio para o

leitor).

Usando o Maxima (ou uma calculadora comum e um pouco de paciéncia), chegamos

P =

0,532 0,468
0,468 0,532

¥ — 0,532 0,468 0 | 0,468
’ 0,468 0,532 1 0,532
b) Agora que ja discutimos as cadeias de Markov e um pouco do Maxima, a resolugao

deste item fica mais rapida.
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Para este item usaremos Yy =

] o vetor-estado inicial, jA que o jogo comega com

cara.

10 0,5000524288 0,4999475712 1 0, 5000524288
Yo = P.Y, = . _

0,4999475712 0, 5000524288 | 0 0,4999475712

0,5 0,5 1] _[o5
0,5 0,5 0] |05

Portanto, as probabilidade de cara vencer no décimo e no centésimo sao, respectiva-

Yigo = P .Y, =

mente, 0,4999475712 e 0,5. E importante destacar que o elemento 0,5 da matriz Yo ¢
consequéncia da quantidade de casas decimais usadas (o Maxima permite que este calculo

seja feito com qualquer precisao desejada).

Jogo 07B: Sobre uma maquina de langar dados nao viciados sabe-se que a face voltada
para cima tem 50% de chances de ser o resultado apos o langamento; as faces laterais tém
as mesmas chances de ocorrer; a face inferior tem 20% de sair; que o jogo comega com 1

na face superior e que, apos ser jogada para o alto, o dado volta posi¢ao de lancamento.
Novamente o jogo consiste em se falar o langcamento e o resultado.
a) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 2 no terceiro langamento?
b) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 3 no décimo langamento?

¢) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 1 no centésimo lanca-

mento?

d) Qual jogada tem mais chances de ganhar?

SOLUCAO:

a) Sao 6 estados possiveis (os resultados 1, 2, 3, 4, 5 e 6), sendo assim a matriz P
de transicao tera os seguintes elementos: py; = poo = P33 = Pas = P55 = Pes = 0,5, que

representa a probabilidade do ntimero da face superior se repetir.

Todo dado de seis niimeros bem construido tem a propriedade de que as somas das
faces opostas sao iguais a 7. Quando o 1 estiver na face superior 6 estard na inferior e

vice-versa, logo pg1 = pig = 0,2. Com o0 mesmo raciocinio obtemos pss = pos = pag =
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p3s = 0,2. Para as faces laterais temos que distribuir igualmente a probabilidade de 1-
(0,54+0,2)=0,3. Assim, cada uma das quatro faces laterais tem 0,3/4=0,075 chances de
ocorrer. Tomando o 1 na face superior, por exemplo, os nimeros 2, 3, 4 e 5 estarao na

lateral, entao pa; = p31 = pa1 = ps1 = 0,075. Analogamente,
D12 = P32 = Paz = Pe2 = 0,075

P13 = P23 = P53 = pe3 = 0,075
Dia = P24 = Psa = pea = 0,075
P15 = P35 = pas = Pes = 0,075

P26 = P36 = Pac = Pse = 0,075

Portanto,
0.5 0.075 0.075 0.075 0.075 0.2

0.075 0.5 0.075 0.075 0.2 0.075
0.075 0.075 0.5 0.2 0.075 0.075
0.075 0.075 0.2 0.5 0.075 0.075
0.075 0.2 0.075 0.075 0.5 0.075
0.2 0.075 0.075 0.075 0.075 0.5

O vetor-estado sera
X1

X2
xs3
T4

Ts

Te

Em que z; representa a probabilidade da face superior ser o niimero 7. Como o jogo

comeca com o 1 na face superior, o vetor estado inicial sera

o O O O O =



Finalmente podemos a calcular a probabilidade de 2 no terceiro langamento

X;=P-Xo=P-P-X,=P-P-P-X,=P X,
Com o auxilio do Wxmaxima obtemos

0.235625 0.1389375 0.1389375 0.1389375 0.1389375 0.208625
0.1389375 0.235625 0.1389375 0.1389375 0.208625 0.1389375
0.1389375 0.1389375 0.235625  0.208625 0.1389375 0.1389375
0.1389375 0.1389375 0.208625 0.235625 0.1389375 0.1389375
0.1389375 0.208625 0.1389375 0.1389375 0.235625 0.1389375
0.208625 0.1389375 0.1389375 0.1389375 0.1389375 0.235625

P =

0.235625
0.1389375
0.1389375
0.1389375
0.1389375

0.208625

Portanto a probabilidade de 2 no terceiro langamento é 0,1389375.

b) Com a matriz de transigao pronta, o processo fica mais rapido.
X10 - Plo . XO

Novamente com o auxilio do Wxmaxima

0.16751 0.16624 0.16624 0.16624 0.16624 0.16751
0.16624 0.16751 0.16624 0.16624 0.16751 0.16624
0.16624 0.16624 0.16751 0.16751 0.16624 0.16624
0.16624 0.16624 0.16751 0.16751 0.16624 0.16624
0.16624 0.16751 0.16624 0.16624 0.16751 0.16624
0.16751 0.16624 0.16624 0.16624 0.16624 0.16751

PIO

I




Portanto a probabilidade de 3 no décimo langamento ¢, aproximadamente, 0,16624.

0.16751
0.16624
0.16624
0.16624
0.16624
0.16751

I

¢) Novamente usando as cadeias de Markov e o Maxima

X100 = P - Xo

0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667

PIOO ~

XlOO

Portanto a probabilidade de 1 no centécimo lancamento é, aproximadamente, 0,16667.

0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667
0.16667 0.16667

0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667

0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667

0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
0.16667
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d) Pelo visto até aqui, o jogador tem mais chance de ganhar se escolher 1 no primeiro

langamento, que teria 50% de chances. Veja como ficam os dois primeiros vetores-estado

X1

0.5
0.075
0.075
0.075
0.075

0.2
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0.3125
0.11625
0.11625
0.11625
0.11625

0.2225

2
I

Observacao: Em 07A, quantos maior o niimero de lancamentos, mais a probabilidade
de sair cara ou coroa se aproximnam de 50% (assim como em 07B a probabilidade tende
a1/6 =0,1666...). E importante destacar que esse modelo ¢ diferente do caso de uma

moeda viciada. Veja, como exemplo, a atividade a seguir:

Jogo 07C: Uma moeda viciada é tal que, independente da face que esteja voltada para

cima na hora do lancamento, a probabilidade de sair cara é 70%. Calcule:

a) Com o jogo comegando por coroa, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro langamento?

b) Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro langamento?
c¢) Qual a probabilidade do resultado ser cara no décimo langamento?

d) Qual a probabilidade do resultado ser coroa no centésimo langamento?

SOLUCAO:

Se o resultado for cara (ou coroa) em um lan¢amento, a probabilidade de ser cara no

langamentos seguinte é de 70% e coroa é 30%.

Sao dois estados possiveis (1-cara e 2-cora). Logo a matriz de transigao sera do tipo

2x2.
P11 =pi2 = 0,7

P21 = p22 = 0,3

0,7 0,7
P:
[0,3 0,3]
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0
a) Como o jogo comega por coroa Xg = [ ] . Logo
1

0,7 0,7 0 0,7
X,=P Xy= : -
0,3 0,3 1 0,3

0,7 0,7] [o,7 0,7
X, =P X, = : —

10,3 0,3] [0,3] 10,3

(0,7 07] [o7] [o07]
X3:P'X2: . -

103 03] 03] [03)

Portanto a probabilidade é 70%.
Outro modo:
5 0,7 0,7 0 0,7
X3 =P Xy = . —
0,3 0,3] |1 0,3
1
. Logo
0 ]

0,7 0,7 L |07
0,3 0,3 0 0,3

Portanto a probabilidade é 70%, a mesma do jogo comecando por coroa.

b) Como o jogo comega por cara Yy =

Yy =P Y, =

c) Observe que as poténcias da matriz de transigao sao todas iguais a ela mesma, ou
seja, P = P? = P? = ... = P". Consequentemente, o vetor estado do primeiro lancamento

seré igual ao dos demais lancamentos. Algébricamente:

0,7
X1:X2:...:Xn:P'X0:
0,3

0,7
0,3
Portanto, independente da face incial, a probabilidade de cara no décimo langamento é

0,7.

Yi=Yy=...=Y, =P Y, =

Curiosidade: matriz que ao ser multiplicada por si mesma, resulta em si mesma, é
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chamada de matriz indempotente.

d) Com o mesmo raciocinio do item aterior, concluimos que a probabilidade de coroa

no centésimo langamento é 0,3.

2.8 Resolugao Jogo 01
2.8.1 Objetivo:

- Verificar se houve mudanca de posicionamento dos alunos em relacao a tomada de
decisoes;

- Evidenciar e debater as vantagens de cada método de resolucao de problemas de

probabilidade apresentados;

- Mostrar a utilizagao dos métodos na resolugao de um problema mais elaborado.

2.8.2 Roteiro:
- O professor pergunta se os alunos responderiam da mesma maneira as indagagoes
do "Jogo 01";

- O professor discute com os alunos as vantagens e desvantagens de cada método de

resolucao;

- O professor corrige e verifica com os alunos se os dados coletados na ficha do professor

do "jogo 01"batem com os calculos.

2.8.3 Ficha do aluno:

A mesma de 2.1.3.

2.8.4 Ficha do professor:

Apresentamos cinco técnicas de resolugao de problemas de probabilidade, a saber:
bésica (listar os caso favoraveis e totais e depois dividir - 1til para espagos equiprobabi-
listicos, que foi o tipo mais cobrado nas provas do Enem analisadas), contagem, arvore
de probabilidades, método do diagrama e cadeias de Markov. Cada uma delas tem suas

vantagens.

A técnica béasica e de contagem sao extremamente praticas, a primeira quando temos
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uma quantidade tao pequena de elementos que podemos ou precisamos listéa-los. E a
segunda economiza tempo por nao precisar listar os casos favoraveis, ja que trata sé da
quantidade deles. Esse dois métodos pode ser aplicado a praticamente todos os problemas
de probabilidade, mas seu uso mais comum é em problemas que tem apenas um repeticao
como, por exemplo, lancar 5 moedas; lancar 4 dados; langar dois dados e observar o

produto; etc.

Arvore de probabilidades é frequentemente associada a problemas em que um processo
é repetido mais de uma vez com "actumulo de pontos"(como exemplo temos: melhor de
3 no cara ou coroa; cara ou coroa com diferenca de 3; lancar um dado varias vezes e
observar a soma; jogo de ténis; jogo de volei; etc.). E um método, que pelo seu carater
visual, facilita o entendimento. Ele permite calcular a probabilidade em cada etapa do
evento, saber quantidade de caminhos favoréveis e visualizar cada etapa desses caminhos.
A desvantagem da arvore esta na sua construgao que fica demasiadamente trabalhosa se

o nimero de repeticoes do processo for muito grande.

Para problemas em que aparecem muitas repeticoes com actimulo de pontos, o método
do diagrama é bem eficaz. Ele permite o calculo da quantidade de casos favoraveis em cada
etapa e, nao tao facilmente como a arvore, também permite a visualizagao do caminho

percorrido.

Apesar de trabalhoso, o método das cadeias de Markov, é uma saida eficiente para
problemas em que o processo é repetido varias vezes sem que haja "acimulo de pon-
tos" (por exemplo: observar a face da moeda no langamento n; saber o nimero do dado
no langamento n; jogo monodpole; etc.), pois nesses modelos teremos um niumero finito
de estados. Sua eficiéncia fica potencializada quando associada a um software como o

Maxima (para os exercicios que trabalhamos o Excel também poderia ser utilizado).

Esses métodos podem ser associados (ou utilizados problemas de tipos diferentes dos
sugeridos) para resolver problemas mais complexos. Abaixo a resolugdo do problema

apresentado no item 2.1.

Jogo 01: Moeda x Dado
i. Jogam duas pessoas, um escolhe moeda e o outro escolhe dado;

ii. Cada vez que a moeda e o dado sao jogados simultaneamente para alto temos um

turno;
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iii. Se sair 4 caras ou 4 coroas independente da ordem, a moeda ganha;
iv. Se sair um mesmo nimero 3 vezes em qualquer ordem, o dado ganha.

Respondam as perguntas, depois joguem e anote os resultados pra ver se suas respostas

se confirmam.
a) Quem vai ganhar?
b) Qual o nimero minimo de turnos para acabar o jogo?
¢) Qual o niimero maximo de turnos para acabar o jogo?
d) E possivel dar empate?

e) Quem tem mais chances de ganhar?

SOLUCAO:

a) Como ja discutido anteriormente, nao é possivel afirmar quem sera o vencedor, pois

o experimento é aleatorio.

b) Se der cara (ou coroa) nos quatro turnos iniciais, a moeda vence. Mas ha a
possibilidade do jogo acabar se sair um mesmo nimero do dado nos trés primeiros turnos,

portanto o menor niimero de turnos é 3.

¢) Suponhamos que cada namero dado saiu em dois turnos, teremos entao 12 turnos e,
consequentemente, no 13° o jogo acabaria. Mas se cara sair em 3 turnos e coroa também
sair em 3 turnos, teremos entao 6 turnos e, consequentemente, o jogo acabaria no 7° turno,

que é o nimero maximo de turnos.

d) Sim. Por exemplo, suponha no terceiro turno ja terem saido o ntimero 1 duas
vezes e cara 3 vezes, se no quarto turno o resultado for cara na moeda e 1 no dado o jogo

terminara em empate.

e) Agora vamos colocar em pratica o que aprendemos até agora. A disputa propria-
mente dita comeca no 3° turno e acaba no 7° turno, por isso faremos a anélise individual

apenas desse intervalo. Para cada turno temos 12 possibilidades, a saber:

k1,k2, k3, k4, kb5, k6, cl, c2, 3, c4, ch, cb

Em que k e ¢ representam respectivamente cara e coroa e os nimeros sao os da face

superior dado. Assim kb significa que o resultado do turno foi cara e 5.
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Denotaremos por S;, M;, D; e E;, respectivamente, o espacos amostral, os casos favo-
raveis & vitéria da moeda, os casos favoraveis a vitéria do dado e o casos favoraveis ao

empate no turno i.

Os turnos podem ter modelos favoraveis a vitéria do dado, da moeda ou ao empate.
Por exemplo, a sequéncia de resultados (k1,k3,c1,c3,k1) leva a vitoria do dado porque a
face 1 aparece trés vezes. Esse exemplo é um modelo favoravel ao dado em que temos
uma trica e um par de nimeros e, para as faces da moeda, temos um trinca e um par. O
turno que merece destaque é ultimo, pois neste a face vencedora (da moeda, do dado ou

dos dois em caso de empate) deve obrigatoriamente aparecer.

Ha turnos em que o jogo nao acaba. Por exemplo a sequéncia de resultados (k1,c2,k5,c3).

Nesse modelo, nao temos um trinca de nimeros nem uma quadra de faces da moeda.

O calculo de cada probabilidade esta divido nas seguintes fases:

1. Calculo da quantidade de elementos do espago amostral;
2. Calculo da quantidade de eventos favoréaveis ao dado;

(a) Esgotamento e divisdo dos casos favoraveis. Comegando sempre por um exem-
plo seguido de uma descri¢ao desse modelo e, por fim, determinando a quanti-

dade de eventos dele.

(b) Soma dos resultados de cada caso favoravel e exibi¢ao da probabilidade de dado

vencer.
3. Calculo da quantidade de eventos favoraveis 4 moeda;

(a) Esgotamento e divisdo dos casos favoraveis. Comegando sempre por um exem-
plo seguido de uma descrigao desse modelo e, por fim, determinando a quanti-

dade de eventos dele.

(b) Soma dos resultados de cada caso favoravel e exibi¢do da probabilidade de

moeda vencer.
4. Calculo da quantidade de eventos favoraveis ao empate;

(a) Esgotamento e divisdo dos casos favoraveis. Comegando sempre por um exem-
plo seguido de uma descrigao desse modelo e, por fim, determinando a quanti-

dade de eventos dele.

(b) Soma dos resultados de cada caso favoravel e exibi¢ao da probabilidade de

empate.



60

5. Resumo dos resultados encontrados

Agora aos calculos:

3° turno: #9S53 = 123
O caso abaixo esgota todas as possibilidades de vitoria do dado.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao dado é (kl,c1,k1l). Observe que para

o dado temos uma trinca e que para os resultados da moeda nao hé restrigao.

Ha Cg 1 possibilidades para trinca e cada elemento dessa trinca pode estar acompa-
nhado de cara ou coroa de 2° formas. Assim, #D3 = 2% - Cg; = 8 -6 = 48. Nao existe

possibilidade de empate nem de vitéria da moeda, portanto as probabilidades sao:

4
s _1_ 0,02778

P(Ds) = 153 36

P(Ms) = P(E3) =0

4° turno: #S, = 12 = 20.736
Os dois casos abaixo esgota todas as possibilidades de vitoria do dado.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,k1,c2,kl). Observe que
para o dado temos uma trinca e um nimero distinto e para as faces da moeda temos uma

trica e um resultado distinto.
Vamos por etapas:
Cs,1 possibilidades para trinca de nimeros;
(5.1 possibilidades para o ntimero distinto;
(s possibilidades para trinca da moeda;
Permutamos os trés primeiros ntmeros;
Permutamos as quatro faces da moeda.
Assim temos Cg1-Cs1-Coq- Py P =6-5-2-3-4 = 720 casos no modelo do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,c1,c2,k1). Observe que

para os niimeros temos uma trinca e um numero distinto e para as faces da moeda temos
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dois pares.
Vamos por etapas:
Cs.1 possibilidades para trinca de nimeros;
(5.1 possibilidades para o ntimero distinto;
(59 possibilidades para os pares da moeda;
Permutamos os trés primeiros ntmeros;
Permutamos as quatro faces da moeda.

Assim temos Cg; - Csq + Coy - P2 - P42’2 =6-5-1-3-6 = 540 casos no modelo do

exemplo.

Portanto,

720 + 540 1.260 35
= = — = 0,06076
124 20.736 576 ’

P(Dy) =

Os trés casos abaixo esgota todas as possibilidades de vitoria do dado.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,k2). Observe que

para o dado temos dois pares e as faces da moeda sao todas iguais.Vamos por etapas:
Cs 2 possibilidades para os pares de nimeros;
(5,1 possibilidades para as faces da moeda;
Permutamos os quatro nimeros;
Permutamos as trés primeiras faces da moeda.
Assim temos Cgo - Co - Pf’z -P3=15-2-6-1= 80 casos no modelo do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel & moeda é (k1,k1,k2,k3). Observe
que para o dado temos um par e dois nimeros distintos e as faces da moeda sao todas

iguais.Por etapas:
Cs.1 possibilidades para o par de ntimeros;
(52 possibilidades para os ntimeros distintos;
(5,1 possibilidades para as faces da moeda;
Permutamos os quatro nimeros;

Permutamos as trés primeiras faces da moeda.
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Assim temos Cgq1 - Cso-Coy - Pf- Py =6-10-2-12-1 = 1.440 casos no modelo do
exemplo.

Caso 3: Outro exemplo de resultado favoravel & moeda é (k1,k2k3 k4). Observe que
para o dado temos quatro nimeros distintos e as faces da moeda sao todas iguais. Por

etapas:
Cs 4 possibilidades para os ntimeros distintos;
(5,1 possibilidades para as faces da moeda;
Permutamos os quatro nimeros;
Permutamos as trés primeiras faces da moeda.
Assim temos Cg 4 - Coq - Py - P} =15-2-24-1= 720 casos no modelo do exemplo.

Portanto,

B0+ 14M0+720 2310 65
194 20.736 576

P(My) =

O caso listado abaixo esgotam todas as possibilidades de empate.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2 kl1). Observe que
para o dado temos uma trinca e um nimero distinto e as faces da moeda sao todas iguais.

Por etapas:
Cs,1 possibilidades para a trinca de nimeros;
(51 possibilidades para o ntimero distinto;
(1 possibilidades para as faces da moeda;
Permutamos os trés primeiros ntmeros;
Permutamos as trés primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg1-C51-Coq- Py P =6-5-2-3-1 = 180 casos no modelo do exemplo.

Portanto,
180 180 5
P(E,)) =— = = — =0,00868
(Ba) = 357 = 35736 ~ 576 ~
Resumindo os resultados para o 4° turno
1260 35
P(D,) = — =10,06076

T 20.736 576
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2.340 65
P(M,) = — 2 —0.11285
(Ma) 20.736 576
1
80 _ o _ 0, 00868

(B4 = 50736 = 576

5° turno: #S5 = 12° = 248.832
Os dois casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de vitéria do dado.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,c1,k2,k2,c1). Observe que
temos uma trinca e um par de nimeros e para as faces da moeda temos uma trica e um

par.Por etapas:
Cs.1 possibilidades para trinca de nimeros;
(5.1 possibilidades para o par de ntimeros;
(51 possibilidades para trinca da moeda;
Permutamos os quatro primeiros niimeros;

Permutamos as cinco faces de moeda.

Assim temos Cgq - Cs1 - Cay - Rf’2 . Pg”2 =6-5-2-6-10 = 3.600 casos no modelo do

exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,c1,k2,k3,c1). Observe
que para os nimeros temos uma trinca e dois nimeros distintos e para as faces da moeda

temos uma trica e um par. Vamos por etapas:
Cs,1 possibilidades para trinca de nimeros;
(52 possibilidades para os nimeros distintos;
(51 possibilidades para trinca da moeda;
Permutamos os quatro primeiros niimeros;

Permutamos as cinco faces de moeda.

Assim temos Cgq - Cs59 - Ca - P?. PS’Q =6-10-2-12-10 = 14.400 casos no modelo

do exemplo.

Portanto,

3.600 + 14.400 18.000 125
12° 248.832 1728 0,0723

P(Ds) =
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Os trés casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de vitoria da moeda.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,c2 k3). Observe que
para o dado temos dois pares um nimero distinto e as faces da moeda sao quatro de um

tipo e uma de outro. Por etapas:
Cs 2 possibilidades para os pares de niimeros;
(4 possibilidades para o nimero distinto;
(51 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os cinco ntmeros;
Permutamos as quatro primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg o - Cyq - Cop - P52’2 -P}=15-4-2-30-4 = 14.400 casos no modelo do

exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,c3,k4). Observe
que para o dado temos um par e trés nimeros distintos e as faces da moeda sao quatro

de um tipo e uma de outro. Por etapas:
Cs,1 possibilidades para os pares de nimeros;
(52 possibilidades para os ntimeros distintos;
(s, possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os cinco ntmeros;
Permutamos as quatro primeiras faces da moeda.

Assim temos Cgq - Cs4-Coq - P2- P} =6-10-2-60 -4 = 28.800 casos no modelo do

exemplo.

Caso 3: Outro exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k2k3,c4,k5). Observe
que temos cinco nimeros distintos e as faces da moeda sao quatro de um tipo e uma de

outro. Por etapas:
Cs 5 possibilidades para os ntimeros distintos;
(5,1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os cinco ntmeros;

Permutamos as quatro primeiras faces da moeda.
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Assim temos Cg5-Coq - Ps- Py =6-2-120-4 = 5.760 casos no modelo do exemplo.

Portanto,

14.400 + 28.800 - 5.760  48.960 85
P(M;) = — — 7 >, 19676
(M5) 125 248832 432

Os dois casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de empate.

Caso 1: Um exemplo de resultado favorével ao empate é (k1,k1,k2,c2,kl). Observe
que para o dado temos uma trinca e um par de niimeros e as faces da moeda sao quatro

iguais e uma distinta. Por etapas:
Cs.1 possibilidades para a trinca de ntimeros;
(5.1 possibilidades para o par de ntimeros;
(5,1 possibilidades para a face vencedora da moeda;
Permutamos os quatro primeiros nimeros;
Permutamos as quatro primeiras faces da moeda.

Assim temos Cgq - C51 - Ca - ]342’2 P} =6-5-2-6-4 = 1.440 casos no modelo do

exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c3,k1). Observe
que para o dado temos uma trinca e dois ntumeros distintos e as faces da moeda sao quatro

iguais e uma distinta.Por etapas:
Cs.1 possibilidades para a trinca de nimeros;
(52 possibilidades para os ntimeros distintos;
(51 possibilidades para a face vencedora da moeda;
Permutamos os quatro primeiros niimeros;
Permutamos as quatro primeiras faces da moeda.

Assim temos Cgy - Cs9-Coq - P} - PP =6-10-2-12-4 = 5.760 casos no modelo do

exemplo.

Portanto,

1.440 +5.760  7.200 25
P(E:) = — — 7 >0, 02894
(E5) 125 248.832 864
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Resumindo os resultados para o 5° turno

18.000 125
P(D:) = — >~ (), 07234
(Ds) 248832 1728
48.960 85
P(M;) = — 27 >, 19676
(M;) 248832 432
7.200 25
P(E-) — _ >~ (). 02894
(E5) 248832 864

6° turno: #Ss = 126 = 2.985.984
Os dois casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de vitéria do dado.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,k1,k2,c2,c3,cl). Observe
que para os nimeros temos uma trinca, um par e um numero distinto e para as faces da

moeda temos duas trincas. Por etapas:
Cs1 possibilidades para trinca de nameros;
(5.1 possibilidades para o par de ntimeros;
(41 possibilidades para os ntimeros distintos;
1 possibilidade para as faces das moedas;
Permutamos os cinco primeiros ntmeros;

Permutamos as seis faces de moeda.

Assim temos Cgp - Cs1-Cyp-1-Po? P2® =6-5-4-1-30-20 = 72.000 casos no

modelo do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao dado é (k1,k1,k2,c¢3,c4,c1). Observe
que para 0s numeros temos uma trinca e trés nimeros distintos e para as faces da moeda

temos duas trincas. Por etapas:
Cs1 possibilidades para trinca de nameros;
(5 3 possibilidades para os ntimeros distintos;
1 possibilidade para as faces das moedas;
Permutamos os cinco primeiros nimeros;

Permutamos as seis faces de moeda.
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Assim temos Cg 1 - Cs3-1- P2~ P3* =6-10-1-60 - 20 = 72.000 casos no modelo do
exemplo.
Portanto,

P(Dy) = 72.000 +72.000  144.000 125
6/ — 126 T 2.085.984  2.592

=0, 04823

Os quatro casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de vitéria da moeda.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,c2,c3,k3). Observe
que para os numeros temos trés pares e as faces da moeda sao quatro de um tipo e duas

do outro. Por etapas:
Cs 3 possibilidades para os pares de nimeros;
(1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os seis ntimeros;
Permutamos as cinco primeiras faces da moeda.

Assim temos Cyz - Co, - P2>* - P2? = 20-2-90 - 10 = 36.000 casos no modelo do

exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel & moeda é (k1,k1,k2,c2,c3,k4). Observe
que para o dado temos dois pares e dois niimeros distintos e as faces da moeda quatro de

um tipo e duas do outro. Por etapas:
Cs 2 possibilidades para os pares de nimeros;
C4 2 possibilidades para os ntimeros distintos;
(5,1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os seis ntmeros;
Permutamos as cinco primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg o+ Cyo-Ca -]362’2 . Pg”Q =15-6-2-180-10 = 324.000 casos no modelo

do exemplo.

Caso 3: Outro exemplo de resultado favoravel & moeda é (k1,k1,k2,c3,c4,k5). Observe
que para o dado temos um par e quatro nimeros distintos e as faces da moeda sao quatro

de um tipo e duas do outro. Por etapas:
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Cs,1 possibilidades para o par de ntimeros;

(5 4 possibilidades para os ntumeros distintos;

(51 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os seis ntimeros;

Permutamos as cinco primeiras faces da moeda.

Assim temos C1 - Cs4-Cyy - P2~ P2* =6-5-2-360 - 10 = 216.000 casos no modelo

do exemplo.

Caso 4: Outro exemplo de resultado favoravel & moeda é (k1,k2,k3,c4,c5,k6). Observe
que para o dado temos seis niimeros distintos e as faces da moeda sao quatro de um tipo

e duas do outro. Por etapas:
Cs 6 possibilidades para os ntimeros distintos;
(5,1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os seis numeros;
Permutamos as cinco primeiras faces da moeda.
Assim temos Cg - Co1 - Fp - P;”Q =1-2-720-10 = 14.400 casos no modelo do exemplo.

Portanto,

P(M;) = 36.000 + 324.000 4 216.000 + 14.400 _ 590.400 1025
6/ = 126 T 2085984 5184

~ (), 19772

Os dois casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de empate.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c2,c3,k1). Observe
que para o dado temos uma trinca, um par e um nimero distinto e as faces da moeda sao

quatro de um tipo e duas do outro. Por etapas:
Cs,1 possibilidades para a trinca de nimeros;
(5,1 possibilidades para o par de nimeros;
(41 possibilidades para o ntimero distinto;
(51 possibilidades para a face vencedora da moeda;

Permutamos os cinco primeiros niimeros;
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Assim temos Cy - Cs1 - Cyp - Cop - Po? - P2? =6-5-4-2-30- 10 = 72.000 casos no

modelo do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c3,c4,kl). Ob-

serve que para o dado temos uma trinca e trés niimeros distintos e as faces da moeda sao

quatro de um tipo e duas do outro. Por etapas:

Cs,1 possibilidades para a trinca de nimeros;

(5 3 possibilidades para os nimeros distintos;

(1 possibilidades para a face vencedora da moeda;

Permutamos os cinco primeiros nimeros;

Permutamos as cinco primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg - Cs3-Cyy - P2- P2% =6-10-2-60 - 10 = 72.000 casos no modelo

do exemplo.

Portanto,

P(Es) =

72.000 +72.000  144.000 125

126 ~2.985.984  2.592
144.000 125

P(Dg) = — >~ (), 0482

(Ds) 5.085.084  2.500 004823
590.400 1025

P(M;) = — ~0.19772

(Mo) = 5 os5.081 ~ 5182~ 1977
144.000 125

P(Eg) =~ (), 04822

T 2.085.984  2.592

=0, 04823

7° turno: #S; = 127 = 35.831.808

Nesse turno teremos obrigatoriamente quatro faces iguais na moeda, portanto nao a

possibilidade de vitéria do dado. Assim,

P(D;) =0

Os trés casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de vitéria da moeda.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,c2,c3,c3,k4). Observe
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que para o dado temos trés pares e um numero distinto e as faces da moeda sao quatro
de um tipo e trés de outro. Por etapas:

Cs 3 possibilidades para os pares de niimeros;

('3 1 possibilidades para o ntimero distinto;

(1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os sete ntmeros;

Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg3-Cs1Cy - P2>% - Po® = 20-3-2-630-20 = 1.512.000 casos no modelo

do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,¢2,¢3,c4,k5). Ob-
serve que para o dado temos dois pares e trés nimeros distintos e as faces da moeda sao

quatro de um tipo e trés de outro. Por etapas:
Cs 2 possibilidades para os pares de nimeros;
C4 3 possibilidades para o ntimero distinto;
(s, possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os sete ntimeros;
Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos Cgy - Cyg - Cyy - P2? - Py® = 15-4-2-1260 - 20 = 3.024.000 casos no

modelo do exemplo.

Caso 3: Outro exemplo de resultado favoravel a moeda é (k1,k1,k2,c3,c4,c5,k6). Ob-
serve que para o dado temos um par e 5 nimeros distintos e as faces da moeda sao quatro

de um tipo e trés de outro. Por etapas:
Cs.1 possibilidades para o par de ntimeros;
C5 5 possibilidades para o ntimero distinto;
(5,1 possibilidades para as face vencedora da moeda;
Permutamos os sete niimeros;
Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg1 - Cs5-Coq - P?- Pg’g =6-1-2-2520-20 = 604.800 casos no modelo
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do exemplo.

Portanto,

P(M;) = 1.512.000 + 3.024.000 4 604.800  5.140.800  2.975
[ 127 T 35.831.808  20.736

=~ (), 14347

Os trés casos listados abaixo esgotam todas as possibilidades de empate.

Caso 1: Um exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c2,c3,c3,kl). Ob-
serve que para o dado temos uma trinca e dois pares e as faces da moeda sao quatro de

um tipo e trés de outro. Por etapas:
Cs.1 possibilidades para a trinca de ntimeros;
(52 possibilidades para os pares de nimeros;
(51 possibilidades para a face vencedora da moeda;
Permutamos os seis primeiros ntimeros;
Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg 1 - Cs2-Caq ~P62’2’2 . Pg’3 =6-10-2-90-20 = 108.000 casos no modelo

do exemplo.

Caso 2: Outro exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c2,c3,c4,kl).
Observe que para o dado temos uma trinca, um par e dois nimeros distintos e as faces

da moeda sao quatro de um tipo e trés de outro. Por etapas:
Cs 1 possibilidades para a trinca de niimeros;
(51 possibilidades para os pares de nimeros;
(42 possibilidades para os ntimeros distintos;
(51 possibilidades para a face vencedora da moeda;
Permutamos os seis primeiros nimeros;
Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos Cg1 - Cs1 - Cyo-Coy - Pi? - P® =6-5-6-2-180 - 20 = 1.296.000 casos

no modelo do exemplo.

Caso 3: Outro exemplo de resultado favoravel ao empate é (k1,k1,k2,c3,c4,c5,kl).
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Observe que para o dado temos uma trinca e quatro nimeros distintos e as faces da
moeda sao quatro de um tipo e trés de outro. Por etapas:

Cs,1 possibilidades para a trinca de nimeros;

(5 4 possibilidades para os ntumeros distintos;

(1 possibilidades para a face vencedora da moeda;

Permutamos os seis primeiros niameros;

Permutamos as seis primeiras faces da moeda.

Assim temos C1 - Cs4-Cyy - P2+ Po® = 6-5-2-360 - 20 = 432.000 casos no modelo

do exemplo.

Portanto,

216.000 + 1.296.000 + 432.000  1.944.000 125
= = >~ (), 05425
127 35.831.808 2304

P(E;) =

Resumindo os resultados do 7° turno temos

_5.140.800  2.975
~ 35.831.808  20.736
1.944.000 125

P(E-) — — >~ (. 05425
() 35.831.808 2304

P(M;) =~ (), 14347

A tabela abaixo é um resumo dos resultados obtidos.

Turno | Dado | Moeda | Empate Soma
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
3 (002778 0 0 0,02778
4 |0,06076/0,11285|0,00868 0,18229
5 [0,07234(0,19676]0,02894 0,29803
6 10,0482310,19772|0,04823 0,29417
7 0 0,14347 | 0,05425 019772
|Soma |0,20910(0,650800,14009| | 1 |

Figura 10: Probabilidades jogo 01.
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Na coluna da direita tem-se a soma das probabilidades do dado, da moeda e do
empate em cada turno. Por ela é possivel concluir que o jogo tem mais chances de acabar

no quinto turno (probabilidade de 0,29803).

Na vertical da tabela tem-se a probabilidade turno a turno e em baixo a soma dessas.
Portanto, quem tem mais chances de ganhar é moeda com probabilidade de 0,65080, que

é superior as chances do dado (0,20910) e do empate (0,1400).
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CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho foi aplicado em uma turma de preparatério para Enem e Vestibulares em
geral. Os alunos mostraram-se muitos receptivos a proposta de atividade. Ao aplicar
as fichas, percebi que os educandos desenvolveram as atividades aprendendo enquanto se
divertiam. Também ficou claro, que apesar de ja terem estudado o assunto, nao percebiam

sua importancia.

Probabilidade é muito cobrada no Exame Nacional do Ensino Médio e amplamente
utilizada no estudo de doencas, em inferéncias sobre o clima e na teoria de jogos. Entender
esse conceito ajuda a tomar decisoes sobre coisas do cotidiano, aumento as chances de

sucesso no Enem e, consequentemente, de ingresso em uma boa universidade.

Esse texto é uma proposta de aula dindmica, que faz do aluno parte ativa do processo
de construgao do conhecimento. Ele permite que o educando aprenda ludicamente e
visualize a importancia do estudo de probabilidade. Através dessa atividade o aprendizado

pode ser mais prazeroso e consistente.
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APENDICE A - CODIGOS MAXIMA

A.1 Jogo 07A - item a, 1° modo

O comando abaixo cria a matriz de transi¢ao 2x2 outra forma P:matrix(]|0.7,0.3][0.3,0.7])

-=> P: matrix([0.7,0.3],[0.3,0.7]);

O comando abaixo cria o vetor-estado da posigao inicial com o jogo comegando com

COroa.

--> X0:matrix([0], [1]);

Abaixo temos a matriz de transicao multiplicando a matriz do vetor-estado inicial,

assim obtemos a probabilidade de resultados para o 1° lancamento.
--> X1:P.X0;
Abaixo o vetor-estado 2° lancamento.
-=> X2:P.X1;
Abaixo o vetor-estado 3° langamento.
-=> X3:P.X2;

Abaixo os vetores-estado 4° ao 15° langamento.
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-=> X4:
X5:
X6:
X7:

.X3;
X4,
.X5;
.X6;
X8:P.X7;
X9:P.X8;
X10:P.X9;
X11:P.X10;
X12:P.X11;
X13:P.X12;
X14:P.X13;
X15:P.X14;

' ' W ‘W ' ©

Observe que quanto mais vezes a moeda é lancada, mais a probabilidade de cada

resultado se aproxima de 50%. Sera que isso sempre acontecera?

A.2 Jogo 07A - item a, 3° modo

De maneira analoga ao intem anterior, abaixo criamos a matriz de transicao e o vetor-

posicao inicial comecando por coroa.

-=> P: matrix([0.7,0.3],[0.3,0.7]);
X0:matrix([0], [1]);

Abaixo a matriz de transicao elevada ao cubo.

-=> P3:P~"3;

Abaixo o célculo do vetor-posi¢ao X3 através da multiplicagdo de P3 com X0

-=> X3:P3.X0;

A.3 Jogo O7A - item b

De maneira analoga ao intem anterior, abaixo criamos a matriz de transigao e o vetor-

posicao inicial comegando por cara.
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-=> P: matrix([0.7,0.3],[0.3,0.7]);
Y0:matrix([1], [0]);

Abaixo os comandos para determinar as probabilidades do 10° lan¢gamento

-=> Y10: (P~~10) .YO0;

Abaixo os comandos para determinar as probabilidades do 100° lan¢camento

-=> Y100: (P~~100) .YO;

A.4 Jogo 07B

Criando a matriz de transi¢ao e o vetor-estado inicial. Observe que p;; é a probabili-

dade de repetir a face superior, p;; = 0.2 se i+j=7 e nos demais casos p;; = 0.075.

-=> P:matrix(
[0.5,0.075,0.075,0.075,0.075,0.2],
[0.075,0.5,0.075,0.075,0.2,0.075],
[0.075,0.075,0.5,0.2,0.075,0.075],
[0.075,0.075,0.2,0.5,0.075,0.075],
[0.075,0.2,0.075,0.075,0.5,0.075],
[0.2,0.075,0.075,0.075,0.075,0.5]

)3

X0:matrix([1], [0], [0], [0, [0], [0]);

a) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 2 no terceiro langamento?

--> P3:P~"3;
X3:P3.X0;

b) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 3 no décimo langamento?

-=> P10:P~~10;
X10:P10.X0;

¢) Qual a probabilidade de vencer do jogador que aposta em 1 no centésimo langa-
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mento?

-=> P100:P~~100;
X100:P100.X0;

d) Qual jogada tem mais chances de ganhar?

--> X1:P.XO0;
X2:(P~"2) .X0;

A.5 Jogo 07C

Criando a matriz de transi¢ao. Observe que p1; = p12 = 0,7, pois esta é a probailidade

de sair cara e que ps; = poe = 0, 3, pois esta é a probailidade de sair coroa.

-=> P:matrix([0.7,0.7],[0.3,0.3]);

a) Qual a probabilidade do resultado ser coroa no terceiro langamento? Criando o

vetor inicial para cara, e repetindo o processo de Markov até o terceiro langamento.

--> X0:matrix([0], [1]);

X1: P.XO0;
X2: P.X1;
X3: P.X2;

Outro modo: Resolugao usando a ponténcia da Matriz de transigao.

-=> P3:P~"3;
X3:P3.X0;

b) Com jogo comegando por cara qual a probabilidade do resultado ser coroa no

terceiro langamento? Criando o verto-estado inicial e resolvendo

-=> YO:matrix([1], [0]);
Y1i: P.YO;
Y2: P.Y1;
Y3: P.Y2;
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Outro modo: Resolugao usando a ponténcia da Matriz de transigao.

-->  P3:P~"3;
Y3:P3.Y0;

c¢) Qual a probabilidade do resultado ser cara no décimo langamento? E no centésimo

lancamento?

-=> P10:P~"10;
X10:P10.X0;
Y10:P10.YO0;

d) Qual jogada tem mais chances de ganhar?

--> P100:P~~10;
X100:P100.X0;
Y100:P100.Y0;
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ANEXO A - FICHA DOS ALUNOS

Jogo 01: Moeda x Dado

i - Jogam duas pessoas, um escolhe moeda e o outro escolhe dado; Cada vez que a

moeda e o dado sao jogados simultaneamente para alto temos um turno;
ii - Se sair 4 caras ou 4 coroas, independente da ordem, a moeda ganha;
iii - Se sair um mesmo nimero 3 vezes em qualquer ordem, o dado ganha.
Esta atividade se divide em trés etapas:
1 - Respondam as perguntas sobre o jogo;
2 - Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo;

3 - Verifique se as respostas dadas inicialmente estao de acordo com os dados anotados

na tabela.
a) Quem vai ganhar?
b) Qual o nimero minimo de turnos pra acabar o jogo?
¢) Qual o nimero maximo de turnos pra acabar o jogo?
d) E possivel dar empate?

e) Quem tem mais chances de ganhar?

Turno | Face moeda | Face dado Turno | Face moeda | Face dado
1 8

10
11
12
13
14

N | O | O W




Jogo 02:

i- Jogam 2 pessoas A e B;

ii - Cada vez que o dado é jogado para cima temos um turno;

iii - Se sair nimero primo, A ganha;

iv - Se sair nimero composto B ganha;

v - Se nao sair namero primo ou nimero composto da empate.

Esta atividade se divide em trés etapas:

1 - Respondam as trés perguntas sobre o jogo;

2 - Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo;

3 - Verifique se as respostas dadas inicialmente estao de acordo com os dados escritos

na tabela.

a) Quem vai ganhar?

b) Quem tem mais chances de ganhar?

¢) Algum numero pode representar as chances de vencer de cada jogador? Qual?

Partidas

A vence

B Vence

Empate

1

O |0 [ |0 | O =] WD

—_
e}




Jogo 03A:
i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um niimero de 1 a 12;

iii. Um dado normal é lancado duas vezes e os resultados sao somados.

iv. Ganha quem acertou o resultado da soma.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B

Soma

Vencedor

1

O |0 | | O | O | W[

—_
(e

Sera que algum valor tem mais chances de sair?
Calcule a probabilidade da soma dar:

a)d b)9 ¢)1 d)7 e)l2

f) Um numero diferente de 12 g) Um ntimero diferente de 7
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Jogo 03B

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um numero entre 1 e 36;

84

iii. Um dado normal é langado para cima duas vezes e os resultados sao multiplicados

entao temos uma partida.

iv. Ganha quem acertou o resultado do produto.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B

Produto | Vencedor

1

O [0 || O | O k| W | N

—
[e]

Sera que algum valor tem mais chances de sair?

Calcule a probabilidade do produto ser:

a)4 b)1

c) 21 d) Multiplo de 2 e de 3

e) Multiplo de 4 ou de 5
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Jogo 03C:

i. Jogam duas pessoas,

ii. Cada jogador escolhe um ntimero de 2 a 6;

iii. Dois dados sao jogados para cima e os resultados sao somados;
iv. Ganha o jogo a pessoa que escolhe um divisor da soma.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B | Soma | Vencedor
1

O |0 | | O | O | W[

—_
(e

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?

Responda as perguntas abaixo:

a) Por que o niamero 1 nao faz parte das opgoes de escolha dos jogadores?
b) O jogo pode dar empate?

c¢) Qual a probabilidade de quem escolheu 5 ganhar?

d) Um jogador escolheu 3, qual a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 47

e) Um jogador escolheu 2, qual a probabilidade dele ganhar se em um dos dados o

resultado foi 57
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Jogo 4A: Quantas caras?

i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um nimero de 0 a 5;

iii. Cinco moedas sao jogadas simultaneamente para o alto, entao temos uma partida.
iv. Ganha o jogador que acertar o niimero de caras que sair na partida.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B | Resultado | Vencedor
1

O |0 | | O | Ok | W]

—_
]

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?
Qual a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:

a) 07 b)1? ¢)2? d)3? e)4? f)5?
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Jogo 4B: Quantos repetidos?
i. Jogam 2 pessoas A e B;

ii. Cada jogador escolhe um resultado: zero repeticao, 1 par, 2 pares, 1 trinca ou 1

quadra;
iii. Quatro dados sao jogados simultaneamente para o alto, entao temos uma partida.
iv. Ganha o jogador que acertar o resultado da partida.

Joguem e anotem os resultados na tabela abaixo:

Partida | Aposta A | Aposta B | Resultado | Vencedor

—_

O |0 | | O | O | W[

—_
=)

Sera que algum valor tem mais chances de ganhar?
Qual a probabilidade de ganhar o jogador que escolheu:

a) 1 par? b) 2 pares? c¢) 1 trinca? d) 1 quadra? e) Zero repeti¢ao?
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Nem sempre os modelos considerados sao equiprobabilisticos. Veja os exemplos a

seguir.

Jogo 05A: O jogo agora é tedrico, ganha quem acertar mais perguntas.

Uma moeda ¢ viciada de tal forma que sair cara é duas vezes mais provavel que sair

coroa. Responda:
a) Qual a probabilidade de cara ganhar em cada lan¢amento?
b) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no segundo langamento?
c¢) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 3 no terceiro langamento?
d) Qual a probabilidade de cara vencer uma melhor de 37

e) Qual a probabilidade de coroa vencer uma melhor de 37.

Jogo 05B: Sobre uma melhor de 5 com a moeda do exercicio anterior, responda:
a) Qual a probabilidade de cara vencer no terceiro langamento?

b) Qual a probabilidade de cara vencer no quarto lan¢amento?

¢) Qual a probabilidade de cara vencer no quinto langamento?

d) Qual a probabilidade de cara vencer o jogo?

Jogo 05C: Melhor de trés no cara ou coroa, onde cara tem probabilidade p e coroa

tem probabilidade q=1-p, qual a probabilidade de cara ganhar?
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Jogo 06A: Melhor de sete no cara ou coroa, onde cara tem probabilidade p e coroa

tem probabilidade q, qual a probabilidade de cara ganhar?

Jogo 06B: Jogo cara ou coroa com diferenca de trés, em que a probabilidade em cada
lancamento de dar cara é p e coroa é q. O jogo acaba com vitoria de cara se este abrir 3
pontos de vantagem, com vitoria de coroa se este abrir 3 pontos de vantagem ou empatado
se nao for conseguida diferenca de 3 em 10 langamentos. Qual a probabilidade de cara

vencer? E dar empate?
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Jogo 07A: Sobre uma méaquina de langar moedas sabe-se que a face voltada para cima
tem 70% de chances de ser o resultado ap6s o langamento e que, apos ser jogada para
cima, a moeda volta posicao de lancamento. Em outras palavras, o resultado de um
langamento é face voltada para cima do seguinte (por exemplo: se o resultado do primeiro

langamento for cara, o segundo tera cara na face voltada pra cima).

Dessa vez o jogo funciona assim: o jogador fala o lancamento e o resultado que vai

dar, por exemplo: cara no quinto langamento.

a) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em cara no terceiro langa-

mento, se o jogo comecar com a face coroa voltada para cima?

b)Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade de vencer o jogador que

aposta em cara no décimo langamento? E no centésimo?

Jogo 07B: Sobre uma maquina de lancar dados nao viciados sabe-se que a face voltada
para cima tem 50% de chances de ser o resultado apés o lancamento; as faces laterais tém
as mesmas chances de ocorrer; a face inferior tem 20% de sair; que o jogo comega com 1
na face superior e que, apés ser jogada para o alto, o dado volta posi¢ao de lancamento.

Novamente o jogo consiste em se falar o langcamento e o resultado.
a) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 2 no terceiro langamento?
b) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 3 no décimo langamento?
c¢) Qual a probabilidade de vencer o jogador que aposta em 1 no centésimo langamento?

d) Qual jogada tem mais chances de ganhar?

Jogo 07C: Uma moeda viciada de tal modo que, independente da face que esteja

voltada pra cima na hora do lancamento, a probabilidade de sair cara ¢ de 70%. Calcule:

a) Com o jogo comegando por coroa, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro lancamento?

b) Com o jogo comegando por cara, qual a probabilidade do resultado ser cara no

terceiro langcamento?
c¢) Qual a probabilidade do resultado ser cara no décimo langamento?

d) Qual a probabilidade do resultado ser coroa no centésimo langamento?



