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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo principal apresentar os conceitos bdsicos das cadeias de
Markov, uma teoria pouco explorada no ensino bésico e que € bastante ttil na tomada de deci-
soes futuras. Como esses processos de Markov utilizam dois importantes conteidos de mate-
matica, probabilidades e matrizes, permite-se também um complemento para esses estudos.
Palavras-Chave: Matematica. Cadeias de Markov. Probabilidades.



ABSTRACT

This master thesis’ main objective is to present the basic concepts of Markov chains, a theory
underexplored on basic education, which is a very useful instrument on taking decisions. The

study of Markov processes also helps students deepen their understanding of matrices and pro-
babilities.

Key-words: Mathematics. Markov chains. Probabilities.
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INTRODUCAO

Um dos estudos mais importantes e interessantes no ensino basico € sem divida o de proba-
bilidades. Através dessa teoria podemos, por exemplo, prever o clima de uma regido no fim de
semana, ponderar sobre as chances de um jogador em determinada partida, etc. Mesmo sendo
uma teoria aplicada a diversos fendmenos de nosso dia a dia e de extrema necessidade ela ainda
¢ de dificil entendimento por parte dos alunos, fazendo assim com que estes mesmos fiquem
desinteressados e confusos com este estudo. Pensando nisso, introduziremos com este trabalho
as cadeias de Markov como um método de resolugdo de problemas, a fim de fortalecer esse

estudo.

Iniciamos chamando a atencdo para dois problemas que ocorrem com frequéncia em nosso
dia a dia, um relacionado a migracdo de pessoas em um pais e outro de um guarda trabalhando
nos cruzamentos do transito de determinada regido. Nestes dois exemplos precisamos indicar
as probabilidades dos eventos acontecerem com o decorrer do tempo. Isso poderia ser feito
através do diagrama de drvore, que acabamos por perceber nio ser uma boa op¢do pela falta
de praticidade, uma vez que seus galhos aumentam muito com o passar do tempo. Partindo
desse ponto pensamos numa outra maneira para resolver os problemas, as cadeias de Markov.
Ainda no primeiro capitulo introduzimos as defini¢cdes relacionadas a essa teoria como diagrama
de transi¢do, vetor de probabilidade, matriz de transi¢do, vetor de estado e os teoremas. No
segundo capitulo estudaremos o comportamento de estados ao longo do tempo, procurando
assim um vetor de estado que mostra o comportamento da cadeia de Markov, considerando um

longo periodo de observacao.

Ja no terceiro e ultimo capitulo apresentamos alguns problemas do cotidiano com o intuito
de fortalecer o pensamento probabilistico dos alunos, desenvolvendo conceitos como simulagao

aleatdria e do acaso, seguindo as orientacdes dos PCN(Parametros Curriculares Nacionais):[6].

Segundo PCN, (1997, p.40), temos:



“Com relagdo a probabilidade, a principal finalidade € que o aluno com-
preenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano s3o de natureza
aleatdria e que se podem identificar possiveis resultados desses aconte-
cimentos e até estimar o grau da possibilidade acerca do resultado de
um deles. As nogdes de acaso e incerteza, que se manifestam intuitiva-
mente, podem ser exploradas na escola, em situacdes em que o aluno

realiza experimentos e observa eventos’ .

Acreditamos que o material a seguir possa ser trabalhado com alunos de ensino médio
(possivelmente através de uma Inicia¢do Cientifica Junior), utilizando para tanto, um total de 4

aulas de 50 minutos cada.

Gostariamos de ressaltar que o presente trabalho é fortemente influenciado por [3].
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1 CADEIAS DE MARKOV

1.1 Consideracoes iniciais

Processos que evoluem com o passar do tempo sdo de grande importancia em nossas vidas,
portanto métodos probabilisticos que estimam resultados futuros nos auxiliam em atividades
industriais, comercias € humanas. Citamos um exemplo onde esse resultado futuro pode ser

bastante util.

[Problema 1] Um pais € divido em trés regides demograficas. Observa-se que, cada ano, 5% dos
moradores da regido 1 mudam para a regido 2 e 5% mudam para a regido 3. Dos moradores da
regido 2, 15% mudam para regido 1 e 10% mudam para a regido 3. Finalmente, dos moradores
da regido 3, 10% mudam para a regidao 1 e 5% mudam para a regido 2. Em longo prazo, qual a

porcentagem da populagdo em cada uma das trés regides?

As respostas ao exemplo acima podem fornecer importantes dados para este pais, indi-
cando investimentos industriais, acdes sociais, planejamentos diversos como saide, educagdo,

transporte, lazer e outros.

Vejamos outra situagdo onde processos que sofrem mudangas a cada momento aparece em

nosso dia a dia.

[Problema 2] Um guarda de transito é designado para controlar o trafego nos seis cruzamentos
indicados na figura 1.1. Ele € instruido a permanecer em cada cruzamento por uma hora e,
em seguida, seguir para um cruzamento adjacente. Para evitar que ele estabeleca um padrao,
ele deve escolher o novo cruzamento de maneira aleatéria, com qualquer escolha igualmente
provavel. Por exemplo, se ele estiver no cruzamento 5, seu préximo cruzamento podera ser 1,
4 ou 6, cada um com probabilidade 1/3. Estando no cruzamento 1, por exemplo, poderia ir para
2, 3,4, 5 ou 6, todos com mesma probabilidade, ou seja, com probabilidade 1/5 . Todo dia,
ele comeca no cruzamento em que parou no dia anterior. Se o guarda inicialmente comeca no
cruzamento 1, quais as probabilidades de ele estar em cada cruzamento 10 horas apds o inicio

de seu trabalho?
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Figura 1.1: Guarda de transito

Como poderiamos resolver este problema? O diagrama de 4rvore seria a melhor maneira?

Este diagrama (figura 1.2) nao parece ser a melhor opcdo conforme também descrito por
[1], pois com o passar do tempo seus galhos aumentam muito, fazendo com que a interpretagao
dos resultados se torne algo dificil e desinteressante. Vejamos que ap6s a primeira hora o guarda
de transito tem cinco opcdes (2, 3, 4, 5 ou 6). Destas cinco opg¢des ele teria mais 13 novas opgdes
ao fim da segunda hora; ao fim da terceira hora 47; apds quatro horas 143 casos, ou seja, 143
galhos. Precisariamos de um método um pouco mais simples ou até mesmo mais pratico para
solucionar o problema. Pensando nisso nossa proposta para esse trabalho é buscar um método
de resolucdo para problemas como os dois citados acima e outros que se evoluem com o passar

do tempo.

1.2 Cadeias de Markov

Suponha um sistema fisico ou matematico sofrendo mudancas tais que a cada momento
ele pode ocupar um dentre um nimero finito de estados. Por exemplo, um pais é dividido em
trés regides demograficas, um morador desse pais poderia estar em uma dentre as trés regioes
possiveis e a cada periodo fixo de tempo ele pode permanecer na atual regido ou migrar para
uma das outras duas restantes. O sistema pode mudar de um estado para outro, sendo observado
em periodos fixos de tempo (um minuto, uma hora, um dia, a cada ano e assim por diante). Se o
estado do sistema em qualquer observa¢ao nao puder ser medido com certeza, mas se podemos
prever a probabilidade de o sistema estar em um determinado estado a partir do conhecimento
do estado do sistema anterior, ou seja, a probabilidade de um sistema estar em um estado futuro
€ dado a partir de seus estados anteriores. Esse processo de mudanca de um estado para o outro
€ chamado uma cadeia de Markov ou um processo de Markov, chamado assim em homenagem

ao matemadtico Andrei Andreyevich Markov.

Markov nasceu no dia 14 de junho de 1856 em Ryazan, na Russia. Morreu no dia 20 de
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Figura 1.2: Diagrama de drvore
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Figura 1.3: Andrei Andreyevich Markov 1856 - 1922

julho de 1922 em Petrograd (hoje St Petesburg), Rissia. Estudou na universidade de St Petes-
burg também na Russia, onde mais tarde se tornaria professor. Seus primeiros trabalhos foram
em teoria dos nimeros, andlise, fragcdes continuas, limites de integrais, teoria da aproximacgao
e convergéncia de séries. Por volta de 1900, Markov estudou as sequéncias de varidveis mu-
tuamente independentes, esperando estabelecer as leis da probabilidade de forma mais geral.
Markov € particularmente lembrado pelo seu estudo de cadeias de Markov. Em 1923 Norbert
Winter se tornou o primeiro a tratar rigorosamente um processo continuo de Markov. Tempos

depois, por volta de 1930, Andrei Kolmogorov fundamenta essa teoria [5].

Para o entendimento das cadeias de Markov e suas diversas aplicacdes, precisamos de al-
guns conhecimentos prévios como diagrama de transicdo, vetor de probabilidade, matriz de

transi¢do e vetor de estado que serdo definidos na proxima se¢ao.

1.3 Elementos das cadeias de Markov

Para definirmos os elementos esséncias das cadeias de Markov, faremos uso do exemplo a

seguir.

[Exemplo 1] (Planos de telefonia) Uma empresa de telefonia mével, oferece a seus clientes
trés opg¢odes de planos, denotados por 1, 2 e 3. Um cliente no ato do contrato escolhe o plano
desejado, podendo a cada ano mudar de plano ou permanecer no atual. Os registros da empresa

mostram que o padrdo de migragao anual dos clientes € dado da seguinte maneira:

Estando o cliente no plano 1 a probabilidade de que ele continue nesse plano € de 0,5
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Estando o cliente no plano 1 a probabilidade de que ele mude para o plano 2 é de 0,3

Estando o cliente no plano 1 a probabilidade de que ele mude para o plano 3 € de 0,2

Estando o cliente no plano 2 a probabilidade de que ele mude para o plano 1 € de 0,25

Estando o cliente no plano 2 a probabilidade de que ele continue nesse plano € de 0,5

Estando o cliente no plano 2 a probabilidade de que ele mude para o plano 3 € de 0,25

Estando o cliente no plano 3 a probabilidade de que ele mude para o plano 1 é de 0,3

Estando o cliente no plano 3 a probabilidade de que ele mude para o plano 2 € de 0,6

Estando o cliente no plano 3 a probabilidade de que ele continue nesse plano € de 0,1

Consideremos que o cliente tenha optado pelo plano 2 na assinatura do contrato, ou seja, no

instante t = 0 (r em anos).

Definicao 1. (Diagrama de transi¢cao) O diagrama de transi¢do € uma representacao grafica de

uma cadeia de Markov, neste diagrama podemos visualizar as transi¢cdes de um estado para

outro e também suas probabilidades. Considerando o exemplol1 (planos de telefonia), podemos

desenhar um diagrama de transi¢do conforme a figura 1.4.

Pilano
05 2

Plane
03 ; 02
L//o,zs 0.3\\\
0.6¢

—> 025

Plano

3

Figura 1.4: Diagrama de transi¢ao

S.

Definicao 2. (Vetor de probabilidade) O vetor de probabilidade contém as probabilidades de

transicdo de um estado para outro em um intervalo de tempo. Assim se um sistema possui k

estados, um vetor de probabilidade serd uma matriz coluna como esta:
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Pij
P2j

Dij

Pkj

Neste vetor temos que a probabilidade de um sistema estando no estado j passar para o estado
1 é p1j , estando no estado j passar para o estado 2 € p;;, ou seja, estando no estado j a

probabilidade de passar para o estado i € p;;.

Considerando agora o exemplo 1 (planos de telefonia), temos trés vetores de probabilidade que

podem ser escritos da seguinte maneira:

0.5
Vi= 10,3
0,2

V1 indica que as probabilidades de um cliente permanecer no plano 1 ja estando neste € 0,5;

deirparao2 € 0,3 edeirparao3é€0,2.

0,25
V=1 0,5
0,25

V> indica que as probabilidades de um cliente ir para o plano 1 estando no 2 é 0,25; de

permanecer no 2 € 0,5 e de ir para o 3 € 0,25.

0,3
V=1 0,6
0,1

V3 indica que as probabilidades de um cliente ir para o plano 1 estando no 3 € 0,3; de ir para
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02 ¢ 0,6 e de permanecer no 3 € 0,1.

Observemos que a soma das probabilidades em cada vetor resulta em 1. Isto ndo é apenas
coincidéncia, os vetores de probabilidade t€ém essa propriedade. E isso acontecerd sempre, pois
se um sistema, com k estados, estd no estado j numa observagdo, € certo de que estard num dos
k possiveis estados na préxima observagdo. Assim se P; = [p;;] for um vetor de probabilidade

qualquer com k estados, entdo, dado qualquer j, temos:

prjt+pi+..+pj=1 (1.1)

Uma matriz com a propriedade acima é denominada matriz de probabilidade ou matriz de
Markov.

Esses vetores de probabilidade formam o que denominamos matriz de transi¢do de uma

cadeia de Markov. Que sera definida agora.

Definicao 3. (Matriz de transicao) Como todo estado possui um vetor de probabilidade, a matriz
de transi¢do em uma cadeia de Markov € a matriz tal que a j-ésima coluna € o j-ésimo vetor de
probabilidade. Essa matriz serd sempre quadrada, ou seja, o nimero de linhas serd igual ao

nuimero de colunas. [3]

A matriz P = [p; ;] ¢ denominada matriz de transi¢do da cadeia de Markov

Sendo uma cadeia de Markov de k estados, a matriz de transicao tem o formato a seguir.

P11 P12 .- DPilk
pb21 P22 ... D2k

Pkl Pk2 -+ Dkk

Nessa matriz, py € a probabilidade de que estando no estado 1 o sistema continue em 1, p1»
¢ a probabilidade de mudanca do estado 2 para o estado 1, p3; € a probabilidade de mudanca

de estado do 2 para 3, e assim por diante.

Assim os p;; dessa matriz, conforme ja citados anteriormente, representam as probabilida-

des de que o sistema vd mudar do estado j para o estado i apds uma unidade de tempo.
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Considerando novamente o exemplo 1 (planos de telefonia), temos a seguinte matriz de transi-

¢ado:

0,5 0,25 0,3
P=103 05 06 |,
0,2 0,25 0,1

onde os vetores coluna de P representam os vetores Vi, V, e V3 j4 citados.

Definicao 4. (Vetor de estado) O vetor estado de uma observacdo em uma cadeia de Markov
com k estados é um vetor coluna x cujo i-ésimo componente é a probabilidade de o sistema

estar, naquela observacao, no i-ésimo estado [3].

Suponhamos, agora, que saibamos o vetor estado inicial (chamaremos de x(©)) de uma ca-
deia de Markov, ou seja, o vetor de alguma observacao inicial. O teorema a seguir nos permitira

determinar os vetores estados nas observagdes subsequentes, ou seja, determinaremos.

Teorema 1.1. Se P for a matriz de transi¢ao de uma cadeia de Markov e x o vetor estado na

enésima observacao, entao:
D) — py(n)

Por simplicidade de notacdo, demonstraremos esta proposi¢cdo para o caso de uma cadeia de

Markov com trés estados. A demonstracdo do caso geral € andloga.

Seja a matriz de transicao
Pt p12 P13
P=1pa pan ps |,
P31 P32 P33
onde cada p;; dessa matriz, € a probabilidade de, estando o sistema no estado j, ele ir para o

estado i, ap6s uma unidade de tempo.



Seja também o vetor de estado em uma observagdo qualquer t =n

Onde
a éa probabilidade de o sistema estar no estado 1 no instante t = n
B(”) € a probabilidade de o sistema estar no estado 2 no instante t = n
y(”) ¢ a probabilidade de o sistema estar no estado 3 no instante t = n
Qual € a probabilidade de o sistema estar em cada estado no instante t =n+1 ?

Sendo x("*t1) esse vetor de estado, temos

18

o t1)
) — B(n+1)
,},(n—i-l)
Onde
a"t1) = p(passar de 1 para 1 N estar em 1 no instante ¢ = n) + p(passar de 2 para 1

M estar em 2 no instante t = n) + p(passar de 3 para 1 N estar em 3 no instante t = n) =

110"+ p1aBW + pr3y(n).

/3("“) = p(passar de 1 para 2 N estar em 1 no instante ¢t = n) + p(passar de 2 para 2

M estar em 2 no instante t = n) + p(passar de 3 para 2 N estar em 3 no instante ¢t = n) =

p210") + 2o B 4 pasy(n).

o) = p(passar de 1 para 3 N estar em 1 no instante t = n) + p(passar de 2 para 3

M estar em 2 no instante t = n) + p(passar de 3 para 3 N estar em 3 no instante ¢t = n) =

p310 4 p32 B + pa3y(n).

Como P(A|B) = “55¢ temos P(ANB) = P(A|B).P(B) .

Portanto
o/(m 1) pr1a™ + p12B0 4+ pr3y) P11 P12 P13

= | B I = po1a™ + ppaB® +posy™ | = | pa1 pra pas
Yy p310") + p3a B 4 pazy™ P31l P32 P33

x(n+ 1)
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Deste teorema, segue que

x = px(n=1) = p(p(1=1)x(0)y — p,(0)
Assim, sabendo o vetor inicial x(*) e a matriz de transicdo P determinamos x com n =
1,2,3...

De novo no exemplo 1 (planos de telefonia). Como sabemos que o cliente escolhe inicialmente

o plano 2, nosso vetor de estado na primeira observacao sera:

onde as entradas dessa matriz a1, a>| € a3| representam respectivamente as probabilidades de
o cliente estar em cada plano (1, 2 ou 3) quando comecadas as observagdes, ou seja no instante

Z€ro.

Assim, a partir do teoremal.l, podemos determinar as observacdes seguintes.

0,5 0,25 0,3 |0 0,25
W=pP@=103 05 0,6 1l=1 05
0,2 0,25 0,1 || 0 0,25

logo, as probabilidades de que o cliente esteja em cada plano apds o primeiro ano sio:

Plano1 25%
Plano 2 50%

Plano 3 25%

De modo anélogo,
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[ 0,325 | [ 0,341 |
x2 =P = P20 = | 0,475 | x®) =Px® = P30 = | 0,455

| 0,2 | 0,204 |

[ 0,346 | [ 0,347 |
X =px®) =P = | 0452 | %) =Px® =PxO = | 0,451

| 0,202 | | 0,202 |

[ 0,347 | 0,347 |
x(0 = P = poxO = | 0 451 | 27 =Px(® =P+ = | 0 451

| 0,202 | | 0,202

Onde x(l),x(z),x(3),x(4),x(5),x(6) e x(7 representam os vetores estado nas primeiras sete
observacdes. Como as observagdes sdo feitas a cada ano, os x0 com i = {1,2,3,4,5,6,7}
representam as probabilidades de o cliente estar nos planos 1, 2 e 3 a cada ano a partir do

primeiro.

Para acharmos os produtos das matrizes X ,x(z) ,x(3) ,x(4) ,x(s) ,x(6) e x(7), utilizamos o soft-
ware Maxima, um sistema de computagio algébrica (CAS, abreviacdo do termo em inglés Com-
puter Algebra Systems). A escolha desse software deve-se ao fato de o Maxima ser um programa
livre, assim pode ser obtido gratuitamente na internet. No site http://wxmaxima.sourceforge.net
podemos baixar o programa que pode ser instalado tanto no Windows quanto no Linux. Com
o programa, podemos manipular expressdes matematicas, plotar graficos em duas e trés dimen-
soes além de inimeras vantagens do ponto de vista numérico, onde esses sistemas, no caso o
Maxima, podem ser considerados poderosas calculadoras cientifica, capaz de efetuar calculos
com grande precisdo e rapidez [2]. Em nosso trabalho utilizaremos o software para efetuar

multiplicacdes de matrizes e resolver sistemas de equagdes.

Podemos observar que a partir do quinto ano de observagdo, o vetor de estado do sistema

permanece igual a

0,347
0,451
0,202

Isto significa, que a partir do quinto ano a probabilidade de o cliente encontrar-se no plano

1, fica em torno de 35%, 45% no plano 2 e 20% no plano 3.

Daremos agora, apds estas defini¢des, uma solugdo para o problema do guarda de transito [Pro-
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blema 2], que neste caso funcionard melhor que o diagrama de drvore.

Os possiveis cruzamentos que o guarda de transito pode ocupar sdo de 1 a 6, logo temos
seis estados possiveis. Portanto, nossa matriz de transi¢ao terd 6 linhas e 6 colunas, da seguinte

forma.

04444
olooo
ST
s 03050
Loolo
| £ 000 % 0]

Onde as entradas p;; sdo as probabilidades de estando o guarda no cruzamento j ir para o

cruzamento i.

Assim p;; = 0, pois a probabilidade dele estando no 1, permanecer no 1 é zero, pjp = 1/2,
pois a probabilidade de o guarda estando no cruzamento 2, ir para o cruzamento 1 € um meio,
p4s = 1/3, pois estando no cruzamento 5 a probabilidade dele ir para o 4 é um terco, ou seja,

ele tem trés opcdes (1, 4 ou 6), cada um com igual probabilidade. E assim por diante.

Sabendo que ele comeca sua jornada de trabalho no cruzamento 1, nosso vetor de estado

inicial sera,

S O O o o =

Como mostrado antes, as entradas dessa matriz representam as probabilidades do guarda de
transito estar em cada cruzamento no inicio de seu trabalho, ou seja, numa observacdo inicial

x(0),

Fazendo uso do teorema 1.1 suas provdveis localizacdo, apds 10 horas de trabalho sao:
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0,279
0,110
0,168
0,165
0,168
0,110

L(10) _ pl10,(0) _

A utilizacio do software, Maxima, reduz bastante nosso trabalho. Os passos para solugdo

no programa foram:

1) No comando Algebra, na barra de tarefas, escolhemos a op¢io Introduzir matriz.

wxMaxima 12.04.0 [ ndo salvo ]
Arquivo Editar Cell Maxima Equacses [Algebra| Calculo Simplificar Grifico Numérico  Ajuda
=% &S | & 3 D | Gerar matriz... ©»

Gerar matriz da expressgo...

Introduzir matriz...
Inverter matriz

Polinémio caracteristico...
Determinante
Autovalores

Autovetores

Matriz adjunta

Transpor matriz

Criar lista...
Aplicar a lista...
Mapear a lista...

Mapear a uma matriz...

2) Aparecerd uma janela para informarmos o niimero de linhas, o nimero de colunas, o tipo da

matriz e também o nome dessa matriz.

(Para nosso exemplo, devemos escolher, nimero de linhas e colunas 6, tipo da matriz geral e

nome P).
.Malriz &
o
E(Zolms: &
Tpo: |geral '.
| ome: :
=l

3) Clicando em ok aparecerd uma janela com as entradas da matriz. Devemos preenché-la com

os valores das probabilidades de transi¢do. Feito isso clicamos novamente em ok.

(Nossa matriz de transi¢c@o estd pronta).
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Numdoco Ajuds
=]

4) Agora devemos inserir a matriz de estado inicial que chamaremos de X0. Passando pelos

mesmos passos devemos escolher nimero de linhas 6, nimero de colunas 1, tipo da matriz

geral e nome X0. Clicando em ok, inserimos os valores nas entradas dessa matriz e clicamos

novamente em ok.

Informe uma matriz

(Nossa matriz de estado inicial também estd pronta)

5) Devemos agora efetuar o produto das matrizes, ou seja, x(10) = p10x(0) | Egscolhendo na barra

de tarefas do Maxima a op¢ao Calculo e em seguida Calcular produto, abrird uma janela com os

seguintes campos para preenchimento. Expressao, varidvel, de e para. Devemos colocar nesses

campos as seguintes informacdes: Expressao (P *10).X0, varidvel k, de 1 para 1.

wabaima 12040 [ nde maba® |

.ﬂr:ul\v Editar Cell Muxims  Equagbes  Algebes | Cilowlo | Semplificar  Grifico  Numdrico  Ajuds

[r—.

BlSXIRDD €

Integrago Risch.
Mudarvasidvel...
Diferenciar..

Encontrar kenite__
Engontiar minme...

Dbber série.
Apeowimagio de Padé..
Calowdar somia,

Caboudar produto..
Transfoemsda de Laplace...
Translcemsds mwersa de Liplsce..
Mimrno drvior comuen...
Minimsa ke comum...
D polindmics..
Fragbes parcisis...

Fraghs contens

o

Produto

Expressdo:

Waridvel:

Para:

(B*10) .




24

(10), Se a

6) Clicando em ok, aparecerd na tela do Maxima a matriz procurada, em nosso caso x
matriz conter as entradas na forma fraciondria, podemos com o comando Numérico em seguida
Para float alterar os valores para o modo decimal. Consideramos no exemplo acima trés casas

decimais, que entendemos ser uma aproximagao conveniente.

4 verhusdenn 12040 | ndo sabe® |

Edaox DO Qe >0 Aberma saida numibsicn

Para ficat —
Pacs bigflast
Ajuntar precisho

0.2787189971041

0.11026600106400

0. 06773359408 044

" |o.16528005080526
0.16773359492044

0.11026628106488



25

2 VETOR DE ESTADO ESTACIONARIO

Processos de Markov sdo usados para determinar o comportamento de um sistema apds um
longo periodo de tempo. Assim, verificar se uma cadeia de Markov atinge ou nao o equilibrio é

de fundamental importancia.

Podemos observar em nosso exemplo 1 (planos de telefonia) que os vetores de estado con-
vergem a um vetor fixo a medida que o nimero de observagdes aumenta. Mas serd que isso

sempre ocorre? Vejamos que a resposta a essa pergunta € nao.

Considere as matrizes de transicdo P e do vetor de estado inicial x(0), Onde,

0 1
0 0,7
10 0,3

Temos que:

PO _pp@ _ | 01 0 _

_1 - - - - -
p _ppe _ [ O L]0 1)

1o|l10] o1
s _ppiey [0 1][1 0]

(1 o]lot1] [10

Seguindo com a mesma ideia

{1
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Logo,
Lo _penyo _ | 1O 0T 07
01 0,3 0,3
€
Lens) _pntn, o _ | O 107 103
10|03 0,7
Comn € N.
Portanto,
0,7
0 — 2 & - —
0,3
€
0,3

0,7

0,7 0,3
Este sistema oscila indefinidamente entre os dois vetores estado [ ’ ] , [ ’ e portanto,
0,3 0,7

nao converge a nenhum vetor fixo.
Agora se exigirmos que a matriz de transi¢do em uma cadeia de Markov satisfaca a uma
certa condi¢do, podemos mostrar que o sistema se aproxima de um vetor de estado fixo, essa

condicdo € descrita na defini¢do que segue.

Definicao 5. (Matriz de transicao regular) Uma matriz de transi¢do € regular se uma poténcia

positiva da matriz tem todas as entradas positivas [3].

E a cadeia de Markov com essa propriedade serd denominada cadeia de Markov regular. Em
nosso exemplo (planos de telefonia) a cadeia de Markov € regular, pois as entradas da matriz de

transi¢cdo sdo todas positivas.

De volta ao exemplo do guarda de transito [Problema 2].

Temos que P> = , portanto pela definicdo 5, a matriz de transicao

Gl= Gloe Gl= g2 Gl= o

Tl o= Gl o= G— o
3= 3= Gl» 3= G+ o—
Bloe Gl— &lZ Gl— Hloe oo
Sl= 82 Gl= &l Gl= o
Gls 3= G+ 3= gl= o=

€ regular.
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Consideremos a tabela 2.1 que informa a probabilidade de cada posi¢dao do guarda de tran-

sito com o decorrer das horas.

Tabela 2.1: Horas

Cruzz. |0 |1 |2 |3 |4 |5 |10 |15 [16 |17 |20 |30
c 1o |04 |0223/0304| 0264]0,279] 0,279] 0,278] 0,277] 0,277] 0,277
c 0 |02 |0067] 0,135 0,097 0,120 0,110| 0,111] 0,111] 0,111| 0,111] 0,111
c 0 |02 |0,167]0,158) 0,176 0,159] 0,168 0,166] 0,167| 0,167| 0,167| 0,167
cl 0 |02 ]0,132[0,191] 0,150] 0,178] 0,165 0,167| 0,166] 0,167| 0,167] 0,167
c 0 |02 ]0,1670,158 0,176/ 0,159] 0,168 0,166| 0,167| 0,167] 0,167] 0,167
c 0 |02 [0067]0,135)0,097] 0,120 0,110| 0,111| 0,111 0,111] 0,111] 0,111

Observamos que a partir de n = 17 os vetores estado, desse sistema, convergem a um vetor

fixo, considerando trés casas decimais.

Veremos com o teorema abaixo que toda cadeia de Markov regular possui um vetor de

estado fixo denominado vetor estacionario da cadeia de Markov.

Teorema 2.1. Se P for uma matriz de transi¢io regular em uma cadeia de Markov, entdo:

a) Quando n — oo, P" tende a matriz

q1
q2

| qk

a1 - q
@ o @
T

b) os g s@o nimeros positivos tais que g1 +g2 + g3+ ... +qr =1

Este teorema ndo serd demonstrado, pois envolve resultados mais elaborados de Algebra

Linear, fugindo do propdsito até aqui apresentado. Ao leitor interessado, sugerimos um texto

mais especializado, como por exemplo [4].

Teorema 2.2. Se P for uma matriz de transi¢do regular e x um vetor de probabilidade qualquer

entao:

a) Quando n —
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q1
q2

Px—| | =g¢

dr |

em que g € um vetor de probabilidade fixo, independente de n, cujas entradas sdo todas positivas.

Este vetor é chamado vetor de estado estacionario.

b) O vetor de estado estaciondrio g € o unico vetor de probabilidade que satisfaz a equagao

Pg=q.

Demonstracdo. a) Seja

_ N .
X2
X =
— Xk —

Um vetor de probabilidade
Quando n — o, do teorema 2.1, temos:

q1 91 - 41

q 492 ... 42

P'— Q=

qk Gk - Gk |
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Logo
9 491 - q1 X1 q1x1 +q1x2+ ... +q1xx
9 492 - Q2 b%) qrx1 +qox2 + ... + q2xi
Py s Ox — e .
| 9k 9k - 9k | | 9k | | kX1 +qiX + X |
q1(x1 +x2+ ... +xi) q1
@ (x1+x2+ ... +x¢) qQ
g s :q
| gkttt x) || @

pois x; +x3 + ... +x; = 1. Mostrando que P" transforma qualquer vetor de probabilidade x no

vetor de probabilidade g.

b) Pelo teorema 2.1, quando n — oo , P* — Q e P""! — Q. Como PP" = P"*!, temos
PQ = Q. Sabemos que todas as colunas de Q sdo iguais ao vetor de probabilidade g. Ao

igualarmos as colunas correspondentes da equac¢ao matricial PQ = Q, temos:

PO ="P[(q) (q) .- (9)] =[P(q) P(q) ... P(q)] e @=[(q) (q) - (9)]

Logo Pg =gq.

Usando que AB = A[(b1) (b2) ... (br)] = [A(b1) A(Dy) ... A(Dy)], ou seja, o j-€simo vetor

coluna de AB = A[j-ésimo vetor coluna de B]. (Multiplicagao matricial coluna por coluna).

Para mostrarmos que g € o tnico vetor de probabilidade que satisfaz essa equacgdo, supo-

nhamos, por absurdo, que exista outro vetor u tal que Pu = u.
Deste (mesmo teorema, item a) temos

P"u — g e como Pu = u, temos, P"u = u para todo, n € N assim u — ¢g. Portantou = ¢g. [

Da (parte b) deste teorema podemos escrever, o sistema linear homogéneo;
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(I-P)g=0 (2.1)

que possui uma solucdo inicagcom g +¢qg2+...+qr =1

Aplicaremos esse resultado para encontrarmos os vetores de estado estaciondrio em nossos

exemplos.

No exemplo (planos de telefonia), temos que:

0,5 0,25 0,3 q1
P=103 05 0,6 |esejag=| g, | ovetorde estado estaciondio, assim,
0,2 0,25 0,1 q3

0,5 —0,25 —03 | [ q 0
(I-P)q=0=| —0,3 0,5 -06]|]|q|=]0
~0,2 —0,25 0,9 % 0

075% - 0325612 - 073(]3 =0
O que da o seguinte sistema —0,3¢14+0,5¢> — 0,693 =0
_Oaqu - 072542 +079Q3 =0

As solugdes desse sistema sdo g; =1t,q2 = }%t eq3= %t

C0m0q1+612+q3:l,temost—f—%t—f—;—zt:1:>%t:1:>t:167_%

. _ 60 _ 78 __ 35
Assim, g1 = 173,92 = 775 € 43 = T3~

60
Vi 0,347

Consequentemente g = | 28 | ~ | 0.451 | é o vetor de estado estaciondrio, o que con-
q 173 ’

35
2 0,202

fere com o resultado ja observado anteriormente, veja pagina 19.

Utilizamos novamente o software Maxima na resolu¢do do sistema acima. Os passos para

a solucdo do problema através do programa, foram:

1) No comando equagdes, na barra de tarefas, escolhemos a opg¢ao resolver sistema algébrico.

_____ 12040 [ no sabeot | b ) )
Ao Edt Col Maoma [Equaches| Algebra Ciloulo  Smplficar Grifico Numdrico  Ajuda
0
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2) Aparecera uma janela para informarmos o nimero de equagdes, para este exemplo (3), abrira

outra janela que devemos inserir as equagoes.

Resolver sistema algébrico o) Resolver sistema algébrico &
Mo vl Emeglol:  (0.5) *x-(0.25) *y-{0.3) *z=0
El
= Equaclo 2 - (0.3) *x+(0.5) *y-(0.6) *z=0
o] [ome |
— = Euaglo 3 - (0.2) “x~ (0.25) *y#{(0.9) *2=0
Varidves: X,Y,2
(ox ] [ conae

1\ *y=({] 75) *y4 §) *n fe v 2l
X={V.2 'ul| i L& Y2

(%02) [[x=4%r2, sz. z=—]]

Resolvendo agora o exemplo do guarda de transito [Problema 2].

Sendo P a matriz de transi¢do e g o vetor de estado estaciondrio, temos;

03333 3 a
folooo 7
SR
Lololo g4
004303 qs
| £ 000 % O] | 6 |
Portanto,
bbb ] [a ] [o]
-1+ 1 -3 0 0 0 7 0
(I-P)g=0= _% -3 11 -3 O] 0 SN
-+ 0 -+ 1 -1 0 g4 0
Lo 0o L1 L] g 0
| -1 0 0 0 —3 1 ||g ]| [O]
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( 41— 392 — 393 — 394 — 395 — 3q6 =0
—1q1+q2— 393+ 0g4 +0gs +0g6 = 0
—%q1 — 52+ 43— 394+ 0gs + 0g6 =0
—1q14+0g2 — g3+ g4 — 395 +0g6 = 0
—1q1+0g>+0g3 — qs+gs5— 3q6 =0
—14g1 +0g2+0g3 +0gs — 395+ g6 =0

Que da o sistema

\

De solugdo g1 =1,q2 = g6 = 31 € g3 = qa = g5 = 31

Como

6

Y ai=1

i=1

2 3 3 3 2 18 5
t+—-t+—-t+-t+-t+-t=1 —t=1 t=—~0277
tyitsitsitgitgi=l= gi=l=1i=1g=0,
Assim

SRS _ _

= 0,277

1

. 0,111

1

o= | 5 |~ 0,167

=

L 0,167

1

: 0,167

1
5 ] _0,111_

E o vetor de estado estacionario.

Que informa a propor¢do de tempo que o guarda de transito permanece, a longo tempo, em

cada cruzamento.
Resolvendo o problema inicial (regides do pais) [Problema 1].

A matriz de transi¢do P sera:

90% 15% 10% % 2% 11_0
P=1 5% 75% 5% | = % ?T %
5% 10% 85% % 1_10 %

Portanto, resolvendo a equagao matricial
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q1
(I-—P)g=0ondeg= | ¢,
q3
Temos;
% —% —10 q1 1691 — 3592 — 1693 = 0
(I=-P)g=| =55 &+ -5 || a2 |=0=1 —5a1+392—3593=0
3% —10 30 9 — 5541 — 1692+ 3543 =0
Com solugdo g1 = %,qz = é eqz= 27—4.
3 0,5416
Portanto g = % ~ | 0,1667 | € o vetor de estado estaciondrio.
= 0,2917

Concluindo assim que em longo prazo, aproximadamente, 54,16% dos moradores estarao

na regido 1; 16,67% estardo na regiao 2 e 29,17% estardao morando na regido 3.
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3 RESOLVENDO PROBLEMAS

A seguir resolvemos alguns exemplos de probabilidade utilizando as cadeias de Markov.

Nestes exemplos utilizaremos o software ja citado Maxima.

Exemplo 3.1 Considere uma particula realizando movimentos aleatérios sobre os vértices de
um paralelepipedo regular figura 3.1. Suponha que a cada passo a particula escolha saltar para

um vértice vizinho, tendo as probabilidades de saltar para cada um deles da seguinte maneira.

.~
¥ ——
L]

‘.“l
-
-

-

-
-
", *
LY

Figura 3.1: Paralelepipedo

Saltar sobre as arestas das faces superior ou inferior com probabilidade 3/10
Saltar sobre as arestas das faces laterais com probabilidade 1/5
Saltar sobre as diagonais de cada face superior ou inferior com probabilidade 1/5
Pede-se:
a) Encontre uma matriz de transi¢do para esse sistema.

b) Se a particula inicia seus movimentos no vértice 1, com qual probabilidade ela estard em

cada vértice ao longo de 5 passos.

c¢) Considerando um longo tempo, determine o vetor de estado estaciondrio desse sistema.



Considerando o sistema como um processo de Markov, temos:

o O wi- ’5|w D|— 5|w o

]

O v O u— Sw O Sw

o

O vk © O Fw O Fw uwi—

v- © © © O Fw wi— Zw

Swu—ge © © © O w~
i Slw © Slw © © v~ O

Sw © gwu- O v— © O

O Fwu—gwu— © © O

b) Sabendo que a particula inicia seus movimentos no vértice 1, temos:

E portanto

0
0,3
0,2
0,3
0,2

0

0

0

0,26
0,12
0,18
0,12
0
0,12
0,08
0,12

S O O O o o o =

[ 0,108 |
0,18
0,14
0,18
0,14
0,072
0,108
0,072

0,164
0,125
0,151
0,125
0,086
0,125
0,099
0,125

35

0,123
0,144
0,127
0,144
0,127
0,106
0,123
0,106

Informa as probabilidades dessa particula estar em cada um dos vértices nos cinco primeiros

passos.
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c¢) Fazendo uso da equacgao 2.1

1 -5 -1 -5 -1 0o o0 o q 0

- 1 -5 -1 0o -1 o o o 0

-1 -5 1 -5 0 0 -1 o0 7 0

(I—Plg=0—s -5 -1 -5 1 o o o - g | _|0
-+ 0 o o 1 -3& -1 -3 qs 0

o - o o -%& 1 -3 -1 g6 0

o 0 -+ 0 i -& 1 - ||q 0

0 0 0 -5 -5 -5 —f ! ||as] |0

(

91— 592 — ta3 — 1594 — 2q5 — 0q6 +0g7 +0gg =0
— g1+ 42— 53 — 394 +0g5 — 1q6+0g7+0gs =0
—1q1 — 3592+ q3 — 564 +0g5 + 0g6 + 0g7 4+ 0gs = 0
—3q1— g2 — 3543+ g4+ 0g5+0g6 +0g7 — Lg3 =0
—3q140g2 +0g3 + 0qa + g5 — 7596 — 197 — 1548 =0
0g1 — 1qo +0g3 +0qa — g5 + g6 — 597 — Lqs
0g1 +0g2 — £g3 +0qa — £g5 — 3596 + 97 — 1543
| 0g1 +042+0g3 — 5094 — 1545 — 596 — 7997 +qs =0

Que da o sistema

=0
=0

8
Desolucio g =qo=q3=qa=qs5 =qgs =q7=qs =tecomo ) qgi=1=8t=1=1=
=1

1=
1
1=0,125

Portanto, ap6s muitos movimentos a particula tera probabilidade 0,125 de estar em cada

vértice. O que ja era esperado.

Exemplo 3.2 Um ratinho é colocado dentro de uma caixa com quatro compartimentos, como
mostra a figura 3.2. Ele é treinado a mudar de compartimento toda vez que um alarme soa,
passando por uma das portas. Supondo que o ratinho ocupe inicialmente o compartimento 4
e que a escolha da porta seja de maneira aleatéria sem interferéncias de escolhas anteriores,
calcule a probabilidade de o ratinho ocupar o compartimento 1 apds o alarme ter soado 5 vezes.
Calcule também as probabilidades de o ratinho estar em cada compartimento apds n soadas do

alarme, considerando » um ndmero grande.

Considerando o sistema como um processo de Markov, temos:
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Matriz de transicao

P11 P12 P13 Pl4 0110
p— p21 P22 P23 P24 | % 0 % %

P31 P32 P33 D34 3303

| P41 P42 P43 Pas | 0 % % 0 |

Onde cada p;; representa a probabilidade de estando o ratinho no compartimento j dele ir para

o compartimento i com i, j € {1,2,3,4}.

Vetor de estado inicial x(0) =

- O O O

Uma vez que o ratinho ocupa inicialmente o compartimento 4.

Portanto fazendo uso do teorema 1.1, temos:

0,16
0,34
0,34
0,16

Logo a probabilidade dele ocupar o compartimento 1, apds 5 soadas do alarme é 16%

aproximadamente.

Agora considerando n um nimero grande. Ou seja, queremos, se possivel, o vetor de estado

estaciondrio para esse sistema. Temos que a matriz de transi¢do € regular, pois para n = 2 temos



W= Q= Q= W=

O|— W= Ol O|—

O|l— Ol W|— \O|—

W= = Q= W=
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que possui todas as entradas positivas.

Usando agora a equagdo 2.1, temos:

(I-P)g=0—=

Com sistema

(

\

q1—%q2— %93 +0gs =0

—341+ 42— 343 — 394 =
—341— 342143 — 344 =0

10 q1 0
3o ||| |0
—% q3 0

;1 Jlas] [O]
de solucao:

0q1 — 392 — 343+ q4 =0

4
Q1ZQ4ZICQQZQ3:%I. Como Z qi:1:>l+%+%l+t:1:>t:%

Portanto g =

vim Zlw le vim

0,2
0,3
0,3
0,2

i=1

Assim podemos concluir que o ratinho permanece 20% do tempo no compartimento 1, 30%

no compartimento 2, 30% no compartimento 3 e 20% no compartimento 4, considerando muitas

soadas no alarme.

Exemplo 3.3 Uma folha est4 localizada num dos trés pontos A, B ou C, no circulo da figura 3.3.

Cada periodo fixo de tempo a folha se move para um ponto adjacente ou permanece estavel da

seguinte maneira, move-se no sentido anti-hordrio com probabilidade 1/3, no sentido horario

com probabilidade 1/2 e permanece estdvel com probabilidade 1/6.

Figura 3.3: Circulo
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a) Construa a matriz de transicao P.

b) Considerando inicialmente que a folha encontra-se no ponto A, determine a probabilidade

dela estar no ponto C ap6s 1, 2, 3 € 4 movimentos.

¢) Qual a probabilidade dessa folha estar no ponto C apds muitos movimentos.

a) Matriz de transicio P =

W= = =
D= V= W=
A= W= N—

1

b) Vetor de estado inicial K0 =10
0,167 0,361 0,333 0,331
Portanto xV) = | 0,5 |,x¥ =|0,278 | ,x® = | 0,347 | ,x¥ = | 0,331
0,333 0,361 0,320 0,338

Indicam os vetores estado nos 4 primeiros movimentos dessa folha.

Dy 4] [a] o
)I-Plg=0=| —3 2 -3 @2 |=]0
2 el Lo

%Ch —%@—%43 =0
Com sistema ¢ —1g1+2¢>—3q3 =0
—341— 392+ 393 =0
Desolugio g =qp =q3 =t.Comoq1 +qpp+ g3 =1=t+t+t =1 =>t:%

Portanto

Q
I
W= W= W=

Assim, apds muitos movimentos a probabilidade dessa folha estar no ponto C € 1/3.

O ultimo exemplo serd baseado em jogos, que entendemos ser uma ferramenta pedagdgica
que permite ao aluno criar suas proprias solucdes, desenvolve o raciocinio légico e dedutivo, o
jogo serd disputado numa melhor de 3, sendo o dado lancado 3 vezes, mesmo que um jogador

jé tenha vencido a partida.

Exemplo 3.4 Jogo de dados com empate: Sempre trés lancamentos
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Tomemos um dado normal e dois jogadores A e B. Para cada langamento de dados estabe-
lecemos os seguintes resultados: se o langcamento der um nimero primo A ganha um ponto; se
o lancamento der um nimero composto B ganha um ponto, se o lancamento der 1 ha empate.

O jogo termina apds trés lancamentos.

Expressemos a pontuagdo na forma (x,y,z) onde x,y e z s30 os nimeros de pontos ganhos por

A, por B e o nimero de empates, respectivamente. Desejamos:

a) As probabilidades de cada resultado final.

b) A probabilidade de o jogador A vencer a partida.

c¢) A probabilidade de o jogador B vencer a partida.

d) Determine também a probabilidade de o jogo terminar empatado.

Considerando o sistema como um processo de Markov e sendo os possiveis placares do jogo

figura 3.4 os estados da cadeia, temos:

1 (0.0.0) 11 (3.0.0) Fim
2 (1.00) 12 (2.1.0) Fim
3 (0.1.0) 13 (2.0.1) Fim
4 (0,0.1) 14 (1.2.0) Fim
5 (2.0.0) 15 (L1.1) Fim
6 (110 16  (1.0.2) Fim
7 (L0.1) 17 (0.3.0) Fim
8 (0.2.0) 18 (0.2.1) Fim
o (0.1 19 (0.1.2) Fim
10 (0.02) 20 (0.0.3) Fim

Figura 3.4: Estados

Assim a matriz de transicao serd uma matriz quadrada de ordem 20.
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Onde cada entrada p;; da matriz € a probabilidade de estando o jogo com o resultado j ele

ir para o resultado i, apés um ponto marcado.

Obs: As entradas p1111, P1212 > P1313» --- »P2020 S20 todas iguais a 1, pois estando o jogo em
um desses estados (11, 12,13,...,20) ndo serd mais possivel sair deles, o jogo termina. Esses

estados sdo chamados estados absorventes. [5]

Como o jogo se inicia no estado 1, o vetor de estado inicial sera:

t

x(O)Z[lOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

onde ¢ significa transposta.
Assim, com trés lancamentos, temos:

t
lf3_P3)70_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t
:[o 00 00 0 00 0 0 0,125 0,25 0,125 0,167 0,167 0,041 0,037 0,055 0,028 0,005]



Esse vetor indica que

1 1
P(3,0,0):§=0,125 P(2,1,0) = 7 =0,250
1 1
P(2,0,1):§:0,125 P(1,2,0):8:0,167
P(1,1 1)—1~o 167 P(1,0,2) = L 0,041
P _6— 9 A _24— )

1 1
P(0,3,0)= 570,037 P(0,2,1)= 12 0,055

1 1
P(0,1,2) = 220,028 P(0,0,3) = 77 =0,005

Portanto,

I 1 13

|
PA) =1t _
AW=gt3tst%m=x

P(B)_1+1+1+1_31
6 27 18 36 108

1 1 37
PE)=-+-—=_"_
(E) =5 216 ~ 216
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CONSIDERACOES FINAIS

Estar atento ao nivel de dificuldade que os alunos t€ém em receber o conhecimento de um
determinado contetido, é uma observacdo importante que o professor deve fazer. Acompa-
nhando como € dificil a compreensdo por parte dos alunos aos conceitos relacionados com as

probabilidades, foi apresentado as cadeias de Markov.

Estas apresentam conceitos essenciais e sdo acessiveis a todo aluno do ensino médio, pois
o contetiido pode ser repassado sem muito rigor como um tépico dentro de probabilidades, uma
vez que os pré-requisitos necessdrios sdo: conceitos basicos de matrizes, sistemas lineares e
probabilidades. As cadeias nos permitem resolver problemas probabilisticos com temas coti-
dianos que se tornariam invidveis de serem solucionados em sala de aula através das técnicas
encontradas na maioria dos livros. Outra grande vantagem de se utilizar as cadeias de Markov,
estd na organizacdo dos dados para a resolucdo do problema, onde os alunos sao direcionados
ao preenchimento das matrizes e ao conhecimento destas. O uso agregado do software Maxima,
possibilita aos alunos maior facilidade em assimilar o assunto, pois ndo ha desvio da atengdo

destes para cdlculos e utiliza a tecnologia, uma ferramenta que dominam muito bem.

As cadeias de Markov por todas as vantagens apresentadas, s6 tendem a propiciar profes-
sores e alunos um ambiente de trabalho onde a troca de experiéncias e as discussoes a cerca do

assunto sejam aliados no processo de ensino-aprendizagem.

Por fim, esperamos que este trabalho seja utilizado por professores e levado aos alunos do

ensino médio (possivelmente através de uma Inicia¢do Cientifica Junior).
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