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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo teérico das Inequacoes Variacionais e sua apli-
cacao no Problema do Obstaculo. Fazemos o estudo de regularidade para este problema,
e observamos que quando as condicoes de regularidade sao satisfeitas, o Problema do
Obstéculo torna-se um Problema de Complementaridade. Apresentamos os resultados de
equivaléncia entre o Problema do Obstaculo e o Problema do Dique Retangular. Descreve-
mos o funcionamento do Algoritmo FDA-NCP, e resolvemos numericamente o Problema

do Obstaculo usando complementaridade.

Palavras-Chave: Inequagoes variacionais. Problema do obstaculo. Problema do dique

retangular. Problema de Complementaridade.



ABSTRACT

In this work, we perform a theoretical study on Variational Inequalities and their
application to the Obstacle Problem. We study the regularity for this problem, and
observe that when the regularity conditions are satisfied the Obstacle Problem becomes
a Complementarity Problem. We present the equivalence results between the Obstacle
Problem and the Square Dam Problem. We describe how the algorithm FDA-NCP works

and numerically to solve the Obstacle Problem employing complementarity.

Key-words: Inequality variational. Obstacle problem. Square dam problem. Comple-

mentarity Problem.
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1 INTRODUCAO

A intuicao fisica sempre foi uma fonte para criar problemas que logo sao desenvolvi-
das e estudadas pelas diversas teorias matematicas, como por exemplo as Inequacoes
Variacionais, [14]. Esta teoria que apareceu em 1959 é uma importante fonte de estudo
em Anélise Funcional, Otimizacao e Equacoes Diferencias Parciais. Além disso, as In-
equacoes Variacionais tem uma variedade de aplicagoes em fisica, engenharia, quimica e
economia que sao estudadas e desenvolvidas em Matemética Aplicada.

Uma simples e importante aplicacao das Inequacoes Variacionais ¢ denominada Problema
do Obstaculo. Este problema é importante, pois tem uma variedade de exemplos associ-
ados a diversos fenomenos fisicos vistos em 28], como por exemplo o Problema do Dique
Retangular.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo teoérico das Inequacoes Variacionais e sua
aplicagao em problemas tipo obstaculo. Também realizamos o estudo numérico destes
problemas usando o Algoritmo FDA-NCP. O trabalho esta dividido, como segue.

No Capitulo 2, apresentamos os resultados que garantem a existéncia e unicidade das
solucoes das inequacoes variacionais elipticas do primeiro e segundo tipo e suas equivalén-
cias com um problema de minimizagao, [14]. Também estudamos o método de penalizagao
para a solugao de inequagao variacional do primeiro tipo via uma sequéncia de solucoes
de inequagoes variacionais do segundo tipo.

No Capitulo 3, estudamos o Problema do Obstaculo [28], e mostramos a existéncia e uni-
cidade da sua solucao fraca. Também realizamos o estudo de regularidade para mostrar
a equivaléncia entre a formulagdo fraca e forte do Problema do Obstéculo, dado em [20]
e [23]. Assim como para Problema de Complementaridade associado, [8].

No Capitulo 4, apresentamos o Problema do Dique Retangular, [6] e mostramos os re-
sultados que permitam formular este problema como uma inequacao variacional de um
Problema do Obstaculo, [20]. Da mesma forma mostramos que a regiao de coincidén-
cia obtida neste problema do obstaculo ¢ a regiao molhada do dique retangular. Logo

mostramos o resultado que garantem que a solucao fraca deste Problema do Obstaculo é
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a solugao do Problema do Dique Retangular, vistos em [20] e [11].

No Capitulo 5, apresentamos e mostramos os resultados que descrevem o funcionamento
do Algoritmo FDA-NCP [17], [26]. Descrevemos o procedimento de discretizagdo usando
a técnica de diferencas finitas, [21] para o Problema de Complementaridade associado a
um Problema do Obstéculo Bidimensional. Logo apresentamos os resultados numéricos,
[15] e a analise de erros, 2] realizado nos exemplos para Problema do Obstéaculo para o

caso unidimensional e bidimensional.
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2 INEQUACOES VARIACIONAIS

As Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s) aparecem em diversas aplicagbes. Uma

classe de ferramentas para resolver EDP’s sao os métodos variacionais. Um Problema
Variacional consiste em encontrar uma funcao que faz com que uma certa integral tenha
valor minimo possivel. Esses problemas tém despertado o interesse da humanidade hé
muito tempo. Um dos primeiros indicios é descrito no livro A Eneida de Publio Virgilio
(70 AC-19AC), chamado o Problema de Dido. Dido foi uma fenicia que persuadiu um
chefe africano a dar-lhe tanta terra quanto ela pudesse cercar com a tripa de um touro. Diz
a historia que ela preparou uma longa e fina correia que cercou um terreno semi-circular
beirando o mar mediterraneo, fundando assim a famosa cidade de Cartago.
O desenvolvimento destes problemas comegou em 1696, quando Johann Bernoulli (1667-
1748) propos na revista Acta Eruditorum o denominado Problema da Braquistécrona. A
palavra Braquistocrona deriva das palavras gregas Brachistos (que quer dizer menor) e
Chronos (que quer dizer tempo) e se refere & curva, que une dois pontos A e B pertencentes
a um plano vertical, que toma o minimo tempo, quando esta particula estd submetida
apenas a influéncia da gravidade. Em maio de 1697, a revista Acta Eroditorum publicou
quatro solugoes cujos autores eram Leibnitz, o mesmo Bernoulli, seu irmao mais velho
James Bernoulli e a anonima de Newton. Johann Bernoulli é considerado o primeiro em
resolver tao celebre problema. Ele, bem como os outros, mostraram que a solugao era
uma cicldide. O método aplicado por James Bernoulli consiste em resolver um Problema
Isoperimétrico. Este problema consiste em determinar a figura geométrica de drea méaxima
com perimetro dado. Assim sua formulacao é: Encontrar uma funcao y que va desde
(x1,11) até (za,y2) e que minimiza o funcional J, dado por:

J = /352 F(z,y,y")dz. (2.1)

x1

Isto indica que no caso que a funcao y fornece o valor minimo para J, entao qualquer

funcao vizinha de y, por mais perto que possa ser, fornecerd um valor maior para .J.
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Y0 + ey (t—

Caminho
extremo, y(x)

caminhos
alternativos

Figura 1: Representacao de uma fungao vizinha de y(x).

Observe na Figura 1 que uma funcao vizinha para y pode ser expressa da forma:

y(a>$) = y(0>x> + 0”7@),

onde y(0,z) = y(z) e n(x1) = n(xz) = 0 de modo que y(a, z1) = y(x1) e y(a, 2) = y(x2).
Usando y(«, z) em J, entao o valor extremo de J satisfaz g—i|a:0 = 0 para qualquer funcao

n(x). Isto deriva a um resultado conhecido como Equagao de Euler, dada por:

O funcional J é definido sobre um espaco de funcoes. No caso em que temos que resolver
o problema (2.1) restrito a um subconjunto deste espaco de funcoes, a equagao de Euler
é substituida por uma Inequacao Variacional.

As inequagoes variacionais ou também chamadas desigualdades variacionais constituem
uma teoria matematica desenvolvida no inicio dos anos sessenta na Italia, pelos professores
Guido Stampacchia (1922-1978) e Gaetano Fichera (1922-1996). Stampacchia motivado
pela Teoria do Potencial, e Fichera motivado por problemas em mecanica, especificamente
em problemas de elasticidade.

O problema que motivou o estudo das inequacoes variacionais é o Problema de Signorini
[10]. Este problema, proposto por Antonio Signorini em 1959 e resolvido por Fichera em
1963 constitui um modelo que descreve o contato sem atrito entre solidos deforméveis e
rigidos. Em 1964, Stampacchia provou sua generalizacao para o Lema de Lax-Milgram
a fim de estudar a regularidade para equagoes diferencidveis. Stampacchia foi quem deu
o nome de inequagoes variacionais e em 1967 junto com Jacques-Louis Lions (1928-2001)
associaram formas bilineares, continuas e coercivas definidas em espacos de Hilbert para

garantir a existéncia e unicidade da solu¢do de uma inequagao variacional |22].
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2.1 INEQUACOES VARIACIONAIS EM R"

A teoria das inequagbes variacionais foi desenvolvida muito rapido, pois representam
uma generalizagao natural em problemas de valor de contorno para equacgoes diferenciais
parciais. Além disso permite considerar novos problemas decorrentes de muitos cam-
pos da Matemaética Aplicada, na Engenharia, Fisica, Economia, Quimica, Programacgao
Matematica, etc.

Considere f: R — R uma funcao quadratica definida como:
f(x)=ax® +bx+c, a>0.
O ponto zy € R que minimiza f em R, satisfaz a condicao de ser ponto critico, portanto:

f'(z0) = 2axg +b =0,

isto mostra que xry = —%. No entanto se este problema de minimizacao é restrito ao
intervalo fechado I = [z1, x5], nada indica que o ponto zo = —% pertenca a I.

Observe que, neste caso, o critério dos pontos criticos deixa de caracterizar a solucao
do problema de minimizacao. Isto implica que devemos criar uma nova condicao que
caracterize a solucao do problema de minimizacao quando restrito ao intervalo /. Esta
nova relacao ¢ chamada inequacao variacional. Para introduzir este conceito é apresentado

um exemplo de uma funcao f definida em um intervalo fechado.

Exemplo 2.1. Seja [ = [a, b] e f : I — R uma fun¢ao duas vezes diferenciavel com

concavidade voltada para cima. Considere o problema de minimizacao

min f(z).

zel
Entao o ponto zy que minimiza a funcao f, satisfaz :
f(xo)(x —20) >0, Vzel. (2.2)

Observe da Figura 2, que o ponto xg, pode-se encontrar no interior ou em algum dos

extremos do intervalo I. Assim para qualquer destes casos, temos :

e Caso 1: Se zp = a, entao f'(zg) > 0e x —xo > 0.
e Caso 2: Se a < xy < b, entdo f'(xy) = 0.

e Caso 3: Se g = b, entao f'(xg) <0ex —x <0.
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flx)
fix)

caso 1l a caso 2 b a caso 3

Figura 2: Representagao dos valores minimos do Exemplo 2.1.
Fonte: Elliot, C. M. e Ockendon, J.R. ; 1982.

Observe que seja qual for o caso, x( satisfaz (2.2). A expressao dada em (2.2) é chamada
de Inequagao Variacional. Esta mesma inequacao também pode ser obtida se substituimos
a condicao que f seja uma funcao duas vezes diferencidvel com concavidade voltada para
cima pela condicao que f seja uma funcao convexa e diferenciavel.

Seja K C R™ um conjunto convexo. Dizemos que f : K — R é uma func¢ao convexa no

conjunto K se satisfaz a seguinte condicao:
flte+ (A —=t)y) <tf(x)+(1-t)f(y), Vte[0,1] e z,ye€K.
Quando a funcao f é diferenciavel temos que
f) = fx) + (Vf(2),y—x), YVa,yekK
A seguir veremos o caso de um problema de minimizac¢ao convexa.

Exemplo 2.2. Seja K C R™ um conjunto convexo e fechado e F': K — R uma funcgao

duas vezes diferenciavel definida positiva. Considere o problema de minimizacao
in F'(x). 2.
min F(z) (2.3)
Entao o ponto xg que minimiza a fungao F', satisfaz:

(VF(xg),x —x9) >0, VzeK. (2.4)

No caso que F' seja uma fungao convexa temos que a reciproca é valida.

e Considerando xy como a solugao de (2.3), tomemos = € K fixo e pela convexidade

do conjunto K temos que o seguimento de reta xo + t(x — zo) esta contido em K.
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Definindo a funcao ¢ da seguinte forma

p:[0,1] - R
t = F(xg+t(x — x9)),

temos que ¢ é uma funcao duas vezes diferencidvel com concavidade voltada para
cima. Lembrando que xy minimiza F', é claro que em ¢ = 0 a funcao ¢ atinge seu
valor minimo. Do Exemplo 1.1 temos que ¢'(0).(t — 0) > 0 para cada t € [0,1]. Ja
que ¢'(t) = (VF(zo + t(x — 20)),x — x9) e t > 0, ao avaliar em ¢t = 0 o valor de

¢'(t), temos que o ponto x, satisfaz (2.4).

e Considerando zy que satisfaz (2.4), tomemos x € K fixo e pela convexidade da
fungao F temos que F(z) > F(x¢)+ (VF(zo),z — x0). Como (VF(zy),z —x0) >0
entao F(xg) < F(x),¥ z € K, o qual mostra que z é solugao de (2.3).

A seguir veremos uma generalizagdo natural de (2.4). Consideremos A : R™ — R” continua

e K convexo e fechado em R" e definamos o seguinte problema
Achar g € K : (Axg,x —x9) >0, VzeK. (2.5)

A inequacao dada em (2.5) caracterizara a uma inequagao variacional em R".

Em 1966, os mateméaticos G.J. Hartam e G. Stampacchia [16], mostraram um resultado
que garante a existéncia e unicidade da solu¢ao de uma inequacgao variacional definida em
um espaco de Banach de dimensao finita. Ja que R™ é um espaco de Banach de dimensao

finita, temos em particular que (2.5) tem solu¢ao tnica.

Teorema 2.1. (Hartman-Stampacchia) Seja A : R — R"™ continua e X' C R" convexo e

compacto em R”. Entao o problema
Achar xy € K @ (Azg,x —1x¢) >0, VzeK,

tem solugao tnica.

Demonstracao: Para mostrar este resultado usamos o Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer, veja |20]. |

Exemplo 2.3. Se K é um cone convexo e fechado, entao (2.5) é equivalente ao problema

(Azg,z) > 0, VreK

(Azg,z9) = 0 (26)

Achar g € K {
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e Considere zy como solugdo de (2.5). Tomando x = 0 e x = 2x(, ao substituir
em (2.5), temos (Axg,z9) < 0 e (Azg,z9) > 0 respectivamente, isto mostra que
(Azg, x9) = 0. Da linearidade do produto interno temos que (Azg,z) > 0,Vz € K

e portanto x, satisfaz (2.6).

e Considere zp como solu¢ao de (2.6). Ao restar as condigoes dadas em (2.6) é claro

que (Azg,z — x9) > 0 para cada « € K. Isto indica que z, satisfaz (2.5).

Considerando o cone convexo positivo R}, definido por :
R} ={x = (z1,--- ,2,) € R" : 2 > 0},

onde x > 0 significa x; > 0 para cada i = {1,2,...,n}.

Ao tomar K = R em (2.6) temos um Problema de Complementaridade Linear, da forma

To =
Achar o € R, : Azg > (2.7)
(Al’(), IL‘()) =

A resolugdo numérica de (2.7) é base fundamental deste trabalho, mas este procedimento
serd estudado no Capitulo 5.

O Teorema 2.1 mostra a existéncia e unicidade da solucao de uma inequacao variacional
definida em R"™. O proximo passo é mostrar a existéncia e unicidade da solugao de uma

inequagao variacional definida em um espago de Hilbert real de dimensao infinita.

2.2 INEQUACOES VARIACIONAIS EM ESPACOS
DE HILBERT

Considere H um espaco de Hilbert real de dimensao infinita com produto interno
(u,v)y e norma ||v|| = /(v,v)3 . Denotemos por H' ao Espaco Dual de H e a relagao
entre H' e H, dada por

H x H — R

f ; v — <f7U>H’><H-

A seguir mostraremos os resultado que garante a existéncia e unicidade da solucao de
uma inequagao variacional definida em um espaco de Hilbert. Mas antes de mostrar isso
precisa-se de alguns resultados obtidos da Analise Funcional [3].

Um destes resultados é o Teorema da Projecao Ortogonal, apresentado a seguir.
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Teorema 2.2. (Proje¢ao Ortogonal) Seja H um espaco de Hilbert real e K um conjunto
convexo e fechado em H. Para qualquer w € H existe um tnico u = Pxw € K que
satisfaz :

lu—wlh < o —wlw, ¥oe K.

Além disso o operador Py : H — K é uma contracao, isto é,

| Pxwi — Prws|ly < ||wy —we|lg, Y wi,wy € H.

Demonstragdo: A prova deste teorema pode ser vista em [3]. |

O ponto Pgw é o ponto em K que minimiza d(w, K) e como pode ser visto na Figura 3,

o angulo 6 é obtuso. Isto mostra que (w — u,v —u) < 0, para cada v € H.

Figura 3: Projecao ortogonal.
Fonte: Elliot, C. M. e Ockendon, J.R. ; 1982.

Outro importante resultado da Analise Funcional é o Teorema de Representacao de Riesz-

Fréchet, apresentado a seguir.

Teorema 2.3. (Riesz-Fréchet) Seja H um espago de Hilbert real e H' seu dual. Dado
f € H' existe um anico wy € H tal que

(f, Vwxn = (wf,v)y, YveH.
Demonstragao: A prova deste teorema pode ser visto em [3]. |

O Teorema 2.3, mostra que qualquer f € H’ pode ser representado por um anico elemento
wy em H via o produto interno definido em H. Em 1907, Fréchet e Riesz mostraram in-
dependentemente este resultado de representacio sobre o espaco de funcoes L2. Logo em
1934, Riesz consegue estender este resultado para qualquer espaco de Hilbert.

Lembremos que na demonstragao do Teorema 2.1 foi usado um argumento do ponto fixo
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em R", precisa-se de um resultado similar para espacos de Hilbert. Este resultado é

conhecido como o Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Principio de Contracao.

Teorema 2.4. (Banach) Sejam (X, d) um espaco métrico completo e S : X — X é uma

contracao estrita, isto é,
d(Sz,Sy) < 7d(z,y), VTe€[0,1] e z,y € X.

Entao existe um tnico ponto p € X tal que S(p) = p.

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser vista em |[3]. [ |

O primeiro resultado do ponto fixo é o Teorema de Ponto Fixo de Brouwer. Este teo-
rema proposto inicialmente pelo matematico holandés Luitzen E. Jan Brouwer, mostra
a existéncia e unicidade do ponto fixo definido em um conjunto compacto em R". Em
1922 o matematico polonés Stefan Banach estendeu este resultado para qualquer espaco
métrico completo. O argumento de ponto fixo é muito importante pois permite resolver
numericamente um sistema de equacoes.

Para definir uma inequacao variacional eliptica em um espaco de Hilbert, precisamos de

alguns conceitos. Considerando

a:H x H — R

u , v — a(u,v).

Dizemos que :

- a(u,v) é uma forma bilinear real, quando é linear em cada variavel.

- a(u,v) é continua, se existe o > 0 tal que |a(u,v)| < allul|x||v]y, Yu,v e H.
- a(u,v) é coerciva, se existe 3 > 0 tal que a(v,v) > SB|v||3, VveH.

- a(u,v) & simétrica, quando a(u,v) = a(v,u), Yu,v € H.

Observemos que se a(u, v) é uma forma bilinear continua, coerciva e simétrica entao a(u, v)

induz um produto interno. Além disso

Bllvll, < a(v,v) < allvlly, YveH,

1/2

isto mostra que [a(v,v)]'/* é uma norma em H.

Seja a(u,v) uma forma bilinear continua e coerciva, K um conjunto convexo e fechado
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em H e f € H, definimos o seguinte problema :
Acharu € K : a(u,v—u) > (f,v— uyyxn, YveEK. (2.8)

A inequacao dada acima é uma Inequacao Variacional Eliptica do Primeiro Tipo.
Observemos que uma aplicacao A : H — H’ linear e continua define uma forma bilinear,
se consideramos

a(u,v) = (Au, V)3 «n-

Assim como uma forma bilinear a(u, v) define uma aplica¢ao linear, se consideramos
v — a(u,v), para cada v e H.
Portanto é possivel reescrever (2.8), da seguinte forma :
Acharue K : (Au— fiv—uyyxy >0 ,VveK.

Em 1967 J. L. Lions e G. Stampacchia publicaram o artigo Variational Inequality no
qual mostram o resultado que garante a existéncia e unicidade da solugao de (2.8). Este

resultado é conhecido como o Teorema de Lions-Stampacchia [8], dado a seguir.

Teorema 2.5. (Lions-Stampacchia) Sejam H um espaco de Hilbert real, K um subcon-
junto nao vazio, convexo e fechado em H, f € H' e a : H x H — R uma forma bilinear
continua e coerciva. Entao existe uma tnica solugao para (2.8).

Se a(u,v) é simétrica entdo (2.8) é equivalente ao seguinte problema de minimizagao :

min J(v), (2.9)

veK

onde J(v) = 3a(v,v) — (f, v} xn.

Demonstracao: A prova deste teorema sera feita para cada caso.
a) Se a(u,v) é simétrica : Lembrando que a(u,v) induz um produto interno em H
entao pelo Teorema 2.3, existe um tnico wy € H tal que a(wys,v) = (f,v), Yo € H. Ao

reescrever o funcional J, da seguinte forma

1 1 1 , 1
J(v) = sa(wy —v,wyp —v) = sa(wy, wy) = 5wy — vz — S llwyll3
2 2 2 2
Observe que resolver (2.9) é equivalente a minimizar d(wy, K). Pelo Teorema 2.2, existe
um tnico v € K tal que minimiza d(wy, K), portanto u é solugao de (2.9). Além disso do
Teorema 2.2 temos que o angulo interno entre wy —u e v —u é obtuso, o qual mostra que

a(ws —u,v —u) <0, Yv € H, portanto u satisfaz (2.8).
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Agora mostraremos a equivaléncia entre os problemas (2.8) e (2.9).

- Seja u solugao de (2.8) e v € K fixo, entao

T(w) — J(v) = %a(u, W) = (F ) pnt — %a(v,v) U o
1

= (f,v—u>H/XrH—a(u,v—u)—ia(u—v,u—v). (2.10)
Posto que a(u —v,u —v) > Bllu — |3 e (f,v — u)grxn — alu,v — u) < 0. Ao substituir
estas desigualdades em (2.10) obtemos que J(u) < J(v), Vv € K. Isto mostra que u é
solugao de (2.9).
- Reciprocamente, se u é solugao de (2.9) e v € K, pela convexidade do conjunto K temos

que u + t(v — u) € K, para cada t €]0, 1]. Portanto
Jw) < Ju+tlv—u))
1
= J(u) +ta(u,v —u) — t{f,v — u)grsn + 5/\2a(u —v,u—0).
Da desigualdade dada acima é facil ver
L,
ta(u,v —u) —t{f,v —u)rwn + 515 a(u —v,u—wv) > 0.

Ao dividir por t e fazer t — 07, obtemos a(u,v — u) > (f,v — u)rxn, Yv € K. Isto
mostra que u ¢ solugao de (2.8).

b) Se a(u,v) nao é simétrica : Considerando A : H — H uma aplicacao linear e
continua tal que a(u,v) = (Au,v)y, pelo Teorema 2.3, existe [ € H tal que (f, v)yrxp =

(I,v)y. Portanto (2.8) é equivalente ao seguinte problema :
Acharue K : (u—p(Au—1)—u,v—u)y <0, Yve K e p>0. (2.11)
Observe que (2.11), via o Teorema 2.2, é equivalente ao seguinte problema :
Acharu e K : wu= Pglu— p(Au—1)], p> 0. (2.12)

Definindo uma aplicacao W, como:

W:H —H
v +— W(v) = Pglv— p(Av —1)].

e dos resultados de equivaléncia entre (2.11) e (2.12), obtemos que (2.8) é equivalente a

um problema do ponto fixo, dado por:

Acharue K u=W(u). (2.13)
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Para mostrar a existéncia e unicidade da solucao de (2.13), temos que mostrar que W é

uma contracao estrita. Dado que Px é uma contracao, entao

W (v1) = W(wa) [l [1Pxlor = p(Avy = D)] = Prc[vy = p(Avy = 1)][l3

S ||U1 — Vg — ,OA(Ul — UQ)“'H. (214)
Observe que
[or = vz — pA(vr = va) |3 = |l — a3 — 2p(A(v1 — v2), 01 = v2)u + P? || A(vr — o)

Como A ¢ limitada, entao [|A(vy — ve)||3, < ||A|%||v1 — va|3, e da coercividade da forma

bilinear, temos
(A(U1 - U2),U1 - Uz)% = G(U1 — U2,U1 — Uz)% > 5”01 - UQH?—,{-

< (1= 208 + pllAI2) lor — vall}

Assim obtemos [[v; — v2 — pA(vy — v2)3, <
Ao substituir a desigualdade acima em (2.14), obtemos :

W (01) = W (v2) [l < (1 =208 + pllAI*)?[[or — vala.
Portanto para que W seja uma contragao estrita, basta escolher p > 0 tal que

1—-2p5 + pl|Al* < L.

O qual é satisfeito, se tomamos 0 < p < Hffﬁg [ |

Segundo [14]| temos um argumento numérico para resolver (2.8) é baseado na demon-
stracdo do Teorema 2.5. Dado que a solugao de (2.8) é obtida ao resolver (2.13), definimos
o seguinte algoritmo :

Considerando z° € K, defina a sequéncia de aproximagcoes, {u"},cn, dado por :

u"t = Pglu" — p(Au™ —1)], para cada n > 0.

Isto indica que u™ — u sempre que p €]0, ||,24[ﬁ2 k

Dado que a(u,v) = (Au,v)yxy e (f,v)xn = (I,v)3, consideremos a(u,v) simétrica,

desta forma A é simétrica e (2.8) pode-se escrever como
Achar ue K :  (J'u,v —u)wxu >0, VveK,

onde J'u denota a derivada de Gateux de J em u. Assim (J'u, v)yxy = (Au — 1, v)y €

J'u = Au — [. De forma mais geral é o Método da Proje¢ao Gradiente, [30].
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Neste método, dado z° € K definimos uma sequéncia de aproximacoes, {u"},en, por :
"t = Pr[u" — pJ'u"], para cada n > 0.

A aplicacao que serd estudada neste trabalho é o Problema do Obstaculo. Para este
problema a forma bilinear associada é simétrica. Em [1] e [5] podem ser vistos outras
aplicagoes as inequacoes variacionais em que a forma bilinear associada nao é simétrica.
De (2.8), observe que este problema é definido sobre um determinado conjunto K C H.
A seguir estudaremos outro tipo de inequagoes variacionais que sao definidas sobre todo
o espaco de Hilbert H.

Segundo [14], definamos o funcional j : H — R = R U {co} semi-continuo inferiormente,
convexo e proprio (j é proprio se j(v) > —oo, Vv € H e j # 00) e consideremos o seguinte

problema:
Acharu e H : a(u,v —u)+j(v) —j(u) > (f,v — w)wxn, VYVveH. (2.15)
A inequacao dada acima é uma Inequacgao Variacional Eliptica do Segundo Tipo.

Exemplo 2.4. Seja [k, a funcao indicatriz do conjunto K, definida por:

0, seve K.
IK(U):{
00, sev ¢ K.
Entao
Acharu e H : a(u,v —u)+ Ig(v) — Ix(u) > (f,v—u), VveH (2.16)

¢ uma inequacao variacional eliptica do segundo tipo

Para provar que a inequacao dada acima ¢ uma inequacao variacional eliptica do
segundo tipo, basta mostrar que Ix é semi-continuo inferiormente, convexo e proprio.
Este resultado pode ser visto em [7]. Além disso (2.16) é equivalente a (2.8).

Observe também que quando K = H e j = 0 temos que (2.15) é equivalente ao resolver :
AcharueH : a(u,v) = f(v), YveH. (2.17)

O resultado de existéncia e unicidade da solugao de (2.17) é o Lema de Lax-Milgram, o

qual ¢ apresentado a seguir.

Lema 2.6. (Lax-Milgram) Seja 1 um espaco de Hilbert, munido com a norma ||.||3,

a : H X H uma forma bilinear continua e coerciva e f € H'. Entao, existe uma tnica
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solugao para (2.17). Além disso, quando a(u,v) é simétrica, temos que (2.17) é equivalente

ao seguinte problema de minimizacao

mwiin J(v), (2.18)
onde J(v) = Sa(v,0) — (f, vy
Demonstracao: A prova deste Lema pode ser vista em |[3]. [ |

O Lema de Lax-Milgram é uma importante ferramenta usada na resolugao de equagoes
diferenciais parciais, pois obtemos uma rela¢ao de equivaléncia entre (2.17) e (2.18). Esta
equivaléncia tem uma interpretagao na fisica, denominado Principio de Energia Minima.

O seguinte teorema mostra a existéncia e unicidade da solugao de (2.15).

Teorema 2.7. Seja H um espaco de Hilbert, f € H/, j : H — R um funcional semi-
continuo inferiormente, convexo e proprio e a : H X ‘H — R uma forma bilinear continua

e coerciva. Entao existe uma unica solu¢ao para (2.15).

Demonstragao: Vamos a mostrar primeiro a unicidade e depois a existéncia.

a) Unicidade: Suponhamos que u; # uy sao solugoes de (2.15), entao
a(up, v —uy) +jv) —jlur) > (f,v — w)wxn, Vv €EH,;
a(ug,v —ug) + j(v) — j(uz) > (f,v — ug)msn, Vv €H.

Ao substituir v = us e v = u; respectivamente, obtemos

alur, ug —uy) + j(uz) — j(ur) > (f, ug — wr)arsn;

alug,up — ug) + j(ur) — j(ua) > (f,ur — uo)ayrxn-

Se somarmos as inequagoes dadas acima teremos que a(u; — ug, u; — uz) < 0, mas para
fazer isso, temos que mostrar primeiro que j(u;) < oo ,i = 1,2. Dado que j é proprio,
entao existe vy € H tal que —oo < j(vg) < 00.

Ao substituir vy em (2.15), temos
—00 < j(u;) < j(vo) = (f,v0 — wi)prxn + alui, vo —w), i=1,2.
Isto mostra que j(u;) < 0o, i = 1,2 e da coercividade da forma bilinear obtemos:

0 < fBlur — U2||3{ < a(ur — ug,us —uz) < 0.



28

Portanto u; = us.
b) Existéncia: Dado u € K e p > 0 consideremos o problema (Q,)
Achar w e H :

(Qp) (w,v=w)p+pli(v) =j(w)] = (u, v =w)a +pl[{f, v = W)y —alu,v—w)], Vv e H.

Note que (Q,) ¢ um problema do tipo (2.15) e a forma bilinear associada ¢ o produto
interno definido em H, que é simétrica. Para mostrar a existéncia consideramos o seguinte.
Afirmacao: O problema ((),) tem solugao tnica.

Definindo a aplicagdo F,(u) = w, onde w é a solugao de (Q,). De forma analoga ao
Teorema 2.5, mostraremos que F), é uma contragao estrita.

Considerando uy,us € H talque w; = F,(u;) para i = 1,2. Assim temos :
(w1, wy —wy)y + plj(we) — j(wr)] > (ur, w2 —wy)y + p[{f, we — w1) 9 xz — a(ur, wo —wy)l;

(w2, w1 —wa)w + plj(wi) — j(wa)] > (ug, w1 —wa)w + p[(f, w1 — Wa)arxr — alug, wy —ws)].

Como j(wq) e j(ws) sao finitos, logo de somar as desigualdades, obtemos:
(w1 — wa, wp — wi)y > (w1 — g, wa — wi )y — pa(ur — ug, wy — W)
e daqui

1F,(ur) — Fp(ug)|l = llwa — wil3; < (I = pA)(ur — ug), wy — wy)y.

28 [
A2 L
Uu

e substituindo em (Q),), temos:

Dai é facil ver que ||I — pAl|| < 1, sempre que p €]0

Do Teorema 2.4, existe um tnico ponto fixo F,(u) ’:
(u, v = w)y + pli(v) = J(W)] = (w0 — w)y + p[(f,v = wWhrwsn — alu,v —u)], Vo eH.
Simplificando (v, v — u)y na desigualdade anterior e dividir por p, temos
a(u,v —u) + j(v) —jlu) > (f,v — sy, VYveH.

Portanto u é solugao de (2.15). |

Na prova do Teorema 2.7, foi assumido o fato que ((),) tem solugao tnica. A seguir

mostraremos este resultado.

Lema 2.8. Seja H um espaco de Hilbert, b : H x ‘H — R uma forma bilinear, continua

e simétrica com constante de coercividade 3, f € H' e j : H — R um funcional semi-
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continuo inferiormente, convexo e proprio. Seja H : H — R, definido como

H(v) = %b(v,v) F i) = (F, v

Entao existe uma tinica solugao para o seguinte problema de minimizacao.

{}Iél?? H(v). (2.19)

Além disso (2.19) é equivalente ao seguinte problema :

Achar u € H:  b(u,v —u) + j(v) —j(u) > (f,v —w)rxn, VveEH.

Demonstracao: A teoria de Otimizac¢do Convexa dada em [7], indica que (2.19) tem
solugao unica, sempre que H seja um funcional estritamente convexo e coercivo (isto sig-

nifica que H(v) — oo, quando ||v]| — 00).

a) Dado que b(v,v) é estritamente convexo, j é convexo e f é linear, entdo H é um

funcional estritamente convexo.

b) Dado que j é semi-continua inferiormente e propria, existe A € H' e u € R tal que

J() > (AN, v)yrwn + p- Ja que A e f sdo continuos, entao
(A 0| < Llvlle e [(fiv)awxul < Mol para cada v € H.
Usando estas desigualdades e a coercividade de b(u,v), temos

H() = 5b(o,v) +5(0) — {F, v

B
> 5”“”3{ — L|jv|lyg — M||v||n + p

2
B B L+M |2 (M + L)?
= (\/;HUHH— 7 \/%) "’M—T-

Observe que H(v) — oo quando ||v|| — oco. Isto mostra que H é coercivo e portanto

existe uma tunica solugao para (2.19).

c) Agora sera mostrado a equivaléncia entre (2.15) e (2.19).

- Considere u como solugao de (2.19) e tome v € H fixo e t € [0,1]. Lembrando que
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J(v) = ta(v,v) — (f, V) xn temos que H(v) = J(v) + j(v) e portanto :

o
IN

Hu+tv—u)) — H(u)
= Ju+tlv—u)—J(u) +ju+tlv—u)—jlu)
< Ju+tlv—u))—J(u)+t)jv) —ju)], VveH.

Ao dividir por t na desigualdade acima e tomando o limite quando ¢t — 0T, temos :
0< (Juv—u)y+jwv)—ju), YveH.
Dado que b(u,v) é simétrica, entao
(J'v,w)y = b(v,w) — {f, s, Yv,w € H.
Substituindo na desigualdade anterior, temos
0 <blv,v—u)—{f,v—upxy+jv)—7ju), VoveH.

O qual indica que u satisfaz (2.15).

- Considere u como solugao de (2.15) e tome v € H fixo, reescrevendo H temos :
1 . ‘
H(v) = H(u) = 5[b(v, v) = b(u, w)] + j(v) = j () = {f,v = waxn.
Ja que b(v,v) = b(u, u)+2b(u, v —u)+b(u—v,u—wv), ao substituir esta relagao na equagao
anterior, obtemos

H(v) = H(u) = b(u,v —u) + j(v) = j(u) = {f;0 = w)rn + %b(u—v,u—v)-

Como b(u — v,u —v) >0, entdo H(v) > H(u) e portanto u satisfaz (2.19). |

Resumindo o visto nesta secao, apresentamos os teoremas que garantem a existéncia e
unicidade das solugoes para inequacoes variacionais elipticas do primeiro e segundo tipo.
Também a existéncia e unicidade de um problema variacional via o Lema de Lax-Milgram.
Estes resultados serao de muita utilidade no estudo de um método de penalizacao que é

apresentado a seguir.

2.3 O METODO DE PENALIZACAO

Os métodos de penalizacao sao usados em otimizacao para obter a solucao de um

problema de minimizacao com restricoes via uma sequéncia de solucoes de problemas de
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minimizacao sem restrigoes. E aqui que aparece a importancia dos resultados de existéncia
e unicidade visto na secao anterior. Para aplicar este método de penalizacao, considere o

funcional 7 : H — R semi-continuo inferiormente, convexo e proprio, de forma que :

jlv) = 0, YwekK. (2.20)
jlv) > 0, YveH. (2.21)

E defina uma sequéncia de problemas { P, }.~o, da forma:
(P.) Achar uc € H: alue, v —ue) + je(v) — Je(ue) > (f,v — ue)wrxn, Vo€ H.

Do Teorema 2.7 temos que cada problema (P.) tem uma tnica solu¢ao u.. O proximo

passo é mostrar que a sequéncia {u.} converge para u, onde u é solu¢ao de (2.8).

Teorema 2.9. Sejam #H um espago de Hilbert real com norma ||. ||, a : H x H — R
uma forma bilinear continua, coerciva e simétrica, f € H' e j : H — R um funcional

semi-continuo inferiormente, convexo e proprio que satisfaz (2.20) e (2.21), temos:

ll_r)%Hue—uHH = 0. (2.22)
ll_I)I(l)je(ue) = 0. (2.23)

Demonstragao: Segundo [14], a prova deste teorema sera feita em trés partes.

a)Existem C e D positivos, tais que :

IA

Juellne < C. (2.24)
j(u) < eD. (2.25)

Como K # () entéo existe vy € K tal que j.(v9) = 0, ao substituir em (P.) tem-se
a(ue7 ue) + je(ue) S a(“’ﬁ) U) - <f7 Vo — ue)’H’XH'
Dado que a(ue, u.) e je(u.) sdo ndo negativos, da inequagao anterior temos

a(te, ue) < alue,vo) — (f, 00 — Ue)mrsn = |a(ue, vo) — (f, Vo — Ue)prx]-

Ja que f élimitado, existe M > 0 tal que (f, V)3 xy < M||v||3 e ao aplicar a desigualdade
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triangular em |a(uc, vo) — (f, vo — Ue)prxn/|, tem-se
a(te, ue) < oflucllallvolls + M([[volla + lluells)-
Pela coercividade da forma bilinear, obtemos
Blluellz; < alluellllvollz + M([volla + lluellz)-
Esta tdltima desigualdade, pode ser reescrita como
lucll < Crlluella + Co, (2.26)

onde C} = O“H”OHT”W e Cy = % Usando a propriedade do binémio quadrado ade-

quadamente em (2.26), garantimos a existéncia de C' > 0, de forma que ||uc||ly < C.

A expressao (2.25) é obtida de forma anéloga

() = )

IN

|CL(’LL€, U) - <f: Vo — ue)'H’X’H|

IA

alluc|l[[volla + M(||voll2 + [luell#)
< aCllvollg + M(||voll + C) = D.

b) Convergéncia fraca: De (2.24), temos que a sequéncia {u.} é limitada, portanto existe
uma subsequéncia que converge fracamente a u*, sem abuso de notacao assumiremos por
{ue}, dai j(u.) — j(u*) quando € — 0. Logo de (2.25) temos que j(u.) — 0 e portanto
j(u*) = 0. Finalmente de (2.20), temos u* € K.

Lembrando que

a(te, ue) < alue,v) — (f,v —udwxn Vv € K.

Ao tomar limite na desigualdade acima, tem-se:

a(u,u*) < limiglfa(ue,m) <a(u*,v) = (f,v —u ) yxn, VveK.
€E—

Portanto

a(u® ;v —u*) > (f,v—u")ywy, vEK.

Daqui u* satisfaz (2.8) e da unicidade da solugao deste problema, tem-se u* = w.

c) Convergéncia Forte: Da coersividade da forma bilinear, temos

o
IA

BHUG - u”%—t +je<ue) S a(”e — U, Ue — u) +je(ue)

< a(te, ue) + Je(ue) — alue, u) — alu, ue) + a(u, u).
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Dado que u, é solugao de (P.), entao
0 < a(ue,v) — {f,v —udpxn — alue, u) — a(u,ue) + a(u,u), Vv e K.

Usando a convergéncia fraca tem-se

0 < liminf[Blluc — ull” + je(uc)
€E—>
< limsup[Blue — ul]* + je(ue)]
e—0
< alu,v —u) = (f,v—wuxn, VveK.

Tomando v = u na expressao anterior, temos lirr(l)[ﬁHu6 —u||® + je(uc)] = 0 e portanto
[Sd
i . — u® = L . 1) = .

Isto finalmente completa a prova do Teorema. [ |

Lembremos que no caso que a(u,v) seja simétrica, pelo Teorema 2.5 temos uma relagao
de equivaléncia entre (2.8) e (2.9) e pelo Lema 2.8 temos uma relagdo de equivaléncia
entre um problema (P.) e um problema de minimizagao, da forma :

min H,(v),

veH

onde H (v) = J(v) + jc(v).

J& que o Teorema 2.9 mostra que uma sequéncia de solucoes de inequacgoes variacionais
do segundo tipo converge para a tinica solu¢ao da inequagao variacional do primeiro tipo.
Portanto no caso que a forma bilinear seja simétrica temos o mesmo resultado para os

problemas de minimizacao, como pode ser visto no seguinte diagrama

Inequacgao Variacional do primeiro Tipo —= f}g{l J(v)

Penalizacao Penalizagéo
Inequacao Variacional do segundo Tipo =—= Ivrg}{l H(v)
Este resultado de equivaléncia e penalizacao sao importantes, pois permite mostrar a

regularidade da solucao fraca no Problema do Obstaculo. Este problema serd estudado

no seguinte capitulo.
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3 PROBLEMA DO OBSTACULO

Uma aplicacao simples e importante das inequagoes variacionais elipticas é o Problema

do Obstaculo. Este problema é importante pois é base de muitos problemas encontrados
na Fisica, Quimica, Economia e Engenharia. Dizemos que um determinado problema
é um problema tipo obstaculo quando ele pode ser transformado em um Problema do
Obstéculo. Existem muitos problemas tipo obstaculo como por exemplo os relacionados
a fenomenos de elasticidade, fenomenos de lubricacao, filtragem de liquidos em meios
porosos e tor¢ao elastoplastica, veja [28] e [20].
O exemplo classico no estudo das EDP’s é o Problema da Membrana, [12]. Para este
problema consideremos uma membrana homogénea e elastica que ocupa uma regiao €2
no plano XY fixa na sua fronteira a uma funcao g. Quando a membrana é submetida a
uma forga externa f, sua geometria é alterada, o que indica que cada ponto (z,y) em (2
assume um valor u(z,y) perpendicular ao plano XY,

A posicao de equilibrio da membrana é obtida ao resolver o seguinte Problema de Poisson:

—Au = f, em Q.
u = g, sobre 0.

A estratégia usada para obter a solugdo (forte) do Problema de Poisson é levar para sua
formulagao fraca, que é uma equacao variacional, mostrar a existéncia e unicidade via o
Lema de Lax Milgram e logo mostrar a regularidade, isto significa, mostrar que a solucao
fraca é solucao forte.

No Problema do Obstaculo o tratamento é similar, o que significa levar para sua formu-
lacao fraca, que é uma inequagao variacional, mostrar a existéncia e unicidade da soluc¢ao

fraca e logo mostrar a regularidade dela usando por exemplo um método de penalizagao.
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3.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Segundo [28], consideremos uma membrana homogénea e elastica que ocupa uma
regiao 0 C R? (aberto e limitado) no plano XY fixada na fronteira 9€). Este problema
consiste em determinar a posicao de equilibrio que a membrana atinge com a presenca de
um corpo rigido definido por {(z,y,2) € R®: 2 < p(z,y)}, onde ¢ & a funcao obstéculo
que satisfaz ¢ < g sobre 0f2.

Como pode ser visto na Figura 4, quando a membrana esta restrita a um obstaculo é
definida uma regiao de coincidéncia entre a membrana e o obstaculo. Esta regiao de

coincidéncia, denotada por QY (aberta) é dada pelo seguinte conjunto.

Q0 = {(x,9) €Q ¢ ulz,y) = p(x,y)}.

J4 que o obstaculo esta debaixo da membrana entdo na regiao QT = Q\Q° nao existe

coincidéncia entre a membrana e o obstaculo. Assim Q1 é definida como

QO ={(z,y) €Q : ulz,y) > plz,y)}

Membrana sem obstaculo Membrana com obstaculo

Figura 4: Problema da membrana eléstica.
Fonte : Rodrigues, J.F; 1987.

Observemos na Figura 4, que a regiao de coincidéncia esta estritamente contida no interior
de €, isto indica que u < g sobre 952, mas é possivel que 9Q° N OQ # 0.
A pesar de nao ter coincidéncia com o obstaculo em Q7 existe um equilibrio de forcas.

Isto indica que
—~Au=f, em Q.
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Dado que em Q° ndo existe equilibrio de forcas, entdao —Au # f em Q°. Como o obstaculo
foi suposto rigido, entao
—Au> f, em Q°.

Finalmente na regido I' = Q7 N 90Q°, a coincidéncia é dada suavemente, ou seja:
u=¢ e Vu=V¢ sobrel.

Esta regido I' define a curva que separa a regido QF de Q°. Esta regido I' é chamada

obstaculo

Figura 5: Problema do Obstaculo Unidimensional.
Fonte : Friedman, A. ; 2000.

Fronteira Livre. O Problema do Obstaculo é um caso de Problema de Fronteira Livre.
Denotamos a solugao deste tipo de problema como o par {u,I'}. Baseado nos supostos
fisicos dados anteriormente definimos este problema da seguinte forma :

Problema do Obstaculo: Determinar o par {u,['} que verifique as seguintes condigoes:

—Au = f, em Q7.
u o= @, em °.

u = g, sobre 0f2.

Vu = Vg, sobre I

N
v

(3

(3

(3

u =, sobre I (3.
(3

©, em ). (3
(3

|
>
IS
v

f em (2.
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De (3.1), (3.2), (3.6) e (3.7) temos que o Problema do Obstéaculo pode ser formulado via

um Problema de Complementaridade, da seguinte forma :

u

v

v, em )
—Au > f, em Q (3.8)
(—Au—f)lu—¢) = 0, em Q

Assim, se u é solu¢ao do Problema do Obstaculo, em particular também satisfaz (3.8).
Esta formulacao via complementaridade sera de muita importancia neste trabalho, ja que
permitira resolver numericamente (3.8).
A Figura 5 representa o Problema do Obstaculo para o caso unidimensional e a seguir é
apresentado um exemplo deste caso.
=1 x| >

Exemplo 2.1. Dado Q@ =] - 1,1], g =0, ¢ = - e f(z) =
1—322% |z| <

N L

Encontre u que satisfaz as condigoes (3.1)-(3.7).
Considere os seguintes casos:
Caso 1: Sejal'= j:% e o conjunto de coincidéncia dado por Q¥ = ]—%, % [, e a funcao u,

definida como :

—E+3@+2)? ;-1<z< -2
u(z) =4 —& ;—2<a< i
—=+3(@—2)? ; <<l

satisfaz as condigoes (3.1)-(3.6). Mas nao satisfaz a condi¢ao (3.7), ja que u”(0) =0 e
f0) = 1.

Caso 2: Seja ' = j:%, i% e o conjunto de coincidéncia dado por Q° = ]—%, —

W=
r
[
Wl
wro
r

e a funcao u, definida como :

~

—& + iz +2)? -1 <z < -2
~1s —3Sr< o3
Al ez
u(r) = ¢ -+ 2 -2y Llop<l
i ize<)
Y o<t
\—1—133—1—%(90—%)2 ;§<x§1

satisfaz az condigoes (3.1)-(3.7). Como pode ser visto na Figura 6, note que (3.7) é
uma condicao importante pois permite garantir a unicidade da solu¢ao no Problema do
Obstéculo.
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—--—CASO 1

——CASO 2

Figura 6: Grafico das funcoes do Exemplo 2.1
Fonte: Elliot, C. M. e Ockendon, J.R. ; 1982.

3.2 FORMULACAO VARIACIONAL

A proposta do Célculo Variacional é formular o Problema do Obstaculo como um
problema de minimizacao. O funcional que se deseja minimizar é dado pela energia

potencial elastica, £/ : V — R, que é definida como

E(w) = D(v) - F(v)
= §/Q|Vv(x)| dv — /Qf(:zc)v(x)dx,

onde D representa a energia potencial da deformacao da membrana e F' representa o
trabalho feito pela forca externa. O espaco V é representado pelo espaco de funcoes
com energia potencial da deformagao finita. Esta propriedade de V permite introduzir os
Espagos de Sobolev. Segundo [3], consideremos 2 C R" e 1 < p < o0, logo o Espaco de
Sobolev W1P(Q) é definido como :

Wh(Q) = {u € LP(Q) : Vu € [LP(Q)]"}.

Estes espacos sao de Banach e sua norma é dada por

ou
3%

)
p

n
lallwog) = llull, +
i=1

onde | .||, ¢ a norma em LP(£2).

Para o caso que p = 2, temos que W'%(Q) é denotado por H'(Q). Além disso, H*(Q) é
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um espaco de Hilbert com produto interno dado por :

(u,v)=/uvdw+/Vu-Vvdx.
Q Q

De forma geral, para qualquer m € N, definimos o Espago de Sobolev WP () por
W™P(Q) = {u e W P(Q) : Vue [W™ ()"}, 1<p<oo.

E, para o caso em que 0 < m < s < m+ 1, temos que W*P(Q)) é um espago intermédio
entre W™P(Q) e W™HLP(Q). No caso em que p = 2, denotamos por H*(Q) ao espaco
We2(9).

Tomando V = H'(Q) definimos o conjunto de deslocamentos admissiveis, K4, como
— 1 . —
Ki={veH(Q) :v>pemQ e v=gsobred(}. (3.9)
Quando g = 0, denotamos este conjunto da seguinte forma :
K ={ve Hy(Q) :v>¢emQ}. (3.10)

Denotamos por H} () o espago de fungoes v € H(Q) tais que v = 0 sobre 9.

Também temos que considerar algumas propriedades para o dominio da membrana como,
por exemplo, considerar {2 como um conjunto aberto e limitado de classe C'. Dizemos
que Q é de classe C! quando 90 é uma funcdo de Lipschitz. Mais adiante veremos que
esta propriedade para () é importante pois permite aplicar os resultados de imersao dados
no Teorema de Rellich-Kondrachov, [3].

A seguir mostraremos que o conjunto K ¢ nao vazio, convexo e fechado em HY(Q).

Teorema 3.1. Seja 2 C R™ aberto e limitado de classe C'. Dado ¢ € H*(Q) N C%(Q)

com ¢ < 0 sobre 02. Entao ng, é um conjunto nao vazio, convexo e fechado.

Demonstragao: Como ¢ € H'(2), entdo max{p,0} = ¢ € H*(Q). Dado que ¢ <0
sobre 0€2, entao ¢ |aq = 0 e ¢ > ¢ portanto ¥ € K7, isto indica que K é nio vazio.

Para mostrar a convexidade, tome v,w € K e A € [0,1]. Assim
M4+ (1=Nwe Hy(Q) e M+ (1—-Nw> o+ (1—N)p =

Isto mostra que ICg é convexo.
Para mostrar que ICg é fechado, procedemos por contradicao, ou seja, suponhamos que
v, — v em Hy(Q) para cada v, € K2, com v ¢ K7, o que indica que existe um subconjunto

A C Qcomm(A) >0ewv < pem A Do Teorema de medida de Lebesgue, existe um
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e >0 tal que v < p —eem A. Assim

vn—v2dx> vn—v2dx> o —v’dx > 2m(A) > 0.
Q A A

Isto mostra que v, - v em L?(£2), o que é uma contradigao, pois v, — v em Hj(2). M

O Teorema 3.1 mostra que ng é nao vazio, convexo e fechado. O préximo teorema

mostra o mesmo resultado para LY. Para mostrar isso assumimos que g € HY2(09).

Teorema 3.2. Seja ) C R™ aberto e limitado de classe C'. Dado ¢ € H(Q) N C%(Q)
e g € H/2(09) tal que ¢ < g sobre 99, entao K9 é um conjunto ndo vazio, convexo e
fechado.

Demonstragao: Usando o Teorema do Trago veja [28], considere uma fungdao g € H'(£2)
tal que g = g sobre 02, ao fazer a translacio © = u — g e ¢ =  — g, notamos que
ng, = g—i—lC?a. Usando o teorema anterior, temos que ng ¢ um conjunto nao vazio convexo

e fechado. m
Seja o problema
Achar u € K4 : E(u) < E(v), VYveKi.

se tomamos v € KY e pela convexidade de KY, definimos a fungdo @, como

$:00,1] — R
t = Elu+tv—u)).

Ja que ® satisfaz as hipoteses do Exemplo 2.1, temos que ® é uma func¢ao diferenciavel e

d'(t) é da forma :
d'(t) = /ﬂV(u—l—t(v —u)) V(v —u)dr — /Qf(v —u) du.

Como o valor minimo de E(v) é atingido em v = w, isto indica que o valor minimo de ®

é atingido em ¢ = 0. Assim do Exemplo 2.1, temos que ®’(0) > 0. Portanto

/Vu~V(v—u)d1:—/f(v—u)d:cZO, Vo e K.
Q Q

Logo a inequacao variacional associada ao Problema do Obstaculo é da forma

Achar u € KY /QVU V(v —u)dz > /Qf(v —u)dr, VveKi. (3.11)
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Agora o objetivo é mostrar a existéncia e unicidade da solucao de (3.11). Segundo [§],

mostraremos este resultado de existéncia e unicidade para o caso que g = 0.

Teorema 3.3. Seja 2 C R" aberto e limitado de classe C'. Dado ¢ € H*(Q2) N C°(Q)
tal que ¢ < 0 sobre 9 e f € L?(Q). Entao o problema

Achar u € ICS7 ; /QVU V(v —u)dz > /Qf(v —u)dz, Vve ICS,, (3.12)
tem uma tnica solugao. Além disso (3.12) é equivalente ao seguinte problema

Achar u € K : E(u) < E(v), Vve k). (3.13)

Demonstragao: Definindo por

a(u,v):/QVu-Vvda: e <f,v>=/9fvdx.

Mostraremos que a(u,v) e (f,v) verificam as hipoteses do Teorema 2.5.
a) E facil ver que a(u,v) é bilinear e simétrica e (f,v) ¢é linear.

b) A continuidade é mostrada pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, fazendo

la(u,v)| = |/VU'V1} dz|
Q

1/2 1/2
(/Q |Vu|2d:1:) (/Q |Vv|2dx> < wllmr@yllv] g @)

()] = \/vadxr

1/2 1/2
< (/ |f|2dx) (/ |v|2dx) < oIl

c) A coercividade da forma bilinear ¢ mostrada pelo Lema de Poincaré-Friedrichs [3].

IN

Este Lema diz que a semi-norma
1/2
V] 1) = (/ |VU|2) ¢ uma norma em H_ ().
Q

Desta forma a(v,v) = / Vo|? do = |v|§,1(9) > C||v||?11(9), Vo € Hy(Q).
0

J& que as hipoteses do Teorema 2.5 para a(u,v) e (f,v) sdo satisfeitas e K & um conjunto
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nao vazio, convexo e fechado, temos que (3.12) tem solugao unica. Observe que a(u,v) é
simétrica, portanto do resultado de equivaléncia dado no Teorema 2.5, temos que (3.12)

e (3.13) sao equivalentes. |

Para mostrar a existéncia e unicidade da solu¢do de (3.11), o procedimento é analogo.
Mas nesta demonstracao usaremos os resultados de imersao em espagos de Sobolev, da-

dos no Teorema de Rellich-Kondrachov.

Teorema 3.4. (Rellich-Kondrachov) Seja € C R™ um conjunto aberto e limitado de

classe C'. Entao se satisfaz :

a. Se p <n entao W'P(Q) C LY(Q), Vq € [1,p*[ onde # = ]lj -1
b. Se p =n entao W'P(Q) C LI(Q), Vqe[l,00].
c. Se p > n entdo WHP(Q) C C(Q).
Tem imersoes compactas.
Demonstracao: A prova deste teorema pode ser vista em [3]. [ |

De [28] temos o resultado que mostra a existéncia e unicidade da solugao de (3.11).

Teorema 3.5. Seja Q@ C R” aberto e limitado de classe C'. Dado ¢ € H'(Q) N C%(Q)
com ¢ < g sobre 09, f € L*(Q) (p> ssen>3,p>1lsen=2oup=1sen=1)e
g € H'/?(09). Entao o problema :

Achar u € KY : /QVu-V(v—u)dxz/Qf(v—u)dx, Vv e Ky,
tem uma unica solucao. Além disso este problema é equivalente a

Achar uw € K¢ © E(u) < E(v), VveKy.

Demonstracao: Do Teorema do traco, considere g € H(2) tal que § = g sobre 99, ao

fazer a translagdo @ = u — g e ¢ = ¢ — g, podemos escrever (3.11), da forma

Achar @ € K : /va~V(@—a)dx z/f(il—f;)dx—/vg-V(@—ﬂ)dx, Vo e K.
Q Q Q

Definindo por

a(ﬁ,ﬁ):/QVﬂ~V7§dx e <F,1§>:/Qf(a—ﬁ)dx—/QV@V(ﬁ—a)dx.
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Note que ja foi mostrado no teorema anterior que a(w,?) é uma forma bilinear continua,
coerciva e simétrica. Portanto o objetivo agora ¢ mostrar que F : H}(Q) — R é um

funcional linear, ou seja, F' € H~1(Q2) = [H}(Q)]". Isto é mostrado via o Teorema 3.4.

e Se n >3 temos H}(Q) C LY(Q) para ¢ < 2%, portanto

n—27

2n

L) = [L9Q)) © [HYQ)) = B (), parap> =",

e Se n =2 temos Hj(Q2) C L)) para q € [1,00), portanto

17(Q) = [L(Q) € [HY Q) = H (), parap > L.

e Sen=1temos H}(Q) C C°Q) C L>(Q), portanto

LNQ) € [L¥(Q)] C [Hy () = HH ().

Como as hipoteses do Teorema 2.5 sao satisfeitas, garantimos a existéncia e unicidade da

solugao de (3.11) e o resultado de equivaléncia com (3.12). |

O Teorema 3.5 mostra a existéncia e unicidade da solucao fraca para o Problema do
Obstaculo. O seguinte passo é mostrar que a solucao fraca é solucao forte e viceversa.

Esta equivaléncia sera mostrada na seguinte secao.

3.3 EQUIVALENCIA ENTRE AS FORMULACOES
FRACA E FORTE

Do Teorema 3.5 visto na secao anterior, garantimos a existéncia e unicidade da solucao
fraca para o Problema do Obstaculo, mas nada indica que a solucao fraca seja também
solucao forte. Nesta secao mostraremos os resultados que garantem a equivaléncia entre
a formulacao fraca e a formulacao forte para o Problema do Obstaculo. Ou seja temos
que mostrar que a solucao fraca é solugao forte e viceversa.

Segundo [8], consideremos o funcional E : H(Q) — R, definido por :

E(v)z%/ﬁ\VuFd:c—/ﬁfvdm,

e definamos o seguinte problema de minimizagao :

Achar uweK: E(u)<E(v), Yveky. (3.14)
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Para cada € > 0 é definido uma sequéncia de problemas de minimizacao, da forma:
Achar u. : E.(u) < E(v), Yve H} Q). (3.15)
Denotando por f~ = min{ f,0} definimos E.(v) da seguinte forma :

/|Vv|2d$—/fvda:+—/ v—p) (v—p)d.

Para mostrar que a solucao fraca é solucao forte serd usada um método de penalizacao.
Tomando por a(u,v) = /Vu - Vudz, pelo Lema de Lax Milgram temos que (3.15) é

Q
equivalente a seguinte equacao diferencial
1
Achar u. € Hy(Q) : —Auc+ ~(uc — @) = f, em Q. (3.16)
€

Isto indica que u. — u, onde u é a solucao fraca para o Problema do Obstaculo. A seguir

é apresentado um teorema, [23] que mostra que a solugio de (3.12) esta em H?(Q).

Teorema 3.6. Seja Q2 C R? aberto e limitado de classe C'. Dado ¢ € H%(Q) N C%(Q)
com ¢ < 0 sobre 9Q e f € L*(Q2). Entdo a solugao do problema,

Acharueng: /Vu-V(v—u)dxz/f(v—u)dx, VUG/CS,,
Q Q
estd em H?().
Demonstragdo: Dado que u, € H}(Q2) para mostrar que u, esta em H?(Q), s6 falta
mostrar que Au, estd em L*(Q2). Como u. — ¢ = —¢ sobre 99 e ¢ < 0 sobre df, entdo

(ue — @)~ = 0 sobre 99, o que indica que (u. — @)~ € H(Q). Ao multiplicar por

(ue — @)~ em (3.16), integrar e aplicar a primeira identidade de Green, temos

—/QAuE(uE “dxr + - /\ ) Pdr = /Qf(u—
/Qvue-we Vo + 2 /| \2dr — /Qf(u—

Como / Vue—p)-Viue—¢) do = / |V (u. — @)~ |* dx, ao substituir na equacio dada

acima e aphcar a primeira identidade de Green, obtemos

/|V )~ Pdw + - /| ) Pdr = /f dm—/ﬂV(p-V(uE—(p)_dx
= /f dw+/Agp(u€—gp)_daE

= [+ Ao ) dr
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Posto que cada expressao da esquerda é nao negativa, temos da equacao dada acima

/ |(u “da < /Q(f + Ap)(ue — )~ d,

ao aplicar a desigualdade de Cauchy-Schwarz na relagao anterior , temos

1 _
“le = @)l < If + Al

Usando esta desigualdade em (3.16), obtemos

1 _
|dudz = I1f == (uc =)l

1 _
1112 + =l (ue = )71z
< A flla + 11 + Al

IN

Isto mostra que Au, € L*(), ji que u, — u entdo u € H?(). |

No caso em que 1 < p < 2 & claro que L*(2) C LP(Q) e consequéncia do Teorema
3.6 temos que u € H%(), o que indica que u € WP(Q),
A seguir serd mostrado um resultado similar para o caso em que p > 2, que pode ser visto

em [23].

Teorema 3.7. Seja ) C R? aberto e limitado de classe C' e p > 2. Dado f € LP(Q) e
w0 € W2P(Q) N C°Q) com ¢ < 0 sobre 9Q, Entdo a solucio do seguinte problema
AcharuGlC?D: /Vu-V(v—u)dxz/f(v—u)d:E, VUEICg,
Q Q
esta em W2P(Q).
Demonstragao: Do Teorema 3.4, temos que H}(Q2) C LP(Q) com p > 1 e portanto
ue € LP(Q2).

Em particular para p > 2, ao multiplicar por ((u. — go)_)p_l em (3.16), integrar e aplicar

a primeira identidade de Green, temos

/Q—Aue((ue Y ldo + = /| ) Pdr = /f Pl
p—l)/QVue-V((e 2y 4 L /\ ) Pde = /f g,

Note que
p=1) [ Vi =) Vil =)y = [ V)P
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ao substituir na equacgao anterior, temos

p—1) /|V )P e + - /| R /f Pldz

+ /QAsO((ue — ) )P dr.

J& que as expressoes da esquerda sao nao negativas e pela desigualdade de Holder, temos

/r ) Pde < [ (F+ A~ )
mwe 1) < IF+ Agl, (1 — ) [,)""

EWW—@TM < f+ Al

Usando esta desigualdade em (3.16), temos

A, =nf—&u—wrm

< Al + ||(ue ©)" [l
< ||f||p+||f+Asollp'

Isto mostra que Au. € LP(2) e consequentemente u. € W*P(Q) e posto que u. — u é

claro que u € W%P(Q). |

Segundo [8|, a seguir é apresentado o resultado que garante que uma solucdo fraca é

solucao forte.

Teorema 3.8. Seja 2 C R? aberto e limitado com fronteira 9Q € C*!. Dado f € LP(Q2)
para algum p > 2 e ¢ € W2P(Q) N C%Q) com ¢ < 0 sobre JQ). Entao a solugao do

seguinte problema :
Achar u € K : /Vu-V(v—u)de/f(v—u)dm, Vv € K,
Q Q

satisfaz (3.1)-(3.7) e o problema de complementaridade (3.8).

Demonstragao: Do Teorema 3.7 temos que u € W*P(Q) para p > 2, logo ao aplicar o

Teorema 3.4 (c), temos que u € C*(Q2). Definindo os conjuntos:

F={reQ:ul) >p)} e L={reQ: ulx)=0p))}

tais que Q = QT U QY e ' = 90+ N IN° garantimos (3.2) e (3.6). O fato que u € C*(Q)

permite garantir que os pontos de coincidéncia sejam suficientemente suave sobre ') o
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que significa que (3.4) e (3.5) sao satisfeitas. Da definicao do conjunto K é claro (3.3),
portanto para garantir que u seja solu¢ao do Problema do Obstéaculo, falta mostrar que
u satisfaga as condigoes (3.1) e (3.7).

Para mostrar (3.1), tomemos ¢ € C°(QT) e & > 0 suficientemente pequeno, tal que

u + &p € QF, logo ao multiplicar por ¢ em (3.12), temos

Vu-Vodr > fodr e Vu-V(—¢)dx > f(—o)dz.
O+ O+

Qt Qt

Isto indica que
Vu-Vodr = fodr, Vo¢eCr(Qr).
O+

O+
Aplicando a primeira identidade de Green na equacao anterior

/ (—Au— f)ode =0, Ve CXQ).
O+

Portanto pelo Teorema de Du Bois Raymond garantimos que —Au = f em Q.
Para mostrar (3.7), tomemos ¢ € C5°(Q") ndo negativa tal que u+¢ € ng, multiplicando

por ¢ em (3.12), obtemos
/ Vu-Vodr > fodr, V¢ e Cr ().
Q0 Q0
Aplicando a primeira identidade de Green, na inequacao dada acima temos
/ (—Au— f)pdr >0, Voéec Cr(0).
00

Dado que ¢ é nao negativa, entao —Au > f em (). [ |
O Teorema 3.8 mostra que uma solucao fraca é uma solucao forte no caso em que u = 0

sobre 0{2. Da mesma forma, mostraremos que uma solucao fraca é uma solucao forte

quando u = g sobre 99 com g € H3?(99) e 9 € C*1, veja [28].

Teorema 3.9. Seja © C R? aberto e limitado com fronteira 9Q € C'!. Dado f € L*(Q),
© € H*(Q) N C%Q) com ¢ < g sobre 9N e g € H*?(09Q). Entao a solucio do seguinte

problema
Achar u € KY /QVU-V(U—u)d:UZ/Qf(v—u)da:, Vv e K

satisfaz (3.1)-(3.7) e o problema de complementaridade (3.8).

Demonstragao: Do Teorema 3.6 garantimos que u € H?(f), logo usamos o argumento

do traco feito no Teorema 3.5, e finalmente aplicamos o Teorema 3.9. [ |



48

O Teorema 3.9 indica que quando solucao fraca do problema do obstaculo verifica al-
gumas condicoes de regularidade tanto para as funcoes f,p e g como para o dominio 2,
consegue-se mostrar que a solucao fraca também é solugao forte. Além disso a solugao
fraca satisfaz (3.8). A reciproca do Teorema 3.9 no caso em que g = 0 e ¢ < 0 sobre 0f2

temos o seguinte resultado [8].

Teorema 3.10. Seja Q C R? aberto e limitado com fronteira 92 € C*!. Consideremos
feL*Q) epe H*(Q) com ¢ < 0 sobre 952. Suponha que {u,T'} satisfaz (3.1)-(3.7)
e que u € HI(Q)N H*Q) N C°%Q) e que as curvas fechadas que compreendem I’ sdo

continuas. Entao u satisfaz (3.12).

Demonstragcao: Para qualquer v € Kg, da regularidade de I' e a primeira identidade

de Green, obtemos:
/ Vu-Vv—u)dedy = / Vu- V(v —u)dzxdy
Q Q+uQo

= /Q+(—Au)(v—u)dmdy+/ %(U—u)ds;

ont

0
s [ canw- ey [ SEw-p)as
0o 900 on
= Il + [2 -+ [3 + I4.

Como u satisfaz as condigoes (3.1) e (3.7), entao em I; e I3, temos

I = /m(—Au)(v —u)dxdy = f(v —u) dzdy;

O+

I3 = /QO(—AU)(U —u)dxdy > f(v —u)dxdy.

QO

Dado que ¢ < 0 sobre 992, isto indica que a Q" nao intersecta com a 0f. Isto indica que
o = (00T NAN) U e 90° = (09" NIOT)

Dado que v = u = 0 sobre 92 e os vetores normais sobre (92°N Q") e (92T NINY) tem

direcoes opostas, temos que Iy + I, = 0.

Assim [ + I35 = /Vu‘V(v—u) dxdy > /f(v—u) dxdy. |
0 0

Quando ¢ < 0 sobre 90 a prova é similar. Para isso consideremos 9Q° e 9Q*, como

o0 = (99° Moty U (99° N o)
o0t = (99T NoN°) U (92N IN°) U (99 — (92 N Q)
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e da mesma forma I; + I3 = 0. No caso em que ¢ < g sobre 02 o tratamento é similar.

Resumindo o visto até agora garantimos pelo Teorema 3.5 a existéncia e unicidade da
solucao fraca. Assumindo condicoes de regularidade para as funcoes f, v e g e {2 garanti-
mos pelo Teorema 3.9 que a solucao fraca é solucao forte, em particular satisfaz o problema
de complementaridade associado. A reciproca deste resultado é dada pelo Teorema 3.10.
Portanto, tem-se diversos caminhos a seguir para se resolver o Problema do Obstaculo
quando existe suficiente regularidade. Pode-se resolver uma inequacao variacional, re-
solver um problema de minimizacao ou resolver um problema de complementaridade.
Neste trabalho aproveitaremos estas equivaléncias para resolver o Problema do Obstaculo

via um problema de complementaridade.
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4/ PROBLEMA DO DIQUE
RETANGULAR

O estudo das inequagoes variacionais e consequentemente sua aplicagao no Problema
do Obstaculo sao usados para resolver diversos Problemas de Fronteira Livre, [6]. Uma
aplicacao delas é associada a Fenomenos de Percolacao. Em Fisica, Quimica e Ciéncia dos
Materiais. A palavra percolacao se refere ao movimento e filtragem de fluidos por meios
porosos. Um problema simples e importante no estudo destes fendémenos é o Problema
do Dique Retangular. Neste problema o fluido considerado é a4gua e o meio poroso é
homogéneo e isotropico.

A porosidade é a razao do volume disponivel para o fluido numa determinada porcao do
meio e o volume total da mesma porcao. Dizemos que um meio poroso é homogéneo
quando para cada por¢ao pequena do meio tem a mesma porosidade.

Dizemos que um meio poroso é isotropico quando o fluido tem a capacidade de deslocar-se

da mesma forma em qualquer diregao.

Reservatdrio 1 DIQUE

-

Reservatario 2

A
Y

Figura 7: Representagao do dique entre dois reservatorios.

Considerando dois reservatorios de agua de diferentes altura de nivel separados por um
meio poroso retangular como pode ser visto na Figura 7. O Problema do Dique Retangular

consiste em determinar a regiao do dique que encontra-se molhada.
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O estudo de problemas associados a fendmenos de percolacao, pode ser vistos de forma
mais detalhada em [6] e [11]. Estes problemas tem muita aplicacao na Engenharia Civil,

especificamente em Geotecnia, Hidraulica e Hidrologia.

4.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Em 1738 o matemético holandés Daniel Bernoulli propds um principio conhecido como
o Principio de Bernoulli. Este principio diz que um fluido ideal em regime de circulagao por
um conduto fechado possui energia constante. A energia do fluido, consta das seguintes

componentes :

a) Energia Cinética : E a energia devida a velocidade que o fluido possui.
b) Energia Potencial Gravitacional : E a energia devida  altitude que um fluido possui.

¢) Energia de Fluxo : E a energia que um fluido contém devido & pressdo que possui.

A seguinte equacao é conhecida como Equacao de Bernoulli

V2
— + — + z = constante,
29

onde :

V' & a velocidade do fluido (m/s).

g ¢ a aceleragdo gravitacional (m/s?).

z é a altura em rela¢ado a um plano horizontal de referencia (m).

P ¢ a pressao do fluido (N/m?).

v é o peso especifico do fluido (N/m?).

Em Hidréaulica é comum expressar estes termos de comprimento como altura ou cabegal,

sendo esta tltima traducao do inglés head. Assim na Equacao de Bernoulli o termo ‘2/—92 é
chamada Cabegal de Velocidade e o termo z agrupado com % é chamado Altura ou Carga
Piezométrica.

Segundo [28|, denota-se por R a secdo transversal de um dique de geometria retangular
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com comprimento a e altura H, que encontra-se entre dois reservatorios de dgua de alturas

H e h com H > h, definida da seguinte forma :
R={(z,y) €R* : 0<z<a e O0<y<H}
E a altura piezométrica u no ponto (z,y) é expressada como :
1

Ja que o fluido considerado é agua entdo v = 1 N/m3 e portanto, da equacdo anterior

temos que a altura piezométrica u é expressa como :

u(z,y) =y + P(x,y).

Observe da Figura 7 que nos pontos (0, H) e (a,h), temos que P(0,H) = P(a,h) = 0,
substituindo esses pontos em u(x,y) = y+ P(x,y) obtemos que u(0, H) = H e u(a, h) = h.
Ja que H > h, esta diferenga da altura piezométrica nos pontos (0, H) e (a, h) provocara
o escoamento da agua, formando assim uma regiao saturada Q2 como pode ser visto na

Figura 8, que representa a regiao molhada do dique, definida por :
Q={(z,y) €eR : 0<z<a e 0<y<ox)},

onde ¢ é uma curva que separa a regiao molhada da regiao seca. Denotamos a regiao seca

por R\ e o conjunto de pontos da curva ¢ dada por

I'={(z,y) eR:y=0¢(x) e 0<z<al.

Observe também da Figura 8, os seguintes segmentos de reta definidos sobre R :

Fo={0,y) : 0<y< HY T1={(x0 : 0< 2z < a}
Fy={(a,y) :+ 0 <y <ht To={(ay : h <y <d)}
I's={(a,y) : ¢la)<y<H} Ty={(z,H) : 0 < z < a}.

Uma forma macroscopica de estudar o escoamento de fluidos em meios porosos foi esta-
belecida por Henry Darcy em 1856 e é conhecida como a Lei de Darcy. Esta lei estabelece
uma relagao de proporcionalidade entre a velocidade do fluido Veo gradiente hidraulico
J=-V(y+ %P) = —Vu, dado por :

V=rJ= —kVu,
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AGUA

n E AGua

Figura 8: Representagao das regioes molhada e seca do dique.
Fonte: Filho, O.P. ; 2006.

onde x é o coeficiente de permeabilidade do meio poroso em relacao ao fluido.

Para formular o Problema do Dique Retangular notemos que

e Considera-se um fluido incompressivel (apresenta resisténcia a redugao de volume),

entdao divV = 0 em €. Portando da Lei de Darcy, tem-se :
divV = div (—kVu) = —k div (Vu) = —k Au = 0
Portanto Au = 0 em (2.

e Como a base do dique I'; é impermeéavel, entao nao existe filtracao nesta regiao.

Portanto a componente normal da velocidade do fluido ¢ é igual a zero, ou seja:

Vi = (—kug, —ku,).(0,—1) = kuy =0 = u, =0 sobre I';.

e Assumindo velocidade constante nos reservatorios, pelo Principio de Bernoulli temos
que u = H no reservatorio 1. Desta forma I'y é uma linha equipotencial, o que indica
que

u= H sobrelly.

De forma anéloga temos que u = h no reservatério 2 e consequentemente

uw=~h sobrels.

e Como P = 0 sobre I',, entao

u =1y sobre[,.
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e Dado que na regiao I' nao tem filtracao de agua, isto indica que :

0
a—g, =0 sobrel.

Segundo [20] definimos o Problema do Dique Retangular, da seguinte forma.
Problema do Dique Retangular: Considerando a,h, H € R tais que a > 0 com

0 < h < H, encontrar fungoes ¢ :]0, a] — R estritamente decrescente satisfazendo

$(0) = H e ¢(a) > h e u:Q — R continua, tais que verifiquem as seguintes condicoes:

Au = 0 em (). (4.1)
u = H sobre T';. (4.2)
h bre I'
. sobre I'y (4.3)
Y sobre I',.
u, = 0 sobre T'. (4.4)
u o=y sobre T (4.5)
% = 0 sobre T (4.6)

Note que o par {u, ¢} caracteriza a solu¢ao do Problema do Dique Retangular. Diferente-
mente do Problema do Obstéaculo, neste problema a regiao §2 nao é conhecida a priori. O
que isto dificulta resolver a equacao diferencial. A proposta é levar o Problema do Dique

Retangular a um problema com dominio fixo, o qual sera visto na proxima segao.

4.2 FORMULACAO DO PROBLEMA DO DIQUE
RETANGULAR EM UM DOMINIO FIXO

Lembremos da secao anterior que para obter a regiao molhada do dique retangular
dada por
Q={(z,y) eR:0<y<o(zr)eld <z <a},

primeiro temos que obter a funcao ¢. Esta dificuldade motiva transformar este problema
em um problema com dominio conhecido. A proposta para resolver o Problema do Dique
Retangular é reescrevendo ele como uma inequagao variacional de um Problema do Ob-
staculo definido na regiao transversal do dique, dado por R.

Para obter esta inequacgao variacional, precisa-se de alguns resultados prévios, como o

dado no seguinte lema [20].
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Lema 4.1. Dados ¢ € C°(]0,a[) e u € H'(Q)NC°(Q), seja {u, ¢} a solucao do Problema
do Dique Retangular. Entdo, para qualquer ¢ € CY(Q) tal que ¢ = 0 numa vizinhanca
dos segmentos 02 N {z =0} e I N {x = a}, tem-se

/ Vu-VEdxdy = 0. (4.7)
0

Demonstragao: Aplicando em (4.1), a primeira identidade de Green, temos

O:—/Auﬁdxdy:/Vu-Vﬁda:dy—/ a—qﬁé’ds.
Q Q o0 On

Para concluir a prova deste Lema, temos que mostrar que

. g—:;fds = 0. (4.8)

Posto que 9Q = To UT; U ([ UT,) UT, substituindo em (4.8), temos que

ou ou ou ou ou
/m%fciS—/Foa—ﬁédsjt/rmraa—ﬁfds—l—/ra—ﬁ&ds—l—/rl%éds.

Das hipoteses do Lema temos que & = 0 sobre I'g e (I'y UT,). Isto indica que as duas

primeiras expressoes sao nulas. De (4.6) temos que % = 0 sobre I'. Portanto a terceira
expressdo é nula. Finalmente %% = (u,,u,).(0, —1) = —u, sobre I'y e, portanto, de (4.4)
obtemos que a tltima expressao é nula e, portanto, (4.7) é satisfeita. [ |

Lembremos que a pressao do fluido P é nao negativa (P > 0) e ja que u(z,y) = y+P(x,y),
isto indica que u(x,y) > y. O seguinte lema [20], mostra este resultado.

Lema 4.2. Dados ¢ € C°(]0,a[) e u € H*(Q)NC(). Seja {u, ¢} a sélugdo do Problema
do Dique Retangular, entao

u(x,y) > y.

Demonstracao: De (4.2) e (4.3), é claro que u > y sobre Q2N {z =0} e QN {x = a}.

Além disso de (4.5) temos que u = y sobre I' e definindo &, como

fx,y) =(u—y)” =

0 ,8e u >y
u—1y ,se u<y.

Observemos que ¢ é continua e nio positiva em € que se anula sobre 992 N {r =0} e

o0 N {z = a}. Dado que & = 0 sobre I, entdo &, e &,, também sdo continuas em (2.

0, seu>y. 0, seu>y.
§$:{ € gy:{
U

s seu <. u, — 1, seu <y.
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Ja que a funcdo ¢ satisfaz as hipoteses do Lema 4.1, entdo ao substituir em (4.7), temos
0 = /Vu-V{dmdy
Q
~ [ @rgrgliny
uly

_ t/ffi%—ﬁj%—éjdxdy
Q

Ja que

a ro(x) a
| edety= [ [ gydytr = [Cigto o) .0
e £ = 0 sobre I, isto significa que £(z, ¢(x)) = 0, temos que

- 2 | 2 e
0 = /Q[éx—i-fy]dxdy /Of(a:',O)d:z:

> /ﬁ+$MMy
Q
= |¢lm) > 0.

Isto mostra que &, = &, = 0 em 2. Dado que & se anula sobre os segmentos 02N {zx = 0}
e 0Q{x = a} e do resultado anterior consegue-se mostrar que £ = 0 sobre 9Q N {y = 0}.
Finalmente £ € Hj(Q2) e dado que a semi-norma |. |y1(q) ¢ uma norma em H{} (), entao

& =0 em €, isto significa que u > y em ). [ |

Segundo [11|, definamos a descarga do fluido através de qualquer linha [, unindo um

ponto da base do dique I'; a outro ponto de I', da forma
Q, = / V.idl,
l

onde 77 é o vetor normal & linha [. Em particular no caso que ! seja uma linha vertical

para qualquer = €]0,al, a descarga do fluido nesta linha vertical é

é(x)
Qz) = —/0 ug (2, t) dt.

A seguir é apresentado um resultado [20], que garante que a descarga do fluido numa

linha vertical é constante.

Lema 4.3. Dados ¢ € C°(]0,a) e u € H*(Q)NC(). Seja {u, ¢} a sélucio do Problema

do Dique Retangular, entao a Descarga de Fluido é constante e igual a :

#(z)
Q) = —/0 o, )t = —(H® — ?). (4.9)

2a
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Demonstragao: Aplicando a regra de Leibnitz ao derivar Q(x), temos

¢(z)

Q(r) = uu(w,d(x))¢' () + Uy (,1)dE

— e 0(2))¢(2) -
= w2, 9(0))0' (@) — [y (2, 6(x) — u, (2, 0)].

J
é(x)
/ Uy (2, )dt
0
Dado que o vetor tangente a curva ¢ é da forma (1,¢'(x)), portanto o vetor normal é
da forma (¢'(x), —1). J4 que sobre I' temos 2% = (uy,u,).(¢'(z), —1), substituindo na

o
equagao dada acima, temos :

ou

Q@) = 5i(@,0(2) + 1y(a,0).

Portanto de (4.6) e (4.4) tem-se Q'(z) = 0, isto mostra que Q(x) = cte. Para obter o

valor da constante é usado o Teorema de Green.

b(x) 1 ro [o@ 1 1
/ ug(x,t) dt = —/ / ug(x, t)dt = — / ugz(x,t) dedt = —/ u(z,t) dt.
0 aJo Jo aJa a Joq

h? — H?

Ao integrar sobre 0f) tem-se / u(z, t)dt = e substituindo na equacao anterior,

Gl)
tem-se (4.9). |

Considerando a funcio v : Q — R, definida por v(z,y) = u(z,y) —y e tomando v = 0 em
R\Q estendemos esta funcdo sobre R, isto indica que v € H*(R). Tomando £ € C5°(R) e

aplicando a primeira identidade de Green e o Lema 4.1, temos :

—/Avﬁdzdy = /VU~V§dxdy—/ @ﬁds
R R e

Ot

= / (Ve + Uygy] dxdy
Q

= /[uxfa: + Uygy] dxdy - / gy dxdy
O Q

= —/ﬁyd:cdy: —/[nyd:cdy,
Q R

onde I é a fungao caracteristica de §2. Assim da relacao anterior temos —A(u—y) = 8%]9.

Esta equacao sugere introduzir um Problema de Cauchy, da seguinte forma

wy, = y—u em ),

w = 0 sobre T'.
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Ao integrar explicitamente respeito a variavel y, obtemos :

#(x)
w(z,y) = / [u(z,t) —t]dt, (z,y) €. (4.10)

Esta relagao é conhecida como a transformada de Baiocchi.

o(z)
Derivando (4.10) respeito a variavel = temos w, = / ug(x,t) dt. Desta forma, obtemos
y
w, = w, =0, sobrel.

Estendo w sobre R da seguinte forma

w(z,y) = { wimy), se (@y) €0 (4.11)

0, se(z,y) € R\Q
temos que w € C*(R). Desta forma, obtemos
W, =1, =0, em R—Q.

A seguir temos que obter uma funcao g tal que w = g sobre 0R. Para obter esta funcao g,
procederemos por partes, ou seja, obter uma func¢ao para cada um dos seguintes segmentos
ORN{z =0} ,0RN{y=0},0RN{r=a} e 0RN{y=H}.

Dado que Iy = RN {z = 0} e de (4.2) temos:

#(0) H
uv(o,y)z/ [u(O,t)—t]dt:/ [H—t]dt:%(H—y)Q. (4.12)

é(x)
Aplicando a regra de Leibnitz é facil ver w,(x,y) = / uz(x,t) dt e do Lema 4.3, temos
y

o(x) h2 — H?
W, (z,0) = / ug(x,t)dt = —Q(x) = — Integrando respeito a x, obtemos
0 a
H?  h?— H?

Dado que I'y e I'; sdo porgoes de ORN {x = a} e de (4.14), tem-se

/h [h— ] dt :@, y < h.

o(a) (4.14)
/ t—t]dt = 0 , y>h.
Yy

¢(a)
w(a,y) = / [u(a,t) —t]dt =



99

Resumindo os resultados obtidos em (4.12) , (4.13) e (4.14) e o fato que @ = 0 sobre Ty,

obtemos a funcao ¢, definida como :

N

(H—=y)*+5l(h—y)? = (H-y)’], 0<y<h
g(@,y) = (4.15)
s(H—y)?—5(H-y? , h<y<H

Observe que g é uma fun¢ao nao negativa, portanto pelo Principio do Minimo Fraco, que

pode ser visto em [3], temos que

Portanto de (4.15), definimos o conjunto
K={ve H*(R):v>0em R e v =g sobre OR}. (4.16)

Observe que conjunto dado em (4.16) é um conjunto de solu¢oes admissiveis para um
problema tipo obsticulo. A seguir levaremos a inequacao variacional associada neste

conjunto K.
Lema 4.4. Seja w definido por (4.11). Entao
/ V- VEdrdy + / In&dxdy = 0, (4.17)
R R
para todo £ € C*°(R) que se anula sobre os segmentos 02 N {x = 0} , 2N {xr = a} e

oN{y =0}.

Demonstracao: Seja { = x,, onde x e x, se anulam sobre os segmentos 92N {z = 0},

0N{z =a} e 2N {y =0} e defina a fungao x da forma

) = [ e
Usando a primeira identidade de Green, temos
/RVtD V¢ dedy = /Q[wgcfgC + w,&,| dedy
= /Q [WaXya + wyXyy] drdy
= / [—WayXa + WyXyy] dzdy + / We Xz * My d
Q o9

= /[wy(ch + ny)] dl’dy - / Wy Xz - nds
Q o

= /wyAxdacdy.
Q
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Dado que w, = y — u, ao substituir nesta equagao e aplicar de novo a primeira identidade

de Green, temos :
/ V- Vdrdy = /(y — u)Ayx dxdy
R Q
0
= —/ V(y —u) - Vxdrdy + / X ==y —u)dxdy. (4.18)
Q oo On

Observe que 5
X 75y —u)dxdy =0,
| xgrtu—w

pois x se anula sobre os segmentos 0 N {z =0}, 02N {zr =a} e 92N {y =0} e ja que

u =y sobre I' tem-se 2 (y — u) = 0. Ao substituir em (4.18), temos :
/ Vw - Védxdy = —/ Vy - Vxdxdy + / Vu - Vydzdy.
R Q Q

Dado que x satisfaz as hipéteses do Lema 4.1 temos que / VuVyx dzdy = 0, portanto
Q

/V@~V§dxdy = —/Vx~Vydxdy
R Q

_— / (o Xy) - (0, 1) ddy
Q

= —/Xydwdy
Q

= —/édxdy
Q

= —/Igfdxdy.
R

com o qual concluimos a prova deste Lema. [ |

Aplicando a primeira identidade de Green em (4.17), temos :

—/Aﬁ)&dxdy = /V@-V&dmdy—i—/ 8—13de.
R R oo O

W
Como w, e w, sao nulos e da definicao de £, temos que / F{ds = 0, portanto
an on

—/ Awédxdy = —/ Io & dzdy.
R R
Daqui temos —Aw = —Iq e portanto :

—Aw > -1 em R. (4.19)
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Levando a (4.19) para sua formulagio variacional, temos :
/ V- V(v—w)dedy > — / (v—w)dzdy Yve K. (4.20)
R R

Observe que (4.20) é uma inequagao variacional eliptica associada a um Problema do
Obstaculo. Isto indica que a solu¢cao do Problema do Dique Retangular é solucao fraca
de um Problema Tipo Obstaculo.

Como consequéncia dos resultados vistos nesta se¢do temos o seguinte teorema, [20].

Teorema 4.5. Considere {u, ¢} a solugdo do Problema do Dique Retangular tal que
u € HY(Q)NC%Q) e ¢:]0,a[— R continua. Seja @ definido por

w(z,y) = w(z,y), se (z,y) € Q.
; 0 , se(z,y) € R\Q.

onde w é a solucao do seguinte problema de Cauchy

w, = y—u, em

w = 0 , sobrel.

Entao w satisfaz a seguinte inequacao variacional
/VﬁwV(v—ﬁ;)dxdy > —/(v—u?)dxdy, Vv e K,
R R

onde C={ve H*(R):v>0em R e wv=gsobre OR}.

Note do Teorema 4.5 que ao considerar f = —1 e ¢ = 0 temos que a solucao do
Problema do Dique Retangular é solucao fraca para um problema tipo obstaculo. Ob-
serve também que as func¢oes envolvidas satisfazem as condigoes de regularidade dadas no
Teorema 3.6. Assim que para mostrar que a solucao fraca deste problema tipo obstaculo
seja uma solugao forte, s6 falta mostrar a regularidade suficiente sobre dR. O inconve-
niente dado em R é a regularidade nos vertices. Para mostrar regularidade nestes pontos
usaremos um argumento de prolongamento, que sera descrito na seguinte secao. Portanto
assumindo regularidade suficiente sobre a OR garantimos que w é solucao forte para um

problema tipo obstaculo. Além disso satisfaz o seguinte Problema de Complementaridade.

—-Aw > -1, em R
@ > 0, emR (4.21)
(~Aw+1)® = 0, em R.
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4.3 EQUIVALENCIA ENTRE O PROBLEMA DO
OBSTACULO E O PROBLEMA DO DIQUE
RETANGULAR.

No Teorema 4.5 foi mostrado que a solu¢do do Problema do Dique Retangular (na
variavel u) é solugao fraca de um problema tipo obstaculo (na variavel @). A intengao
agora é mostrar a reciproca deste resultado. Isto significa mostrar que a solucao fraca de
um problema tipo obstaculo (na variavel @) é solu¢ao do Problema do Dique Retangular
(na variavel u).

Considerando a secao transversal do dique retangular, dada por
R =]0, a[x]0, H|,

que nao ¢ um dominio de classe C!, pois perde regularidade em seus vertices. Este incon-
veniente nao permite usar directamente os resultados de regularidade para um Problema

de Dirichlet.

Considerando o seguinte Problema de Dirichlet

—Av = f, emR (4.22)
v = h, sobredR.

A teoria de regularidade vista em [20], diz que a solugao v de (4.22) esta em W??(R)
quando f € L?(R) e h € W*P(R), para 2 < p < oo.

Observe que ao substituir v por v — h em (4.22) tem-se v = 0 sobre 0f2 e portanto do
Lema de Lax-Milgram é possivel garantir a existéncia e unicidade da solucao de (4.22) e
que v € H'(R).

Para atingir regularidade nos vertices de R sera usado uma técnica de prolongamento por

reflexdo. Para descrever esta técnica defina R*, da seguinte forma
R ={(z,y) : 0<z<a,—-H<xz<0}.
Com a notacao dada acima definamos a funcao v, da forma :

3o, y) = { v(x,y), se (z,y) €R
’ —v(x,—y), se (x,y) € R*

Isto indica que tenhamos que mostrar v € H'(RUT; U R*). Este resultado é consequéncia

do seguinte Lema, [20].
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Lema 4.6. Seja B C R" a bola unitaria centrada no origem e denote cada ponto x € R"

da forma z = (2/,x,) com z, sendo a n-esima componente. Considerando os conjuntos
Bt={reB:x2,>0},B  ={xe€B:x,<0}eX={reB:x, =0} Sejam
vt e WHP(BY) e v™ € WHP(B7), com 1 < p < 0o e que verificam que

Tv"™ =Tv™, sobreX,

onde T : WhP — LP(X) é o Operador Trago, que é uma aplicacao continua com a seguinte
propriedade
Tv(z) = v(2,0), parav € W"(B) Cc W'?(B).

Entao

v(z) = :

vt(z), sex € BT
v (z), sex € B~

estd em W1P(B).

Demonstracao: A prova deste Lema pode ser vista em [20]. |

O Lema anterior é conhecida como Lema de Imersao em H!, este resultado é impor-

tante j4 que permite mostrar que
ve H'(RUT, UR").

Tomando z €]0,a] tal que (x0,0) € I'; e € suficientemente pequeno. Da teoria de regu-

laridade [20], para EDP’s elipticas temos que :
¥ € H*(RN Bc((20,0))) N H*(R* N B((x0,0))).

Isto indica que

—Av=f, em RUR", (4.23)

onde

Denotemos por
BY = RN (B((7,0))) e B = RN (B((z0,0))).
Considerando & € C§° (B((x0,0))) e B. = B} U B_, temos

/ Vi Védady = Vo-Vedady + | V- VEdedy
Be

B BZ
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Da primeira identidade de Green, obtemos :

/Vf}-Vfd:ﬁdy = (/ %ﬁds—/ Af)fd:z:dy)
e opt on BS

+ ( a—g&ds—/ A@fdxdy)
OBZ on BT

= (/6 @(%y)&(w,y)ds— @(w,—y)ﬁ(%y)dS)

B;F aﬁ OB 8ﬁ

+ [t dedy+ [ ~f e dady. (124

Be
Para mostrar (4.23) temos que provar

A= /a 9 ()€, y) ds — /a 0 (2, —y)e(a,y) ds = 0.

B:— 8ﬁ BZ 87_5

Denotemos por
OBt =0B\{|zr —xo| <€e} e OB~ =9B. \{|z — x| < €},
ja que Bt e BZ~ sao porgoes de 0B, temos que £ = 0 sobre BF* ¢ B~ e portanto

/ @(% 0)(z,0)ds =0 e / @(x, 0)¢(x,0)ds = 0.
) )

B:r+ 8ﬁ B~ 8ﬁ

Ao substituir em A, temos :

A = —/|_ | g—;(m,o)f(x,O)der/ %(m,O)f(;c,o)ds

|x—zo|<e

_ _/|— | Vv(:B,O).(O,—1)§(x,0)dxdy+/ Yoz, 0).(0, DE(z, 0) drdy

|z—xzo|<e

= 2/ vy (z,0)&E(2,0) dedy.
|x—xzo|<e

Usando o fato de que os tragos de v, sobre {x = 0} N B.(x¢,0) estao bem definidos, ou
seja v, = 0, desde que v € H*(R N B((x0,0))) N H*(R* N B.((x0,0))), ao substituir em
(4.24) temos :

/ Vi Védedy = [ f€dady.

Be

Isto mostra que v é solugao do seguinte Problema de Dirichlet

—Av = f, emRUR"

v = 0, sobrex =0.
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Ja que x = 0 é uma superficie suave entao ao tomar x( suficientemente proximo a 0 e da

teoria de regularidade para equacoes diferenciais elipticas temos:
o€ W*(B.(0,0)n(RUR")), 2<p< oo.

Assim conseguimos atingir regularidade no vértice (0, 0).

r ------------------- 1
. 1
1 1
] 1
: 4 :
' ]
! 1
|-——- -------- -
' 1
1 R 1
: 1
2 3 1
] 1 1
1 1 1 !
[} 1 1 1
= a mmmdemmaam . -

Figura 9: Reflexao sucessivas para R.

Para atingir regularidade nos outros vertices o procedimento é similar. Para isso usaremos
reflexdes sucessivas no rectangulo R. Este procedimento é descrito na Figura 9 e pode ser
visto de forma mais detalhada em [3].

Ao atingir a regularidade suficiente nos vertices de R temos que a solu¢ao w da inequagao

variacional dada em (4.20), satisfaz :
e W*P(R)NC*"(R), para 2<p<oo e 0<A<IL

Esta técnica permite mostrar regularidade nos vertices do retangulo portanto consegue-se
mostrar que o dominio seja suficientemente suave e portanto a solugao de (4.20) é solugao
forte para um problema tipo obstaculo.

Considerando w(zx,y) ao deslocamento de uma membrana homogénea e elastica dada por
uma forca externa f = —1 com obstaculo dado por ¢ = 0, temos que a posicao de

equilibrio é descrita na Figura 10.

Observe da Figura 10 que a regiao onde nao tem coincidéncia com o obstaculo é a regiao

dada pelo seguinte conjunto :

Q={(z,y) € R : w(x,y) > 0}. (4.25)
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Figura 10: Posicao de equilibrio da membrana para f = —1 e ¢ = 0.
Fonte : Filho, O.P. ; 2006.

Além disso —Aw = —Ig, ou seja

~ 1, em €.
Aw =
0, em R\Q.

O proximo passo é mostrar que ) representa a regiao molhada descrita no Problema
do Dique Retangular. Para facilitar a descricao de €2, considere os seguintes porcoes da

fronteira do conjunto R.
Fo={0,y):0<y<H} ; I'1={(z,00:0<x<a} ; To={(a,y):0<y<h}

I's={(a,y) :h<y<H} ; Ty={(z,H):0<2z<a}.

Observe das notagoes dadas acima que nao foi considerada I', ,pois ainda nao temos
certeza alguma sobre onde a curva ¢ bate na parede x = a do dique. Segundo [20], temos

o seguindo lema.
Lema 4.7. Com a notacao dada acima
w, < 0 sobre I's, wy < 0 sobre I'y

w, = 0 sobre Iy, w, < 0 sobre I'y

w, = 0 sobre I's, w, < 0 sobre I'y
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e w, < 0 sobre I'y, onde W é solugao de (4.20).

Demonstracao: Dado que w = g sobre 052, entao:

e Sobre I'y, temos: w, = —(H —y) < 0.

e Sobre Ty, temos: w,(x,0) = 5-(h* — H?) < 0.

e Sobre I'y, temos: w, = —(h —y) < 0.

e Sobre I's, temos para y > h : w(z,y) = 5(H —y)* — &£(H — y)* e dai wy(a,y) = 0.
e Sobre I'y, temos para y > h : w(z,y) = 3(H —y)? — £(H —y)? e dai w,(z, H) = 0.

Agora s6 falta mostrar que w, < 0 sobre I's e w, < 0 sobre I'y. Dado que
A =0, emR\Q , @>0 emR e w=0, sobred(R\Q)

pelo mostrado anteriormente, temos que w = 0 sobre I's U I'y.
Pelo Principio do Méaximo (Minimo) Fraco, como @ > 0 em R e @ = 0 sobre 'y U Ty
temos que o minimo ¢ atingido também sobre I's U T’y e portanto w, sobre I's e w, sobre

I'y ndo aumentam. [ |

Baseado no Lema 4.7 apresentamos o seguinte resultado.

Lema 4.8. A solu¢ao w de (4.20) é continua juntamente com suas derivadas segundas

numa vizinhanca de 'y UT'y Ul's em R e

Wye =0, sobrel'yUI's e w, =1, sobrel}. (4.26)

Demonstracao: Pela continuidade de w e dado que g > 0 sobre I'y U I';y U Ty, entao
existe uma vizinhanca em €2 de I'o U T’y U T',.

Como A = 1em Qe g € C*R) com 0 < XA < 1, a teoria de regularidade permite
concluir que existe uma bola B.(xg, 3o), com € suficientemente pequeno, tal que para cada

(Io, yo) < FO U Fl @) FQ tem-se
W € C*MBo(zo,y0) NQ), 0< A< 1.

Isto permite garantir a existéncia e continuidade das derivadas segundas de w numa
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vizinhanca de I'y UT'y UT'y e dai :

Wey = 1—Wyy=1—-gy, =1—-1=0, sobrel’oUT%.

Wy = 1—Wpp=1—-gyp=1-0=1, sobrel’.

Dos Lema 4.7 e 4.8 temos o seguinte Lema [20], que mostra que as derivadas parciais

de primeira ordem sao nao positivas em R.
Lema 4.9. A solucao @ de (4.20), satisfaz

Wy <0 e w, <0 em R. (4.27)
Demonstragdo: Dado que @, w, € C*MR) com 0 < A < 1 e w0, = 0, = 0 em R\Q.
Desde que Aw, = Aw, = 0 em (2, aplicando o Principio do Maximo fraco, temos

Wy SSUPpW, € Wy < sup wy.
aQ o9

Do Lema 4.7 mostra-se w,, = 0 sobre 'y U I's. Para mostrar que w, < supw, usaremos

o9
o Principio do Maximo de Hopf, veja|28]. Suponhamos que o méximo encontra-se sobre

'y UT,, temos :

e Sobre Iy : &% = (W, Wyy).(—1,0) = =y, = 0.

e Sobre I'y : 22 = (W, Wyy).(1,0) = —tye = 0.

Deste modo w, nao atinge seu maximo sobre I'gUI'y, pois contradiz o Principio do Maximo

de Hopf. Isto significa que

ﬁ)x S sup ﬁ)x, onderaQ—(FOUF1UF2UF3UF4).
I‘uf‘l Ufg
Ja que w, = 0 sobre R\Q por continuidade w, = 0 sobre I' e do Lema 4.7 temos que
w, < 0 sobre 'y UTs, isto é suficiente para dizer que w, < 0 em § e logo w, <0 em R.

Usando um argumento similar estudamos o caso de w,, temos

e Sobre I'y : 68% = (Wya, Wyy).(0, =1) = =1y, = —1.

Isto contradiz o Principio do Maximo de Hopf, o qual indica que @, nao atinge seu maximo
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sobre I'y, portanto :

w, < sup , ondel'=00— (ToUlH ULl Ul3UTLY).
FUfongUfg
Ja que W, também ¢é nulo em R\, por continuidade tem-se w, = 0 sobre I', logo pelos

resultados do Lema 3.6, tem-se w, < 0 sobre () e claramente w, <0 em R. [ ]

A seguir mostraremos que a regidao dada por Q2 = {(z,y) € R : w(z,y) > 0} repre-
senta a regiao molhada do dique. Para obter esta regiao precisamos definir os seguintes

conjuntos. Dado Py = (x¢,yo) € R, consideremos

Qf, ={(zyeR:xz>x0, y>yo} e Qp={(x,y) €eR:z<x0, y<uyo}

Po=lx0=y°l QPU

7

) R R

Figura 11: Representacao dos conjuntos QJ}SO e Qp,-

Lema 4.10. Se F, € R\, entao Q;SO C R\Q e se Py € RN 1, entdo Qp, C .

Demonstragao: Considerando Py = (xg,y0) € R\Q isto indica que w(xg,yo) = 0. Do

Lema 4.9 temos que a fun¢ao w nao tem acréscimo quando x > zy e y > 1, , portanto :
w(z,y) <0, parazx >zpey > Yo
Posto que w > 0 em R, isto mostra que w(z,y) = 0 quando = > x¢ e y > yo, portanto
Qf, cQf CR—AQ.

Considere agora que o ponto Py € RN 0f) e proceda por contradicao, ou seja, suponha

que o conjunto Qp nao esteja incluido em Q. Isto indica que Qp N (R\Q) # (), tomando
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o ponto Pi = (z1,41) € Qp, tal que Py € R\Q, ¢é facil ver que By € QF, e pelo caso
anterior temos que Qf, C R —Q, portanto Py ¢ Q. Isto indica que Py ¢ 0 o qual é uma
contradigao, ja que ) € J). Portanto Qp, estd incluido em €. [ |

Do Lema 4.10 temos o seguinte resultado [20], que permite obter informagao importante

sobre a regiao €.

Lema 4.11. A solugao @ de (4.20), satisfaz

w, =0, sobrel’y.

Além disso, 9QNT,=0 e IOQNR#0.

Demonstracao: Considere 0 < xg < a e tome \ suficientemente pequeno de modo que:

0 <z + A < a. Dado que w(x, H) = 0 quando 0 < = < a tem-se:

w(xg+ A\ H) —w(xg+ A\, H—n)

Wy(zg + A, H) — wy(xo, H) = nli)r(r)l+ -
~ tim w(xo, H) — w(xo, H —n)
n—0t n
_ lim ﬁ)(xo—i‘)\,H)—’LD(.To—'—)\,H—TL)
n—0+ n

_ tim w(xo, H) — w(xo, H —n)
n—07t n

w(xg, H—n) —w(xg+ A\, H—n)
- :

= lim
n—0t

Do Teorema do Valor Intermediario, existe 0 < 6 < 1 de modo que:
1
Wy(xo + A\, H) — Wy (z9, H) = =X\ lim —w,(zo + 0N\, H —n).
n—0t N

Do Lema 4.9 tem-se que W, < 0 em R e portanto da relacido dada acima temos
va(ﬁo + )\, H) — ’lz)y(l'o, H) Z 0.

Isto mostra que w,(x, H) seja nao decrescente no intervalo [0, a]. Dado que w,(0,H) =0
e wy(a, H) = 0 portanto wy(z, H) = 0 isto indica que w, = 0 sobre I';.
Agora mostremos

oNNT, =0.

Para obter este resultado, procederemos por contradi¢cao. Suponha que 9QNTy # 0, isto
indica que exista pelo menos um ponto P, da forma P = (x, H) € 02, com 0 < x < a.

Note que esta intersecao pode acontecer em:
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a) Um tnico ponto.
b) Uma quantidade finita de pontos.

¢) Uma quantidade infinita de pontos.

] x*mﬁ < k\ 50 R
N\
N\

Q'P§
N\

a) Um unico ponto b) Com dois pontos

Figura 12: Possiveis representacoes de {2 quando 0f2 intersecta a Iy em um e dois pontos.

Observe na Figura 12 que para os casos a) e b) o conjunto 5 nao esta incluido estri-
tamente no conjunto €. Isto contradiz o Lema 4.10 e portanto nenhum destes casos é
possivel. Observe também na Figura 12 que a curva que descreve a €2 N R nao pode ser
crescente em nenhuma porc¢ao dela. De modo que no caso c) tem-se que a quantidade

infinita de pontos na interseccao de 0€2 com I'y é dado pelo seguinte segmento:
o={(x,H): 0<zx <z} CIy ,ondez <a.

Este segmento é representado na Figura 13. Ja que Aw, = 0 numa vizinhan¢a de um
ponto (zo, H) € o onde (x9, H) é 0 ponto na qual w, alcanga seu valor minimo, ou seja

w(xe, H) = 0. Assim

ow,,

on

(9, H) = (Wyy (2, H), wyy(x2, H)).(0,1) = wyy(x2, H) = 0.

Isto contradiz o Principio do Maximo de Hopf e portanto ¢ nao esta incluido em I'y.

Assim 90 NT4 = 0 e daqui tem-se 92 N R # 0, o qual finaliza a prova do Lema. H

Além disso pode-se deduzir do Lema 4.11 que a curva ¢ é da forma:

o) =inf{y: (z,y) € R—Q}, paral<z<a (4.28)
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6(0) = lim 6(z) e o(a) = lim o(x).

z—0F z—a
Dos resultados obtidos no Lema 4.11, temos que a curva ¢ que representa 02 N R é
nao crescente. A seguir mostraremos que a funcao ¢ dada acima é nao crescente. Para
mostrar isso tome um ponto Py = (zg, ¢(x)) sobre a curva de interface e outro ponto
P = (x1,¢(x0)) tal que x1 > xy. Ja que Py esta sobre 92 N R isto indica que o ponto
Py esta em R\, pela definigao de ¢ tem-se ¢(z1) < ¢(xp). O qual mostra que ¢ é nao

crescente.

//ES:/
/e
o

P

A\

Figura 13: Possivel representacao de €2 quando 02 NIy = o.

Finalmente ja que w, > 0 em R temos que a regiao €2 é da forma
Q={(r,y) e R: 0<y<¢(z) com 0<zx<a}l.

Mas lembre que a curva ¢ é uma funcao estritamente decrescente com ¢(a) > h. A seguir

serao mostrados estes resultados.

Lema 4.12. O conjunto 02N R nao contém segmentos paralelos aos eixos = e y. Portanto

¢ é continua e estritamente decrescente.

Demonstragao: Para mostrar este lema, procederemos por contradicao. Suponha que
existe algum segmento o paralelo ao eixo y em 02N R. Como w = 0 em 0€2 N R entao
existe uma vizinhanga aberta U C Q tal que 0 C 90U tal que w € C*°(U U o) e que
verifique:

Aw, = 0, emU
0, emU

IN

Wy

W = Wy = Wy 0, sobre o
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Observe que sobre o segmento ¢ o vetor normal é 7 = (1,0) e portanto:

o,

on

= (Wya, Wyy).(1,0) = Wy,

Dado que w,, = w,, = 0, entao ao substituir na relacao dada acima, temos que % =0.
Isto contradiz o Principio do Maximo de Hopf e portanto 02 N R nao tem segmentos
paralelos ao eixo y. Ou seja a funcao ¢ esta bem definida e é continua.

De forma analoga consegue-se mostrar que 02 N R nao tem segmentos paralelos ao eixo

x, isto permite garantir que ¢ é estritamente decrescente. |

Do Lema 4.11 consegue-se provar que ¢(a) > h. Para mostrar este resultado procedemos

por contradi¢ao, isto é, considere que ¢(a) < h. No caso que ¢(a) = h entdo nao existe

¢(a)+

I'; 0 qual nao é possivel. No caso que ¢(a) < h é claro que =% " esta no intervalo [0, i

o (o400 cr,

Dado que w(a,h) = 0 e da condigdo que w, < 0 sobre I'y temos w(a, d’(aéﬂ) = 0. Mas

d(a)t+h
2

()22 ()

e portanto

substituindo do ponto (a, ) na fungao g tem-se

2 2 2

O qual é uma contradicao pois w (a, M) = 0. Com o qual garante-se que ¢(a) > h.

Com os resultados vistos ate agora temos que
[=00NR=00—-(Tyulhul'yul'z3Uly)
a qual é definida por
F={(z,y) €R :y=¢(xr) com 0<zx<al,

onde ¢ ¢ a funcdo dada em (4.28).
Finalmente, apresentamos o resultado final deste capitulo. Este teorema que pode ser

visto em [20], mostra que a solu¢ao de (4.20) é solugao do Problema do Dique Retangular.

Teorema 4.13. Seja w € W2P(R) N C*(R), com 2 <p <ooe0 < A <1 a solugio do

seguinte problema, :

Acharw € K : / V- V(v —w)dedy > — / (v —w)dzdy, Yve K,
R R
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onde K={v e H*(R) : v>0em Rev=gsobre R} e g é definida como

N

(H—y)?+5l(h—y)?—(H—-y)?, 0<y<h
g(r,y) =

Considerando o conjunto Q = {(z,y) € R : w(z,y) > 0}, a fungdo u : @ — R tal que

u=y—w, em Qe a funcio ¢ :J0,a[— R definida por ¢(z) = inf{y : (z,y) € R — Q},

com ¢(0) = liI(I)1+ o(z) e p(a) = lim ¢(x). Entdao o par {u, ¢} é a solugao ao Problema
T— Tr—a~

do Dique Retangular.

Demonstragao: Pelo visto no Lema 4.11 temos que ¢ é estritamente decrescente e que

satisfaz que ¢(a) > h. A seguir mostraremos que u verifica as condigoes (4.1)-(4.6).

a) Dado que u = y — w, = 0 em Q entdo Au = Aw, em Q ji que Aw, = 0 em

temos que Au = 0 em 2 o qual verifica (4.1).

b) Observe no segmento I'y que

u(0,y) =y — w0, (0,y) =y —g,(0,h) =y +(h—y)=h, yel0,H]

Isto indica que u(0, H) = H e portanto verifica (4.2).

¢) De forma analoga observe que sobre I's e I's temos respectivamente

~ h ,sobre I'y
u(a,y) =y —dy(a,y) =y — gy(a,y) =
y ,sobre I's
Em particular satisfaz para I',, portanto (4.3) é satisfeito.
d) Do Lema 3.7 lembre que w,, = 1 sobre I'; e note que u, = 1 — w,, = 0 sobre

Iy, com o qual (4.4) é satisfeito.

e) Dado que I' = 02N R pela continuidade é claro que w, = 0 sobre I', ja que u = y — @,

em (2, isto indica que u = y sobre I' portanto (4.5) é satisfeito.

f) Dado que uv =y — w, em ( isto indica que

Uy = =Wy, € Uy =1—1w, em (.
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Tomando ¢ € C§°(R) e substituindo nas relagoes obtidas acima temos
[ ueVeddy = [ g+ g dedy
Q Q
= /[_wyzfcr + (1 = wyy )&, ] dady
Q
= /[—u?yxfm — Wyy&,| drdy + / &ydady
Q Q
= —/ Vw, - VEdxdy + / &ydady
Q Q
= —/ Vuw, - VEdydr + / §y dady.
R R

Aplicando a primeira identidade de Green na equacao dada acima

R awy a H
Vu-Védxdy = Awy & dxdy — — &ds + &y dxdy.
Q R o Jo

or O1

Dado que Aw, = 0 em R isto indica que a primeira expressao é zero, dado que § = 0

sobre OR isto indica que a segunda expressao também é zero. A terceira expressao pode

a H a
ser expressado como / / & dady = / [£(z, H) — &(x,0)] dz = 0. Isto mostra que
o Jo 0

/Vu~V§dxdy = 0.
Q

Dado que Au =0 em €2 e da primeira identidade de Green, temos

au

/Auﬁdxdy = —/Vu-ngxdy + —&ds
Q Q o0 01
0 = 0 + a—l_b,fds
a0 an
ou
0 = —&ds
aQan
@

Eds + @fds—l—/ @fds—l— a—lﬁfds.
T Fan

r, 01 r, O Lur, 01
Observe que 9Q = Ty UL, U (T UT,)UT e que as regides [y ,I'; e ([ UT,) sdo porcoes
da fronteira de R. Ja que a funcao £ é zero sobre JR portanto também é zeros nessas

regioes. Assim ao substituir na equacao dada acima tem-se

ou ou
— [ == - .
0 -¢ = = 0 sobre

Isto finalmente mostra (4.6).
Portanto dado que u satisfaz as condicoes (4.1)-(4.6) e ¢ é uma funcdo estritamente de-

crescente, entao o par {u, ¢} é solugdo do Problema do Dique Retangular. [ |
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Resumindo o visto neste capitulo, tem-se um resultado de equivaléncia entre o Problema
do Dique Retangular e uma inequacao variacional associada a um problema tipo obstaculo.
Além disso pela técnica de prolongamento por reflexao sucessivas consegue-se atingir reg-
ularidade nos vertices do retangulo R o qual permite que R seja suficientemente regular.
Ao ter regularidade suficientes das funcoes f, ¢ e g e o dominio R garantimos que a
solucao fraca deste problema tipo obstaculo é também uma solucao forte e em particular

satisfaz um Problema de Complementaridade da forma :

—Aw > -1, em R
w > 0, em R
(—-Aw+1)w = 0, em R

No seguinte capitulo, sera estudado o algoritmo FDA-NCP, para resolver um Problema

de Complementaridade e sua resolucao numérica via diferencas finitas.



7

5 PROBLEMA DE
COMPLEMENTARIDADE

Os diversos modelos que aparecem na Fisica, Engenharia, Economia, se reduzem
a resolver um problema de minimizagao ou um sistema de equacdes ou um problema
de complementaridade. Como foi visto nos capitulos anteriores tanto o Problema do
Obstaculo como o Problema do Dique Retangular sao associados a um Problema de
Complementaridade (PC).

Segundo [26], considere uma fungao vetorial F, da forma :

F: R* —- R"
x = F(zr)=(Fi(x), Fy(x),..., F.()).

O Problema de Complementaridade consiste em determinar z € R" que satisfaca as

seguintes condicoes :

xz > = x>0, Vi=1,2 .. n.
(PC) F(z) > & Fi(x) >0, Vi=1,2,..,n.
reF(x) = & Fi(x)=0, Vi=1,2,..,n.

As inequagbes dadas acima sdo conhecidas como condigoes de positividade para (PC) e a

equacao x @ F'(x) = 0 é definida via o produto de Hadamard

1 Fy(x)
re F(x) = :
r, F, ()

Das condicoes de positividade definimos o Conjunto de Pontos Viaveis, €2, da forma :

Q={zeR":2>0 e F(zx)>0}.
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Quando as desigualdades sao estritas definimos o Conjunto de Pontos Estritamente Viaveis,
0% da forma:
P ={zecR":2>0e F(z) > 0}.

Quando F(x) = Az + b, com A € R"" e b € R", dizemos que (PC) é um Problema de
Complementaridade Linear (LCP), caso contrario ¢ um Problema de Complementaridade
Nao-Linear (NCP). Para resolver (PC) de forma computacional devemos buscar métodos
numéricos para obter a solucao deste problema. O estudo destes métodos se iniciaram
nas décadas de 60’s e inicios de 70’s utilizando-se o artificio de reescrever (PC) como um
problema de minimizacao sem restri¢oes, para isso utiliza-se funcoes especais chamadas
Fungoes de Mérito, veja [13], [19] e [24].
Dizemos que ¢ : R” — R é uma fungao de mérito associado a um (PC), se satisfaz:

- ¢(x) > 0 para todo x € R™

- ¢(z) = 0 se e somente se x é solugdo do Problema de Complementaridade.
E facil ver que o minimo global de ¢ é a solucdo do (PC) e vice-versa. O inconveniente
de resolver este problema via um problema de minimizagao é que nem sempre é possivel
garantir que o minimo encontrado seja global e ainda a maioria destes algoritmos de min-
imizacao sao baseados en técnicas diferenciaveis. Ja que boa parte das Funcoes de Mérito
nao tem a diferenciabilidade requerida, a utilizagao destes algoritmos de minimizacao sao
inviaveis para este caso.
Outra alternativa para resolver (PC) foi proposta em 1976 por Olvi L. Mangasarian [25].
Esta proposta consiste em associar o (PC) com um Sistema de Equagoes ndo Lineares.
A equivaléncia é obtida usando funcoes especiais chamadas Func¢des-NCP. Dizemos que

¥ : R? » R é uma Fungao-NCP associada a um (PC) se satisfaz.
P(a,b)=0 < a>0 , b>0 e ab=0.

U(zy, Fi(x))
Se V(z) = : , entao a soluc¢ao de ¥(x) = 0 é solugao de (PC).

(i, Fo(z))
A fim de contornar a dificuldade apresentada pela nao diferenciabilidade, varios autores
estudaram e desenvolveram métodos numéricos que resolva este problema de diferenciabi-
lidade. Entre estes métodos destacamos os Métodos de Suavizagao [4], Métodos de Ponto
Interior [9] e Métodos Tipo Projegao [30].

Dado que o Problema do Obstaculo é associado a um problema de complementaridade,
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da forma :
u > @, em¢)

Achar u € K : —Au > f, em(Q
(—Au—f)lu—¢p) = 0, emQ

Para resolver numericamente este problema, usaremos o Algoritmo FDA-NCP, veja [17].

5.1 O ALGORITMO FDA-NCP

O Algoritmo FDA-NCP ( "Feasible Directions Algorithm for Nonlinear Complemen-
tarity Problem ") é um Algoritmo de Ponto Interior que resolve numericamente um Pro-

blema de Complementaridade, da forma :

r =
Achar z € R" : F(x) > (5.1)
re F(x) =

A ideia basica deste algoritmo é gerar uma sequéncia de pontos interiores em £} que
converge a uma solucao de (5.1).
Antes de continuar com o algoritmo veremos alguns conceitos basicos.

- Dizemos que um vetor d é uma direcao viavel em €2, se existe 6§ > 0 tal que
x+td €, paratodot e 0,6

- Dizemos que o campo vetorial d(.) é um campo de dire¢oes uniformemente viaveis, se

existe # > 0 tal que
x+1td(x) € Q, paratodote0,0]excl.
- Dizemos que um vetor d é uma direcao de descida para ¢, se existe 6 > 0 tal que
d(x +td) < ¢(x), para todo t € [0, 0].

Para que o Algoritmo FDA-NCP gere a sequéncia ¥ € QY ¢ necessario obter um campo de
dire¢oes uniformemente viaveis em (2. Para garantir que essa sequéncia convirja a solugao
de (5.1), usaremos uma fungao ¢, de tal forma que o campo de diregoes uniformemente
viaveis seja de descida para ¢. A seguir construiremos esse campo de diregoes.

Consideremos H(z) = x @ F(z) e definamos o seguinte sistema :

Acharx € Q :  H(x)=0. (5.2)
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Observe que (5.1) e (5.2) s@o equivalentes.

Aplicando a iteragao de Newton no sistema H(z) = 0, obtemos a direcao d¥

Ju(a®)dy = —H (z"), (5.3)
onde d} é a dire¢do de Newton e Jy(z¥) é a matriz Jacobiana de H no ponto z*. Assim
o proximo ponto 2% ¢ obtido da relagao x*! = 2 + d¥.

Note que a matriz Jacobiana Jy(z) é da forma

Ju(z) = diag(F(x)) + diag(x)Jp(x), (5.4)
onde diag(v) é uma matriz diagonal com diag(v); =v; Vi =1,--- n.
Quando em algum indice i € {1,2,...,n} ocorre que H;(z*) = 0 sem que x* seja a solugao

de (5.1), entdo pode acontecer algum dos seguintes casos :
F=0 ou F2*)=0.
De (5.4) temos na i-ésima linha de (5.2) a seguinte relagao:

[Fi(2%)e; + oFV Fy(2M)]dE = 0.

Portanto para cada caso tem-se :
- Caso 1: Se zF =0 e F;(z*) > 0, isso implica que d¥ é tangente a restri¢gao z; > 0.
- Caso 2: Se zF > 0 e Fj(2%) = 0, isso implica que d} é tangente a restrigio F;(x) > 0.

k+

Até este ponto nada garante que 2! encontra-se na regiao viavel. O seguinte resultado

mostra quando uma direcao d é viavel em €.

Proposicao 5.1. Seja d € R" e x € (). Se a direcao d satisfaz as seguintes condicoes:
a. d; > 0 para todo indice ¢ tal que x; = 0.
b. VF;(z)d > 0 para todo indice i tal que F;(x) = 0.

Entao d é uma direcao viavel em ().

Demonstragao: A prova desta proposi¢ao pode ser vista em [18]. [ |

Para encontrar uma direcao que seja viavel em (2, basta introduzir uma perturbacao
no lado direito de (5.3). Geometricamente, esta perturbagao define uma segunda diregao

d5 chamada direcao de restauracao para o conjunto € e é obtida quando resolvemos
Ju(a®ds = "B E=(1,--- 1), (5.5)

onde p* > 0 s6 se anula numa solucdo do Problema de Complementaridade.
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Regido

Solugio viavel

—Vo(xH)

Figura 14: Representacao da direcao viavel.
Fonte: Mazorche, S.R ; 2007.

Desta forma uma combinacdo linear adequada entre a direcao de Newton d¥ e a direcdo
de restauracdo d§ gera uma direcao d*, que tem a propriedade de ser vidvel em €.
Considere p* da seguinte forma :

¢(z")"

oF = po ——,  com po>0 e [e[L2], (5.6)

onde a funcao ¢ :  — R é definida como :
() = zn:szZ(x) (5.7)
i=1
Finalmente o vetor d* é obtido ao resolver :
Ju(z®)d" = —H(2*) + p*E. (5.8)

A seguir apresentamos o resultado [26], que garante que d* é uma diregao vidvel em 2.

Proposicao 5.2. (Viabilidade da dire¢dao) Considere z* € € tal que ¢(z*) > 0 e a matriz
Jacobiana Jg(2*) ndo singular. Entdo o vetor d” obtida pela resolugio de (5.8) é uma

direcao viavel em 2.

Demonstracao: No caso que z¥ € Q) seja um ponto estritamente viavel entdo qualquer
vetor d* é uma direcdo vidvel em ). Portanto basta verificar no caso em que H;(z*) =0
sem ser z¥ uma solugao de (5.1). De (5.4) temos na i-ésima linha de (5.5), a seguinte
relacao :

[eiFy(a*) + 2iV Fi(a")]d" = —a Fi(a") + p".
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Da equagao dada acima temos os seguintes casos :
k

-Caso1: Sex¥ = 0e Fy(z*) > 0, entdo [e; F;(x)|d* = Fy(x*)dk = p*, logo d¥ = Fif()xk) > 0.

Como pF > 0 e Fj(z*) entdo d¥ > 0.

-Caso 2 : Se ¥ > 0 e F;(z%) = 0, entdo [2¥VF;(a®)|d* = 2F[VF;(2*)d*] = p*. Como
¥ >0e2f >0, entao VE;(2*)d* > 0.

Dos casos vistos acima, note que o vetor d* verifica as hipéteses da Proposicao 5.1, isto

mostra que d* é uma direcdo viavel em €. [ |

A Proposicao 5.2 mostra que o vetor d* ¢ uma direcdo vidvel em 2, mas falta ainda
mostrar que com esta diregdo a sequéncia gerada converge para uma solucao de (5.1).
Lembrando que na solucdo de (5.1) tem-se que p* = 0, entdo pela forma como p* foi
definido, basta mostrar que d* é uma direcao de descida para a funcio potencial ¢. Isto

serd mostrado na seguinte proposi¢ao, [26].

Proposicdo 5.3. Em todo ponto ¥ € Q tal que ¢(x*) > 0, temos que a direcao d* obtida
pela resolucao de (5.8) ¢ uma direcio de descida para ¢ sempre que 0 < pop(z*)?~1 < 1.

Demonstracdo: Para garantir que d* ¢ uma direcio de descida para ¢ temos que
mostrar que V(z*)d* < 0. Note de (5.7) que V(z*) é da forma :

Vo(a*) = ET[diag(F(z") + diag(«*)V F(2))].
Ao multiplicar a relacio acima por d*, obtemos :

Vo(2M)d* = ET[diag(F(2*) + diag(z*)V F(2*)]d"”
= ET(-H(z") + p*E)
= —o(a") +p'n
= —[1 = poo(z*)" o (a").

Isto mostra que V(z¥)d* < 0, sempre que em 0 < pyo(z*)?~1 < 1. [ |

Conforme visto em [26] o campo vetorial d(.) é um campo de diregoes uniformemente
viaveis e limitado. E quando implementamos uma busca inexata, como por exemplo
busca de Armijo, temos a garantia que o passo da busca é nao nulo. Em [27| é apresen-
tado um algoritmo de ponto interior com busca em arco, chamado Algoritmo FATPA.

O Algoritmo FDA-NCP tem convergéncia global para uma solucao de (5.1).
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Algoritmo FDA-NCP : Considere os parametros: ¢,e > 0, pg,n,v €]0,1] e 5 €]1,2].
Tome z° € Q estritamente vidvel tal que ¢(z°) < ce k= 0.

Passo 1: Direcao de busca : Resolva o sistema

[diag(F(z")) + diag(a*) Jp(«*))d" = —H(2*) + p"E,

onde pb = p, @D’ ¢ 0 —

Passo 2: Busca Armijo : Defina o tamanho de passo t* com sendo o primeiro valor

da sequéncia {1,v,v2, ...} que satisfaz

a. oF +tFd* > 0.
b. F(akf +tkd*) >0 .

c. ¢(a®) + thn[Vo(a*)Tdk > ¢(ak + thdr) .

Passo 3: Atualizacao dos dados : Fazer

AR N A

k = k+1.

Passo 4: Critério de Parada : Se ¢(z**!) < ¢ pare, caso contrario volte ao passo 1.

Observe que o passo 1 do Algoritmo FDA-NCP permite obter uma direcao de busca
d*, pela resolucdo de um sistema de equacdes. Como vimos anteriormente esta direcio
de busca é uma direcao viavel em €2 e de descida para a funcao potencial ¢. No passo

k+1 esteja dentro da regido

2 é realizado uma busca de Armijo para assim garantir que x
viavel €2 e que tenha um decaimento na funcao potencial ¢. Dado que a busca linear esta
bem definida, o passo t* é nao nulo e o valor da funcdo ¢ vai a zero o que implica que
d* na solucdo também vai a zero. Isto permite usar como critério de parada o valor da
fungao ¢. que monitora a convergéncia do algoritmo. Como visto em [17] e [26] para os
casos em que [ €]1,2[ temos a convergéncia superlinear e para 5 = 2 e o tamanho do
passo da busca, t* = 1 com k suficientemente grande, temos a convergéncia quadratica.

Para aplicar o Algoritmo FDA-NCP em problemas tipo obstaculo temos que fazer primeiro

a discretizacao do Problema de Complementaridade associado. Este procedimento é

obtido usando o método das diferencas finitas que é descrito na seguinte secao.
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5.2 DISCRETIZACAO VIA DIFERENCAS FINITAS

O método das diferencas finitas [21] € uma técnica numérica usada em equagoes difer-
enciais para aproximar o valor das derivadas da fungao por uma relagao diferenga/quociente
apropriada. Nos Capitulos 2 e 3, ao considerar regularidade apropriada vimos que os pro-

blemas ali tratados sao equivalentes a

u > @, em {2
Achar v € Y - —Au > f, em
(Au—filu—p) = 0, em Q

O método das diferencas finitas seré usada para obter uma forma aproximada do operador
Laplaciano. Este procedimento consiste em levar o Laplaciano para uma matriz quadrada
M. Feito a discretizagao consegue-se levar o problema acima para um Problema de
Complementaridade Linear o qual permite aplicar o Algoritmo FDA-NCP. Nesta se¢ao s6
sera descrito o caso de problemas tipo obstaculo Bidimensional. A aplicagdo do Método
das Diferencas Finitas, para o caso unidimensional é andlogo e muito mais facil.

Seguindo |2], para fazer discretiza¢do de um dominio €2, da forma:
Q=la, b[x]c, d={(z,y) ER* ta<z<b, c<y<d}.

Tome N € N e defina os incrementos nas variaveis x e y respectivamente, como :

b—a d—c
AV N e ANy = N

A discretizagao do dominio €2 é dado pelo conjunto €2;, da forma:
Qo ={(zj,y;)) €Q vy =a+ilz, y;=c+ily,0<i< N}
e sua fronteira 9923 = 0QL U 902 U 003 U IO4 | onde

09 = |l
002 = {(byy;) € : y=c+ily,0<i<N}.
o = {(2;,d)€0Q : z=a+ilz,0<i<N)}L
09; = {(

zi,c) €0 x=a+ilAx,0<i< N},

a,y;) €002 : y=c+ily,0<i< N}

Com base em () sera feito a discretizacao de —Au = f.

Portanto para (z;,y;) € Qq denote por U;; = u(z;,y;) e fi; = f(x,y;), a formula de
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aproximacao € a seguinte :

—Ui—1,5 + 2Ui7j — Ui+l,j i _Ui,j—l + 2Ui7]’ — Uz

Ag? o I p Vi j=.1,2,... N—1. (5.9)

Observe que o valor aproximado do Laplaciano em (z;, y;) depende da avalia¢do da fun¢ao
u em 5 pontos. A expressao dada em (5.9) é conhecida como Formula do 5 pontos. Em
particular quando Az = Ay = h, temos que (5.9) é da forma :

1 o
—ﬁ(ui,m + Uiy1,5 — 4u,-7j + Uj 541 + Uiﬁ'fl) = fi,j; W 1,] =, 1, 2, ceey N —1. (510)

Um esquema de (5.10) pode ser visto na Figura 15.

Yis2
Yis1 - 1
. i - L
Yi 1 4 1
Yi-1 . 2
-1
Yi2
Xi-2 Xi-1 Xi Xis1 Xi+2

Figura 15: Stencil do esquema de 5 pontos.
Fonte : Leveque, R. ; 2007.

A seguir serd determinada a matriz quadrada M que corresponde & forma discreta do
Laplaciano. Reescrevendo (5.9) como um sistema, temos as seguintes equagoes :

a. No caso em que ¢ = 1 tem-se :

1 1 U21 U12 UOl UlO
92 — U, - oL Zhe Z9% 4 =20
(AmQ * Ay2> b A2 Ay? it Ax? * YANTE:
1 1 Us ; Ui,.1+ U i+1 Uyp.; .
21 —— — U, ; — g 2 J = : ——=) =2,....N - 1.
(A:UQ * Agﬂ) W A2 Ay? Jra® Ax? RO

1 1 Usn  Uin- Uon  Uini
P Uy - 2N T - : N+
(Ax2 * Ay2) WV Ag? YANTE: Jnt Ax? * Ay?



b. No caso em que 1 =2,3,..., N — 1, tem-se :
11 Uiii+ Uiy Ui
9 b \U, - 11 Vi1 Uip
Ax? Ay? ’ N Ay?
9 1 n LN, U+ Uiy Ui+ Uign
Az Ny2) Ax? Ay?

1 1 Ui— Uz Ul —
M ——+— Uy — LV Uiy Uinaa

Az Ay? ’ N Ay?

c. Finalmente no caso em que i = N, tem-se :

1 1 Uv-ii Unp
2 5 ) Una— N
<A:c2 * Ayz) YA Ay
) 1 N 1 o Uv-1;  Unj-1+Unjn _
NRNT VAV Ay?

1 1 Uv-inv  Unnot
2 ) Uy — AN U
(AmQ * Ay2) N Ax? Ay?

86

Uni11 | Unpo

I Az? * Ay?
Uni1

fN’j+—Ax2] j=2,...,N—1
Uvtin - Unns

I+ Ax? * Ay?

Como as expressoes da forma U, o , Uy ; , Uny1, e U; ny1 representam valores de u avaliadas

sobre 052, entao nesses pontos o valor de U assume o valor da funcao g. Logo pelos items a,

b e ¢ dados acima, obtemos um sistema N? equacoes com

do lado esquerdo podem ser resumidas em uma matriz

N? incognitas, logo as expressoes
quadrada M € RV *N?  Antes

de determinar a matriz M, precisa-se escolher primeiro uma ordenagao para os pontos

de €. Posto que existem varias ordenacoes possiveis entao que existem varias matrizes

possiveis. Tal vez a forma mais simple de ordenar estes pontos em () seja percorrida linha

por linha, da esquerda para direita e de baixo para cima.

seguinte forma :

Este ordenamento é descrito da

U1,17 U2,17 sty UN,17 U1,27 R UN,Q; RN UI,N—17 ety UN,N—IJ ULNJ UQ,N7 e 7UN,N-

Considerando isto, consegue-se definir o vetor U, como :

Uil

U 4
U= . , onde UV =

U]
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Portanto M é uma matriz de N x N blocos de dimensao N x N, expressado como :

B

__1_
Ay

1
g
1
I B T
1 1
a7l B —gpl
1
2T B
1
_AyQI

: (5.11)

onde Z é a matriz identidade de ordem N x N e B é uma matriz tridiagonal de ordem

N x N da forma:

1 1
2 <Ax2 + Ay2>
__1_
Ax?

__1_
Nzx?

1 1
2(m+ry2>

1 1
2 <A_952 + A_y2>
1
Ax?

__1_
Ax?

1 1
2 (2= + ai7)

No caso que Az = Ay = h entao da formula (5.10) tem-se que a matriz M é tridiagonal

por blocos, da forma :

B -7
-7 B

-7

-7 B -I
-7 B

, onde B =

(5.12)

Observe que as expressoes descritas na parte direita das equagoes vistas nos items (a) ,

(b) e (c) podem ser resumidas em um vetor coluna F de ordem N? X 1 da forma:

(5.13)
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Para k = 1 temos que flU é da forma :

Jia Uoa Ut
Ja1 Uo2 0
i = : «+:ﬁ : +2% :
IN-11 Uo,n—1 0

fna Uo.N Uno

Para 1 < k < N temos que f* & da forma :

J1 Vo,
f2,j 0
e~ : +4; : j=23... N—1
N1 0
IN; UN+1,

Para k = N temos que f[N] é da forma :

fin Uo.n Ui N1
fan . 0 . Uz N1
F[N] : : -
/ + Ax? : + Ay?
fN-1N 0 UN-1,N+1
Iy Uniin Un N1

No caso em que u = 0 sobre 02, temos que F é da forma :

1 Jik

onde fIF = (5.14)

Jiv) Ik

De forma analoga denotando por ¢; ; = ¢(z;,y;). Obtemos um vetor coluna P de ordem

N? x 1 que representa a forma discreta do obstaculo.

pl]

P:

., onde Pl =

PIN]

©1,k

©Nk

(5.15)

Fazendo X =U — P e de (5.11) , (5.13) e (5.15), obtemos um Problema de Complemen-
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taridade Linear

X > 0O, em{y.
Achar X € RV - ~MX —-MP—-F > 0 ,em Q. (5.16)
Xo(-MX-MP—-F) = 0 ,em Q.

Esta formulagao seré a utilizada para resolver numericamente os problemas tipo obstaculo.

5.3 ESTUDO NUMERICO

Segundo [15], consideremos por U € R" a solu¢ao do Problema do Obstaculo e por

U* € R" a aproximagao obtida pela técnica numérica utilizada. Seja a norma ||. |,

dizemos que
€abs = ||U* - UH2
é o Erro Absoluto em U*. Quando U # 0, dizemos que

_ v =Ulls
€rel = — 7
U1l

é o Erro Relativo em U*. Estas defini¢oes serao utilizadas nesta secao.

5.3.1 Exemplos de problemas tipo obstaculo

A. Caso Unidimensional.

e Exemplo A1l. Considere o dominio 2 =] — 1, 1] e as fungoes f, p e g como
1— 3222, se|z| <1 1

flz) = Lo wle) =g e gl@) =0
—1 , caso contrario. 8

Com estes dados a solugao analitica para o Problema do Obstaculo é :

—E+i(@+2)? se —1<z< -2
o(x), se —%Sxﬁ —%.
—L+3(@+3)? se —g<az<—1

u(r) =¢ —L 482 -3y se —l<a<l
—1—18—1—%@—%)2, se igmgé.

o(x), se %Sﬂfﬁé

\ %8—1—%@—%)2, se %gmgl.



e Exemplo A2. Considere o dominio 2 =] — 1, 1] e as fungoes f,p e g como:

fla)=-8 , pr)=1-42" e g(x)=0.
Com estes dados a solucao analitica para o Problema do Obstaculo é :

4% +16bx — (1 + 16b), se —1 <z < —b

o(x), se —b<az<b.
4% —16bx — (1 +16b), se b<z <1.

u(r) =

onde b=1— Y8 ~ (.3876276.

e Exemplo A3. Considere o dominio 2 =] — 1, 1] e as fungdes f, ¢ e g como

flz)= -8 | w(m):{?)—l—élx, se x < 0.

e g(z)=0.
3—4x, sex>0.

Com estes dados a solugao analitica para o Problema do Obstaculo é :

4z +1)% se —1<z<—1
u(z) = p(z), se —1<z<i
4z —1)% se L<a<l
e Exemplo A4. Considere o dominio 2 =] — 1, 1] e as fungoes f, p e g como
—3—3z, sex <0.
flx)=-45 , o(2)= e g(z)=0.
-3+ 3z, sex>0.

Com estes dados a solucao analitica para o Problema do Obstaculo é :

p(x), se —1<z<—32
u(z) = %xQ—Q, se—ggxgg.

o(x), se <x <1

Wi @

B. Caso bidimensional.

e Exemplo B1. Considere o dominio © =|0, 1[x]0, 1] e as fun¢des f,p e g como

=

1 1 1
Fla,y) =0 ol y) = L selr—3| <7 e |y—3[<
7 7 7 0, caso contrario.

1—(2x—1)?2 sey=0,1.
g(@,y) = :
0 , caso contrario.

90
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e Exemplo B2. Considere o dominio © =|0, 1[x]0, 1] e as fun¢des f,p e g como

1— (22 —1)? —0.1.
flzy)=0 g(l’,y)z{ (e =17, sey=0,

0 , caso contrario.
e
o(z.q) = { 400 (z = 3) (+=2) (y—3) (y—2), sele—3 S_i ely—3l <3
0 , caso contrario.

e Exemplo B3. Considere o dominio © =|0, 1[x]0, 1] e as fun¢des f,p e g como
flz,y) = —162(1 —2)y(1 —y) , o(z,y) =—-0.008(1+2x+2y) e g(z,y)=0

e Exemplo B4. Considere o dominio Q2 =] —2,2[x] —2,2[ e as fungdes f, ¢ e g como

V1—22—y? sex?+y? <1

flz,y) =0 @(fv,y)z{ I

, caso contrario.

g9(x,y) = _\/ﬁ 9

¢ Exemplo B5.(Problema do Dique Retangular). Seja R =]0,6.1592] x |0, 6.3014]

2 2 2
" (—M> . onde r = 0.6979651482.

e as fungoes f,p e g, como f(x,y) =—1, ¢(x,y) =0¢e

[ 1(6.3014 — y)? + 3E[(1.2359 — )2 — (6.3014 — )], sey < 1.2359
9(z,y) =
£(6.3014 — y)? — 5=(6.3014 — y)? ,sey > 1.2359

5.3.2 Resultados Numeéricos

Consideramos parametros fixos para o Algoritmo FDA-NCP. O valor da constante

que contribui com a direcao de restauracao é
po = amin{l, ¢(z")"7*}, onde a=025 e S¢€]l,2].

Os parametros associados a busca de Armijo sao n = 0.4 , v = 0.8 e o critério de parada
& ¢(x¥F) < 1077, Para o parametro que influencia na taxa de convergéncia consideramos
B=11lep=2.

Para o caso unidimensional, os resultados numéricos sao expressados via o erro absoluto.
Para o caso bidimensional, os resultados numéricos sao expressados segundo o numero de

iteracoes e o numero de buscas de Armijo.
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Solugdo Numeérica

001 ------------ :
T .-l
P R N S SR -
004 N

Y1 SRR W OSSNSO NS SN Y S

0.06 i i i i
-1 213 113 113 2/3 1

Figura 16: Solu¢ao numérica do Exemplo A1l para N = 200.

Como pode ser visto na 16, temos uma boa aproximacao para o Exemplo Al quando
N = 200, ou seja quando h = 0.01. Este fato é verificado na Tabela 5.3.2, j4 que o erro
absoluto ||U — U*||2 decresce quando aumentamos o valor de N em cada caso. Observe

também que nao existe muita diferenca entre os erros absolutos obtidos em cada caso.

B 1.1 2

N IU=U"2 U =U;

100 2.6364 x 107 2.6367 x 10~
200 7.3092 x 1075 7.3078 x 107°
400 2.7128 x 1075 2.7103 x 107°
800  9.3539 x 107°  9.3196 x 107
1600 3.3470 x 107°  3.2980 x 10~
3200 1.1740 x 1076 1.1510 x 10~

Tabela 1: Resultados numeéricos para o Exemplo Al.



I Solugdo Numérica --------------------------
25T Funl;aln Obstaculo|: % |
3 3 1 I l 3
-1 -0,3876276 0 0.3876276 1

Figura 17: Solucao numérica do Exemplo A2 para N = 200.
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Como pode ser visto na Figura 17, temos uma boa aproximacao para o Exemplo A2

quando N = 200, ou seja quando h = 0.01. Este fato é verificado na Tabela 2, ja que o

erro absoluto ||[U — U*||2 decresce quando aumentamos o valor de N, para cada caso que

toma o valor de 5. Observe também que s6 existe diferenca entre os erros absolutos em

cada caso a partir de N=800.

B 1.1 2

N U = U2 U = U2
100 2.1000 x 10=3  2.1000 x 103
200 2.9067 x 1074 2.9067 x 10~*
400 4.0845 x 107*  4.0845 x 104
800  1.6578 x 10~¢ 1.6548 x 1076

1600 2.3476 x 107
3200 3.3194 x 1076

2.3448 x 1076
3.3202 x 10~

Tabela 2: Resultados numeéricos para o Exemplo A2.
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Solugio Numérica
--------- Fungéo Obstaculo

-1 0.5 0 0.5 1

Figura 18: Solu¢ao numérica do Exemplo A3 para N = 200.

Da Figura 18, notamos que a aproximacao para o Exemplo A3 é muito boa quando
N = 200, ou seja quando h = 0.01. Pelo visto na Tabela 3, observamos que os valores do
erro absoluto sio muito pequenos (Por exemplo |[U — U*|| ~ 2 x 107! quando N = 200)
e aumentam quando o valor de N > 200. Isto acontece pois o erro absoluto esta muito

proximo do erro da maquina.

B 1.1 2

N U = U*|2 |U = U*|2

100 9.5043 x 10~ 1.3392 x 10~*
200 2.0323 x 1071 2.1712 x 107?
400 6.0998 x 10711 3.8203 x 107*
800  4.4034 x 107 1.0751 x 108
1600 1.6970 x 102  6.5375 x 107
3200 2.8341 x 1079 3.9220 x 1072

Tabela 3: Resultados numeéricos para o Exemplo A3.



Solugdo Numérica

--------- Fungéo Obstaculo

R L B T

........................................

) |
-1 213

Figura 19: Solucao numérica do Exemplo A4 para N = 200.

|
2/3

1
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Como pode ser visto na Figura 19, temos uma boa aproximacao para o Exemplo A2

quando N = 200, ou seja quando h = 0.01. Este fato é verificado na Tabela 4, ja que o

erro absoluto ||[U — U*||2 decresce quando aumentamos o valor de N, para cada caso que

toma o valor de 3. Observe também nao existe muita diferenca entre os erros absolutos

obtidos para cada valor de N.

B 1.1 2

N U= Ul U = U2
100 8.1854 x 10~* 8.1853 x 10~*
200 2.8831 x 10~* 2.8831 x 10~*
400  1.0213 x 10~* 1.0212 x 10~*
800  3.6068 x 107° 3.6045 x 10~°
1600 1.2748 x 107° 1.2741 x 107°
3200 4.4887 x 1075 4.4902 x 1076

Tabela 4: Resultados numeéricos para o Exemplo A4.
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Figura 20: Solucdo numérica do Exemplo B1 para N? = 900.

Na Figura 20, temos a solucdo numérica do Exemplo Bl para N? = 900, ou seja

quando temos uma malha 30 x 30. Como pode ser visto na Tabela 5 temos que quando

aumenta o valor de N? aumenta o numero de iteracdes e o numero de buscas. Quando

B = 2, temos que o algoritmo FDA-NCP, realiza muitas iteracoes e buscas lineares.

6] 1.1 1.1 2

N?  Tteracoes Iteracoes Busca Linear Busca Linear
400 23 24 0 25

900 24 62 1 998
1600 25 6 *

2500 26 11 *

3600 27 13 *

Tabela 5: Resultados numéricos para o Exemplo Bl.
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Figura 21: Solucdo numérica do Exemplo B2 para N? = 900.

Na Figura 21, temos a solucdo numérica do Exemplo B2 para N? = 900, ou seja
quando temos uma malha 30 x 30. Como pode ser visto na Tabela 6 temos que quando
aumenta o valor de N? aumenta o numero de Iteracoes e o numero de buscas. Notemos
que tomando S = 1, temos s6 uma busca linear e tomando S = 2, o numero de buscas

aumentam quando aumentamos o valor de N2,

6] 1.1 2 1.1 2
N?  Iteracoes Iteracoes Busca Linear Busca Linear
400 21 19 1 17
900 22 20 1 20
1600 22 21 1 22
2500 22 21 1 22
3600 22 22 1 24

Tabela 6: Resultados numéricos para o Exemplo B2.
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Figura 22: Solucdo numérica do Exemplo B3 para N? = 900.

Na Figura 22, temos a solucdo numérica do Exemplo B3 para N? = 900, ou seja
quando temos uma malha 30 x 30. Como pode ser visto na Tabela 7 temos que quando
aumenta o valor de N? aumenta o numero de Iteracdes. Notemos que nao temos buscas
lineares para o caso = 1.1 e para o caso § = 2, temos que as buscas lineares aumentam

quando aumentamos o valor de N2

6] 1.1 2 1.1 2
N?  Iteracoes Iteracoes Busca Linear Busca Linear
400 22 21 0 18
900 23 22 0 20
1600 23 23 0 22
2500 23 23 0 22
3600 23 23 0 23

Tabela 7: Resultados numéricos para o Exemplo B3.
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Figura 23: Solucdo numérica do Exemplo B4 para N? = 900.

Na Figura 23, temos a solucdo numérica do Exemplo B4 para N? = 900, ou seja

quando temos uma malha 30 x 30. Como pode ser visto na Tabela 8 temos que quando

aumenta o valor de N? aumenta o numero de Iteracdes. Notemos que nao temos buscas

lineares para o caso = 1.1 e para o caso § = 2, temos que as buscas lineares aumentam

quando aumentamos o valor de N2

3 1.1 p 1.1 p
N?  Tteracoes Iteracoes B. Linear B. Linear
100 22 20 0 13
400 23 21 0 16
900 24 22 0 18
1600 24 22 0 19
2500 24 23 0 20

Tabela 8: Resultados numéricos para o Exemplo B4.
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200 T ——

15 §

6.3014

0 12359 25227
Figura 24: Solucdao numérica do Exemplo B5 para N? = 1600.

Na Figura 24, temos a solu¢do numérica do Exemplo B5 para N? = 1600, ou seja
quando temos uma malha 40 x 40. Como pode ser visto na Tabela 9 temos que quando
aumenta o valor de N? aumenta o numero de Iteracoes. Notemos que quase nao tem
buscas lineares quando # = 1.1. Quando 8 = 2, o Algoritmo FDA-NCP realiza muitas

iteracoes e buscas lineares.

6] 1.1 2 1.1 2

N?  Tteracoes Iteracoes B. Linear B. Linear
100 23 21 0 12
400 24 22 0 17
900 24 25 0 45
1600 25 1

2500 24 1

Tabela 9: Resultados numéricos para o Exemplo Bb5.

Este problema ¢ um caso para o Problema do Dique Retangular, logo dos resultados
tomando N? = 2500, tomamos os valores da matriz entre 10~5 e 1076 para obter a curva

que representa a fronteira livre, representado na Figura 25.
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6.3014

0 1 2 3 4 5 6.1502
Figura 25: Curva de interface obtida numericamente.

5.3.3 Analise de Erros

Para o caso unidimensional consideremos N como o numero de particoes de compri-

mento h = < no intervalo | — 1,1 e o Problema de Poisson em uma dimensdo.

N
~U"z) =
U(-1)=U(1) =0
Segundo [2], na discretizagao de U”(x¢) via diferenga centrada, temos pela aproximacao
de Taylor

Ulzo +h) —2U(x9) + U(xo — h) EU(‘Q

2 U @o)h? = U (mo)h* = - -

U”(ZL‘Q) _

o que fornece uma aproximacao para U”(xq), denotada por U, da forma :

U(Jfo—i‘h)—QU(J?o)—i‘U(l’o—h)

Uy = 2

com erro € = —sUW(&)h? = O(h?), onde zg — h < € < mg + h. Desta forma temos que
U=U,+ O(hZ)

De forma analoga, temos U = U + O((4)») = U + $O(h?). Definindo o erro relativo

com comprimento h como FEj, = ||Uy — U% ||l2, pelas relagoes obtidas acima, temos
3 np2
Ep = |[Un = Ugl = ;O(I).
Seguindo o mesmo procedimento, obtemos

3 3
By = Uy = Us| = 5007 By =|lUy = U] = SO0
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Observemos que os quocientes dos erros relativos, satisfazem

E Exn En
Thi_4 24, A4 ...
E@ EQ Eﬁ
2 4 8
Tomando N = 20, temos 21 pontos no intervalo [—1, 1], cuja distancia entre eles ¢ h = 0.1.
Notemos da Tabela 11 que os valores dos quocientes no Exemplo Al é boa, para o Ex-
emplo A2 a performance dos erros é deficiente, isto dificulta que os quocientes nao sejam
proximos ao valor esperado. O Exemplo A3 nao apresenta uma boa aproximacao pois os
erros estao muito proximos ao erro da maquina. O contrario acontece com o Exemplo A4,

onde os valores dos quocientes sao proximos a 4.

h=0.1 Al A2 A3 A4
Ep=|lUy=Usll 2801073 5.98x 107 2.97x107° 6.80 x 1073
Ey=|[Us —Us| 562x107" 193x 1075 185 x 107 1.70 x 10
Ew=|Us —Us| 9251075 270x 1073 6.96x 1071 4.23 x 101
Ey=|[Us —Un| 286x107 251x107 924x107° 1.06x 10~

Tabela 10: Erros relativos do caso unidimensional para h = 0.1.

h=01 A1 A2 A3 A4

Ep/Es 498 * 161 4
Ey/Ex 607 * 265 401
Ew/Ex 323 % * 399

Tabela 11: Quocientes relativos para h = 0.1.

Tomando N = 25, temos 26 pontos no intervalo [—1,1]. Notemos da Tabela 13 que os
valores dos quocientes no Exemplo Al é boa. Para o Exemplo A2 conseguimos melho-
rar os valores dos quocientes, pois esta vez for escolhidos uma quantidade par de pontos
evitando assim a simétrica dos resultados. Para o Exemplo A3 ainda temos os mesmos
inconvenientes que no caso anterior. Para o Exemplo A4 temos os resultados esperados

para os dois ultimos quocientes relativos.



h =0.08 Al A2 A3 A4

= ||[Uy = Us]|  1.91x 107 1.00x 1072 2.76 x 107 1.57 x 10~
% = ||[Us = Un|| 247 x 107 173 x 107 332x 107 1.20x 107
% = ||Uh Un|  1.37x 107 9.06x 107 3.91x 1071 3.00 x 10~*
By = ||Uh Unl 1.86x 1077 4.45x 1078 525 x 1071 7.50 x 10~

Tabela 12: Erros relativos do caso unidimensional para h = 0.08.

h=008 Al A2 A3 A4
En/Ey 773 578 %%
Ei/Ex 180 191 * 4
Ei/Ex 736 * % 4

Tabela 13: Quocientes relativos para h = 0.08.

Para o caso bidimensional o procedimento é analogo. Pelo visto em [2], temos
U= UA:E,Ay + O(AQZ27 AyZ)a

e da mesma forma U = Uss ay + }l(’)(AxZ, Ay?). Assim como no caso anterior, definamos
272

3

EAa:,Ay == HUA;U,Ay UAz Ay” == 4 (ACL’ Ay )
3 2 2

Eoe oy = Use sp = Use au|| = 750(82%, Ay');
3

Boe oy = |[Use a0 = Use aul| = 2O(D2%, AyP);

e assim sucessivamente.

Tomando N = 8 nos exemplos B1, B2, B3 e B4, ja que os dominios sao quadrados, entao
Ax = Ay para cada caso. Isto indica que sao escolhidos 81 pontos para fazer a analise de
erros. A Tabela 14 mostra os resultados dos erros relativos e a Tabela 15 os quocientes
relativos respectivos.  Para o Exemplo B5, que é o Problema do Dique Retangular,
tomaremos distintos valores para N. Os valores sao N = 8 N = 10 e N = 12, desta

forma o numero de pontos escolhidos na malha sao 81, 121 e 169.
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B1 B2 B3 B4
Ar=Ay=0.125 Ax=Ay=0.125 Az=A~Ay=0.125 Az = Ay=0.50
Epnz.ny 4.21 x 1072 0.1092 1.11 x 1073 0.2481
Enz ny 1.00 x 1072 0.0501 4.85 x 1074 0.0213
Enz pu 6.30 x 1073 0.0092 6.77 x 107° 0.0040

Tabela 14: Erros relativos para os Exemplos B1,B2, B3 e B4.

Bl B2 B3 B4
Ar=Ay=0.125 Ax=~Ay=0.125 Az=~Ay=05 Az=A~Ay=0.125

Fonby 4.21 2.17 2.28 11.64

Ens ny

. 1.58 5.44 7.16 5.32

Tabela 15: Quocientes relativos para os Exemplos B1,B2, B3 e B4.

Engnyg 2.6407 23307 2.1142

Eg7g 0.9715 0.8698  0.7944

Ere ny 04626 0.4184  0.3947
4

74

Tabela 16: Erros relativos para o Exemplos B5.

Bl B2 B3
Porbu 978 9267 2.66
Epz ny
=22 210 2.08 2.06
Az Ay
K

Tabela 17: Quocientes relativos para o Exemplos B5.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho mostramos os resultados de existéncia e unicidade da solucao de uma
inequacao variacional e sua equivaléncia com um problema de minimizacao, quando a
forma bilinear associada é simétrica.

Usando estes resultados garantimos a existéncia e unicidade da solugao fraca para o Pro-
blema do Obstaculo. Logo usando um método de penalizacao e os resultados de regular-
idade para EDP’s elipticas, mostramos que a solucao fraca ¢ forte e viceversa. Portanto
quando as condicoes de regularidade do problema sao satisfeitas, podemos resolver uma
inequagao variacional, um problema de minimizacao ou um Problema de Complemen-
taridade. Isto permite aplicar o Algoritmo FDA-NCP para resolver numericamente estes
problemas de complementaridade associados.

Também vimos que o Problema do Dique Retangular pode ser escrito como um Problema
do Obstaculo que por sua vez reescrito como um Problema de Complementaridade nos
permite aplicar o Algoritmo FDA-NCP, para obtermos a solu¢do numérica do Problema

do Dique Retangular.
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