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Resumo

Este estudo tem como objetivo apresentar uma férmula para o calculo de volume dos
mais variados solidos geométricos estudados no ensino médio e outros mais, a chamada
Foérmula dos Trées Niveis.

A intencao é fornecer aos alunos do ensino médio uma tunica forma para calcular o
volume de sélidos geométricos, desde que estes satisfacam a uma certa propriedade, pro-
porcionando aos alunos autonomia no estudo desse assunto. A prova do resultado é base-
ada no método de exaustao e, portanto, o professor que optar por fazer tal demonstracao

introduzira ao aluno conceitos primitivos do Calculo Diferencial e Integral.

Palavras chaves: Método de exaustao; Volume; Formula dos trés niveis.



Abstract

This study aims to present a new formula for the calculation of volume of various
geometrical solids studied in high school, as well as others, the so-called Three-Level
Formula.

The goal is to provide high schoolers with a single formula to calculate the volume of
geometrical solids, as longs as they satisfy a certain property, allowing pupils autonomy in
the study of this subject. The proof of this study is based on the method of exhaustion,
and, therefore, the teacher who chooses to demonstrate this will introduce students to

primitive concepts of differential and integral calculus.

Key-words: Exhaustion Technique; Volume; Three-Level Formula.
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Introducao

Um dos assuntos mais importantes nao apenas da Matematica, mas também de todo
nosso cotidiano, é a nocao de comprimento, de area e de volume. Esses conceitos sao
utilizados praticamente todo o tempo e em todo lugar. Por exemplo: quando uma cos-
tureira quer colocar um elastico em uma calga, ela precisa saber qual é o comprimento
do mesmo; quando um pedreiro vai orcar uma obra, antes de colocar a mao na massa ele
precisa conhecer a area do projeto; e quando alguém vai comprar uma caixa d’agua, uma
das primeiras informagoes que procura saber é o volume de dgua que ela comporta.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma férmula para o calculo de volume de todos
os solidos classicos estudados no ensino médio e outros mais, visando aplicacao na resolucao
de exercicios.

Intuitivamente, o volume de um sélido é a quantidade de espaco por ele ocupado.
Para exprimir essa “quantidade de espaco” através de um numero, podemos compara-la
com uma unidade e o resultado dessa comparagao é chamado de volume. Utilizaremos a
unidade usual de volume dada pelo cubo de aresta 1. Entao, o volume de um sélido S é
o numero de cubos unitarios contidos em §S.

Para exemplificar, considere um paralelepipedo com 10 ¢m de comprimento, 20 ¢m de
largura e 30 ¢m de altura. E f4cil perceber que cabem 600 cubos de aresta 1 ¢m dentro
do paralelepipedo e dessa forma dizemos que o volume é 600 cm?. Mas, como esse sélido
S pode ter uma forma bastante irregular, nao fica claro o que significa o niimero de vezes
que um solido contém esse cubo. Vejamos uma esfera de raio R, quantos cubos de aresta
1 estao contidos nessa esfera?

Para responder a essa e a muitas outras perguntas foram desenvolvidos, ao longo da
historia, varios métodos que nos permitiram determinar o volume dos mais variados sélidos
através de formulas que sao comumente apresentadas no ensino médio.

Veja alguns exemplos:



Prismas | Piramide | Tronco de Piramide
Volume Ay h s Aph MAp+ VAR Ay + Ay)

Cilindro Cone Esfera
Volume nr?h smr?h s

Tabela 1: Volume de alguns sélidos

em que A, é area da base, Ap € area da base maior, h é a altura, r é o raio e V' é o volume.

Baseado em [1], apresentamos neste trabalho mais uma forma de determinar volume
de solidos em geral, a chamada Formula dos Trés Niveis.

No Capitulo 1, abordamos um pouco da histéria do célculo de volumes, com destaque
para os fatos que efetivamente enriquecem as teorias utilizadas em nosso trabalho. Sendo
assim, contemplamos os papiros de Moscou e sua versao para o calculo de volume do tronco
de piramide, Arquimedes e o método de exaustao para determinacao de areas e volumes e
Cavalieri e os indivisiveis. Como referéncia gostariamos de citar [2].

No Capitulo 2, descrevemos algumas féormulas baseadas nos binomios de Newton para
o calculo de somas de poténcias dos n primeiros nimeros naturais e as apresentamos em
notagao de somatorio. Essas férmulas serao tteis para o calculo das areas sob graficos de
funcoes.

No Capitulo 3, descrevemos o método de exaustao para determinacao de areas sob
graficos de funcoes e calculamos a area sob o grafico de uma reta, parabola e parabola
cubica e definimos algumas propriedades.

No Capitulo 4, descrevemos o método de exaustao para determinacao de volumes e
calculamos, como exemplo, o volume de uma piramide de base qualquer através do método
de exaustao.

Ja no Capitulo 5, enunciamos a férmula dos trés niveis e a ilustramos determinando
os volumes dos seguintes sélidos: Piramide, Cone de revolucao, Esfera e Cunha esférica.
Fazemos sua demonstragao e respondemos alguns questionamentos a respeito de sua apli-
cabilidade no ensino médio.

No Capitulo 6, resolvemos alguns exercicios aplicando a férmula dos trés niveis e faze-
mos algumas consideragoes finais deste estudo.

No apéndice, seguem algumas demonstracoes e complementacoes para o enriquecimento
tedrico do conteido exposto neste trabalho.

E importante salientar que este estudo tem como principal referencial tedrico o trabalho



[1]. Com o intuito de deixar a leitura mais suave utilizamos no corpo do texto uma
linguagem mais intuitiva e deixamos alguns resultados tedricos no apéndice. Fazemos uma
breve introducao histérica dos principais conceitos , abrimos um pouco mais as contas,
introduzimos novos exemplos e acrescentamos uma discussao sobre em que circunstancias
utilizar a Formula dos Trés Niveis. Nao é objetivo deste estudo comparar modelos e sim
propiciar aos alunos mais um caminho para solugoes de exercicios e refinar ideias intuitivas

a respeito do calculo de volumes.



Capitulo 1

Preludio a historia do calculo de

areas e volumes

1.1 Papiro de Moscou e Rhind

Dentre todos os documentos matematicos que chegaram aos dias de hoje, talvez os
mais famosos sejam os chamados papiros de Ahmes (ou Rhind) e o papiro de Moscou. O
de Rhind é um longo papiro egipcio de cerca de 1650 a.C., no qual um escriba de nome
Ahmes ensina as solugoes de 85 problemas de aritmética e geometria. KEsse papiro foi
encontrado pelo egiptdlogo inglés Rhind no final do século XIX e hoje estd exposto no
Museu Britanico, em Londres.

O papiro de Moscou é mais antigo e contém a férmula correta para o célculo do volume
de um tronco de piramide. Muito provavelmente existiram papiros analogos anteriores,
mas esses foram os mais antigos que se salvaram.

Muitos dos problemas dos papiros Moscou e Rhind sao geométricos. Decorrem de
formulas de mensuracao necessarias para o cédlculo de areas e volumes. Assume-se que
a area de um circulo é igual a de um quadrado de lado igual a 8/9 do diametro e que
o volume de um cilindro reto é o produto da area da base pelo comprimento da altura.
Investigacgoes recentes parecem mostrar que os egipcios sabiam que a area de um triangulo
qualquer é o semiproduto da base pela altura. Alguns dos problemas parecem envolver a
cotangente do angulo diedro entre a base e uma face da piramide e outros mostram algum
conhecimento da teoria das proporgoes.

E realmente notavel a existéncia, no papiro Moscou, de um exemplo correto da férmula
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do volume de um tronco de piramide de bases quadradas. No problema 14 do papiro Mos-
cou, encontramos o seguinte exemplo numérico: “Se lhe for dito: Um tronco de piramide
de altura vertical 6 por 4 na base e por 2 no topo. Vocé deve quadrar esse 4, resultando 16.
Voce deve dobrar 4, resultando 8. Vocée deve quadrar 2, resultando 4. Vocé deve somar
0 16, o 8 e 0 4, resultando 28. Voceé deve tomar um terco de 6, resultando 2. Vocé deve
tomar o dobro de 28, resultando 56. Veja, é 56. Vocé o encontrard corretamente”. Para

um estudo mais detalhado ver [2].
L, 2
Vzgh(a +ab+ %) (1.1)

em que, h é altura entre as bases, a é aresta da base menor e b é aresta da base maior.

1.2 O método de Exaustao de Eudoxo

Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a.C.) é considerado consensualmente o maior ma-
tematico da antiguidade. Superou todos os outros pela quantidade e dificuldade dos pro-
blemas que tratou, pela originalidade de seus métodos e pelo rigor de suas demonstragoes.
Interessava-se tanto pela matematica pura quanto pela aplicada. Tornou-se famoso por
suas invencgoes mecanicas, algumas delas utilizadas na defesa da cidade de Siracusa contra
o ataque das tropas romanas comandadas pelo general Marcelo, durante a segunda guerra
Pnica (218 - 201 a.C.).

Em seu trabalho, desenvolveu também o método de exaustao, creditado a Eudoxo,
pelo qual se aproxima a quantidade desejada pelas somas parciais de uma série ou pelos
termos de uma sequéncia. Obteve aproximacoes da area de um circulo comparando-a com
as areas de poligonos regulares inscritos e circunscritos. Para mais detalhes gostariamos
de citar [3].

As contribuigoes de Arquimedes na matematica foram bastante significativas, como na
determinacao de areas de figuras cilindricas, parabdlicas e elipticas. Determinou também
volumes do cone e da esfera utilizando para isso métodos bastante rigorosos.

Para achar areas e volumes, o versatil Arquimedes usou sua propria versao primitiva
do calculo integral, que, de alguma maneira, ¢ muito semelhante, quanto ao espirito, ao
calculo atual. Numa carta a Eratéstenes, Arquimedes exp0s seu “método da alavanca” para
descobrir formulas de areas e volumes. Contudo, quando publicava provas para essas

formulas, ele utilizava o método de exaustao para se ajustar aos padroes de rigor da
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época. Deve-se notar que a frase “método de exaustao”’nao era usada pelos gregos antigos,
sendo uma invencao moderna. Todavia, estd tao firmemente estabelecida na histéria da
matematica que continuamos a fazer uso dela.

Nesse contexto, Arquimedes fez aplicacoes muito importantes do chamado “método de
exaustao”, as quais contribuiram para marcar a importancia desse método na matematica
antiga e para o desenvolvimento de grande parte da mateméatica como a concebemos hoje.
No entanto, nem Arquimedes nem qualquer outro matematico grego apresentam o método
de exaustao sob a forma de um resultado geral aplicdvel a todas as figuras (ou pelo menos
a mais de um caso). Dada a figura, observava-a e tentava formar figuras circunscritas e/ou
inscritas, valendo-se das propriedades daquela figura particular. Era este o procedimento
empregado nas primeiras obras. Isso quer dizer que o método era particular (usado de

forma diferente) para cada problema.

1.3 Cavalieri e os indivisiveis

No inicio do século XVII, os métodos deixados pelos gregos para calculos de areas
e volumes, apesar de sua beleza e rigor, mostravam-se cada vez menos adequados a um
mundo em franco progresso cientifico, pois faltavam a eles operacionalidade e algoritmos
para implementa-los. E como nao havia ainda condi¢oes matematicas de obter esses re-
quisitos, os métodos entao surgidos eram sempre passiveis de criticas como o mais famoso
deles, que descreveremos a seguir, a geometria dos indivisiveis, de Bonaventura Cavalieri
(1598-1647).

Bonaventura Cavalieri nasceu em Milao em 1598, foi aluno de Galileu e atuou como
professor de matematica da Universidade de Bolonha de 1629 até 1647, ano de sua morte.
Deixou uma obra vasta abrangendo Matematica, Optica e Astronomia. Em grande parte
foi o responsavel pela introducao, logo, dos logaritmos na Europa. Tudo isso fez dele um
matematico muito influente. Mas a obra que mais o projetou, alids sua grande contribuigao
a matemadtica, ¢ o tratado Geometria indivisibilibus, publicado em sua versao inicial no ano
de 1635. Nesse trabalho ele apresenta seu método dos indivisiveis, cujas raizes remontam
a Demécrito (c. 410 a.C.) e Arquimedes (c. 287-212 a.C.), mas cuja motivac¢do direta
talvez se encontre nas tentativas de achar certas areas e certos volumes.

O tratado de Cavalieri é prolixo e pouco claro, sendo dificil até descobrir o que ele

entendia por ”indivisivel”. Tudo indica que um indivisivel de uma porcao plana dada é
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uma corda dessa porcao e um indivisivel de um sélido dado é uma seccao desse solido.
Considera-se que uma porcao plana seja formada de uma infinidade de cordas paralelas
e que um solido seja formado de uma infinidade de sec¢oes planas paralelas. Entao, ar-
gumentava Cavalieri, fazendo-se deslizar cada um dos elementos do conjunto das cordas
paralelas de uma porc¢ao plana dada ao longo de seu proprio eixo, de modo que as extre-
midades das cordas ainda descrevam um contorno continuo, a area da nova porcao plana
¢é igual a da original, uma vez que ambas sao formadas das mesmas cordas. Um proce-
dimento andlogo com os elementos do conjunto das seccoes planas paralelas de um soélido

dado fornecerd um outro sélido com o mesmo volume do original.

Figura 1.1: Principio de Cavalieri.

Note que se os dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo ao plano «
determina nos sélidos seccoes de mesma area, entao os volumes desses sélidos sao iguais.
Intuitivamente, é o mesmo que utilizar o método de exaustao, ou seja, a soma das areas
de todas as seccoes nos fornece o volume.

Esses resultados, ligeiramente generalizados, fornecem os chamados principios de Ca-

valieri descritos a seguir:

1. Se duas porcgoes planas sao tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta
dada determina nas porgoes segmentos de reta cuja razao é constante, entao a razao

entre as areas dessas porgoes é a mesma constante.

2. Se dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado
determina nos sélidos seccoes cuja razao é constante, entao a razao entre os volumes

desses solidos é a mesma constante. Para maiores detalhes, veja [2].

Os principios de Cavalieri representam ferramentas poderosas para o calculo de areas

e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode facilmente tornar-se rigorosa com o Célculo
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Integral moderno. Com a aceitacao desses principios como evidentes, intuitivamente,
podem-se resolver muitos problemas de mensuracao que normalmente requereriam técnicas

avancadas de célculo.



Capitulo 2

Soma de poténcias inteiras dos

numeros naturais

Neste capitulo, determinamos as somas de poténcias inteiras dos n primeiros niimeros
naturais, através de alguns binomios de Newton e no apéndice A1 verificaremos as férmulas

por inducao matemaética.

2.1 Binomios de Newton

Considere a expressao (1 + X)", em que X é uma varidvel e n é um nimero natural ndo
nulo. Observamos que o desenvolvimento dessa poténcia é um polinomio de grau n em X

cujos coeficientes sao numeros naturais:
(1+X)"=ao+a X +aX*+ .. +a, 1 X" 4+a,X". (2.1)

Como pode ser verificado em [8].

Nessa tultima equacao, o coeficiente a;, i = 0, ..., n, serda denotado pelo simbolo a; = (7)

n!

e calculado por Tyl -

Notemos que: a, = (8) =lea,= (Z) =1.

Sejam a e b nimeros reais e seja n € N. Tem-se que:

(a+b)" =a™ + (711) a™ b+ (Z’) a" i 4+ ( " 1) ab™ b (2.2)
n —

DEMONSTRACAO

Se a = 0, o resultado é trivial. Se a # 0, basta substituir X por % na expansao de
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(14 X)" e multiplicar ambos os lados por a”.
b\n b b\ 2 b\n—1 b\n
(1 + —) = a9+ a1<—> + a2<—) + . ta, (—) + an<—> , (2.3)
a a a a a
b\n n b b\ 2 b\ n—1 b\ n .
(1 + —) a’ = [ao + a; <—> + ag(—> + . F a1 <—) + a, <—> ] a  (24)
a a a a a
e portanto,

(a+b)" =a™ + (711) a" b+ (Z) a" b + .+ (n ﬁ 1) ab™ b (2.5)

Veja alguns exemplos:
(a+b)? = a®+2ab+ b
(a+b)? = a®+3a®b+ 3ab® + b°;
(a+b)* = a*+4a®b+ 64’V + 4ab® + b*

(2.6)

2.2 Soma dos numeros naturais

Nesta se¢ao determinamos a soma dos n primeiros nimeros naturais dada por
Sy =14+24+3+..+n.
A partir de (k + 1)* = k% + 2k + 1 podemos escrever (k + 1)? — k? = 2k + 1 e daf:
22 -1 = 2x1+1
3? -2 = 2x2+1

42 32 = 2x3+41

n—mn-1)2% = 2n—-1)+1
(n+1)%*=n* = 2n+1. (2.7)

Somando todas as parcelas do lado esquerdo e todas as parcelas do lado direito e

igualando as somas temos:
-1+ @F -2+ @ =3) 4+ (0 = (= 1))+ ((n+1)" = n")
= 2x1+D)+2x2+1)+2x3+)+..+2n=-1)+1)+2n+1). (2.8)

Eliminando as parcelas simétricas da soma no 1° membro da igualdade e manipulando

o 2° membro, temos:

n+1)?-1"=21+24+3+..+m—1)+n)+(1+1+1+...4+1). (29
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Como, S} =1+4+2+3+...4+n,e(1+1+1+..+1)¢éasomado 1, n vezes, vem:

(n+1?—-1* = 25} +n,
25, = (n+1°—=(n+1),

25 = (n+1)n,

n(n+1)

1 _
S o= T (2.10)

2.3 Soma dos quadrados dos nimeros naturais

O mesmo raciocinio pode ser empregado para o calculo de S? = 12 +22+ 3% + ... + n? em
que S? significa a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais.
A partir de (k+1)* = k* + 3k* + 3k + k podemos escrever (k+ 1) —k* = 3k* + 3k + k

e daf:

213 = 3x1°+3x1+1
32 = 3x22+3x2+1

43 -3 = 3x32+3x3+1

n*—m—-17° = 3n—-1>*+3n—-1)+1

(n+17°—-n* = 3n*+3n+1. (2.11)

Somando os lados esquerdos de todas as igualdades e igualando a soma dos lados

direitos correspondentes temos:

(27 =1)+ @ -2+ (@ =3)+ .+ (0’ = (n=1)) + ((n+1)* = n)
= BxPP4+3x1+1)+Bx224+3x2+1)+(B3x3*+3x3+1)

+ o+ Bn=-1*43n-1D+1)+Bn?+3n+1). (2.12)

Eliminando as parcelas simétricas da soma no 1° membro da igualdade e manipulando

o 2° membro, temos:

(n+1P°—-1% = 3(12+2°+3%+...+(n—1)>+n?

+ 31+243+..+(n—1)+n)+(1+1+1+...4+1). (2.13)
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Como, S} =1+2+3+...4n, S2=124+22+3+ . . +n’e(1+1+1+..

soma do 1, n vezes, vem:

(n+1)*> -1
(n+1)7° -1
2(n® + 3n* + 3n)
2n® + 3n® +n
Sn

52

352435} +n,
3n(n+1)
2
652 + 3n” + 5n,,

352 +

+n,

652,
n(2n* +3n+1)
6 Y
nn+1)(2n+1)
6 .

2.4 Soma dos cubos dos numeros naturais

12

+1)éa

(2.14)

Mais uma vez vamos usar as ideias anteriores para calcular o valor de S2 = 13 + 23 +

33+ ...+ n?, em que S3 é a soma dos cubos dos n primeiros nimeros naturais.

A partir de (k + 1)* = k* + 4k3 + 6k® + 4k + 1 podemos escrever (k + 1)* — k* =

4k® + 6k% + 4k + 1, assim:

24 1% = 4x1P+6x124+4x1+1

3P —2 = 4x24+6x22+4x2+1

44— 3 = 4x3P+6x32+4x3+1

nf—(n—-1* = 4n -1 +6(n—-1)2+4n—-1)+1

(n+1)*=n* = 4n®+6n* +4n+1.

(2.15)

Somando os lados esquerdos de todas as igualdades e igualando a soma dos lados
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direitos correspondentes, temos de maneira analoga aos calculos anteriores:

(n+1)*—=1* = 48> +6S52+4S} +n,

n(n+1)(2n+ 1) +4n(n—|— 1)
6 2

(n+D*—1 = 42+ 20 +3n* +n+2n° +2n+n,

(n+D*—1 = 45246 +n,
nt +4n3 +6n® +4n = 453 4+ 2n® 4 5n% 4 4n,
453 = n*4+ 20 +n?,

453 = n*(n*+2n+1),

5 = n2(n4+1)2’
53 = [@r (2.16)

Observa-se ainda que S = (S})? ouseja, 1°+23+33+ ...+ n® = (1+2+3+...+n)%

2.5 Notacao de Somatédrio

Uma maneira conveniente de escrever as somas usa a letra grega Y (sigma maitsculo,
correspondente & nossa letra S) e é chamada notagao de somatdério.

Definicao

Se G, Ayt ---, Gy forem niimeros reais e m e n inteiros, tais que m < n, entao

n

Zai = am+am+1 +6Lm+2 —+ ... +an—1 +an'

i=m
n

Assim, o simbolo E indica uma soma na qual a letra i (denominada indice do so-
1=m

matorio) assume valores inteiros consecutivos comegando em m e terminando em n, isto
é,m,m—+1,....n.
Dessa forma, podemos reescrever as formulas das somas apresentadas nos itens anteri-

ores da seguinte forma:

S;—Zi—@, (2.17)
=1

2= ZZ,Q _ n(n+1)(2n +1) , (2.18)

$8=3"#= [@r , (2.19)
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ou

Sf;:if): {izr (2.20)

=1 i=1

Para auxiliar o que ainda serd apresentado nesse trabalho, temos trés regras simples

para se trabalhar com somatérios:

Xn:cai :czn:ai, (2.21)

. znm znm znm

Demonstragao da equagao (2.21).

n
E Ca; = CQp+Capy1 +CApyo + ...+ Cap_1 + Cay
i=m

= c (am + Qmy1 + Gy + oo F Ap1 + an)
= c) q. (2.24)

Demonstragao da equagao (2.22).

n

D ai+b) = (am+bm)+ (@ms1 + bmr1) + oo+ (@no1 + bur) + (an + )

= (a'm + Am+1 +ap—1 + an) + (bm + bm+1 + bn—l + bn)

n

= St b (2.25)

i=m
Demonstragao da equagao (2.23).

n

D (ai=b) = (am—bm) + (@msr = bmns1) + o+ (@1 — bo1) + (an — by)

=m

= (am + Q1+ A1+ an) - (bm + bm+1 + bn—l + bn)



Capitulo 3

Método de exaustao

A area de uma regiao plana delimitada por segmentos de retas pode ser facilmente
determinada subdividindo o poligono em triangulos. Ja para calcular areas de regioes
mais complexas, cujas fronteiras envolvem graficos de fungoes, sao comumente utilizados
conceitos do Célculo Diferencial e Integral.

Nesta secao utilizamos o método de exaustao para determinar areas e volumes. Para
um leitor mais interessado, apresentamos no apéndice B conceitos mais precisos sobre

integral definida para o calculo de areas.

3.1 Descricao do método de exaustao para deter-
minacao de area

Consideremos uma regiao S de um plano coordenado, limitada por duas retas verticais
que interceptam o eixo das abscissas em a e b, pelo grafico de uma funcao f continua e

nao negativa em [a, b] e pelo eixo das abscissas. Veja Figura 3.1

Figura 3.1: Area sob o gréfico de uma funcdo no intervalo de [a, b].

15
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Como f(x) > 0 para todo = em [a, b], o grafico ndo tem parte alguma abaixo do eixo
x. Nosso objetivo é definir a area S.

Seja n um inteiro positivo. Podemos dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos de
medidas iguais a (b — a)/n, que serd a base de cada um dos n retangulos definidos a
seguir. Escolhendo nimeros xg, 1, T2, ...,x, em que a = g, b =2, e x; —x;_1 = b;—“ para
i=1,2,...,n e denotando Az como o comprimento (b — a)/n de cada subintervalo (base

do retangulo) temos, para cada i, que Ax = z; — z;,_1 e consequentemente x; = x;_1 + Ax.

Assim,
ro=a, r1=a+Ax, x9=a+2Ax,.., r;=a+iAzx, .., r,=a+nAz=>b (3.1

Como f é continua em cada subintervalo [z;_1,x;], temos dois tipos de retangulos de
mesma base Az a serem definidos:

Os retangulos do primeiro tipo (Figura 3.2A) estarao totalmente abaixo do grafico de f
(cdlculo por falta), no qual a altura é igual & menor distancia f(u;), u; € [x;_1, z;] do eixo
x ao grafico de f neste intervalo. Os do segundo tipo (Figura 3.2B) conterao totalmente
o gréfico de f (calculo por excesso) no qual a altura é igual & maior distancia f(v;), v; €
[z;_1,x;] do eixo x ao gréfico de f neste intervalo. Essa ideia é melhor fundamentada pelo
Teorema de Weierstrass descrito no apéndice C.

Por uma questao de conveniéncia de linguagem, denotamos por b; a area de um
retangulo do primeiro tipo, isto é, b; = f(u;) Az e por ¢; a drea de um retangulo do

segundo tipo, isto é, ¢; = f(v;) Ax como mostrado na Figura 3.2.

= y=f@) i y = f(x)

Figura 3.2: Método de exaustao.

Note que se n é muito grande, ou, equivalentemente, se Ax é muito pequeno, a area
n n

da regiao dada por B, = Zbi fica tao proxima da area dada por C,, = Z ¢; quanto
=1 =1

n n
quisermos e assim Z b < S < Z ¢;, para todo n € N. Esse é o principio do método de
R i=1 i=1
exaustao.
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Para esclarecer melhor o que foi apresentado, faremos trés exemplos utilizando o
método de exaustao, sendo seus resultados tteis para demonstracao do objetivo desse

trabalho que é a definicao da chamada Férmula dos Trés Niveis.

3.2 Area sob o grafico da reta

Nesta secao faremos o calculo da area sob o grafico de uma reta definida da seguinte
forma:

Seja f uma fungao definida no intervalo [0,b] por f(z) = x.

Figura 3.3: Area sob o grafico da funcio f(z) = z no intervalo de [0, b].

Dividimos o intervalo [0,b] em n subintervalos de medidas iguais a Az = - que
formarao as bases dos retangulos dos tipos b; (totalmente contidos na regiao sob o gréfico
da funcao) e ¢; (contém totalmente a regiao sob o gréfico da fungao), conforme a Figura
3.3.

Como apresentado anteriormente em (3.1) os subintervalos possuem as seguintes coor-
denadas:

., Ty=—, X3=—, .., Xpi1=-—"—, T,=b. (3.2)
n n n

[EOZO, 1 =

b 2b 3b (n—1)b
n

O retangulo do tipo b; tem altura igual a f(z;_1) = x;_; pois como a funcao é crescente,
isto é, o menor valor que f atinge no subintervalo [z;_1, x;] ocorre na extremidade esquerda
do subintervalo.

Assim,
(1—1)b

b= (A2) Flzir) = (Aa) iy = Ly = VU2
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A soma das areas de todos os retangulos do tipo b;, representado por B, é dado por:
a i—1)b
i=1) } . (3.4)
1

n-Sa-S O

1=

Utilizando as propriedades de somatorio apresentadas na Subsecao 2.5, vem:

> ([ () - 39
e como jé visto em (2.17) :emos que :
Si-n="o (3.6)
Logo: h
() S-n = (5= ()t () (- 2)
R (s ) o

Ja os retangulos do tipo ¢;, tém altura igual a f(x;) = x;, pois como a fungao é crescente,

isto é, o maior valor que f atinge no subintervalo [z; 1, z;] ocorre na extremidade direita

do subintervalo.
Assim,
b b (ib)
= (An)f(r) = (Aa)r = = (39

A soma das areas de todos os retangulos do tipo ¢;, representado por C,,, é dado por:

S O] oo

Utilizando das propriedades de somatério, vem:
GG =G) X (3.10)
n/\n n/ 4
= i=1
= n(n+1)

e como ja demonstrado em (2.17), sabemos que Zz = 5
i=1

Logo:
(LS = (G- () (B
(3.11)

- (5)+ ()
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Dai, pelo método de exaustao:

(5) -G =s=(3)+(5) 812

Subtraindo b?/2 em todos os membros da desigualdade, temos:

b b? b?
“(5)=5-(3)=(5,) (3.13)
Como o valor de b é arbitrdrio (porém fixado) e j& que o denominador da fragao b?/2n
torna-se arbitrariamente grande quando aumentamos o valor de n, resulta que b?/2n fica
menor do que qualquer valor previamente fixado (bastando para isso escolher um valor
suficientemente grande para n). Entao a diferenga entre o valor da drea S e b*/2 fica menor
do que qualquer quantidade previamente fixada, por menor que seja. Isto sé é verdade se,

e somente se, os valores de S e b*/2 forem iguais.

Concluimos entao que S = b?/2.

3.3 Area sob o grafico da parabola

Nesta secao faremos o cédlculo da area sob o grafico da pardabola definida da seguinte
forma:

Seja f uma funcio definida no intervalo [0, b] por f(z) = 2.

Figura 3.4: Area sob o grafico da funcio f(x) = 22 no intervalo de [0, b].

Conforme a Figura 3.4 e de forma analoga ao ja apresentado no exemplo anterior e ao
que foi mostrado em (3.1), temos que o retangulo do tipo b; (retangulos por falta) tem
altura igual a f(z;_1) = (7;_1)?%, pois como a funcao é crescente, isto é, o menor valor que

f atinge no subintervalo [x;_1, ;] ocorre na extremidade esquerda do subintervalo.
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Assim,

b= (A0) f(a100) = (Ar)(r)? = L(aer)? = 2 [LZ D)) (3.14)

n

Dai, a soma da area de todos os retangulos do tipo b;, representado por B,, ¢ dado

por:

n

T S 3] e IO S

=1 =1 i=1

- — Dn(2n -1
e como j& foi visto em (2.18) temos que Z (i—1)*= (n — 1n(2n )

Logo: = ’
() S = ()it o (gt
= (5[t ) (7 (et
v 3 1 b 3 1
= (5)C- ) =G5 t52) G

O retangulo do tipo ¢; (por excesso) tem altura igual a f(x;) = (z;)?, pois como a
fungao é crescente, isto é, o maior valor que f atinge no subintervalo [x; 1, z;] ocorre na
extremidade direita do subintervalo.

Assim,

= (Aa)f () = (An) () = L(e)? = 2 (D). (3.17)

n\n
Dai, a soma da &area de todos os retangulos do tipo ¢;, representado por C,,, é dado

por:

n n b DN 2 N n .
G=3a=3()G) = G) X (3.18)
=1 = )

- Dn(2n+1
Como j4 foi demonstrado em (2.18) sabemos que Zi2 = n(n + )g< n+ )
i—1

Logo:

<%>3§:i2 _ <b3>n(n—|—1)6(2n+1) _ (%)n(n—l—l?)lz(fn%—l)

i=1
) = ()6 )

6
_ <§> (14 2+ 55). (3.19)
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Temos entao a seguinte desigualdade:

b 3 1 b 3 1
M- Lyes< (D)ar 24, ;
(3)( 2n+2n2 sS< 3 +2n+2n2 (3:20)
Subtraindo b%/3 em todos os membros da desigualdade, fica:
v 3 1 v¥oov,3 1
— - =+ =)< =< —(—+—). 21
3( 2n+2n2>_5 3_3(2n+2n2> (321)

Como o valor de b é arbitrario (porém fixado), quando aumentamos o valor de n, resulta
que ? ( — % + #) e b—; <% + #) ficam menor do que qualquer valor previamente fixado
(bastando para isso escolher um valor suficientemente grande para n). Entao a diferenga
entre o valor da area S e b®/3 fica menor do que qualquer quantidade previamente fixada,
por menor que seja. Isto sé é verdade se, e somente se, os valores de S e b /3 forem iguais.

Concluimos entao que S = b*/3.

3.4 Area sob o grafico da parabola cibica

Nesta secao fizemos o calculo da area sob o grafico da parabola cibica definida da
seguinte forma:

Seja f uma fungao definida no intervalo [0, b] por f(z) = 23

i

Figura 3.5: Area sob o grafico da funcao f(z) = 23 no intervalo de [0, b].

Conforme a Figura 3.5 e de forma andloga ao ja apresentado no exemplo anterior e ao
que foi mostrado em (3.1) temos que o retangulo do tipo b; (por falta) tem altura igual a
f(zi_1) = (w;_1)3, pois como a fungao é crescente, isto ¢, o menor valor que f atinge no

subintervalo [z;_1, x;] ocorre na extremidade esquerda do subintervalo.
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Assim,

b= (A0) f(a120) = (D))’ = D(aer)? = 2 [LZ )7 (3.22)

n n
Dai, a soma da area de todos os retangulos do tipo b;, representado por B,, é dado

por:

Bn:Zbi:Z<ﬁ>[(l nl) r: (5)42@—1)3. (3.23)
i=1 i=1 i=1
e como ja foi visto em (2.19) temos que i (i—1)° = W%W

Logo: -

()2 = ()= (D = (]

=1

4 2 4
= (D) =0T ) (3240
J4 o retangulo do tipo ¢; tem altura igual a f(x;) = (z;)®, pois como a funcao é
crescente, isto é, o maior valor que f atinge no subintervalo [x;_1, z;] ocorre na extremidade
direita do subintervalo.
Assim,

6 = (A2) f(2:) = (Az)(a2)° = %(xi)?’ _ %(%)3 (3.25)

Dai, a soma da area de todos os retangulos do tipo ¢;, representado por C,,, é dado

por:

n

B OGS >

i=1 i=1 i=1

n 2 1 2

Como j4 foi demonstrado em (2.19) sabemos que Z = %
i=1

Logo:

i 5 O\ 2+ 1?2 b\ nP(n+1)2 bt P4 2n 41
(n) ;Z N <n4> 4 7(4) nt 7(4)( n? )
bt 2 1
= (P 0) (8.21)
Temos entao a seguinte desigualdade:

B-2Bes<B)ded). e

Subtraindo b*/4 em todos os membros da desigualdade, fica:

b 2 1 bt bt /2 1
“(—Zr )< s-—< (242, 2
4( n+n2>_s 4_4<n+n2> (3.29)
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Como o valor de b é arbitrario (porém fixado), quando aumentamos o valor de n, resulta
4

b b
que Z< — % + #) e 1 (% + %) ficam menor do que qualquer valor previamente fixado
(bastando para isso escolher um valor suficientemente grande para n). Entao a diferenga
entre o valor da drea S e b?/4 fica menor do que qualquer quantidade previamente fixada,
por menor que seja. Isto s6 é verdade se, e somente se, os valores de S e b?/4 forem iguais.

Concluimos entao que S = b /4.

3.5 Propriedades gerais

Para melhor representar as areas determinadas anteriormente, introduzimos a notacao
I°(f(z)) para representar a drea sob o grifico da funcdo f : [a,b] — R definida no in-

tervalo fechado [a,b]. Assim, com base nos calculos ja apresentados temos as seguintes

propriedades:
L I’(1)=b-a
2 1) =2 -
3. IN(2?) = g - %3.
4. IY(23) = % - %4.

6. X/ (2) + () = L2 () + 2o ).
T Iieo t ear - ear® +esa) = b~ a) + (07 —a?) + FO )+ L ).

Faremos as demonstracoes das propriedades 5, 6 e 7 no apéndice D uma vez que 1

é trivial e 2, 3 e 4 ja foram feitas para o caso a = 0. Para o caso geral, basta tomar

b—a
Ax = e o resultado segue analogamente.
n




Capitulo 4

Calculo de Volume pelo método de

exaustao

Neste capitulo, descrevemos o método de exaustao para determinacao de volumes e

resolvemos, como exemplo, o volume de uma piramide de base qualquer.

4.1 Descricao do método de exaustao para
determinacao de volume

Se um plano intercepta um sélido K, entao a regiao comum ao plano e ao sélido é
chamada uma seccao transversal do sélido. Vejamos que para cada x de um intervalo
fechado [a,b] o plano P, perpendicular ao eixo x no ponto de coordenada x intercepta
o solido segundo uma secgao transversal cuja a area é dada por S(x), em que S é uma
funcao em [a, b]. Veja Figura 4.1.

v

Figura 4.1: Sélido K e a drea da secgao transversal.

24



4. Calculo de Volume pelo método de exaustao 25

O solido sera um cilindro se todas as secc¢oes transversas forem iguais. Se estivermos
interessados apenas na parte do sélido limitado entre os planos pelos pontos de coordenadas
a e b, entao as seccoes transversais determinadas por esses planos sao chamadas de bases
do cilindro e a distancia entre as bases ¢ a altura. Por defini¢ao, o volume de tal cilindro
¢ igual ao produto da area da base pela altura. O sélido K ilustrado na Figura 4.1 nao
é um cilindro, pois as seccoes transversas por planos perpendiculares ao eixo x nao sao
iguais.

Para calcular o volume, comecamos dividindo o sélido em n fatias de larguras iguais a
Az, veja Figura 4.2. Podemos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos
iguais a (b—a)/n, que serd a altura de cada um dos n cilindros ao qual o sélido foi dividido.
Ver exemplo na Figura 4.3. Escolhendo ntmeros xg, 1, 2, ..., T, em que ag = x, b = x,,,
x; —x;iq1 = (b—a)/n parai = 1,2,...,n e denotando Ax como a altura (b — a)/n de
cada cilindro e tendo para cada ¢ que Ax = x; — x;_1, o volume do sélido pode ser
aproximado (por falta ou por excesso) por cilindros cujas alturas valem Az e as dreas de
suas bases sao S(z), para algum z} em [x;_1,2;]. Por uma questdo de conveniéncia de
linguagem, denotemos por b; o volume do sélido (por falta) e por ¢; o volume do sélido (por
excesso). Isto é, b; = f(u;) Az e ¢; = f(v;) Az, em que f(u;) = min{f(z);z € [x;_1, 2]}

e f(v) = max{f(z);x € [x;_1, 2]}

0 a % i" ot .\3.',- b x

Figura 4.2: Divisao do sélido K em fatias.
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Figura 4.3: Divisdo do sélido K em cilindros.

Assim,
ro=a, rp=a+Ax, xo=a+2Ax, .., v;=a+iAz,...x, =a+nAzr=">. (4.1)

Temos que se n é muito grande, ou, equivalentemente, se Axr é muito pequeno, o

volume do sélido dado por Z b; fica tao préximo do volume do sélido dado por Zci
i=1 =1

n
quanto quisermos. O valor do volume V' do sélido K é estimado por Z b; < Vi < Z .
i=1 i=1
Esse é o principio do método de exaustao para determinacao de volume.

Para exemplificar, determinamos o volume de uma piramide de base qualquer.

4.2 Calculo do volume de uma piramide

Considere uma piramide de area da base igual a A e altura h.
Colocamos a origem O no vértice da piramide e o eixo z ao longo do seu eixo central
como na Figura 4.4A. Qualquer sec¢ao transversal S(z;), que passa por um certo z; €

[0, h] e é perpendicular ao eixo z, é semelhante a base A como visto na Figura 4.4B.
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Vi ¥

Figura 4.4: Piramide de base qualquer igual a A.

Através da semelhanca de piramides, podemos expressar S(z) como:

() =5 = s =52

De (4.1), vem: x;_; = (’_Tl)h

Assim, temos:

AGDRE G 12R2 1 (i—1)?
Ste) = ZQ =4 n2  hr A n?
Dai,
(i—1)2h  Ah(i—1)
b = A h_ _ 4.2
n? n n3 (42)
Entao,
B, =) b= 2 - 1)2. (4.3)
i=1 i=1
S —)n(2n — 1
Sabemos de (2.18) que Z (i—1)?°= (n = Dn(2n ), entao:
i=1 6
B _ Ah(n—=1n(@2n—1)  Ah(n-1)2n-1) _ ﬁ(2n2—3n+1)
T pd 6 6 n? 6 n? ’
Ah 3 1
= Z(1-=+55)- (4.4)

De forma anéloga, determinamos C,,.
A2 h  Ah(?
De (4.1) vem: ¢; = (2) v (4%)

n? n ns

Assim,

Cn = E C; = F (2)2 . (45)
i=1 i

=1
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n(n+1)(2n+1)
6

Sabemos de (2.18) que Z (1)? =

=1

, entao:

o ﬁ(n—l—l)n@n—l—l)_ﬁ(n—l—l)@n—i—l)_ﬁ<2n2+3n+1>
o3 6 6 n? 6 n? ’
Ah 3 1
= —(1+—+—). 4.
3 < +2n+2n2) (46)

Dessa forma, temos a seguinte desigualdade: B, <V < (), que implica em:

Subtraindo Ah/3 em todos os membros da desigualdade, fica:

Ah 3 1 Ah Ah _ Ah 3 1 Ah
Ah 3 Ly AR A A 8 Ly A
3( 2n+2n2 S_V 3 7 3 2n+2n2 3 (48)
ou seja,
Ah 3 1 Ah _ Ah/ 3 1
o2 )<y (2 ). :
3 ( 2n 2n2> sV 3 7 3 <2n+2n2) (4.9)
Como o valor de h é arbitrario (porém fixado) e o valor de A é positivo, quando

Ah . Ah /.
aumentamos o valor de n, resulta que 5 (— % + #) e 3 (% + #) ficam menor do que

qualquer valor previamente fixado (bastando para isso escolher um valor suficientemente
grande para n). Entdo a diferenca entre o valor do volume V' e Ah/3 fica menor do que
qualquer quantidade previamente fixada, por menor que seja. Isto s6 é verdade se os

valores de V' e Ah/3 forem iguais.
Ah

Concluimos entao que V = 7



Capitulo 5

A formula dos trés niveis

Neste capitulo enunciamos a formula dos trés niveis, exibimos alguns exemplos e faze-
mos sua demonstragao.

A chamada féormula dos trés niveis possibilita a determinacao do calculo do volume de
qualquer sélido cléssico estudado no ensino médio e outros mais. Esta férmula é dada por:

b—a a+b

Vi == |S(a) + 45 (“2) + )] (5.1)

em que K é um sélido no espaco tridimensional compreendido entre os planos z = a e
x = b em que S(z) representa a area da sec¢ao transversal obtida interceptando o sélido
K por um plano perpendicular ao eixo x na posicao x. A féormula dos trés niveis permite
calcular o volume do sélido K usando as areas de trés secgoes adequadamente escolhidas.
E importante ressaltar que S(x) deve ser um polinémio de grau no maximo 3 na variavel

x.

xr

r==>b : ::)
r = (a + b)/2 :: |

~
r=a
>~

Figura 5.1: Férmula dos trés niveis.

Para ilustrar a aplicagao dessa formula, usamos o exemplo ja exposto da piramide de

29
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base qualquer e acrescentamos o cone de revolugao, a esfera e a cunha esférica.

5.1 Piramide de base qualquer

Seja P uma piramide de area da base igual a A e altura h.
Colocamos a origem O no vértice da piramide e o eixo x ao longo do seu eixo cen-
tral, conforme Figura 5.2A. Qualquer plano S(z), que passa por um certo x; € [0,h] e é

perpendicular ao eixo x, é semelhante a area da base A. Ver Figura 5.2B.

Vi y

Figura 5.2: Piramide de base qualquer.

Podemos expressar a drea S em termos de x observando a semelhanca de piramides

obtida na Figura 5.2 B, como:

gﬁg - (%)2 = S(x) = 75 S(h). (5.2)

em que S(h) é a drea da base da piramide, logo, S(h) = A.
Assim, a secgdo S(x) perpendicular ao eixo x que passa em z € [0, h] é dado por:

Az* A,
h2 :ﬁx .

S(x) = (5.3)

Note que S(z) é um polinémio de grau 2 em .

Dai,
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Substituindo na férmula dos trés niveis, temos:

Vo= (b;“) [S(a)+45(a+b) +50)]
ot
= Do,
_ %. (5.5)

5.2 Cone de revolucao

Seja f : [0,b] — R uma fungao definida por f(x) = z. Ao rotacionarmos a regiao sob o
grafico em torno do eixo x obtemos um cone de revolucao de altura b como o apresentado
na Figura 5.3A.
ya ya

o
ch
>
o
J \
x ¥

(A) (B)

Figura 5.3: Cone de revolugao.

Podemos expressar a area S em termos de x observando a semelhanca entre os cones

obtida na Figura 5.3 B, como:

2

g((“z)) _ (%)2 = () = 72 S0 (5.6)

em que S(b) é a drea da base do cone, dada pelo circulo de raio f(b) = b, logo, S(b) = 7 b°.
Assim, a secgdo S(z), perpendicular ao eixo x que passa em z € [0,b] é dado por:

£L‘2

S(x):b—zwb2:7rx2. (5.7)

Note que S(z) é um polinoémio de grau 2.
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Dai,

S(a) = S(0)=0,

Sb) = wb?,
a+b b b?
St - s o
Substituindo na férmula dos trés niveis, temos:
v o= L9700 4 as(E0) 4 sw)]
6
b b? 9
= 6(0"‘47’(‘2‘}'71’1)),
= 227rb2,
_ %wab. (5.9)

5.3 Esfera

Consideremos uma esfera de raio r > 0.

Colocamos a origem O no centro da esfera. Figura 5.4.

Figura 5.4: Esfera

Como y? = r? — 2%, a secgao S(z) perpendicular ao eixo x que passa em x € [—r, 7] é
dado por:
S(z) =7n(r? —2%). (5.10)

Note que S(z) é um polinémio de grau 2.
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Dai:

S(a) = S(-r)=0,
S() = S(r)=0,

S(a;b) = S(0) =72, (5.11)

Substituindo na férmula dos trés niveis, temos:

v - —(b;a) [S(a)+48(a+b
= %(0+47r7“2+0),

) +50)]

o

= —dnr?,

— W

= —dnurd. (5.12)

w

5.4 Cunha esférica

Seja C' a cunha esférica obtida pela interseccao de um cilindro circular reto com dois

planos (um deles paralelo a base e o outro formando um angulo o com o primeiro). Veja

Figura 5.5A.
i
> ” | h
. Pl “a -
) AT Ty B
(A) (B)

Figura 5.5: Cunha esférica

Observe que as secgoes verticais (perpendiculares ao eixo z) sao triangulos, Figura 5.5B
equey=+r2—a?eh=tanayr?—z2. Assim, S(z) em x € [—r,7], em que r é o raio

da base é dado por:

S(x) = tago‘<r2 _ ). (5.13)
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Note que S(z) é um polinémio de grau 2.

Daif:

S(a) = S(-r)=0,

S() = S(r)=0,
a+by _ tana ,
S( . ) = 5(0) = =50, (5.14)
Substituindo na férmula dos trés niveis, temos:
_ (b—a) a+b
Vo= 5 [S(a) +4S( ) + S(b)} :

2r tano
= E<0+4 12 40).
- L 2 tanar?,

3
- Qtaéno‘r?’. (5.15)

Vistos estes exemplos, passamos ao teorema:

Teorema 5.4.1 (Férmula dos trés niveis) Seja K um solido no espago tridimensio-
nal. Se a drea S(x) de qualquer seccdo transversal do solido é um polinémio de grau no
mazrimo 3, entao o volume do solido K entre os planos nas posicoes xt =a e x = b € dado

pela formula
a+b

Vi = [S(a) + 45( ) + S(b)} . (5.16)

5.5 Demonstracao da formula dos trés niveis

Seja K um solido, compreendido entre os planos x = a e x = b, cuja area da seccao

transversal S(z) é um polinémio de grau menor do que ou igual a 3, isto é,
S(x) = co+ 11 + o2 + c33” e x € [a,b].
Pelo método de exaustao, temos:

> S(a) Ar < Vi <) S(m) A, i=1,2,...,n, (5.17)
=1

i=1
em que S(x;) Az é o volume, por falta, de cada cilindro de altura Az, respeitando a
particao em que o sélido K foi dividido e S(7;) Az é o volume, por excesso, construido de

forma semelhante.
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Considere uma fungao f no intervalo z € [a, b] dada por f(z) = ¢y + 1 + cow® + c323.

Como S(z) = f(z), podemos reescrever o volume do sélido K da seguinte forma:
D fa)Ar <V <> f@)Ar,  i=1,2,..n, (5.18)
i=1 i=1

em que f(z;) Az é o valor da drea, por falta, de cada retangulo em qual a drea sob o gréfico
da funcdo f(x) foi dividida e f(7;) Az é o valor da éarea de cada retangulo por excesso.

Como a desigualdade (5.18) é vilida para todo n, temos que Vi é numericamente igual

a drea sob o grafico da fungao f(x) = ¢y + c1o + cox® + c323.

Como ja visto na Segao 3.5, e demonstrado no apéndice D, temos que a area sob o

grafico da funcao f(z) = ¢p + a1 + 2% + c32% no intervalo fechado [a, b] é dada por:

I%(co + 17 + cox® + c32°) = co(b — a) + %(62 —a?) + %(b3 —a®) + %(b4 —a?).

Dai,
N €19 2 21,3 3 3 (pd 4
VK—Co(b—CL)—i‘E(b —Cl)‘f—g(b —CL)—i—Z(b —a). (519)

Assim, utilizando de manipulagoes algébricas, bem como de alguns produtos notaveis

como os listados abaixo, podemos reescrever Vi e definir a féormula dos trés niveis.

(b —a*) = (b—a)(b+a),

(b —a®) = (b—a)(b*+ 2ab+ a?),
(b*—a*) = (b—a)(b®+a*b+ab® +d?),
(a+b)?* = a®+2ab+b*,

(a+b)? = a®+3a®b+ 3ab® +b*. (5.20)
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Vejamos:

Vie = co(b—a>+%(b2—a2)+%(b3—a3)+%(b4—a4>,
- co(b—a)+%(b—a)(b+a)+C—;(b—a)(62+ab+a2)

+ B -a)®® +a®b + ab? + a?),

4
= (b—a) c0+%(b+a)+%(b2+ab+a2)+%(b3+azb+ab2+a3)],
= (b—a)_6%0—|—%B(b—l—a)+%2(b2+ab+a2)+5—32'3(63+a2b+ab2+a3)},
= (b—a)_6%+%[b+2(b+a)+a]+%(b2+b2+2ab+a2+a2)
+ %(2b3+b3+3a2b+3ab2+a3+2a3)],
= (b—a){G%O—l—%[b—i—Z(b—i—a)—i—a]+%[b2+(a+b)2+az]
+ %[2b3+(a+b)3+2a3]},
o o C a+b a2 a+b\2
= (b a){66+6[b+4< 5 >+a}+6[b +4< 5 ) —i—a]
€3 [ny3 a4+ b\3 3

+ Sl +s() 2] )

— 2
= (b6a){6co+cl[b+4<—a;b>+a}+02[b2+4(—a;_b) —i—aZ]

3 a+b\3 o4
+aptra(5o) )

— 2
— (b6a)[4co+co+co+clb—|—4cl<a+b>+cla+cgb2+4cg<a+b)
+  ca® + b + 4Cg<a —2i_ b>3 + Cga3:| ,
— (b ; a) {(co + c1a + ca® + cza®)

2 3

+ 4[co+cl(a;b>+02<a;b> +Cg<a—2i_b>:|+(Co+clb+02b2+C3bg),
- @[S(a)ﬁs(a;b%sw)}. (5.21)

De fato, a féormula dos trés niveis pode ser obtida por manipulacao algébrica do volume

dos sélido K obtido pelo método de exaustao.

5.6 Aplicabilidade da férmula dos trés niveis

Segundo o teorema 5.4.1 apresentado na Secao 5.4, o volume do sélido é determinado
pela féormula dos trés niveis somente se a area da seccao transversal do sélido for um
polinémio de no maximo grau 3.

Dessa forma, ao menos dois questionamentos podem surgir:
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Como a Formula dos Trés Niveis se comporta quando a area da seccao transversal do
solido for um polinémio de grau maior do que 3?7

E se a drea da seccao transversal for dada por uma fun¢ao de poténcia fracionaria em
x entre 0 e 37

Mostraremos agora, o motivo algébrico pelo qual a formula dos trés niveis nao se adequa
a area S(z) de qualquer seccao transversal do sélido, se S(z) for um polinémio de grau 4.
Faremos isso para S(z) = z%.

Através dos mesmos processos apresentados no decorrer deste trabalho, temos que

5 5
I’(z*) = %—%

Dai, conforme ja explicado anteriormente, segue:

5 5 5_ 5 _
Vi = ]2(:174):b——a—:b ¢ :(b a)(b4—|—ab3+a2b2—|—a3b+a4),
5) ) 5) )
h—
= (30a) 6(b* 4 ab® + a*b* 4 ab + a*),
b

- % (65 + 6ab® + 6a2b? + 6a3b + 6a?)

b—
- 3oa (56" + 0" + 4ab” + 2ab° + 6a°b* + 4a’b + 2a°b + 5a* + a*),

b—
= 3 D (5b* + b* + dab® + 6a2b* + 4a®b + a* + 243 + 2ab® + 5a?)
b—
= 3Oa (56 + (a + b)* + 2ab + 2ab® + 5a”],
= (b—a) 1 R [56 + (a + b)* + 2a°b + 2ab® + 5a”]

— 49 2
— (b a)[b4+@+ga3b+gab3+a4]7

 (b—a),y, 16a+b\* 2 S 4
= G [b +E< 3 ) +gab(a +b)+a}. (5.22)

—
~—

—
~—

—
\_/

—~
~—

(@)

(@)

Dali,

Vk =

—
S
| o
S
S~—

(@]

)+5(b —gS(a+b>+gab(a2+b2)],

7) +50)

E 2 et ) 5s(a;b)] . (5.23)

—
S
S

~—

I

—

S

o |

Q

S~—
/\/\CQ

= — a) + 48

—
S
|
S
N~—

Note que a equagao acima ¢é a férmula dos trés niveis mais um termo. Mostraremos,

em um exemplo, que este termo nao é nulo. Assim, verificamos que se a area S(z) de
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qualquer seccao transversal do sélido for dada por um polinomio de grau 4, o volume nao
¢ mais dado pela férmula dos trés niveis e sim por outra, como queriamos mostrar.

Por simplicidade, faremos esta prova utilizando integrais e comparamos o resultado
obtido pela férmula dos trés niveis e pela férmula determinada em (5.23). Para maiores
detalhes, veja apéndice B.

Exemplo: Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao do gréfico da fungao f(z)
em torno do eixo x no intervalo de 0 a 2, sabendo que a area da seccao transversal
perpendicular ao eixo z em z € [0,2] é dada por S(z) = z'.

Resolucao por integral:

Vo= /OQS(x)dx:/OQI‘*(I)dx:[%}z,

25 05
V = ———
5 5
32
= —. .24
g (524
Resolucao pela formula dos trés niveis:
_(b—a) a+b
V= [S(a) + 45( . ) + S(b)] . (5.25)
Sabemos, S(z) = z*. Dali,
S(a) = S(0)=0,
a+by 4
S( ) = s =1 =1,
S(h) = S(2)=2"=16. (5.26)
Assim,
2
vV = 6[0+4(1) + 16],
2
V = 30 (5.27)

Resolucao pela férmula apresentada em (5.23).

vo= U g as (20 sm) + U Rana ) - 5“2
Vo= %[0+4(1)+16]+§[§x0x2(02+22)—§(1)],
oo 04
3 15’
Vo= ?—?:% (5.28)
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Como podemos perceber neste exemplo, a formula dos trés niveis nao funciona, ao
passo que a férmula apresentada em (5.23) estd correta.

Apresentamos agora um exemplo quando a area da secgao transversal é dada por uma
funcao de poténcia fracionaria em x entre 0 e 3:

Exemplo: Encontre o volume do sdlido obtido pela rotagao da regiao limitada por
y=212% y=28ex =0 em torno do eixo y.

Resolugao:

Temos que S(z) é a drea de um circulo de raio igual a ¢y, entdo, S(y) = 7 (¥/y)* =
Ty,

Daf:

S(“;b _ S(4) = T6,
S = S(8) =dr. (5.29)

Aplicando a férmula dos trés niveis:

Vo= §@+4VE+4ﬂ,
= % AT(V16 + 1),
= g?%%ﬁ+n. (5.30)
Utilizando, por simplicidade, técnicas de integral, obtemos:

Temos que a area da seccao transversal em y é dada por:

S(y) =7 () =72 =my*?. (5.31)

Jé& o volume de cada cilindro é calculado por: S(y)Ay = my?/3.
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Como o solido esta entre y = 0 e y = 8, seu volume é

8 8 3 8
Vo= S(y)dyz/ ry iy =7 |2y
0 0 5 0
3 96
Vo= 0+7r585/3:?7r (5.32)

Portanto, nao podemos utilizar a férmula dos trés niveis para determinagao do volume
quando a poténcia em x é fracionaria entre 0 e 3.

Para finalizar, gostarfamos de tornar viavel a Formula dos Trés Niveis para os alunos
do ensino médio, tecemos aqui alguns comentarios bem interessantes a respeito de sua
aplicacao na resolucao de exercicios:

Para sélidos de revolugao, com rotagao em torno do eixo x, cuja geratriz é uma fungao
do tipo f(x) = 2", tal que n = {O, %, 1, %}, temos como area da seccao transversal um
circulo de drea S(x) = 7 (z")* = w 2°" e, portanto, S(x) sé pode ser um polindémio de grau
0, 1, 2 ou 3, sendo assim possivel a aplicacao da férmula dos trés niveis.

Ja para o volume de uma piramide de base qualquer temos através da semelhanca de

triangulos, ver Figura 5.2, que:

-

em que A é a drea da base, S(x) é a drea da secgao transversal em x e h é a altura da
piramide.
. 2 U .
Dai, S(x) = % ¢ um polinomio de grau 2 e, portanto, sempre podemos utilizar a

formula dos trés niveis.



Capitulo 6

Exercicios de aplicacao e

consideracoes finais

Para verificar a aplicabilidade da férmula dos trés niveis, fizemos alguns exercicios
numéricos da determinacao do volume de alguns sélidos e em seguida apresentamos as

consideracoes finais.

6.1 Exercicios

a) Determine o volume de um tronco de cone de 12 cm de altura, cujas bases sao
circulos de raios hem e 10 ¢cm respectivamente.

Resolucao

Como a geratriz é uma reta, temos S(x) de grau 2.
Por semelhanca de triangulos, temos:
5 12 N )
—=—=r=—.
r 6 2

41



6. Exercicios de aplicacao e consideracgoes finais 42

Assim, o raio da sec¢ao média do tronco é igual a % cm, logo:

S(a) = S(0)= 710> = 1007 .
Sb) = S(12)75% = 257.
S<a+b> = 5(6) = 7r<§>2 = %ﬂ'.

2 2 1
Dali,
12 99
v o= = (1007r Lt 257r>
6 1
= 7007 cm?.

b) Determine o volume de um cone reto de 6 cm de altura e raio da base igual a
2 cm.

Resolucao:

Como a geratriz é uma reta, temos S(x) de grau 2.

Por semelhanca de triangulos, temos:

2o
S=g ==l
Assim:
S(a) = SQ2)=72%=4nr
S() = S0)=7x0=0
a+by B 5
S( . ) — S =x(1)?=n
Dai,
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c) Determine o volume de um cilindro de altura 10 cm e raio da base igual 3 cm.

Resolucao:

4

—
Mo

A\ 4

TN
——
—

<

Como a geratriz é uma funcao constante, temos S(z) de grau zero.

Assim:
S(a) = SB)=73=9n7
S(b) = SB)=73>=9nx
a+by T
S( . ) — SB)=n32=97.
Dai,
10
Vo= E(Qw+4x97r+97r),
= 90rcm®.

d) Determine o volume da esfera de raio igual a 4cm.

Resolucao:

y
A

Como a area da sec¢ao é um circulo S(z) = 7 (r* — z?), temos S(z) de grau 2.
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Assim:
S(a)
S(b)
5(3)
Dali,
vV o=

e) Encontre o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do eixo z da regiao

da curva y = /7 de 0 até 1.

Resolucao:

§(O+4><167r+0),

256
— T Ccim .
3

Temos que S(x) é um cilindro de raio igual a v/z, entao: S(z) = 7 (/7)> = 7. Note

que S(z) é um polindémio de grau 1.

Dali,

S(a) = S(0)=0.
a+b 1 1
S ( 2 ) S(i) a2
Sk = S1)=n~
Aplicando a férmula dos trés niveis:
™
% (0+45 +7),
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6.2 Consideracoes finais

Diante de todo conteido apresentado e dos exemplos que vimos anteriormente, mos-
tramos que a féormula dos trés niveis é uma forma de apresentar o volume em funcao
de dados do sdlido, deixando bem claro sua intencao de propiciar mais uma maneira de
determinar volumes.

Nao preocupados em comparar ou qualificar a dificuldade do que aqui foi proposto,
vimos que ¢ possivel trabalhar contetidos avancados de matematica, como limites e inte-
grais, de forma intuitiva, privilegiando o raciocinio e o saber ja adquirido dos alunos nos
anos iniciais do ensino médio.

Apesar de nao termos realizado nenhuma pesquisa de campo propondo resolugoes de
exercicios a alunos do ensino médio utilizando a férmula dos trés niveis, consideramos
positiva sua utilizacao para determinacao de volumes de sélidos nao classicos, nao tradi-
cionais, e acreditamos que é possivel sua insercao em livros didaticos do 2° ano, servindo
até mesmo como estimulo para uma futura escolha na area de exatas.

Consideramos importante mostrar aos alunos o que estar por vir na sequéncia da
carreira académica, contar um pouco dos desafios que irao encontrar e os problemas que
darao conta de resolver e que hoje parecem sem solucao. E nosso dever estimular os
alunos em dose certa, sem perder o respeito da aprendizagem ja adquirida por eles, e ao
mesmo tempo nao deixar transparecer que o que estamos fazendo é mero exibicionismo,

sem nenhum propdsito.



Apeéendice A
Inducao Matematica

Conforme descrito em [8], o método de demonstragdo conhecido como indu¢ao ma-
tematica pode ser utilizado para mostrar que certas afirmagoes ou formulas sao verdadeiras

para todos os naturais. Tal método baseia-se no seguinte axioma fundamental.

A.1 Axioma da Inducao Matematica
Seja S um subconjunto de N tal que

1. 0eS.

2. S é fechado com respeito a operacao de “somar 1”7a seus elementos, ou seja, V n,
neS=n+1eS8,
Entao, S = N.

Segue do Axioma de Indugao, o importante instrumento para provar teoremas conhe-

cido como o Principio de Inducao Matematica.

A.2 Principio de Inducao Matematica
Seja a € N e seja p(n) uma sentenga aberta em n. Suponha que
1. p(a) é verdade, e que

2. Vn>a,= pn+1) éverdade,

entao, p(n) é verdade para todo n > a.
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Assim, pelo Principio de Indugao Matematica, vamos provar as férmulas determinadas

nas equagoes (2.10), (2.14) e (2.16).

A.3 Soma dos nimeros naturais

Seja p(n) a afirmagao

1
12+22+32+...+n2:@. (A1)
Paran =1: p(1) = @ =1.
Hipétese de inducao:
p(n) = @ seja verdadeiro para algum n € N*.

Vamos provar que p(n + 1) é verdadeiro somando n + 1 a ambos os membros desta

igualdade:
n(n+1) n(n+1)+2n+2
p(n+1) = p(n)+n+1:T+n+1: 5 ,
1) +2 1 1 2
_ n(n+ )—2|— (n+1) (n+ )2(n—|— ) (A.2)

o que mostra que p(n + 1) é verdadeira, e pelo Principio de Indugao matemética p(n)

¢é verdadeira para todo n € N* .

A.4 Soma dos quadrados dos niimeros naturais

Seja p(n) a afirmacgao

n(n+1)(2n+1) .

P24+22 4324+ .. 4+n?= c (A.3)
Paran =1: p(1) = w =1.
Hipotese de indugao:
p(n) = w seja verdadeiro para algum n € N*.

Vamos provar que p(n + 1) é verdadeiro somando (n + 1)? a ambos os membros desta

igualdade:

p(n+1) = pn)+n+1)?= nin + 1)6(2n+ D +(n+1)?,

nn+1)2n+1)+6(n+1)*>  (n+1)[n(2n+1) +6(n+1)]

6 6 |
_ (n+1)[2n2+7n+6] _ (n+1)(n22)(2”+3). (A.4)
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o que mostra que p(n + 1) é verdadeira, e pelo Principio de Indugao mateméatica p(n)

¢é verdadeira para todo n € N* .

A.5 Soma dos cubos dos nuimeros naturais
Seja p(n) a afirmagao

"("—“)} © (A5)

13+23+33—|—...+n3:[ 5

Paran =1: p(1) = [wr =1.
Hipdtese de indugao:
p(n) = [@} i seja verdadeiro para algum n € N*.
Vamos provar que p(n + 1) é verdadeiro somando (n + 1)* a ambos os membros desta

igualdade:

pin+1) = pn)+n+1)7°= [@rﬂnjtl)?’,

_ (41’ +4(n+1)] _ (n+1)*(n+2)°
4 4 ’
<n+1><n+2>r'
2

(A.6)

o que mostra que p(n + 1) é verdadeira, e pelo Principio de Indugdo mateméatica p(n)

¢é verdadeira para todo n € N* .



Apeéendice B
Integral definida de f: |a,b] — R

Partigoes do intervalo [a, b]
Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado da reta. Chamamos uma partigao p de |a, b]

um conjunto finito de pontos {zg, z1, ..., x,_1, T, }, ordenado da seguinte forma
a=2g <21 < ...< Xp_1 <x, =0

Note que uma tal particao divide o intervalo [a, b] em n subintervalos [z;_i, z;]. Cada um
desses subintervalos tem comprimento Ax = z; — x;_; e a soma desses comprimentos é

igual a (b — a), o comprimento do intervalo original:
n
ZAx: (r1 —x0) + (o — 1) + . + (T — Tp1) =X — o = b — a.
i=1
Chamamos norma da particao p o comprimento do seu subintervalo mais longo:
Ipll = max{Ax;;i =1,2,...,n}.

Somas de Riemann
Seja f : [a,b] — R uma fungao definida no intervalo fechado e limitado [a,b] e seja
p uma partigdo de [a,b]. Para cada ¢ = 1,2,...,n, escolhemos um ponto =} € [r; 1, x;].

Definimos a Soma de Riemann de f, relativa a parti¢ao p e a escolha dos pontos x] por

S(f.p) =D f(e) Azi. (B.1)

Em geral, as Somas de Riemann de uma funcao qualquer, que assume valores positivos
e negativos, corresponde a uma soma de nimeros positivos ou negativos, dependendo dos
valores f(x}). Assim, os retangulos que se encontrarem abaixo do eixo z, contribuirao

com parcelas negativas. Veja a Figura B.1.
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Y

1 : LA eq cx

Figura B.1: Somas de Riemann.

5

S(f.p) =Y fa}) Am; = Ay — Ay — Az + Ay + A5 (B.2)

i=1

Em que A; representa a area do retangulo de base [z;_1,x;] e altura | f(z})].

A integral definida da fungao f : [a,b] — R é o limite das suas Somas de Riemann
quando as normas das particoes tendem a zero, desde que este limite exista:

/ f(z)dx = lim S(f,p). (B.3)

llpl—=0

Uma integral definida pode ser interpretada como a area resultante, se f > 0.

Se f é uma fungao continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a,b] em n
subintervalos de comprimentos iguais Az = (b — a)/n. Sejam a = xg, T1, ..., Tp_1, Ty = b
as extremidades desses subintervalos, escolhemos os pontos amostrais x7, 3, ..., £ nesses

subintervalos, de forma que z} esteja no i-ésimo subintervalo [z;_1,x;]. Entao a integral

definida f dea a b é
b n
/a floyds = Jin 3 flef) Ao (B.4)
desde que esse limite exista. Se ele existir, dizemos que f é integravel em [a, b].
Proposicao:

A integral definida de uma poténcia qualquer de = é dada por:

b bn+1 an+1
/ L (n#—1). (B.5)



Apéndice C
Teorema de Weietstrass

Em matematica, o teorema de Weierstrass afirma que qualquer fungao continua de um
intervalo [a,b] em R ¢ limitada e que, além disso, assume um maximo e um minimo nesse

intervalo.

Teorema C.0.1 (Weietstrass) Sejam a,b € R tais que a < b e seja f uma fungao

continua de [a,b] em R. Entao existem nimeros x,,, Ty € |a,b], tais que ¥V = € |a, b]:

f(xn) < fx) < floum).

Em particular, a fungao f é limitada.

Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [10].
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Apeéendice D
Demonstragoes Segao (3.5)

Para demonstragdo das propriedades 5, 6 e 7 apresentadas na Segao (3.5) utilizaremos
da definigao de integral definida, das regras de somatério da Secao (2.5) e das seguintes
propriedades do limite:

Seja ¢ uma constante e suponha que existam os limites lim f(x) e lim g(x).

Entao’ Tr—a r—a
lim [f(z) +g(z)] = lim f(2) + lim g(z), (D.1)
lim [f(x) = g(z)] = lim f(z) - lim g(x), (D.2)
lm [ f(2)] = e lim (). (D.3)
lim /() g(2)] = lim f(z) x lim g(x) (D.4)
i@y i) |
i @) = g e 0 (D3
Demonstracao da propriedade 5.
Lle f(2)] = c I3[ f(2)]. (D.6)

Temos que

b n
— [ f)de = tim " (o) A, (D.7)

onde Az = (b—a)/n.
Dali,

Bies) = [lesldr = Jim 3 e o] = Jim e 3 o) ]

n—oo

= ¢ lim [Zf ;) A$ —c/ f(x)dr = cI’[f(2)]. (D.8)

n—oo
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Demonstragao da propriedade 6.
Llf(2) + g(o)] = Lf ()] + Lg(x)]. (D.9)

= /bf(:c) dr = ngoloif(xz) Ax
onde Az = (b—a)/n.

Dali,

b
L) +g@) = [ 1)+ g(o)do = lim 3" (7w + gla)] A

=1

S EISE R

= Jm S A fim Y ole) Ar

:/f dx—l—/

= L[f(2)] + Llg(x)]. (D.10)
Demonstragao da propriedade 7.

I(co + cr12 4 co2® + c30®) = co(b—a) + %(b2 —a*)? + %(b3 —a’) + %(b4 —a*). (D.11)

= [ e = 1 S s A
a i=1

onde Az = (b —a)/n.
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Dai:

b

I(co + 1o + cor? + c32®) = / (co + c1x + cox® + c32°)dw
i , 2 3

nll_{rolo Z(Co + c1m; + co; + c3x; ) Ax

=1
n

lim [Z(CO)AQ; + Z(clxi)Ax + Z(ng?)Ax + Z(ch?)A:L} )

n—00
i=1 i=1

n

n—00 4 n—00 4

i=1

o4

lim E (co)Az + lim E (c12;) Az + lim g (cox?)Az + lim E (c373) A,
n—oo n—o0
i=1 i=1 i=1

n n

lim ¢ Z Az + lim ¢ Z(:E,)Ax + lim ¢ Z(x?)Aw + lim ¢ Z(xf’)

i=1 i=1 i=1 i=1
n

o lim ZAI + ¢ lim Z(aﬂAw%— o 71113010 Z(xf)Ax+ c3 lim Z(xf’)
i=1 i=1 i=1

n—+00 4 n—+00 4 n—o0 £

=1

b b b b
co/ dx+cl/ xdx—i—cz/ x2dx+03/ 22 dx,

00[2(1) + 61[3(56 + cglg(sc)z + 03[2(33)3 ,

b? — a? b —a? bt — at
co(b—a)+c1( 5 )+Cz< 3 >+C3( 1 ),
co(b—a)—f—%(bQ —a2)+%2(b3—a3)—|—%(b4—a4)

Ax

Ax

(D.12)
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