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RESUMO

Este trabalho visa discutir métodos para se determinar pontos extremos de funcoes
de uma variavel real. Ele procura estender o nimero de problemas de otimizacao que
conseguimos solucionar no ensino béasico para além daqueles modelados por fungoes qua-

draticas. Para isso fazemos uso de "Métodos Numeéricos".

No capitulo 1 falamos sobre o célculo de extremos de fungoes quadraticas. Tecemos
alguns comentarios sobre a forma com que se ensina essa parte da matemética no ensino
médio e mostramos um procedimento interessante para encontrar extremos da funcao
quadratica. Este procedimento baseia-se na observacao de que a abscissa do ponto extremo

nao se altera ao se fazer um tipo de translagao da parabola.

No capitulo 2 enfatizamos resultados classicos da teoria de otimizacao de fun¢oes reais.
Estes resultados sao normalmente abordados em cursos de céalculo e servem, tanto para
garantir a existéncia de extremos de fungoes continuas em intervalos fechados quanto para
se determinar este valor. Os resultados sao demonstrados do ponto de vista do Célculo

Diferencial e Integral de uma variavel real.

No capitulo 3 abordamos dois métodos numéricos simples que podem ser usados no
ensino médio sem maiores problemas. A utilizacdo destes métodos neste trabalho estéa
fortemente relacionada com o fato das funcoes abordadas em problemas de otimizac¢ao

serem (em geral) continuas e unimodais no intervalo onde o problema faz sentido.

No capitulo 4 propomos trés problemas sobre otimizacao onde as fungoes envolvidas
nao sao quadraticas. Neste momento queremos mostrar a forca dos métodos numeéricos
introduzidos no capitulo 3 na solucao destes problemas. Em particular, optamos pelo
"Método da Secao Aurea'"para ser aplicado nestes problemas por acreditar que a assimi-
lacao deste método seja mais rapida por parte dos alunos do que o método da "Bissecao".
Por fim, acreditamos que a implementacdo do "Método da Secdo Aureanuma planilha
eletronica tras agilidade ao processo e motiva os alunos a aprenderem sobre este tipo de

recurso computacional tao importante nos dias de hoje.

Palavras-Chave: Matematica. Matematica Aplicada. Otimizagao. Métodos Numéricos.



ABSTRACT

This paper aims to discuss methods for determining extreme points of functions of
a real variable. Tt seeks to extend the number of optimization problems we can solve in
basic education beyond those modeled by quadratic functions. For this we make use of

"Numerical Methods".

In Chapter 1 we talked about the calculation of extreme quadratic functions. We
comment about the way we teach this part of mathematics in high school and show an
interesting procedure for calculating extremes of the quadratic function. This procedure is
based on the observation that the abscissa of the extreme point is not changed by making

a kind of translation of the parabola.

In Chapter 2 we emphasize classical results of optimization theory of real functions.
These results are normally covered in calculus courses and serve both to ensure that there
are extremes of continuous functions in closed intervals and determine this value. The
results are presented from the viewpoint of Differential and Integral Calculus of a real

variable.

In chapter 3 we discuss two simple numerical methods that can be used in high school
without major problems. The use of these methods in this work is strongly related to
the fact that the functions discussed in optimization problems are (in general) continuous

and unimodal in the range where the problem makes sense.

In Chapter 4 we propose three optimization problems, in this case the functions in-
volved are not quadratic. In this moment we want to show the strength of the numerical
methods introduced in Chapter 3 in solving these problems. In particular, we chose the
"Golden Section Method"to be applied in these problems believing that assimilation of
this method is easier by students of high school than the "Method of Bisection". Finally,
we believe that the implementation of the "Method of Golden Section"in a spreadsheet
brings agility to the process and motivates students to learn about this kind of computa-

tional resource so important nowadays.

Key-words: Mathematics. Applied Mathematics. Optimization. Numerical Methods.



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

LISTA DE FIGURAS

Grafico de f(z) = 2> -6z +5 . . . .
Grafico de f(z) = —2* + 10x + 16 . .
Terreno a ser cercado . . . . . . . ..

Gréfico de A(x) = —2? + 100x com esc

Gréaficode f(z) =vV2—2x+1 .. ..

Grafico da fungao g(r) = 2? + 4z (se

ala entre os eixos de 1:20

<2)eg(r)=8—zse(r>2).

O gréfico da funcao f e as retas obtidas ao fazer z; se aproximar de z

Fungoes Continuas em [a,b| e derivav

ocorrendo f'(¢)=0 . ... ... ...

[lustragao do Teorema do Valor Médio

eis em (a,b) sendo f(a) = f(b)

Funcao Crescente e Funcao Decrescente . . . . . . . .. .. ... .. ..

llustracao: Teste da Derivada Primeira . . . . . . . .. ... ... ...

Uma iteracao pelo Método da Bissecao

Uma iteracao pelo Método da Bissecao

Tabela com valores de f(z) paraxz € [-2,3] .. ... ... ... ... ..

Quadrados cortados da folha . . . . .

Tabela com as saidas apés cada iteracao K . . . . . .. .. ... ...

Gréfico de G(z) = =V (z) = —4x® 4+ 902? — 450z com escala de 1:50 . .

Ponto z dividindo AB na razao aurea

15

15

16

16

17

21

21

23

24

32

34

36

37

42

42

46

46

47

48



22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

Uma iteracdo pelo Método da Secdo Aurea . . . . . .. ... ... ...

Tabela com as saidas apos cada iteracao K . . . . . . . ... ... ...

Quadradinhos recortados da folha . .

Avaliacoes de G(z) . . . . ... ...

Tabela com as saidas apos cada iteracao K . . . . . . . ... ... ...

O problema do Abastecimento de Agua . . . . .. ... ... ... ...

Tabela com alguns valores de z e suas respectivas imagens por C'(z) . .

Grafico de Pontos da Funcao C(z) usando a Tabela da figura 28 . . . .

Tabela do Problema do Abastecimento de Agua . . . . . ... ... ..

Grafico da fungdo C(x) no GeoGebra

Esquema de forcas . . ... .. ...

Gréfico de f(0) = sen(f) e g(0) =cos(0) . . . ... .. ... ..

Tabela do Problema da For¢ga Minima

Gréfico de F(0)

B 168

~0,4.sen(0) + cos()

o1

53

%)

29

59

60

61

62

64

65

66

67

68

69



SUMARIO

INTRODUGAO

1 MAXIMOS E MINIMOS DA FUNGAO QUADRATICA

1.1 O ENSINO DE MAXIMOS E MINIMOS NO ENSINO MEDIO ATUAL. . . . .

1.2 UM PROCEDIMENTO INTERESSANTE . . . . . . . o v v v v v v v v

1.3 COMENTARIOS . . . . ....

2 TEOREMAS SOBRE MAXIMOS E MINIMOS

2.1 INTRODUGAO . . ... ....
2.2 MAXIMOS E MINIMOS . . . . .
2.3 FUNGCAO CONTINUA . . . . ..

2.4 DERIVADA DE UMA FUNCAO .

2.5 O TEOREMA DE WEIERSTRASS PARA VALORES EXTREMOS . . . . . . .

2.6 OS TEOREMAS DE ROLLE E DO VALOR MEDIO . . . . . . . . . . . . ..

2.7 DETERMINACAO DOS EXTREMOS DE UMA FUNGAO . . . . . ... ...

2.8 MAXIMOS E MINIMOS EM INTERVALOS FECHADOS . . . . . . . . .. ..

3 METODOS NUMERICOS PARA ENCONTRAR MAXIMOS E MINIMOS DE

FUNGOES REAIS
3.1 INTRODUGAO . . ... ....

3.2 O METODO DA BISSECAO . .

3.3 ALGORITMO DO METODO DA BISSECAO . . . . . . . . v v v v v v ...

3.4 O METODO DA SECAO AUREA

11

13

13

15

19

20

20

20

22

23

27

31

35

38

40

40

41

41

48



3.5 ALGORITMO DO METODO DA SECAO AUREA . . . . . . . . . ... ...

4 ATIVIDADES PROPOSTAS: PROBLEMAS DE OTIMIZAQAO COM RESOLU-

GCAO NUMERICA

4.1 INTRODUGAO . . . .. ... ...

4.2 O PROBLEMA DAS CAIXAS . . . .

4.3 O PROBLEMA DO ABASTECIMENTO DE AGUA . . . . . ... .. ....

4.4 O PROBLEMA DA FORCA MINIMA

5 CONSIDERAGOES FINAIS

REFERENCIAS

o1

54

o4

%)

59

65

70

72



11

INTRODUCAO

Em muitas situacoes da vida moderna somos levados a questoes do tipo: "Qual é o
custo minimo de producao?"ou "Qual é a forma que um recipiente deve ter para comportar
o maior volume possivel?"ou ainda, "Qual é a maior area que conseguimos cercar com
uma quantidade conhecida de tela?"entre muitas outras. A matemética tem um ramo

destinado a tentar responder questoes como essas: a Otimizacao.

A Otimizacao utiliza métodos analiticos ou numeéricos para responder questoes como
as acima mencionadas. Muitos problemas sdo (bem!) resolvidos analiticamente, ji em
outros a resolugao analitica ou nao é possivel ou ¢ tao complexa que a abordagem numérica
torna-se mais pratica e objetiva. A decisao de qual método usar varia de acordo com os
objetivos a serem alcancados, com o tipo de solucao que se quer chegar e até mesmo com

o nivel de matematica que se deseja usar.

No ensino basico muitos questionamentos dos alunos sao colocados em segundo plano
exatamente por nao termos resultados fortes que nos garantam a solucao analitica do
problema neste nivel de ensino. Porém, num mundo cada vez mais competitivo cabe-nos
refletir sobre a real necessidade de postergar certos questionamentos simplesmente por
satisfazer a uma matematica linear e demasiadamente comprometida com uma estrutura
formalista e tradicional. Nao que esta estrutura nao seja importante, muito pelo contrario,
ela é responsavel por grande parte do Status que a matematica goza hoje na vida moderna.
O que estamos questionando nao é o mérito desta estrutura formal da matemaéatica e sim
a maneira linear com que ela influencia o trabalho do professor dentro da sala de aula no

ensino basico.

Muitas questoes ligadas a encontrar extremos de uma funcao sao deixadas de lado
no ensino bhasico por esta estrutura formal e tradicionalista de ensinar matemaética estar
impregnada nas mentes dos professores da escola basica. Nao vamos ser covardes em
nos restringirmos a trabalhar apenas com o que os exames de vestibulares trazem, temos
que ir para além deste ponto comum. Educacao é refletir sobre o cotidiano, o atual; é
procurar alternativas para resolver problemas da vida pratica. E convenhamos, muitas

vezes estes problemas nao cabem na metodologia linear a qual o ensino basico muitas
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vezes estd presa.

Neste texto, sao abordados problemas de otimizacao que podem ser discutidos no
ensino bésico, mesmo que as justificativas analiticas nao estejam ao nivel dos alunos ou
sejam demasiadamente complexas para serem abordadas. Queremos com isso agregar
valores ao estudo de extremos de funcoes de uma varidvel real para além das questoes
apenas relacionadas com a funcio quadratica. E importante observar que estas justifi-
cativas analiticas, embora distantes da maioria dos alunos do ensino bésico, devem ser

(bem!) compreendidas e observadas pelos professores do ensino bésico.

Um capitulo foi separado para resultados que acreditamos ser de suma importancia
para o professor que pretenda ensinar otimizacao no ensino bésico. Ele resume os prin-
cipais resultados sobre a existéncia e sobre a procura de extremos para fungoes reais em
intervalos fechados. Entendemos que muitos destes resultados sejam intuitivos para os
alunos da escola béasica, embora suas demonstracoes nem sempre sejam aconselhadas neste
nivel de ensino. Cabe ao professor refletir sobre estes resultados, principalmente no que

diz respeito a necessidade de suas hipoteses.

Como dissemos acima, em muitos problemas de otimizagao aparecem fungoes que nao
sao quadraticas. Neste momento entendemos que langar mao de algum método numérico
simples e de forte apelo geométrico possa ser uma saida interessante em comparagao com a
forma tradicional de resolver estes problemas com o uso de derivadas. Aqui, cabe ressaltar
a importancia da utilizacdo dos recursos computacionais como calculadoras e/ou planilhas

eletronicas no intuito de otimizar o tempo de calculos repetidos.

Acreditamos que este texto pode ser 1til ao professor interessado em apresentar a
teoria de otimizacdo no ensino médio de uma maneira mais abrangente. Abrindo possi-
bilidades para muitos aspectos importantes no ensino atualmente, os quais destacamos:
a utilizacao de tecnologias computacionais no ensino de matematica e a implantacao de
métodos numéricos no ensino basico. Entendemos que as reflexoes contidas neste trabalho

podem enriquecer substancialmente o trabalho docente.
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1 MAXIMOS E MINIMOS DA FUNCAO
QUADRATICA

1.1 0O ENSINO DE MAXIMOS E MINIMOS NO ENSINO MEDIO
ATUAL

De uma forma geral, o problema de achar méximos e minimos de func¢ées no ensino
médio atualmente se restringe a calcular estes valores de fungoes quadraticas e (o pior)
fazendo-o através de formulas prontas e acabadas sem nem demonstrar e/ou justificar a
utilizacao destas formulas. Isto, como sabemos, reforca ainda mais esta idéia que hoje
habita as mentes dos alunos de que a matematica é um conjunto de féormulas que devem
ser decoradas e utilizadas em situagoes bem especificas. Isto vai na contramao do que
queremos do professor de matematica moderno. Este deve incentivar e motivar os alunos a
pesquisar questoes de forma mais solta, livres para pensar os problemas de forma diversa.
Como disse um professor certa vez: "O método mais facil de resolver um problema é aquele
que conseguimos justificar cada passo da resolucao". Isto significa que o método mais facil

é aquele pelo qual conseguimos resolvé-lo. Nao necessariamente é o mais elegante.

Abordaremos nesta se¢ao apenas a questao dos pontos de maximos e/ou minimos de
fungoes quadraticas. O enfoque serd o que consideramos adequados para este assunto
no ensino médio. Isto é, nem exageradamente formal nem tao desprovido de significados

matematicos como alguns livros o fazem.
Assumiremos nesta secao que,

(1). Uma fungdo f : R — R chama-se quadratica quando existem nimeros reais a, b

e ¢ com a # 0, tais que f(r) = ax® + bz + ¢ para todo = € R.
e também que,

(2). O Grafico da fun¢do quadratica ¢ uma conica chamada PARABOLA que tem

concavidade para baixo se a < 0 e para cima se a > 0.
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Fatos bem conhecidos e aceitos para alunos do ensino médio.

Considere agora a funcao f(z) = az® + bx + ¢ com a > 0. Podemos reescrever esta

expressao da seguinte formas:

f(z) = ar’+br+c = f(x) =a {:cz + Sx—ir 2] = f(z)=a

(s ) et

2a 4a?

flx)=a

Vemos entao que a expressao dentro dos colchetes é uma soma de duas parcelas. A
dac — b |
—— ¢
4a?
constante. Logo o menor valor desta soma ¢é atingido quando (x + %)2 = 0. O que ocorre

se e somente se T = —%.

b\ 2
primeira parcela (x + 2—) depende de x e é sempre > 0. Ja a segunda
a

Neste ponto (indicado nos livros por z,) a fun¢ao f(z) também assume seu menor
valor. O menor valor de f(z) é:
b —(b* —4 A
f (—%) = % =1’ sendo A\ = b* — 4ac

O valor que f(z) assume em z, é comumente indicado por y,.

Analogamente se em (1) ocorre a < 0 entdo vemos que f(x) assume um valor maximo

se a parcela que estd dentro dos colchetes for minima e isso ocorre, se e somente se,
b —(b* — 4ac) A
r =z, =——. Neste caso f(z,) = ———F= = ——.
2a da 4a

Resumindo a discussao acima podemos escrever que:

1) se a > 0 entao a fung¢do quadratica f(z) = az? + bz + ¢ possui um valor minimo

(pois a concavidade esta para cima). (figura 1)

2) se a < 0 entdo a fungdo quadratica f(x) = az? + bz + ¢ possui um valor maximo

(pois a concavidade esta para baixo). (figura 2)

Podemos dizer entao que os alunos egressos do ensino médio resolvem problemas de

méaximos e minimos usando a seguinte relagao:

. —-A i —b
1) a > 0 = f tem valor minimo y, = 1 no ponto de abscissa x, = —;
a

2a

. —-A ) —b

2) a <0 = f tem valor maximo y, = e no ponto de abscissa x, = 27
a a

onde A = b? — 4ac.
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Yo

Figura 1: Gréfico de f(z) = 2% —6x+5

Y

Yo,

o
o %
Ty
10

Figura 2: Grafico de f(x) = —2? + 10z + 16

1.2 UM PROCEDIMENTO INTERESSANTE

Embora a utilizacao da férmula acima para resolver problemas de maximos e minimos
seja muito usada no ensino médio normalmente sua deducao quase nunca foge do que vi-
mos acima. Mostraremos abaixo outra maneira de achar extremos de funcoes quadraticas

sem contudo usar diretamente estas formulas.
Consideremos entao a seguinte situacao problema:

"Os diretores de um centro esportivo desejam cercar uma quadra de bas-
quete e outros aparatos esportivos que estao a sua volta com tela de alambrado.
O cercado deve ter a forma de um retangulo. Tendo recebido 200 metros de
tela, os diretores desejam saber quais devem ser as dimensoes do cercado para

que a area seja a maior possivel e qual é essa area maxima"

Sendo x um dos lados do retangulo vemos que o outro lado deve medir 100 — x
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(figura 3). Logo a area do terreno pode ser escrita como A = (100 — x)z, ou seja,

A(z) = —2* + 100z.

100 — =

Figura 3: Terreno a ser cercado

Para encontrar o maximo de A podemos procurar o x,, e depois calcular A(z,). Sendo

Ty e T as raizes de A(z), isto é, os valores de x que satisfazem A(z) = 0 e notando que

, T - T+ o .
o grafico de A é simétricos em relacao a reta r = x, temos que x, = 5 (veja figura

4). Dai Segue que:

100 + 0
Ty = 2+ =50 = £(50) = —(50)% + 100.50 = y, = £(50) = 2500

Concluimos entao que as dimensdes do retdngulo devem ser de 50 metros de largura
e 50 metros de comprimento. Ou seja, a area deve ser um quadrado de lado 50 metros.

A 4rea maxima é a area desse quadrado, ou seja, A,, = vy, = 2500 m?.

a0y Y

Yo

2000
1500

1000

120 -100 -60 -60 40 -20 [ 20 40 60 80 1 120 140 160 180
Ly
-5

Figura 4: Gréfico de A(x) = —2? + 100z com escala entre os eixos de 1:20

Observemos que o processo acima pode ser feito ainda se as raizes sao tais que r1 = x».

Basta tomar x, = x;.
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Mas uma pergunta que vocé deve estar fazendo neste momento é : E se nao existirem

raizes reais?

O processo acima embora feito para um exemplo especifico de fungao quadratica (a
que apresenta o coeficiente ¢=0) pode ser usado para achar extremos de fun¢oes mais

gerais, isto é, com ¢ # 0.

Para podermos ver isso considere a fungao f(x) = ax?+bx+c com ac # 0. Seu grafico
(como sabemos) é uma pardbola com concavidade para cima ou para baixo dependendo
do valor de a, a ordenada de seu ponto de interseccao com o eixo oY é y = ¢. Agora note
que ao somar um valor ao lado direito da funcao f estamos simplesmente fazendo uma
translacao com seu grafico, para cima se somamos ao lado direito uma quantia positiva

ou para baixo se somamos uma quantia negativa.

Entao o x, continua o mesmo sempre que somamos algum valor no lado direito de
f(x) = ax® + bx + c. Isto significa que se somarmos —c ao grafico de f obtendo assim
uma fungao fi(r) = ax® + bz ela terd o mesmo x, que a fungao f. Ora, como o w,
desta ultima pode ser calculado como vimos acima, segue que o valor extremo de f é

exatamente y, = f(z,) onde x, é exatamente a média aritmética das raizes de f;. A

saber: x, = w.
2
Desta forma podemos ver que as fungoes f(r) = 22 — 4w — 2, g(z) = 2% — 4z e
0+ —b
h(z) = 2? — 4x + 3 possuem 0 mesmo T, = +T/a = 2.(Veja a figura 5).
Y
N Nl .

Figura 5: Funcgoes transladadas com o mesmo x,

Vamos ilustrar o processo acima através de dois exemplos.

Exemplo 1.1. Uma bola é lancada ao ar. Suponha que sua altura h, em metros, ¢

segundos apds o lancamento, seja h(t) = —t* + 4t + 12. Determine:
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(a) O instante em que a bola atinge a sua altura maxima;

(b) a altura méaxima atingida pela bola.

Solucgao

Neste exemplo vamos desconsiderar as acoes da resisténcia do ar por exemplo e outros
fenomenos fisicos que podem interferir na trajetéria da bola. Como a trajetéria da bola
¢ dada pela fungdo quadratica h(t) vemos que se associarmos a h a funcdo

hi(t) = —t* + 4t temos que as raizes de hy(t) sao t; = 0 e t, = 4, logo para hy,

440

2
2

Ty

Portanto, pelo que foi visto acima segue que o valor méximo de h &,

b =h(2) = —(2)>+4.(2) +12=—-4+8+12 =16

Afinal na definicao de h tem-se que a = —1 < 0.

Assim como conclusao podemos escrever que o instante em que a bola atinge sua

altura maxima é x, = 2 segundos e que esta altura maxima vale h,, = 16 metros.

Exemplo 1.2. Sabe-se que o custo C' para produzir x unidades de um certo produto é

dado por C(z) = 2% — 80z + 3000. Nessas condicoes, calcule:
(a) a quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo.

(b) o valor minimo do custo.

Solucgao

Associamos a fun¢ao C(x) dada acima a func¢ao Cy(x) = C(x) — 3000 = z? — 80z.
Claramente as raizes de C1(z) sao 0 e 80. Logo para Ci(x) temos x, = (0 + 80)/2 = 40.

Portanto o valor minimo (afinal @ =1 > 0) do custo é
C(40) = 40* — 80.40 + 3000 = 1600 — 3200 + 3000 = 1400.

Concluimos que a resposta de (a) ¢ 40 unidades e a resposta de (b) ¢ 1400.
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1.3 COMENTARIOS

Neste capitulo introduzimos a idéia de maximos e minimos como uma necessidade
diaria da vida moderna, mostrando que muitas das perguntas que nos fazemos esta inti-

mamente relacionada com a questao de achar maximos e/ou minimos de fung¢oes.

Vimos também como usualmente os alunos do ensino médio resolvem problemas de
maximos e minimos, argumentamos pela nossa propria experiéncia em sala de aula tanto
de ensino médio quanto no ensino de Céalculo para o primeiro semestre de cursos superiores

que os alunos, invariavelmente, usam féormulas para estes célculos.

Por fim, na secao 1.3 desenvolvemos um procedimento pelo qual o uso das féormulas
-b =-A
2 e 1o pode ser substituido por um processo bem interessante que se pode facilmente
a a

usar em sala de aula pois o processo usa simplesmente as raizes de uma funcao, e diga-se
de passagem, raizes que sao faceis de serem encontradas sem mesmo usar a famosa formula

b= Vb? — 4dac
N 2a

X

(classificada em muitos livros como formula de Bhéskara).

No processo descrito precisa-se apenas de se fatorar uma expressao simples e encon-
traremos as raizes de uma fun¢ao cuja média aritmética nos interessa muito por se tratar
da abscissa do vértice da funcao inicial. Desta maneira, podemos dizer que, para maxi-
mos e minimos de funcoes quadraticas, nao necessitamos de férmulas e isso contribui para
desmistificar a matematica como ciéncia de decorar formulas. Neste processo podemos

escrever que nao ha formulas a decorar e sim procedimentos a entender.

Afim de avancar em problemas que requerem um pouco mais de conhecimento ma-
tematico nosso proximo capitulo tratard da matemaética por tras do Calculo de maximos
e minimos de funcoes de uma variavel real. Para tanto traremos uma mateméatica um

pouco mais rigorosa.
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2 TEOREMAS SOBRE MAXIMOS E
MINIMOS

2.1 INTRODUCAO

Afim de obtermos sélidos conhecimentos sobre a existéncia e a determinacao de pontos
extremos de funcgoes, traremos neste capitulo um tratamento rigoroso da questao. Para
isso vamos demonstrar dois teoremas importantes, a saber: O Teste da Derivada Pri-
meira e O Teste da Derivada Segunda. Porém antes disso, precisamos entender bem
o que significa dizer que uma funcao é continua e o que é uma derivada de uma funcao.

Além disso, serd importante saber as relacoes entre derivadas e fungoes continuas.

Os resultados contidos neste capitulo bem como seus devidos desdobramentos podem
ser encontrados nas referéncias [1], [3] e [5]. Salientamos também que o material dispo-
nibilizado da disciplina "Fundamentos de Calculo" durante o PROFMAT contribuiu de

forma significativa para a elaboracao do que vem a seguir.

2.2 MAXIMOS E MINIMOS

Vamos formalizar a idéia de méaximos e minimos nesta secao. Primeiro definiremos

maximos e minimos absolutos depois maximos e minimos relativos (ou locais).

Definigdo 1. Uma funcao f : D — R tem méximo absoluto em ¢ se f(x) < f(c) para

todo = no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor maximo de f em D.

Definigao 2. Uma func¢ao f : D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(z) > f(c) para

todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor minimo de f em D.

Exemplo 2.1. A fungio f : [-1,2] — R definida por f(z) = (z — 1)? possui méximo

absoluto em x = —1 e minimo absoluto em x = 1. Veja figura 6.
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Figura 6: Maximo e Minimo absoluto de f(z) = (x — 1)* em [—1,2].

Definicao 3. Uma func¢ao tem maximo local (ou maximo relativo) em um ponto ¢
de seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que c € I e f(z) < f(c) para todo z € I.

Neste caso, dizemos que f(c) é valor maximo local de f.

Defini¢ao 4. Uma func¢do tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢
de seu dominio, se existe intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(z) > f(c) para todo = € I.

Neste caso, dizemos que f(c) é valor minimo local de f.

Exemplo 2.2. A funcao cujo grafico esta na figura 7 possui um méaximo relativo (ou

local) em = = a e um minimo relativo (ou local) em = = b.

b
: \i/ — >
(b, f(b))

Figura 7: Maximo e Minimo relativo (ou local) de uma funcao.
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2.3 FUNCAO CONTINUA

Intuitivamente uma funcgao é continua se o seu grafico pode ser desenhado no papel
sem retirar o lapis dele. Apesar dessa frase nao ser totalmente incorreta ela nos tras a

questao da continuidade apenas de forma intuitiva. Vamos trabalhar com definicoes.

Definicao 5. Sejam f : D — R uma funcao definida no dominio D C R e a € D, um
ponto tal que todo intervalo aberto contendo a intersecta D — {a}. Dizemos que a fungao

f é continua em a se

lim f(z) = f(a) (%)

Tr—a

Definicao 6. Seja f : D — R. Dizemos que f é continua se f for continua em todos os

elementos de D.

Exemplo 2.3. Se f: R — R é uma funcao polinomial do tipo
p(z) = bpa™ + by 12"+ .+ box® 4+ by + by

entao f é uma funcao continua.

De fato, dado a € R temos,
lim p(x) = bpa™ + by_1a™ " + ... + bya® + bra + by = p(a)
r—a

Segue da definicao 6 que f é uma funcao continua.

Observe que s6 podemos falar em continuidade de uma fun¢ao num ponto se o ponto
pertencer ao dominio da func¢do. Entao temos duas condigoes a verificar: (1) se o ponto

estd no Dominio da funcao e (2) se o limite (*) for verificado.

Exemplo 2.4. Verifique se a fun¢ao f(z) =+/2 — x + 1 é continua.

Como o dominio de f é o conjunto (—oo,2] devemos verificar o limite (*) para o

intervalo aberto (—oo,2) e também para a = 2. Temos:
Seja a € (—o00,2) entao,
lim f(z) =limv2—2z+1=v2—a+ 1= f(a)
Tr—a Tr—a

Além disso se a = 2 temos que,
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lim f(z)= lim vV2—2+1=v2-2+1=0+1=1= f(2)

T2~ T2~

Logo f é continua.

Figura 8: Grafico de f(z) =v2 -2 +1

Exemplo 2.5. A funcao g abaixo nao é continua em 2.

g(w) =

2 +dxr se <2
8—x se x>2

De fato,
lim g(x) = lim 2?4+ 4r =2°4+42=12
r—

T—2~

li =lim8—2r=8-2=6.
xggg(:l:) 1%8 r =38 6
Assim como os limites laterais sao distintos vemos que lin% g(x) nao existe.
T—
Portanto ¢g ndo é continua em 2.(Veja a figura 9 na pag.24)

Observacao

Veja que se quisermos transformar a fung¢ao g em uma funcao h continua em x = 2
bastaria escolher adequadamente a expressao que ocuparia o lugar de 8 — x. De fato, ¢
nao é continua em x = 2 pelo fato de seus limites laterais serem distintos, tomando-se no

lugar de 8 — x a expressao 14 — x obteriamos a func¢ao h.

2.4 DERIVADA DE UMA FUN(;AO

Definigao 7 (Derivada). Sejam f uma fungao e p um ponto de seu dominio. O limite,
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: |
glx) = 2+ 4z para z <2 ; g(z) =8 — =z, para x >2

5 | '
|
i
|
i
0 .

-25 -20 -15 10 5 \/ 0 5 10 15 20 25 o

Figura 9: Grafico da funcio g(z) = 22 + 4z (se x < 2) e g(z) =8 — z se (x > 2)

x _
o 1) = £0)
T—p Tr—Dp
quando existe e é finito, chamaremos de derivada de f em p e indicaremos por

f'(p). Dessa forma,
T—p T — p
Quando f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel

em p.

Definigao 8 (Funcao Derivada). Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto 1.
Se f é derivavel para todo ponto de seu dominio, dizemos que a funcao é derivavel e que

a funcdo f: I — R que associa a cada x € I o valor f(z) é a Fungao Derivada de f.

Geometricamente a derivada de um fung¢ao num ponto p pode ser vista como o coefi-
ciente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p. De fato, dado f e
dois de seus pontos P(zg,v0) e Q(x1,y1) temos que o coeficiente angular da reta Secante

que passa por P e () é,

f(z1) — f(20)

1 — Zo

Ao fazer x1 se aproximar de x, obtemos retas secantes ao grafico de f com coeficientes
angulares cada vez mais proximos do coeficiente angular da reta tangente & f no ponto

de abscissa o (veja a figura 10).

Se fazemos x; se aproximar indefinidamente de xy obtemos o coeficiente angular da
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Figura 10: O grafico da fungdo f e as retas obtidas ao fazer x; se aproximar de x

reta tangente. Assim podemos definir que,

Definigdo 9 (Reta Tangente). A reta tangente a uma curva y = f(z) em um ponto

P = (xg, f(z0)) é a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado por,

Observacao

Se no limite (**) fazemos z1 — x¢ = h entao como x; — xy temos que h — 0.Dessa

forma a expressdo (**) pode ser reescrita como

Exemplo 2.6. Mostre por definicao que o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico

de f(x) = 2? em um ponto xg é f'(zo) = 2z.

Solucgao

Temos que,

/ _f(zo + h) — flxo)
f(xg) = lim 7

h—0



(xo+ h)? — a3

= jm h
~ im T3 + 2xoh + h* — 1
h—0 h
h.(2 h
= lim m = lim (22 + h) = 2xo.
h—0 h—0

Observe que nem toda fungdo continua é derivavel. Veja o exemplo da fung¢ao f(x)
|z|, vamos mostrar que essa fungdo apesar de continua, nao é derivavel. Tomemos

0 € R. Temos,

£(0) — tim LOEN = 1O)

h—0 h
— lim |0+ h| — |0
h—0 h

Se h > 0 entao,

Se no entanto h < 0 entao,

Logo f'(0) nao existe apesar de f ser continua em xy = 0.

26

Observacao: Neste momento, ressaltamos que algumas Regras de Deriva¢ao devem

ser revistas. Como este texto nao visa o aprofundamento neste assunto nao vamos nos

ater a demonstrar tais regras bem conhecidas do Calculo. Para ver estas regras e suas

demonstragoes consulte [1] na pagina 154.

Podemos entao agora nos questionar se uma funcao derivavel em um ponto é também

continua naquele ponto. A resposta é afirmativa e estad demonstrada no resultado abaixo.
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Teorema 2.7. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I. Se f é derivavel

em xo entao f é continua em xg.

Demonstracao. Escrevamos

f(xo +h) = f(xo)

. h
h

f(xo+h) — f(wo) =

Passando ao limite quando h — 0 fica:

[0 1) = 50) [

lim f(wo +h) — f(wo) = |lim lim

h—0

Como

lim f(@o £ ) = flwo) =f'(xg) e limh=0

h—0 h h—0

Segue que

lim f(zo + h) = f(z0) = f'(20).0 =0

O que nos mostra que f é uma funcao continua em z.

2.5 O TEOREMA DE WEIERSTRASS PARA VALORES EXTRE-
MOS

O resultado central desta se¢ao nos informa sob quais condi¢oes uma funcao assume
seus valores maximos e minimos num intervalo fechado. A utilidade deste resultado reside

no fato de nos mostrar a existéncia de solucao para varios problemas de otimizacao.
Vamos primeiramente definir o que é o supremo e o infimo de um subconjunto de R.

Seja A um conjunto de nimeros reais. O maior elemento de A, quando existe,
denomina-se maximo de A e indica-se por max A. O menor elemento de A, quando

existe, denomina-se minimo de A e indica-se por min A.

Dizemos ainda, que um niimero m é uma cota superior de A se m for maximo de A ou

se m for estritamente maior que todo nimero e A. Diremos que m é uma cota inferior de A
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se m for minimo de A ou se m for estritamente menor que todo niimero de A.
Exemplo 2.8. Seja A = {0, 1,2}. Temos que,

(a) 0 é minimo de A; 0=min A; 2 é maximo de A; 2=max A.

(b) 2, 5/2, 50 sao cotas superiores de A.

(c) 0, —1/2 sao cotas inferiores de A.

Exemplo 2.9. Seja A = {z € R;1 < x < 2}. Temos que,

(a) 1 = min A.

t+2
(b) Para todo t € A, +

também pertence a A et < (verificar!!!)

Assim , para todo t em A, existe um outro niimero em A que é estritamente maior

que t; logo, A Nao admite maximo.
(c) Todo niimero m < 1 é uma cota inferior de A.

(d) Todo niimero m > 2 é uma cota superior de A.

Observe que um conjunto A pode nao admitir maximo; entretanto, podera admitir a

a menor das cotas superiores.

Exemplo 2.10. Considere o conjunto A = {x € R;1 <z < 2}.

O conjunto A nao admite Maximo, mas admite uma menor das suas cotas superiores

que é 2.

Definicao 10. A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se

supremo de A e indica-se por sup A.

Observe que se A admitir maximo m, entao m serd também o supremo de A. No
entanto, A poderd nao admitir maximo, mas admitir supremo. Por exemplo, o conjunto

A acima nao admite maximo, mas admite supremo, 2 = sup A.

Definicao 11. A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se

infimo de A e indica-se por inf A.

Se A admitir uma cota superior, entao diremos que A é limitado superiormente.
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Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente

Admitiremos neste Texto a importante propriedade do supremo:

Todo conjunto de niimeros reais, nao-vazio e limitado superiormente, admite supremo

Esta propriedade caracteriza R como um corpo ordenado completo. Para um

estudo mais aprofundado do assunto consulte [5].

Proposicao 2.11 (Intervalos Encaixantes). Seja [ag, bo], [a1,01], ..., [@n,by], ... uma

sequéncia de intervalos satisfazendo as condicoes:
(1) [ao,bg] D) [G,l,bl] D...D [an,bn] D ...
(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que b, — a,, <.

Nestas condicoes, existe um tnico real a que pertence a todos os intervalos da

sequéncia, isto é, existe um tnico real « tal que, para todo natural n, a, < a <b,.

Demonstra¢ao. A = {ag, ai, as, ..., @y, ...} é ndo-vazio e limitado superiormente, pois
todo b, é cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja « tal supremo. Como « é
a menor cota superior de A, para todo natural n temos a, < a < b,. Se pfor outro real
tal que, para todo n ocorre a, < 8 < b, teremos que |a — 5| < b, — a,. Tendo em vista
a propriedade (ii), para todo r > 0 ocorre que |a — | < r. Passando ao limite quando r

tende a zero, segue que a = f3.

]

Definicao 12. Dizemos que f é uma funcao limitada em I C R se existir M > 0 tal que,

para todo x € I tivermos |f(z)| < M.

Note que da definicao acima, segue que se f nao for limitada em [ C R, para todo

natural n, existe z,, € I, com |f(x,)| > n.

Teorema 2.12 (Teorema da Limitagao). Se f for continua no intervalo fechado [a, 0],

entao f serd limitada em [a, b].

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que f nado seja limitada em [a,b]. Facamos
a = aj e b = by; existe, entdo, x1 em [ay, by] tal que |f(x1)| > 1. Seja ¢; o ponto médio de
la1, b1]; f ndo sera limitada em um dos intervalos [aq, ¢1] ou [cq, b1]; suponhamos que nao

seja limitada em [c1, b] e fagamos ay = ¢1 e by = by. Nao sendo f limitada em [as, by],
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existird xy € [ag, bo tal que |f(z2)| > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos
uma sequéncia de intervalos

[ag, bo] D [a1,b1] D [as,bs] D ... D [an, by] D ...

Satisfazendo as condicoes da propriedades dos intervalos encaixantes e tal que, para

todo natural n > 0, existe z,, € [ay, b,] com

[f(@n)[ > (1)

Segue entao de (1) que lim |f(z,)| = +o0. Seja, agora, ¢ o tnico real tal que, para
n——+0o0o

todo n > 0,

¢ € [an, by).

Como a sequéncia z,, converge para c e f é continua em c, resulta que lilf |f(xn)| =
n——+0oo

|f(c)| que esta em contradi¢ao com lirJlrn |f(x,)| = +oo. Portanto f é limitada em [a, b].
n—-+0oo

[]

Na demonstragao da proposigao acima usamos resultados sobre sequéncias convergen-

tes que podem ser encontrados em [5].

Finalmente estamos em condigao de enunciar e provar o Teorema de Weierstrass.

Teorema 2.13 (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirdo x; e zo em

[a, b] tais que f(x1) < f(z) < f(xq) para todo x em [a, b].

Demonstragao. Sendo f continua em [a,b], f serd limitada em [a, b], dai o conjunto,

A=A{f(z);z € [a,b]}

admitird supremo e infimo. Sejam,

M=sup A e N=inf A

Assim, para todo x em [a,b], m < f(z) < M.
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Provaremos que M = f(x2) para algum z, em [a,b]. Se tivéssemos f(z) < M para

todo z em [a, b], a fungao,

1

:m,xé [a,b]

g9()

seria continua em [a, b, mas nao limitada em [a, b], que é uma contradicao(se g fosse

limitada em [a, b], entdo existiria um 5 > 0 tal que para todo x em [a, b].

0< L <p
M — f(z)
e portanto, para todo x em |a, b],
fla) < M~
I —_ —
B

e assim M ndo seria supremo de A).

Segue entao que f(z) < M para todo x em [a, b] ndo pode ocorrer, logo devemos ter
M = f(xq) para algum z, em [a,b]. Com raciocinio analogo, prova-se que f(x1) = m

para algum x; em [a, b].

]

Observacao 2.14. A idéia da construcao da funcao g foi a seguinte: sendo M o supremo
de f(z), por menor que seja r > 0, existira x tal que M —r < f(x) < M; assim, a
diferenca M — f(z) poderd se tornar tdo pequena quanto se queira e, portanto, g(z)

podera se tornar tao grande quanto se queira.

2.6 0S TEOREMAS DE ROLLE E DO VALOR MEDIO

Observando a figura 11 abaixo, podemos ver que as funcoes definidas em [a, b] sdo
tais que f(a) = f(b). Como vemos nos graficos existe um ¢ € [a, b] tal que f'(c) = 0. O

Teorema de Rolle estabelece sob quais condicoes isso sempre ocorre.

Para demonstrar o Teorema de Rolle necessitamos de um resultado que, apesar de

intuitivo, necessita de demonstracao.
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Figura 11: Funcoes Continuas em [a,b] e derivaveis em (a,b) sendo f(a) = f(b) ocorrendo

f'(e) =0

Teorema 2.15. Seja f : I — R uma func¢ao continua definida em um intervalo aberto I.

Se f tem méximo ou minimo local em z = ¢, c € I e f é derivavel em ¢ entdo f’(c) = 0.
Demonstracao. Suponhamos que f tenha um maximo local em x = ¢. A prova do caso
em que f tem minimo local em ¢ é analoga.

Como f é derivavel em c, entao

i L@ =S S@ =S @) = (o)

T—c™ r—cC T—ct r —cC T—C r—cC

= f'(0)

Como f(c) € méximo local, ha um intervalo (a,b) no dominio de f tal que ¢ € (a,b)
e f(z) < f(c). Portanto, f(z) — f(¢) <0, para todo = € (a,b).

Se x < c entdo x — ¢ < 0 e, portanto M > 0 para z € (a,b). Logo,
r—c
T—c™ r —C
Por outro lado, x > c entao x — ¢ > 0 e, portanto,M < 0 para x € (a,b).
xr—c
Logo
z—ct r—cC

Comparando as desigualdades (*) e (**) e levando em conta que sdo o mesmo niimero,

resulta
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i @) = 1)

r—c €T —cC

= f'(c) =0.

]

Teorema 2.16 (Teorema de Rolle). Se f : [a,b] — R é continua em [a, b] e derivavel no

intervalo aberto (a,b) e f(a) = f(b) entdo existe pelo menos um niimero ¢ € (a,b) tal que

f'(e) =0.

Demonstracao. Seque do teorema de Weirstrass que a funcao f possui extremos no in-
tervalo. Sejam m e M os valores de minimo e méaximo absolutos de f em [a, b], respec-
tivamente. Se estes valores sdo assumidos nos extremos do intervalo [a, b], por exemplo,
fla) =m e f(b) = M, entao, como f(a) = f(b) por hipotese, o minimo e o maximo da
funcao sao o mesmo valor e, portanto, a funcao é constante em todo o intervalo. Como a
derivada da fungao constante é nula, temos f’(c) = 0 para todo ¢ € (a,b), o que prova o

Teorema para este caso.

Caso 0 minimo ou méaximo absoluto da funcao nao estejam nos extremos do intervalo,
entao ha um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que f(¢) é maximo ou minimo de f.
Entao c é extremo local de f e como f é derivavel em (a, b) temos f'(¢) = 0, o que conclui

a demonstracao.

Agora eis um dos principais teoremas desta secao.

Teorema 2.17 (O Teorema do Valor Médio). Seja f uma func¢do continua no intervalo
[a, b] e derivavel no intervalo aberto (a,b). Entao existe pelo menos um namero ¢ € (a, b)

tal que

F(b) - fla)

fle) = Ho—

Demonstracao. Considere a fungdo g definida da seguinte forma:

B b—a ’

Entao ¢ é continua em [a, b] e derivével em (a,b). Podemos ver ainda que,

bf(a) — af(b)

. = 90)

g(a) =
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Podemos entao aplicar o teorema de Rolle em g e chegar & conclusao que existe

¢ € (a,b) tal que ¢'(c¢) = 0. Ora como,

J(@) = () - LU =T
£(6) ~ fla)

Temos que ¢'(c) = 0 o que implica que f'(z) = ;
—a

Fica demonstrado entdo o Teorema do Valor Médio.

]

Observacao 2.18. Geometricamente, podemos dizer que o Teorema do Valor Médio nos
diz que dado uma fungao continua em [a, b] e derivavel em (a, b) entao existe pelo menos
um ponto ¢ € (a,b) tal que a inclinagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (¢, f(c))

é a mesma da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).Veja a figura 12.

f(b) f(d)

/

L ]
¥

4 5]

(b)
Figura 12: Ilustragao do Teorema do Valor Médio

Um comentario deve ser tecido sobre o Teorema do Valor Médio.

Enfatizamos a necessidade das hipoteses do teorema. Abaixo temos dois exemplos
nos quais no primeiro temos uma funcao Nao Derivavel e no segundo uma funcao que

Nao é Continua. Em ambos vemos que o resultado do teorema nao é vélido.

Exemplo 2.19. Considere a fun¢do modular f : [-1,1] - R, f(z) = |z|. O Teorema do

Valor Médio nao é valido.
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De fato, na pagina 26 mostramos que f’'(0) nao existe. Logo f nao é derivavel em

(—1,1), contrariando uma hipdtese do Teorema do Valor Médio. Além disso
Se x > 0 temos f(z) =2 = f'(z) = 1.
Se z < 0 temos que f(x) = —z = f'(z) = —1.
Assim para € (—1,1) e x # 0 temos que f'(x) = £1. J4 a reta que passa pelos

1-1
(-1

existe ¢ € (—1,1) tal que a inclinacdo da reta tangente no ponto (c, f(c)) seja igual a

pontos P = (—1,1) e @ = (1,1) tem coeficiente angular m = = (0. Portanto nao

inclinagao da reta que passa pelos pontos P e () acima. Logo concluimos que realmente

o Teorema do Valor Médio nao é véalido.

1

Exemplo 2.20. Considere agora f : [0,1] — R definida por f(z) = — se z € (0,1) e
T

f(0) =1/2. O Teorema do Valor Médio também nao é vélido.

De fato, observe que f(z) é derivavel em (0, 1) mas nao é continua em z = 0.

A reta que passa pelos pontos A = (0,1/2) e B = (1,1) tem coeficiente angular
positivo pois ¢ ascendente. No entanto as retas tangentes aos pontos (¢, f(c)) com ¢ €

(0,1) sao retas descendentes e portanto, possuem coeficiente angular negativo.

2.7 DETERMINACAO DOS EXTREMOS DE UMA FUNCAO

Agora que estamos munidos de instrumental adequado, vamos demonstrar resultados

que nos dao critérios para determinar extremos de uma funcao real. Antes uma definicao.

Definicao 13. Sejam f uma funcao e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que

f é crescente em A se, quaisquer que sejam x1 e xo em A,

T < 1wy = f(11) < f(22).

Por outro lado, dizemos que f é decrescente em A se quaisquer que sejam x; e o
em A,

T < w9y = f(11) > f(22).
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Fungdio Crescente Funcdo Decrescente
Y Y

fxz)

Xy X, x X, X, x

Figura 13: Funcao Crescente e Fungao Decrescente

Proposigao 2.21. Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b] e derivavel no intervalo
(a,b).
(i) Se f'(x) > 0 para todo = € (a,b), entdo f é crescente em |a, b].

(ii) Se f'(x) < 0 para todo = € (a,b), entdo f é decrescente em [a, b].

Demonstragao. Sejam 1 e x5 dois nimeros quaisquer em [a, b] tais que z; < 5. Entao

f é continua em [zq,x2] e derivavel em (x,z5). Pelo Teorema do Valor Médio, segue
f(xQ) _f(x1> (*>

que 3 ¢ € (x1,x2) tal que f'(c) =
Ty — 21

(i) Por hipétese, f'(x) > 0 para todo = € (a,b). Entao f'(c) > 0. Como z1 < z9,

xro — x1 > 0. Analisando a igualdade (*) ,concluimos que f(x2) — f(z1) > 0, ou seja,

f(z2) > f(x1). Logo f & crescente em |a, b].

(i) Neste caso temos que f'(x) < 0 para todo = € (a,b). Temos entao f'(c) < 0 e
gy —xp > 0. Agora ainda de (*) vemos que f(x2) < f(x1). Assim concluimos que f é

decrescente em [a, b].

]

Teorema 2.22 (Teste da Derivada Primeira). Seja f uma fungdo continua num intervalo
fechado [a, b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a, b), exceto possivelmente

num ponto c.

(i) Se f'(x) > 0 para todo x < ce f'(z) < 0 para todo = > ¢, entdo f tem um maximo
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relativo em c.

(ii) Se f'(x) < 0 para todo z < ce f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo f tem um minimo

relativo em c.

Demonstracao. Temos que:

(1) Pela proposigao 1, podemos concluir que f é crescente em [a, c| e decrescente em
[c, b]. Portanto f(x) < f(c) para todo x # ¢ em (a,b) e assim f tem um maximo relativo

em c.

(ii) Novamente pela proposi¢ao 1, concluimos que f é decrescente em |[a, b] e crescente
em [c,b]. Logo f(x) > f(c) para todo x # ¢ em (a,b). Portanto, f tem um minimo

relativo em c.

N LT, Iy

(a) Maximo local (b) Minimo local

Figura 14: Ilustracao: Teste da Derivada Primeira

Teorema 2.23 (Teste da Derivada Segunda). Sejam f uma fun¢ao derivavel num inter-
valo (a,b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto é, f'(¢) =0, com a < ¢ < b. Se

f admite a derivada f” em (a,b), temos;

(i) Se f"(¢) <0, f tem um valor méximo relativo em c.
(ii) Se f”(¢) > 0, f tem um valor minimo relativo em c.
Demonstracao. Para provar este teorema utilizaremos o seguinte resultado que entende-

mos ser intuitivo: "Se lim f(z) existe e é negativo, existe um intervalo aberto contendo a
Tr—a

tal que f(x) < 0 para todo x # a no intervalo".
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(i) Por hipotese f”(c) existe e f”(c) < 0. Entao,

f”(C) — lim f’(fl?) — f/(C) <0

xr—rC Tr — C

Portanto, existe um intervalo aberto I, contendo ¢, tal que

f'(x) = f'(c)

<0,Vr el (%)
r—c

Seja entao A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € [ tais que = < c.

Entao, ¢ é o extremo direito do intervalo aberto A.

Seja ainda B o intervalo aberto que contém todos os pontos xz € [ tais que = > c.

Assim ¢ é o extremo esquerdo do intervalo aberto B.
Se z € A, temos x — ¢ < 0. De (**), vemos que f'(x) > f'(c).
Sex € B, x —c¢>0. De (**) vem que f'(z) < f'(c).

Como f'(c) = 0, concluimos que , se x € A, f'(x) > 0e,se x € B, f'(x) < 0. Pelo

Teste da Primeira Derivada, concluimos que f tem um valor méaximo relativo em c.

A prova de (ii) é totalmente aniloga.

2.8 MAXIMOS E MINIMOS EM INTERVALOS FECHADOS

Seja f um fun¢do continua no intervalo [a,b]. Sabemos pelo Teorema de Weierstrass
que f assume valor maximo e valor minimo em [a,b]. Suponhamos que f seja derivavel
em (a,b). Seja f(c) o valor méximo (ou minimo) de f em [a, b, neste caso ou ¢ ¢ uma
extremidade de [a, b] ou ¢ € (a,b). Se o segundo caso ocorre, entao f'(c) = 0 pelo Teorema

2.15. Assim, podemos escrever que

"Para se obter o valor maximo de f em [a,b], é suficiente comparar os
valores que f assume nas extremidades de [a, b] com os assumidos nos pontos
criticos que pertencem a (a,b). O valor maximo de f em [a,b] serd entao o
maior desses valores. Evidentemente, o valor minimo de f em [a,b] sera o

menor daqueles valores".
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Exemplo 2.24. Encontrar os extremos da funcao f(z) = 2* — 9z + 3 no intervalo [0, 4].

Solucao

Primeiro vamos procurar pontos criticos no intervalo (0,4). Temos que f'(z) = 3z*>—9
¢ a derivada primeira de f. Os pontos criticos sio © = —v/3 e © = v/3. Observe que

r=—3 ¢ (0,4) entdo podemos descarta-lo. Temos que
f0)=3, f(V3)=3-6V/3~-7,39 ¢ f(4) =3l

Podemos concluir entao que, no intervalo (0,4), o valor méximo de f é 31 e ocorre no

ponto x = 4 e o valor minimo de f é 3 — 61/3 e ocorre no ponto x = V3.

Note que f possui dois pontos criticos que poderiam ser classificados usando tanto o

teste da Primeira quanto o teste da Segunda Derivada.
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3 METODOS NUMERICOS PARA
ENCONTRAR MAXIMOS E MINIMOS
DE FUNCOES REAIS

3.1 INTRODUCAO

Ao resolver problemas de maximos e minimos no ensino basico, muitas vezes nos de-
paramos com questionamentos dos alunos sobre o tipo de funcao que queremos minimizar.
Muitos desses questionamentos dizem respeito a achar méaximos e/ou minimos de fungoes
que nao sao quadraticas. Neste momento entao, o professor normalmente diz que para
estes problemas os alunos aprenderao outra ferramenta no ensino superior (A Derivada !)

que os darao suporte necessario para a resolucao de tais problemas.

Tendo em vista que a teoria de Derivadas é grande, e que, muitas vezes, nao é apro-
priada para alunos do ensino basico, surge a idéia de implantar métodos numéricos para
a resolucao desses problemas. Acreditamos que o saldo entre apresentar um método nu-
mérico de facil entendimento e apelo geométrico em detrimento a uma vasta teoria como

é o caso da derivada seja positivo.

Neste Capitulo enfatizaremos os métodos numéricos da "Bissecio" e da "Secdo Au-
rea" para encontrar pontos extremos de funcoes de uma variavel real. Para tanto estare-
mos supondo em todo ele que a fun¢do em questao é continua num intervalo fechado [a, b].
Assim pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 2.13) temos a garantia de que existem z; e

To em [a, b] tais que f(x1) < f(z) < f(xs) para todo z em [a, b].

Além disso convém observar que se uma funcao f : D — R possui maximo em x*

entao a funcao g = —f possui minimo em x*.

De fato, como f tem maximo em x* entao, para todo z € [a, b] temos que f(z) < f(z*).
Logo g(x) = —f(z) > —f(z*) = g(z*), para todo = € [a, b]. Portanto g(x) tem um minimo

no ponto x*. Dessa forma podemos nos ater apenas ao problema de encontrar o minimo
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de uma funcao de uma variavel real.

3.2 0 METODO DA BISSECAO

Antes de apresentar o método vamos a uma definicao e a uma proposicao.

Definigao 14. Dizemos que uma fun¢ao continua f : [a,b] — R é unimodal (em [a, b)),
quando ela possui um tunico ponto de minimo z* em [a, b, e é estritamente decrescente

em [a, z*] e estritamente crescente em [2*,b], ou seja,

fly) > f(2) Vy,z€la,2"], y<=z

fy) < f(z) Yyze€z"b], y<=z

Proposicao 3.1. Sejam f : D — R uma fun¢do unimodal e z* o minimo de f em [a, b].

Entdo para quaisquer pontos y, z € la,b] tais que y < z, vale o seguinte:
(a) Se f(y) < f(2), entio & € [a, 2]
(b) Se f(y) = f(z), entdo 2" € [y, b]
Demonstra¢ao. Prova do Item (a). Suponhamos por contradicdo que f(y) < f(z), mas

x* > z. Neste caso ocorre que y < z < z*. Logo, obrigatoriante, f(y) > f(z) afinal f é

unimodal. Ora mas isso é uma contradi¢do. Portanto (a) fica provado.

A Prova do item (b) é totalmente anéloga.

3.3 ALGORITMO DO METODO DA BISSECAO

Considere a funcao f : [a,b] — R unimodal. Abaixo segue o Método da Bissecao.

Escolha a1 = a, by =be ¢; = (a3 + b1)/2 e Calcule f(c;). Tome k := 1.

1. Definir yp = (ar + ¢x)/2 e calcular f(yx).
Se f(yr) < f(ck), definir agyq = ag, bgr1 = Ck, Crr1 = Yx € passar ao item 3.

Se f(yx) > f(ck), definir z; = (cx + bx)/2 e calcular f(z).
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2. Se f(cr) < f(z), definir apy1 = Yk, bey1 = 2k, Crp1 = G-

Se f(Ck) > f(Zk), definir Qk41 = Ck, bk+1 = bk, Ck+1 = Zk-

3. Tomar k£ := k + 1 e retornar ao Passo 1.

Abaixo seguem duas figuras que ilustram uma iteragdo pelo método da bissecao.

Bt = Ok Y = Cpr ¢ = byyy by X

Figura 15: Uma iteragao pelo Método da Bissecao

a; Yo @1 = Ok BT Crl by = by X

Figura 16: Uma iteragao pelo Método da Bissecao
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Comentarios

1. Usando a proposi¢ao anterior vemos que apos uma iteragao temos que x* € [ag, by,
apos a segunda iteracao vemos que z* € [as, bs] e, apos a k-ésima iteragao temos

r* € [apt1, bry]-

2. Vemos também que ¢ = (ay + b)/2 e ainda,
1
bk+1 — Ag11 = (bk — ak)/2 =..= Q_k(b — CL).

3. A cada iteracao no método usamos, no maximo, o calculo de f em dois pontos.
Isto nos permite obter o erro aproximado apés K iteracoes. Suponha que podemos
fazer N avaliacOes (seja por conveniéncia N > 3 impar) entdo como cada iteragao
"gasta''no maximo 2 avalia¢oes, vemos que podemos usar pelo menos K = (N—1)/2
iteracoes que nao ultrapassaremos N avaliagoes. Dai resulta que, se tomarmos

T1 € [ags1,bry1], 0 erro pode ser aproximado por

1

W(b — Cl) ~ O?O?Nﬁl(b — CL)

‘karl - x*’ < bk+1 — Qg1 <

Observe que o aumento de N implica diminuicao do erro a taxa geométrica de 0, 707

aproximadamente.

Exemplo 3.2. Seja f(z) = 2? — 2z + 3. Vamos encontrar o minimo de f(z) em [—2, 3]
pelo método da Bissecao com erro o < 0, 06.
Solucao

Bem, como queremos que o erro seja menor que 0.06 vamos usar a o comentario 2 e

impor

1
2—K.(b—a)<0.06 com b=3 e a=2

segue que,

log(0.012)
log(2)

Assim tomaremos K = 7 Iteragoes para chegarmos & aproximacao desejada.

1 1
—(5)<0.06:>§<0.012:>K> = K >6,3

2K

Temos inicialmente que: a; = —2,b; =3, ¢; = 0,5 e f(c1) = f(0,5) = 2,25
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1* Iteracao
y1 = (—2+0,5)/2 =—0,75 ¢ f(—0,75) = 5,06
Como f(—0,75) > f(0,5) definimos z; = (0,5 +3)/2=1,75e f(1,75) = 2, 56.

Como f(0,5) < f(1,75) definimos

a2:—0,75, b2:1,75 (& 62:0,5

22 Iteragao
o = (0,5 —0,75)/2 = —0,125 ¢ f(—0,125) = 3,27.
Como f(—0,125) > f(0,5) definimos 2, = (0,5+1,75)/2 = 1,125 e f(1,125) = 2,02.

Como f(0,5) > f(1,125) definimos

a3:0,5, b3:1,75 (& 03:1,125

32 Iteragao
ys = (0,54 0,125)/2 = 0,8125 e f(0,8125) = 2,04.

Como f(0,8125) > f(1,125) definimos z3 = (1,125 4 1,75)/2 = 1,4375
e f(1,4375) = 2, 19.

Como f(1,125) < f(1,4375) definimos

ay = 0,8125, b =41,4375 e ¢4 = 1,1250

4* Tteracao
ys = (0,8125+ 1,125)/2 = 0,9687 e f(0,9687) = 2,00009.

Como f(0,9687) < f(1,125) definimos

as = 0,8125, by =1,125 e c5 = 0.9687

52 Tteracao
ys = (0.8125 + 0,9687)/2 = 0,8906 e f(0,8906) = 2,0119.

Como f(0,8906) > f(0,9687) definimos z5 = (1,125 + 0,9687)/2 = 1,0468
e f(1,0468) = 2,0021.



45

Como f(1,0468) < f(0,9687) definimos

ag = 0,8906, bs =1,0468 e cz = 0,9687

6° Iteracao
ys = (0,8906 + 0,9687)/2 = 0,9296 e f(0,9296) = 2,0049.

Como f(0,9296) > f(0.9687) definimos z5 = (0, 9687 + 1,0468)/2 = 1,0077
e f(1,0077) = 2,0001.

Como f(0,9687) > f(1,0077) definimos

a; = 0,9687, by = 1,0468 ¢ c¢; = 1,0077

7° Iteracao
yr = (0,96875 + 1,0077) /2 = 0,988225 e f(0,988225) = 2,00014

Como f(0,988225) > f(1,0077) definimos z; = (1,0077 + 1,0468)/2 = 1,02725 e
£(1,02725) = 2,00074.

Como f(1,0077) < f(1,02725) definimos

ag = 0,988225, by = 1,02725 e cg = 1,0077
Note que, para todo zg € [ag, bg| teremos que |xg — x*| < 0,06. De fato, isto pode ser
verificado ja que pelo teste da 2* derivada z* = 1.

Note ainda que para obter a precisdo desejada precisamos fazer (no minimo) K =7

iteracoes, o que demandou N = 14 avaliagoes de f.

Veja na figura 17 as avaliacoes de f que foram usadas neste exemplo.



46

X fix)
0,50000 225000
-0,75000 5,06250
1,75000 256250
-0,12500 3.265663
1,12500 201563
0,81250 203516
1,43750 219141
0,96875 200098
0,89060 201157
1,04680 200219
0,92968 200495
1,00770 2.00006
0,98823 2.00014
1,02725 200074

Figura 17: Tabela com valores de f(z) para x € [—2, 3]

Vamos resolver agora um problema que traria alguma dificuldade para ser resolvido

com as ferramentas que disponibilizamos no ensino médio.

Exemplo 3.3. Uma caixa retangular aberta deve ser fabricada com uma folha de papelao
de 15 x 30 cm, recortando quadrados nos quatro cantos e depois dobrando a folha nas
linhas determinadas pelos cortes. Existe alguma medida do corte que produza uma caixa

com volume méximo? Em caso afirmativo, aproxime esta medida com erro menor que

0, 06.

Solucao

Vamos chamar de x o comprimento do lado do quadrado que sera cortado dos cantos

da folha. Veja a figura abaixo.

e [Frr e

30
Figura 18: Quadrados cortados da folha

O volume da caixa serd V(z) = (30 — 2x).(15 — 2z).x afinal a area da base é um

retangulo de dimensoes 30 — 2x e 15 — 2x e a altura é z.
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Logo o volume do recipiente em funcao de x pode ser dado por

V(z) = 42 — 902 + 450z

Observe ainda que o problema s6 faz sentido para 0 < x < % de maneira que estamos

interessados em achar o valor de x* € |0, %] que maximize o volume V' da caixa.

Podemos ver que V' é uma funcao polinomial, logo continua. Assim, usando o Teorema

de Weierstrass, temos que existe z* € [0, %] tal que a funcao V assume seu valor maximo.

. . - . 15
= 135 sao situagoes que nao podem ocorrer. Assim z* € (0, 7)
1

Para conseguirmos um erro menor que 0,06 devemos impor que, 27-(77 5—-0) < 0,06.

*

Veja que z* =0 ou =
Segue que,

1 7,5 log(125
— (7,5) < 0,06 =25 > 2~ — K > 09(125)

. — = K > 6,99
2K 0,06 log(2) ’

Entao para que o erro seja menor que 0,06 devemos fazer no minimo K = 7 iteracoes.

Agora aplicando o método da Bissecao a fungao G(z) = —V (x) restrita ao intervalo
[0, %] obtemos o quadro abaixo onde K significa a iteracao, em cada linha estao os valores
assumidos por ag, by e ¢, no fim da iteragao k. Observe que a ao fazer a sétima iteracao
o método nos forneceu ag = 3,1347 e bg = 3,1933. Sendo by — ag = 0,0586 < 0, 06.
As contas o leitor podera verificar sem maiores dificuldades, apenas com um pouco de

paciéncia.

Neste exemplo para a aproximacao desejada fizemos K = 7 iteragoes e o total de

avaliacoes de f foi N = 13.

lteracdo (k) A1 Dist Ciet b1 - Bnet
0 0,0000 7.,6000 3,7500 7.,5000
1 1,8750 5,6250 3.7500 3.7500
2 2.8125 4,6875 3.7500 1.8750
3 2.8125 3,7500 3.2812 0,9375
4 3,0468 35156 3.2812 0,4688
5 3,0468 3,2812 3.1674 0,2344
B 3,1054 3,2226 3.1640 0,1172
7 31347 3,1933 3.1640 0,0586

Figura 19: Tabela com as saidas apés cada iteracao K



48

Observacao

Note que a funcdo G restrita ao intervalo [0, %] é unimodal (veja a figura 20). Isto
¢ o que normalmente ocorre nos problemas de otimizacao no ensino médio, ou seja, no
intervalo onde se deseja uma solucao ou a funcao objeto é unimodal ou sua oposta é
unimodal. No entanto, podemos verificar que aplicando o Método da Bissecao a uma

funcao continua nao unimodal nos aproximaremos dos extremos locais da funcao.

[

Y

y G(z) = —V(x)

20

-400

-600

Figura 20: Grafico de G(x) = =V (z) = —42% + 9022 — 450z com escala de 1:50

3.4 O METODO DA SECAO AUREA

Um nimero muito mistico na mateméatica ¢ o namero de ouro (indicado por ¢).

Dizemos que um ponto z divide o segmento AB na razio aurea (também chamada razao

AX _ 146 _
de ouro) se = pertence a AB e £ = ~57 = ¢.

Figura 21: Ponto x dividindo AB na razao aurea

Este nimero aparece em muitas adreas da matemaética e possui algumas propriedades

interessantes, entre as quais estao:

1. ¢>:\/1+ 1+vVI+..
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2. ¢ é o tnico niimero real positivo tal que ¢> — ¢ —1 =0

3. Na sequéncia de Fibonacci, a razao FF—I converge para ¢.
n—
Muitos textos sugerem que ¢ aparece nas artes, na natureza, na arquitetura e em ou-
tros ramos das ciéncias aplicadas. Porém nem todas as afirmacoes sobre ¢ sao verdadeiras.

Para mais informagoes sobre o niimero de ouro ¢ consulte [6].

Neste texto o Termo "Secdao Aurea" esta relacionado com o niimero de ouro pela forma
com que faremos a particao do intervalo [a,b]. No "Método da Bissecao" o intervalo foi
particionado em dois outros de mesma amplitude, ji aqui a particao é feita usando a

proporcao aurea. Desta forma podemos escrever que,

O termo "Secao Aurea" diz respeito a particao de um intervalo em duas
partes de maneira que a razao do comprimento do intervalo original com o
comprimento da parte maior é igual & razao do comprimento da parte maior

com o comprimento da parte menor.

Tomemos um intervalo real [a,b] e suponha que y é um ponto deste intervalo que

satisfaca a propriedade acima e esteja mais proximo de a do que de b. Temos que,

b—a b—y
b—y_y—a

Dai segue que,

b—a)y—a)=0b-y)? =1+ (a—3b)y+ (V> +ab—a*) =0 =

3b—a=£+/5.(a—b)? b—ax+5.(b—
a++/5.(a ):>y=3 a4+ /5. a):>

9 2
3+5 3—5

5 (b—a) ou y=a-+ 5

3+5
2

:}y:

—y=a+ (b—a)

.(b — a) ndo convém pois neste caso tem-se y > b.

3—-5
2

Claramente y = a +

Portanto temos que y = a + (b—a).

Como ~ (0.382 podemos escrever que,

y=(a,b) =~ a+0.382(b—a)

O segundo ponto (z) que realiza a se¢do aurea é tal que,
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b—a zZ—a

zZ—a b—z

Contas analogas as feitas acima nos leva a,

V5 —1
2

z=a+ (b—a) = 2z~ a+0.618(b—a)

Os ntmeros y e z acima sao chamados de menor e maior ponto da secao aurea,

respectivamente.

Proposicao 3.4. Sejam y e z o menor e o maior ponto da particao de [a, b], respectiva-

mente. Entao,
(a) z—a=b—y=(V5-1)(b—a)/2

(b) y & o maior ponto da parti¢ao de [a, z], e z € 0 menor ponto da parti¢ao de [y, b].

Demonstragao. (a) Temos que,

V5 -1 V6 -1
5 (b—a)—a= 5 (b—a).

z—a=a-+

Além disso,

b—y=b— = (b—
Y a+ 5 (b—a) 5

3—\/5<b_a)]:(b—a).(2—3+\/3) V5 -1
5 .

V6 -1
5
(b) Seja M o maior ponto da parti¢ao de [a, z]|. Isto &,

Portanto z —a=b—y = (b—a)

V5 —1

M=a+ 5 (z—a)

Usando a expressao para z vem que,

V5 -1 V5 —1 V5 —1 (5—2V5+1)
2 2 2 4

M = a+ (z—a) = a+ a+ (b—a)—al| =a+(b—a)

:a—l—(b—a)g_z\/g:y

Além disso, se m é o menor ponto da particao de [y, b], entao,

3—5

m=y+— (b—y)
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Usando a expressao para y vem que,

m= gt _2\/5(19—3/) o ? _2\/3

a+

(b—a)|+

(b—a)| =

3-+5 3—V5
2 [(b_“)_ 2

3.5 ALGORITMO DO METODO DA SECAO AUREA

Considere a funcao f : [a,b] — R unimodal. Segue abaixo o algoritmo do Método

da Secdo Aurea.

Definir ay = a, by = b, 11 = y(a,b), z1 = z(a,b). Calcular f(y;). Tomar K := 1.
1. Calcular aquele valor entre f(yx) e f(zx), que ainda néo foi calculado

Se f(yr) < f(zk), definir ar11 = ag, bry1 = 2k, Yes1 = Y(Art1, bkr1), Zrg1 = Y-
Se f(yr) > f(z), definir apy1 = Yu, brr1 = by Yor1 = 2k, 2k+1 = 2(Qrp1, begr)-
2. Tomar k := k + 1 e retornar ao Passo 1.

Abaixo segue figura que ilustra uma iteracao pelo método da secao aurea.

y

Qpy1 = Gk Ykt Yk = Zk+1 zZp=bp1 by X

Figura 22: Uma iteracio pelo Método da Secdo Aurea

Comentarios

1. Observe que pela proposi¢ao 3.4 (letra b) temos a garantia de que yg+1 = y(ags1, bks1),

Zkr1 = (agy1,bka1). Além disso pela proposicao 3.1 garantimos também que z* €
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[ak11,bry1]. Usando agora a proposi¢ao 3.4 em sua letra (a) podemos escrever que,

i1 — k1 = (\/5_ 1)(bk - ak)/Q == <\/52_ 1) (b - a).

Assim, como aproximacao seguinte a solucao z*, podemos tomar qualquer ponto

Thi1 € g1, gt

2. Note ainda que cada iteracao do método requer a avaliagdo de f num tnico ponto
(gragas a propriedade descrita na letra b da proposigao 3.4). Assim N avalia¢oes
da funcao f permitem fazer k = N — 1 iteragoes do método, o que resulta que uma

estimativa para o erro é:

V5 —1
2

N-1
|Tpy1 — &%) < bgyr — g1 = ( ) (b—a)~0.618""1(b—a).
Logo com o aumento de N (ou de k), o erro diminui com taxa, pelo menos, geomeé-

trica com ¢ ~ 0.618.

3. Embora o nimero de iteracdes no método da Secdo Aurea em geral seja maior
quando comparado com o da Bissecao, entendemos que o primeiro é mais eficiente.
Comparando o comportamento do erro no método da bisse¢ao com o erro no método
da secao aurea, verificamos que fixado o nimero N de avaliacbes permitidas, este
ultimo método apresenta um erro menor. A simplicidade do algoritmo aliado ao
fato de que nele necessitamos apenas de uma avaliacao em cada iteragao reforca a

eficiéncia do método da Secio Aurea.
Exemplo 3.5. Resolva o exemplo 3.2 usando o Método da Secio Aurea.

Solugao

Primeiramente vamos calcular o ntimero minimo de iteragoes K para se conseguir a

aproximacao desejada. Para que o erro seja menor que 0,06 devemos impor que,

2

<\/5_ 1) (342) < 0.06

Dai segue que,
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k k

V5 -1 V5 -

1
. (3+2) <006 = | ~5— | <0012=

V5 —1 10g(0.012)

Assim necessitamos de no minimo k = 10 iteragoes para conseguir a aproximacao
menor que 0, 06.

Temos inicialmente que a; = =2 ,01 =3,y = —2+0,382.5=—-0,09 e
21 =—240,618.5 =1,09.

e ainda, f(y;) = f(—0,09) = 3, 1881.

Para nao ser demasiadamente longo, sintetizamos os resultados das iteragoes na tabela

abaixo.

lteracéo (k) A1 it Yiss st D1 - Ao
0 -2.0000 3.0000 -0.0900 1,0900 5.0000
1 -0.0900 3.0000 1,0900 1,8196 3.0900
2 -0.0900 1.8196 0,6395 1,0900 1.9096
3 0,6395 1.8196 1,0900 1,3688 1.1801
4 0,6395 1.3688 0.9181 1,0900 0.7293
5 0,6395 1.0800 0.8116 0.9181 0.4505
G 0.8116 1.0800 0.9181 0.9836 0.2784
7 0.9181 1.0900 0.9836 1,0243 0.1718
8 0.9181 1.0243 0.9586 0.9836 0.1062
9 0.9586 1.0243 0.9836 0.9992 0.0657
10 0.9836 1.0243 0.9592 1,0087 0.0407

Figura 23: Tabela com as saidas apds cada iteracao K

Note que, apesar de necessitarmos de K = 10 iteracoes (3 a mais que no método da
bissecao) foram necessarias apenas N = 11 avaliagoes de f (em detrimento a N = 14 no

outro método).
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4 ATIVIDADES PROPOSTAS:
PROBLEMAS DE OTIMIZACAO COM
RESOLUCAO NUMERICA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentamos algumas atividades sobre méximos e minimos que en-
volvem situacoes onde a modelagem matematica do problema nos leva a funcoes que
normalmente o aluno do ensino bésico nao esta acostumado a trabalhar. Neste momento,
acreditamos que uma abordagem numérica pode agregar valores na resolugao do pro-
blema. Para isso vamos observar que em geral os problemas de méximos e minimos sao
modelados por fungées continuas que sdo unimodais (ou que suas opostas sdo unimodais)

no intervalo onde o problema faz sentido.

As atividades foram elaboradas para serem aplicadas na primeira série do ensino
médio, momento em que normalmente estao sendo introduzidos os conceitos de funcoes.
Acreditamos que, para cada atividade, o professor deve separar cerca de trés aulas de 50
minutos cada. A Primeira para introduzir o problema e explora-lo ao maximo, colocando
sua aplicabilidade e relevancia na vida pratica. A segunda para explicar e ilustrar o
método da segao aurea com o objetivo de fazer com que o aluno entenda o algoritmo do
método. Na tltima aula é o momento de aplicar o método ao problema com o uso de

calculadora e/ou planilha eletronica.

A escolha do "Método da Secio Aurea" se deve apenas por entendermos que seu
algoritmo pode ser mais facilmente entendido e assimilado pelo aluno e também pela
maior facilidade em programar numa planilha eletrénica este método. Mas o professor

pode escolher o "Método da Bissecao"caso julgue mais adequado.
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4.2 O PROBLEMA DAS CAIXAS

Descricao do Problema

O problema das Caixas ¢ um problema tradicional num primeiro curso de Calculo.
Trata-se de recortar um quadrado em cada canto de uma folha de papel retangular (de
dimensoes fixadas). Dobrando-se a folha pelos vincos formados assim, obtemos uma
caixa retangular (um paralelepipedo) sem tampa. O problema consiste em determinar o
comprimento dos lados dos quadradinhos que proporcionam o volume méximo da caixa.

Suponhamos que os lados da folha possuam medidas 30 cm e 15 em. Veja a figura abaixo.

,,,,,,,,,,,,

15

,,,,,,,,,,,,

30

Figura 24: Quadradinhos recortados da folha

E interessante notar que este problema pode ser aplicado a alunos de varias séries
do ensino bésico. Os pré-requisitos sao saber o que ¢ um paralelepipedo e ter nocao de
volume. Para as séries finais do ensino fundamental acreditamos que a utilizacao de mate-
riais concretos pode acrescentar a questao da construcao propriamente dita, enfatizando
o carater concreto da matematica e fortalecendo os conceitos geométricos envolvidos. Ja
para os alunos do ensino médio, que possuem conhecimento da teoria de volumes e poli-

edros, a construcao pode ser opcional. Tudo a cargo do professor.

De qualquer forma acreditamos que o problema ¢ igualmente interessante para esses

dois publicos.

Materiais usados

Uma folha de cartolina

Tesoura

Fita crepe ou durex

Areia fina

Régua
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e Calculadora

Primeiro pedimos para que cada aluno faca sua caixa cortando um quadradinho que
achar interessante. Para as séries iniciais talvez seja interessante o professor fazer uma
caixa primeiro para que os alunos possam ver a construgao. Digamos cortando os qua-
dradinhos de lado 1 ¢m por exemplo. Aqui pode ser um bom momento para reforcar a

questao do perpendicularismo tanto no quadrado como no paralelepipedo.

Apoés cada aluno ter construido sua caixa, pedimos para que calcule o volume do
recipiente, anotando numa folha o valor do lado do quadrado cortado e o valor do volume
encontrado. Neste momento, para séries finais do ensino fundamental seja interessante
o uso da areia para fomentar as discussoes sobre volume. J& no ensino médio o volume

pode ser calculado sem o uso da areia.

Construindo um plano cartesiano no quadro o professor pode pedir para que cada
aluno diga em voz alta o lado do quadrado cortado e o volume calculado de sua caixa.
O professor pode pedir auxilio aos demais alunos para conferir se o volume realmente foi

calculado corretamente. Momento ideal para reforcar as idéias sobre o plano cartesiano.

Ao marcar os pontos no plano um questionamento pode ser fundamental: Por que

nao aparece quadradinhos com lados maiores que 7,57

Entendemos que os alunos sairao deste questionamento de forma rapida e correta, ja
que pela experiéncia verao que se o lado do quadrado for x entao x < 7,5 afinal se cortar-
mos de forma que o quadradinho tenha lado igual a 7,5 obteremos uma figura plana que
pode ser enchergada como um paralelepipedo de volume 0 (zero). E ainda, nao havera
possibilidade de se cortar z > 7,5. Também serd imediato (acreditamos!) a conclusao

dos alunos de que x > 0. Portanto 0 <z < 7,5.

Modelagem do Problema

Bem, entendido que o dominio é D = {z € R/0 < z < 7,5} podemos modelar o
problema, isto é, achar a funcao V(z) que nos fornece o valor do volume em fungao do

lado do quadradinho cortado.

O volume da caixa serd V(z) = (30 — 2z).(15 — 2z).x afinal a area da base é a de um
retangulo de dimensoes 30 — 2z e 15 — 2x e a altura é x. Logo o volume do recipiente em

funcao de x pode ser dado por,
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V(z) = 42® — 902% + 450z

Agora um questionamento natural é: Como calcular com uma certa precisao o valor

de x para que o volume seja maximo?

Muito provavelmente os alunos ja terao uma boa idéia da resposta pelo que viram
no plano cartesiano. Entao talvez algum aluno mais atirado responda dando algum valor

que julga correto como x = 3. Entendemos que é o momento ideal para se falar em erro.

Pertinente agora é: Se queremos uma resposta cuja distor¢cao em relacao a real seja
menor que um certo valor como devemos proceder? Isto é, se o erro na nossa estimativa
deve ser menor que 0,08 por exemplo, como fazer? Existe algum método para fazermos

isso?

Aqui podemos colocar que iremos usar um método numérico para responder a esse
questionamento. Enfatizar a diferenca entre método numérico e método analitico pode

ser feito neste momento.

Sera interessante observar que com os préprios pontos que os alunos nos forneceram
do grafico de V(z) para 0 < z < 7,5 podemos mostrar a eles a idéia do Método da Segao

Aurea. No entanto serd necessario convencé-los de que a funcao,

Possui 0 mesmo ponto critico de V(x) no intervalo 0 < x < 7,5. Creio que isso nao

sera dificil.

A aplicacdo do Método da Secdo Aurea

A escolha do método da Secao Aurea se deve a sua maior eficiéncia quando comparado
com o da Bisse¢ao e também pela maior simplicidade de seu algoritmo, do ponto de vista

didéatico.
Entendemos que o professor deve separar uma aula para explicar o método da Se¢ao
Aurea aos seus alunos. Falar sobre o erro e sobre a quantidade de iteracoes e de avaliacoes.

Na proxima aula, vamos as contas!

Para que o erro § seja menor que 0,08, devemos impor que o niimero de iteracoes K
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seja tal que,
log 0,08/7,5
log 0,618

Assim tomaremos k = 10 iteracoes para obter a aproximacao desejada. Necessitare-

— k >9,43.

mos assim de N = 11 avalia¢oes de G(x).

Inicialmente temos que a; =0 ,b; = 7,5 y; = 0+ 0,382.(7,5) = 2, 8650,
21 =0+ 0,618.(7,5) = 4, 6350 e ainda, G(y1) = G(2,8650) = —644, 5760.

1* Tteracao
F(z1) = f(4,6350) = —550, 5587.
Como f(y1) < f(z1) definimos

as =0, by =4,6350, y» =0+ 0,382.(4,6350) = 1,7706 e 25 = 2,8650

22 Iteragao
Como f(y2) > f(z2) definimos

az = 1,7706, by = 4,6350, y3 = 2,8650 € z3 = 1, 7706 + 0,618.(4,6350 — 1, 7706) =
= 3,5408

32 Tteracao

10? Iteragao

f(y10) = £(3,1606) = —649, 5146

Como f(y10) < f(z10) definimos

ay = 3,1229, by = 3,1840, y; = 3,1462 e 25 = 3, 1606

Note que Vz € [ay1, b1 temos que o erro é menor que 0, 08. De fato, by —aq; = 0,0611.

Neste passo a utilizagdo de uma calculadora e/ou planilha eletronica é fundamental
para as avaliacoes de G(x). Eis mais um desdobramento importante da atividade: reforgar

a utilizagao de tecnologias computacionais no ensino bésico.

Abaixo seguem duas figuras: a primeira se refere as avaliacoes de G(x), e a segunda

aos valores de agy1 e byy1 ap6s cada iteragao.
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X Vix) G(x)
2.8650 644, 5760 -644 5760
4,6350 5505587 -550, 5587
1,7706 536,8213 -536,8213
3,5408 642 5740 -642 5740
2 4468 620,8396 -620,8396
3,1229 649,4040 -649,4040
3.2826 645,6645 -645,8645
3.0245 648,4086 -648 4086
3,1840 649 5087 -649,5087
3.2216 649,3806 -649,3806
3,1606 649,5146 -649,5146

Figura 25: Avaliagoes de G(x)

lteracdo (k) (= ol Dist Yot i1 D - Ak
0 0.0000 7.5000 2.8650 4,6350 7.5000
1 0.0000 4,6350 1,7706 2,8650 4,6350
2 1,7706 4,6350 2.8650 3.5408 2,8644
3 1,7706 3.5408 24468 2.8650 1.7702
4 2,4468 3.5408 2.8650 3,1229 1.0940
5 28650 3.5408 3.1229 3.2826 0.6758
6 2,8650 3.2826 3.0245 3.1229 0.4176
[ 3.0245 3.2826 3.1228 3.1640 0.2581
8 3.1229 3.2826 3.1840 3.2218 0.1597
9 3.1229 3.2216 3.1606 3.1840 0.0987
10 3.1229 3.1840 3.1462 3.1606 0.0611

Figura 26: Tabela com as saidas apds cada iteracao K

Assim podemos tomar x = 3,16 c¢m que obteremos a aproximacao desejada para
o valor do lado do quadradinho. Note que, para este valor de x, o volume é cerca de
649,51 cm?.

4.3 O PROBLEMA DO ABASTECIMENTO DE AGUA

Descricao do Problema

O problema do abastecimento de 4gua é bem interessante pois provém de uma situacao
bem rotineira em engenharia civil. Trata-se de determinar a maneira mais econdmica de
levar 4gua potavel de uma central de abastecimento situada numa margem de um rio até
um conjunto habitacional situado na outra margem do rio, conhecendo-se, de antemao,

os custos da obra tanto através do rio como em terra firme.

Suponhamos que o conjunto habitacional esteja a 2000 metros abaixo da central de
abastecimento, que a largura do rio seja de 500 metros e que os custos da obra através do
rio e em terra firme por metro sejam de R$ 640,00 e R$ 312,00 respectivamente. Qual

serd a maneira mais economica de se fazer esta instalacao? Veja a figura abaixo.
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(2000 - X) —+——X

CONJUNTO

HABITACIONAL
=

<

CENTRAL DE
ABASTECIMENTO

Figura 27: O problema do Abastecimento de Agua

Modelagem do Problema

Seja x a distancia entre o ponto que é a projecao ortogonal da central de abastecimento
sob a outra margem e o ponto que indicara onde a tubulacao passard para terra firme.
Assim podemos estimar o custo da obra ao longo do rio por (v/#2 + 500).640. Ja o custo
da obra em terra firme é (2000 — z).312. Portanto, o custo total da obra pode ser expresso

pela funcao,

C(z) = (2000 — 2).312 + (V22 + 5002).640

Nosso problema entao consiste em determinar o valor de z que faca o custo C(z) ser
minimo. Aqui cabe uma pergunta: Qual é o menor e o maior valor que x pode assumir?
Entendemos que a resposta dos alunos serd rapida e pronta: O menor valor que x pode

assumir ¢ z = 0 e o maior é z = 2000.
Seré entao natural definir o dominio da fun¢ao C'(z) como D = {z € R;0 < x < 2000}

Neste momento talvez seja interessante que a turma experimente valores para z, afinal
é razoavel esperar que os alunos entendam que se o custo menor por metro é feito em
terra firme entao deve-se usar o menor valor possivel para x, isto é, x = 0. Esta tese caird
por terra ao fazermos uma tabela com alguns valores de x e suas respectivas Imagens. E
uma sugestao pedir cada aluno para calcular valores para x em progressao aritmética de

razao 100 por exemplo. Veja a tabela abaixo.
Os alunos para isso poderao usar a calculadora.

Caso o professor disponha de laboratoério de informética com alguma planilha eletro-
nica acreditamos ser o momento ideal para introduzir a utilizacao da planilha eletronica

na turma. Para produzir a tabela acima basta seguir os seguintes passos.
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X Cix)

0 R$ 944.000.00
100 R% 919.137,25
200 R$ 906.250,55
300 R$ 903.580,92
400 R$ 908.999,95
500 R$ 920.545,34
600 R$ 936.655,98
700 R$ 956.148,82
800 R$ 978.174,79
900 R3$ 1.002.120,33
1000 RS 1.027.541,75
1100 RS 1.054.114,94
1200 RS 1.081.600,00
1300 RS$ 1.109.816,85
1400 R3$ 1.138.628.40
1500 RS$ 1.167.928,85
1600 RS 1.197.635,50
1700 RS 1.227 682,89
1800 RS 1.258.018.67
1900 RS 1.268.600.49
2000 RS$ 1.319.393,80

Figura 28: Tabela com alguns valores de x e suas respectivas imagens por C(x)

1. abrir uma planilha eletrénica ( No Broffice, usamos o Calc).

2. Clicar na célula "Ab5"e digitar X depois clicar na cédula "B6"e digitar "C(x)".
3. Clicar na célula "A6"e digitar "0".

4. Clicar na célula "A7"e digita a formula "= A6 + 100".

5. Clicar na célula "A7"e, com o cursor no canto inferior direito, arrastar a cédula até

a célula "A26".
6. Clicar na célula "B6"e digitar a formula
"= (2000 — A6)*312 + (raiz(A6"2 + 500"2))*640"

7. Novamente usar o recurso arrastar até a celula "B26".

Pronto, a tabela esta prontal

Note que a propria planilha pode ser usada para gerar um grafico. Por exemplo o
grafico abaixo foi obtido selecionando toda a planilha, clicando no icone "GRAFICO"do

Calc, escolhendo o tipo de gréafico "Linha"e a opcao "Somente pontos".

Aqui serd interessante que os alunos percebam tanto na tabela da figura 28 quanto

no grafico da figura 29 que o valor que queremos (se é que existe!l!) esta entre z = 200 e
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Figura 29: Gréafico de Pontos da Fun¢do C(z) usando a Tabela da figura 28

x = 500. Na verdade o grafico nao é melhor que a tabela para isso, afinal pela tabela ja
era possivel entender que o valor que queremos esta entre x = 200 e x = 400. De qualquer
forma é mais um recurso que abordamos que é ttil também para que o aluno entenda o

comportamento da fun¢do no intervalo 0 < x < 2000.

Para o professor, cabe notar que, embora o grafico acima seja discreto, a fungao é
continua. Isto pode ser constatado facilmente usando os resultados do capitulo 2. Em
particular a existéncia do ponto de minimo de C(z) é garantida pelo teorema de Weiers-

trass.

Aplicacdo do Método da Secio Aurea

Como enfatizamos no "Problema das Caixas", é muito importante que os alunos
desde cedo se familiarize com a utilizacao de tecnologias computacionais no ensino da

matematica.

Para isso, vamos abordar o Método da Secdo Aurea aqui usando diretamente uma
planilha eletronica. Ela permite que as contas sejam feitas de forma bem mais rapida
a0 mesmo tempo que nos permite estabelecer relacées entre valores. Suponha entao que
queremos achar o valor de x que minimize C'(x) para 0 < x < 2000. Suponha que o erro

maximo que queremos admitir seja 0,001.

Assim para que o erro seja menor que 0,001 devemos ter que,
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Vi-1\" Vi—1\" log(5.1077)
— — _ 0g(o.

(2000—0) < 0,00l = [ ——— | <5107 " =k>—1" "~ —]>30,15
( 2 ) ( ) <0, ( 2 > log(0,618034) ’

Assim teremos de fazer no minimo 31 itera¢des para conseguirmos a precisao desejada.
Algo no minimo trabalhoso de se fazer apenas com lapis, papel e uma calculadora nao

acha?
Vamos a planilha.

Os passos sao:

1. Abra uma planilha eletronica (use o Calc do BrOffice).

2. Na linha 5 escreva : ITteracao(K),art1, bet1, Uki1, Zet1, f(Wes1), f(2rt1) bkgr —

ajy1, respectivamente nas colunas A,B,C,D.E,F.G e H.
3. Digite na célula A6 o valor 0 (zero).

4. Na célula "AT7"digite "= A6 + 1"e arraste a féormula clicando no extremo inferior

direito até a célula "A37".

5. Escreva nas células "B6"e "C6"os valores 0 (zero) e 2000, respectivamente.

6. Na célula "D6"escreva a formula "= B6 + ((3 — RAIZ(5))/2)*(C6 — B6)".

7. Na celula "E6"escreva a formula "= B6 + ((RAIZ(5) —1)/2)*(C6 — B6)".

8. Na celula "F6"escreva a formula "= (2000— D6)*312+(RAIZ(D6"2+500"2)*640)".

9. Na celula "G6"escreva a formula "= (2000— E6)*312+(RAI Z(E6"2+4500"2)*640)".
10. Na célula "H6"escreva a féormula "= C'6 — B6"
11. Na célula "B7"escreva a formula "= SE(F6 <= G6; B6; D6)".
12. Na célula "C7"escreva a formula "= SE(F6 <= G6; E£6;C6)".

13. Na célula "D7"escreva a formula

"= SE(F6 <= G6; BT + ((3 — RAIZ(5))/2)"(CT — BT): E6)".

14. Na célula "ET7"escreva a formula

"= SE(F6 <= G6; D6; BT + (RAIZ(5) — 1)/2)*(CT — BT))".



15. Por fim, use o recurso de arrastar para estender as formulas das células

||B7H ||C7H HD7H HE7H HF6H |1G6|le ||H6Haté a linha 37
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Pronto! a planilha esta pronta. Observe que o erro ao se tomar qualquer z3s € [aga, bss)

¢ menor que 0,001. Basta notar o valor contido na célula "H37".

Abaixo segue a tabela formada com a planilha feita acima, onde destacamos o valor

da célula "H37"na linha da iteracao 31.

lteracdo (K) ak:1 b1 Vit Zk+1 fiyke) fizis1) b1 — @k
0 0,00000 2000,00000 763,93202 1236.06798 969981.31758 1091700,82824 2000,00000
1 0,00000 1236,06798 472 13595 763,93202 916812 77346 969981,31758 1236,06798
2 0,00000 763,93202 29179607 472 13595 903466,53575 916812,77346 763,93202
3 0,00000 472 13595 180,33989 29179607 907912 15218 903466 53575 472,13595
4 180,33989 47213595 291,79607 360.67977 903466,53575 906037.07154 291,79607
5 180.33989 36067977 249 22359 291,79607 90379117091 903466,53575 18033989
6 249 22359 36067977 291,79607 318,10730 90346653575 904023,96917 111,45618
i 249 22359 318,10730 27553483 291,79607 90340500342 903466,53575 68,88371
g 249 22359 29179607 265 48483 27563483 90348007296 90340500342 42 57247
9 265 48483 29179607 27553483 281,74607 90340500342 903402 17590 26,31123
10 275 53483 291, 79607 28174607 285 58483 90340217590 903416,78832 16,26124
11 275 53483 285 58483 279,37359 28174607 90339937336 903402 17590 10,05000
12 275 53483 281, 74607 277 907N 279,37359 90340003601 90339937336 6,21124
13 277.90731 281,74607 279,37359 280,27980 903399.37336 903399,87967 3.83876
14 277.90731 280.27980 278.61352 279,37359 90339941000 903399,37336 237248
15 278,81352 28027980 279,37359 279,71973 90339937336 903399.48430 1.46627
16 278,61352 279,71973 279,15966 279,37359 903399.35581 903399.37336 0,90621
1T 278,81352 279,37359 27902745 279,15966 903399 36446 903399, 35581 0,56007
18 27902745 279,37359 279,15966 279,24137 903399.35581 903399.357TN 0,34614
19 27902745 27924137 27910916 279,15966 90339935735 903399, 35581 0,21393
20 27910916 27924137 27915966 279,19087 903399, 35581 903399, 35594 0,13221
21 27910916 279.19087 27914037 279,15966 903399,35614 903399,35581 0.08171
22 27914037 279.19087 279.15966 27917158 903399,35581 903399,35576 0.05050
23 27915966 27919087 27917158 279.17895 90339935576 903399,35579 0,03121
24 27915966 27917895 27916703 27917158 903399.35577 903399,35576 0,01929
25 27916703 27917895 27917158 27917440 90339935576 903399 35577 0,01192
26 279 16703 279 17440 27916984 27917158 903399.35576 903399.35576 0,00737
27 279 16703 279 17158 27916877 279,16984 90339935576 903399 35576 0,00455
28 279 16877 279 17158 279,16984 27917051 903399 35576 903399, 35576 0,00281
29 279,16984 27917158 279.17051 27917092 903399,35576 903399,35576 0.00174
30 279.16964 27917092 27917025 27917051 90339935576 903399,35576 0.00107
Byl 279.16984 27917051 27917010 279,17025 903399.35576 903399,35576 0,00066

Figura 30: Tabela do Problema do Abastecimento de Agua

Portanto para que o custo C'(x) da obra seja minimo (e levando em consideragao a

aproximacao desejada) podemos tomar x = yso = 279, 17 metros.
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O Grafico de C(z) pode ser visto abaixo onde usamos o GeoGebra.

[ atvicasezoab e
|| Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Y

C(x) = 312.(2000 — z) + 640./2? 4 500*

Figura 31: Gréfico da fun¢do C(x) no GeoGebra

4.4 O PROBLEMA DA FORCA MINIMA

Descricao do Problema

Descrevo agora um problema que apareceu em sala de aula ha um certo tempo atréas.

Trata-se de um problema fisico com alguns desdobramentos.

Ao entrar em sala de aula observei que os alunos estavam fazendo um exercicio de

fisica que estava posto no quadro negro.
O problema era o seguinte:

Um menino deseja deslocar um bloco de madeira sobre o chao horizontal
puxando uma corda amarrada ao bloco. Sabendo-se que o coeficiente de atrito
estatico entre a madeira e o chao vale 0,4, que a massa do bloco é 42 kg e que
a aceleracio da gravidade é igual a 10m/s? , e considerando /3 = 1,7, qual a
intensidade da forga que o menino deve puxar a corda para deslocar o bloco,

se a diregao da corda forma com o chao um angulo de 60°?

Um estudante me questionou se eu saberia resolver e entao nos dispusemos a pensar

no problema.

Primeiro concordamos que as forcas envolvidas eram: a forca que o menino deveria
fazer para mover o objeto (F'), o Peso do bloco (P = mg), a forca Normal (N) no sentido
oposto ao peso e, por fim, a for¢a de atrito (F, = pN). Os alunos entenderam que as
componentes horizontal e vertical da forca F' eram F, = F.cos(60°) e F,, = F.sen(60°). A

figura abaixo resume nosso esquema.
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1LN

FO 4 s

Figura 32: Esquema de forcas

Na vertical temos que:

Fr=0= N+ F.sen(60°) — P =0 = N = P — F.sen(60°).

J& na horizontal temos que:

Fr=m.a = F.cos(60°) — u.N = 0 = F.cos(60°) — u.(P — F.sen(60°)) = 0 =

n.am.q
—> F.c0s(60°) + F.sen(60°)u — pu.P =0 = F =
cos(60°) + F.sen(60°)p — u c0s(60°) + p.sen(60°) (%)

Substituindo os valores de p, m, g, cos(60°) e sen(60°) temos:
0,4.10.42
F =
1/2 4 (v/3/2).0,4

Portanto o menino deve fazer uma forca de intensidade /' = 200N para mover o bloco.

— F' = 200N

Assim chegamos a resposta do problema.

Desdobramentos

Hoje, pensando no problema, um questionamento poderia ter sido feito: Existe um
angulo 6 que proporciona uma forca minima a ser feita pelo menino afim de mover o

objeto?

Como parece ser consenso de que o angulo 6 (em radianos) deve satisfazer
0 <0 < 7/2, o que queremos com esta pergunta ¢ descobrir o angulo 6 neste intervalo

que minimiza a funcao:

168

F®) = 0,4.sen(6) + cos(0)
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Observemos para o professor que esta pergunta nao é trivial para alunos do ensino
médio pois nao se trata de uma funcao quadratica. Além disso, talvez pareca demasiada-

mente dificil para os alunos encontrar tal valor de 6 se é que este existe.

Claro que o professor tomado pelos resultados do capitulo 2 podera chegar a conclusao
de que o valor de 6 que minimiza F' existe, ja que F' é uma funcao continua no intervalo

citado. Entendemos que reside ai a importancia dos resultados do capitulo 2 neste texto.

Aqui sugerimos que o professor questione os alunos com relagao a maneira de se fazer
F(0) ser minima. Entendemos que os alunos devem notar que F(f) serd minima se a

expressao no denominador 0,4.sen(f) + cos(f) for maxima.

Agora talvez seja o momento ideal para que o professor possa introduzir as funcoes
trigonomeétricas f(0) = sen(f) e g(6) = cos(f). Neste momento, em que os alunos estardo
certos de que basta encontrar o valor de 6 para que a expressao 0,4.sen() + cos(0) seja a
maior possivel eles se depararam com mais um desafio: no intervalo [0, 7] a fungao sen(0)
é estritamente crescente enquanto que a funcao cos(f) é estritamente decrescente, logo
como saber o valor de 6 que faz 0,4.sen(f) + cos(f) ser o maior possivel se 0,4sen(6)

aumenta enquanto cos(6) diminui?

Acreditamos que estes questionamentos podem enriquecer a atividade ao mesmo

tempo que fortalece ainda mais a utilidade dos métodos numéricos.

Abaixo segue uma figura feita no GeoGebra que ilustra o questionamento.

€2 seno e coseno. ggb [

Arquivo_ EditarExbir Opgdes Ferramentas Janela Auda
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5 c=(0,1)

S o 152r-152 9(8) = cos(8) £(8) = sen(8)
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Entrada: Cc)
X ORSERTACRO AR -~ ser T < BEGHE WEO 65

Figura 33: Grafico de f(0) = sen(f) e g(0) = cos(0)

Aplicacdo do Método da Secio Aurea

Vamos achar # com um erro menor que ¢ = 0,001 por exemplo.



Para isso, devemos ter que

Segue que,

V5 —1

2

= k > 15,29.
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T _0) < 0,001.

. log(0,002/)

log 5
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Portanto para obter a aproximacao desejada, devemos utilizar no minimo 16 iteracoes.

Podemos usar uma planilha eletronica para os calculos. Em especial, a planilha feita

para o "Problema do Abastecimento de Agua"pode ser refeita com pequenas alteracdes.

Sédo elas:

Abaixo segue a tabela obtida assim,

Agora extender as formulas até a linha 22.

Na célula "F6"colocar "= (168)/(0,4*sen(D6) + cos(D6))".

Na célula "G6"colocar "= (168)/(0, 4*sen(E6) + cos(E6))".

Na célula "B6"e "C6"colocar os valores 0 e 1,575 respectivamente.

lteracdo (K} aks1 b1 Ykt Zk+1 fryie1) fizi-1) bi+1 — ks
0 000000 1,57500 060160 0,97340 159,57562 158,08552 1,57500
1 0.00000 0.97340 0.37181 0.60160 15596999 159,57562 0.97340
2 000000 060160 0,22979 037181 157,77265 155,93999 0,60160
3 0.72979 0.60160 0.37181 045958 15598999 186.,47300 0.37181
4 0.22979 0.45958 0.31756 0.37181 156,29361 155,98999 0.22979
g 031756 045958 0.37181 040533 155,98999 166,03217 0.14202
6 0,31756 0.40533 0.35109 0.37181 15605161 155,98999 0.08777
T 035109 040533 0.37181 038461 155,95999 15598540 005425
B 037181 0.40533 0.35461 0.39253 15596540 155,99535 0.03353
g 037181 0,39253 0,37972 0.38461 155,98413 155, 98540 0.02072
10 037181 035461 0.37670 0.37972 15596522 155,96413 0.01281
11 0,37670 0,38461 0,37972 0,35159 15598413 155, 95418 0.00791
12 0.37670 0.35159 0.37857 0.37972 15596436 155,96413 0.00489
13 0,37857 0,38159 0,37972 0,38044 155,98413 155, 55408 0,00302
14 037972 0.35159 035044 0.35088 155 98408 155,96409 0.00187
15 0,37972 0,33088 0,38016 0,38044 155,98409 155, 58408 0,00115
16 0.38016 0.38088 0.38044 0.38060 155,98408 155,96408 [ 000071 |

Figura 34: Tabela do Problema da Forca Minima

Observe que destacamos (em verde!) que apos 16 itera¢oes podemos tomar qualquer

0 € [ay7,b17] que teremos um valor para € com a aproximacdo estimada. Tome, por

exemplo, 6 = y;; = 0,38044. Observe que o valor da forca minima é cerca de 155,98

Newtons.
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Note ainda que o valor encontrado para 6 estd em radianos. Transformando-o para

graus temos,
0 _ 180.(0, 38044)
s

=21,8°

Portanto o angulo que a corda deve fazer com a horizontal afim de que se mova o

bloco com o menor esforco possivel é de 21,81°.

Para o professor, convém destacar que o valor encontrado é exatamente o
arctan(p) = arctan(0,4) = 21,8°. O professor podera chegar a este resultado analitica-
mente usando os resultados do capitulo 2, em especial, os Testes da Primeira e Segunda

Derivadas.

Apenas como curiosidade apresentamos abaixo o gréfico da fungao F(6) feito no Soft-

ware GeoGebra.
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Figura 35: Grafico de F(0) = 0,4.sen(6) + cos()

Note que, mesmo ao usar diretamente o GeoGebra para plotar o grifico da funcao
F(6), o aluno observara que no intervalo onde o problema faz sentido a fungao possui ape-
nas um minimo, ou seja, é unimodal. Porém, mesmo com o GeoGebra, o questionamento

permaneceria sobre o valor de 6.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que a abordagem feita neste texto pode influenciar os professores do
ensino bésico com rela¢ao ao estudo de problemas de méaximos e/ou minimos por tra-
zer questionamentos novos e incorporar metodologias diferenciadas aos problemas desta

natureza.

Entendemos que a procura por metodologias diferenciadas para o ensino de contetidos
matematicos em sala de aula deve ser uma busca constante por parte dos professores do
ensino basico. Muitas vezes estas metodologias diferenciadas nao sao encontradas em
livros do ensino béasico, dai a importancia da pesquisa por parte do docente. Deste ponto

de vista, este texto tenta servir de fonte de consulta para os professores.

Embora muitos resultados do Célculo Diferencial e Integral nao sejam abordados
diretamente em sala de aula do ensino médio, acreditamos que o bom entendimento destes
resultados por parte do professor faz parte de uma formacao adequada destes docentes.
Tais resultados, mesmo que nao utilizados diretamente com os alunos, sao tteis no sentido
de garantir a existéncia de solu¢do para os problemas bem como fornecem (ao docente)

métodos para verificar a validade de sua solugao numérica.

Os métodos numéricos foram a alternativa que fomos buscar para conseguir transpor
as barreiras que precisdvamos na resolucao de problemas de otimizacao que aparecem no
dia-a-dia da vida moderna e que nao sao comumente tratados em livros do ensino bésico.
A aplicacao destes métodos fica mais dinamica quando lancamos mao de recursos compu-
tacionais adequados, neste texto usamos as planilhas eletronicas como recurso disponivel
para agilizar o processo. Entendemos que na resolugao de um problema de otimizacao,
os desdobramentos podem ser bem maiores que a simples utilizagao de formulas prontas
e acabadas. Podem impulsionar, por exemplo, ao estudo de planilhas eletrénicas que sao

de importancia fundamental na vida moderna.

Assim, acreditamos que o texto cumpriu seu objetivo de levar o professor a refletir

sobre sua pratica profissional em sala de aula, transformando-a em algo mais préximo
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da realidade do aluno e incorporando novas metodologias (e tecnologias) ao ensino de

matematica no ensino béasico.

Para estudos futuros penso que a andlise da implementacao de métodos numéricos
desde as primeiras séries do ensino médio é de suma importancia para o avan¢o do ensino
no pais. Acredito que com a insercao desta nova forma de ver os problemas os alunos
tenham um ganho substancial na capacidade de resolver situagoes problemas diversas.
Talvez um estudo feito a longo prazo possa indicar e quantizar os reais ganhos para a

educagao brasileira neste cenério.
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