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RESUMO

Consideramos os campos vetoriais C! sobre uma variedade riemanniana compacta, sem
bordo, de dimensao finita n, com n > 3. Uma classe homoclinica de um campo vetorial
é o fecho de conjunto de pontos homoclinicos transversais associados com uma érbita
periodica hiperbdlica. Neste trabalho, provamos que as classes homoclinicas para um
conjunto residual de campos vetoriais C!' sdo conjuntos neutrais, mais ainda, a classe
homoclinica é a interseccao dos fechos do conjunto estéavel e o conjunto instavel. Como
consequencia das propriedades do conjuntos neutrais, provamos as propriedades genéricas

das classes homoclinicas.

Assim, provamos que as classes homoclinicas de campos vetoriais C'-genérico X sao
conjuntos transitivos maximais, saturados e que dependem continuamente da orbita
periédica. Também provamos que uma classe homoclinica de X nao apresentam ciclos
de X formados por classes homoclinicas de X. Além disso, uma classe homoclinica de
X é isolado se, e somente se, é (2-isolado. Mais ainda, é isolado, se a classe homoclinica
¢ hiperbodlica. Todas estas propriedades sao bem conhecidos para campos vetoriais

estruturalmente estdveis e Axioma A.

Palavras-chave: Campos vetoriais C'-genéricos. Conjunto Lyapunov estavel. Conjunto

neutrais. Hiperbolicidade. Classe homoclinica.



ABSTRACT

We consider the vector fields C! on a compact Riemannian manifold, boundaryless of
finite dimension n, with n > 3. A homoclinic class of a vector field is the closure of the
set transverse homoclinic point associated with a hyperbolic periodic orbit. In this work,
we prove that the homoclinic classes for a residual set of vector fields O, are neutral sets,
moreover, the homoclinic class is the intersection of the closure the stable set and unstable
set. As a consequence of the properties of the neutral sets, we prove the generic properties

of homoclinic classes.

Thus, we proved that in the homoclinic classes of generic C! vector fields X are maximal
transitive sets, saturated and depend continuously on the periodic orbit. We also proved
that a homoclinic class X, does not exhibit cycles of X formed by homoclinic class of
X. Furthermore, homoclinic class X is isolated if it only if it is 2-isolated. But still, it
is isolated, the homoclinic class is hyperbolic. All these properties are well known to

structurally stable vector fields and Axiom A.

Key-words: Generic-C' vector field. Lyapunov stable set. Neutral set. Hyperbolicity.

Homoclinic class.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos o artigo de Carballo, Morales e Pacifico [7], trabalho no
que concerne a propriedades das classes homoclinicas para campos vetoriais C'-genéricos

sobre uma variedade riemanniana compacta, sem bordo, de dimensao finita n, com n > 3.

1.1 INTRODUCAO HISTORICA

A classe homoclinica de um campo vetorial é o fecho de 6rbitas homoclinicas
transversais associadas a uma Orbita periddica hiperbodlica. Em 1890, foi a primeira vez
que os pontos homoclinicos transversais foram construidos por Poincaré em seu premiado
ensaio [21]. Onde a existéncia destes pontos homoclinicos implicou a nao-convergéncia de
certas expressoes da série de poténcia para solugoes de um sistema halmitoniano, que era
comparavel com o sistema hamiltoniano descrevendo o problema dos trés corpos restrito.
Isso indicava que certas informagoes qualitativas, como a estabilidade, nao foi obtida por o
método analitico de séries de poténcias. Além disso, percebeu que a érbitas homoclinicas

transversais sao ponto de acumulacao de outros pontos homoclinicos.

Em 1935, Birkhoff [4] mostrou que cada 6rbita homoclinica transversal de um
difeomorfismo é acumulado por drbitas periddicas. Em 1965, Smale [24] generalizou este
resultado em dimensdes superiores, mostrando que uma 6érbita homoclinica transversal
estd contida em um conjunto hiperbdlico (neste caso, a ferradura) em que as érbitas
peridodicas sao denso. Dizemos que um conjunto compacto e invariante é transitivo para
um campo vetorial X se é w-limite de uma das suas érbitas. Assim, classes homoclinicas

sdo conjuntos compactos, invariante e transitivos (Ver Secao 2.6).

Dizemos que um campo vetorial X € X"(M), r > 1, é C"-estruturalmente estdvel se
existe uma vizinhanca V de X em X"(M), tal que Y € V é topologicamente equivalente a
X. Se assumirmos que o conjunto nao errante {2(X) é hiperbdlica e se os pontos periddicos
de X s@o densos em Q(X) , entao dizemos que X satisfaz Axioma A. Por outro lado,
um campo vetorial Axioma A satisfaz a forte condi¢ao de transversalidade, se W§(x) é
transversal a W¥(z) em tudo x € M. Em 1970, Palis e Smale conjecturam em [19] que X
é C" estruturalmente estavel se, e somente se, X satisfaz Axioma A mais forte condicao de

transversalidade. Esta conjetura foi demostrada em [28] para o caso do fluxo.

Para campos vetoriais Axioma A tem-se que Q(X) = AjU...UA e assim podemos
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escrever o conjunto nao errante como uma uniao finita de conjuntos disjuntos, compactos,
invariante, transitivo e isolado. Este é o contetido do Teorema de Decomposicao Espectral
de Smale [25, Theorem 5.2, p. 823]. O conjunto nao errante de um campo vetorial nao
singular Axioma A se divide em uma uniao disjunta finita de classe homoclinica [20,
Chapter 0, p.3]. Assim, as classes homoclinicas para campos estruturalmente estaveis e
Axioma A, sdo conjuntos conjuntos disjuntos, compactos, invariante, transitivo e isolado.
Porém, os campos estruturalmente estaveis e Axioma A, nao sao conjuntos densos no

espago dos campos vetoriais C' em M, com n > 3. Ver [26] e [17] respectivamente.

1.2 ANUNCIO DOS RESULTADOS

Neste trabalho iremos provar as propriedades mencionadas na se¢do anterior para
C' campos vetoriais em uma n-variedade M compacta e sem bordo (nem estruturalmente
estavel nem Axioma A sdo assumidos). Em particular, todas as propriedades mencionadas

vale para um conjunto denso de C'' campos vetoriais em M.

Dizemos que um conjunto compacto invariante B ¢ isolado se B = ;e g X:(U) para
alguma vizinhanga compacta U de B e sera Q-isolado se Q(X) \ B é fechado. Dizemos que
um conjunto A é saturado se A = W5 (A)NWE(A), onde W5 (A) e W5 (A) sdo os conjuntos
estaveis e instaveis de A. Um conjunto compacto e invariante A C M de um campo vetorial
X é chamado hiperbolico se existe uma decomposicao continua D X-invariante do fibrado
tangente de M restrito a A, T\M = E35 ® EX @ EY, tal que E4 é contrator, EY é expansor
e EY denota a dire¢do do campo vetorial X. Seja p um ponto periédico hiperbélico para
um campo vetorial X € X'(M). A classe homoclinica de p denotada por Hx(p), é o fecho

do conjunto de intersegOes transversais entre a variedade estavel e instavel de p, isto é,

Hx(p) = Wi(p) h W (p).

Se H ¢ uma classe homoclinica de X entdo ¢ um conjunto saturado [2, p. 371]. Um
ciclo de X é um conjunto finito de conjuntos compactos invariantes Ag, A; ... A, tal que

A, = Ay, Ao, Ay, ..., A,_1 sdo disjuntos, e
(W(A) \ Ai) 0 (WE(Aig1) \ Aiga) # 0, para todo i =0,...,n — 1.

Se o campo ¢é estruturalmente estavel, nao ha ciclos formados por classes homoclinica.

Um conjunto transitivo A é transitivo maximal se para todo conjunto transitivo T' tal que
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TNA # ) temos que T'C A. No caso de Axioma A sem ciclos, as classes homoclinicas sao

conjuntos transitivos maximais [5, p. 136].

Um subconjunto de um espaco topologico é residual se inclui um conjunto que é
uma intersegdo de abertos densos. Dizemos que X € X'(M) é genérico se X pertence a
algum subconjunto residual de X!(M), e, dado um aberto U € X'(M) e uma propriedade
P, dizemos que um campo vetorial genérico em U satisfaz P se existe um subconjunto

residual R de U tal que todo elemento de R satisfaz a propriedade P.

O seguinte teorema nos diz que, classes homoclinicas de campos vetoriais C*

genéricos satisfazem propriedades andlogas.

Teorema A. As sequintes propriedades cumpre-se para um subconjunto residual de campos

vetoriais X em X*(M):

1. As classes homoclinicas de X sao conjuntos transitivos maximais de X. Em particu-

lar, classes homoclinicas diferentes sao disjuntas.
2. As classes homoclinicas de X sdo conjuntos saturados.

3. As classes homoclinicas de X dependem continuamente da orbita dada, isto €, a

aplicagao p € Per(X) — Hx(p) € semicontinua superiormente.
4. Uma classe homoclinica de X € isolada se, e somente se, é Q-isolada.
5. As classes homoclinicas hiperbolicas de X sao isoladas.
6. Nao eziste ciclos de X formados por classes homoclinicas de X .

7. X tem um numero finito de classes homoclinicas se, e somente se, a unido das

classes homoclinicas de X ¢é fechada e cada classe homoclinica de X ¢é isolada.

1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

O texto esta dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentaremos resultados gerais de Equacoes Diferenciais Ordinarias,
Topologia C" com r > 1 e Dinamica Hiperbdlica necessarios para as demostracoes ao
longo deste trabalho. Nestes incluimos o Lema de Inclina¢ao (Lema 2.54), Closing Lemma

(Lema 2.62), Closed Orbit Theorem Connecting Lemma (Lema 4.4).



14

No Capitulo 3 apresentaremos o conceito de estabilidade de Lyapunov e suas
caracterizagoes. Além disso, estudamos conjuntos compactos invariantes A de X € X'(M),
satisfazendo A = At N A~, onde A* ¢é Lyapunov estavel para +X. Tais conjuntos serdo
chamados conjuntos neutrais. Apresentaremos e provaremos suas principais propriedades,

que serao depois utilizadas para provar o teorema principal deste trabalho.

No capitulo 4 apresentamos a prova de um resultado chave: as classes homoclinicas
de campos vetoriais C! genéricos sdo conjuntos neutrais. Para isso precisaremos de dois
resultados locais que sdo os Lemas 4.12 e 4.16. A principal ferramenta técnica para provar

ditos Lemas, ¢ C'-Connecting Lemma [29, Theorem E, p. 5214].

No Capitulo 5 apresentamos a prova do resultado principal do trabalho. Este esta
basado na prova de que toda classe homoclinica de campos vetoriais C! genéricos sao

conjuntos neutrais (Teorema 4.20) e as principais propriedades dos Conjuntos Neutrais

(Capitulo 2).
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2 PRELIMINARES

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Nesta secao apresentaremos defini¢oes e alguns resultados da Teoria de Equagdes
Diferenciais Ordinarias. Para fazer isso de maneira precisa usamos a seguinte notacao.
M é uma n-variedade riemanniana suave, compacta e sem bordo. A referéncia para essa

segao é [18].

Definicdo 2.1. Seja M™ C IR* uma variedade diferencidvel. Um campo vetorial de classe
C" em M é uma aplicacdo de classe C" X : M — IR* que, a cada ponto p € M, associa
um vetor X (p) € T,M. Isso corresponde a uma aplicacdo C" X : M — T'M tal que

mo X ¢ aidentidade em M, onde 7 é a projecao natural de T"M em M.

O conjunto de campos vetoriais C" em uma variedade compacta M provido da

topologia C" é um espago topoldgico que denotamos por X" (M), com r > 1.

Defini¢ao 2.2. Uma curva integral de X € X" (M) passando por um ponto p € M é uma
aplicacio de classe O™« : I — M, onde I é um intervalo contendo 0, tal que a(0) = p
e d/(t) = X(a(t)), para todo t € I. A imagem da curva integral é chamada de ¢érbita ou

trajetoria.

Agora , se f: M — N é um difeomorfismo de classe C"*! e X € X"(M), entao
definimos Y = f,X por Y(p) = Df, - X(p) com ¢ = f(p). Neste caso Y, é um campo

vetorial de classe C" em N.

Se aw: I — M é uma curva integral de X, entdao foa : I — N é uma curva
integral para Y. Em particular, f leva trajetorias de X em trajetorias de Y. Assim, se
¢:UC M — Uy C IR" é uma carta local, Y = ¢,X é um campo de classe C" em Ug;

dizemos que Y é a expressao de X na carta local (U, ¢).

Com essas consideragdes, os teoremas locais sobre existéncia, unicidade (Teoremas
de Picard e de Peano, ver em [27]) e diferenciabilidade de solugoes estendem-se a campos

vetoriais definidos em variedades. Isso se traduz na proposicao dada a seguir.

Proposicao 2.3. Sejam E um espaco de Banach e F': E x M — T M wuma aplicag¢do
C", r>1, tal que mo F(\,p) = p, onde m : TM — M € a proje¢ao natural. Para todo
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X € F epg € M, existem vizinhancas W de \g em E, V de py em M, um numero real
e > 0 e uma fungio de classe C" ¢ : (—e,e) x V. x W — M tais que ¢(0,p,\) = p
e aatgo(t,p, A) = F(\ @(t,p,N) para todo t € (—e,e), p e V e X € W. Além disso, se
a: (—e,e) — M € uma curva integral do campo Fy = F()\,-) com a(0) = p, entdo
a=gpn =90, \).

Proposicao 2.4. Sejam I,J intervalos abertos e a : [ — M, 3 : JJ — M curvas
integrais de X € X"(M), r > 1. Se a(to) = B(to), para algum ty € INJ, entao a(t) = B(t)
em I N J. Conseqiientemente existe uma curva integral v : I UJ — M, que coincide com

a, em I, e com B, em J.
Demonstragio. A demostragao pode ser encontrada em [18, Proposi¢ao 1.2, p. 11]. O

O seguinte resultado vem para definir um fluxo global induzido por um campo
X € X"(M). A demostragao deste resultado pode ser encontrada em [18, Proposicao 1.3,
p. 12].

Proposicao 2.5. Sejam M uma variedade compacta e X € X" (M). Existe em M um fluzo

global de classe C" para X, isto é, uma aplica¢io ¢ : IR x M — M tal que ¢(0,p) =p e
0

Dados um campo vetorial X € X" (M) e ¢ : IR x M — M o fluxo induzido por
X, para cada t € IR, podemos definir a aplicacdo X; : M — M, tal que X;(p) = ¢(t,p).

Corolario 2.6. A aplicacio X;, com t € IR, é um difeomorfismo de classe C". Além

disso, Xog = Id, X415 = Xi o X para todo t, s € IR.

Sejam X € X"(M) e Xy, t € IR, o fluxo de X.

Definicao 2.7. Seja p € M. Definimos a drbita de p pelo fluro X;, como sendo o conjunto

Ox(p) = {Xi(p) : t € R}.

Denotamos por O%(p) e Ox(p) as érbitas futura e passada de p, respectivamente, isto &,

Ox(p) = {Xu(p) : t > 0} e Ox(p) = {Xu(p) : t < 0}.
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Observagio 2.8. Seja Y € X"(M). Dados p,q € M entdao Oy(p) N Oy(q) = 0 ou
Oy (p) = Oy (q). Com efeito, suponhamos que Oy (p) N Oy (q) # 0. Seja r € Oy (p) N Oy (q)
entao existem t1,t, € IR tais que r = Y, (p) e r = Y;,(¢). Dado a € Oy (p) entdo existe
T € IR tal que a = Yr(p). Observe que

YT—t1+t2 (Q) =Yr, (Y;ﬁz (CI)) =Yr (T> = YT(Y—t1 (T)) = YT(p) = a.

Desta maneira a € Oy (q) e portanto Oy (p) C Oy (q). A outra inclusdo é andloga. Portanto

Oy (p) = Oy(q). Isso prova a observagao.

Definigao 2.9. Dados X € X"(M) e p € M, definimos o segmento de drbita de p pelo
fluro Xy, como sendo o conjunto {X¢(p) : a <t < b}, denotado por X, (p).

Observagao 2.10. O conjunto X, (p) é um conjunto fechado em M. Com efeito, seja
a aplicdo @ : [a,b] — M tal que ®(t) = X,(p). Assim ® é continua em [a,b] entdao
®([a,b]) = Xpp(p) é compacto. Como M é um espago métrico, temos que X4 (p) ¢

fechado. Isto prova a observacao.

Defini¢ao 2.11. Dizemos que o € M é uma singularidade para um campo X € X" (M)
se X(0) =0 . O conjunto dos pontos de singularidades de X serd denotado por Sing(X).

Diremos que um campo vetorial é nao-singular se ele nao admite singularidades.

Observagao 2.12. Temos que ¢ € Sing(X) se, e somente se, Ox(c) = {o}. Com efeito,
como o € Sing(X) entdo X (o) = 0. Definimos ¢ : IR — M tal que ¢(t) = o, para todo
t € R. Assim, ¢/(t) = 0= X(0) = X(¢(t)), para todo ¢t € IR. Como ¢(0) = ¢ entdo ¢
é uma curva integral passando por o. Como ¢(0) = Xy(o), entao pela Proposicao 2.4
temos que ¢(t) = X;(o) para todo t € IR. Portanto X;(c) = o para todo t € IR. Isto é,
Ox (o) = {o}. Reciprocamente, se Ox (o) = {c}, para todo ¢t € IR. Entao

X(o) = X(Xi0)) = ;Xt(a) = 0.

Portanto, o € Sing(X).

Defini¢ao 2.13. Uma drbita periddica de X é uma 6rbita Ox(p) tal que Xr(p) = p para
algum T > 0 e X;(p) # {p} para 0 < ¢t < T. Neste caso dizemos que p é um ponto periédico
de X. O nimero T > 0 é chamado periodo de p e denotado por wx(p). Denotaremos por

Per(X) o conjunto de todas as drbitas periodicas de X.
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Observacao 2.14. Uma 6rbita é compacta se, e somente se, ela é uma singularidade
ou uma Orbita periédica. Com efeito, seja Ox(p) uma 6érbita compacta de X € X" (M).
Seja ¢ : IR — M tal que p(t) = X;(p) para todo t € IR. Suponhamos que ¢ nao é
injetiva, pois, se fosse injetiva, entdo ¢ seria um homeomorfismo sobre sua imagem, isto é,
©(IR) = Ox(p). Como Ox(p) é compacta entdo IR é compacta, o qual é uma contradigao.
Logo ¢ é ndo injetiva. Entao ¢ é constante ou existe ¢ty € IR tal que ¢(ty) = p. Isto é,
X:i(p) = p para todo t € IR ou existe ty € IR tal que Xy, (p) = p. Como Xy(p) = p, entdo
Ox(p) é uma singularidade ou uma érbita periodica. Reciprocamente, se p € Sing(X)
entdo pela Observagao 2.12 temos que Ox(p) = {p}, o qual é um conjunto compacto. Se
Ox(p) fosse periddica entao existiria T > 0 tal que Xp(p) =pe Xy(p) #pse 0 <t <T.
E claro que, Ox(p) = Yjo,r)(p). Logo, pela Observagao 2.10 temos que Y[y r)(p) ¢ fechado e

portanto é compacto, pois Yjor)(p) C M.

Defini¢dao 2.15. Um elemento critico de um campo X € X"(M) é um ponto p € M que

¢ uma singularidade ou pertenente a uma orbita peridédica. O conjunto
Crit(X) = Sing(X) U Per(X).
¢é o conjunto dos elementos criticos do campo vetorial X.

2.2 TOPOLOGIA NO ESPACO DE CAMPOS VECTORIAIS C*

Nesta secao introduzimos a topologia natural no espaco de campos vetoriais de
classe C' em uma variedade compacta n-dimensional M. Além disso, apresentaremos
as nocgoes sobre conjuntos residuais e a definicio de um campo vetorial Cl-genérico

X € XY(M). A referéncias para essa secio é [16] e [18].

Dados X,Y € X'(M), definimos
d(X,Y) = sup{[|X () = Y(2)[[} e d(DX, DY) = sup{[| DX (z) — DY ()]}

Na verdade a definigdo usa cartas locais. Para maiores detalhes veja [18].

Dizemos que dois campos X,Y € X!'(M) estao e — C! prézimos se:

max{d(X,Y),d(DX,DY)} < e.
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Em particular, a notagao X,, — X significa que os campos X,, € X'(M) convergem a X €
X(M) na topologia C'. Vejamos agora uma noc¢io de saber quando duas subvariedades

sao € — C! préximas.

Definicdo 2.16. Sejam S e S’ subvariedades C" de M e € > 0. Dizemos que S e S’ estao
e — C! prézimos se existe um difeomorfismo C", h : S — S’ C M, tal que i’ o h estd

e — C! préoximos de 4. Aquii: S — M ed' : S — M denotam as inclusdes.

Considere o espaco C'(M, IR") formado pelas aplicagoes de classe C! definidas
na variedade compacta M com imagem em IR". Como C*(M, IR") é um espago métrico
completo, temos que este ¢ um espago de Baire. Mais ainda, C'(M, IR") é um espago

separavel, isto é, possui uma base enumerdvel de abertos (ver [18, p. 23]).

Consideremos 7 : TTM — M a projecao natural do fibrado tangente na variedade
compacta M, tal que 7o X é a identidade em M. A partir disso, vemos que X'(M) é um
subconjunto fechado de C*(M, IR™), pois M estd imersa em algum R", logo T,M C IR".

Assim X'(M) é um espacgo de Baire separdvel (Ver Proposicio A.14).

Precisamos definir um conjunto "grande'no qual os resultados deste trabalho

cumprem-se.

Definicao 2.17. Dizemos que o conjunto R C M é um conjunto residual se é a intersegao

enumeravel de subconjuntos abertos e densos de M.

Observacgao 2.18. A intersecao enumeravel de subconjuntos residuais é um conjunto

residual.

Os conjuntos residuais sdo ainda mais interessantes quando estamos num espago
topolégico de Baire onde todo subconjunto residual ¢ denso (Ver Lema A.10). Assim
entendemos por conjunto residual num espago topolégico de Baire como conjuntos topologi-
camente grandes. Tais conjuntos serao os candidatos para quais os resultados cumprem-se.

Para isso precisamos da seguinte definicao.

Definigao 2.19. Dizemos que um campo vetorial X € X!'(M) é genérico (ou C'-genérico)
se existe um conjunto residual R C X'(M) tal que X € R. Dados um conjunto aberto
U de X'(M) e uma propriedade P, dizemos que um campo vetorial é genérico em U e

satisfaz P se existe um conjunto residual R de U tal que todo elemento de R satisfaz P.
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Estamos interessados em espacos de campos vetoriais de classe C* em M munidos
com a topologia C*. Isto é importante, pois nos permitem realizar perturbacoes locais.
Estas sao usadas no Connecting Lemma e Closing Lemma. Em topologias mais altas estes

resultados estdo em aberto.

2.3 CONJUNTOS LIMITES

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos sobre conjuntos invariantes, transitivos e
conjuntos, que num sentido informal suportam a dindmica assintética do sistema. As

referéncias para essa segao ¢ [8] e [18].

Definigao 2.20. Dizemos que um conjunto A C M é invariante (ou X-invariante) para

o campo vetorial X se X;(A) = A para todo t € IR.

Proposigao 2.21. Seja A C M um conjunto invariante para o campo vetorial X. Se
a € A entdo X(a) € A para todo t € IR. Em particular, A é invariante para o campo

vetorial X.

Demonstragio. Seja a € A. Dado t € IR, fixo e arbitrdrio, tomemos b = X;(a). Seja U,
uma vizinhanga de b. Pelo Corolario 2.6 temos que X; é um difeomorfismo. Assim X_,(Uy)
é uma vizinhanga de a. Como a € A entdao X_,(U,) NA # (. Assim existe ¢ € X_,(U,) NA.
Logo Xi(c) € Uy e como A é invariante temos X;(c) € U, N A. Como U, é uma vizinhanga
arbitraria de b, entdao X,;(b) € A. Agora vejamos que A ¢ invariante pelo fluxo X; para
todot € IR. Dado t € IR. Seja a € A, entdo pelo feito acima, temos que X _;(a) € A, assim
a € X¢(A). Portanto A C X;(A). A outra inclusdo segue-se pelo feito acima. Portanto
A = X;(A) para todo t € IR. O

Definigao 2.22. Seja X € X'(M). O conjunto w-limite de um ponto p € M, denotado
por wx(p), é o conjunto dos pontos ¢ € M tais que existe uma sequéncia (t,),eny com

t, — +o0 e Xy, (p) — ¢, quando n — +o0.

Analogamente, definimos o conjunto a-limite de um ponto p € M, denotado
por ax(p), é o conjunto dos pontos g € M tais que existe uma sequéncia (t,),eny com

t, — —o0 e X;, (p) — ¢, quando n — +00.

Intuitivamente, ax(p) é onde a 6rbita "nasce'e wx(p) onde ela "morre".
9
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Observacao 2.23. O conjunto a-limite de p para um campo X é o conjunto w-limite de

p para o campo —X.

A seguir discutiremos algumas propriedades gerais do conjunto w-limite de p para

o campo X.

Proposicao 2.24. Sejam X € X" (M), M uma variedade compacta e p € M. Temos:

1. wx(p) # 0.
2. wx(p) € fechado.
3. wx(p) é invariante pelo fluzo de X.

4. wx(p) € conexo.

Demonstragio. Ver [18, Proposicao 1.4, p. 17]. O

Proposicao 2.25. Seja p € M, tem-se:

1. Se g € O(p), entiao wx(q) = wx(p).
2. Se q € wx(p), entio wx(q) C wx(p).

3. Se p € Per(X), entio Ox(p) = wx(p).

Demonstragio. Ver [8, Segao 6.1, p. 234-235]. O

Observacgao 2.26. As propriedades acima sdo, obviamente, validas para o conjunto

a-limite. Isto é devido a Observagao 2.23.

Definigao 2.27. Seja X € X"(M). Dizemos que p € M é ndo errante para X, se para
todo T' > 0 e toda vizinhanca U, de p existe t > T tal que X;(U,) N U, # 0. O conjunto

do pontos nao errantes de X é denotado por (X). Assim temos

Q(X) ={p € M : para todo Up vizinhanca de p e T' > 0 existe t > T' tal que
Xt<Up) N Up # Q)}

Proposicao 2.28. Para cada p € M tem-se que wx(p) C QUX) e ax(p) C QX).
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Demonstragio. Dado p € M. Seja ¢ € wx(p), entdo existe uma sequéncia (t,)n,en com
tn, — +00 e Xy, (p) — ¢, quando n — +00. Sejam U, uma vizinhanca de ¢ e T > 0.

Entao existe n, € N tal que

X, (p) €U, e t, >T, paratodon > ny. (2.1)

Como t, — 400, entio existe um ¢ > T tal que by = tng + t para algum k € N.

Tomemos r = X, (p) € U,. Assim X;(r) € X;(U,).
Por outro lado, por (2.1) temos
Xi(r) = Xi(Xs,, (p) = Xtytn, (p) = X4, (p) € U,

Assim, temos que existe # > T tal que X;(r) € X;(U,) N U,. Portanto ¢ € Q(X).

Analogamente cumpre-se que ax(p) C Q(X). O

A seguir discutiremos algumas propriedades gerais do conjunto Q(X).

Proposigao 2.29. Seja X € X'(M)

1. Q(X) ¢é nao vazio.
2. Q(X) € um conjunto compacto.

3. Sep € Q(X) entio X,(p) € QX), para todo t € IR. Em particular Q(X) € invariante

pelo fluxo X;.

4. Se p € Per(X), entao p € Q(X).
Demonstragio. Seja X € X'(M).

1. Como M é uma variedade compacta. Entao do item (1) da Proposigao 2.24 temos

que wy(p) # 0, logo pela Proposi¢ao 2.28 tem-se que Q(X) é nao vazio.
2. Sejap e M\ Q(X). Entao existem U, uma vizinhanca aberta de p e T' > 0 tal que
X:(U,)NU, =10, paratodo t>T. (2.2)

Afirmamos que U, NQ(X) = 0. Com efeito, suponhanmos que U, NQ(X) # (). Entao

existe ¢ € U, N Q(X). Como g € Q(X) e U, é uma vizinhanga ¢q. Entao para esse
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T > 0, existe £ > T tal que X;(U,) NU, # (). Isso é uma contradigio por (2.2). Logo
U, C M\ QX). Assim, M \ (X) é um conjunto aberto. Portanto ©(X) é fechado,

consequentemente 2(X) é um conjunto compacto.

3. Sejam p € Q(X) e f € IR. Seja V uma vizinhanca de X;(p). Pelo Corolario 2.6,

temos que X; é um difeomorfismo, assim V = X (V) é uma vizinhanca de p. Como
p € Q(X)eT >0, entdo existe t > T tal que X, (V) NV # . Como V = X;(V)
tem-se X,(V) NV # () para algum ¢ > T. Portanto X;(p) € Q(X), para todo £ € IR.

4. Seja p € Per(X). Sejam U, vizinhanca de p e T > 0. Como p € Per(X) entdo
existe £ = mx(p) o periodo de p. Logo existe n € N tal que T =ni >T. Assim,
Xi(p) = X,2(p) = p € Up,. Logo X;(p) € X4(U,) NU,. Portanto p € Q(X).

O

Definigao 2.30. Um conjunto compacto invariante A para um campo vetorial X é

transitivo se A = wx(p), para algum p € A.

Definicao 2.31. Seja A um conjunto compacto invariante para um campo campo vetorial
X. Dizemos que é topologicamente transitivo, se dados U, V' conjuntos abertos em A, existe
t >0 tal que X, (U)NV # 0.

Na seguinte proposicao apresentaremos as caracterizacoes do conjuntos transitivos.
Proposicao 2.32. Sejam X € XY(M) e A um conjunto compacto invariante para um

campo X . Entdo sao equivalentes:

1. A € transitivo.

2. Erziste p € A tal que Ox(p) = A.

3. A\ € topologicamente transitivo.

4. Eziste um conjunto residual R em A, tal que para todo p € R a orbita de p € densa

em A.

Demonstracao. Seja A um conjunto compacto invariante para um campo X.

(1) = (2) Como A é transitivo, entdo existe p € A tal que wx(p) = A. Afirmamos

que Ox(p) = A. Com efeito, e claro que Ox(p) C A, pois A é invariante para o campo
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X. Vejamos a outra inclusdo. Seja ¢ € A. Entao existe uma sequéncia (t,)nen tal que

X, (p) — q e t, — 400, quando n — +oo. Como X;, (p) € Ox(p), entdao ¢ € Ox(p).

Portanto tem-se a outra inclusao. Assim Ox(p) = A.

(2) = (3) Temos que existe p € A tal que Ox(p) = A. Sejam U,V conjuntos

abertos em A. Assim,

Uﬂ@x(p) #@eVﬂOX(p) 7&@,
logo existem 7 € UN Ox(p) e s € VN Ox(p). Assim r = Xy, (p) e s = X, (p). Sem perda
de generalidade podemos supor que ty > t;. Assim definimos t =ty — t; > 0.

Como r € U entao Xy(r) € X;(U). Por outro lado
Xt(r) - th—tl (Xt1 (p)) = Xt2 (p) =seV.

Portanto, existe ¢t > 0 tal que X;(U) NV # 0.

(3) = (4) Seja B,, uma base enumeravel da topologia induzida em A. Definimos o

conjunto A, = {y € A : X;(y) € B,,, para algum ¢ > 0}.

Afirmamos que A, é m conjunto aberto e denso em A, para todo n € N. Com

efeito, para n € N.

Seja y, € A\ A, tal que y, — y quando n — +oo. Como ¥y, € A\ A, entao
Xi(yn) € B, para todo t > 0. Assim, pela continuidade do fluxo temos que X;(y) € B,
para cada t > 0. Portanto y € A\ A,. Assim A\ A,, é fechado em A, ou seja A,, é aberto

em A.

Vejamos que A,, é denso em A. Seja U um conjunto aberto em A. Como A, é um

conjunto aberto, entdo existe ¢ > 0 tal que A,, N X,(U) # 0.
Assim, existe r € A, N X;(U). Logo existe u € U tal que r = X;(u). Por outro
lado, r € A, entdo existe > 0 tal que X;(r) € B,. Logo

X;(r) = X3(Xi(u)) = Xpy(u) onde £+t > 0.

Assim u € A,,. Portanto A, NU # 0, ou seja, A,, é um conjunto denso em A.

Definimos R = ﬂ A, um conjunto residual em A. Seja p € R. Afirmamos que
neN
Ox(p) = A, para todo p € R. Com efeito, seja U um conjunto aberto em A, entdo existe
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ng € N tal que B,,, C U. Como p € R, entao para todo m € N, existe t,,, > 0 tal que

Xi,,(p) € Byn. Assim para ng temos que X;, (p) € B,,. Portanto
Xt,,(p) € Bpy N Ox(p) CUNOx(p).

Assim prova a afirmacao.

(4) = (1) Seja R o conjunto residual em A. Seja p € R, entdao Ox(p) = A. Da

defini¢ao do conjunto wx (p) tem-se wx(p) = A. Isso encerra a prova. ]

Definicao 2.33. Dizemos que um conjunto transitivo A de um campo vetorial X é

transitivo mazimal se para todo conjunto transitivo 7" tal que TN A # () temos que T C A.

2.4 ESTABILIDADE LOCAL

Nesta se¢ao apresentaremos os comportamento topoldgico das érbitas de um campo
de vetores na vizinhanca das singularidade e érbitas periédicas. Além disso, a nogao de

conjunto hiperbdlico. As referéncias para essa secao é [1], [8],[18] e [23].

O estudo qualitativo de uma equacao diferencial consiste na descrigdo geométrica de
seu espago de Orbitas. E, entdo, natural perguntar-se quando é que dois espacos de Orbitas
tém a mesma descrig¢ao; isso corresponde establecer uma relagao de equivaléncia entre
equagoes diferenciais. Uma relagao de equivaléncia que exprime a estrutura geométrica

das orbitas é a equivaléncia topologica.

Definigao 2.34. Sejam X,Y € X" (M), r > 1. Dizemos que X e Y sao topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo h : M — M levando oérbitas de X em orbitas
de Y e preservando a orientagdo das trajetorias. Isto é, dado p € M e € > 0, existe d > 0

tal que, para 0 <t < 9,

h(Xi(p)) = Yi(h(p)),

para algum 0 < { < . Dizemos que h é uma equivaléncia topoldgica entre X e Y. Uma

representacao geométrica pode-se ver na Figura 1.

Definicao 2.35. A o6rbita de um ponto p é Lyapunov estdvel para o fluxo X;, se dado
e > 0, existe § > 0 tal que, se d(x,p) < ¢ entao d(X;(x), Xy(p)) < €, para todo ¢ > 0.

A ¢6rbita de um ponto p é chamado assintoticamente estdvel, se é Lyapunov estavel e
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Figura 1 — X e Y sao topologicamente equivalente.
h
P > J/ h)
Xilp) Yi(h(p))
Y

X

Fonte: Li¢oes de Equagoes Diferenciais Ordinarias [27].

existe 0 > 0 tal que, se d(z,p) < d entdo d(X;(z), Xi(p)) — 0, quando t — +o00. Uma
representagao geométrica para uma singularidade assintoticamente estavel pode-se ver na

Figura 2.

Figura 2 — p é uma singularidade assintoticamente estavel para X.

Fonte: Elaboracao prépria.

2.4.1 Singularidade Hiperbdlica

Nesta subsecao vamos ver o comportamento local de uma singularidade para um

campo vetorial X, para isso vamos a definir a nocao de hiperbolicidade para singularidades.

Definigao 2.36. Sejam X € X" (M) e 0 € M uma singularidade de X. Dizemos que o é
uma singularidade hiperbélica se DX (o) : T,M — T,M é um campo linear hiperbdlico,

isto é, DX (o) nao tem autovalor no eixo imaginario. Ou seja, para qualquer autovalor A

de DX (o) temos que Re(\) # 0.

Seja G; C X"(M) o conjunto de campos vetoriais cujas singularidades sao todas

hiperbdlicas.
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Observacao 2.37. Se X € G; entdo X tem um numero finito de singularidades hiperbo-

licas. (Ver [18, Proposigao 3.1, p. 61]).

Definicao 2.38. Dizemos que uma singularidade hiperbélica ¢ € M é um pogo de X se
a matriz DX (o) tem todos autovalores generalizados com parte real negativa. Dizemos
que que uma singularidade hiperbélica o € M é uma fonte de X se a matriz DX (o) tem
todos autovalores generalizados com parte real positiva. Finalmente, uma singularidade
hiperbdlica ¢ € M é chamada sela se ndo é po¢o nem fonte, isto é, existe dois autovalores
Ay e A_ com Re(A+) > 0 e Re(A—) < 0. Uma representagao geométrica pode ser visto na

Figura 3.

Figura 3 — Representagdo geométrica de poco, fonte e sela, de uma singularidade hiperbélica o.

AV .
N AN A

a) 0 6 pogo b) o ¢ fonte ¢) o ésela
Re(\) >0 Re(\) <0 Re(\1) < 0 < Re(X2)

Fonte: Ligoes de Equagoes Diferenciais Ordindrias [27].

Teorema 2.39. Seja 0 € M uma singularidade do campo vetorial X. Se o € poco de X,

entdo o ¢ uma singularidade assintoticamente estdvel para X .

Demonstragio. Ver [8, Teorema 5.3, p. 195]. ]

Dada uma singularidade assintoticamente estavel o do campo de vetores X, dizemos
que o conjunto Bx (o) dos pontos cujas trajetérias tendem a singularidade o é a bacia de

atracao da singularidade o. Assim

Bx (o) ={y € M :d(Xi(y),0) — 0, quando t — +o0}.

Uma representacao geométrica para uma bacia de atragao da singularidade o pode-se ver

na Figura 4.

Observagao 2.40. A bacia de atragao de uma singularidade assintoticamente estavel é

sempre um conjunto nao vazio, invariante e aberto (Ver [8, p.227]).
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Figura 4 — Bx(p) é uma bacia de atracao de p.

Fonte: Equagoes Diferenciais Ordindrias [8].

Quando uma singularidade nao é assintoticamente estavel podemos generalizar
o conceito de bacia de atragao como segue. Dizemos que o conjunto estdvel de uma
singularidade o é o conjunto W§ (o) dos pontos cujas trajetérias tendem a singularidade

o, isto é,
W5(o)={yeM: tngrnooXt =o}.
Analogamente, o conjunto instdvel de uma singularidade o é o conjunto
Wi(o)={yeM: Jim X, = o}

Uma representacao geométrica do conjunto estavel e instavel de uma singularidade o tipo

sela, pode-se ver na Figura 5.

Figura 5 — As variedades estavel e instavel de uma singularidade o de tipo sela.

Wi (o)

(

Fonte: Equacoes Diferenciais Ordinarias [8].
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Assim, pelo Teorema da Variedade Estavel para singularidades [8, Teorema 6.2,
p.230] temos que os conjuntos estavel e instdvel sdo subvariedades imersa de classe C'. Se
o ¢ um pogo do campo X, entdo Wi (o) = {o} e W5 (o) contém uma vizinhanca de o,
coincidindo com a bacia de atracdo de o. Se ¢ é uma fonte do campo X, entdo ¢ é um

poco do campo —X.

Apresentaremos o seguinte teorema, que garante que o comportamento local numa

singularidade hiperbélica ¢ sempre modelado pelo comportamento da parte linear.

Teorema 2.41. (Hartman-Grobman para singularidades) Sejam X € X" (M) e p € M
uma singularidade hiperbolica de X . SejaY = DXy : T,M — T, M campo vetorial linear
em T,M dada pela trasformagao linear DXy. Entdo existem vizinhangas U dep em M,V
de 0 em T,M e um homeomorfismo h : U — V que leva trajetorias de X a trajetorias de

Y, isto é, X, € topologicamente equivalente a Y|, . Ver Figura 6.
Demonstragio. Ver [23, Theorem 5.3, p.153-165]. ]

Figura 6 — Interpretagdo geométrica do Teorema de Hartman-Grobman para singularidades.
h

e ot !
AR Al

DX

Fonte: Ligoes de Equagoes Diferenciais Ordindrias [27].

2.4.2  Orbita Periédica Hiperbélica

Como ja descrevemos o comportamento topologico das érbitas de um campo vetorial
X na vizinhanga de uma singularidade hiperbdlica (Subsegao 2.4.1). E natural pensar
como sera o comportamento topoélogico das érbitas peridodicas de um campo vetorial X.

Para isso precisamos do conceito da aplicacao de Poincaré associado a tal érbita.

Sejam X € X'(M) e ¥ uma superficie imersa em M que é transversal ao campo
vetorial X em todos os pontos, isto é, para todo p € ¥ temos T,(X) + Ex(p) = T,(M)
o equivalentemente X (p) ¢ T,(X). Dizemos no que se segue que tal ¥ é uma se¢do

transversal para o campo vectorial X.



30

Seja v uma 6rbita peridédica de um campo X € X"(M). Por um ponto p € v
consideremos uma sec¢ao transversal X ao campo X. A érbita de p volta a intersectar X
no tempo 7, onde 7 é o periodo de . Pela continuidade do fluxo de X, a érbita por um
ponto x € ¥ suficientemente proximo de p também volta a intersectar ¥ em um tempo

préximo a 7.

Portanto se V' C ¥ é uma vizinhanca de p suficientemente pequena, podemos
definir uma aplicacdo Py : V — ¥ que a cada ponto z € V associa Ps(z), sendo Ps(z) o
primeiro ponto onde a érbita de x volta a intersectar Y. Esta aplicacao é denominada a

Aplicacao de Poincaré associado a érbita v e a secao X. Ver Figura 7.

Figura 7 — Aplicagdo de Poincaré.

Fonte: Equagoes Diferenciais Ordindrias [8].

O conhecimento desta aplicagdo nos permite dar uma descricao das érbitas em

uma vizinhancas de ~.

Definicao 2.42. Seja p € v, onde v é uma 6rbita fechada de X. Seja > uma secao
transversal a X pelo ponto p. Dizemos que v é uma drbita fechada hiperbélica de X se p é
um ponto fixo hiperbdlico da aplicagdo de Poincaré Ps, : V C ¥ — X. Isto é, qualquer
autovalor A de D Px(p) satisfaz |A| # 1.

Definicao 2.43. Dizemos que a orbita v é atratora se todos os autovalores generalizados
da derivada D Pg(p) da aplicacao de Poincaré no ponto fixo p tém médulo menor do que
1. Dizemos que a érbita v é repulsora se todos os autovalores generalizados da derivada

DPs(p) da aplicagao de Poincaré no ponto fixo p tém médulo maior do que 1.
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Teorema 2.44. Sejam X um campo vetorial no aberto U e v C U uma orbita periodica
de X. Se~ € atratora, entao existe uma vizinhanca de v que € positivamente invariante
e tal que todas orbitas de X por pontos dessa vizinhanca tem w-limite igual a v, com
trajetorias tendendo a vy, no sequinte sentido: as iteradas P2 (y) da aplicagio de Poincaré
Ps de X numa secio local ¥ de X em p € 7y, de pontos y € X suficientemente proximos a

p, convergem ao ponto fixo p de Ps, com n — +00.
Demonstragio. Ver [8, Teorema 6.22, p. 256]. ]

Assim, a orbita atratora « é uma espécie de pogo, e a 6rbita repulsora 7 se comporta
como uma espécie de fonte. As érbitas hiperbdlicas que nao sao atratoras ou repulsoras

sao denominadas selas, que somente podem existir em dimensdes n > 3.

Defini¢ao 2.45. Dizemos que o conjunto estdvel v5(p) do ponto fixo p da aplicagao
de Poincaré é o conjunto dos ponto y € X tais que P2(p) € X, para todo n € N, e
1_1&1 P (y) = p. O conjunto instavel v} (p) do ponto fixo p, analogamente, é o conjunto

desses pontos tais que 1_1>m Pi(y) = p. Uma idea do comportamento geométrico dos
n —00

conjuntos estavel e instavel pode-se visto na Figura 8.

Figura 8 — Os conjuntos estavel e instavel da aplicacdo de Poincaré.

Fonte: Equacoes Diferenciais Ordindrias [8].

Os conjuntos estavel e instavel de p sao invariantes por Py e dao origem aos
conjuntos estavel e instavel da orbita v, como segue. Dizemos que o conjunto estdvel
W3 () da 6rbita periddica v é o conjunto dos pontos x € U tais que v é o w-limite de = e
o conjunto instdvel W(v) da érbita peridédica v é o conjunto dos pontos = € U tais que 7y

é o a-limite de z.

No caso de uma érbita atratora, o conjunto instavel é a propria orbita e o conjunto

estavel é um aberto que contém ~, a bacia de atragcio da o6rbita; se a orbita é repulsora,
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analogamente, o conjunto instavel é um aberto e o estavel é a érbita. Em geral, temos
que W5(v) NE = ~5(p) e Wi¥(y) N X = ~%(p) e mostra-se que os conjuntos estével e
instavel de p e v sao, realmente variedades imersas de ¥ e U, respectivamente, isto é pelo
Teorema da Variedade Estavel para difeomorfismo [11, Theorem 6.2.3. p.240] e Teorema

da Variedade Estével para fluxo [11, Theorem 17.4.3. p.545].

Agora vejamos o comportamento local para érbitas periédicas. Porém, antes disso

necessitamos a seguinte definicao.

Definigao 2.46. Seja Ox(p) uma orbita periédica hiperbdlica de X € X'(M), com
periodo T', e considere uma aplicagao de Poincaré Ps definida numa se¢ao transversal X
de p. Consideremos E%, e E} os espagos estavel e instavel do mapa de Poincaré D Pg(p).
Definamos a decomposicdo ao longo da orbita de p por E¥, ) = DXi(p)(E}) para r = s, u.
Isto gera o fibrado

N={(q.v):q€Ox(p) e veE &L}
Existe um fluxo ®; en N que é linear nas fibras de E; & E; dada por

Dy(q,v) = (Xi(q), DXi(q)v).

Teorema 2.47. (Hartman-Grobman para orbitas periddicas) Seja Ox(p) uma orbita
periodica hiperbolica para um campo X. Entdao o fluxo X; é topologicamente equivalente

em uma vizinhanga de Ox(p) em M ao fluzo ®, numa vizinhanga de Ox(p) x {0} em N.

Demonstragio. Ver [23, Theorem 8.7, p. 170] O

2.4.3 Conjunto Estavel e Instavel

Nas subsecgoes 2.4.1 e 2.4.2, temos a nocao de conjuntos estavel e instavel para
um ponto o (singularidade) e uma 6rbita peridédica v, que sdo conjuntos compactos e
invariantes entao é natural tratar de geralizar este conceito para um conjunto compacto
invariante arbitrario. Assim nesta subsecao, apresentaremos a forma geral do conjunto
estavel e instavel para um conjunto compacto invariante A. O qual nos vai a dar informacao

dos pontos cujas érbitas a futuro o passado se acumulam assintoticamente a A.

Definicao 2.48. Se A é um conjunto compacto invariante de X, denotamos por
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W5 (A) ={q e M : dist(X;(q),A) — 0, quando t — +o0}
W¥(A) ={q € M :dist(X:(q),A) — 0, quando t — —o0},

onde dist é a métrica induzida pela métrica riemmaniana de M. Esses conjuntos sao
chamados respectivamente o conjunto estdvel e instdavel de A.

Observagao 2.49. Denotamos W5 (p) = W5 (Ox(p)) e Wi(p) = W¥(Ox(p)), no caso

em que A é uma 6rbita Ox(p) de p.

A seguinte Proposicdo da-nos as principais propriedades e caracterizagoes dos

conjuntos estaveis para um conjunto compacto invariante A.

Proposicao 2.50. Para todo conjunto compacto invariante A de X temos que:

1. WA ={qge M :wx(q) CA} e WE(A) ={qg € M :ax(q) CA}.

2. Sejam A, A conjuntos compactos invariantes de X. Se A C A, entdo
W3 (A) C W5 (A) e WE(A) C WE(A).
3. W (A) =W (A) e WE(A) = W5 (A).
4. Sepe Wi(A) entao Xi(p) € Wi (A), para todo t € IR. Onde x = s, u.
Demonstragcdo. Seja A um conjunto compacto invariante de X.
1. (€) Seja p € W5 (A), entao dist(Xi(p),A) — 0 quando t — +o0. Dado ¢ > 0
existe T' > 0 tal que
dist(X,(p), \) <% para todo ¢ > T. (2.3)

Agora, seja ¢ € wx(p), entdo existe uma sequéncia (t,),ey com t, — 400 e
X, (p) — ¢q, quando n — +o00. Seja e > 0 e T > 0 dados acima entdo existe

no € N tais que
€
d(Xy,(p),q) < 5 © t, > T, para todo n > ng. (2.4)
Assim de (2.3) temos que, para cada n > ng existe a, € A tal que

d(Xz,(p), an) < (2.5)

DO | ™

De (2.4) e (2.5) temos
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d(g, an) < d(q, X4, (p)) + d(Xe,, (p), an,) < &, para todo n = n.

Como A é compacto e (a,)neny € uma sequéncia em A. Entao ¢ € A. Portanto,
wx(p) CA. Assimp € {¢g € M : wx(q) C A}.

(D) Sejap e {ge M :wx(q) C A}, entdo w,(p) C A. Suponhamos que p & W5 (A).
Entéo existe um ¢ > 0 tal que para todo T > 0, existe t > T com dist(X;(p),\) > e.

Assim existe uma sequéncia crescente (t,)nen tal que
e < dist(Xy,(p),A) < d(Xy, (p),a) paratodo a € A. (2.6)

Por outro lado, como (X, (p))nen € uma sequéncia de M. Entao existem x € M e
uma subsequéncia (X, (p))jen tal que Xy, (p) — z. Assim x € w,(p) C A. Isso é

uma contradi¢do de (2.6). Assim p € W5 (A).

2. Seja p € W5 (A) entdao wx(p) C A. Como A C A entdao wy(p) C A. Portanto
p € W5(A). Assim W5 (A) C W5 (A). Analogamente tem-se Wi (A) C WE(A).

3. Se segue do item (1) e da Observagao 2.23.

4. Seja p € W5 (A) entdo pelo item (1) temos que wx(p) C A. Dado t € IR fixo e
arbitrario, definimos ¢ = X;(p). Assim, pelo item (1) da Proposigao 2.25 temos que
wx(q) = wx(p) C A. Portanto, pelo item (1) temos que X;(p) = g € W§(A). De
maneira analoga temos que, se p € W¥(A), entdo Xy(p) € W¥(A) para todo t € IR.

[]

2.5 CONJUNTOS HIPERBOLICOS

Ja vimos nas se¢oes 2.4.1 e 2.4.2, uma nocao de hiperbolicidade para uma singu-
laridade e orbita peridédica. Uma orbita periédica hiperbélica, pode ser vista como um
conjunto. Assim sendo, o que segue é uma generalizacao para se definir o que seria um

conjunto hiperbdlico. As referéncia para essa subsecao é [1] e [10].

Denotaremos por m(7T") = in fju=1|/7(v)|| a norma minima do operador linear T'.

Definicao 2.51. Um conjunto compacto e invariante A C M de um campo X é chamado

hiperbolico se
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1. Admite uma decomposigao continua DX -invariante do fibrado tangente de M restrito
a A, T\M = E3 ® EX @ EY, isto é, pode-se escrever o espaco tangente T, M como
uma soma direita E5 @ EX @ E¥, onde EX é o subespaco em T, M gerado por X (z),
satisfazendo DX, (x) - (E}) = E%,(v) para todot € IR, x € A e * = s5,u, X,

2. Existem constantes A\, K > 0 tais que:
o [3 é (K, \)-contrator, ou seja,

DX, (z)p: || < K~'e ™, para todo x € A, e para todo t > 0.

e E} é (K, \)-expansor, ou seja,

m(DX_(x)gs) > KeM, para todo z € A, e para todo ¢t > 0.

Assim, definimos que um ponto critico de X é hiperbdlico se sua orbita é um

conjunto hiperbélico para X.

Definicao 2.52. Os conjuntos

Wgp, X)={qe M :d(Xi(q),X:(p)) — 0, quando t— oo}
W (p, X) ={q€ M :d(X;(q), X:(p)) — 0, quando ¢ — —oo}

sao chamados respectivamente variedade estdvel e instdvel forte do ponto p para o campo

X.

Dado ¢ > 0, a variedade estavel local de tamanho € do ponto p € M é o conjunto

W2*(p) dos pontos y € M tal que

lim d(X:(p), X¢(y)) =0 e d(X(p), Xi(y)) < e, para todo t > 0.

t——+o00
De forma andloga se definem a variedade instével local W**(p) de um ponto p € M.

Teorema 2.53. (Teorema da Variedade Estdvel para Fluzos) Sejam X € X"(M) e A
um conjunto hiperbolico, invariante para X. Entao existe € > 0 tal que para cada p € A
existem dois discos mergulhados W2*(p, X) e W (p, X) o0s quais sao tangentes a E; e
E5, respetivamente. Além disso, dados p € Crit(X) e e > 0 existe d > 0 tal que se'Y é
§-C" prézimo de X e D C W3£(p) é um disco compacto mergulhado contendo p, entdo
existe um disco Dy C W*(py) e-C" prozimo de D onde py € a continuagdo de p, isto €,

py mantem-se um elemento critico hiperbolico para 'Y .
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Demonstragao. Ver [10, Theorem 4.1, p. 39] ou ver [11, Theorem 17.4.3, p. 545]. ]

O Teorema da Variedade Estavel para Fluxos assegura que se p pertence a um
conjunto hiperbdlico, entdao W (p) e Wi*(p) sdo subvariedades imersas em M de classe
C1, tangentes a E e EY, respectivamente em p. consequentemente, a variedade estdvel e

instavel

U $(Xe(p)) e Wi(p U

telR telR

também sao subvariedades imersas em M. se A é um conjunto hiperbélico para um fluxo
X, entdo W (p) e Wi(p) sao variedades invariantes de classe C'! tangentes a E5 @ EX e
E]f( © E, em p respectivamente, e dependem continuamente de p. Para maiores detalhes

poder ser visto em [10].

Para simplificar a notagao denotaremos, W3 (p) = W5 (Ox(p)) e W¥(p) = W (Ox(p)).
Definimos, desta forma, as variedades estavel forte e estdvel de um ponto p € A, respecti-

vamente, por W (p) e W5 (Ox(p)).

Seja p € M ponto critico hiperbdlico para X. A dimensao da variedade estavel

W#(O(p)) é chamado o indice de O(p), e denotaremos por ind(O(p)).

O seguinte lema ¢ um resultado muito importante sobre a dinamica perto de
uma singularidade hiperbdlica e que é extremamente til para obter interse¢oes entre as

variedades estavel e instavel por argumentos geométricos simples.

Lema 2.54. (O Lema da Inclinagio (ou \-Lema))

Seja o € M uma singularidade hiperbolica de X € X"(M) para algum r > 1, com
variedades estdvel e instavel locais W (o), Wi (o). Fizando um disco mergulhado B
em W (o) que é€ uma vizinhanga de o em W (o), e uma vizinhanga V' deste disco em
M. Entao seja D um disco transversal a Wi (o) em Z com a mesma dimensio de B, e
escreva D' para a componente conexa de X;(D) NV que contém X(z), para todo t > 0.
Dado € > 0 existe T > 0 tal que para todo t > T o disco D' estd e-préximo de B na

C"-topologia. Ver Figura 9.

Demonstragio. Ver [18, Lema 7.2, p. 95]. ]
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Figura 9 — O Lema de Inclinagéo.

NE

0 Xt(Z)

Dt

!

Fonte: Three-Dimensional Flows [1].

2.6 CLASSES HOMOCLINICAS

Nesta secao estaremos interessados quando as variedades estével e instavel de um
ponto hiperbdlico se intersectam, pois elas pode gerar dinamicas bem complicadas, como
a ferradura de Smale, por exemplo (Ver [20]). E um resultado que ajuda a obter tais
intersegoes é o Lema de Inclinagdo. A referéncia usada nesta se¢ao sao [1, Chapter 2, p.

25] e [11].

Definicao 2.55. Seja p um ponto peridédico hiperbdlico para um campo vetorial X €
XY (M). A classe homoclinica de p denotada por Hx(p), é definida como o fecho do

conjunto de intersec¢oes transversais entre a variedade estavel e instavel de p, isto é,

Hx(p) = Wi(p) h W(p).

Dizemos que a classe homoclinica de p é trivial se ela é um poc¢o ou uma fonte. Em

tal caso a classe homoclinica se reduz a oérbita de p.

Observagao 2.56. As classes homoclinicas de um campo vetorial X, sdo conjuntos

compactos. Isto devido a definicdo de classe homoclinica e que M é compacto.

Proposicao 2.57. Uma classe homoclinica de um campo vetorial X é sempre um subcon-

junto invariante pelo fluzo.
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Demonstragio. Seja Hx(p) uma classe homoclinica de p, onde p é um ponto periddico

hiperbdlico para o campo vetorial X.

Afirmamos que se ¢ € Hx(p) entdo X,(q) € Hx(p) para todo t € IR. Com efeito,
seja ¢ € Hx(p). Dado t € IR, definimos r = X;(¢). Seja V um conjunto aberto que
contém a r. Pelo Coroldrio 2.6 temos que X, é um difeomorfismo, entdo V = X_,(V) é

um conjunto aberto que contém a ¢. Assim
V0 (Wi(p) h Wi (p) # 0.
Seja s € VN (Wi (p) h W(p)), entdo
Xi(s) €V e Xi(s) € (Wx(p) N Wx(p)). (2.7)

Definimos y = Xy(s).

Afirmacao 2.58. T, (M) = T,(W5(p)) + T,(W¥(p)).
Com efeito, pelo Corolario 2.6 temos que X; é um difeomorfismo. Entao
DXy(s) : T{M) — T,(M) e DX(s) : Tu(Wx(p)) — T,(Wx(p)),

sdo isomorfismos, com X;(s)= Xitjye ) (5), onde « = s, u. Seja a € T, (M), entdo existe
X

wm b € Ty(M) tal que DX, (s)(b) = a. Como s € (Wi (p) h W (p)) temos que:
To(M) = T,(Wx(p)) + Ts(W (p))-
Assim, b = m +n com m € W (p) e n € W(p). Logo

a = DX,(s)(m) + DXy(s)(n) = DX,(s)(m) + DXi(s)(n) € T,(W(p)) + T,(Wi (p))-

Portanto, T, (M) C T,(W%(p)) + T,(W%(p)). A outra inclusao é imediata, pois
T,(Wx(p)) sdo subespago de T, (M). Isso prova a afirmacao.

Da Afirmacao temos que X;(s) € (W5 (p) mh W¥(p)). Assim de (2.7) temos que
VN (W5(p) h Wi(p)) # 0. Portanto X;(¢q) € W2(p) h W¥(p) = Hx(p), para cada t € IR.

Agora vejamos que Hx (p) é invariante pelo fluxo X; para todo ¢t € IR. dado t € IR.
Seja a € Hx(p), entao pelo feito acima, temos que X _;(a) € Hx(p), assim a € X;(Hx(p)).
Portanto Hx(p) C Xi(Hx(p)). A outra inclusao segue-se pelo feito acima. Portanto

Hx(p) = Xi(Hx(p)), para todo t € IR. O
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O seguinte Lema nos diz que as classes homoclinicas sao conjuntos transitivos.

Lema 2.59. Toda classe homoclinica H de um campo vetorial X é topologicamente

transitivo.
Demonstragio. Ver [1, Lemma 2.18, p. 25]. O

O seguinte Teorema nos diz que toda classe homoclinica sdo acumuladas por 6rbitas

periédicas. Ver [24] e [15].

Teorema 2.60. (Teorema de Birkhoff-Smale)
Toda classe homoclinica de um campo vetorial X, tem orbita densa e contém um conjunto

denso de orbitas periodicas.

A pessoas interessadas podem ver [20] para uma apresentagao geral moderna deste

resultado, incluindo a motivagao, provas e outras consequéncias dinamicas nao-triviais.

Teorema 2.61. (Closed Orbit Theorem) Para todo 5 > 0 existem 6, L > 0 para os quais
o sequinte € verdadeiro: se d(X,(x),z) < er > L, entao existem y € M e 7 tais que

Xi(y) =y, IP—r|<Be
d(Xe(y), Xe(z)) < B para 0 <t <r.

Demonstragio. Ver [6, Theorem 2.4, p.10]. O

Lema 2.62. (C'-Closing Lemma)

Sejam X € XY(M) um campo vetorial de classe C' sobre uma variedade compacta, sem
bordo e de dimensdo finita M e p € M um ponto nao errante de X. Dada uma C*-
vizinhangca U de X e uma vizinhanca V' de p, entao existe Y € U tal que Y tem uma orbita

fechada por p.

Demonstragio. Ver [22]. O

Observacao 2.63. Como consequencia do Closing Lemma temos que para campo vetorial

C'-genérico X tem-se

Q(X) = Per(X) U Sing(X).

Ver [1, L2. p. 37] e [22, Theorem 6.5, p. 1019].
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3 CONJUNTOS LYAPUNOV ESTAVEL E CONJUNTOS NEUTRAIS

Nesta secao estabelecemos algumas propriedades dos conjuntos Lyapunov estaveis.

Uma referérencia classica sobre a teoria de estabilidade de Lyapunov é [3, Chapter V].

3.1 CONJUNTOS LYAPUNOV ESTAVEL

Definicao 3.1. Um conjunto compacto A C M é Lyapunov estdvel para X se para todo
conjunto aberto U contendo A existe um conjunto aberto V' contendo A tal que X, (V) C U

para todo t > 0.

Observagao 3.2. Se A é um conjunto Lyapunov estével para X, entdo X;(A) C A para
todo t > 0. Com efeito, dado ¢ty > 0 fixo e arbitrario, seja y € X;,(A). Suponhamos
que y € A, como A é compacto, entdo existe £ > 0 tal que B.(y) N A = (). Tomemos
U = M\ B.(y), assim U é uma vizinhanca aberta de A, logo como A é um conjunto
Lyapunov estavel, existe V' um conjunto aberto com A C V tal que X;(V') C U para todo
t > 0. Como y € Xy (A), entdo existe a € A C V tal que X;,(a) =y, logoy € U, o
qual é uma contradicao, portanto y € A. Assim como ty > 0 é arbitrario, concluimos que

X:(A) C A para todo ¢t > 0.

Lema 3.3. Seja AT um conjunto Lyapunov estdvel de X. Entdo:

1. Sex, € M et, >0 satisfazem x, — v € AT e Xy (x,) — vy, entdo y € A™.
2. W¥(AT) C AT.

3. Se ' é um conjunto transitivo de X e TNAT # 0, entao I’ C AT.
Demonstrag¢io. Seja AT um conjunto Lyapunov estavel de X.

1. Seja U um conjunto aberto que contém A*T. Como AT é compacto, entdo pelo
item (2) da Proposi¢do A.4 existe um conjunto aberto U’ com AT C U’ tal que
U' c U c U. Por outro lado, como AT é Lyapunov estével, existe V' conjunto aberto
com AT C V tal que Xy(V) C U’, para todo t > 0. Como = € AT C V, entdo existe
ng € N tal que x,, € V para todo n > ng, logo X, (x,) € U’ para todo n > ng, por

conseguinte, temos que y € U’ C U.
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Afirmamos que y € AT. Com efeito, suponhamos que y € AT, como AT é compacto
entdo existe ¢ > 0 tal que B:(y) N AT = (). Tomemos U = M \ B:(y), assim U
¢ um aberto que contém AT, pelo fato da acima temos que y € U, o qual é uma

contradicao.

. Seja p € W¥(A™), entdao dist(X_(p),AT) — 0 quando ¢ — +o0. Seja U um
conjunto aberto que contém A, agora como AT é Lyapunov estavel para X, entao
existe um aberto V' com AT C V tal que X;(V) C U para todo ¢t > 0.

Como AT C V e AT é compacto, entao pela Proposicao A.7 existe € > 0 tal que
At C B.(AT) C V.

Por outro lado, como dist(X_;(p), At) — 0 quando ¢ — 400, entdo para esse
e > 0, existe T' > 0 tal que dist(X_4(p),A") < € para todo t > T, assim existem
to > T ea € AT tal que d(X_4(p),a) < e, logo X_4,(p) € B-(a) C V. Por
conseguinte, pela propriedade de fluxo, temos que p = Xy, (X _4,(p)) € X, (V) C U,
assim p € U.

Afirmamos que p € A*T. Com efeito, suponhamos que p € AT, como AT é compacto
entdo existe ¢ > 0 tal que B.(p) N AT = (). Tomemos U = M \ B.(p), assim U

¢ um aberto que contém AT, pelo fato da acima temos que p € U, o qual é uma

contradicao.

. Seja U um conjunto aberto que contém A*T. Como AT é compacto, entdo pelo
item (2) da Proposi¢ao A.4, existe um conjunto aberto U’ com At C U’ tal que
U’ c U’ C U. Por outro lado, como At é Lyapunov estével, existe V' conjunto aberto
com AT C V tal que X;(V) C U, para todo t > 0. Seja T" um conjunto transitivo
tal que TN AT # (). Portanto existe y € T tal que T = wx(y). Como AT C V entéao
TNV # (), assim existe p € TNV, como p € T existe uma sequéncia (,).en tal que
t, — 400 e Xy, (y) — p quando n — +oo. Como p € V entao existe ng € N
tal que X;, (y) € V para todo n > ng. Seja ¢ = Xy, (y) € V entdo pelo item (1)
da Proposicao 2.25 temos que wx(y) = wx(q). Agora, seja r € wx(q) entao, sem
pérdida de generalidade existe uma sequéncia de numeros reais positivos (£, )nen tal
que t, — +o0o e X; (¢) — r quando n — 400, assim X; (¢) € V C U’ para
todo n € N, logo r € U’ C U. Por conseguinte, T = wx(y) = wx(q) C U.

Afirmamos que 7' C A*. Com efeito, suponhamos existe p € T tal que p € AT, como

AT é compacto entao existe ¢ > 0 tal que B:(p) NAT = (). Tomemos U = M \ B:(p),
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assim U é um aberto que contém AT, pelo fato da acima temos que T' C U, o qual é

uma contradicao. Portanto T'C A™T.

3.2 CONJUNTOS NEUTRAIS

Nesta secao estabelecemos o conceito de conjunto neutral e suas principais proprie-
dades, as quais serao as ferramentas que nos vai permitir fazer a demostracao do Teorema

principal do trabalho (Teorema A).

Definigao 3.4. Seja A C M um conjunto compacto invariante de X. Dizemos que A é

um conjunto neutral, se

A=ATNA"

onde AT é um conjunto Lyapunov estdvel para X e A~ é um conjunto Lyapunov Estédvel

para —X.

Definicao 3.5. Um conjunto compacto invariante de X ¢é dito saturado se
A=W (A)NWEA).

Lema 3.6. Seja A um conjunto neutral de X. Entao:

1. A é saturado.

2. N\ € transitivo para X se e somente se A € transitivo maximal. Em particular, dois

conjuntos neutrais transitivos de X diferentes sao disjuntos.
Demonstracao.

1. Seja A um conjunto neutral para X entdo A = AT NA~, onde A* é Lyapunov estavel
para +X, assim temos A C AT e A C A™. Pelos items (2) e (3) da Proposigao 2.50

temos que

Wx(A) C Wx(AT) e Wi (A) C Wx(AT) = W2y (A7)
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e pelo item (2) no Lema 3.3 aplicado a X e —X obtemos W¥(A) C AT e W5 (A) C A
Assim

We(A) NWEA) C AYNA™ = A (3.1)

Por outro lado, seja p € A, como A é invariante temos que X;(p) € A, para todo

t € IR. Assim, temos que:
dist(Xi(p),A) =0, se t — 400, dist(Xi(p),A) =0, se t — —o0

logo p € WE(A) NWE(A) e portanto A C WE(A) N WE(A). Assim de (3.1) temos
que A = WE(A) NWE(A), ou seja A é saturado.

2. (=) Temos que A é um conjunto transitivo para X. Seja I' um conjunto transitivo
tal que 'MA # (). Como A é um conjunto neutral temos que T'NAT £ Qe TNA~ # 0.
Pelo item (3) no Lema 3.3, temos ' C AT e’ C A~. LogoI' CATNA™ =Ae
portanto A é transitivo maximal.

(<) Como A é transitivo maximal, em particular é um conjunto transitivo.
Por outro lado, sejam A,I" conjuntos neutrais e transitivo de X, suponhamos que
ANT # (0, pelo anterior eles sdo transitivos maximais de X, assim A CT'e I' C A,

ouseja A =T.

O

Definicao 3.7. Um ciclo de X é uma colecao finita de conjuntos compactos invariantes

Ao, Aq, ..., A, tal que A, = Ay, Ag, Ay, ..., A,_1 s@o disjuntos, e

(W)%(AJ \ Al) N (W)S((AH-I) \ Ai+1) 7& (Z)) para todo ¢ = O) 17 s, L.

Proposicao 3.8. Nao hd ciclos de X formados por conjuntos neutrais transitivos.

Demonstracao. A prova é por contradi¢do. Suponhamos que X tem um ciclo Ag, Ay, ..., A,

onde cada A; é um conjunto neutral transitivo de X tal que:
(W)%(Al) \ AZ) N (W)s((AH-l) \ AH-I) 7& (Da para todo i = Oa 17 s = 17

assim cada A; = A UA;, onde AF sdo conjuntos Lyapunov estdvel para +X. Agora para

cada 1 =0,1,...,n — 1 escolhemos
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€ (WE(A)\ A) N (W5 (M) \ Aiga),

de acordo com a defini¢ao de ciclo e lembremos que A,, = Ag. Como Ay C Ay, pelo item
(2) da Proposigao 2.50 temos que W5 (Ag) C W5 (Ay) = W (Ag), agora pelo item (2)
da Proposicao 3.3 aplicado a —X, temos que W"(Agy) C Ay, assim W5 (Ag) C Aq.

Afirmacao 3.9. a; € A, para todo i.

Com efeito, primeiro vejamos que acontece com a,,_;. Como
an—1 € (W (Ap—1) \ A1) N (WE(A) \ Ap),

entao a,_1 € W5 (A,) = W5 (Ay), como W (Ag) C Ay, por conseguinte a,,_1 € Ay .
Afirmamos que se a; € Ay para algum ¢ € {1,...,n — 1}, entdo a;_1 € A;. Com efeito,
como a; € (W¥(A;)\Ai) N (W5 (Air1) \ Aiv1), entdo a; € Wi(A,;), logo pelo item (1)
da Proposi¢ao 2.50 temos que ax(a;) C A;. Como M é compacto, entdo ax(a;) # 0,
agora seja z € ax(a;) , entdo existe (t,)nen tal que X (a;) — z quando t,, — +00.
Como a; € Ay e Ay é Lyapunov estavel para —X entao pela Observagao 3.2 temos que
X_¢(a;) € Ay para todo t > 0, assim X_; (a;) € Ay e como Ay é compacto, temos que
z € Ay. Por conseguinte, ax(a;) C Ay, assim ax(a;) C Ag NA;.

Como A; é transitivo e Aj é um conjunto Lyapunov estavel para —X, entéo pelo item (3)
de Lema 3.3, temos que A; C Ay, daqui temos Wy (A;) C W¥(Ag).

Como W3 (A;) = W (A;), entao pelo item (2) de Lema 3.3 temos que W§(A;) C Ay . Por
outro lado, como a;—1 € (W¥(A;—1) \ Aim1) N (W5 (A;) \ Ay), temos que a;—1 € W (A;),

por conseguinte, a; 1 € Ay . Isso prova nossa afirmacao.

Da Afirmacdo 3.9 temos que ag € Ay, por outro lado, como Ay C A7 tem-se
Wi(Ag) C WE(AF), assim pelo item (2) de Lema 3.3 temos que W¥(Ay) C AJ, como
ap € W%(Ag) temos que ag € A{, portanto ag € Af N Ay = Ag. Isso contradiz que

ap € Wi (Ag) \ Ao e portanto, a proposigao fica provada. H

Lema 3.10. Se A € um conjunto neutral para X, entdo para toda vizinhanca U de A

existe uma vizinhangca V- C U de A tal que:

1.t>0epeVNX_(V), entio Xjoy(p) CU.

2.t<0epeVNX(V), entao Xp(p) CU.
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Demonstracao. Seja A um conjunto neutral para X. Suponhamos, por absurdo que existe

uma vizinhanca U de A tal que para toda vizinhanca V' C U de A,

1. existem t > 0epeVNX_ (V) tais que Xy 4(p) Z (U).

2. existem t <0 epe VNX(V) tais que Xy o(p) € (U).

Podemos supor que U é uma vizinhanga aberta e como A é compacto entao pela
Proposicao A.7 existe £ > 0 tal que B:(A) C U. Agora definimos V,, = B:(A), vizinhanga

de A, assim para cada n € N:

1. Existem ¢, > 0 e p, € V, N X_;, (V3,), tal que Xpo4,)(pn) € (U).

2. Existem ¢, < 0ep, € V,N Xy, (Vy), tal que Xy, o(pn) € (U).

A

. £ . .
Como p,, € V,,, entao dist(p,, ) < —, assim dist(p,, A) — 0 quando n — +o0.
n
Logo, como A é compacto entao existe p € A e uma subsequéncia (py,)jen de (pn)nen tal
que d(pn,;,p) — 0, quando j — +o00. Assim obtemos uma sequéncia (py)nen tal que

Pn — P EA.

Agora vejamos os casos separadamente.

1. Como p, € X_4,(V,) para todo n € N, entdo Xy, (p,) € V,, para todo n € N, assim
dist(Xy, (pn), A) < i, por conseguinte dist(X;, (p,),A) — 0 quando n — +o0,
isto é, Xy, (pn) — A.

Assim existem sequéncia (p,)nen € t, > 0 tais que p, — pcomp € Ae Xy, (p,) —
Ae X, (pn) € (U). Escolhamos ¢, € Xjo4,](pn) \ U para cada n € N, logo existe
t, €10,t,] tal que g, = X; (pn), assim obtemos uma sequéncia em A, logo como M

é compacto podemos assumir que ¢, — ¢, onde ¢ € M. Como q,, € Xjo,)(pn) \ U

para cada n € N, entdo g € U. Ver Figura 10.

Por outro lado, como A é um conjunto neutral, entio A = AT N A~ com A+
conjuntos Lyapunov estével para +X. Temos que £, > 0 com p, — p € At e
¢n = X;, (pn) — ¢, como AT é Lyapunov estével para X entao pelo item(1) do
Lema 3.3 tem-se que g € AT,

Por outro lado, como X, (p,) — A, como A é compacto, entao existe r € A tal

que Xy, (p,) — 7 € A7, Agora escreveremos g, = X (X4, (pn)) para todo
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Figura 10 — A construgdo da sequéncia (p,)y e (¢n)n tal que ¢, — ¢ € U.

Fonte: Elaboracao prépria.

n € N, como t, — t, > 0 obtemos que ¢, = X_(4p—in) (X, (pn)) para cada n € N,
logo X, —i,)(Xt,(Pn)) — ¢, como A~ é Lyapunov estavel para —X, entdo pelo
item(1) do Lema 3.3 temos que ¢ € A~. Assim ¢ € AT N A~ = A, portanto ¢ € U,

que é uma contradicao pois q € U.

. Como p, € X;, (V,) para todo n € N, entdo X_; (p,) € V, para todo n € N,
é

assim dist(X_4, (pn),A) < —, consequentemente dist(X_;, (p,),A) — 0 quando
n

n — 400, isto é, X_; (p,) — A.

Assim existem sequéncias (pp)neny € t, < 0 tais que p, — p com p € A e
X_t,(pn) — A e Xy, 0(pn) € (U). Escolhamos ¢, € Xjoz,(pn) \ U para cada
n € N, assim existe £, € [t,,0] tal que ¢, = X; (pn), portanto obtemos uma sequén-
cia em M, logo como M é compacto podemos assumir que ¢, — ¢, onde ¢ € M.

Como ¢, € X, 0(pn) \ U para cada n € N, entdo ¢ € U.

Por outro lado, como A é um conjunto neutral, entio A = AT N A~ com A+
conjuntos Lyapunov estével para +X. Temos que —f,, > 0 com p, — p € A~ ¢
Gn = X_(_i,)(Pn) — ¢, como A~ é Lyapunov estavel para —X ntdo pelo item(1) do
Lema 3.3 tem-se que ¢ € A™.

Por outro lado, como X_; (p,) — A, como A é compacto, entao existe r € A tal que
X 4, (pn) —> r € A C AT, Agora escreveremos g, = X;, 4, (X_;, (pn)) para todo
n €N, como t, —t, >0, e X -t (X4, (Pn)) — ¢, como AT é Lyapunov estével

para X, entdo pelo item(1) do Lema 3.3 temos que ¢ € AT. Assim g € ATNA™ = A,



47
portanto ¢ € U, que é uma contradi¢do, pois q € U. Isto encerra a prova.

]

Lema 3.11. Se A € um conjunto neutral para X, entdo para toda vizinhanca U de A

existe uma vizinhangca V C U de A tal que

QX)NV C () X(U).
telR

Demonstragio. Se U é uma vizinhanga do conjunto neutral A, entdo pelo item (2) da
Proposicao A.4 podemos escolher outra vizinhanca U’ de A tal que U’ C U’ C U, pois A é

compacto.

Seja ¢ € Q(X) NV e suponhamos que ¢ € (] Xi(U). Entéao existe ¢, € IR tal que
teR
q & X4, (U), ou ainda X _;,(q) € U. Agora vejamos os seguintes casos:

1. Se to = 0.
Como ¢ = Xy(q) € U, assim ¢ € U, o que leva uma contradigdo, pois ¢ € V C U.
Portanto ¢ € N;er X4 (U).

2. Se to > 0.
Como ¢ € V entao existe 0; > 0 tal que Bs,(¢) C V. Dado que X_;(q) € U e
U C U, entdo X _4,(q) € U'. Assim existe € > 0 tal que

B(X_1(a)) N T7 = 0. (3:2)
Pela continuidade do fluxo temos que, para esse € > 0, existe o > 0 tal que
X_1y(Bs,(q)) C Be(X—44(q))-

Tomemos 0 = min{dy, d»}. Portanto

X t4(Bs(q)) C Be(X—4,(q)), (3.3)

Por outro lado, como ¢ € Q(X) e ty > 0, entao existe t > ¢ty > 0 tal que

Bs(q) N X:(Bs(q)) # 0,
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logo Bs(q) N X_4(Bs(q)) # 0, assim existe p € Bs(q) N X_4(Bs(q)), como Bs(q) C V,
entdo X _4(Bs(q)) C X_4(V), assim p € VN X_,(V). Por conseguinte, como —t < 0
pelo item (2) do Lema 3.10 temos que X|_¢q(p) € U’, logo como —t < —t; < 0,
entao X_4,(p) € U, como p € Bs(q), por (3.3) temos que X_; (p) € B-(X_4,(q)),

portanto

Xo1o(p) € Bo(X 4y (q)) U,

portanto B.(X 4 (¢)) NU’ # (0 , o qual é uma contradigao por (3.2).

. Se tg < 0.
Como g € V entao existe 6; > 0 tal que By, (¢) C V. Dado que X_4,(¢q) € U e
U’ C U, entao X _4,(q) ¢ U'. Assim existe € > 0 tal que

B.(X_yy(q) N T = 0. (3.4)

Pela continuidade do fluxo temos que, para esse € > 0, existe do > 0 tal que

Xo1o(Bs,(q)) C Bo(X1(q))-
Tomemos 0 = min{dy, d»}. Portanto

X*to(BCS(Q)) C Be(Xfto(q»? (35)

Por outro lado, como ¢ € Q(X) e —tg > 0, entdo existe t > —ty > 0 tal que

Bs(q) N X¢(Bs(q)) # 0,

logo Bs(q) N X_(Bs(q)) # 0, assim existe p € Bs(q) N X_+(Bs(q)), como Bs(q) C V,
entdo X_4(Bs(q)) C X_(V), assim p € VN X_4(V). Por conseguinte, como ¢ > 0
pelo item (1) do Lema 3.10 temos que Xjo4(p) C U’, logo como 0 < —ty < ¢, entao
X_4,(p) € U', como p € Bs(q), por (3.5) temos que X _4,(p) € B-(X_4,(q)), portanto

X—t()(p) € Ba(X—to (Q)) N U/’

portanto B.(X 4 (¢)) NU’ # (0 , o qual é uma contradigao por (3.4).
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Definicao 3.12. Dizemos que uma sequéncia de compactos A,, acumula no compacto A

se para toda vizinhanca U de A existe ng > 0 tal que A,, C U para todo n > nyg.

Corolario 3.13. Se A é um conjunto neutral de X e A, é uma sequéncia de conjuntos

transitivos de X tal que dist(A,, A) — 0 quando n — +o0, entdo A, acumula em A.

Demonstragio. Seja U uma vizinhanca de A, pelo item(2) da Proposicao (A.4) existe U’
vizinhanca de A tal que U’ ¢ U’ C U. Como A ¢ um conjunto neutral para X e A C U’,

entdo pelo Lema 3.11 existe V C U’ vizinhanga de A tal que Q(X) NV C (] X(U).
teR

Como V' é uma vizinhanga de A, entdo pela proposicao (A.7) existe € > 0 tal que
AC B.(AN) CV,

como dist(A,,A) — 0 quando n — 400, entdo para esse € existe ng € N tal que
dist(A,, \) < e para todo n > ng, logo existem a, € A,, b € A tal que dist(a,,b) < ¢
para todo n > ng, assim a,, € B.(b) C V e portanto A, NV # () para todo n > ng, assim
para cada n > ng existe ¢, € A, NV, como A,, é transitivo, entao existe um r, € A tal
que A = wx(r,), assim existe t,, tal que X (r,) — ¢, quando t,, — +00, como G, € V,

entao existe mgy € N tal que X;, (r,) € V para todo n > my.

Definamos ¢, = X, (r,) para todo n > ng. Como A,, é invariante temos que ¢, €
A, pelo item (1) da Proposigao 2.25 e Proposigao 2.28 temos que wx(g,) = wx(r,) = A,
e wx(qn) C Q(X), como g, € A, temos que g, € Q(X), portanto
g €EQUX)NV C ) X (U,
telR

assim X;(g,) € U’ para todo t € IR, logo {X;(q,) : t € IR} C U’ para todo n > ny.

Afirmamos que A, = {X(q,) : s € IR} para todo n > ng. Com efeito, seja a € A,

como A, = wx(q,), entdo existe t,, tal que X; (¢,) — a quando t,, — +o0, como

Xt (qn) € {Xs(qn) : s € R} para todo m € N, entao a € {X,(¢g,) : s € R}, portanto

A, C{Xs(qn) : s € R}. (3.6)

Na outra inclusao, como ¢, € A, e como A, é compacto e invariante tem-se

{Xs(qn) : s € R} C A, (3.7)

portanto de (3.6) e (3.7) obtém-se a afirmagao.
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Como {X;(q,) : t € IR} C U’ entao pela afirmagao temos que A,, = {X;(q,) : t € R} C
U’ C U para todo n > ng, portanto A,, C U para todo n > ng, isto é A,, acumula na

A. ]

Defini¢ao 3.14. Um conjunto compacto e invariante A de X é Q-isolado, se Q(X) \ A é

fechado e é dito isolado se A = ﬂ X, (U) para alguma vizinhanga compacta de U.
telR

Proposicao 3.15. Um conjunto neutral é isolado se, e somente se, é Q)-isolado.

Demonstragio. (=) Seja A um conjunto neutral isolado. Entao existe uma vizinhanga U

de A tal que A = (] X;(U). Pelo Lema 3.11 existe V C U vizinhanga de A tal que
teR

QX)NV c N X(U) = A

Suponhamos que Q(X) \ A # (. Entdao Q(X)\ A # 0, e assim tomemos y €
Q(X)\ A. Entao existe y, € Q(X) \ A tal que y,, — vy, quando n — +o00. Como
Yn € Q(X) \ A e Q(X) é fechado temos que y € Q(X).

Afirmamos que y € A. Com efeito, suponhamos que y € A. Entao y € V e assim,
existe ng € N tal que y,, € V para todo n > ng. Logo y, € Q(X) NV, para todo n > ny.

Portanto y,, € A para todo n > ny o que é uma contradi¢ao. Logo y & A.

Assim y € Q(X) \ A e portanto é fechado, logo temos que A é Q-isolado.
(<) Seja A um conjunto Q-isolado, isto é, Q(X) \ A é fechado. Como A é compacto e
(Q(X)\ A) N A =0, entdo pela Proposigao A.6 temos que dist(Q(X) \ A,A) > 0. Assim
existe € > 0 tal que

dist(QX)\ A, A) > e. (3.8)

Para esse ¢ > 0, tomemos U = Bz (A). Afirmamos que (Q(X)\ A)NU = . Com efeito,
suponhamos que (Q(X)\A)NU # 0, entdo existe y € Q(X)\Aey € U. Como U = m,
entao existe y, € B%(A) tal que y, — y quando n — +o00. Assim dist(y,, A) < § para
cada n € N, logo existe a,, € A tal que d(yn,a,) < 5 para cada n € N. Por outro lado

existe ng € N tal que d(y,,y) < § para todo n > ny.

Assim para a,, € A temos que:

d(Y, ang) < d(Y, Yno) + A(Yny, any) < 5+ 5 =€,
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logo dist(QUX) \ A,A) < d(y,an,) < €, 0 qual é uma contradi¢ao por (3.8). Portanto
existe uma vizinhanca U de A tal que (Q(X)\ A)NTU = 0. Isso prova a afirmagao.

Agora temos

QX)NT = [(QX)\A)UQX)NANT
= (QX)\A)UT)U(QUX)NA)NT), (3.9)

da afirmagdo temos que (Q(X)\ A)NU =0, e de (3.9) obtemos Q(X)NU C Q(X) NA,
portanto Q(X)NU C A.

Afirmacao 3.16. U ¢ um bloco isolante, isto é, A = (| X,(U).
teR

Com efeito,
(C) Como A C U, entdo X¢(A) C X(U) para todo t € IR. Como A ¢ invariante temos que

A C X,(U) para todo t € IR, assim A C (1] X,(U).
telR
(2)Seja a € ) X¢(U), entdo X,(a) € U para todo t € IR. Por outro lado como M ¢
teR
compacto, entdo wy (a) # () para todo a € M. Seja z € wx(a). Entdo existe uma sequéncia

(tn)nen tal que Xy, (a) — 2z quando t, — +0o. Logo z € U e assim wx(a) C U. Pela
Proposicao 2.28 temos que wx(a) C Q(X) e portanto wy(a) C UNQ(X) C A. Pela
Proposigao 2.50 temos que a € W (A). Como ax(a) C Q(X), podemos de maneira
semelhante obter ax(a) C U NQ(X) C A e assim pela Proposigdo 2.50 temos que
a € W¢(A), logo a € W5 (A) NWE(A), agora como A é um conjunto neutral, entao pelo
item (1) do Lema 3.6 temos que A é saturado, portanto a € A. Assim concluimos que

() X:(U) C A. Isso prova a afirmacdo. Portanto A é um conjunto isolado. O
teR

Proposicao 3.17. Um conjunto neutral, hiperbolico e transitivo é isolado.

Demonstracdo. Seja A um conjunto neutral, hiperbdlico e transitivo. Pela Proposicao
3.15, basta mostrar que o conjunto A é (2-isolado. Por contradi¢ao, suponhamos que A
nao ¢é Q-isolado, entao Q(X) \ A nao é fechado, isto é, existe (p,)neny uma sequéncia de
Q(X) \ A tal que p, — p com p € Q(X) \ A. Como Q(X) é fechado e p, € Q(X) para
todo n € N, entao p € Q(X).

Por outro lado, como A é um conjunto transitivo, existe ¢ € A tal que A = wx(q) C

Q(X). Assim Q(X) = (UX)\A)UA, e como p & Q(X) \ A, entdo p € A.
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Fixando U vizinhanga de A, como A é um conjunto neutral, podemos tomar outra
vizinhanca V como feito na Lema 3.10. Como p € A C V, entao podemos assumir que
pn € V para todo n € N. Assim, para cada n € N fixo temos que p,, € V, entdo existe
r, > 0 tal que B, (p,) CV e B, (p,) NA=1.

e r - .
Para cada m € N fixo e arbitrario, tomemos ¢ = —~. Entdo, existem 6,, L, > 0,

m
571 Tn .
5 %}, assim, B (pn) C V.

Tomemos a vizinhanca U,, = B; (p,) de p,. Como p, é ndo errante para X,

dado pelo Teorema 2.61. Tomemos 0, = min{

para U, e para L, > 0 existe t,, > L, tal que X; (U,) NU, # 0. Logo, existe
¢m € X_4,,(Upn) N Up. Do item (1) do Lema 3.10, temos que Xjo4,.(¢n) C U. Como
X4, (qm) € Up € G € Uy, temos,

~ ~

Daqui, temos d(X;,, (Gn), dm) < d(Xe,, (Gm), Pn) + AP, @) < 200 < b

Agora, pelo Teorema 2.61, existe y)r € Per(X) e d(X¢(yl), Xi(gm)) < ;—n, para
m

0 <t <t,. Por outro lado, para t = 0 temos d(y;,,, ¢m) < 5. Daqui, temos que
(Y™, pr) < A", q1) + d(qr, pn) < 2 + 8, < 2 (3.10)
Yms>Pn) > Ym> Q1 qd1, Pn om n m' .
Uma idea geométrica da construcao dos y;; pode-se ver na Figura 11.

Figura 11 — A construgao dos y)}, € Per(X), usando o Closed Orbit Theorem 2.61.

Fonte: Elaboragao prépria.

Logo, para cada m existe y;,, € Per(X)\A pois, pela (3.10) temos que y,,, € Bra (pn).

Portanto, de (3.10) temos que, d(y2,p,) — 0 quando m — +o00. Isto prova que

pn € Per(X), para cada n € N.
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Como U é arbitrario, podemos asumir que p, € Per(X) para todo n € N. De fato,
para pi, existe 1 > 0 tal que B.,(p1) C U e B, (p1) N A = 0. Como p; € Per(X), existe
uma sequéncia de pontos periddicos (y) )men tal que yl, — p;. Assim existe my € N tal

que y! € B, (p1) para todo m > mg. Desta maneira, escolhemos m; > my tal que

Yoy € Per(X)\ A e d(y,,,p) < e

€1 E2

5, 2}, assim

Para py temos g9 > 0 tal que Be,(p2) C U e Be,(p2) NA. Tomemos ry = min{

existe y2,, € Per(X) \ A tal que d(y2,,,p2) < 72 < . De maneira andloga, obtemos
Y em Per(X)\ A tal que d(y;, ,pn) < =%, para cada n € N.

Assim, d(y}, ,pn) — 0 quando n — +oo. Ver Figura 12.

Figura 12 — A construcao da sequéncia de pontos y;, € Per(X), tal que g, — p, onde
B,=B St (pn)-

Fonte: Elaboragao prépria.

Por outro lado como d(p,,p) — 0 quando n — +o0, entdo d(y}, ,p) — 0
quando n — 4o00. Assim obtemos uma sequéncia (y;, Jnen em Per(X)\ A C Q(X)\ A
tal que d(y, ,p) — 0 quando n — +o00. Portanto podemos asumir que p, € Per(X)

para todo n € N.

Como p € A e d(p,,p) — 0 quando n — +o00, temos que
dist(Ox(pn),A) — 0 quando n — +oc.

Por outro lado, pelo item (3) da Proposicao 2.25 temos que Ox(p,) = wx(pn), assim,

Ox(pn) é um conjunto compacto e transitivo. Como A é um conjunto neutral, entao pelo
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Corolario 3.13 tem-se que Ox(p,) acumula-se no conjunto A. Isto é, para toda vizinhanga

U de A existe ng > 0 tal que

Ox(p,) CU para todo n > ny. (3.11)

Como A é um conjunto compacto hiperbdlico, entao admite uma decomposicao
continua D X-invariante do fibrado tangente de M restrito a A. Seja T\M = E5® EX & EY,

tal decomposicao.

Como A é um conjunto transitivo, entdo dim(E3) = s e dim(E}) = u sdo constantes
em A. Com efeito, suponhamos que existe a,b € A tais que dim(E?) # dim(E;). Como A

é transitivo entao pela Proposi¢ao 2.32 existe ¢ € A tal que A = Ox(q). Como a € A e

b € A entdo existem sequéncias (Xz, (q))nen € (X4, (q))men tais que
X, (q) — ae X, (q) — b
Pela continuidade do espaco E} temos que
EY. —E. e EX, (o — £ (3.12)

Por outro lado, como Ej e E;’(t(q) sao isomorfos para todo t € IR, visto que X; é um
difeomorfismo para todo t € IR. Entdo dim(EY,) = dim(E;) = k para todo t € IR.
Assim dim(E%, (q)) =k e dim(E%, (q)) = k para todo n,m € N. Logo de (3.12) temos
que dim(E?) = dim(Ef) = k, o qual é uma contradi¢do. Portanto dim(E3) = s sdo

constantes em A. Analogamente tem-se dim(F}) = u s@o constantes em A.

Como A nao é (2-isolado entao nem s = 0 nem u = 0. Com efeito, suponhamos
que u = 0 entdo dim(T,(M)) = dim(T,(Es @ E.)) para todo p € A. Assim W*(A) é um
conjunto aberto. Seja z, € Q(X) \ A tal que z, — p € A quando n — +oo. Assim
existe ng € N tal que z,, € W¥(A) para todo n > ng. Para z,,, existe uma vizinhanga
aberta U tal que

UcCW?(A) e UnA=40. (3.13)

Assim, como z,, € Q(X) e T > 0, existe to > T tal que Xy, (U) N U # 0. Logo existe
y € Xy, (U)NU. Assim, y = X (u) com v € U. Como y € U C W#(A) entao existe € > 0

tal que B.(y) C U. Logo, como u € U entao para esse € > 0 e T > 0 temos que

dist(X(u), \) < € para todo t > T.
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Como tg > T entao dist(y,A) < ¢, assim por a propriedade (2) da definicao A.1 existe
a € A tal que d(y,a) < e. Portanto, como a € B.(y) temos que B.(y) N A # ), o que é

uma contradigao de (3.13). Portanto, u = 0. De maneira andloga tem-se que s = 0.

Como A é um conjunto hiperbdlico, entao existe U uma vizinhanga aberta de A tal
que todo p, (sem perda de generalidade) admite uma decomposigdo continua do espago
tangente T, (M) = E5 @& Egi © E tal que E; ¢ contrator e E ¢ expansor, assim cada

orbita p,, é hiperbdlica.

De (3.11), como Ox(p,) converge a A e p, sdo hiperbédlicos entao pelo Teorema
2.53 (Teorema da Variedade Estavel) tem-se que W (p,) e W¥(p,) sdo subvariedades
de classe C' tangentes a E3 e EY, respectivamente.. Logo, ambas variedades estdvel e
instavel locais de p, tém dimesao s e u respectivamente. Além disso, ambas as variedades

também tém tamanho uniforme.

Assim, para cada vizinhanga U, de p, existe ng € N tal que W§(p,) estd C'-
proximo a W3 (p) e W¥(p,,) estd C'-préximo a W¥(p), para todo n > ng. Como p é um
ponto hiperbélico, temos que W§*(p) e Wi (p) sdo tranversais em p. Assim, como W3 (p,,)
estd Cl-préximo a W§(p), entdao pela Proposigao B.2 existem ¢ € W3 (p,) N W(p).

Uma idea geométrica pode-se ver na Figura 13.

Figura 13 — ¢ € W5#(pn) N Wi (p).

Wk (p)
p
n

Fonte: Elaboragao prépria.

Da mesma maneira, desde que Wi*(p) e W§(p) sdo tranversais em p. Entdo existe

g5 € W (pn) N W3 (p) tais que W (p,) e Wi (p), para todo n > ng. Assim

Wi (pn) " Wx(p) #0 e Wx(pa) "Wx(p) #0  para todo n > ng. (3.14)

Como p, € Per(X) e p € A, concluimos, usando o Lema 2.54 (Lema de Inclinagao),

que p, € W5(p) N W¥(p), para n > ng. Com efeito, sejam n > ng e V' uma vizinhanga
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aberta de p,. Como p, € Per(X) entdo existe uma secao transversal ¥ de p,. Seja
W =V N ¥ uma vizinhanca aberta em Y tal que podemos definir a aplicacdo de Poincaré
Py, associado a Y. Assim, p, é um ponto fixo da aplicacdo de Poincaré Ps. Sejam
Wi (pn) = W5 (pn) NE e Wi (pn) = Wi (pa) N X, as variedades estdvel e instavel de Py
respectivamente. De (3.14) e pela invarianca das variedades estével e instavel, temos que
Wi(p) N Wi (pn) # 0 e Wi (p) NWE (pn) # 0. Entdo, existe ¢f € Wi(p) N W (p,) e
¢ € Wx(p) N Wg (pn). Sejam Dy C Wx(p) N Wp, (ps) e Dy, € Wx(p) N Wi, (pn) com
dim(Dy ) = dim(Wg_(p,)) e dim(D;,) = dim(W3, (p,)) tais que

Dy thgn Wi (pn) € Dy, thee W (pn)-

2

Além disso, Wp_(p,) C W e Wp_(p,) C W. Esta parte pode ser vista na a parte
(a) da Figura 14.

Figura 14 — Restringindo a aplicacdo de Poincaré e usando o Lema da inclinacao.

Wi, (pn)

Fonte: Elaboragao prépria.

Assim pelo Lema de Inclinagao para difeomorfismo [18, Lema 7.1, p. 90] aplicado
4 aplicagao de Poincaré P, existe ng € N tal que, se n > ng entao D), = P(Dy ) N W
estd e-C' préximo Wi (p,) € Di = Pg(D:) NW estd e-C' proximo W7 (p,). Como
W (pn) My, Wi (pn) C W, entdo pelo Corolario B.4 existe ¢ € Dy N D; tal que
D: M, Dy Ver a parte (b) da Figura 14. Como ¢ € D} N D3, entao

q€ PR(D;,)NWeqe Py(Dy)NW.

Assim, existem u € Pg(D;,) e s € PE(Dy ) N W tais que ¢ = Pg(u) = P5(s).
Como Dy C Wi(p) e D;, C W3 (p) entao Pi(u) € Wi(p) e Pi(s) € Wi (p).



o7

Portanto, ¢ € VN (W5(p) N W¥(p)). Isto é, VN (W5 (p) NW¥(p)) # 0. Como V

é arbitrario entao p, € W§(p) N Wi(p).

Como A é invariante e p € A, tem-se que Ox(p) C A, entao pelo item (2) da

Proposicao 2.50 temos que:
Wk (p) = Wx(Ox(p)) € Wi(A) e Wx(p) = Wi (Ox(p)) € Wx(A),

portanto,

Wi (p) N Wx(p) € Wi (A) 0 Wx(A).

Assim

pn € WE(A) NWE(A). (3.15)

Como A é um conjunto neutral entdo pelo Lema 3.6 temos que A é um conjunto saturado,
isto 6, A = W (A)NW%(A). De (3.15) temos que p, € A = A. Isto leva a uma contradicdo,
pois p, € 2(X) \ A. Por conseguinte 2(X) \ A é fechado, assim A é Q2-isolado, portanto,

pela Proposicao 3.15 temos que A é isolado. Isso encerra a prova. O

Denotaremos por F a colecao de todos os conjuntos neutrais, isolados e transitivos
de X.

Proposigao 3.18. Uma subcolecao F' de F € finita se, e somente se, U A € fechado.
AeF

Demonstragio. (=) Seja F' um conjunto finito de F, digamos F' = {A4,...,A,,} onde
A; sdo conjuntos neutrais para todo i = 1,...,n, assim os A; sdo fechados para todo

1=1,...,n, portanto U A é fechado.
AEF/
(<) Suponhamos que B = | J A ¢é fechado e que F’ é infinito.
AeF’

Afirmagao 3.19. Existe uma sequéncia (A,,),en de conjuntos diferentes de F' tal que

dist(A,, A) — 0, para algum A € F'.

Com efeito, como F’ é infinito, entdao F’ # (), assim existe A; € F'. Agora como

F'\ {A1} é infinito, entao existe Ay € F'\ {A1} e Ay # A;. De maneira indutiva temos

A, € FF\N{Ay,..., A1} com A, # Ay paracada k=1,...,n— 1.
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Assim obtemos uma colecao de conjuntos diferentes de F’. Para cada n € N escolhemos
a, € \,. Assim obtemos uma sequéncia (a,),eny de B e como B é fechado com B C M,
temos que B ¢é compacto, sem perda de generalidade, a menos de subsequéncia, existe
a € B tal que a,, — a. Como a € B existe A € F’ tal que a € A. Da convergéncia de
(an)nen, temos que para cada € > 0, existe ng € N tal que d(a,,a) < e para todo n > ny.
Como dist(A,, A) < d(a,,a) para todo n > ng, entao dist(A,, ) < ¢ para todo n > ny,

portanto dist(A,, A) — 0. Isso prova nossa afirmagao.

Assim existem A € F' e uma sequéncia (A,,)nen de conjuntos diferentes de F' tais
que dist(A,, A) — 0, como A é um conjunto neutral, entdao pelo Coroldrio 3.13 temos
que A, acumula em A. Como A € F’, entdo A ¢ isolado, assim existe uma vizinhanca

compacta U de A tal que A = (1) X;(U). Como A, acumula em A e A C U, entdo existe
telR
no € N tal que A,, C U para todo n > ng. Logo X;(A,) C X;(U) para todo t € IR, como

A, sdo invariantes temos que A, C ﬂ X (U) = A para todo n > ng, logo A,, C A para
teR

todo n > ng, como A, sdo conjuntos neutrais e transitivos, pelo item (2) do Lema 3.6

temos que A,, sdo transitivos maximais, entao A,, = A para todo n > ng, o qual é uma

contradigao, pois A,, sdo diferentes para todo n € N. portanto F’ é finito. O
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4 CLASSES HOMOCLINICAS: RESULTADOS PREVIOS

Seja M uma n-variedade fechada, n > 3. Para cada K, K3 subconjuntos compactos

de M, definimos a distancia Hausdorff de K e K5 como:
dH(Kl,KQ) = inf{e >0: Kl C BE<K2) [§ K2 C BE(K1>}

Denotaremos por 2 o espago métrico de todos os subconjuntos compactos de M

dotado com a distdncia Hausdorff.

Seja ¥V um espaco métrico. Consideramos a seguinte aplicacao

<I>:V—>2éw.

Definicao 4.1. Dizemos que ® é semicontinua inferiormente em x € V se, para todo
conjunto aberto U C M com ®(z) N U # (), podemos encontrar uma vizinhanga V, C V

tal que ®(y) NU # 0 para todo y € V.

A aplicagdo, ® é dito semicontinua superiormente em x € V se, para todo conjunto
compacto K C M com ®(z) N K = (), podemos encontrar uma vizinhanca V,, C V tal que
®(y) N K = ) para todo y € V.

Dizemos que ® é semicontinua inferiormente (resp. semicontinua superiormente),

se ® é semicontinua inferiormente (resp. semicontinua superiormente) para todo = € V.

Lema 4.2. Sejam F e K espagos métricos completos e uma aplicagio ® : F — 2K, Se
® € semicontinua inferiormente entao existe um subconjunto residual R de F' onde ¢ é

semicontinua superiormente.
Demonstragio. A demostragao pode ser vista em [12]. O

Apresentaremos uma das principais ferramentas que serao utilizadas ao longo desta
secao. Esta ferramenta é o Connecting Lemma , o qual é motivado pela seguinte situagao.
Suponha que a variedade instavel de uma oOrbita periddica hiperbdlica acumula-se na
variedade estavel de outra érbita periddica hiperbolica. Nos gostariamos de encontrar um
campo vetorial perto ao dado, tal que a continuacao das variedades invariantes de érbitas

periodicas acima realmente se intersectam.
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Teorema 4.3. (Connecting Lemma (Hayashi)) Sejam X € X'Y(M) e A um conjunto
hiperbélico e isolado de X. Se W5(N)NWL(A)—A # 0. Entio para quaisquer C vizinhanca
U de X, existeY € U tal que Y = X em uma vizinhanga U de A e WE(A)NWE(A)—A # 0.

Demonstragio. Ver [9, Theorem A, p. 83] e [29, Theorem C, p. 5214]. ]

Teorema 4.4. (Connecting Lemma,)
Sejam X € X1 (M) e a € Crit(X). Para toda C*-vizinhanga U de X existem p > 1, L >0

e g9 > 0 tais que, para todo 0 < € < gg e quaisquer dois pontos p,q € M que satisfazem

1. p,q & X—1,0/(B:(a)).
2. O%(p)N B:(a) # 0.

5. O%(a) N Bx(a) £ 0.
Entao, existe Z € U tal que Z = X fora de X(_10)(B.(a)) e ¢ € OF(p).

Demonstragio. A demostragao pode ser vista em [29, Theorem E, p. 5214]. Para uma

idea gemétrica do Teorema pode ver a Figura 15. [

Figura 15 — Connecting Lemma.

q‘

Fonte: Elaboracao prépria.
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4.1 PROPRIEDADES ORBITAS FECHADAS HIPERBOLICAS

Lema 4.5. Seja p € M uma singularidade hiperbdlica de X € X"(M). Dado T > 0,
existem vizinhangas U C M dep eUd C X" (M) de X e uma fung¢io continua p:U — U

tais que:

1. SeY €U, p(Y) € a unica singularidade de Y em U, a qual é hiperbdlica.

2. Toda orbita fechada de um campo Y € U, que passa por U, tem periodo > T.

Demonstragio. Ver [18, Lema 2.1 p.110]. O]

Lema 4.6. Sejam T > 0 e I uma drbita fechada hiperbélica de um campo X € X" (M).
Entao existem vizinhangas U C M de ' eUd C X" (M) de X tais que:

1. Cada'Y € U possui uma orbita fechada hiperbolica I' C U e toda orbita fechada de

Y distinta de I' C U que passa por U tem periodo maior do que T'.

2. A orbita T'y varia continuamente com 'Y .

Demonstragio. Ver [18, Lema 2.2 p.110]. ]

Seja G12 C G; o conjunto dos campos vetoriais cujas érbitas fechadas sao hiperboli-

cas.

Corolario 4.7. Dado T > 0, existe apenas um niumero finito de orbitas fechadas de

X € Gy de periodo < T'. Isto é,

Perp(X) = {p1(X),...,pr(X)}.

Demonstragao. Ver [18, Capitulo III, p. 111]. O

Lema 4.8. Sejam X € X" (M) e K C M um compacto tal que X ndo possua singularidades
em K e que as orbitas fechadas de X por pontos de K tenham periodo > T. Entdo existe
uma vizinhanga U C X" (M) de X tal que todo Y € U nao possui singularidades em K e

as orbitas fechadas de Y por pontos de K tém periodo > T.

Demonstragio. Ver [18, Lema 2.3 p.111]. O]
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Dados X € X"(M) e p € Per(X) denotamos mx(p) o periodo de p. Vamos definir

mx(p) = 0 se p é uma singularidade de X. Se T' > 0 denotamos

Critr(X) ={p € Crit(X) : nx(p) < T}.

Proposicao 4.9. Seja X € Gi2. Dado T > 0, entao

Critp(X) = {p1(X),...,pe(X)}

¢ um conjunto finito. Mais ainda,

Critz(Y) = {p1(Y),...,pr(Y)}
para todo Y suficientemente proximo a X.

Demonstracao. Sejam T" > 0 e X € Gp9, entao pela Observagao 2.37 temos que X tem
um numero finito de singularidades hiperboélicas. Como T > 0, entao pelo Corolario 4.7
temos que X tem um ntmero finito de érbitas fechadas de X de periodo < T'. Portanto o

conjunto Critr(X) é finito.

Seja p € M. Temos trés casos a considerar:

1. p é uma singularidade de X.
2. Ox(p) é regular ou é uma orbita fechada com periodo > T

3. Ox(p) é fechada com periodo < T.

No caso (1), pelo Lema 4.5, existem vizinhangas U, de p em M e N, de X em
X"(M), tais que todo campo Y € N, possui apenas uma singularidade p(Y') € U,, a qual

¢ hiperbolica, e toda orbita fechada de Y que interseta U, tem periodo > T'.

No caso (2), pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe uma vizinhanga U, de p em
M tal que toda érbita fechada de X que interseta U, tem perfodo > T e X nao possui
singularidade em U,. N, de X em X"(M), tais que todo campo Y € N, possui apenas uma
singularidade p(Y') € U, a qual ¢é hiperbdlica, e toda 6rbita fechada de Y que interseta
U, tem periodo > T. Pelo Lema 4.8, existe vizinhanga N, de X em X" (M), tal que todo
campo Y € N, ndo possui singularidades em U, e as érbitas fechadas de Y, por pontos de

U,, tém periodo > T
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No caso (3), pelo Lema 4.6 existem vizinhangas U, de Ox(p) em M e N, de X em
X"(M), tais que todo campo Y € N, possui apenas uma orbita fechada 7y contida em
Up, a qual ¢ hiperbdlica, e todas as outras orbitas fechadas de Y que intersetam U, tem

periodo > T'. Além disso, ¥ ndo possui singularidades em U,,.

O conjunto {U, : p € M} é uma cobertura aberta de M. Como M é compacto
entdo ela tem uma subcobertura finita. Seja {Uy,...,Ux} C {U, : p € M} a subcobertura
finita de M por abertos de {U,:p € M}. Sejam Ni,..., N, C X"(M)as vizinhangas
respectivas de X, obtidas nos casos (1), (2) e (3) e sejad = NN, ..., NN}. Assim, todo
campo Y € U, possui o mesmo numero de 6rbitas fechadas com periodo < T que X (as
quais sao hiperbdlicas) e que Y possui o mesmo nimero de singularidades que X (as quais

sdo hiperbdlicas). O
Definigao 4.10. Dizemos que um campo vetorial X € X"(M) é de Kupka-Smale se as

seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. Os elementos criticos de X (singularidades e drbitas fechadas) sao hiperbdlicos, isto

é, X € Guo.

2. Se 01 e 09 530 elementos criticos de X, entdo W (0q) é transversal a W (o9).

Denotamos por KS"(M) o conjunto dos campos de Kupka-Smale.

Teorema 4.11. (Kupka-Smale)
O conjunto KS™ (M) é um conjunto residual em X" (M).

Demonstragio. Ver [18, Teorema 3.1, p.118]. ]

4.2 LEMAS PRINCIPAIS

Nesta secao apresentaremos os principais Lemas que nos vao permitir provar o

Teorema 4.20 que nos diz que genericamente as classes homoclinicas sdo conjuntos neutrais.

Lema 4.12. Se X € KS'Y(M) e T > 0, entdo existem uma vizinhanga Ux 1 de X e um

subconjunto residual Rxr de Uxr > X tais que, se Y € Rxr e p € Critp(Y), entdo

Wi(p) € um conjunto Lyapunov estdvel para Y e W (p) é um conjunto Lyapunov estdvel

para —Y .
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Demonstragio. Como X € KS'(M) e T > 0, entdo pela Proposigao 4.9 temos que

Critr(X) = {p1(X), ..., pe(X)}

¢ um conjunto finito. Mais ainda, existe uma vizinhanca Ux r de X tal que

Critp(Y) ={p1(Y),...,ox(Y)}

para todo Y € Uxr, onde p;(Y), 1 < i < k, ja seja uma Orbita periédica o uma

singularidade de Y.

Para cada ¢ € {1,...,k}, definimos a aplicagao
O, : Uy — 2" tal que &;(Y) = Wt(pi(Y)).

Afirmamos que ®; ¢ semicontinua inferiormente em Y, € Ux 7. Com efeito, seja
U C M conjunto aberto tal que ®;(Yp) N U # 0, entdo existe x € ®;(Yy) N U. Como
x € ©;(Yy) = Wi (pi(Yo)) e U é uma vizinhanca de z, tem-se que U N Wi (p;(Yp)) # 0,
assim existe z € U N Wy (pi(Yp)). Como z € U, entdo existe r > 0 tal que B,(z) C U
e z € W¢ (pi(Yo)). Por Teorema Variedade Estavel (Teorema 2.53) temos que, para
0 <e <r,existe § > 0 tal que Wyt(p;(Y)) e Wy (pi(Yp) estéo e-C' préximos, para todo
Y € Vs(Y), onde Vs(Yp) é uma vizinhanga em Uy r. Assim, para cada Y € V;(Yp) existe

um difeomorfismo hy : Wi (ps(Yo) — Wit (pi(Y')) tal que
max{d(i o hy,i),d(D(i o hy), Di)} < e,

onde i : Wt(pi(Y)) — M e i: Wi (pi(Yy)) — M sao inclusdes. Como z € Wit (pi(Yy))

entao

lhy(2) =zl = iohy(z) —i(2)]
< sup {0 hy(z) —i(2)]}
zeWy (pi(Y0))

= d(/Z\Ohy,Z) <E.

Assim, existe wy = hy(z) € W{(p;(Y)) tal que wy € B.(z) C B,(z). Portanto para cada
Y € Vs(Y)) existe

wy € Wy (pi(Y)) N B, (2) € Wy(pi(Y))NU.
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Assim, W¥(p;(Y))NU # 0 para cada Y € V5(Y)). Portanto ®; é semicontinua inferiormente

para Yj. Consequentemente ®; é semicontinua inferiormente em Ux 7.

Pelo Lema 4.2 existe um conjunto residual R; de Ux r tal que ®; é semicontinua

superiormente para todo Y € R;.

Definimos Rxr = KS'(M (ﬂ R; ). Entao Rxr é um conjunto residual de

Ux r. Provaremos que Ry r satisfaz a conclusao do lema.

Seja o € Critp(Y) para algum Y € Rx 7, ou seja 0 = p;(Y) para algum i. Assim
temos que ,(Y) = Wi (o).

Suponhamos por contradigao que Wi¥(o) nao é Lyapunov estével para Y. Entao
existe um conjunto aberto U que contém Wi#(o). Assim para toda vizinhanga V' de Wi (o)
existe t > 0 tal que Y;(V) ¢ U. Como Wi¥(o) é compacto e U um conjunto aberto entao

pela Proposicio A.4 existe ¢ > 0 tal que B.(W(o)) C U.

Assim para cadan € Ne V, = B%(W) existe t,, > 0 tal que Yy, (V,,) ¢ U.

Assim existem sequéncias z,, € V;, e t,, > 0 tais que Yy, (z,) & U. Logo dist(z,, Wi(0)) < £
, agora quando n — 400 temos que dist(z,, W¥(o)) — 0. Como Wi(o) é compacto,
existe x € W¥(o) tal que 2, — = quando n — +oo (a menos de subsequéncias).

Portanto existem uma sequéncia x,, — x, com x € Wi(c) e t, > 0 tais que Y}, (2,,) € U.

Temos dois casos:

1. x & Critp(Y).
Como W¥(o) C U e ®; é semicontinua superiormente para todo Y € U, onde U
¢ uma vizinhanca em Ux r, para o conjunto compacto K = M \ U tem-se que

Wi(o) N K = (), para todo Z € U. Assim

W4(o) C U, paratodo Z €U. (4.1)
Dado que = & Critz(Y) entao Oy (x) N Oy (o) = (. Seja L > 0 entao

YV[_LVO](I> N OY(O') = @

Como z € W¥(0), e como Wi(o) é invariante, entdo pela Proposi¢do 2.21 temos

que, Yi(z) € Wi (o), para todo t € IR. Portanto

Yirg(x) C W(o) C U.
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Como Y[_p0(x) C M e pelas Observacdes 2.10 e 2.14 temos que Y|_p, g () e Oy (o) sao
conjuntos compactos, entao existem V;, V3 vizinhancas abertas de Y;_p g (x) e Oy (0)
respectivamente, tais que V;,Vo C U e Vi NV, = 0. Como z € V] entdo existe g tal

que B, (z) C Vi C U. Para cada ¢ > 0 definimos Y_pgB:(z) = |J Yi(B
te[—L,0]
Afirmamos que existe 0 < € < gy tal que

Yl .0/(Bi()) C Vi.

Com efeito, suponhamos por contradigao, isto é, Yi_r0(B-(x)) & Vi, para todo
e > 0. Assim, para cada € = £ > 0, existe 1, € Y|_1,0)(B=(z)) tal que r, € V1. Por
outro lado, como Y; é um difeomorfismo para cada t € [—L, 0], entdo pelo [14, Lema

2, p. 385] temos

vol(Yy(Bz () = wvol(Y;(Ba (2)))

IN

vol(Vi(Bg (@)))

IN

)
Nvol(B%( x))
)

NUOZ(BTO( x)). (4.2)

onde N = sup{||DY;(y)| : vy € B#(x)}. Como vol(B%o(x)) — 0, quando n —
+00, entao de (4.2) temos que vol(Yt(B%o(z))) — 0, quando n — 400, para cada

€ [-L,0]. Assim, dist(ry,Y_1,0(x)) — 0, quando n — 4o00. Como Y|_p g(x) é
compacto, entdo existe r € Y_p () tal que (a menos de subsequéncia) r, — r,
quando n — +oo. Como r, € Vi, para todo n € N, entao r € Vi. O qual é uma

contradi¢do, pois, Y[_r0(z) C V4. Portanto, existe 0 < € < gy tal que

Viepo(Be(z)) C Vi C U (4.3)

Como Oy (o) C Vo e Vi NV, = () entédo existe 0 < & < gq tal que
V1o (Ba@) NOy(0) =0 ¢ Yl pq(B.x) C U. (14)

Por outro lado, como Oy (o) C V, entdao pela Proposi¢ao A.4 existe V' vizinhanga

aberta de Oy (o) tal que V' C v C V,. De (4.3) e como V3 NV, = ) temos que

Yirg(Bela) NV = 0. (4.5)
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Seja p > 1 entdo B%(:z:) C B.(z). Como z € Wi(o), entao B%(az) N Wi(o) # 0.
Assim, existe p € B (x) e p € Wi¥(o). Logo dist(Y_i(p),Oy(c)) — 0, quando

t — +o00. Como Oy (o) C V, entdo existe T > 0 tal que
Y_.(p) €V paratodo t>T. (4.6)

Seja p = Y_7(p) € W{(o). Afirmamos que p # o. De fato, suponhamos que p = o.
Entao Yr(o) = Yp(Y_r(p) = p. Portanto p € Oy (o). Como p € B (x) C B:(x)

entao temos que
0 7& Oy(O‘) N BS(ZL‘) C Oy(O‘) N YV[,LO}(BE(%)).

Isto é uma contradigao por (4.4). Assim p € W (o) —{o} NV.

Como p = Yr(p) e como p € Be (z), entdao OF(p) N B%(I) # (). Por outro lado, seja
a € Oy(p). Entao a =Y_4(p) = Y_.(Y_r(p)) = Y- (p). Como t +7T > T, entao
de (4.6) temos que a = Y_q17)(p) € V. Portanto temos

Oy(p)NBz(z) #0 e Oy(p) C V. (4.7)

Por outro lado, como x,, — z, existe ng € N tal que z,, € B%(x), para todo n > nyg.

Definimos ¢ =Yy, (zn,) € U. Assim Y., (q) =z, € Be (x). Portanto

05 (q) N B (x) # 0. (1)

Como q € U e p € V entao por (4.4) e (4.5), tem-se que p,q € Y_pg(B(x)). Ver
Figura 16.

Figura 16 — A construcdo de p,q ¢ Y|_1,o)(Be(7)).

Fonte: Elaboragao prépria.
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Assim, existem L > 0, p > 1 e gy > 0 tais que, para 0 < € < gg e p,q € M que
satisfazem (4.7) e (4.8). Além disso p,q & Y[_1,0(B:(x)).
Portanto pelo Lema 4.4, existe Z € U tal que Z = Y fora de Y_pq(B:(x)) e

q € OL(p). De (4.5) e (4.7) temos que

Oy (p) NY-r0(B:(z)) = 0. (4.9)

Como Oy (o) C V, e por (4.5) temos que Z(p) = Y (p), para todo p € Oy (o). Assim
Zi(p) = Yi(p), para todo p € Oy (o) e t € IR. Em particular, Z;(c) = Y;(0), t € IR.

Se o € Sing(Y'), entdo Z;(0) = o, para todo t € IR. Como Z € U C Uxr entao
o(Z)=o.

Se 0 € Per(Y), entdo Zs(0) = Y(0) = 0 e Zp(0) = V(o) # o para 0 < t < T,
onde T = my(p) < T. Assim, Z;(0) = 0 e Zz(0) # o para 0 < t < T. Logo

o € Per(Z) com mz(0) <T. Como Z € U C Ux r entdo 0(Z) =o.

Como p € W (o), entdo para cada ¢ > 0, existe Ty > 0 tal que
dist(Y_4(p), Y_i(0)) < g, para t > Tj.

Como Oy (o) C V, tem-se que Z;(c) = Y;(0), para todo t € IR. De (4.9) temos que
Zi(p) = Yi(p), para todo t < 0. Portanto

dist(Z_(p), Z-+(0)) < €, para t > Tj.

Logo p € W¥(a). Como ¢q € O} (p) tem-se que ¢ = Z;(p). Entdo ¢ = Z;(p) € Wi(o).
Assim, por (4.1) temos que g € U. Isto é uma contradigao pois ¢ ¢ U. Isso encerra

a prova quando x € Crit(Y).
Vejamos que o seguinte caso nos leva ao caso anterior.
. x e Crit(Y).

Como Y € KS'Y(M) e x € Crit(Y), entdo Oy (x) ¢ hiperbdlica. Afirmamos que

Oy (x) nao é pogo nem fonte. Com efeito, suponhamos que:

e Oy(z) é pogo. Como Oy (z) C U. Como Oy(x) é poco entdo é Lyapunov
estavel. Assim, existe V tal que Y, (V) C U, para todo t > 0. Como z € V e

r, — x, quando n — +o00. Entao existe ng € N tal que x,, € V para todo
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n > ng. Para x,, € V temos que Y, (Tn,) € U. O qual é uma contradicao,
pois, Yy, (Tn,) € U.
e Oy(x) é fonte. Como z € Crit(Y) entdo x = o ou x # 0.

Se x = o entdo Oy(x) = Oy(c). Como Oy(x) é fonte entdo existe uma
vizinhanga V' de Oy (z) com V C U tal que p € Wi(z) para todo p € V. Por
outro lado, como z,, — x, entao dist(z,, Oy(x)) — 0, quando n — +o0.
Assim, existe ng € N tal que x,, € V, para todo n > ny. Para ny temos que
Tny €V, logo x,, € Wi(z) e portanto Y, (zn,) € Wit (x) = Wi (o) C U. Isto
¢ uma contradicdo, pois Yy, (zn,) € U.

Se x # o entao Oy (z) N Oy (o) = 0. Como Oy (z) é fonte e Oy (z), Oy (o) sdo
compactos, entdo existem vizinhangas abertas V' de Oy (z) e W de Oy (0) tais

que VNW =0, e onde V é uma vizinhanca de Oy () tal que, se

peV entdo pe Wg(x). (4.10)

Como z € W (o) e x € V entao existe z € VNWit (o). Como z € Wi (x) entao
dist(Y_4(z),0(c0)) — 0, quando t — 4o00. Visto que W ¢é uma vizinhanga
de Oy (o), entdo existe T > 0 tal que Y_4(z) € W, para todo t > T;. Por outro
lado, como z € V, entdo por (4.10) temos que z € Wi(x), entdo existe T, > 0
tal que Y_;(z) € V, para todo t > Ty. Tomemos T' = max{T},T>}. Logo, seja
T > T assim obtemos que Y 2(2) € VN W. O qual é uma contradi¢ao, pois
Vaw =9.

Portanto, Oy (z) nao é pogo nem fonte. Assim, tem-se que Wi (z) \ Oy (x) # 0 e
W (2)\ Oy () # 0. Pois, se supomos que Wi (z)\ Oy (z) = 0, entdo Oy (z) C Wi (x),
e assim Wy (z) = Oy (z). Portanto, Oy (x) é fonte, o qual é uma contradigdo. Outro

caso ¢é andlogo.

Afirmacao 4.13. Se z, — x € W{(o) e t, > 0 ¢ tal que Y} (x,) € U, entao

existem @, € Yjou,(2n) € ' € Wi (x) \ Oy () tais que ], — ', quando n — +o0.

Com efeito, pelo Teorema de Hartman-Grobman (2.41) ou (2.47), existe V' C U vizi-
nhanga aberta de Oy (), tal que d(Wi(z,V)) = D{(z) é um dominio fundamental
de Wi (z) (aqui Wit(z, V') denota a componente conexa de V' N Wi (z) que contém
Oy (x)). Visto que V' é uma vizinhanga de Oy (x) temos que Oy (x) C int(V) e como
Oy (x) C W{(z,V), entao Oy (x) C int(W¥(z, V).
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Como Wi(z,V) é uma componente conexa entdo é fechada. Assim, D¥(x) C

W (z, V) e como Wi (x, V) = Dy (x) Uint(W{(x,V)) tem-se que
Dy (x) € Wy(2) \ Oy ().

Como xz,, — x, podemos assumir que x, € V para todo n € N. Por outro lado,
sabemos que Y, (z,) ¢ U. Portanto z, ¢ Wg(z), para todo n € N, pois, se
x, € Wi(z) e como z,, € V, que é uma vizinhanca de Hartman-Grobman, temos
que Y;(X,) € V, para todo t > 0. Em particular, Y; (z,) € V C U o qual é uma
contradicdo. Como Oy (x) é conexo, e z, € V e Y, (z,) € V, entao pelo Teorema de
Alfandega [13, Proposi¢ao 9, p. 99|, existe r € Oy (z) tal que r € V. Assim, para
cada n € N escolhemos 2/, € 9V como o primeiro ponto em Oy (x,) fora de V, ou
seja, existe s, > 0 tal que z], = Y (z,) € OV e Yi(x,) € int(V) para 0 < s < sp,.
Mais ainda, como Y}, (z,) € U temos que Y;, (x,) ¢ V, para todo n € N. Daqui,

concluimos que s,, < t,, para todo n € N. Portanto, ], € Y[os,(%n).

Como z,, ¢ Wi(z) e z,, € V para todo n € N, entdo as érbitas de z,, tendem a
acumular sobre Wi (x). Assim, visto que z,, — z, pela escolha de V' e 2!, temos
que {z/, : n € N} se acumula em 2/ € D} (z) C W¥(z) \ Oy(z). Passando a uma
subsequéncia, se necessario, podemos assumir que z,, — z’, quando n — +o0. A
idea gemétrica pode ser vista na Figura 17.

Figura 17 — A construgio da sequéncia x, tal que z,, — z’.

Fonte: Elaboracao proépria.

Portanto, existem x, € Yjo¢,1(2,) e ' € Wi (z) \ Oy (z) tais que x;, — 2, quando

n — +00.
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Afirmacgao 4.14. 2/ € W (o).

Com efeito, se x = o, temos que 2’ € Wi(x) = Wi(o) e portanto 2/ € W(o).
Vejamos quando x # o, entao existe vizinhangas abertas W e V de Oy (o) e Oy ()
respectivamente, tal que

VAW =90, (4.11)

onde V' ¢é uma vizinhanca dada pelo Teorema de Hartman-Grobman. Suponhamos

que ' € W (o), entao existe uma vizinhanga compacta K de 2’ tal que

KNWg(o) = 0. (4.12)
Como ®; é semicontinua superiormente para todo Y € U temos que

KNW¥o(Z)) =0 paratodo Ze€U. (4.13)

Como = € Wi(o), entdo existe z, — z, onde z, € W{(c). Sem perda de
generalidade podemos supor que z, € V, para todo n € N. Afirmamos que z, ¢
Wit (x), para todon € N. De fato, suponhamos que existe ny € N tal que z,, € Wi (z).

Como z,, € Wi (o) N Wit (x) entao
dist(Y_(2n,), Oy (0)) — 0 e dist(Y_4(zn,), Oy (z)) — 0.

Como W e V sao vizinhangas de Oy (o) e Oy (x) respectivamente. Entao existe
T > 0 tal que Y_4(2,,) € VNW, para todo t > T . Assim, VW # (), o qual é

uma contradigao por (4.11). Portanto, z, & Wy (z), para todo n € N.

Consideremos D§ (z) = 0(W(x,V)) é um dominio fundamental de W (x) (aqui
W (z, V) denota a componente conexa de V N W (z) que contém Oy (x)). Como
2z, € Wi (o) para cada n € N, desde que, W é uma vizinhanca de Oy (o), entao
para cada n € N, existe T,, > 0 tal que Y;(z,) € W para todo t > T,,. Assim,
existe r, > T, tal que Y, (z,) € V para todo n € N. Logo, de maneira andloga a
construgao de z’, podemos obter uma sequéncia de pontos y, = Y_,. (z,) € OV tal
que y, — y, onde y € D3 (z) C Wg(z) \ Oy(z). Além disso, como vy, € Wi(o)

entdo y € W (o). Portanto,

y € Wy(o) N Wy (2) \ (Oy (o) U Oy ().
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Figura 18 — A construcdo do ponto y € Wit(o) N Wi (z) \ (Oy (o) U Oy (2)).

K

Fonte: Elaboragao prépria.

Para uma idea geométrica da constr¢ao pode-se ver a Figura 18.

Assim, pelo Teorema 4.3 (Connecting Lemma), existe uma perturbagdo Z de Y tal
que Wi(z(Z2)) NW¥(o(Z)) # (. Em outras palavras existe uma conexao de selas

entre z(Z) e o(Z). Ver Figura 19.

Figura 19 — Aplicando o Teorema 4.3 (Connecting Lemma (Hayashi)).

K vz &'

Z(Z) o

Fonte: Elaboragdo prépria.

Quebrando esta conexao de selas como na prova do [18, Lema 3.5, p.121] existe
um campo Z’ C'-préximo a Z tal que W5, (z(Z")) h W4.(o(Z')) # 0. Além disso,
pela continuidade temos que W4 (z(Z")) é C'- préximo a W2(z(Z)). Como 2/(Z) €
KNWi(x(Z)) entao existe 2'(Z2') € KNW4 (z(2")).

Suponhamos que = € Sing(Y'), entdao pelo Lema 4.5 temos que z(Z') € Sing(Z') e
é hiperbodlica. Sejam p € W3, (x(Z")) h W4, (o(Z')) e um disco mergulhado B em
W4 (x(Z")) que é uma vizinhanca de x(Z’) em W4 (z(Z')) que contém a 2'(Z'), e
uma vizinhanca V' deste disco em M. Seja D C W, (o(Z') um disco transversal a
W3, (X(Z") em p com a mesma dimensao de B. Como 2'(Z’) € K existe g > 0
tal que B, (2'(Z')) € K NV. Entao pelo Lema de Inclinagao 2.54, para ¢ < g
existe T' > 0 tal que, para todo t > T o disco D! estd e-proximo de B, onde D' é a
componente conexa de Z;(D)NV que contém Z}(p). Como foi feita ao inicio da prova,

desde que D' estd e-préximo de B, entao existe y € D' N B, (¢/(Z')) para t > T.
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Assim, y € Z|(D) C Z|(W4(o(Z")) C Wi (o(Z')). Logo, y € KN W4 (a(Z")).
Portanto K N W4,(0(Z")) # 0. A idea geométrica pode ser visto na Figura 20.

Figura 20 — Perturbando por um campo Z’ e usando o Lema de inclinacao.

W ix@)) Wx@)

Fonte: Elaboracao prépria.

Suponhamos que x € Perr(Y'), entao pelo Lema 4.6 temos que que x(Z') € Perp(Z')
e ¢é hiperbdlica. Podemos tomar uma secao transversal de x(Z’) denotado por ¥,z

tal que contém 2/(Z') e Lz NW (o) # 0.

Como Wi, (x(Z") M W4 (0(Z")) # 0, entao existe p € (W5, (x(Z")) h Wi (a(Z"))) N
Yz(z1y- Tomemos a aplicacdo de Poincaré associada a érbita de 2(Z’) e ¥;(zy. Como
x(Z") € Perr(Z'), entdao x(Z") é um ponto fixo hiperbélico da aplicagao de Poincaré.
Seja D C W/(0(Z")) N Xg(z) o disco transversal a W3, (¢(Z')) N X2y em p e B
um disco mergulhado em W, (2(Z')) N X5z que ¢ uma vizinhanca de z(Z’) em
W4 (x(Z')) N Xz e que contém a z’(Z'). Agora, de maneira analoga ao caso da
acima, pelo Lema de inclinagao para o caso de difeomorfismo aplicado a aplicagao de
Poincaré. Obtemos que K N W% (o(Z')) # 0. O qual é uma contradigao por (4.13),
desde que, K N W (a(Z') = 0. Assim, 2/ € W& (o).

Da Afirmacao 4.13 temos 2’ ¢ Crity(Y) e sequéncias x, — 2’ e pela construcao
feita na Afirmacao 4.13, definimos ¢/, = t,, —s,, assim ¢, > 0e Yy (2),) =Y}, s, (2},) =
Y, (z,) € U e da Afirmacio 4.14 temos que 2’ € Wi (o). Isso mostra que basta

considerar o caso x ¢ Crity(Y'), substuindo x por 2, x, por z, e t, por t/. Isso

completa a prova do Lema.

]

Lema 4.15. Eriste um conjunto residual Ry de X*(M) tal que, para todo X € Ry e

o€ Crit(Y), W¥(o) é um conjunto Lyapunov estavel para X e W3 (o) é um conjunto

Lyapunov estavel para —X.
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Demonstragio. Temos que X!'(M) é um espago métrico separavel [18, Proposigio 2.3, p.
23-25]. Como KSY(M) C X' (M), entdo pelo item (1) da Proposicio A.14 temos que
S (M) é separdvel, assim existe K um subconjunto enumerédvel denso em KS*(M), isto

é,
KSY(M) = K nKSY(M).

Como X!'(M) é um espaco métrico de Baire, visto que KS'(M) é um conjunto

residual em X¥'(M), entdo KS'(M) é um conjunto denso em X'(M).

Assim temos:
XY M)=KS'(M)=KNnKS' (M) CKNKS'(M)=KnXx'(M)=K.
Portanto, existe um subconjunto enumeréavel K de KS'(M) que é denso em X'(M).

Assim, escolhemos uma sequéncia X,, € KS*(M) tal que {X,, : n € N} é denso em X' (M).

Dado T > 0. para cada X,, € KS'(M), pelo Lema 4.12 existe uma vizinhanga
Ux, r de X,, (sem perda de generalidade, podemos assumir uma vizinhanga aberta) e
um subconjunto residual Rx, r de Ux, r para cada n € N. Para simplificar a notacao,

denotemos por U, = Ux, 7 ¢ Rur = Rx, 1

Definimos

O"'=JUur e R" = Rug-

neN neN

Como Ux, r é conjunto aberto para todo n € N, entao U U, ¢ um conjunto aberto.
neN

Agora, como X,, € U, 1, assim {X,, : n € N} C U U = OT, consequentemente:
neN

XY(M)={X, :neN}cOT c x'(M),

daqui concluimos que O é aberto e denso em X!(M).

Por outro lado, afirmamos que R? é um subconjunto residual de OF. Com efeito,
para cada n temos que R, r é um conjunto residual de U, 7, entao existe uma sequéncia
(Dgn1)ken de conjuntos abertos e densos em U, r tal que

7g'n,T = m Dk,n,T—

keN
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Como

RT = U Rur = U ( ﬂ Dynr) = ﬂ ( U Dy.n1)- (4.14)

neN neN keN keN neN
Assim, como Dy, ,, 7 é um conjunto aberto em U, r, entao existe U,, conjunto aberto

em X'(M) tal que:
Dy = Uy NUnr = Uy N (U NOT) = (U, NUp ) N OT.

Como U, NU,, v é um conjunto aberto em .’{1(M), entao Dy, r ¢ um aberto em

OT para cada n € N. Portanto | J Dy, r é aberto em OT. Por outro lado, temos que
neN
Dy, , 7 € um conjunto denso em U, r, tem-se U, 7 = Dy, 7 N Uy, 7.

Assim

O = JUur = |JDinrNUyr)

neN neN
C (U Dipr)n (U Unr)
neN neN
C U Dienrn or c o,
neN

por conseguinte, OT = U,y D N OT, isto é, Upeny Dinr ¢ um conjunto denso em O7.

Logo U Dy, é um conjunto aberto e denso em OT. Assim, em (4.14), temos que R” é
neN
um conjunto residual em O e isto prova a afirmacao.

Em particular, RT é um conjunto residual de X'(M), para todo T' > 0. Com efeito,
denotamos Dy, = U,eny Din,r- Assim R = ﬂ Dy. Como Dy, é aberto em OT o qual é

keN
um conjunto aberto em X'(M), entdo Dy, é um conjunto aberto em X*(M).

Além disso, como Dy, é denso em OT o qual é um conjunto denso em X*(M), temos
X' (M) =0T =D, NOT C Dy.

Consequentemente, D, = X'(M), isto é, D, é denso em X'(M). Logo RT é
intersecio de conjunto abertos e densos em X!'(M) e portanto RT é um subconjunto

residual de X'(M), para todo T > 0.

Definimos o conjunto Ry = [ ) RYN. Assim R; é um conjunto residual em X'(M).
NeN
Resta mostrar que R é o conjunto residual procurado.

Escolhemos X € Ry, p € Crit(X), entdo X € RY para todo N € N, escolhemos
Ny € N tal que Ny > mx(p) + 1. Por definicio X € R™, e portanto X € Ry, v, para
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algum n € N. Como Ny > 7mx(p) temos que p € Crity,(X). Entao pelo Lema 4.12

aplicado a X,,, e T = Ny temos que W% (o) é um conjunto Lyapunov estével para X e

W3 (o) é um conjunto Lyapunov estavel para —X. Isso completa a prova do lema. ]

Lema 4.16. Se X € KS'(M) e T > 0, entdo existem uma vizinhang¢a Vxr > X e um

subcongjunto residual Pxr de Vxr1 3 X tais que se Y € Pxr e p € Perp(Y), entao

Hy (p) = Wy (p) N Wy (p).
Demonstragio. Como X € KS*(M) e T > 0, entdao pelo Coroldrio 4.7 temos que

Perp(X) ={p1(X),...,pe(X)}

¢ um conjunto finito. Mais ainda, da Proposicao 4.9, existe uma vizinhanga Vx r de X tal

que

Perp(Y) ={p(Y),....pe(Y)}

para todo Y € Vx 7.

Para cada ¢ € {1,...,k}, definimos a aplicagao
®, : Vxr — 2M por &,(Y) = Hy (p:i(Y)).

Afirmamos que ®; é semicontinua inferiormente em Y; € Vx . Com efeito, seja U C M
conjunto aberto tal que ®;(Yy) N U # (), entdo existe x € ®,;(Yo) NU. Como z € U, entdo
existe r > 0 tal que B,(x) C U. Desde que z € Hy,(p;(Yo)) = W5, (pi(Yo)) h W (ps(Y0)),
tem-se B,.(x) N (W, (pi(Yo)) h W (pi(Yo))) # 0, assim, existe

2 € B,(x) N (W3, (pi(¥o)) th W (pa(¥0):

Pelo Teorema da Variedade Estével (Teorema 2.53) temos que, para cada 0 < ¢ < r, existe
6 > 0 tais que Wi (pi(Y)) e Wy, (pi(Yo) estao e-C' préximos e Wit (p;(Y)) e Wit (pi(Yo)
estao e-C' proximos, para todo Y € Vs(Yp), onde Vs(Yy) ¢ uma vizinhanga em Vx 7. Como

z € Wy (pi(Yo)) h Wit (pi(Yp)), entao pela Proposicao B.2 existe

2 € By(z) 0 [Wy(pi(Y)) h Wi (pi(Y))].
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Como B,.(x) C U, obtemos que Wi (p;(Y)) NU # 0 para cada Y € V5(Yp). Portanto ®; é
semicontinua inferiormente para Y. Consequentemente ®; é semicontinua inferiormente
em Vx 7.

Pelo Lema 4.2 existe um conjunto residual P}'(’T de Vx r tal que ®; é semicontinua
superiormente para todo Y € Pk ;. Definimos Px r = KS'(M) N (ﬁ P}@T> N R4, onde

1=

1
R1 € o conjunto residual dado no Lema 4.15. Entao Px r ¢ um conjunto residual de Vx r.

Provaremos que Px r satisfaz a conclusao do lema.

Seja 0 € Perp(Y) para algum Y € Px r, ou seja 0 = p;(Y) para algum i. Assim

temos que ®;(Y) = Hy (o). Como Y € Pxr, entdo Oy (o) ¢ hiperbdlica. Agora, se Oy (0)
fosse um pogo, entdo Hy (o) = Oy (o) e Wi(o) = Oy (o). Desde que, Oy (o) C Wi (o),

entao

Hy (o) = Oy (o) = Wy (o) N Wy (o).

De maneira analoga, se Oy (o) fosse fonte também temos Hy (o) = Wi(o) N W(o).

Suponhamos que Oy (o) nao fosse pogo nem fonte. Entdo temos

Hy (o) Wy (o) h Wi (o)

N

Wy (o) N Wy (o)

C Wg(o) N We(o).

Assim, Hy (o) C Wg(o) N Wi (o). Suponhamos, por contradigao, que Hy (o) # Wg(o) N
Wi (o). Entao existe x € Wi (o) N Wi(o) \ Hy (o).

Temos dois casos:

1. x & Critp(Y).
Dado que = € Hy (o) e Hy (o) é compacta, entao existe uma vizinhanga compacta K
de z, tal que K N Hy (o) = (. Como ®; é semicontinua superiormente em Y, existe

uma vizinhanca U de Y tal que,
KNHzo(Z)=0 (4.15)

para todo Z € U.

Dado que = & Crity(Y) entdo Oy (z) N Oy (o) = (. Assim, para L > 0 temos
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Yv[,ho](l‘) N Oy(O’) = @

Como Oy (o) e Y[_10(x) sdo conjuntos compactos, entao existem V, W vizinhancas
abertas de Y|_p(z) e Oy(0) respectivamente, tal que VN W = . Como z €
K N entéo existe gy tal que B, (z) C KNW C K. Para cada ¢ > 0 definimos

YiorgB(z)= | Yi(B:(2)).
]

te[—L,0

Portanto, de maneira analoga ao feito no Lema 4.15 existe 0 < & < ¢( tal que

Yi_o(Ba(x)) C W. (4.16)

Como Oy (o) CV e VNW =0 entdo existe 0 < € < gq tal que
[_Lm(Bg(ZL’)) N Oy(O') = @ (S B&*O (ZE) C K. (417)
Além disso, como Oy (o) C V entdo por (4.16) e VN W = () temos que

YL (B:(2) NV = 0. (4.18)

Seja p > 1 entao Be () C B:(z). Como z € W{ (o), de maneira aniloga ao Lema

4.12, existe p € Wit(o) —{o} NV tal que

Oy(p)NBe(z) #0 e Oy(p) C V. (4.19)

Da mesma forma, como = € Wi (o), existe ¢ € W (o) — {o} NV tal que
Oy(q)NBe(z) #0 e Oy(q) C V. (4.20)
Como Oy (p) CV e Of(q) C V. E por (4.18) temos,
(Oy(p) VOV (q)) N YL, (B:(x)) = 0. (4.21)

Observemos que ¢ & Oy (p), pois, se ¢ € Oy (p) entdo existe t > 0 tal que ¢ = Y;(p).
Como q € Wi (o), entdo p € Wy (o). Logo, p € Wi(o) NWi(a), como Y € KS' (M)
temos que p € Wy (o) M Wit(o). Assim, p € Hy (o), mas ainda, Oy (p) C Hy (o).
Agora, de (4.19) e desde que B:(z) C K temos que K N Hy(o(Y)) # 0 o qual
contradiz (4.15). Portanto ¢ € Oy (p).

Assim, existem L > 0, p > 1 e g9 > 0 tais que, para 0 < € < gg e p,q € M

que satisfazem (4.19) e (4.20). Além disso, como p,q € V e por (4.18) tem-se
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P, q & Yi-1,0(B:(x)). Portanto, pelo Lema 4.4, existe Z € U tal que Z =Y fora de
Yi_r,0/(B:(2)) e g € O5(p).

Como Oy (o) C V, e por (4.17) temos que Z(r) = Y (r), para todo r € Oy (o).
Assim Z;(r) = Y;(r), para todo r € Oy (o) e t € IR. Em particular, Z,(c) = Y(0),
t € R. Como o € Perp(Y), entdo Zp(0) = Yi(0) =0 e Zp(0) = Yyi(0) # o para
0<t<T,ondeT =my(p) <T. Assim, Zs(0) =0 e Zp(0) # o para 0 <t < T.
Logo 0 € Perp(Z) com mz(0) <T. Como Z € U C Uxr entdo o(Z) = o. Por
outro lado, por (4.21) e de maneira andloga ao Lema 4.12 temos que p € W¥%(o) e

q € Wi(0), visto que Z =Y fora de Y|_ q(B:()).

Como q € O%(p), entdo Oz(p) = Oz(q) = O. Como p € Wi(o) e ¢ € W5(o), entdo
O C Wi (o) NW4(o). Por outro lado, se ONY[_1(B:(x)) = 0, entdo Z,(p) = Yi(p),
para todo t € IR. Como q € OF(p), existe ty > 0 tal que ¢ = Z;(p). Assim,
q = Y;,(p), o qual é uma contradicio, pois ¢ ¢ Oy (c). Portanto, existe Zr(p) €
Oz(p) MY (B:(x)). Se Oz(p) N Bz(x) = 0, entao existe r € I(Y_1,0(B:(x))), tal
que Zir1)(p) C Yier0/(B:(2)), onde r = Zg,(p) € Zir, 10)(p) N Be(x) = 0. Logo, r =
Z0(p) = Z1(Z-0(0)) = Zy-10(a) = Yi-aa(a)- Como € D(Yi_1.(B.(2))) entio
Oy (r) NYi_rg(B:(x)) = 0, o qual é uma contradi¢do, pois, como Oy (r) = Oy(q) e
por (4.20) tem-se Oy (r) N B.(x) # (). Portanto, O N B.(x) # (.

Agora, perturbando Z como no Lema 4.12, podemos assumir que O é transversal,
isto é, O C Hz(o). Dado que ONB.(x) # 0 e B.(x) C K, temos que KNHyz (o) # 0,

em contradigdo com (4.15).

Vejamos que o seguinte caso nos leva ao caso anterior.

. x e Crit(Y).

Como Y € KSY(M) e x € Crit(Y), entdo Oy (x) ¢é hiperbdlica. Afirmamos que
Oy (x) nao é pogo nem fonte. Com efeito, suponhamos que Oy (z) é pogo. Como
z # o, entdo Oy (x)NOy (o) = . Sendo Oy (z) e Oy (o) conjuntos compactos, entao
existem vizinhangas abertas V e W de Oy (z) e Oy (o) respectivamente, tal que
VNW =0, onde V é a pequena vizinhanca aberta dada pelo Teorema de Hartman-
Grobman. Como x € W (o) temos que V N W3 (o) # 0. Seja z € VN W3 (o), entdo
existe T' > 0 tal que Yr(z) € W. Por outro lado, como z € V' e Oy (z) é pogo entao

Yr(z) € V. Portanto, Yr(z) € VN W. O qual é uma contradigdo, pois, VNW = 0.



30

Se Oy (z) é fonte, prosseguindo da mesma maneira obtemos também uma contradigao.
Portanto, Oy (z) nao é pogo nem fonte. Assim, tem-se que Wi (z) \ Oy (x) # 0 e

Wit (z) \ Oy (z) # 0.

Afirmacao 4.17. Wi (z) C W (o).

Com efeito, seja a € W (x), entdo ay(a) C Oy(z). Como x € W (o). Entao
como Wi (o) é invariante e pela Proposi¢ao 2.21 temos que Oy (x) C W(o). Logo,

ay(a) C Wi (o), portanto, a € W(Wi(0)), assim temos Wi (xz) C Wi(Wi(0))).

Por outro lado, Wi(o) é Lyapunov estavel para Y, pois, Y € R. Entao pelo Lema

3.3 temos que W (W (o)) C Wi(o). Portanto, Wy (z) C W(o).

Afirmacao 4.18. Existe 2’ € Wg(o) N (W¥(x) \ Oy (x)) tal que 2/ & Crit(Y) e
' & Hy (o).

Com efeito, dado que x € W(0), existem z,, € W (o) tal que z,, — 2. Usando
o Teorema de Hartman-Grobman como no Lema 4.12, obtemos 2/, € 05 (z,,) tal
que z, — 2’ € W(x) \ Oy (x). Como x, € Wi (o), temos que z!, € Wy (o), assim,

x' € Wg(o). Portanto, 2’ € Wi (o) N (Wi (x) \ Oy (x)).

Como 2/ € Wi (x) \ Oy (z), temos que ' & Crit(Y), pois se, ' € Crit(Y') teriamos
que 2’ € Oy (z), o qual é uma contradigao.

Finalmente, se 2’ € Hy (o), entdo Y_,(z) € Hy(o), para todo ¢ > 0. Assim,
ay(z') C Hy(o). Por outro lado, como z' € Wi(z) temos que ay(z') C Oy (z).

Como ay (z') # 0, existe r € ay (2') C Oy (x), logo,
Oy(r) C ay(2') C Oy(z) = Oy (r).

Portanto, ay(z’) = Oy(x). Daqui temos que x € Hy (o), contradizendo nossa

suposigao inicial. Portanto, 2’ ¢ Hy (o). O que encerra a prova da afirmagao.

Como z' € Wi (z) entdao pela Afirmagao 4.17 temos que ' € Wi(o). Agora da

Afirmagao 4.18 temos que 2’ € Wi (o) e 2’ & Hy (o). Por tanto,

2" e (Wy (o) N Wit (0)) \ Hy (o).

Isso mostra que basta considerar o caso quando = ¢ Crit(Y), substituindo x por z’.

Isso completa a prova do Lema.
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Lema 4.19. Eziste um conjunto residual Ry de X*(M) tal que todo X € Ry satisfaz

Hx(p) = Wx(p) N W (p),
para todo p € Per(X).

Demonstracao. De maneira analoga ao Lema 4.15, existe um subconjunto enumeravel

{X, :n €N} de KSY(M) que é denso em X!'(M).

Dado T > 0, para cada X,, € KS'(M), pelo Lema 4.16 existem uma vizinhanca
Vx,r de X, (sem perda de generalidade, podemos asumir uma vizinhanga aberta) e
um subconjunto residual Px, r de Vx, r para cada n € N. Para simplificar a notacao,

denotemos por V,,r = Vx,, v € Po1r = Px, 1.

Definimos

OT = U Vn,T (§ PT = U Pn,T'

neN neN

De maneira andloga ao Lema 4.15 concluimos que OT ¢é aberto e denso em X'(M) e. PT

¢ um subconjunto residual de X'(M), para todo T > 0.

Definimos o conjunto R, = | PV, assim R, é um conjunto residual em X'(M).
Resta mostrar que Ry é o conjuntojiESidual procurado.
Escolhemos X € Ry, p € Per(X), entdao X € PN para todo N € N, escolhemos Ny € N
tal que Ny > 7x(p) + 1, pela definicio X € PN e portanto X € Px, n, para algum

n € N. Como Ny > 7x(p) temos que p € Pery,(X), entao pelo Lema 4.16 aplicado a X,

e T = Ny temos que Hx(p) = Wi(p) N W5 (p). Isso completa a prova do lema. O

A seguir apresentamos o principal resultado desta secdo, o qual caracteriza generi-

camente as classes homoclinicas de campos vetoriais em X'(M).

Teorema 4.20. Eziste um conjunto residual R de X'(M) tal que toda classe homoclinica

de todo campo vetorial em R é neutral.

Demonstragio. Sejam Ry e Ry os subconjuntos residuais de X*(M), dados nos Lemas
4.15 e 4.19. Definimos R = R; N R,. Logo R é um subconjunto residual de X'(M) e

assim para cada Y € R e p € Pery(p) e pelo Lema 4.19 temos que:
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Hy (p) = Wi (p) N Wi (p).

Além disso, para cada p € Pery(p), temos que p € Crit(Y) e pelo Lema 4.15 temos que

W (p) é um conjunto Lyapunov estével para Y e W (p) é um conjunto Lyapunov estével

para —Y. Portanto Hy(p) é um conjunto neutral para cada p € Pery(p). ]

Corolario 4.21. As sequintes propriedades sao equivalentes para X € R e todo conjunto

compacto invariante A de X :

1. A € um conjunto neutral transitivo com orbitas periodicas de X .
2. N € uma classe homoclinica de X.

3. N € um conjunto transitivo mazximal com orbitas periodicas de X .

Demonstragio. Sejam X € R, onde R é o subconjunto residual de X'(M) dado no
Teorema 4.20, e A um conjunto compacto invariante de X.

(2) = (1) Seja A uma classe homoclinica de X. Entao existe p € Pery(X) tal que
A = Hx(p). Como A é invariante pelo fluxo X, entdo Ox(p) C A. Assim A contém érbitas
periddicas de X. Agora pela Lema 2.59 temos que A = Hx(p) é um conjunto transitivo.
Logo como X € R, entao pelo Teorema 4.20, temos que A é um conjunto neutral.

(1) = (3) Temos que A é um conjunto neutral transitivo. Pelo item (2) do Lema 3.6,
temos que A é transitivo maximal. Portanto A é um conjunto transitivo maximal com
orbitas periddicas de X.

(3) = (2) Seja A um conjunto transitivo maximal com érbitas peridédicas de X. Como A

tem orbita peridédica de X, entao existe p € AN Per(X) tal que Ox(p) C A.
Como X é genérico, entao X é Kupka -Smale. Assim p é um ponto peridédico
hiperbdlico. Logo temos a classe homoclinica Hx (p). Como p € Hx(p) entao

AN Hx(p) £ 0. (4.22)

Como Hx(p) é uma classe homoclinica, entao pela parte (2) = (1) do Corolario implica
que Hx(p) é um conjunto neutral e transitivo Pelo item (2) do Lema 3.6 temos que Hx(p)

¢ um conjunto transitivo maximal.

Assim, A e Hx(p) sao conjuntos transitivos maximais. De (4.22) e pelo consequencia

do item (2) do Lema 3.6 podemos concluir que A = Hx(p). Isso encerra a prova. O
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Corolario 4.22. Para X € R, um conjunto compacto isolado nao singular de X € neutral

e transitivo se, e somente se, ¢ uma classe homoclinica de X .

Demonstragio. Seja A um conjunto compacto, isolado de um campo vetorial C! genérico

X.

(=) Suponhamos que A é um conjunto neutral e transitivo. Como A é isolado e
neutral, entdo pela Proposicao 3.15 temos que A é Q2-isolado. Por outro lado, como A é

transitivo entdo existe p € A tal que wx(p) = A e portanto A C Q(X).

Como X é genérico e pela Observagao do Lema 2.62 (Closing-Lemma) temos que

Q(X) = Per(X) U Sing(X) e como A C Q(X) temos que

A = ANQX)

= AN Per(X)USing(X)

= AN (Per(X)USing(X))

= (AN Per(X))U (AN Sing(X)). (4.23)

Afirmamos que A N Sing(X) = (. Com efeito, suponhamos que A N Sing(X) # ()
, entdo existe a € AN Sing(X). Como a € Sing(X), entdo existe uma sequéncia

a, € Sing(X) tal que a, — a, quando n — +o0.

Por outro lado, como A N Sing(X) = ), pois X é nao singular e A C Q(X), entao
Sing(X) C Q(X) \ A. Assim a,, € Q(X) \ A para todo n € N e como Q(X) \ A é fechado,

pois A é Q-isolado, entao a € Q(X) \ A. Isto leva uma contradi¢ao pois a € A.

Portanto

AN Sing(X) = 0. (4.24)

Afirmamos que A N Per(X) = AN Per(X). Com efeito, como A é compacto entao

AN Per(x) C AN Per(X) C AN Per(X).
Vejamos a outra inclusao. Seja p € AN Per(X). Entao existe uma sequéncia p, € Per(X)
tal que p, — p, quando n — +4o0.

Afirmamos que K = {n € N:p, € A} é um conjunto infinito. Com efeito, supo-

nhamos que K é finito. Entao p, € Q(X) \ A, para uma quantidade infinita de indices
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n ¢ K. Como Q(X) \ A é fechado, temos que p € Q(X) \ A, o que leva a uma contradicao,
pois p € A.

Assim p, € AN Per(X) para todo n € K e como K ¢ infinito temos que p €
AN Per(X). Logo AN Per(X) C AN Per(X).

Portanto

AN Per(X)=AnNPer(X). (4.25)

Logo, de (4.23), (4.24) e (4.25) temos que A = AN Per(X). Como A # (), pois A é
transitivo, tem-se A N Per(X) # () e assim, AN Per(X) # (). Entao existe r € AN Per(X).

Como A ¢ invariante tem-se Ox (r) C A.

Assim como A é un conjunto compacto invariante, transitivo e neutral com Obitas

periddicas de X, entao pelo Corolario 4.21 temos que A é uma classe homoclinica de X.

(<) Suponhamos que A é uma classe homoclinica de X. Como X € R entao pelo
Teorema 4.20 temos que A é um conjunto neutral. Como A é uma classe homoclinica,

consequentemente A é um conjunto neutral transitivo. 0
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5 PROVA DO TEOREMA A

Agora apresentaremos a demostracao do Teorema A. Para isso, vamos utilizar o

Teorema 4.20 e os principais Lemas do Capitulo 3.

Demonstragio. Seja R o conjunto residual em X' (M) dado no Teorema 4.20. Assim dado

X € R temos que cumpre-se o seguinte:

1. Seja A uma classe homoclinica de X € R. Entao pelo Teorema 4.20 ele é um
conjunto neutral. Por outro lado temos que a classe homoclinica é um conjunto
transitivo. Assim pelo item (2) do Lema 3.6 é um conjunto transitivo maximal. Mais

ainda, se as classes homoclinicas de X sao diferentes entao eles sao disjuntos.

2. Seja A uma classe homoclinica de X € R, pelo Teorema 4.20 temos que A é um
conjunto neutral, portanto pelo item (1) do Lema 3.6 temos que A é um conjunto

saturado.

3. Seja & : Per(X) — Hx(p) a aplicagao definida por ®(p) = Hx(p) para cada
p € Per(X). Vejamos que a apligdo ¢ é semicontinua superiormente. Suponhamos
que ¢ nao é semicontinua superiormente em p € Per(X), isto é, existe K C M
compacto com ®(p) N K = () tal que, para toda vizinhanga U, C Per(X), existe
q € U, com ®(q) N K # (. Assim para cada n € N existe g, € B% (p) tal que
®(q,)NK # . Como X é genérico entao todos os pontos periddicos sao hiperbélicos.
Assim temos que {g, }neny € uma seqiiéncia de pontos periédicos hiperbdlicos, tal
que ¢, — p, onde p € Per(X). Como p € Hx(p) e ¢, € Hx(q,) para cada n € N,

entao
dist(Hx(gn), Hx(p)) — 0.

Como Hx(p) e Hx(q,) para cada n € N sdo compactos, transitivos e neutrais tais que
dist(Hx(qn), Hx(p)) — 0, entao pelo Corolario 3.13 tem-se que Hx(g,) acumula
em Hx(p). Por outro lado, seja U = M \ K uma vizinhanga aberta de Hx(p). Como
Hx(g,) acumula em Hx(p), entdo existe ng € N tal que Hx(g,) C U para todo
n > nyg, assim Hx(q,) N K = ) o qual é uma contradi¢do. Portanto ® é semicontinua

superiormente em p.
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4. Seja A uma classe homoclinica de X € R. Pelo Teorema 4.20 temos que A é um
conjunto neutral, pela Proposi¢ao 3.15 temos que A é isolado se, e somente se, é

(-isolado.

5. Seja A uma classe homoclinica hiperbdlica de X € R. Pelo Teorema 4.20 temos que
A é um conjunto neutral, mais ainda A é transitivo. Consequentemente, temos que
A é um conjunto transitivo, neutral e hiperbdlico, logo pelo Proposicao 3.17 temos

que A é isolado.

6. Como as classes homoclinicas de X € R sao conjunto neutrais, pelo Teorema 4.20 e,
além disso, sdo conjuntos transitivos, entao pela Proposicao 3.8 temos que X nao

tem ciclos formados por classes homoclinicas de X.

7. (=) Se X tem um niimero finito de classes homoclinicas, digamos H, ..., H,,, entdo
a uniao das classes homoclinicas é um conjunto fechado, pois H; é fechado para
cada ¢t =1,...,m. Como X ¢ genérico, entao tem-se que todos os pontos criticos
sdo hiperbdlicos e mais ainda, ha apenas uma quantidade finita, além disso, pela

Observacao do Lema 2.62 (Closing-Lemma) temos que

Q(X) = Sing(X) U Per(X) = Sing(X) U Per(X).

Como Per(X) C | J H;, entdo Per(X) C |J Hi, e como Sing(X) é um conjunto
i=1 =1
finito temos que

Q(X) € Sing(X)U () H,).

i=1
Por outro lado, como toda classe homoclinica tem um conjunto denso de orbitas

periédicos Teorema 2.60 (Teorema de Birkhoff-Smale), temos que H; C Q(X), para
cadai=1,...,m. Logo | J H; C Q(X) e portanto temos Sing(X)U(| ) H;) C Q(X).

i=1 =1
Assim Q(X) = Sing(X) U (|J H;). Logo para cada k = 1,...,m temos que

=1

Q(X) \ Hy = Sing(X) U (L) Hy).
fot
Isto implica que Q(X) \ Hy é um conjunto fechado, para cada k = 1,...,m e

consequentemente Hj, é Q-isolado para cada k = 1,...,m. Portanto pelo item (4)
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do Teorema A temos que toda classe homoclinica de X é isolada.

(<) Seja F a colecao de todos os conjuntos neutrais, isolados e transitivos de X.

Temos que toda classe homoclinica de X é um conjunto neutral e transitivo. Seja

F' a colecao e todas as classes homoclinicas de X. Como cada classe homoclinica é

isolada, tem-se que F' C F. Por hipo6tese, temos que U A é fechado, entao pela
AeF!

Proposicao 3.18 temos que F' é finita. Portanto X tem um ntmero finito de classes

homoclinicas.
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APENDICE A — TOPOLOGIA GERAL

A.1 DISTANCIA ENTRE CONJUNTOS

Nessa secao apresentaremos algumas nogoes sobre os espagos métricos e topologia
geral que serao utilizados ao longo deste trabalho. As referéncias que usaremos nesta secao

sao [13] e [16].

Defini¢ao A.1. Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto nao vazio de M.

Para cada p € M definiremos a distancia do ponto ao conjunto A como o nimero real

dist(p, A) = inf{d(p,z)}.

O conjunto de nimeros reais nao-negativos {d(a,z) : z € A}, formado pelas dis-
tancias de p aos diversos pontos de A, é nao vazio e limitado inferiormente por zero. Se
esse conjunto possuir um elemento minimo, ele serd a distancia dist(p,A). Mas pode
nao existir um elemento py € M mais préximo de p do que os outros pontos de M. Pela
defini¢do de infimo de um conjunto de nimero reais, a distancia dist(p, A) é caracterizada

pelas propriedades abaixo:

1. dist(p,A) < d(p,x) para todo = € A.

2. Se dist(p, A) < ¢ entao existe x € A tal que d(p,z) < c.

Podemos reformular a parte 2 escrevendo:

3. Se ¢ < dist(p, ) para todo x € A, entdao ¢ < dist(p, \).

Agora apresentaremos algumas propriedades sobre distancia.

Proposicao A.2. Sejam (M,d) um espago métrico e A um subconjunto ndao vazio de M.

Entao:

1. Se p € A entdo dist(p,A) = 0.
2. Se A C A entao dist(p,\) < dist(p, A).
3. Se dist(p, A) = 0 se, e somente, se p € A.

4. Se A € um conjunto compacto entao dist(p, \) = d(p,a) para algum a € A.
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Demonstracao. Segue-se imediatamente da definicdo dada acima. O

A nocao de bola é fundamental no estudo dos espacos métricos. Seja p um ponto

no espaco métrico M. Dado um ntmero real r > 0, definimos:

A bola aberta de centro p e raio r, é o conjunto B.(p) dos pontos de M cuja

distdncia ao ponto p é menor do que r. Ou seja,
B.(p) ={x € M : d(x,p) <r}.

Dada a definicio de bola aberta com respeito um ponto p € M. E natural pensar
em uma nogao de "bola de raio € cujo centro fosse um conjunto A". Por isso apresentaremos

a seguinte definigao.

Definigao A.3. Seja A um subconjunto de M. Denotamos por B.(A) o conjunto dos

pontos z € M que estao a uma distadncia menor que € do conjunto A, isto é,

B.(A) ={x € M : dist(z,A) < e}.

Proposicao A.4. Seja A um subconjunto do espaco métrico M. Entao:

1. Dado ¢ > 0 tem-se B-(A) = | J B.(a).

a€A
2. Seja A um conjunto compacto e U uma vizinhanca de A, entdo existe uma vizinhanga

U de A tal que U' U C U.
Demonstracao. Seja A C M.

1. Seja a € B.(A) entao dist(a,\) < e, assim existe b € A tal que d(a,b) < € entdo

a € B.(b), portanto B.(A) C | J B.(a). Reciprocamente, seja b € | | B.(a) entdo
acA a€A
b € B.(a), logo d(b,a) < ¢ e por definicdo de distancia temos que dist(b,A) < ¢,

portanto b € B.(A).

2. Seja U uma vizinhanca de A, assim para cada a € A existe ¢, > 0 tal que B, (a) C U,

n
logo A C | B:,(a), como A é compacto temos que A C | J B, (a;), agora definimos
acA i=1

n
U' = A C | B, (a;) assim temos que
i=1
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Portanto existe U’ uma vizinhanca de A tal que U’ c U’ C U.

Pode-se também definir, o conceito de distancia entre dois conjuntos.

Definigao A.5. Sejam (M, d) um espago métrico e A, A subconjuntos nao vazios de M.

Definiremos a distancia entre dois subconjuntos como o ntimero real
dist(A,A) = inf{d(z,y) -z € A, ye€ A}.

De acordo com a defini¢do de infimo de um conjunto de niimero reais, a distancia

dist(A, A) é caracterizada pelas propriedades abaixo:

1. Tem-se dist(A,A) < d(z,y) para quaisquer = € A, y € A.

2. Se dist(A,A) < c entao existe z € A, y € A tal que d(z,y) < c.

Vejamos agora algumas propriedades sobre distancia entre dois conjunto, em

particular com respeito a conjuntos compactos.

Proposicao A.6. Sejam K C M um conjunto compacto e F C M un conjunto fechado,
com KN F =0. Entio dist(K,F) > 0.

Demonstragio. Ver [13, Capitulo 8, p. 218|. ]

Proposicao A.7. Se A é compacto e A C U onde U é um conjunto aberto, entdao existe

e > 0 tal que
AC B.(A) CU.

Demonstra¢io. Como U é um conjunto aberto, definimos o conjunto K = M\ U. Assim K

é um conjunto fechado tal que A N K = (). Pela Proposi¢ao A.6 temos que dist(K,A) > 0.

Seja € > 0 tal que dist(K,A) > ¢ > 0. Afirmamos que B.(A) C U. Com efeito,

suponhamos por contradigao, isto é, existe y € B.(A) tal que y ¢ U. Pelo Proposicao
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A4 existe a € A tal que y € B.(a). Assim d(y,a) < e. Como y ¢ U, entdo y € K,
portanto pela propriedade (2) da definicao de distdncia entre dois conjunto, temos que
dist(K,\) < d(y,a) < e, o qual é uma contradigdo, pois dist(K,A) > ¢. Isso encerra a

prova. 0

A.2 ESPACO DE BAIRE

Nesta secao definiremos os espacgos de Baire e suas principais propriedades. Os

resultados aqui exibia esta desenvolvida em [16, Capitulo 8, § 48].

Definicao A.8. Um conjunto B é dito um espaco de Baire se satisfaz a seguinte condicao:
Dada qualquer familia enumerédvel {A,} de conjuntos fechados de B, todos eles com

interior vazio em B, sua uniao U A,, também tem interior vazio em B.
nex

Agora apresentaremos uma das propriedades mais importantes que nos vai dar

conjuntos topologicamente grandes.

Lema A.9. Todo subespaco aberto A de um espago de Baire B é um espaco de Baire.
Demonstragio. Ver [16, Lema 48.4, p. 339]. O

O seguinte Lema caracteriza aos Espacos de Baire com respeito aos conjuntos

residuales. O qual nos diz que os conjuntos residuales sdo conjuntos grandes en dito espaco.

Lema A.10. O conjunto B é um espaco de Baire se, o somente se, toda intersecio

enumeravel de abertos e densos em B é um subconjunto denso em B.
Demonstragio. Ver [16, Lema 48.1, p. 337]. ]

O seguinte Teorema nos diz quais sao os conjuntos que sao Espacos de Baire.

Teorema A.11. (Teorema de Baire)
Seja B um espaco de Hausdorff compacto o um espaco métrico completo entdo B € um

espaco de Baire.

Demonstragio. Ver [16, Teorema 48.2, p. 337]. ]
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A.3 ESPACO SEPARAVEL

Nesta secao definiremos os espagos separavel e seus principais propriedades, os
resultados estdo desarrollados em [13, Capitulo 9]. Lembremos que uma colegao B de
abertos num espaco métrico M chama-se uma base quando todo aberto A C M se exprime

como reuniao A = |J B), de conjuntos B, € B.

Proposicao A.12. As sequintes afirmacoes a respeito de um espaco métrico M sdo

equivalentes:

1. M contém um subconjunto enumerdvel denso.
2. M possut um base enumerdvel de abertos.

3. Toda cobertura aberta de M admite uma subcobertura enumerdvel.

Demonstragio. Ver [13, Proposigao 1, p.274]. ]

Definigao A.13. Um espac¢o métrico M chama-se separdvel quando cumpre uma das (e

portanto todas) as condigoes da Proposicao.

Proposicao A.14. Seja M um espaco métrico.

1. Se M € um espaco separdvel entao todo subconjunto N C M ¢é separdravel.

2. Se M ¢ compacto, entdo é separdravel.
Demonstracao. Seja M um espago métrico.

1. Sejam N C M e B uma base enumeravel de M. As intersecoes BN N, B € B,
constituem uma base enumeravel de N. Com efeito, seja U um conjunto aberto de
N, entao ele é da forma U = V N N onde V é um conjunto aberto de M. Assim,

V= U B,,, onde B,, € B para todo n € N. Portanto
neN

U=VAN =U.n(B.NN).

Isso prova a parte (1).

2. Segue-se de item (3) da Propisicdo A.12 desde que M é compacto.
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APENDICE B - TRANSVERSALIDADE

Nesta secao apresentaremos a noc¢ao de quando dois subvariedades sao transversais
e suas principais propriedades na Topologia C!. A referéncia que usaremos nesta secao

pode-se encontrar em [11].

Definicao B.1. Seja M uma variedade suave e K, N C M subvariedades suaves. Dizemos

que K e N sao transversais em x € M. Se

v & KNN ouT,K +T,N=T,M.

Escreveremos K M, N. Em particular, se dim K +dim N =dim M e x € K N N as dois
ultimas condigoes ¢é equivalentes a T, K + T, N = {0}. Dizemos que K e N sdo transversais

(uns aos outros), denotado por K h N, se K rh, N para todo x € K N N.

A seguinte proposicao nos diz que a transversalidade é uma condicdo aberta na

topologia C*.

Proposicao B.2. Interseccoes transversais sao estdveis na topologia C*.
Demonstragio. Ver [11, Proposition A.3.16, p. 725]. O]

Vamos primeiro observar que intersecgoes transversais podem ser levados para uma

"forma normal".

Lema B.3. Se Kh, Nem M,z € KNN, ek=dimK,n=dimN e M = dim M entdo

existe uma vizinhanga U de x e coordenadas (x4, ..., xy) em U tal que nestas coordenadas
KNnU={(x1,...,2m) : Xpp1 = ... =2, =0}
NOU={(z1,...,2m): X1 =... = 2p_n = 0}.

Demonstragio. Ver [11, Lemma A.3.17, p. 726]. O

Uma consequéncia imediata do Lema da acima é o seguinte corolario.

Corolério B.4. Se K e N variedades transversais compactas entio qualquer C*'-perturbagoes

suficientemente pequenas K e N sdo transversais.
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