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RESUMO

O uso de espuma para o controle da mobilidade é uma técnica potencial que melhora a
eficiéncia na recuperacgao avancada de 6leo. As propriedades da espuma sao controladas
pela dinamica de criacao e destruicao seguindo os modelos mais usados de balanco de
populagao e modelos de equilibrio local, considerando algumas hipéteses como deslocamento
unidimensional, método do fluxo fracionario. O surfactante como componente da fase
liquida é responsavel da criacdo de espuma. Em muitos artigos por simplicidade a
concentragao do surfactante é considerada constante. Neste trabalho nao é considerado

esta simplificagao.

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo onde a concentracao do surfactante é
descrita por uma equacao de balanco. O modelo é completado por equacoes de balango
de massa de dgua, gas e a concentracao de bolhas de espuma. A geracao e destruicao
de bolhas é descrita pela dindmica do modelo cinético de primeira ordem. Para estudar
matematicamente o modelo usamos ferramentas de equagoes diferenciais ordinarias e ondas
viajantes. Para estados de equilibrio adequados mostramos a existéncia de ondas viajantes.
Para o caso particular, desprezando a pressao capilar, a existéncia foi rigorosamente

provada. Para o caso geral, uma investigacao numérica foi realizada.

Palavras-chave: Espuma. Ondas viajantes. Equacoes diferenciais ordinarias. Leis de

CONServagao.



ABSTRACT

The use of foam to control the mobility is a potential technique that improves the efficiency
of the enhanced oil recovery. The properties of the foam are controlled by the dynamics of
creation and destruction following the most used population balance models and models in
local equilibrium. Under some assumptions, one-dimensional displacements, the fractional
flow method. The surfactant as a component of the water phase is responsible for the
foam generation e destruction. Some papers neglect this component for simplicity. In the

present work the surfactant concentration is considered.

In the present work the surfactant phase is considered in the model as separate balance law.
The model is complete with mass balance equations of water, gas and the concentration
of bubbles foam. The bubble generation and destruction is described by dynamic of the
first order kinetic model. The mathematically study was based on ordinary differential
equation tools and traveling waves analysis. For reasonable equilibrium conditions we
study the existence of the traveling wave solution. For the particular case neglecting the
capillary pressure, the existence was proved rigorously. For the general case numerical

investigation was performed.

Key-words: Foam. Traveling waves. Ordinary differential equations. Conservation laws.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura b —
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —
Figura 9 —
Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

LISTA DE ILUSTRACOES

A curva I' com seu vetor normal e o conjunto V' dividido em V; e V, por I'. 19

Onda de Choque que resolve o problema de Riemann para u! > u". . . 26
Onda Rarefacdo que resolve o problema de Riemann para u! < u". . . . 26
Curvas caracteristicas para uma onda de contato . . . . . . ... . .. 27

Lado esquerdo, funcao de fluxo Buckley-Leverett. Lado direito, sua
derivada, para (2.35). . . . . ... 29

Fungdo de Buckley-Leverett em (u”,u*) a fun¢ao f é convexa e em

(u*,u') afuncio é concava. . . . . . ... .. 29
Onda viajante mondtona . . . . . . . . . . ... ... 31
A espuma evidenciando a lamela, [24]. . . . ... ..o 0000 38
Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (S, np)~ = (0.372,0.664)
e (Su,np,)T =(0.72,1), para K, =200. . . ... .. ... ... .... 48
Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (S, np)~ = (0.372,0.664)
e (Sw,np,)T =(0.72,1), para K. =1. . ... ... ... ... ..... 48
Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (S, np)~ = (0.372,0.664)
e (Sw,np,)T =(0.72,1), para K, =0.01. . . ... ... ... ... ... 49

Para u = 5.29 x 107°ms™~!, curva de fluxo fraciondrio em EL (linha
vermelha). As curvas solidas de cor preto representam curvas de fluxo
fracionario com textura de espuma constante; os niimeros sobre a curva
sao a textura adimensional da espuma. A linha horizontal indica a inje-
¢ao do fluxo fracionario de dgua de 0.05. Os pontos [ e J correspondem
as condigoes inicial e de injegao (casos C. = 1, C. = 0.001). A linha

pontilhada verde é a solugao fluxo fracionéario para o choque, ver [21],

Fig. 8. . . o 50
Saturacao de dgua vs coordenadas onda viajante 1 para o caso C,. = 1,
ver [21] Figura 9. . . . . . ..o o 51

Fluxo fracionario de agua vs saturacao de agua coordenadas onda
viajante 7 para o caso na Figura 13, ver [21] Fig. 10. . . . . . ... .. 51
Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para os
estados de S, = 0.31 e S, = 0.41, aqui indica-se os pontos de equilibrio
por pontos pretos e as descontinuidades por pontos brancos. . . . . . . 58
Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para
os estados S, = 0.34 ¢ S, = 0.5, aqui indica-se os pontos de equilibrio
por pontos pretos e as descontinuidades por pontos brancos. . . . . . . 58
Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para os
estados S, = 0.37 e S, = 0.566, aqui indica-se os pontos de equilibrio

por pontos pretos e as descontinuidades por pontos brancos. . . . . . . 58



Figura 18 — Ondas viajantes do sistema (5.30) para o estados (S,,np,Cs)” =
(0.37,0,0) e (Sw,np, Cs)* = (0.566, 1, —1.153691), para K. =1. . ... 60

Figura 19 — Ondas viajantes do sistema (5.40) para o estados (S,,np,Cs)” =
(0.372,0.66403,0) e (Su,np, Cs)* = (0.72,1, —0.38335), para K, = 200. 62



EDO

EDP

EOR

PVI

EL

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Equacao diferencial ordinaria

Equacao diferencial parcial

Recuperagao avangada de 6leo (Enhanced Oil Recovery)
Problema de valor inicial

Equilibrio local



LISTA DE SIMBOLOS

Cl Espacgo de fungoes continuamente diferenciaveis com suporte compacto
Ct Espago de fungoes continuamente diferenciaveis
Sw Saturagao de agua

Sy Saturacao limite de dgua

Swe Saturacao de agua conato

Sy Saturagao de gas

Sor Saturacao de gas residual

u Velocidade superficial total, m s~!

Uy Velocidade superficial de dgua, m s~!

Ug Velocidade superficial de gés, m s~!

v Velocidade onda viajante, m s~!

fuw Fluxo fracionario de agua

) Porosidade

k Permeabilidade absoluta

Aw Mobilidade de 4gua, (Pas)™!

Ay Mobilidade de gas, (Pas)™*

Lo Viscosidade de dgua, Pa s

ug Viscosidade do gas em auséncia de espuma, Pa s
ug Viscosidade do gas em presencia de espuma, Pa s
o Tensao interfacial, N m™!

ny Textura de espuma (ntimeros de lamelas por unidade de volume), m =3
np Textura de espuma adimensional (17 /Nyax)

nEL Textura de espuma adimensional em EL

n?’: Textura de espuma em EL m~—3

Nmax Méxima textura de espuma, m =3



Kpw Permeabilidade relativa de agua

k,‘?g Permeabilidade relativa de gas em auséncia de espuma

k‘fg Permeabilidade relativa de gas em presencia de espuma

MRF Fator de reducao da mobilidade, modelo cinético de primeira ordem
K. Pardmetro de espuma em modelo cinético de primeira ordem, s*
e Funcao de geracao de espuma, m 357!

T Funcao de coalescéncia de espuma, m 3571

Vp Gradiente de pressao no modelo de Kam, psi ft=*

Vo Parametro no modelo de Kam, psi ft=*

P, Pressao capilar gas-dgua, Pa

C. Pardmetro no modelo de Kam, m3 s~!

Cy Parametro no modelo de Kam

C, Parametro no modelo de Kam, m?3 s~!



2.1
2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.14
2.1.5
2.1.6
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.3.1
3.4
3.4.1
3.4.2

4.1
4.2
4.2.1
4.2.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.2.1
4.3.2.2

5.1
5.1.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . . . e e e e e e e e e 13
LEIS DE CONSERVACAO . . . . . . . oo i it i iiii .. 16
LEIS DE CONSERVACAO ESCALARES . . . . . ... .. ... .... 16
Solucgao classica e o método das caracteristicas . . . .. .. . .. 16
Solugdes fracas . . . . . .. ..o 18
Condigcao de Rankine-Hugoniot ou condicao de choque . . . . . 19
Solugao entrépica . . . . . . . ... 21
Problema de Riemann . . . . . . .. . ... ... ... ... ..., 25
Ondas de contato . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 26
EQUACAO DE BUCKLEY-LEVERETT . . . ... ... ........ 27
ONDAS VIAJANTES . . . . . . . 30

TEORIA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS . 32

PRELIMINARES . . . . . . . . . 32
EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES . . .. ... ...... 32
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES . . . ... ... ... .... 33
Equacoes lineares com coeficientes constantes . . . . . . . . . .. 33
EQUACOES DIFERENCIAIS NAO LINEARES . . . . ... ... ... 34
Campos vetoriais e luxos . . . . . . ... ... ... ... 34
Conjugacao de campos vetoriais . . . . . . ... ... ... ..., .. 35

ESTUDO DO COMPORTAMENTO DA ESPUMA DENTRO

DE UM MEIO POROSO POR ONDAS VIAJANTES. . . .. 38
PRELIMINARES . . . . . . . . . . 38
FORMACAO DO FRENTE DE CHOQUE EM PROCESSO DE ESPUMA 39
Modelo de populagao para a textura de espuma . . . . . . . . .. 41
Estudo do frente de choque . . . ... ... .. ... ... ... .. 41
SIMULACAO DA ONDA VIAJANTE . . . . . ... ... ... ..... 45
Aproximacao da onda viajante . . . . . . .. ... 45
Construcao da onda viajante . . . . . . . . .. ... ... ...... 46
Modelo cinético de primeira ordem . . . . . . . . .. ... ... ... .. 47
Modelode Kam . . . . . . . . .. ... ... ... 49
MODELO DE INJECAO DE ESPUMA . ... ......... 52
RESOLUCAO DO MODELO POR ONDAS VIAJANTES ... .. .. 52

Ondas viajantes para o modelo cinético sem capilaridade . . . . 55



5.1.1.1
5.1.2

5.1.2.1
5.1.2.2

Determinacao dos estados de equilibrio . . . . . ... ... ... .... 56

Ondas viajantes para o modelo cinético com capilaridade . . . . 60
Determinacao dos pontos de equilibrio . . . . . . .. ... ... 61
Determinacao da onda viajante . . . . . . . . ... ..o 61
DISCUSSAO . . i ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e e 63
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS . ......... 64
REFERENCIAS . .. .. .. it 65

APENDICE A - MODELO CINETICO DE PRIMEIRA OR-
DEM . o o e e e e e e e e e 68

APENDICE B-MODELODEKAM . ............. 71



13

1 INTRODUCAO

Um reservatorio de petréleo é um meio poroso que contém hidrocarbonetos. O prin-
cipal objetivo da simulagao de reservatorios é prever o futuro rendimento de um reservatorio

e encontrar maneiras e métodos de otimizacao para a recuperacao de hidrocarbonetos.

As duas principais caracteristicas de um reservatério de petréleo sao a natureza da
rocha e dos fluidos enchendo este. A natureza dos fluidos contidos em um reservatorio
depende fortemente da fase de recuperagao de 6leo. Na fase inicial, os reservatérios contém
essencialmente um tnico fluido tais como gas ou 6leo. Devido a alta pressao no reservatorio,
gas e 0leo sao produzidos por uma simples descompressao natural sem qualquer esforco de
bombeamento nos pogos. Esta fase é referida como a recuperagdo primdria, e isto termina
quando alcanga-se um equilibrio de pressao entre o campo de petrdleo e a atmosfera. A
recuperacao primaria usualmente deixa 70% — 85% de hidrocarbonetos no reservatério.
Depois desta fase temos a recuperacio secundaria que refere a técnicas tais como injecao de
agua ou gas dentro de algum pogo (pogo de inje¢ao) enquanto o 6leo é produzido mediante
outros pogos (pogos de produgdo). Este processo serve para manter alta a pressao do
reservatorio e a taxa do fluxo, assim desloca-se uma quantidade de 6leo, puxando este para
os pocos de producao. Uma grande quantidade de estatisticas mostram que o maximo
convencional recuperado é quase 35% [6], ficando 6leo preso em poros pequenos que nao é
lavado para fora usando estas técnicas. Além disso, o 6leo é pesado e viscoso, e a agua é
extremadamente movel. Se a taxa de fluxo é suficientemente alta, em lugar de produzir

0leo, os pocos de producao produzem dgua principalmente.

Para recuperar mais dos hidrocarbonetos, varias técnicas de recuperacao foram
desenvolvidas. Algumas destas técnicas sao injecdo de complexos quimicos e efeitos térmi-
cos, que sao chamados de recuperacdo tercidria ou recuperacio avanc¢ada. A recuperacao
avancada de 6leo (EOR) é recuperagao de 6leo por injecao de materiais que normalmente
nao estao presentes dentro do reservatério [6]. O objetivo das técnicas de EOR é aumentar
a quantidade de 6leo nao recuperavel por meios convencionais alcangando a miscibilidade.
A miscibilidade ¢ alcan¢ada por incremento de temperatura (combustdo in situ) [26, 27],
ou por injecao de outra espécie quimica como C'O; [6]. Os fluxos involucram métodos
térmicos, particularmente vapor e inundagao quimica, tais como: surfactante, polimeros e

espuma, ver [8].

Varias técnicas de EOR usam gases, que sao usados como fluidos de acionamento,
tais como: C'O,, nitrogénio e vapor, estes possuem viscosidade baixa e mobilidade alta.
Estes canalizam-se seletivamente através de zonas de alta permeabilidade ao invés deslocar
de maneira eficiente o éleo [1, 2, 4, 3, 36], como o fluido de gis é menos denso que o 6leo
cru, o gas migra a parte superior do reservatério e deixa sem escoar zonas ricas de o6leo.

Portanto os processos de deslocamento de gas nao tém controle da mobilidade, resultando
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em baixa eficiéncia de deslocamento volumétrico de dleo [1, 2, 4].

O processo de deslocamento de gas pode ser melhorado, decrescendo a mobilidade
do gas, injetando surfactante para criar espuma que pode reduzir a mobilidade de gas e
melhorar a eficiéncia do varrido volumétrico [1, 2, 4, 5]. A estrutura da espuma dentro de
um meio poroso pode diferir da espuma comumente encontrada quando usamos detergente
para lavar pratos ou roupas. Para evitar a confusdo, a espuma dentro de um meio poroso
é definida como a dispergao de gés e liquido tal que a fase liquida é continua (i.e. conexa),
uma parte do géas é feito descontinuo por um filme liquido fino chamada lamela, isto
significa que o gés fica dentro de uma bolha de espuma, fechada pela lamela que é feita de
surfactante [1]. A injecdo de espuma é um método de EOR que ja foi mostrado ser um
método de recuperagio de éleo mais efetivo e menos custoso [4, 3], ja4 que a producao de
espuma pode ser gerada com baixas concentragoes de surfactante (0.1% — 1%) e maior

porcentagem de producao.

No processo de criagao de espuma, podemos produzir dois tipos de espuma, a
primeira é o gds-continuo, aqui existe ao menos um canal de gas que é continuo (i.e.
ininterrupto por lamelas), as lamelas estdo presentes mas em estado estacionario e somente
prevé que o gas esta fluindo através da rede de poros. O segundo é chamado espuma de gés
descontinuo; neste caso nao existe canais de gas continuo de comprimento grande. Para o

gas fluir, as lamelas da espuma devem ser transportadas através do sistema de poros [1].

Existem diferentes modelos que permitem simular o comportamento da espuma
dentro de um meio poroso, os mais populares sao baseados no método do fluxo fracionario

e métodos de balanco de populagao como em [36, 2, 3, 4, 1].

Neste trabalho fazemos o estudo do comportamento da espuma dentro de um
meio poroso feito por [21]. Neste artigo se usa dois modelos: um modelo de balango de
massa e um modelo de balanco de populacao para a espuma; para este ultimo caso tem-se
dois modelos que expressam a taxa de geragao e coalescéncia (destrui¢ao) de bolhas de
espuma: o modelo cinético e o modelo de Kam. O modelo de Kam é un modelo mais
realista e complexo [10]. Também mostra-se que a existéncia de solug¢oes do tipo ondas
viajantes permite simplificar o estudo, obtendo um sistema de EDO’s. Usando os estados
— (estado a traz do fluxo) e 4 (estado frente do fluxo) das ondas viajantes que sao estados
equilibrios (pontos singulares para o sistema de EDO’s), logo por teoria de EDO’s se faz

uma simulacao do comportamento da espuma dentro do meio poroso.

Em muitos modelos de injecao de espuma a concentracao do surfactante é deixado
do lado, porque por exemplo, assumem que o meio poroso esta saturado deste na maxima
concentragao possivel como [21, 36] e assim fica constante no modelo. Isto motiva formular

um modelo de espuma onde se considere a concentracao do surfactante.

Neste trabalho se formula um modelo de injecao espuma que considera a concentra-
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¢ao de surfactante, este é resolvido supondo a existéncia de ondas viajantes nas variaveis
do modelo. Logo usando teoria de EDO’s e métodos numéricos se determina solugoes

aproximadas que expressa o comportamento da espuma no meio poroso.

A dissertacao esta organizado da seguinte maneira: no segundo capitulo, apresen-
tamos uma base tedrica de leis de conservacao e ondas viajantes. No terceiro capitulo,
teoria de EDQ’s ressaltando o Teorema de Hartman-Grobmam e da Variedade Estavel.
No quarto capitulo, veremos o estudo do modelo da inje¢ao de espuma apresentado por
[21]; aqui tem-se dois modelos: modelo cinético de primeira ordem e o modelo de Kam,
sendo o primeiro simulado para diferentes parametros K, e para o segundo fazemos uma
explicacao de alguns resultados e se mostra a complexidade deste. No quinto capitulo,
realizamos o estudo analitico do modelo de injecao de espuma apresentado considerando a
concentracao de surfactante, para o modelo cinético de primeira ordem Apéndice A, para
dois casos: com capilaridade e sem capilaridade. No sexto e sétimo capitulo, apresentamos
as discussoes e conclusoes respectivamente. Finalmente no Anexo se descreve o modelo

cinético de primeira ordem e o modelo de Kam.
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2 LEIS DE CONSERVACAO

Uma lei de conservacao é uma equagao diferencial parcial de evolucao, as quais
podemos encontrar em varias areas da ciéncia: fisica, dindmica de fluidos, engenharia
de petréleo e outros, expressando a conservagao de uma ou varias grandezas, como:
massa, quantidade de movimento, energia, etc. Uma lei de conservagao é expressada

matematicamente da seguinte forma:

ou .
5, T div(f(w) =0, (2.1)

onde u :  x [0,00) — R™ uma fungdo vetorial, a qual expressa os estados do sistema
em cada ponto z = (x1,22,...,2,) € Q@ C R" e em cada tempo ¢t € [0,00). A fungao
f : R™ — R™ é chamada de fluxo e a divergéncia é aplicada nas variaveis espaciais

29, 30, 31].

Uma lei de conservacao pode ser expressada numa forma mais fraca como integrais,
por exemplo na conservagao de massa, ver [30]. Se integramos a equagado (2.1) sobre w C Q

e aplicamos o Teorema de Divergéncia, conseguimos:

0
a/u(x,t)+ Flu(a, ) - 7 (x)dz = 0, (2.2)
w Ow
sendo ﬁ(x) o vetor normal a w, unitario e que aponta para o exterior. Esta igualdade
interpreta o balango entre a quantidade u e o fluxo na fronteira do dominio.

Neste capitulo mostraremos os resultados sobre a resolucao analitica das leis de
conservacao escalares, a existéncia e unicidade de solugao e também propriedades que

estes possam ter. As referéncias utilizadas sao encontradas na bibliografia, [29, 30, 31].

2.1 LEIS DE CONSERVACAO ESCALARES

Nesta segao estudaremos as leis de conservagao escalares, isto é, m =1 em (2.1) e
o caso unidimensional, n=1. Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial para a

lei de conservacao escalar unidimensional:

{ u + (f(u)), = 0 emR x(0,00) (2.3)

u = wup em R x {t =0},
sendo as fungoes f:R > Rewuy:R—Rewu:R x[0,00) = R a fungio incdgnita.
2.1.1 Solugao classica e o método das caracteristicas

Definicao 2.1. Dizemos que u é uma solugio clissica de (2.3) num aberto de R x [0, 00),

se u € também de classe C' e satisfaz (2.3) em todo ponto do dominio.
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Em particular, se uy € C!, a solucdo classica é também de classe C! para t > 0.
Com a finalidade de evitar os fendmenos relacionados com velocidade de propagacao
infinita, vamos supor que ug estd limitada em R. Consideraremos tambem que o fluxo f é

de classe C*.

Definigao 2.2. Seja u € C' uma solucdao de (2.3). Definimos as curvas caracteristicas em

R x [0,00) como as curvas t — (z(t),t) dadas por a equagao diferencial,

dx(t)
dt

= ['(u(z(t),1)). (2.4)

Substituindo (z,t) por uma curva caracteristica em uma solugao u de (2.3) e

derivando respeito a ¢, obtemos a seguinte igualdade:

d dx /
%u(x(t),t) = Eum(x,t) +u(x,t) = (ur + f'(u)ug)(x,t) = 0.

Aqui observamos que a tltima igualdade tem a forma da lei de conservag¢ao. Sendo
assim, u constante ao longo de cada curva caracteristica, tomando o valor ug(zg) com g

ponto inicial (em ¢ = 0) da curva. Podemos ver que as curvas sao linhas retas dadas por :
z(t) = zo + tf (uo(xo)). (2.5)

Encontrar uma solugao classica u para (2.3) se reduz a resolver a equagdo r =
zo+tf (uo(xo)), para cada (x,t) € Rx[0,T] e tomar u(z,t) = ug(zo). Se ug(zo) é continua,
pode-se provar a existéncia da solucao usando o teorema do valor intermediario, mas nao

pode se garantir a unicidade.

Teorema 2.1. Suponha que co(x) = f'(u(x)) é uma funcdo crescente em R e f de C?,

entdo o problema (2.3) tem tnica solugao cldssica.

Demonstragio. Fixamos t > 0. Como ¢ é crescente entdo a funcdo continua F(y) =
y + teo(y) define uma bijegdo nos reais. Com efeito, F' assim definida é estritamente

crescente:
F'(y) = 1+t(coly)) >0,

e além disso EI_P F(y) = 400 ¢ Em F(y) = —o0 pois c(y) < ¢o(0) para y > 0 e
Y oo Yy—>—00
co(y) > ¢o(0) para y < 0 respectivamente.

Entdo podemos afirmar que para todo (z,t) € R x R, existe um unico y tal que,

Flyy=z = z=y+tc(y). (2.6)

Agora , vamos introduzir: u(x,t) = uy(y(z,t)) e verificar se satisfaz (2.3),

)+ g, 1) = )02 ) + o) g )]
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Derivando a equagao (2.6) com respeito as variaveis z e t, obtemos:

y

Wenariw) = 1
:5 (2.7)
Wi+ 1) = —coly)

substituindo as derivadas parciais de (2.7) em (2.6) podemos deduzir que u(x,t) =

up(y(z,t)) é uma solugdo classica de (2.3). O

Se temos que f é uma funcao convexa, a hipotese ¢y crescente pode ser substituida

por ug crescente.

Este teorema estuda um caso particular, mas pode surgir algumas dificuldades ao
resolver (2.3) quando ug ¢ uma fungio descontinua ou a funcdo ¢y(z) nao ¢é crescente. O
primeiro caso pode-se encontrar em problemas fisicos que surgem de forma natural, por
exemplo: o problema de tubo de choque estudado por Riemann onde o dado inicial é uma
fungao descontinua; no segundo caso, se ¢y(z) ndo é crescente conseguimos a existéncia
de solugoes mas até um tempo T’ pois as linhas caracteristicas se interceptam, sendo
uma contradigao. Para uma detalhada explicagdo destes casos, pode-se encontrar em [33].
Assim, surge a necessidade de encontrar outra forma de resolver o Problema (2.3), com

hipoteses mais fracas.

2.1.2 Solugoes fracas

Uma maneira natural de definir uma solucao generalizada que nao requer diferenci-
abilidade é ver a forma integral da lei de conservacao. Existe outro resultado com uma
formulacao integral um pouco diferente, que é mais conveniente para trabalhar. A ideia
bésica é tomar a EDP do Problema (2.3), multiplicar por uma fungdo teste ¢ (funcao
de C}(R x [0,00))), e integrar por partes, passando assim as derivadas para a fungao 1.
Dessa maneira obtemos:

v 9 dtd / 0)dz = 0. 2.8

/. (“at”(“)ax) Tt |, wov(@ 0)de (28)

Definig¢ao 2.3. Dizemos que u € L*(R x [0,00)) € uma solugdo fraca de (2.3) se para
toda fungdo teste 1 verifica-se (2.8).

Pode ser provado que a definicdo de solugao fraca é uma extensao da solucao
classica; toda solucao classica é de fato uma solucao fraca. A reciproca, no entanto, nem
sempre € verdadeira. Este conceito de solucdo fraca inclui fungoes que nao sao continuas e

logo nao diferenciaveis.

Teorema 2.2. Se u é uma solugao classica do PVI (2.3), entao é uma solugao fraca de
(2.3).
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A demonstragao é simples e pode ser encontrada em [31] pp. 16. Por causa das
aplicacoes, estamos interessados por certo tipo de solucoes fracas: solucoes de classe C!

por partes.

Definigao 2.4 (Fungao de classe C! por partes). Seja Q um aberto limitado de R x [0, 00).
Dizemos que uma funcdo v € de classe C* por partes em ), se existe um nimero finito de

curvas I'y, ..., Iy da forma:

T, { v=&(1), telt’ ),

onde & é uma funcao de classe C!

tais que v € igual d restricio de uma funcao de classe C' em cada componente conexa de
Q\ThyU...UL,.

Uma fungdo v(z,t) é de classe C! por partes em R x [0, 00), se ¢ de classe C! por

partes, para todo aberto limitado de R x [0, c0).

2.1.3 Condicao de Rankine-Hugoniot ou condi¢cao de choque

Uma pergunta interessante, que podemos fazer ou dizer? acerca de uma solugao
fraca da Equagao (2.3). Para responder esta questao, observemos o seguinte caso para o

qual u, a pesar de nao ser continua, tem uma particular estrutura simples.

Suponhamos que temos uma regiao aberta V C R x [0,00) e sejam u de C' e V} e
V,. as regides esquerda e direita respectivamente obtidas pela curva I' ao cortar a regiao V/,

ver Figura 1

I

>
w

Figura 1 — A curva I' com seu vetor normal e o conjunto V' dividido em V; e V,. por I

Seja u uma solugao fraca de (2.3) tal que sua primeira derivada é uniformemente
continua em Vj e V,. (isto é para que exista os limites laterais em I para u e a primeira
derivada lateral). Chamando u! = uly;, e u" = uly, podemos obter um resultado muito

importante que caracteriza as solucoes fracas de C!.
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Inicialmente, seja 1) uma fungao teste com suporte compacto em V;. Em (2.8),
/0 (wthy + f ()b, dedt + / ot (x, 0)da = 0,

e como Y(x,0) = 0 pois (z,0) € V/°, entao / up(z,0)dx = 0, logo

/0 Ty + fu)bdadt = /0 (g + flu)y)bdadt = 0, (2.9)

de (2.9), podemos deduzir para toda funcao teste 1 de suporte compacto em V; que:
u + f(u), =0 em V;. Do mesmo modo em V., u; + f(u), =0 em V.

Agora, tomando fungoes testes ) com suporte compacto em V' que nao necessaria-

mente se anulam em I' e substituindo em (2.8) obtemos:

//w wtho+ f(u)yedadt + | /V uy + f(w)vpodudt = 0. (2.10)

Como 1 tem suporte compacto em V, u é de C! em V, e usando a férmula de

integragdo por partes, ver [29] pp. 628, teremos:
// wihy + f(u)adadt = // i+ f(w)e)bdzdt + /(uly2 + Y dl.
r
Entao:

//Vz uhy + f(u)pdadt = /F(ulu2 + fuhvh )y dl, (2.11)

aqui V= (', %) é o vetor normal unitario da curva I' que aponta de V; para V.

Analogamente para V., obtemos que:
// wibs + fu)odrdt = —/(uTl/2 4l (2.12)
Vi r
Somando (2.11) e (2.12) teremos:

UG = et + (= P di =

Por ser 7 uma funcéo teste com suporte compacto em V, e u! e u” continuas em T,

podemos concluir que:

(f(') = fu))p' + (W' —u")p* =0, (2.13)

ao longo de I'.

Se I' = {(x,t)/x = £(t)} por alguma fungao ¢ : [0,00) — R, de classe C!, entao
podemos escrever,
7 — (Ul 1/2) — (17 _él(t» .
e
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Consequentemente, de (2.13) implica que,

flu) = f) = = (' — ") = £ () (' —u),
em V ao longo da curva I'.
Denotando por [|[u]] = u" —ul e [|f(u)]] = f(u") — f(u') os saltos das funcoes u e

f(u) ao longo de T', a tltima identidade torna-se:

[1f(w)]]

§ =0 com s = £'(t).

[lul]

Esta ultima igualdade é chamada de condicdo de Rankine-Hugoniot, nos diz que s

¢é a velocidade de propagacao da descontinuidade ao longo da curva I'.

Definigao 2.5. Dizemos que um choque (u”,u', s) satisfaz a condicio de Rankine-Hugoniot

se e somente se verifica:

fu") — f(u') = s(u” —ub). (2.14)
2
Exemplo 2.1. Seja a equacao de Burgers, ut+(%)w =0, a condicao de Rankine-Hugoniot
escreve-se:
u” +
s = )
2

Isto é, a média aritmética dos valores dos estados a direita e a esquerda da

descontinuidade ¢ a velocidade de propagacgao do choque.

2.1.4 Solucgao entrépica

Com a definicao de solugao fraca, agora estamos em condicoes de calcular solugoes
globais para o problema (2.3) em cendrios onde o problema pode nédo ter solugoes classicas.

No entanto, agora é a unicidade da solucao fraca que nao estd garantida. Vejamos um

exemplo:
2
u
Exemplo 2.2. Seja a equacdo de Burgers, u; + (E)x =0, com a condicao inicial,
0 sex <0
u(z,0) = ;
1 sex>0

a qual tém uma solugao global do PVI:

0 sex <0
T

u(z,t) = " se0<x<t .
1l sex>t

A fungao u é continua e solugao classica da equagao de Burgers. Como é uma

solucao classica entao pelo teorema demonstrado podemos afirmar que é solucdo fraca.
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Além disso, podemos determinar outra solucao fraca ao problema, calculando a velocidade

de propagacao do choque usando (2.14), mas esta solugao nao é continua,

(2,0) 0 sex<t/2
u(z,0) =
1 sex>t/2

Podemos ver no exemplo, que foi possivel construir uma solugao continua a partir
de uma condicao inicial descontinua. Serd visto mais adiante que a solugdo que tem sentido

fisico é a que temos em consideracao.

Vamos propor o seguinte problema:

u® = ug em R xt=0
Lema 2.1. Seja {u‘}e~o um conjunto de solugées cldssicas de (2.15) tais que:
[|[u]] Loo (Rx[0,00)) < C' para todo € > 0, (2.16)
67
ut —u quando € — 0 q.t.p. de R x [0, 00). (2.17)

Entao uw é uma solugao fraca de (2.3).

Demonstragio. Seja 1) uma fungao teste, multiplicando a (2.15) e integrando por partes

Y el oo 0% _
/—00/0 (—u 5 (u)ax+eu 52 dtdx = 0.

Considerando (2.16) e (2.17) e que suporte de ¥ é compacto, podemos usar o

teremos que:

Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue, veja [29], para passar o limite € — 0 na

expressao anterior e dessa forma obter:

L (“%f * f<u>§‘”) dtde = — [ u(z,0)6(z,0) dz.

oz oo
Por tanto, este resultado é a mesma definicao de solugao fraca. O]

Para caracterizar o limite u das solugoes da Equagao parabdlica (2.15), utilizaremos

a nog¢ao matemadatica de entropia.

Definicao 2.6. O par U, F : R — R de funcoes de classe C' chama-se par de entropia,

para a lei de conservagdio (2.1), se:

(i) U € uma fungao convera.

(i) F'(z) =U'(z)f'(2), para todo z € R.
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Observe que sendo U e F fungoes regulares satisfazendo o segundo item anterior, e

se u é uma solugao classica de (2.1), entao:

8u ou
torna-se em, 5 5
8tU( )+8xF( u) = 0. (2.18)

No entanto, se u é uma solugio fraca de C! por partes de (2.1), entdo a equagao
(2.18) nao pode ser satisfeita no sentido fraco. Em efeito, de outro modo é necessario que
s[|U(w)|] = [|F(u)|] ao longo da curva de descontinuidade de u, mas esta relagdo nao pode
ser satisfeita ao mesmo tempo que a condi¢cao de Rankine-Hugoniot. No entanto temos o
seguinte resultado, quando u é uma solucao de fraca de C! por partes, (2.18) torna-se uma

desigualdade.

Teorema 2.3. Seja {u‘}cso um conjunto de solugoes requlares de (2.15) que verificam

(2.16) e (2.17) e seja (U, F') um par de entropia para (2.1). Entdo u verifica a condigao,

/ / < —+F( )%’) dtdz > 0, (2.19)

para toda funcao teste 1 > 0.

A condigao (2.19) chama-se condigao de entropia e sua notagao (estd no sentido de

distribuigoes), isto é,
0 0

SU(W) +  F(u) <0.

A demonstracao deste tltimo teorema é extensa e pode ser encontrada na referéncia
([29], pp. 607).

Definicao 2.7 (Solugao entrépica). Uma solugio fraca de (2.15), chama-se solugio entro-
pica se satisfaz a condi¢io de entropia (2.19) para todo par de entropia (U, F') da equagio
(2.1).

Teorema 2.4 (Entropia para solugoes de classe C! por partes). Seja u uma solugio fraca
de classe C' de (2.15). Entdo u é uma solugio entrdpica se e somente se, para todo par de

entropia (U, F), se verifica a condi¢io:

[ 5,[U<ur(t))—U<uz(t)>]\/$d > [P () = Flu (t))]liwd% (2.20)

para toda fungdo teste ndo negativa 1 ao longo da curva de descontinuidade T' = (£(t),t).

Note que:

U (1) = U@(1)] = Fu'(t) — F(u'(t)), (2.21)
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¢ uma condicao suficiente para que o critério (2.20) seja verificado. Para o caso de uma

funcao convexa esta condicao se simplifica ainda mais.

Teorema 2.5 (Choque entrépico de Lax, caso convexo). Suponhamos que f € estritamente

conveza. Entao, a condicio suficiente (2.21) para um choque entrépico equivale a,
ut > " (2.22)

ao longo da curva de descontinuidade T'.

Demonstracdo. Definamos a funcao G por:
6w = =IO ) gy - (P - P,

u— u!

Mostraremos que G é decrescente. Admitindo isto por um momento. Como
G(u') =0 e (2.21) escreve-se como G(u") > 0, como resultado de que G é decrescente as
condigbes (2.21) e (2.22) sdo equivalentes, e o teorema estaria demonstrado. Provaremos

agora que (G é decrescente.

Derivando G:
G'(u) _ f,(u)<u —u ) B (f(u> B f(u )) (U(U) . U(ul)) + M(U'(u)) _ F'(u),

(u —ul)?
como F'(u) = U'(u) f'(u), obtemos que:
_ fu =) = f(w) + f()(U(w) = Uu)) = U'(w)(u =)

(u— ul)?

G (u)

Do fato que, f e U sdo convexas temos: f/(u)(u — u') < f(u) — f(u'), para todo u,
o mesmo para a funcio U, U'(u)(u — u') < U(u) + U(u'). Por tanto, G'(u) < 0. O

Corolario 2.1. Seja u uma solugio entrépica de classe C* por partes de (2.1) com fungdo

de fluxo f estritamente convexo. Entdo u satisfaz:
fllun) < €(t) < f{), (2.23)

ao longo de toda curva I'.

Demonstracao. Como f é estritamente convexa, definimos a funcao,

Gy — L =100,

u—u"
G é continua e estritamente crescente sobre o intervalo [u”, u!]. Daqui resulta que:

F) = fury

ul_ur

f'w’) <

No entanto, pela condi¢ao de Rankine-Hugoniot, podemos escrever: f'(u") < &'(t).

A outra desigualdade mostra-se de igual maneira. O
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No que se segue, apresentaremos a variacao de entropia para resolver a equacao de

fluxo de Buckley-Leverett.
Teorema 2.6 (Choque entrépico de Oleinik, caso geral). A condi¢io de choque entrépico

(2.21) equivale a,

{ flow' + (1 —aju") = af () + (1 —a)f(u") seu >u, (2.24)

flaut + (1 —a)u™) < af(u!) + (1 —a)f(u") seu" < u

para todo o € [0, 1].

Geometricamente o teorema significa que um choque é entrépico de Oleinik, se

verifica uma das seguintes condigoes:

e u” > u' e o grafico de f estd acima do segmento formado por (u”, f(u")) e (u!, f(ul)).
e u” < ul e o grifico de f estd abaixo do segmento formado por (u”, f(u")) e (u, f(ul)).
Realcamos que, no caso de f concava, a condicdo u” > u! é suficiente para garantir

que o choque seja entrépico. No caso que f seja convexa, é suficiente u” < u'.

2.1.5 Problema de Riemann

Nesta secdo vamos considerar f convexa, e além disso que f seja uniformemente
convexa (i.e. existe § > 0 tal que f” > 6 > 0), com esta hip6tese apresentamos o problema

de Riemann como:

ur + (f(u)z =0 em R x (0,00)
(2,0) = ul sex <0 , (2.25)
= u" sex >0

onde u! e u" sdo constantes diferentes e correspondem aos estados inciais a esquerda e

direita respectivamente.

Teorema 2.7 (Solugdo do problema de Riemann). Consideramos os sequintes dois casos:

i) Onda de Choque:

Se ul > u", a tnica solugio entrépica de (2.25) é

(2.1) ul sex/t<s (2.26)
u(x,t) = :
u" osex/t>s

Ft) = f)

onde: s = ;
ut —u"
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Y

Figura 2 — Onda de Choque que resolve o problema de Riemann para u! > u”.

it) Onda de Rarefagdo:

Se ul < u", a tnica solugio entrépica de (2.25) é,

ut sex/t < f'(ul)
u(z,t) =4 G(z/t) se f'(u') <z/t < f'(u") , (2.27)
ut o osex/t> fl(u")

Figura 3 — Onda Rarefacdo que resolve o problema de Riemann para u! < u’.

A demonstracao deste Teorema estd em [29] pp. 154.

2.1.6 Ondas de contato

Na solu¢ao do problema de Riemann (2.25), como caso particular, temos a des-
continuidade de contato. Este tipo de descontinuidade ocorre quando a velocidade f(u)
¢ constante para todo u. Para este caso as curvas caracteristicas sao paralelas, pois

f'(u) = f'(u"), podemos ver isso na Figura 2.1.6.

Definicao 2.8. Solucoes do problema de Riemann com descontinuidade de contato sao

chamadas ondas de contato.

Caso que em (2.25), u(x,0) = ug(z) e f'(u) = ¢, entdo nao é dificil provar pelo

método de carateristicas que: u(x,t) = ug(x — ct).
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/
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Figura 4 — Curvas caracteristicas para uma onda de contato

2.2 EQUACAO DE BUCKLEY-LEVERETT

Nesta secao estudaremos a equacao de Buckley-Leverett, e sua aplicagao a recupe-
racao de éleo, ver [9, 7]. No ano 1941, Leverett apresentou o conceito de fluxo fracionério.

A partir da lei de Darcy para a agua e dleo, foi obtida a expressao:

A (OP,
1+ W ko (aa - gApsin(ozd)>
Fo = QHo A\ OF - . (2.28)
1 + l’[’w o
ok

Em esta expressao

fu: Representa a taxa de fluxo de agua que passa por qualquer ponto da rocha.
k: Permeabilidade absoluta da formacao.

ks, k,: Permeabilidade efetivas da agua e 6leo respectivamente.

q: Fluxo total de agua e dleo.

P.: Pressao capilar P, — P,,.

L, [o: Viscosidade de agua e 6leo respectivamente.
g: Gravidade.

Ap: Diferenga entre as densidades de agua e 6leo.

ag: Angulo de injecdo da formacdo com relacdo a horizontal.

A: Area da secao transversal do meio poroso.

O caso mais simples é considerar o fluxo horizontal, com gradiente de pressao
capilar desprezivel, a expressao (2.28) reduz-se a:

1
Jo=—""7— (2.29)
1 + ,uwkro

,U/okrw
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Em geral as fungoes de permeabilidade relativa , sao expressados da seguinte forma,
ver [34].

— 1 _ _ Mo
S’LU ch S'LU SOT’ ) (2'3())

Krw(Sw =k, ( )nw Fro(Sw :k0<
(S ) " 1 _Sor _ch ’ (S ) e 1 _Sor_swc

onde: S,: Saturacdo de agua, Sy.: Saturagao de dgua conato, S,,: Saturacao residual de

6leo. Logo, substituindo (2.30) em (2.29) temos que:

(1= Sor — Su)™\
w w7T =11 T s 2.31
fol ) = (1) (g B 5 231)
onde, T' ¢é a temperatura e m(7T") estd dado por:
:uw(T)kgo -
T — 1 . _ Nw 77»0‘ 2 2
m(T) ,uo(T)k?w< Sor = Sue) (2.32)

Um caso particular é n,, = n, = 1, pois dele podemos encontrar solucao analitica.

Logo, segue que:

(S, T) = (1+m<T)(1(;wa ;wiw))_ | (2.33)

a qual pode ser escrita

(1 =Sy — Sw)

TS ) = (g 8 T m(T) (1= S = 50)

(2.34)

Na industria de petroleo tem sido desenvolvidos métodos para recuperar o dleo que
ficou da primeira fase, para complementar a producao faz-se injecdo de agua através dos
pocos de injecao e assim deslocar o 6leo a superficie. Este processo pode ser simulado
utilizando a equacao de fluxo bifdsico num meio poroso. Para um modelo unidimensional,
a evolucao da saturacao de 6leo ¢ governada pela lei de conservacao escalar de Buckley-

Leverett.

ou  0f(w)

ot ox

U2

u? + (1 —u)?

Do estudo feito da se¢do anterior sabemos que se f é convexa, a solugao do pro-

=0 para todo (z,t) € R x [0, 00), (2.35)

onde f(u) =

blema de Riemann (2.25) é uma onda de choque ou de rarefagao. Ora se f nao é convexa,

a solucao entropica pode ter as duas ondas. Este é o caso da a equagao de Buckley-Leverett.

Para f da (2.35) podemos ver na Figura 5 que a fungao possui um ponto de inflexao,

denotamos esse ponto por u*.
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f(w) £'(u)

- :
> >

Figura 5 — Lado esquerdo, fun¢do de fluxo Buckley-Leverett. Lado direito, sua derivada, para
(2.35).

Um problema de Riemann para (2.35) com u! > u", pode ser visto resolvido usando
o estudado na secao anterior, a resolucao consiste em encontrar o ponto de tangéncia u* a

partir do estado u” a curva de Buckley-Leverett, o qual pode ser visto na seguinte Figura

6.

~

'
’ 1
'

T I* u.l’u

u u

Figura 6 — Funcio de Buckley-Leverett em (u”,u*) a fungdo f é convexa e em (u*,u') a funcio é
concava.

O estado u;, deve satisfazer a condicao de Rankine-Hugoniot:

Uma vez quantificado o ponto, temos que f é convexa no intervalo (u", u*), obtendo

uma onda de choque. No intervalo (u*,u!) a funcio é concava, gerando uma onda rarefago.
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Assim, a solugao do problema sera dada pela seguinte expressao:

ul se x < tf'(ul)
wot) — (PG se tf(u) < @ < tf(w) 230
u* se tf'(u*) <x < st
! se x> st

onde, s = M
u* —u”

A solugdo u(z, t) obtida é solugdo entrépica do problema. O caso u! < u” é andlogo.

2.3 ONDAS VIAJANTES

Ondas viajantes sao solucoes de EDP’s de evolu¢ao que possuem um perfil que
¢é transportado no tempo a velocidade constante. Estas ondas aparecem em diversos
problemas fisicos, uma referéncia pode ser [32] onde tem-se varios exemplos desenvolvidos,
também existem outros artigos que aplicam essa teoria em problemas especificos [26, 27, 21].
Dentro o estudo desta teoria esta a demonstracao de existéncia de ondas viajantes. Na
Secao 4.2, a teoria de ondas viajantes se aplicara no modelo de espuma que ¢é apresentado

em essa Secao.

Defini¢ao 2.9 (Solugao na forma de onda viajante). Para um sistema de EDP’s no
dominio espaco-tempo. Uma solucdo na forma de onda viajante para o sistema é uma

fungao u : R x [0,00) — R™ que satisfaz
u(z,t) = w(r — ct), (2.37)
onde w: R — R™, € o frente de onda e ¢ é uma constante (velocidade de onda).

Como pode-se encontrar em [32] para EDP’s tipo parabdlicas, uma solugao da

forma onda viajante cumpre as seguintes carateristicas,

i) =, (2:33)
onde,
wy # w_, (2.39)

além disso, outra forma tipica é quando a onda é monotona, onde cada componente

da fungdo w tem uma forma semelhante a figura 7, entao w’ e w” satisfazem:

lim w'(n) =0, lim w"(n) =0 (2.40)

n—=+oo n—=+oo

Uma forma de demonstrar a existéncia de ondas estaciondrias ¢ explicado em [32]

pp- 11, o qual consiste em reduzir o sistema de EDP’s em um sistema de EDQO’s de
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Figura 7 — Onda viajante mondtona

primeiro ordem e fazer um analise das solugoes de este ultimo por varios métodos. Por
exemplo, para o sistema:
ou 0%u

Fazendo u(z,t) = w(zx — ct) como solugao de (2.41) obtemos os sistema de EDO’s.
Aw" + cw' + F(w) =0, (2.42)
este sistema é reduzido ao sistema de primeira ordem

w=p Ap' = —cp — F(w). (2.43)

Supondo que w ¢ uma onda viajante com as hipéteses (2.38), (2.39), (2.40). O

sistema (2.43) pode ser redistribuido como:

dv
i G(v), (2.44)

onde v = (w,p) e G(v) = (p, (—cp — F(w))/A).

Na Equacao (2.44), (w4, 0) e (w—,0) sdo pontos singulares, para provar a existéncia
de ondas viajantes, s6 vastaria demonstrar que estes pontos singulares sejam conectados
no plano de fase (w,p). Este método é usado no artigo [21] para demonstrar a existéncia

de ondas viajantes, no capitulo 4.
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3 TEORIA DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Equagoes
Diferenciais Ordinérias, os quais serao muito importantes, pois serao ferramentas que

garantem os resultados que apresentaremos mais ao adiante.

3.1 PRELIMINARES

Seja 2 um subconjunto do espaco R x E, onde E = R" um espaco euclidiano
n—dimensional. Cada ponto de R x E é denotado por (t,z) € RXxE, t € Rex =
(x1,...,7,) € E, anorma em R x E: |(¢,2)| = max{|t|, |z|} onde || denota uma norma

em E. O subconjunto I de R, vai denotar um intervalo nao degenerado.

Definicao 3.1. Seja f : Q — E uma aplicagdo continua, a equagdo:

dx
i (t,x), (3.1)

chama-se equagdo diferencial ordindria de primeiro ordem e é denotado abrevia-

damente por: ' = f(t,x).

Defini¢ao 3.2. Uma fungao diferencial ¢ : I — E chama-se solugao da Equagdo (3.1)

no intervalo I se satisfaz as sequintes condicoes:

i) O graifico de ¢ em I, isto € {(t,¢(t)); t € I} esta contido em 2, e

i Cj;:(t) = f(t,p(t)), para todo t € I.

Defini¢ao 3.3. Seja a Equagio (3.1) com dado inicial da sequinte forma:

{ ¥ = f(t,x)

(to) = o

onde (ty, zo) € §2, este tipo de problema chama-se problema de Cauchy.

: (3-2)

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES

Seguimos com a mesma notagao da se¢ao anterior, salvo mengao o contrario.

Teorema 3.1 (Teorema de Picard). Seja f: Q — E uma fungao continua e lipchitziana
em QL =1, X By, onde I, = {t; |t —to| < a}, By ={z; |xv — xo| < b}.

Se |f| < M em Q, entdo existe uma unica solugdo de:

dx
prERRACEON (3.3)
Jf(to) = i

em I, onde o = min{a, b/M}.
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Teorema 3.2 (Teorema de Peano). Seja f uma funcdo continua em Q = I, X By, como

no teorema de Picard. Se |f| < M em Q, a equacio (3.2) tem pelo menos uma solugio em

I, onde: a« = min{a, b/M}.
As demonstracoes destes teoremas podem ser encontradas em [35].

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Aqui apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas sobre sistemas lineares que
serao utilizados mais adiante. Sejam, / um intervalo e a;;, b; : I — R func¢oes continuas

em [, reais ou complexas, 7,7 = 1,...,n. Um sistema de n equagoes da forma:
' = A(t)x + b(t), (3.4)

onde A(t) é a matriz de ordem n x n cujas coordenadas sao as fungoes a;;(t) e b(t) é o
vetor coluna cujas coordenadas sao as fungoes b;(t). O sistema (3.4) chama-se linear; se

b;(t) = 0 chama-se linear homogénea.

Teorema 3.3. Para todo (to,z) € I X E existe uma tnica solugao o(t) = @(t,to, zo) de
(3.4) definida em I tal que: p(ty) = xo.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrado em [35].
3.3.1 Equagoes lineares com coeficientes constantes
Consideremos agora a equagao linear homogénea.
¥ = Az, (3.5)
onde A é uma matriz real ou complexa constante de ordem n x n.

Teorema 3.4 (Teorema Fundamental para Sistemas Lineares). Seja A uma matriz cons-
tante de ordem n x n. O sistema (3.5) com z(0) = xo possui uma unica solugio, dada por:
x(t) = ey, definida para todo t € R.

Para a demonstragao ver [35].

A aplicagdo ® : R — R™™ ou O™ ®(t) = e é definida como uma serie
O(t) = Z I cujas propriedades nao serao estudados nesta parte, mas podem ser
k=0 "

revisadas em [35] na Segao 3.3.

Definicao 3.4. Uma aplicacio ¢ : R x E — E de classe C* ¢é dita um fluxo se:

i) ¢(0,2) = x.
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i) p(t+s,2) = @(t,o(s,x)), t, s € R.

Na seguinte secao estudaremos a importancia do fluxo das equacoes diferenciais

nao lineares, para estudar o comportamento das solucoes.

3.4 EQUACOES DIFERENCIAIS NAO LINEARES

Nesta secao sao apresentadas defini¢oes e alguns resultados como o teorema de
Hartman-Grobman e da Variedade Estavel, que sao pegas chave na ligacao entre sistemas
lineares e nao lineares.

3.4.1 Campos vetoriais e fluxos

De aqui para frente, A é um subconjunto aberto de R".

Definicao 3.5. Um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo em A é um aplicacio
X : A = R" de classe C*.

Ao campo vetorial X associamos a equacao diferencial
¥ = X(z), (3.6)
onde x = (x1,...,2,) e X = (Xq,..., X,).

Definig¢ao 3.6. As solugées da equagio (3.6), sao fungoes ¢ : I — A, I intervalo de R

sao chamadas trajetorias ou curvas integrais do campo X, ou da equagao diferencial (3.6).

Defini¢ao 3.7. Um ponto x € A € dito ponto singular do campo X se X(x) =0 e

ponto nao singular se X (z) # 0.

Definigao 3.8. Uma curva integral p : I — A do campo X chama-se mdxima se para
toda curva integral ¢ : J — A tal que I C J e ¢ = 1|y entdo I = J. I é chamado

intervalo mdximo.

Teorema 3.5. Para a equagio (3.6) temos que:

a) (Ezisténcia e unicidade de solugoes mdzimas)

Para cada x € A existe um intervalo I, onde estd definida a inica solu¢dio mdzima

Oz, tal que ¢, (0) = x.

b) (Propriedade de grupo)
Sey=.(t) et €I, entao I, =1, —t ={r —t; r € I,} e p,(s) = @.(t+s) para
todo s € I,.
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¢) (Diferenciabilidade em rela¢io das condigoes iniciais)
O conjunto D = {(t,x); x € At € I,} € aberto em R"™ e a aplicagio v : D — R"
dada por p(z,t) = v, (t) € de classe C". Mais ainda, ¢ satisfaz d equagao

81(8290@7 {E)) = DX(QO(t,ZL‘)) : aQSO(t’ :E),

d

para todo (t,z) € D. O significado de cada notagao é: 0y = 3,

ax e DX(p): derivada de X em p.

0y : derivada respeito

Para consultar a demonstragao do teorema, ver [35]. Deste teorema o fluxo gerado

por X, ¢ : D — A é de classe C" e satisfaz as condigoes da definigao, isto é p(0,z) =z e
p(t+s,2) = p(t, (s, 7).

Definicao 3.9. O conjunto v, = {p(t,p); t € L,}, é a imagem da curva integral de X

que passa pelo ponto p, chama-se orbita de X pelo ponto p.

Observacao 3.1. O conjunto A fica decomposto por uma unido disjunta de orbitas,

podemos cada uma ser:

a) Imagem biunivoca de um intervalo de R.
b) Um ponto, ou

c) Difeomorfo a um circulo.

No caso b) v, = {p}, a 6rbita chama-se ponto singular e no caso c¢) 7, chama-se

orbita fechada ou periodica.

3.4.2 Conjugacao de campos vetoriais

Definicao 3.10. Sejam ¢ : D1 — R"™ e pg : Dy — R™ o0s fluros gerados pelos campos
X; AL = R e Xy : Ay — R” respectivamente. Diz-se que X, € topologicamente
conjugado a Xy quando existe um homeomorfismo h : Ay — Ag tal que: h(pi(t,z)) =
©a(t, h(z)) para todo (t,x) € D;.

Observacao 3.2. Pode-se mostrar que a relagio de conjugagdo é uma relacao de equiva-

léncia.

Definicao 3.11. Seja um campo vetorial X : A — R" de classe C", r > 1, um ponto
singular p € A, chama-se hiperbdlico se todos os autovalores de DX (p) (matriz jacobiana

do campo X em p) tém parte real diferente de zero.

Observacao 3.3. Pode-se ver que esta definicao nao depende da conjugagao local de classe
C? (i.e. uma conjugagio topoldgica leva pontos singulares hiperbélicos em pontos singulares

hiperbolicos).
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Defini¢ao 3.12. Com a notagcao da defini¢ao 3.11, o nimero de autovalores de DX (p)
que tem parte real menor de zero chama-se indice de estabilidade em torno a um ponto

hiperbolico.

Pela observacao 3.3, temos que uma conjugacao de classe C", r > 2, preserva o

indice de estabilidade em torno a um ponto hiperbdlico.

Teorema 3.6 (Hartman-Grobman). Seja X : A — R™ um campo vetorial de classe C* e
p um ponto singular hiperbolico. Ezistem vizinhancas V de p em A e W de 0 em R" tais

que Xy € topologicamente conjugado a DX (p)|w .

A demonstragao deste teorema é extensa e nao é apresentado neste trabalho, mas

pode ser consultado no capitulo X de [35].

O teorema de Hartman-Grobman nos permite encontrar uma interpretagao do
comportamento local em torno de um ponto singular hiperbdlico, pela existéncia da

conjugacao topologica e o estudo de sistemas lineares.
Antes de apresentar o seguinte teorema se precisa dar o conceito de variedade

diferenciavel e de conjunto estavel e instavel local para um ponto singular hiperbdlico.

Definicao 3.13. Uma variedade diferencidavel n-dimensional é um conjunto M com uma

familia de aplicagées biunivocas h, : Uy, C R™ — M de abertos U, de R™, o € A, tais que:

1. | ha(Us) = M.
a€cl
2. Para todo o, 3, com ho(Us) Nhs(Us) = E # 0, os conjuntos h*(E) e hg'(E)

abertos de R™ e as aplicagoes hgl o hy sao diferencidveis.
3. A familia {(Uya, ha)} € mdzima relativa as condigoes (1) e (2).
O par (Uy, hy) com p € ho(Uy) é chamado uma parametrizacio de M em p; ho(U,) €
chamada uwma vizinhanca coordenada em p.

Defini¢ao 3.14 (Conjunto Invariante). Seja S C A chama-se conjunto invariante pelo
campo X : A — R", se para cada x € S tem-se que p(t,x) € S para todo t € R, onde ¢
denota o fluxo de X.

Defini¢ao 3.15 (Conjunto estavel e instével). Seja o conjunto:
Ws=WiX)={ze€A;p(t,z) > S quando t— oo},

ou seja d(p(t,x),S) — 0 quando t — oo (d métrica em R"™). W§ chama-se conjunto
estdvel de S. Analogamente, define-se W§ = W¢ o conjunto instdvel de S, tomando

t— —o0.
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Se h : A1 — A, é uma conjugacao topoldgica entres os campos X; e X5, entao

para todo conjunto S; invariante por X, h(S;) = S5 é invariante por Xs. Mais ainda,
h(W§1> = Wég’ h(ng> = ng

Observacao 3.4. Para sistemas lineares hiperbolicos o conjunto estavel do ponto singular

0 € R" coincide com o subespago vetorial estavel E°. Analogamente para W de E".

Por tanto pelo Teorema de Hartman-Grobman, os conjuntos W e W}, do campo
Xy sdo imagens homeomorfas de abertos dos subespagos euclideanos £° e E*. Logo W}
e W' para um ponto singular hiperboélico, sao variedades topologicas de dimensdo iguais
ao indice de estabilidade i(p) de DX (p) e n — i(p), respectivamente. O teorema seguinte,

estabelece que estas variedades topologicas sao de fato subvariedades diferenciaveis.

Teorema 3.7 (Variedade estével para pontos hiperbdlicos). Seja p um ponto singular
hiperbolico de um campo vetorial X : A — R™ de classe C" num aberto A de R™. Entao

existem uma vizinhanga V' de p, tal que:

1. W(X|v) ={x € V/p(t,x) € V, para todo t > 0}.
2. WH(X|y)={x € V/p(t,x) €V, para todot < 0}.

3. W3(Xl|y) é uma subvariedade de classe C" e dimensdo igual ao indice i(p) de
estabilidade p. O espago tangente de W;(X|v) em p coincide com E°, espago estdvel
de A= DX(p).

4. W(X|v) € uma subvariedade de classe C" e dimensdo igual ao indice n —i(p). O

espago tangente de Wi (X|y) em p coincide com E", espago instdvel de A= DX (p).

A demonstracao deste teorema é extensa, nao é apresentada neste trabalho, mas
pode-se consultar em [35] secao 1X.7. O teorema nos mostra que préximo a um ponto
singular hiperbdlico o sistema 2’ = X (x) possui W, e W}, que sdo tangentes em p, aos
subespagos [/° e E* do sistema linear 2/ = DX (p)x. Além disso W e W' tem os mesmos
indices de E° e E*.

Estes teoremas serao de utilidade para determinar a existéncia e comportamento

das ondas viajantes do modelo de espuma, que ¢ desenvolvido no seguinte capitulo.
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4 ESTUDO DO COMPORTAMENTO DA ESPUMA DENTRO DE UM
MEIO POROSO POR ONDAS VIAJANTES

Neste capitulo, vamos desenvolver o feito em [21] que mostra o comportamento da
espuma dentro de um meio poroso, usando dois modelos; um modelo de balanco de massa do
agua e outro de balanco de populacao da espuma. Para comecar descreveremos as hipteses
feitas sobre estes modelos, logo resolveremos estas EDP’s por meio de uma transformacéao
de coordenadas a EDQO’s que serdo resolvidas numericamente, para finalmente mostrar

simulacoes destes modelos.

4.1 PRELIMINARES

A espuma é definida como a dispersao de um gas dentro de um liquido continuo.

A espuma é usada como agente para o controle da mobilidade na EOR [1, 2, 4, 21, 36].

O modelagem da espuma usara um modelo de balango de populacao, e também
consideraremos para este modelo o caso onde a espuma esta em equilibrio local (EL) (igual

taxa de geracao e destruicao de bolhas de espuma).

No modelo de balango de populacao, a textura de espuma ¢ definida como o nimero
de lamelas por unidade de volume (proporcional ao tamanho das bolhas de espuma) é
modelado explicitamente, usando a equagao de balanco para as lamelas (filme liquido)
que separa as bolhas. Esta equacdo é similar ao balango de dgua. A Figura 4.1 mostra as

lamelas dentro do meio poroso.

Lamela

— Agua

— Gas

— Rocha

. — Oleo
Surfactante

Figura 8 — A espuma evidenciando a lamela, [24].

O mecanismo para geracao e destruicao de lamelas sao representados explicitamente
no balango da textura das bolhas de espuma. Um modelo alternativo para o balanco de

populagao é supor EL em todas as locagoes de formacao de espuma.

O método do fluxo fracionario baseado sobre modelos em EL é uma apro-
ximagao que inclui algumas hipdteses simplificadoras: fase incompressivel; mobilidade
newtoniana; fluxo unidimensional; auséncia de dispersao, gradiente de pressao capilar, e

dedilhado viscoso (viscous fingering); obtencao instantdnea de equilibrio local.
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Um choque é uma descontinuidade na saturacao e outras propriedades em escala
grande (escala de laboratério); a representagao na escala pequena desta transicao é da
forma de uma onda viajante. Resolver por ondas viajantes pode ser util por algumas
razoes: Se a onda é grande sobre a escala dos experimentos de laboratério, entao tais
experimentos do laboratorio nao seriam apropriados para representar a dinamica da espuma

na escala grande.

Em alguns processos de espuma, o maior controle da mobilidade ocorre dentro do
mesmo choque [3]; em tal caso, o sucesso sobre a escala do campo vai depender da largura

e concentragao da espuma dentro da onda viajante.

Aplica-se o EL em todas partes exceto no choque e na regiao de entrada [20]. S
nos concentraremos em choques. Os choques podem também originar-se desde os saltos

na concentragao de surfactante [22], mas ndo tomaremos em conta estes saltos.

Os dois modelos para a espuma sao:

1. Um simples modelo cinético de primeira ordem.

2. Um modelo de balango de populagdo com multiplos estados estacionarios [10].

Também pesquisaremos resultados dos efeitos das taxas cinéticas de espuma sobre
o comportamento da onda viajante para diferentes estados — e +: a traz do fluxo e a

frente do fluxo do choque respectivamente.

4.2 FORMACAO DO FRENTE DE CHOQUE EM PROCESSO DE ESPUMA

A equagao para duas fases (dgua-gas) imisciveis, dois componentes incompressiveis
(surfactante e 6leo) deslocando-se em um fluxo retilineo através de um meio poroso é dada

pela equagao de Rapoport-Leas (balango de massa):

S,  Ouy

T e =0, (4.1)

ou equivalentemente,

8f, O Kk Awdg dPC>8Sw] o 42)

gb% tu-—+ —
ot or  Ox Aw +AgdS, ) Ox

onde, S, e f, sdo a saturacao e fluxo fracionario de agua, ¢ porosidade, u velocidade
superficial total, x posigao, t tempo, e A, Ay sao a mobilidade de dgua e gas respectiva-

mente.

A funcgao f, em fluxo normal de dgua-gas depende de S,,, mas em processo de
espuma f,, e A\, também dependem da textura da espuma o tamanho das bolhas, definida

por (ng). Assim: Ay = A\;(Sw,nf) € fu = fuw(Sw,ns); também podem ser dependentes da
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concentracao de surfactante presente, mas por simplicidade a concentragao sera considerada
em seu valor maximo, na fase aquosa, em todas partes, isto, por exemplo, ocorre quando
se faz um fluxo grande de surfactante antes da co-injecdo de gas e surfactante. Por tanto,
nao é necessario um balango de massa aparte para o surfactante. Esta hipotese feita em
[21], pode implicar fazer um maior custo na recuperacao de 6leo e nao repara em detalhes
do comportamento do surfactante dentro do meio poroso, isso motiva formular um modelo,
na qual é considerada a concentracao do surfactante como variavel, assim no seguinte
capitulo desenvolvemos um novo modelo com a concentracao de surfactante como uma

variavel.

O dltimo termo da Equacao (4.2) é chamada velocidade dgua de deslocamentos
pelas forgas capilares (capillarity-driven water velocity). Em um deslocamento de escala
grande, o gradiente de pressao capilar % é negligenciavel [12], exceto em um frente de

choque, por tanto exceto no frente de choque o deslocamento satisfaz:

¢%S;U + u%‘];” =0. (4.3)

Para uma condigao inicial dada, a Equagao (4.3) pelo Capitulo 2.1.5 pode ter trés

tipos de solugoes: ondas rarefagdo ou de contato, estados constantes (5, constante) e
choques. Exceto em choques, a textura de espuma estd em EL, e f, depende s6 de S,

logo para a Equacao (4.3), temos que:

0S. af,\"" 9S. df, \° 05,
- +“<ax> =" “‘(dsw o
Entao, a Equacao (4.3), fica transformada em:
89S, u (0f,\"F 08,

Assim, as linhas caracteristicas da equacdo (4.4) em uma onda rarefagdo para uma

saturacao de agua S, avancam através do meio poroso com velocidade,

de\  u (dfy\""
(@), () -

onde EL indica funcao de fluxo fracionario em equilibrio local. Se temos que a inclinagao
de f,, em EL, como fun¢ao de S, ndo é mondtona crescente desde o estado de injecao J
para o estado inicial I, entao por¢oes da fungao de S, tem saltos (descontinuidades), o

qual avanca o meio com velocidade,

v = gUS = EM, (4.6)

¢ DS — 5,
onde v, representa a inclinacao da linha de choque sobre o gréafico em EL de f,, — 5, e 0os —
e + sao os estados a traz e a frente do choque respectivamente. Na escala de deslocamento,
os choques ocorrem em descontinuidades na saturagao. Por tanto, o deslocamento ¢é

governado pelo fluxo fracionario entre a saturacao de dgua a traz e frente do choque.
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4.2.1 Modelo de populacao para a textura de espuma

Em processos de espuma a textura da espuma depende do gés e também da
saturacao de agua [17], [18]. Por tanto o modelagem requer, aparte da equacao do balango

de massa de dgua (4.2), outra equagao para a espuma, chamada balango de populagao:

0 0 [0)
—(Synp) + —(uynp) = Sy(r, —re), 4.7
¢8t( g D) ('337( g D) Mo g(g ) ( )
onde np = ¢ a textura adimensional da espuma e ny,., ¢ 0 limite superior da textura
nmax
de espuma.

No resto deste trabalho, usaremos np em lugar de ny. Este modelo de populagao
(4.7) ¢ um caso simplificado de outro apresentado em [1], [4], que por simplicidade
assumimos que np possui o mesmo valor para porc¢oes de espuma fluindo ou em estado
estacionario, além disso, que nao exista fontes ou sumidouros. O termo do lado direito da
equacao (4.7) descreve a taxa de produgao de espuma: r, e r. denota a taxa de geragao e

coalescéncia de bolhas de espuma respectivamente.

Suponhamos que ao longo do deslocamento da espuma sobre a escala do campo
aplica-se o equilibrio local, exceto no frente de choque, onde a saturagao de agua e
a textura de espuma mudam de valor abruptamente. Neste caso, a Equagao (4.7)
¢ importante somente dentro da onda viajante que descreve a estrutura interna do frente
de choque. Em outro lugar, r, = r.. Desta igualdade e pelo apéndice A e B, para os dois

modelos apresentados, temos que:

rg(Sw) = re(np, Sw), (4.8)

em EL, assim, np pode ser expressado implicitamente ou explicitamente como funcao de

S

Pelo mostrado em (4.8), pode-se ter multiplos valores de equilibrio local de np

para um valor dado de S,,.

4.2.2 Estudo do frente de choque

Na escala grande um choque ¢ uma descontinuidade na saturacao de agua e a
textura de espuma. Sobre a escala pequena uma descontinuidade é substituida por uma
regiao onde o gradiente de pressao viscoso que promocao o choque entra em balango com
as propriedades dispersivas da pressao capilar para formar um perfil de saturagao continuo
que se desloca em pura traslagdo, sem perda de forma [12], [13]. Assim, obtemos uma
onda viajante para a saturacao de agua e a textura de espuma na escala pequena, este

resultado permite definir um novo sistema de coordenadas da seguinte forma:

n =z — vt, (4.9)
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chamada, coordenadas de onda viajante. Nesta equagao v é a velocidade do choque definida
em (4.6).
A mudanca de coordenadas permite transformar as equagoes (4.2) e (4.7) em

EDQO’s, isto facilita o estudo para determinar a simulacao da saturacao de agua e a textura

de espuma. Mostramos este resultado nas seguintes proposicgoes.

Proposicao 4.1. A Equagao (4.2) em coordenadas de ondas viajantes, fica expressada

por uma EDO.

Demonstracio. Fazendo a mudanca de variaveis da saturagao de agua S, em coordenadas
de ondas viajantes (4.9),
Sw<x7t) = Sw<n)7

obtemos que:

Sw _ dSwdn - Sw _ dSw dy
ot dn dt oxr  dn dx’
Entao: g "
B ek 4.1
o = Uy (4.10)
e’
Sy dSy
—_— = 4.11
ox dn ( )

Substituindo as equagoes (4.10) e (4.11) na equagdo (4.2), temos que:

dsS., +udfw dS., N d i AwAg  dP.\ dSy
dn dS, dn  dn Aw +AgdSy ) dn

—v

Desta tultima equacao, se observa que cada termo do lado esquerdo estao derivados

respeito a 7, logo podemos escrever a equagao da seguinte forma:

4 [—msw Fufy, +k ( = 0. (4.12)

Aw)g dP. dS,
dn

Mo+ Ay dS, ) dn

Como S, ¢ uma onda viajante, e a derivada respeito a 1 é constante na Equagao
(4.12), entao a expressao dentro do colchete tem o mesmo valor que qualquer estado de

equilibrio, por exemplo o estado S, assim,

Ay dP.\ dS. Awdg dP.\ dS,~
— Sy +ufu+k 29 < L= _—pwS, “+k 29 < (413
PuSuttifut (Aw+)\gd5w> dy — OvSetuut (Aw+Agdsw> an 1)
onde o — indica o estado a traz da onda viajante.
i .. . dSy . _ . dSy .
Pela definicao de onda viajante da secao 2.3, (d—) = gm —— =0, entao a
N’ oo

equagao (4.13) fica de uma forma mais simples, além disso, as fungoes de mobilidade A,
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c

Mg sdo positivas e o gradiente de pressao capilar 1S ¢ nao nulo, logo conseguimos escrever
ds,, ) . N
v em funcao dos outros termos da seguinte forma:
Ui
dSw — —¢v(S, — Sw) tulfy — fu)
d?] Lk )\w/\g ﬁ '
Aw + Ay dSy,
. u - L Aw
Pela equagao (4.6), v = —vy, e da definigao de fluxo fracionério, f,, = , a
0] Aw + Ag
equacao de acima torna-se.
dSw w sSw_ w sSwi
- _ ulfw—v ({ZP VsSu)”] (4.14)
g —kfug e
dS,,

Por tanto, mostramos que a Equagao (4.2) transforma-se em uma EDO, a Equacao
(4.14). O

Podemos também, mostrar um resultado similar a Equagdo (4.14), usando o estado
frente da onda viajante. Lembrando que o fluxo fracionario f,,, quando nao esta em EL é
uma fungdo de np e Sy, (fuw = fuw(Sw,np)), € também a mobilidade do gas (A, = A(Sw, np)),
assim podemos afirmar que a Equagao (4.14) estd em funcao de S, e np, fazendo possivel

expressar estd equacao como:
dSy,

dS,,
Escrevendo a Equacgao (4.1) em coordenadas de onda viajante, temos que:—qﬁvd— +
Ul
d
—— = 0. Entdo, —[—¢vS,, + uy,] = 0.
Ui
Observamos que a expressao dentro do colchete é constante, logo esta deve ser

igual ao estado de equilibrio — da onda viajante, obtendo,

—QUSy, + Uy = —PUS,, + Uy,.

Assim:

Uy = —uvs(S,, — Su) + Uy, (4.16)
Como: u, +uy =u e S, + S, =1, entdo:

ug = —uvs(S; — Sy) +uy . (4.17)

Lembrando que no estado de equilibrio o gradiente de pressao capilar é nulo,

teremos que: u; = uf;, onde i = w, g, por tanto:

u; =uf, =u(l—f,). (4.18)
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Esta ultima igualdade sera de utilidade para demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 4.2. A Equagdio (4.7) em coordenadas de ondas viajantes, fica expressada
em uma EDO.

Demonstragio. Fazendo uma mudanca de variaveis, como na prova da proposicao 4.1, a

equagao (4.7) fica da seguinte forma:

d d
_¢U%(SQTLD) + CTn(ugnD) = —

Sy(rg —1e). (4.19)

Substituindo a equagao (4.17) em (4.19) obtemos que,

d d _ _
_¢Ud—n(5gnp) + n [(uvs(Sg —8,) +u, )nD} i

ao lado esquerdo desta equacao a o ¢é aplicada em cada termo, entao, esta pode ser
Ui

escrita como:
d

CT?? {—gbv(SgnD) + (uvs(S, — Sg_) + ug_)nD} = njax Sy(rg —re),

vs, conseguimos reduzir termos comuns, obtendo,

(Z? {(—uvsSg_ —l—ug_)nD} =

u

como v =
¢

Sy(ry —10).

nmax

De (4.18), u; = u(1 — f;), além disso S; = 1 — 5. Substituindo na equagao de

acima,
;; [(—uvs(l —Sy) +u— uf;)np} = niXSg(rg —Te).
Entao:
(1= £ = (1= Sno] = ~E5, 0, = ) (4.20)

Como na Equagao (4.20) o termo ao lado esquerdo possui fatores constantes e nao
nulos, entdo podemos escrever a equagao (4.20) de forma mais simples,

dnp A1 — Sy)(rg —re)
dp nmaull = fo —vs(1=S,)]

(4.21)

Portanto, a Equagao (4.7) é expressada em uma EDO. ]

As equagoes (4.14) e (4.21) representam a saturacao de dgua e a textura de espuma

dentro da onda viajante.

No célculo do perfil da onda viajante , é essencial encontrar a solugdo das equagoes
Sw € np, onde seus valores se aproximam assintoticamente, aos valores dos lados opostos

do choque.

— = S, — St —n}
{77 400 ws Np—np (4.92)

n——oo = S, —S,, np—np
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Todos os exemplos que vamos estudar, possuem estados — e + do frente do choque,
os quais sdo os estados de injecao (J) e inicial (I) respectivamente. O estado de injecao
satisfaz o EL correspondente ao f, injetado. No artigo [20] discute como os fluidos
injetados que podem nao estar em EL, vao para o equilibrio local dentro da regiao de

entrada perto do lado de injecao.

4.3 SIMULACAO DA ONDA VIAJANTE

Nesta se¢do, se fard o estudo da aproximagao da onda viajante (frente de choque) do
modelo de espuma apresentado na se¢ao anterior, para conseguir isto, usaremos ferramentas

matematicas do capitulo 3.

4.3.1 Aproximagao da onda viajante

Pelas equagoes (4.14) e (4.21), tem-se um sistema linear de EDO’s nao linear, o

qual pode-se representar como:

dS,

—_ = F(Sw,np)
Iy . (4.23)
D (S np)
d77 wy YD

Antes de fazer a aproximacao deste sistema, lembre-se que os estados — e + da

onda viajante, possuem a seguinte propriedade,

dsS,, d
lim 2% =0 ,  lim —2=q. (4.24)
n—=+oo dn
Além disto, substituindo (4.21) no sistema (4.23) pode-se mostrar que os estados —
e + da onda viajante sdo pontos singulares deste sistema. De fato; para o estado (S,,,np),
tomando limite n — —oo em 4.23, tem-se de 4.24 que:

0 = lim F(Sy,np)

n—00

0 = lim G(Sy,np)

n—00

Considerando que F' e GG sdo ao menos fungoes continuas, entdao os limites passam

dentro para S, e np, sendo obtido:

0 = F(S;,TLB)
0 = G(S;,TLB)

Assim, (S,,,np) ¢ um ponto de singular do sistema (4.23). Analogamente, para o

estado (S, n}).
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Sem perda de generalidade, denote aos estados — e + por (S, n%), a continuagao
faz-se uma aproximacao de Taylor de primeira ordem de F' e G, respeito a este ponto.

Sejam S, = S° + AS, e np = nY + Anp, entdo as funcdes F' e G tem a seguinte forma:

F(Sy,np) = F(S°,n%)+ VF(S2,nY) - (AS,, Anp)
G(Sw,np) = G(Sy,np)+ VG(Sy,np) - (ASy, Anp)

Logo, substituindo estd igualdade em (4.23) e usando que (S, n%) é ponto singular,
tem-se o seguinte sistema.
d o 0 0
d—(Sw +AS,) = VF(S),n}) - (ASy,,Anp)
Ui

d
%(n% + Anp) = VG(S?,nY) - (AS,, Anp)

Este sistema ¢ simplificado como:

d OF OF

—AS, S0 n S0 n

B> | g v d?( v ASW]- (4.25)
—Anp — (59, 1Y) n%) | L Anp

dn 08y, onp "D

O sistema linear (4.25) é uma aproximacao do sistema nao linear (4.23) (matriz
jacobiana do campo (F,G)) em torno dos estados — e +, no célculo de solugdes analiticas
de sistemas como (4.25) deve ser calculado os autovalores e autovetores deste sistema. Se

supor que a; e ap sao autovalores, e y; e 7, sao autovetores, entao a solugao ¢ dado por:

AS,
( ) = 1 e + coype®? (4.26)
ATLD

onde ¢; e ¢y sao constantes determinadas pela condigao inicial para o sistema. Outro
método é por aproximacao numérica usando um software matematico e aplicar um método

numeérico para resolucdo de EDO, por exemplo: o método de Runge Kutta.

Observagao 4.1. O estudo local do sistema (4.23) também pode ser feito fazendo uso do
teorema de Hartman-Grobman, mas para aplicar este teorema, precisamos primeiro ter

certeza que os estados — e + sejam pontos singulares hiperbolicos.

4.3.2 Construcao da onda viajante

Construir o perfil da onda viajante é encontrar uma solugao do sistema (4.23) que
conecte os estados equilibrio (— e 4) por uma orbita, isto se determinara fazendo estudo

local das orbitas do sistema (4.25) para cada estado de equilibrio.

O sistema linear (4.25) possui uma matriz de entradas constantes, de ordem 2 x 2,
o comportamento de suas orbitas depende do valores de seus autovalores. Em cada estado

de equilibrio pode-se encontrar os seguintes casos:



47

Dois autovalores negativos, chamado atrator.

Dois autovalores positivos, chamado repulsor.

Autovalores reais de diferentes sinais, chamado sela.

Autovalores complexos, chamado atrator ou repulsor dependendo do sinais da parte

real do autovalor, negativo ou positivo respectivamente.

Se os dois estados — e + sao repulsores entao nao existe orbita que conecte os
pontos de equilibrio do sistema (4.23), isto também ocorre para atratores. Por tanto,
nem sempre ¢é possivel construir uma solugao entre dois estados de equilibrio. Um caso

favoravel pode ser que um estado de equilibrio seja repulsor e outro seja sela.

Supondo que o estado (S, ,np) seja repulsor e o estado (S, n},) seja uma sela
para o Sistema (4.25), entao pelo Teorema de Hartman-Grobman para o Sistema (4.23)
as orbitas localmente em cada estado de equilibrio se comportam de forma semelhante a
um repulsor e sela respectivamente. Assim, se existe uma orbita que liga os dois estados

de equilibrio, deve sair do estado — e chegar ao estado +.

Do Teorema da Variedade estavel no estado +, a Variedade estével é tangente ao
Espago estavel do sistema linear (4.25) no estado +. Este fato permite concluir que as

orbitas que convergem para o estado + devem estar na direcao do Espago estavel.

Para construir a orbita que liga os estados — e + do sistema (4.23), fazemos o
seguinte; escolhemos zop = D + AD, onde AD = ey ou AD = —er!, e > 0eql éo
autovetor do autovalor de parte real negativa; logo resolvemos o sistema (4.23) com a

condicao inicial xg, usando um método numeérico.

Este procedimento ¢ aplicado na seguinte segao.

4.3.2.1 Modelo cinético de primeira ordem

A continuacdo mostramos resultados determinados para o modelo cinético de
Primeira ordem do Apéndice A. Para fazer isto substituindo as fungoes na Equagao (4.21),

temos que:
an Kc(b

dn — ull = fy — o1 - S;)]

w

(1 —8,)(nEl —np). (4.27)

A simulagdo é feita com a Equacdo (4.14) e esta ultima, para trés casos do
parametro cinético da espuma K¢ = 200, 1 e 0.01 com os estados de equilibrio (S, np)~ =
(0.372,0.664) e (Sy,np)T = (0.72,1).

Da Tabela 1, tem-se que o estado + é uma sela entao este estado vai ser escolhido

como o ponto D e na diregao do autovetor 4! = (1,0) toma-se o valor inicial do sistema
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0.9

0.89

0.7+

0.6
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0.4
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-0.0003 -0.0002 -0.0001 0 0.0001
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Figura 9 — Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (Sy,np)~ = (0.372,0.664) e
(Sw,np,)" = (0.72,1), para K. = 200.

Tabela 1 — Autovalores para cada estado equilibrio, com K¢ = 200.

Estado de equilibrio A1 Ao Tipo
— 328939.047 | 1516588.516 | repulsor
+ —202003.1779 | 817137.649 sela

Tabela 2 — Autovalores para cada estado equilibrio, com K¢ = 1.

Estado de equilibrio A1 Ao Tipo
— 10984.081 — 48720.3847 | 10984.081 + 48720.384% | repulsor
+ —202003.178 4085.68825 sela

(4.23): (Sw,np)(0) = D — ey', com € > 0 suficientemente pequeno. A Figura 9 mostra a

onda viajante para este caso.

Para os seguintes casos das tabelas 2 e 3 os resultados sao similares, encontra-se que
o estado + é uma sela e o estado — ¢ um repulsor, assim seguindo o mesmo procedimento

explicado acima, pode-se obter as figuras 10 e 11, respectivamente.

1.0

0.9

0.8

0.74

0.5

0.4

T T T T T T
-0.0008 -0.0006 -0.0004 -0.0002 0 0.0002
(m)

Figura 10 — Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (Sy,np)” = (0.372,0.664) e
(Sw,np,)T = (0.72,1), para K, = 1.

Segundo as figuras 9 — 11, observamos que a medida que o parametro cinético
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K. diminui, a largura das ondas viajantes se incrementa. Na Fig. 9 para K. = 200, S,
tem aproximadamente uma largura de 0.2mm e np de 0.1mm; na Fig. 10 para K. =1,
Sw € aproximadamente 0.6mm e np de 0.7mm; e na Fig. 11 para K. = 0.01, S, e
np experimentam um incremento grande a diferenca dos outros casos com uma largura
aproximada de 5mm e 6mm respectivamente. Podemos concluir que a medida que diminui

a cinética da espuma, a textura de espuma tarda mais para alcangar o estado de equilibrio.

Tabela 3 — Autovalores para cada estado equilibrio, com K¢ = 0.01.

Estado de equilibrio A1 Ao Tipo
— 10526.6498 2369.5344 | repulsor
+ —202003.178 | 40.8568825 sela
Ondas viajantes
1.0
09-
0.8
0.7
— Sw
D] 6

0.5
0.4 \J

T T T T T T T T T T
-0.006 -0.004 -0.002 0 0.002 0.004
n(m)

Figura 11 — Ondas viajantes do Sistema (4.23) dos estados (Sy,np)” = (0.372,0.664) e
(Sw,np,)T = (0.72,1), para K. = 0.01.

4.3.2.2 Modelo de Kam

Este é um modelo de geragdo de bolhas de espuma, apresentado no Apéndice B, a
diferenca do modelo cinético neste caso pode-se ter multiplos estados estacionérios, como
podemos observar na Figura 12, para o fluxo fracionério f, definido em (B.5), nesta se¢ao
apresentaremos alguns resultados mostrados em [21]. As fungoes de geragao e coalescéncia
de espuma, (B.1) e (B.2) respectivamente, define a Equagao para a EDO (4.21) ficando na

seguinte equacao,

dnp . ¢(1 - Sw) Cg
dn  unma[l — fo —vs(1 —S)] (

w

() 51) ) o
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respeito a um estado de equilibrio, pode ser obtido Vp pela Equagao (4.16) e a lei
de Darcy (B.4) para a fase liquida,
_ (VS + (fro — VsSw) ™)t
a K Epy ’

assim, o sistema de EDO’s (4.23) para este modelo fica dependente de S, e np na

Vp

(4.29)

forma de um sistema autonomo. Em EL a funcao de textura de espuma pela Equa-
cao (4.29) é expressado como uma fungdo de S,. Na Figura 12 mostra-se as curvas
de fluxo fracionario em diferentes valores de np e em EL para os estados inje¢ao e ini-
cial (Sw,np, fu)? = (0.0585849073,0.65217855, 0.05000000) (estado —) e (Su, np, fu)! =
(0.9,0.00388337,0.9967123) (estado +) respectivamente.

= LE foam f

=== ghock line
— constant-ny foam fW

0.7 0.8 0.9 1

Figura 12 — Para u = 5.29 x 1075ms~!, curva de fluxo fracionario em EL (linha vermelha). As
curvas solidas de cor preto representam curvas de fluxo fracionario com textura de
espuma constante; os niimeros sobre a curva sdo a textura adimensional da espuma.
A linha horizontal indica a inje¢do do fluxo fraciondrio de dgua de 0.05. Os pontos [
e J correspondem as condigoes inicial e de inje¢do (casos C. = 1, C. = 0.001). A
linha pontilhada verde é a solugao fluxo fracionério para o choque, ver [21], Fig. 8.

Em [21] se apresenta o estudo do modelo Kam para diferentes velocidades de injecao
u, a sensibilidade dos pardmetros de geracao e coalescéncia C. e Cy respectivamente (C./C,
fixo). Também foi mostrado que o estado — é um repulsor e o estado + uma sela, sendo
possivel a existéncia de uma onda viajante que liga estes estados. A Figura 13 mostra a
onda viajante para a saturacao de agua sem e com EL, para os estados — e + apresentados
acima. Aparentemente a transicdo ocorre numa distancia de 0.45m para S, e 0.15m para
np (ndo mostrado). Na Figura 14 tem-se a curva de fluxo fraciondrio atual a qual é
determinada substituindo S,, e np calculado na onda viajante da Figura 13 dentro da
Equacao B.3, com u, substituido da Equacao (4.17), logo usar estes na funcao de fluxo
fracionario convencional B.5. Em EL o procedimento ¢ parecido exceto que primeiro

deve-se calcular o n5F dentro da onda viajante usando a Equacdo (B.6) e (4.29).

Na Figura 13 e 14 mostra-se que na onda viajante calculada, o comportamento

com ou sem EL sdo quase idénticos. Isto implica que nao tem efeito o parametro C,. =1
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== non LE foam
=== LE foam

0.2 -015 041 -0.05

0 005 01 015 02
n{m}

Figura 13 — Saturagao de dgua vs coordenadas onda viajante n para o caso C, = 1, ver [21]
Figura 9.

sobre a largura da onda viajante, isto ¢ principalmente pela dispersao capilar e a onda
viajante pode ser determinada de forma exata supondo EL. Também pode-se ver uma
diferenca do f,, com S, da Fig. 14 com a mostrada na Fig. 12, porque f,, depende sobre
Vp, a qual é afetado pela pressao capilar na Fig. 14.

Em [21] tem-se estudado outros casos para diferentes parametros C. = 0.01 e C,, =
0.001, com igual velocidade como na Figura 12; o primeiro ndo tem alteracao, no segundo
tem-se uma alteragao pelo comportamento em espiral do estado -, igual ao modelo cinético
para K, = 1. Este resultado é mostrado em [21]. Além disso, em [21] pode-se encontrar o
estudo da onda viajante numa velocidade mais baixa u = 2.798 x 10~°ms~!,2.42m/d, como
também se mostra, a alteracao da onda viajante para diferentes valores do parametro C,,
mostradas nas figuras 13 e 15 de [21]; nestas se observa que as ondas viajantes aumentam
de largura, que a textura de espuma é pouco observavel por ter uma largura muito pequena

a diferenca da saturacao de agua.

0.2 ,x"‘ — non LE foam f,,
/,-" ----- LE foamf,,
0 J L , , . . . , |=-= shockline
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
S

Figura 14 — Fluxo fracionéario de dgua vs saturagdo de dgua coordenadas onda viajante 7 para o
caso na Figura 13, ver [21] Fig. 10.
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5 MODELO DE INJECAO DE ESPUMA

Em varios modelos de injecao de espuma como em [21, 36], se considera a con-
centragao do surfactante constante. Esta condi¢ao permite desprezar a concentragao do
surfactante dentro do modelo, mas este esta presente no meio poroso e é um responsavel

pela criagao das bolas de espuma; como pode-se encontrar no artigo [2].

Por tanto, é importante ter um modelo que simule a inje¢ao de espuma que considere
a concentracao do surfactante dentro deste, por isto neste capitulo se apresenta um modelo

que simule a injecao de espuma considerando como variavel a concentracao de surfactante.

Este modelo é conformado por trés equagoes que sao tomadas de maneira seme-

lhantes a outras equagoes encontradas nos artigos de [21, 36, 2]. O modelo é da seguinte

forma:
0 0
a (¢chs) a ( ) - _CSQwv (51)
0 8
0 0
& (¢SgnD> -+ % ('LLngD) = quw, (53)

onde: Uy, = Uy (Sw; D) € Guw = qu(Sw,np). Sw, np e Cs sdo respectivamente saturacao de
agua, textura de espuma e concentracao do surfactante, cada uma delas estao em funcao

das variaveis independentes x e t, variavel espacial e de tempo respectivamente.

O significado fisico de cada equagdo é explicado a seguir. A Equagao (5.1) indica o
balan¢o de massa do surfactante similar a equacao de balango do massa do surfactante no
artigo [2], as equagoes (5.2)-(5.3) sao similares aos modelos apresentados em [21, 36], onde
a Equagao (5.3) é o balango de populacao para a textura de espuma (dindmica das lamelas
por unidade de volume do gas), com a concentracao de surfactante como um termo fonte

na equagao; e a Equagao (5.2) expressa o balan¢o de massa da agua.

Aqui temos que fazer a observagio da relagao entre as equagoes (5.1) e (5.3) sobre
os termos da produgao total (lado direito da equagao), onde temos uma relagao inversa
entre estes, justificado que o balango de surfactante seja igual e oposto a producao total da
espuma, isto é porque o surfactante é consumido para produzir espuma; também tem-se
que a producao total da espuma é proporcional a concentragdo do surfactante na Equacao
(5.3).

5.1 RESOLUCAO DO MODELO POR ONDAS VIAJANTES

Nesta secao fazemos a resolugdo do modelo apresentado pelas equagoes (5.1)-(5.3),
procurando solugoes na forma de ondas viajantes. Para fazer isto comegamos com uma

mudanca de variaveis da forma n = x — vt, como é explicado no Capitulo 4, assim as



equagoes (5.1)-(5.3) ficam seguinte forma:

d
<¢chs>+d7n<uwcvs) = —Usqy,

d
<¢Sw) + %uw - 07

d
i
d

i

d d
_U% (¢SgnD) + % (ugnD) = CsQw-

Desenvolvendo as derivadas na equagao (5.4), obtém-se,

duy, dC

d
(_vdn((bsw) =+ d’f]) Cs + (_U(bsw + uw) dn - _CSQun

da Equacao (5.5), tem-se que o primeiro termo é zero logo,

dC,
dn

(_U¢Sw + uw) - _CSQw-

Analogamente, desenvolvendo as derivadas na Equacao (5.6), obtém-se,

dug dnp

d
<_Ud17(¢59) + dn ) np + (_U¢Sg + ug)% = CsGuw-

Da Equacao (5.5) tem-se que o primeiro termo é zero, logo

dTLD

(_U¢Sg + Ug)Tn = UsQu-

93

(5.7)

(5.8)

Como estamos procurando solugoes da forma onda viajante, vamos supor que

existem os estados — e +, que sao os estados de equilibrio para o sistema de EDO’s

(5.4-5.6). Na Equagao (5.5) pode-se ver que respeito a 7, a equagao é invariante, assim

com respeito aos estados — e +, tem-se a seguinte igualdade.
—0Sy + Uy = —0PS, + uy, = VS + uy,

logo, de aqui obtém-se que:

- +
oY Jo — Ju
¢Sy — Sy
isto pode ser escrito de uma forma mais simples,
u
v = avs,
onde vy = fu = fu
S —_— T .
- _ G+
Sw =54

Tomando respeito ao estado — para determinar wu,, em (5.9), tem-se:

Uy = VP(Syy — Syy) + Uy

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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Como, u, = u — uy = u — v(Sy — S, ) — u,, entao:

Ug = U — Uy — VP(Sy — Sy,). (5.13)

Para duas fases imisciveis e incompressiveis num fluxo retilineo, [8] pp. 25, sabe-se

que:
0P,
w = Ufw + kg fu s 5.14
U Ufuw + kA f o ( )
como no estado —, a onda viajante esta em EL, 85;5 = 0, entao da Equacao (5.14),
Uy = uf,, (5.15)

logo, juntando (5.12) e (5.14) em coordenadas de onda viajante e substituindo (5.15),

tem-se que:
dP. dS, _ _
S, dn vP(Sw — Sy) T ufy,

assim, substituindo (5.11), obtém-se uma EDO para S,, igual que em (4.14),

dSw w T sSw - w sSw_
S _ = 5e) o S 5.16)

—k)ngwE

Ufw + EXg [

Também, pode-se determinar uma EDO para Cj, substituindo (5.11), (5.12) e
(5.15) na Equagao (5.7),assim:

dCy Csqu
= — . 5.17
i " ulns, ) (5:17)

Analogamente, na Equagao (5.8), substituindo (5.11), (5.13) e (5.15), tém-se uma

EDO para np similar a (4.21), da seguinte forma:

d’fbD . quw
dn  u(—vsp(1—S;)+1— fr) (5.18)

Das equagoes (5.16-5.18) obtém-se um sistema de EDO’s auténomo, onde as

condigoes de fronteira sao os estados — e +,

dSw _ ul(fu = vsSw) = (fu = vsSu)7]
dn —kAg furdee ’

acs Csqu | (5.19)
dn u(—vsSy + fo)

an . CsQw

dp u(—u(1=S5) +1-fy)

com as condigoes de fronteira,

5 (5.20)

n— —oo, Sy, —9S,, np—np, C;—C;
n—oo, S,— S5 np—nh C,— CF.
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No Sistema (5.19) a segunda e terceira equagao podem formar uma equagao
invariante respeito a 7,

o (20085 + )Gt (001 = 8,) 4 u = w)np) =0

logo, com respeito ao estado — tem-se a seguinte igualdade:

(0SS, +uy, ) Cst(—vp(1=5, ) tu—u, )np = (—vdS, +u,)C; +(—ve(1=5,, ) +u—u, )np.
(5.21)

Da Expressao (5.21), pode-se concluir que a Cs e np tem uma relagao linear, o
que implica, que basta obter um deles para determinar o comportamento do outro. Além

disso, também pode-se obter o mesmo resultado com o estado +.

Para concluir esta se¢ao, observe que das equagoes (5.9) e (5.14) se consegui mostrar
a EDO (5.16), e fazer simplificagoes nas equagoes (5.7) e (5.8) para determinar o Sistema

(5.19). Por isto consideraremos um novo sistema de equagoes,

—0PSy + Uy = —vPS, +uy, = —vpS}H +ut,
(—v@Sy, + uy)Cs + (—vpS; +uy)np = (—veS, +uy,)Cy + (—vpSy +uy )np.
(5.22)

onde, os estados 4+ e — sao parametros do modelo.

5.1.1 Ondas viajantes para o modelo cinético sem capilaridade

Nesta subsecao, faz-se o estudo da aplicagdo do modelo de injecao e espuma para
o modelo apresentado no Apéndice A, modelo cinético de primeiro ordem. No modelo
a mobilidade do gés se reduz, devido a reducao da permeabilidade do gas por um fator
que depende de forma linear da textura de espuma. Para determinar solugoes na forma
de onda viajante consideraremos o gradiente de pressao capilar desprezivel, esta hipdtese
permite simplificar a primeira equacdo do sistema (5.22) e obter uma expressao mais
simples.

C

Seja a hipotese de = 0, na Equagao (5.14) tem-se que: wu, = uf,, logo

T
substituindo (A.7) em f,, e depois em (5.14), obtém-se a igualdade,
1

[ kY,
ki iy M FR(np)

u =00(Sy — Sy ) + Uy, (5.23)

w

1+

u
como v = —v; e u,, = uf, , entdao (5.23) fica da seguinte forma:

¢

w rg

1 [ - S
+ kpw g M FR(np)
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Logo, da Equagao (5.24) pode-se obter que:

- j2n k? US(S’IU_S’[;)_F]F’[;
MFR(np) =1 ug (1 By N S;>> . (5.25)

Do Apéndice A, a Equagao (A.3) define a aplicacio M FR(np) = 18500np + 1,

entao disto pode-se substituir em (5.25) e determinar np em fungao de S, ja que k., e

ky, sao definidas por S, (equagbes A.5 e A.6 respectivamente). Por tanto:

1 L ko Vs(Sw — Sy) + fu
w) = ——— |—1 . . 2
no () = 75555 [ o 11y ( — fo = vs(Sw — SJ))] (>:20)
Assim, pela segunda equacao de (5.22), pode-se expressar Cs em funcao de Sy,
—vsST + f
=L s —np)+Co 2
s = = (oG g ) (an(su) = np) + €, (5.21)

onde S; =1—-5,,¢ef =1—f,.

De as equagoes (5.26) e (5.27), pode-se concluir que somente se precisa resolver

Sw, para determinar as solugoes de Cy e np. Para determinar a solucao de S,,, observe da

d dnp dS,,
Equagao (5.26) que: ;LnD = dgi s depois substituindo na Equacao (5.18) tem-se:
dS, Csquw
o o (5.28)
np’
(—vpS; +ug) = as.

assim, pode-se obter uma EDO nao linear autéonoma em funcao de S,,. Agora, do Apéndice
A, das equagoes (A.2) e de (5.26) obtém-se que:

Guw(Sw) = Gu(Sw, np(Sw)) = iSg[?“g =1 = ¢Ke(1 = Su)(n"(Sw) — np(Sw)). (5.29)

nma:p
5.1.1.1 Determinacao dos estados de equilibrio

Nesta se¢ao determinamos valores dos estados — e +, para demonstrar a existéncia

de solugao na forma de onda viajante, para a Equacdo (5.28). Para isto fazemos testes de

np o
valores dos estados + e —, mas pelo termo T encontramos descontinuidades entre os
w
estados de equilibrio. Também, temos o caso de que exista outro estado de equilibrio, pelo

termo qy.

Comecamos com os cédlculos para determinar os estados — e +, os quais devem

satisfazer o seguinte sistema,

dSwy Csqu
dn dnp’
(~v6S; + ) 5"
(=vsSy + [y )(np —np) = (—vsS, + f,)(Cs = C5).

(5.30)

Deste Sistema (5.30) os estados de equilibrio devem satisfazer que:
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1. C;=0o0u g, =0, de (5.29) implica que: Cy = 0 ou np(S,) = nEL(S,).

d
2. dnTD # (0 a igualdade fornece pontos de descontinuidade.

n
De forma geral desenvolvendo ﬁ = () para os estados + e —, que vamos supor

que existem, obtém-se a seguinte equacao:

(VsSy + K)(1 — K —1,5,)(2.95 — 4.2)
11— Sgr - ch

(1—8)°3532 ( +v,8(1 — S)> =0, (5.31)

S’w - Su)c o . .
, K = —v,S, + f, e vs definida em (5.11) de aqui tem-se que:

de: S= ———
onde: S T

Sw: wceSwzl_Sgra

sdo pontos de descontinuidades, substituindo os valores da tabela 4 na Equacao (5.31) e

simplificando fatores comuns diferentes de zero, obtém-se que:

3 29K (1 — K .
—2.90,5% 4+ (2.9 — 5.8K + 3.184v, — 1)S2 + (() + 6.368K — 2.164) Sy
Vs
—3.184K(1 — K
+< ( >—0.164> =0,
Vs

logo, resulta uma equacao ciibica da forma:

v —2.90, —2.9v4
—3.184K (1 — K) /v, — 0.164
+
—2.9v,

1.9 — 5.8K +3.184 20K(1 - K 368K — 2.164
S3+< 9—58K +3 808>53U+< 9K ( )/vs + 6.368 6>Sw

) —0. (5.32)

Resolve-se esta tltima equacao para dois estados cujos valores sao dados e, conse-
quentemente, obtém-se as raizes. Para saber que par de estados sdo corretos verificamos
se estas raizes estao entre os estados dados. Para terminar, fazemos um analise se existe
outro estado de equilibrio entres os estados dados. Consideraremos os seguintes 3 exemplos
que mostram o sinal do campo da EDO (5.30) para alguns valores de estados de equilibrio

obtidos numericamente.

Exemplo 5.1. Sejam os sequintes estados (Sy,np,Cs) = (0.31,0,0.001) e (Sy,np,Cs) =
(0.41,1,—1.67642), substituindo na equagio cubica (5.32) estes estados obtém-se raizes
que estdo entre os estados de S,, como mostra-se na figura 15 que sdo indicados por pontos
brancos, além disso temos um ponto de equilibrio de q, entre os estados de S,, indicado
por um ponto preto. Assim podemos concluir que para este caso ndo é possivel a existéncia

de uma onda viajante que ligue 0s pontos de equilibrio.



o8

O — ® - O_O+o — O—>

Swe  Sw =031 S,y = 0.41 1= 8,,

Figura 15 — Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para os estados de
Sw =0.31 e 5, = 0.41, aqui indica-se os pontos de equilibrio por pontos pretos e as
descontinuidades por pontos brancos.

Exemplo 5.2. Sejam os sequintes estados (Sy,np,Cs) = (0.34,0,0.001) e (Sy,np,Cs) =
(0.5,1, —1.41623), substituindo na equagao cubica (5.32) estes estados, obtém-se raizes que
estio fora dos estados S,, como mostra-se na figura 16, mas tem-se um ponto de equilibrio

de q, entre estes estados indicado por um ponto preto.

-~ (O—— ® — ® =+ ® — O—>
Swe S = 0.34 Sw = 0.50 1— Sy

Figura 16 — Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para os estados
Sw =0.34 e S, = 0.5, aqui indica-se os pontos de equilibrio por pontos pretos e as
descontinuidades por pontos brancos.

Exemplo 5.3. Sejam os sequintes estados (S,,np,Cs) = (0.37,0,0) e (Sy,np,Cs) =
(0.566, 1, —1.153691), substituindo na equagao cubica (5.32) estes estados, obtém-se raizes
que estao fora dos estados S,,, como mostra-se na figura 17, também tem-se que nao
existem pontos de equilibrio de q, entre eles. Assim, pode-se concluir que existe uma onda

viajante que liga os estados dados.

e — ° o — O—>
Swe S = 0.37 S = 0.566 1— Sy

Figura 17 — Figura que mostra o sinal do campo da EDO do sistema (5.30), para os estados
Sw =0.37 e Sy, = 0.566, aqui indica-se os pontos de equilibrio por pontos pretos e
as descontinuidades por pontos brancos.

Todos os céalculos foi feito com MAPLE. A seguir mostramos o seguinte teorema

que demonstra a existéncia de uma orbita que liga os estados de equilibrio do Exemplo 5.3.

Teorema 5.1. Seja a EDO:

dSw . Cch(b(l - Sw)(ngL(Sw> — TLD>
dn) u(—vsSy + [ )92 (Sw)

(5.33)

com os estados de equilibrio S, = 0.37 e S;. = 0.566, entdo existe uma orbita que liga o0s

estados — e +.
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Demonstragio. Das equagoes (5.26) e (5.27) temos que:

Sy __(np(Su) = A/ (=08, + £;)) Kb~ S)BH(Sa) ~no(S) o
dn) u(—vsSy + fo) 92 (S) ’ '

onde A = (—v.S; + f,)np + (—vsS, + f,)C5 .

dnp __

Fazendo o andlise dos valores de descontinuidades de i
w

0, como ja calculamos

nas equagoes (5.31) e (5.32) as descontinuidades sao:
Sw = Swe 0u Sy =1 = S,
e as raizes da equagdo cubica (5.32) para os estados — e +, estd equagdo é da forma:
S3 —1.91710252 4 1.176104S5,, — 0.221337 = 0,

entao as raizes sao: S, = 1.055268114, S,, = 0.457873 + 0.0098527, S,, = 0.457873 +
0.0098524.

Como os estados S, e S pertencem ao intervalo (Sy., 1 —S,,) € a raiz real é maior
que 1, entdo nao existem descontinuidades em (S, S;). Também pode-se mostrar que
‘(%JDJ > 0, para todo S, € (S,,,S.}).

Entre os estados S, e S nao existem outros estados de equilibrio da EDO (5.33)

para C; = 0, em efeito seja:

— =0 & np(Sw) = A/(—vS; + f,;7) ou Sy =1 ou np(Sw) = np"(Sw),

& np(Sy) =np+ %C’S‘ ou S, =1 ounp(Sy,) = nkl(S,),

por (5.27) temos np(S,) = 0 para S, = S, np(S,) > 0 e np(S,) > nkL(S,), para

Sw € (S5, S1); além disso sabe-se que S, < 1, n, = nEL(S,) e njf, = nEL(S}). Assim

nao existem estados de equilibrio em (S,,, S;}).

dSy
A o > 0, de fato, para a EDO (5.33) o sinal s6 depende dos fatores np(S,) e

(np(Sy,) —nEE(S,)), pela definicoes destas funcoes tem-se que,
np(Sy) >0 e (nBr —np(S,)) >0, para todo S, € (S,,S),

assim, o sinal é positivo. Isto observa-se na Figura 17.
Com este ultimo fato tem-se que se uma condigao inicial Syo = S, (no) € (S, S),
entao
Sw(n) > Swo, para 1>y, e, Su(n) < Swo, para N < n,
se, I = (a, B) é o intervalo maximal, pode-se concluir que %1_% Sw(n) = S}, analogamente
para o estado —.

Assim, toda orbita que tem como condigao inicial Syo = S, (1) € (S,,,S;), tem

como extremos abertos S, e S}. O
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Ondas viajantes
1 -—

0.5 —-(

I T L B R EL L B |
-0.010 -0.005 Qs 0.005 0.010

-0.5

|— Sw nD Cs|

Figura 18 — Ondas viajantes do sistema (5.30) para o estados (Sy,np,Cs)” = (0.37,0,0) e
(Sw,np,Cs)™ = (0.566, 1, —1.153691), para K. = 1.

A Figura 18 mostra as solugdes em forma onda viajante para o modelo (5.1 — 5.3),
mas esta solugdo nao é fisicamente possivel, pelo comportamento da onda de C que toma

valores negativos.

5.1.2 Ondas viajantes para o modelo cinético com capilaridade

Nesta secao desenvolvemos o modelo cinético do Apéndice A considerando a
capilaridade a diferenca da secao anterior, também se usara fatos encontrados na secao
5.1, para determinar de maneira simples a solugao na forma de onda viajante. Todos os

calculos sao feitos supondo que existem os estados + e —.

Da Equagao (5.21), obtém-se que:

—v S+
_ 9 9 R -
Cs = <—USSJ + fE) (no =np) +0 (5:35)

Derivando a Equacao (5.35) respeito a 1 tem-se que:

dCs [ —vsSy + [y \ dnp
dp — \=vSy + fy ) dn’

(5.36)

esta equagao relaciona as derivadas de Cs e np, conseguindo que o sistema de EDO’s (5.19)

seja simplificado para um sistema de ordem 2, para demonstrar isto, os calculos serao
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d
feitos em fungao de np e S,. Comecamos substituindo (5.35) em % do sistema (5.19),
n

dnp  (—np+ A/(—vsS; + f37))qw
dn w(—vsSy + f) ’

onde, A = (—vyS; + [y )np + (—vsS, + f,)C5 .

(5.37)

dSy,
Agora, tomando a EDO de — do sistema (5.19) e juntando com a Equacao (5.37)
n

conseguimos o sistema de ordem 2 procurado,

@ u[(fw_fz;)_US(Sw_S;)]

dn —kXg w;igc

v 5.38
dnp o — A/(=05, + f7)law (5:38)
dn u(=vsSy + fi)

5.1.2.1 Determinacao dos pontos de equilibrio

Para demonstrar que existe uma soluc¢ao na forma de onda viajante para o sistema

5.38, vamos comecar procurando os estados de equilibrio, sejam as equacoes,

dSy _ dnp

v —— =0
dn @ dn ’

na primeira igualdade deve satisfazer: f, = vs(S, — S,) + f,,, a parte do denominador
nao gera descontinuidades porque estas expressoes nao mudam de sinal no dominio de

Sw € [Swe, 1 — Syr] € s@o continuas. Para a segunda igualdade tem-se o seguinte:

an A
=0 & n ou @, =0,
dn P VS, + f)
Sy [ e
<~ Np= np mcs ou np = ngL(Sw) (539)

Das equagoes (5.39) pode-se ver na primeira equagao que np # np, ou nj, se C;
ou C seja diferente de zero, respectivamente, também np = np, ou nj, se C; ou Cf ¢
zero respectivamente. Da segunda Equagio np = n5r(S,,) temos a opcio de definir os

estados — e + para np em funcdo de S, e S}.

5.1.2.2 Determinacao da onda viajante

Nesta secao mostraremos numericamente a existéncia de uma onda viajante que
liga dois estados de equilibrio dados, usando o programa Maple. Os estados de equilibrio

para S, e np sdo tomados de [21].

Sejam os estados de equilibrio (S, np,Cs)~ = (0.372,0.66403,0) e (Sy, np, Cs)™ =
(0.72,1,—0.38335), tomando o estado —, e dado um e > 0 suficientemente pequeno para
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o sistema 5.38 escolhemos um dado inicial da forma: S,(0) =S, + € e np(0) =npy + ¢,

obtém-se o seguinte problema de Cauchy,

dSy, u[(fw — fi) = 0s(Sw — S)]
dn "\, fu 42 {SM(O) — ST+t

gJwds, ’ , 5.40
dnp  —lno— A/ 05+ [ g T )| np(0) = n e (5.40)

dn u(—vsSy + for)

resolvendo numericamente (5.40) temos o seguinte resultado mostrado na Figura
19

Ondas viajantes
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2+

r———— T T T T T T 1
-0.0010 -0.0005 0 0.0005 0.0010

-0.2

[— sw nD Cs|

Figura 19 — Ondas viajantes do sistema (5.40) para o estados (S, np,Cs)” = (0.372,0.66403, 0)
e (Sy,np,Cs)™ = (0.72,1,—0.38335), para K. = 200.

Por tanto, na Figura 19 observa-se que é possivel encontrar ondas viajantes para o
sistema (5.40), também ve-se que para S,, e np as ondas viajantes sao fisicamente corretas
e tem um comportamento similar ao mostrado em [21], ver Figura 9; mas em C; néo é

fisicamente correta pelos valores negativos.
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6 DISCUSSAO

Neste trabalho propomos um novo modelo para a injegao de Espuma (5.1)-(5.3),
que considera a concentragao do surfactante (Cj), supondo que a geracao total de bolhas
de espuma depende proporcionalmente da concentracao do surfactante e que o balanco de
(Cy) é igual em quantidade mas com sinal contrario pelo consumo do surfactante para a
geracao de espuma. Todo este modelo é feito usando os parametros e fungdes do modelo

de geracao de espuma do Apéndice A.

No Capitulo 4 é desenvolvido, o modelo de injecdo de espuma apresentado em
[21], o qual estd conformado por duas equagoes: uma para o balango de massa e a outra
de balanco da textura de espuma. Conseguimos fazer as simulac¢oes e obter solugées na
forma de onda viajante para S, e np. Mostrando resultados similares aos obtidos em [21]
para o modelo cinético de primeira ordem do Apéndice A. Observamos que diminuindo o

parametro cinético K., aumento a largura das ondas viajantes.

Procurar a existéncia de ondas viajantes que ligam dois estados de equilibrio dado,
fazendo uma mudanca de variaveis transforma o modelo de injecdo de espuma em um
sistema de EDO’s auténoma (4.23). O analise local dos estados de equilibrio deste sistema,
pelo teorema de Hartman-Grobman se demonstra que o estado + se comporta como um
repulsor e o estado — uma sela. Se existe solugao na forma de onda viajante, pelo teorema
da Variedade estavel, a solugao deve convergir ao estado — na direcao da Variedade estavel
deste estado. Este analise melhora o apresentado em [21] para construir as ondas viajantes

de uma maneira mais geral.

No Capitulo 5 o modelo de inje¢ao de espuma (5.1)-(5.3), generaliza o apresentado
em outros modelos [21, 36], este é resolvido procurando ondas viajantes (5.38). Supondo
que o gradiente de pressao capilar é desprezivel, nos leva expressar a textura de espuma np
e a concentracao do surfactante Cy em funcao de S,,, e obter uma EDO para S, definida de
R a R. A Equacao (5.33) é resolvida numericamente para dois estados de equilibrio dados,
assim np e Cy estao determinadas numericamente; o Teorema 5.33 demonstra a existéncia
da onda viajante. Com capilaridade o modelo se simplifica num sistema de EDO’s com
duas equacoes (5.38), que é resolvida numericamente para dois estados equilibrios. Em

cada caso se mostrou as solucoes nas figuras 18 e 19, mas em C o resultado nao é fisico.

Todos os calculos numéricos foi feito com o programa Maple.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Existe uma dependéncia inversa da largura da onda viajante com o parametro
cinético K. para o modelo cinético de primeira ordem. Assim, podemos saber que valor é

otimo para a simulacao ou experimentacao em laboratorio.

Pelo analise local nos estados de equilibrio de um sistema de EDO’s de ordem 2,
podemos conseguir uma representagao geométrica do comportamento local das orbitas,
garantido pelos teoremas de Hartman-Grobman e Variedade estavel. Em dois estados de
equilibrio, repulsor e sela, foi mostrado que a construcao de uma orbita que liga estes

estados é possivel, determinando a orbita usando métodos numeéricos.

O modelo de injecao de espuma (5.1)-(5.3) generaliza o apresentado em [21] para
o modelo cinético de primeira ordem, mostrando o comportamento da concentracao do
surfactante. Com a hipétese, gradiente capilar desprezivel conseguimos reduzir o analise
para determinar as solugoes do sistema de EDO’s. Foi possivel mostrar solugdes em
forma de ondas viajantes, mas com um comportamento nao fisico para a concentragao de

surfactante.

Para trabalhos futuros se procuraré solugoes fisicas para este novo modelo, fazer o
estudo analitico da existéncia de ondas viajantes no Sistema (5.40). Também, resolver o
modelo (5.1)-(5.3) como uma lei de conservagao, para um problema de Riemann. Determi-
nar a recuperac¢ao de éleo, relacionando-o com o modelo novo. Estudar solu¢oes em forma

de onda viajante para outros termo fonte de geracao de espuma.
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APENDICE A - MODELO CINETICO DE PRIMEIRA ORDEM

Este modelo de espuma considera o bem conhecido comportamento em estado
estavel da espuma num meio poroso: especificamente uma grande e quase constante reducao
na mobilidade do gas em elevadas saturagoes de agua e um enfraquecimento abrupto ou
colapso da espuma para uma pressao capilar limite ou saturacao limite [22, 15, 23, 11].
A textura da espuma em EL é denotado por n]}?L e estd dado pela seguinte funcao em

saturacao de agua S:

EL

nBL(S,) = :L = tanh(A(S, — S;)) Sw > S (A1)
nBH(S.) =0 S =S

Aqui:

nEL: Textura adimensional da textura de espuma em EL.

S* . Saturacao de agua limite na qual a espuma colapsa.

: Limite superior da textura da espuma (refletindo um limite inferior do tamanho da
bolha).

nmax

A: : Constante.

A tabela 4 mostra os pardmetros e propriedades dos fluidos usados neste modelo,

com np = Ny /Nmax €m vez de ny.

Tabela 4 — Valores dos parametros para o modelo cinético de primeiro ordem.

Parametro Valor
Swe 0.2
Sgr 0.18
o 0.001 Pa.s
ug 0.00002 Pa.s
k 1 x 107 %m?
10) 0.25
U 2.93 x 10°ms~!
Nmax 8 x 103m=3
Sy 0.37
A 400

Para a dindmica da textura de espuma, tem-se uma aproximacao de primeiro ordem

para a textura de espuma em EL para qualquer saturacdo, com tempo constante 1/K,:

(g — 7] = K Nimax (ngL(Sw) —max{np, 1}> , (A.2)
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onde, K,.: parametro cinético da espuma. O pardmetro K. expressa a proporcao que cresce

a textura de espuma.

Como a permeabilidade relativa e a viscosidade de gas sdo inseparaveis em presenca
de espuma, por simplicidade vamos a representar o efeito em conjunto na espuma como

uma reducao em a k,, e deixar a viscosidade do gas p, constante.

Vamos supor que o maior fator de redugao da mobilidade (M RF') seja M RF =
18,500 para a espuma mais forte [22] e M RF = 1 sem espuma. Finalmente interpolamos

MRF como uma funcao linear da textura da espuma entre estes dois estados extremos:

MRF = 18,500np + 1, (A.3)
e logo,
kg (Sw)
—_ 9
krg(Sw,np) = MRF(np)’ (A.4)

onde k7, (Sy) é a permeabilidade relativa de gds em auséncia de espuma.

Por esta defini¢dao, o fluxo fracionéario f,, nao é unicamente uma fungao de S,
porque a dindmica da espuma o fluxo da textura da espuma pode desviar-se desde seu

valor de equilibrio local para um valor de saturacao de agua dado.

As permeabilidades relativas da dgua e a espuma livre sao dados por Zhou e Rossen
[22], com base dos dados de Persoff et al. [25] para inundagao de dgua e nitrogénio em

rocha arenosa Boise:

4.2
02<t%_5“>  Swe < Sy <1

krw = 1- S’wc - Sgr ) (A5)
O 70 S Sw S S’U}C
e7
1_g _g \!3
0.94 | —2——9 0<S, <1-=5,
kf}g = (1 — Swe — Sgr> T g (A.6)
0 1 =5, <5,<1
Por definicao de fluxo fracionéario sabe-se que:
Aw
fo=1—"7+1"
Aw + Ag
kr krw ~
como: A\, = —2 e \, = — entdo:
g fhuo
S, = ! = L AT
fw( wanD) - 1 + Ao (Sw,np) 1 L kgg(sw) . ( . )
Aw(Sw) krw(sw) Hg MRF(”D)

A fungao fluxo fraciondrio em equilibrio local EL ¢ denotado por: f,,(S.,n5F) e o

fluxo fraciondrio livre de espuma f,,(S,,0).



A funcao de pressao capilar é dado por:

0.022(1 — S,

- Sgr)c

P.(S,) = 15,000
( ) 8 Sw - ch

onde, P, esta em unidades de Pa.

I

c = 0.01,

70

(A.8)
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APENDICE B - MODELO DE KAM

No modelo de Kam, ver [10], a criagdo de lamelas (r,) precisa ser maior que o
gradiente de pressao minimo (Vpy); no inicio, a criagao de lamelas cresce rapidamente com
o aumento do gradiente de pressao, refletindo com a mobilizagao e divisdo das lamelas
em altos gradientes de pressao. Isto alcanca uma meseta, o qual pressupoe que a taxa de

criacdo de lamelas deve ter uma cota superior:

G ()

. As equagoes do modelo de espuma neste apéndice requer que as quantidades

op
ox

sejam nas unidades especificadas na tabela 5.

onde Vp =

Como em outros modelos de equilibrio de populagao [4, 17], a taxa de destruigao
de lamelas (r.) é descrita por uma fun¢ao que tende para o infinito tanto como a saturagao

de dgua ou pressao capilar aproxima-se um valor limite [23]. Nés modificamos esta fungao
ny

max

espuma no tamanho minimo das bolhas o qual é pensado para corresponder ao tamanho

para incluir a textura adimensional da espuma np = , onde n,.. é a textura da

médio dos poros.

Te = CpNmax D (ksﬁwsqz) ) (B.2)

Como no modelo cinético de primeiro ordem as equacoes (B.1) e (B.2) aplica-se
para np < 1; se np > 1, este se reinicia a np = 1 e assim as equagoes (B.1) e (B.2) sao

aplicadas.

Nas equacoes (B.1) e (B.2), Vpg, n, Cy e C. sao pardmetros do modelo. Como em
outros modelos de equilibrio de populagao [17], a viscosidade efetiva da espuma é uma

funcao da velocidade do gas:

Cf Nmax VD

(ug/gbsg)l/g’

onde, ,ug ¢ a viscosidade do gas em auséncia de espuma e Cy é um pardmetro do modelo.

py =t + (B.3)

O transporte de gas e liquido é governado pela lei de Darcy. As fungoes de
permeabilidade relativa do géas e liquido, e a viscosidade da fase liquida sao supostas que
nao sao afetadas pela espuma. Assim, para deslocamentos horizontais, negligenciando os
gradientes de pressao capilar, a velocidade do gas e fluxo fracionario de dgua sao avaliadas
como: 10

uy = —*Vp, (B.4)
Ky
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onde: Vp = Vp,, = Vp,, e
1

() ()

As fungoes de pressao capilar e permeabilidade relativa e outros parametros do

fw = (B5)

modelo e propriedades do fluido sao dados na tabela 5.

A textura da espuma em equilibrio local pode ser obtido resolvendo as equacoes
(B.1) e (B.2) e assim obter:

Cy  (Sw—5u\" Vp — Vpy —Vpo
_ < <1
ngL— QCcnmax( 5 ) (erf( NG ) erf( NG )) , para 0 < np < '

1 , para outro caso
(B.6)

Em estado estavel, pode-se determinar ug , Ug € np resolvendo simultaneamente
as equagoes (B.3)-(B.6), e logo construir a curva de fluxo fracionario (B.5). Como
foi mostrado por Kam [10] as curvas de fluxo fraciondario resultantes podem ser muito

complexas.

Tabela 5 — Fungoes de permeabilidade relativa e de pressao capilar, valores dos parametros para
o modelo e algumas propriedades usadas no modelo de Kam.

Funcoes de permeabilidade relativa

Ko 0.7888 [(Sy — Swe) / (1 — Spe — S iy R
krg (1= S = Sgr) /(1 = 5 - Sgr)] -
Funcao de pressao capilar

Pc ‘ o (¢/k)05 [(Sw — ch) / (1 — ch — Sgr)]io.z

Parametros do modelo de espuma

Vo 4.2psi ft 7

n 1

C,/C. | 3.6 x 10'°

Cy 1.535 x 10716
C. 1

Outros parametros
Swe 0.04

Sgr 0.0

o 0.001 Pa s
1y 0.00002 Pa s
k 30.4 x 107 12m?
0] 0.31

Nmax 8 x 103¥m=3
Sy 0.0585

o 0.03N/m
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