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“The universe is simply one of those things that happens from time to
time."

Edward P. Tryon,
Fisico Teorico Norte Americano.



Resumo

Salles, Filipe de O.. Representacao escalar-tensorial em gravitacao modifi-
cada. Juiz de Fora, 2011. 83p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Ciéncias
Exatas, Departamento de Fisica, Universidade Federal de Juiz de Fora.

A necessidade de considerar efeitos quanticos e a presenca de singularidades nas solugdes
da Relatividade Geral indicam o desejo indispensdvel de estudar diferentes modelos de
gravitacao modificada. Além disso existe uma esperanga de utilizar estes modelos para
melhor entendimento da aceleracio do Universo. E bem conhecido que estes tipos de
teorias podem ser equivalentes aos modelos métrico-escalares, com diferentes mecanis-
mos de equivaléncia. O objetivo principal do nosso trabalho é sugerir uma modifica¢do
e generalizacdo desses mecanismos conhecidos que podem ser aplicados a uma grande
variedade de teorias gravitacionais.

No primeiro capitulo fazemos uma revisao histdrica sobre as teorias de gravitacdo e uma
breve introdugdo a teoria f(R). No segundo capitulo utilizamos func¢des f(R) para a
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, calculamos as equagdes e tentamos
encontrar solugdes do tipo exponencial. Em seguida, propomos uma generalizacdo dessa
teoria, para fungdes f(X;), onde X; pode ser R, (IR, Gauss-Bonnet, o quadrado do tensor
de Weyl e etc. Por dltimo analisamos as perspectivas futuras desses modelos de gravitacdo
modificada.

No terceiro capitulo desta dissertagdo sugerimos uma representacdo escalar-tensorial
equivalente para teorias f(R). Em seguida, calculamos as equagdes do campo gravita-
cional pelo método direto, utilizando a ac@o escalar-tensorial e variando-a em relacdo
a métrica esfericamente simétrica. Logo em seguida encontramos as mesmas equacoes
de campo, porém utilizando o método de transformacdo conforme. Por fim veremos as

perspectivas de continuidade desse trabalho, ainda em fase de conclusdo.

Palavras—chave

Teoria Quantica de Campos, Gravitacao modificada, Cosmologia



Abstract

Salles, Filipe de O.. Scalar-tensor representation of modified gravity. Juiz de
Fora, 2011. 83p. MSc. Dissertation. Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento
de Fisica, Universidade Federal de Juiz de Fora.

The need to consider quantum effects and the presence of singularities in the solutions
of general relativity indicate the desire necessary to study different models of modified
gravity. In addition there is a hope of using these models to better understand the
acceleration of the Universe. It is well known that these types of theories can be equivalent
to the metric-scalar models with different mechanisms of equivalence. The main goal of
our work is to suggest a modification and generalization of these known mechanisms that
can be applied to a wide variety of gravitational theories.

In the first part we use functions f(R) for the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
equations and calculate the many solutions of exponential type. Then, we propose a
generalization of this theory for functions of type f(X;), where X; can be R, (JR, Gauss-
Bonnet, the square of the Weyl tensor and so on. Finally we analyze the future prospects
of these models of modified gravity.

In the second part of this thesis is a brief introduction to the f(R) theory and suggest a
scalar-tensor representation equivalent to this theory. Then, we calculate the gravitational
field equations by the direct method using the scalar-tensor action and varying with
respect to the spherically symmetric metric. Soon after we find the same field equations,
but using the method of conformal transformation. Finally we see the prospects for

continuing this work, still in the process and conclusion.

Keywords
Quantum Field Theory, Modified Gravitation, Cosmology



NOTACOES

Indices gregos variam de 0 a 3.

Indices latinos variam de 1 a 3.

A métrica de Minkowski tem a forma M,y = diag(+1,—1,—1,—1).
O elemento de linha € escrito na forma ds* = g,ydx“dx".

A conexao afim € definida por

1
A A
Fcp = Eg y(apgc,u + acsgp,u - augp6)~
A derivada covariante serd denotada por
o _ o... o A... A 0.

onde usamos que 9, = %

O tensor de Riemann € definido por

O escalar de Ricci(ou escalar de curvatura) é definido como R = g’”RM , onde
chamamos R,y de tensor de Ricci, sendo dado pela contracdo R,y = Rf:}w =
A

8 GRG;J?W'

O tensor de Einstein € definido como sendo

1
G‘UV = R;uv — Eg’u\)R
O determinante da métrica é dado por g = det(g,v).
O operador d”Alembertiano covariante é dado por [J = g,y V*V'. Em particular,

para um campo escalar, é definido como o divergente covariante d,\,ou seja,

1
Oy = ——0du(vV—28"owy).
N k
“dS" — Abreviagdo para a solu¢do cosmoldgica das equagdes de campo de Einstein
proposta do Willem de Sitter. Aqui adotamos a(t) = ¢*/’, onde a(t) é o fator de
escala.

Definimos 8g,v = hyv e h = g™V hyy.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Alguns comentarios historicos

Em 1905, Albert Einstein ! publica sua conhecida Teoria da Relatividade Espe-
cial [32],[33],[34],[35], onde esclarece a conexdo entre o espago e o tempo e deduz as
consequéncias fisicas vindas desse fato.

Apenas dois anos depois, em 1907, o matematico polonés e alemao Hermann
Minkowski 2 demonstrou que as idéias de Einstein podiam ser expressas geometricamente
somente no caso onde se considera o espaco fisico como tendo quatro dimensdes, uma
dimensao temporal e trés dimensdes espaciais.

Esta idéia matematica foi em seguida utilizada por Einstein que, através de seu
amigo e companheiro de universidade Marcel Grossmann 2, ja conhecia a existéncia da
geometria de Riemann #. Considerando a geometria de Riemann em quatro dimensdes
Einstein conseguiu derivar, em 1915, as leis que regem a gravitacdo e que generalizam
a gravitacdo de Newton para campos gravitacionais intensos. A idéia bdsica consiste em
entender a gravitacdo como a curvatura desse espago-tempo de quatro dimensoes.

A Relatividade Geral estd baseada em um conjunto ideias, que iremos expor

rapidamente abaixo,

I Albert Einstein (Ulm, 14 de Marco de 1879, Princeton, 18 de Abril de 1955) foi fisico tedrico alemao
radicado nos Estados Unidos.

2 Hermann Minkowski (Kaunas, 22 de junho de 1864, Gottingen, 12 de janeiro de 1909) foi matematico
e desenvolveu a teoria geométrica dos nimeros e usou métodos geométricos para resolver complexos
problemas na teoria dos nimeros, fisica matemadtica e a teoria da relatividade.

3 Marcel Grossmann (09 de abril de 1878, Budapeste, 07 de setembro de 1936, Zurique) foi um
matemdtico e um amigo e colega de Albert Einstein, especialista em geometria descritiva.

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, Reino de Handver, 17 de Setembro de 1826, Selasca,
Verbania, 20 de Junho de 1866) foi matemético alemao, com contribui¢cdes fundamentais para a andlise e a
geometria diferencial.
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e Principio Geral da Relatividade: as leis fisicas devem ser as mesmas para todos os
observadores, inerciais ou nao;

e Principio Geral da Covariancia: as leis da fisica devem ter as mesmas formas em
todos os sistemas de coordenadas;

e O movimento inercial se realizard através de trajetorias geodésicas;

e Principio da Invaridncia Local de Lorentz 7: as leis da relatividade especial se
aplicam localmente para todos os observdveis inerciais;

e Curvatura do espaco-tempo: Permite explicar o efeitos gravitacionais em um

espago-tempo curvo;

Uma das principais consequéncias da gravidade € sua manifestacdo através da
geometria local do espagco-tempo. As bases matematicas da teoria remontam aos axiomas
da geometria euclidiana e as muitas tentativas de provar, durante muitos séculos, o quinto
postulado de Euclides °.

A geometria euclidiana, como se sabe, nasceu com Euclides, matematico da
biblioteca de Alexandria, cerca de 300 a.c, que pretendeu reunir na obra “Elementos”
todos os conhecimentos de geometria que se conhecia até o momento. A geometria
euclidiana pretende descrever numa formulagao racional a geometria intuitiva do espaco.
Parte de defini¢des bésicas, tais como ponto “o que ndo tem partes”, linha “comprimento
sem espessura’, reta, plano, angulo, etc e depois levando a defini¢des mais avangadas. Por
exemplo, a de retas paralelas (complanas e que ndo se intersectam) ainda usada hoje.

Euclides fundamentou as relagdes entre os objetos através de axiomas ou postu-

lados:

E possivel tracar um segmento de um ponto para qualquer outro ponto.
E possivel prolongar qualquer segmento de reta tanto quanto desejarmos.
E possivel tracar uma circunferéncia de centro em qualquer ponto e raio qualquer.

Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

A e

Se em um plano uma reta intersecta duas outras retas fazendo angulos internos
de um mesmo lado com soma menor que dois retos, entdo estas duas retas se

intersectam em um ponto situado daquele mesmo lado.

O quinto axioma ficou conhecido como “Axioma das Paralelas” porque se prova

que € equivalente ao seguinte: “Por um ponto exterior a uma reta passa sempre uma pa-

SHendrik Antoon Lorentz (Arnhem, 18 de julho de 1853, Haarlem, 4 de fevereiro de 1928) foi fisico
neerlandés que recebeu em 1902 o Nobel de Fisica por seu trabalho sobre as radiacdes eletromagnéticas. A
maior parte de seus trabalhos envolveu o eletromagnetismo. Deixou seu nome as transformacdes de Lorentz,
que formam a base da teoria da relatividade restrita de Einstein.

Euclides de Alexandria (360 a.C., 295 a.C.) foi professor, matemdtico platonico e escritor possivel-
mente grego, muitas vezes referido como o Pai da Geometria. Ele era ativo em Alexandria durante o reinado
de Ptolomeu I (323-283 a.C.).
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ralela a reta dada”. O primeiro matematico que afirmou a geometria ndo-euclidiana de
forma consciente foi o russo Nicolai Ivanovitch Lobatchevsky 7, licenciado pela Univer-
sidade de Kazan em 1807, trés anos depois desta abrir. Em 1826 fez uma comunicagao
ao departamento de Matematica e Fisica em que se nega o quinto axioma, ou seja, na sua
geometria, por um ponto exterior a uma reta passa mais do que uma paralela. Submeteu
um artigo pela Academia de Ciéncias de S. Petersburgo, que primeiramente foi rejeitado.
Desenvolveu um modelo da sua geometria, que hoje tem o nome de “semiplano hiperb6-
lico”. Uma importante consequéncia € a de que a soma dos trés angulos internos de um
triangulo é menor do que um angulo reto.

Por volta da mesma época um jovem matemético hiingaro, Janos Bolyai 3,
desenvolve independentemente, sem qualquer relacio com Lobachevsky, um tratado de
geometria ndo-euclidiana, isto €, que nega o quinto axioma de Euclides, que s6 viria a
ser publicado em 1832. Bolyai € por isso também considerado um percursor da geometria
nao-euclidiana. Nos principios de 1900 surgem novos modelos de geometria hiperbdlica,
como o “disco de Poincaré”, inventado pelo francés Henri Poincaré °. Na virada do
século os matematicos debatiam os problemas dos fundamentos 16gicos da matematica,
também ligados a ideia de unificacdo coerente das ciéncias. Basta lembrar que mesmo
antes do “annus mirabilis” de Einstein (1905) os fisicos propunham dar como completa a
compreensdo dos fendmenos fisicos.

Em 1899 David Hilbert '© apresenta uma obra, “Grundlagen der Geometrie”,
que resolve e esclarece muitos problemas 16gicos relacionados com os fundamentos das
geometrias até entdo conhecidas, as quais tém por base um conjunto de 21 axiomas
de incidéncia, congruéncia, ordem, paralelas e continuidade, a tal geometria absoluta.
Em particular, prova que a demonstracdo da consisténcia da geometria euclidiana é
equivalente a da consisténcia dos nimeros naturais. Esta € uma obra notavel, que o
proprio D. Hilbert foi melhorando em sucessivas edi¢cdes. Em 1853, Bernhard Riemann,
na sua tese de licenciatura apresenta uma ideia analitica de caracterizacdo da geometria.
Foi entdo fundada a geometria Riemanniana. Com a constru¢do da geometria diferencial

Riemanniana aparece o conceito de curvatura, de que Gauss j4 fazia uso para superficies,

"Nikolai Ivanovich Lobachevsky (Nijni Novgorod, 1 de Dezembro de 1792 - Kazan, 24 de Fevereiro de
1856) foi um matematico russo.

8Janos Bolyai (Cluj-Napoca, 15 de dezembro de 1802, Targu Mures, 27 de janeiro de 1860) foi
matemdtico hingaro, conhecido por seu trabalho em geometria ndo-euclidiana. Entre 1818 e 1822, estudou
no Royal College of Engineering, em Viena. Em 1832 publicou um tratado global sobre a geometria nio-
euclidiana

9Jules Henri Poincaré (Nancy, 29 de abril de 1854 - Paris, 17 de julho de 1912) foi um matematico,
fisico e filésofo da ciéncia francés.

9David Hilbert (Konigsberg, 23 de janeiro de 1862 - Gottingen, 14 de fevereiro de 1943) foi um
matemdtico alemado que contribuiu a matemadtica com idéias brilhantes que distribuiram-se a diversas de
suas dreas.
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permitindo distinguir, por exemplo, trés tipos de geometria em dimensdo 2: a geometria
hiperbélica, a plana (ou lisa) e a eliptica, conforme a curvatura de Gauss ! (em dimensao
dois € o mesmo que a curvatura de Riemann) seja respectivamente negativa, nula ou
positiva. Nesta dltima, como se pode ver tomando uma esfera com a métrica canonica,
nem sequer existem duas retas paralelas, pois as retas sdo os circulos de raio infinito.
Afinal a geometria diferencial se tornou cada vez mais importante, tendo obtido préticas
aplicagdes com a Relatividade, e se encontrando cada vez mais com a dlgebra, a topologia
e a analise.

O desenvolvimento da geometria do espaco foi de grande importancia para a
cosmologia uma vez que a teoria relativistica da gravitagdo se apoia inteiramente na ideia
de que a geometria do espaco em qualquer local no Universo esta diretamente relacionada
com a intensidade do campo gravitacional naquele local. Quanto mais intenso é o campo
gravitacional entdo mais forte serd a curvatura correspondente.

Poderiamos dizer, de uma maneira bastante livre e baseados exclusivamente nas
questdes geométricas, que em um contexto cosmoldgico os trés tipos de curvaturas podem

nos dar:

e O universo de curvatura positiva corresponde a um universo que se expandird até
uma certa separacao entre as galdxias e entdo contraird. Este € o chamado universo
fechado,

e O universo de curvatura zero corresponde a um universo que se expande para
sempre, diminuindo sua velocidade a medida em que faz isso. Este é o chamado
universo espacialmente plano,

e O universo de curvatura negativa corresponde a um universo que se expandird para

sempre. Este é o chamado universo aberto.

Gauss demonstrou que ndo havia razdo para a geometria do espago ser euclidi-
ana. Matematicamente, Einstein utilizou como modelo de espaco-tempo uma variedade
pseudo-Riemanianna e suas equagdes de campo estabelecem que a curvatura da variedade
em um ponto estd diretamente relacionada com o tensor de energia neste dito ponto; este
tensor € a medida da densidade de matéria e energia. A equacao de campo possivel ndo é
Unica, existindo possibilidade de outros modelos sem contradizer as observacoes.

Podemos escrever as equagdes de Einstein como,

1 8nG
Rv,u_igv,uR_gV,uA = TTV,u, (I-1)

UJohann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de Abril de 1777, Gottingen, 23 de Fevereiro de
1855), foi matemdtico, astronomo e fisico alemdo. Conhecido como o principe dos matemadticos, muitos
o consideram o maior génio da histéria da matematica.
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onde Ry, € o tensor de curvatura de Ricci, R € o escalar de curvatura de Ricci, gy, € 0
tensor métrico, A € a constante cosmoldgica, T, € o tensor de energia-momento, ¢ € a
velocidade da luz e G € a constante gravitacional universal, de forma similar com o que
ocorre com a gravitacado Newtoniana. O tensor métrico descreve a variedade e € um tensor
simétrico 4 x 4, portante possui 10 componentes independentes. Dada a liberdade de
escolha das quatro coordenadas espago-temporais as equagdes independentes se reduzem
a seis.

As equacgdes de Einstein (1-1) relacionam a curvatura do espaco com a massa-
energia. Uma massa qualquer curva o espago e esta curvatura modela a trajetria de

qualquer particula no espaco curvado por essa massa.

1.2 O modelo do Big Bang

Logo apés a publicacdo da Relatividade Especial de Albert Einstein em 1905
se pode perceber seu cardter limitado, isso porque a teoria estava restrita ao caso de
campos gravitacionais pequenos ou despreziveis. A Teoria da Relatividade Geral proposta
pelo préprio Einstein em 1916 preencheu este vazio. Sua teoria tem resultados idénticos
aos da gravitacio de Isaac Newton ! para escalas como a superficie da Terra, mas para
grandes dimensdes e massas, como as observadas no Universo, os resultados sdo bastante
diferentes.

Podemos dizer que a Teoria da Relatividade Geral € universal no sentido de ser
valida mesmo nos casos em que 0s campos gravitacionais ndo sdo pequenos. Trata-se
na verdade da teoria da gravidade, descrevendo a gravitacdo como a acdo das massas
nas propriedades do espaco e do tempo, que afetam o movimento dos corpos e outras
propriedades fisicas. Enquanto na teoria de Newton o espaco € rigido, descrito pela
geometria Euclidiana, na relatividade geral o espago-tempo € distorcido pela presenca
da matéria que ele contém. Um ano depois de propor a relatividade geral, em 1917,
Einstein publicou seu artigo histdrico sobre cosmologia, “Consideracdes Cosmoldgicas
sobre a Teoria da Relatividade™, construindo um modelo esférico do Universo. Como as
equagoes da Relatividade Geral ndo levavam diretamente a um Universo estitico de raio
finito, mesma dificuldade encontrada com a teoria de Newton, Einstein modificou suas
equagoes, introduzindo a famosa constante cosmoldgica, para obter um Universo estético,
ja que ele nao tinha nenhuma razao para supor que o Universo estivesse se expandindo ou
contraindo. A constante cosmoldgica age como uma forga repulsiva que previne o colapso

do Universo pela atragdo gravitacional.

12Sir Isaac Newton (Woolsthorpe, 4 de janeiro de 1643 - Londres, 31 de margo de 1727) foi um cientista
inglés, mais reconhecido como fisico e matematico, embora tenha sido também astrdnomo, alquimista,
fildsofo natural e te6logo.
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O holandés Willem de Sitter !> demonstrou em 1917 que a constante cosmol6-
gica permite um Universo em expansao mesmo se ele ndo contivesse qualquer matéria
e, portanto, ela é também chamada de energia do vacuo. As observacdes mostram que
o Universo é homogéneo em escalas de 10 a 100 milhdes de anos luz e maiores. Para
escalas menores, podemos ver estrelas, galdxias e aglomerados de galdxias, mas em larga
escala os elementos de volume sdo homogéneos. A hipdtese que o Universo seja homo-
géneo e isotrépico é chamada de “Principio Cosmolégico”. Em 1929 Hubble !4, medindo
o deslocamento para o vermelho nas linhas espectrais das galdxias observadas por Milton

La Salle Humason '°

, € medindo ele préprio suas distancias, descobre que as galdxias
estavam se afastando com velocidades proporcionais as suas distancias, isto €, quanto
mais distante a galdxia, maior sua velocidade de afastamento, porém uma anélise direta
do gréfico original obtido por Huble ndo deixa este fato evidente. Hubble publicou seus
resultados para 24 galdxias em 1929, no Proceedings of the National Academy of Sci-
ence, e dois anos mais tarde, junto com Humason, estendeu seus resultados por um fator
de 18 em distancia. Isso constituiu a primeira evidéncia para a expansdo do Universo, ja

predita pelo russo Alexander Friedmann '©

em dois artigos publicados no ‘“Zeitschrift fiir
Physik” em 1922 e 1924, e pelo belga Georges-Henri Edouard Lemaitre '7 em 1927, no
“Annales de la Société Scientifique de Bruxelles”.

Mesmo com a descoberta da expansido do Universo, muitos pesquisadores acre-
ditavam na Teoria do Estado Estaciondrio, ou seja, que o Universo era similar em todas as
direcdes e imutdvel no tempo, com producio continua de matéria para contrabalancar a

expansdo observada, mantendo a densidade média constante. Esta teoria foi proposta por

BWillem de Sitter (Sneek, 6 de maio de 1872 - Leiden, 20 de novembro de 1934) foi um matematico,
fisico e astronomo neerlandés. Willem de Sitter estudou Matematica na Universidade de Groningen e depois
integrou o laboratério de Astronomia de Groninga. Trabalhou no observatério do Cabo na Africa do Sul
(1897-1899), e em 1908 foi nomeado para cadeira de Astronomia da Universidade de Leiden. Foi diretor
do Observatério de Leiden de 1919 até sua morte.

14Edwin Powell Hubble (Marshfield, 20 de novembro de 1889 - San Marino, 28 de setembro de 1953)
foi um astrénomo estadunidense. Famoso por ter descoberto que as até entdo chamadas nebulosas eram na
verdade galdxias fora da Via Lictea, e que estas afastam-se umas das outras a uma velocidade proporcional
a distancia que as separa.

SMilton La Salle Humason ou Milton Lasell Humason (19 de agosto de 1891 - 18 de junho de 1972) foi
um astrdnomo americano nascido em Minnesota.

16 Alexander Alexandrovich Friedmann (16 de junho de 1888, Sdo Petersburgo, 16 de setembro de 1925,
Petrogrado) foi um matematico e cosmélogo russo.

17Georges-Henri Edouard Lemaitre (Charleroi, 17 de julho de 1894 - Louvain, 20 de junho de 1966) foi
um padre catélico, astrdnomo e fisico belga.
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Herman Bondi '®, Thomas Gold '° e Fred Hoyle 2°. Em 1950 Fred Hoyle sugeriu pejo-
rativamente o nome “Big Bang"para o evento de inicio do Universo, quando iniciou-se a
expansio. Edward P. Tryon 2! propds em 1973 (Nature, 246, 396) que o Big Bang ocorreu
por uma flutuacao quantica do vacuo. Ja para destino do Universo existem duas possibili-
dades: o Universo se expandird para sempre, ou a expansdo parara e havera novo colapso
ao estado denso. Em 1964, a descoberta acidental da radiacdo de microondas do fundo
do universo, uma radia¢do que vinha de todas as direc¢des, pelos radio-astronomos Arno
Allan Penzias 22 e Robert Woodrow Wilson 23, dos Bell Laboratories, refor¢cou a teoria
do Big Bang, ou a Grande Expansdo. Penzias e Wilson, que receberam o prémio Nobel
em 1978, publicaram seus resultados do excesso de emissdo observado no Astrophysi-
cal Journal em 1965, e no mesmo volume Robert Henry Dicke?*, Philip James Edward
Peebles 23, Peter G. Roll , e David T. Wilkinson 2, publicaram a interpretacio do ex-
cesso como a detecg¢do da radiagdo remanescente do Big Bang. A radia¢do do fundo do
universo € o sinal eletromagnético proveniente das regides mais distantes do Universo (a

13,7 bilhdes de anos-luz) e que havia sido predita desde 1948 por Ralph Asher Alpher

18Sir Hermann Bondi, (01 de novembro de 1919 - 1910 Setembro de 2005) foi um matemético anglo-
austriaca e cosmoélogo. Ele é mais conhecido por desenvolver a teoria do estado estaciondrio do universo,
com Fred Hoyle e Thomas Gold como uma alternativa a teoria do Big Bang.

9Thomas Gold (Viena, 22 de maio de 1920 - Ithaca, Nova lorque, 22 de junho de 2004) foi um cientista
austriaco, astrofisico, radicado nos Estados Unidos. Foi professor emérito de astronomia na Universidade
de Cornell e membro da Academia Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos.

20Sir Fred Hoyle (Bingley, Yorkshire, 24 de junho de 1915 - Bournemouth, Inglaterra, 20 de agosto de
2001) foi um astrénomo britanico, famoso por algumas teorias que iam de encontro a opinidio cientifica
corrente, e um escritor de fic¢do cientifica, incluindo alguns livros co-escritos pelo filho, Geoffrey Hoyle.
Fred Hoyle passou a maior parte da carreira no Instituto de Astronomia da Universidade de Cambridge, e
foi diretor do Instituto varios anos.

2IEdward P. Tryon é um cientista americano de Terre Haute, Indiana e professor de Fisica na Hunter Col-
lege, em Manhattan. Sua especializacdo ¢ em modelos teéricos de quarks, relatividade geral e cosmologia.
Em 1973, ele prop6s que o universo é uma flutuacéio de energia em larga escala de vacuo. Ele € muito citado
por sua frase “o universo é simplesmente uma daquelas coisas que acontece de tempos em tempos”.

22Arno Allan Penzias (Munique, 26 de Abril de 1933) € um fisico estadunidense. Foi laureado com o
Nobel de Fisica de 1978, pela descoberta da radiagdo césmica de fundo em microondas juntamente com
Robert Woodrow Wilson. A experiéncia de Penzias e Wilson confirmou a teoria do universo inflaciondrio
(vulgarmente conhecida como Big Bang), proposta por Georges Lemaitre e George Gamow, em décadas
anteriores.

23Robert Woodrow Wilson (Houston, 10 de Janeiro de 1936) é um fisico estadunidense.

24Robert Henry Dicke (06 de maio de 1916, 04 de marco de 1997) foi um fisico americano, que fez
importantes contribuicdes para os campos da astrofisica, fisica atdmica, cosmologia e gravidade.

25Phillip James Edwin Peebles (nascido em 25 de abril, 1935) é um distinto fisico canadense-americano
e cosmologo tedrico.

26David Todd Wilkinson (13 de maio, 1935 - 5 de Setembro de 2002) foi um dos pioneiros de renome
mundial no campo da cosmologia, especializado no estudo da radia¢do césmica de fundo. Ele nasceu em
Hillsdale, Michigan, e se doutorou em fisica na Universidade de Michigan, sob a supervisdo de H. Richard
Crane.
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28 29

%7 ¢ Robert Herman 28, associados de George Gamow 2°, como a radiacdo remanescente
do estado quente que o Universo se encontrava quando se formou (na verdade quando ele
ficou transparente, 380 mil anos depois do Big Bang). Ralph Alpher e Robert Herman
publicaram a previsdo da radiacdo do fundo do Universo de 5 K, em 1948, na Nature,
162, 774.

A teoria do Big Bang leva em conta que se as galaxias estdo se afastando umas
das outras, como observado por Edwin Hubble em 1929, entao no passado elas deveriam
estar cada vez mais proximas, e num passado remoto, cerca de 13,7 bilhdes de anos atrds,
deveriam estar todas num mesmo ponto, muito quente, uma singularidade espaco-tempo,
que se expandiu no Big Bang. O Big Bang criou ndo somente a matéria e a radiacao, mas
também o proprio espaco e o tempo. Este € o inicio do Universo que podemos conhecer.

O padre e cosmélogo Georges-Henri Edouard Lemaitre foi provavelmente o
primeiro a propor um modelo especifico para o Big Bang, em 1927. Ele imaginou que
toda a matéria estivesse concentrada no que ele chamou de dtomo primordial e que este
atomo se partiu em incontdveis pedagos, cada um se fragmentando cada vez mais, até
formar os 4tomos presentes no Universo, numa enorme fissdo nuclear.

Independentemente de Lemaitre, Alexander Friedmann descobriu toda uma fa-
milia de solucdes das equacdes da teoria da relatividade geral. A familia de solugdes para
a teoria de relatividade geral encontrada por Friedmann e Lemaitre descreve um Universo
em expansao. As solucdes possiveis das equacdes da relatividade geral incluem expansao
eterna ou recolapso. Se a constante cosmoldgica for nula, os modelos se dividem em trés
classes. Se a densidade de matéria for alta suficiente para reverter a expansao, o Universo
¢ fechado, como a superficie de uma esfera mas em trés dimensdes, de modo que se uma
nave viajasse por um tempo extremamente longo em linha reta, voltaria a0 mesmo ponto.
Se a densidade for muito baixa, o Universo € aberto e continuard se expandindo para sem-
pre. O terceiro caso, chamado de Universo plano, € o limite entre o Universo aberto e o
fechado. O Universo neste caso se expande para sempre, mas a velocidade das galdxias
seria cada vez menor, chegando a zero no infinito, ainda desconsiderando a energia do
vacuo. Neste caso, o Universo é Euclidiano, isto é, tridimensionalmente reto. Em 1940,

George Gamow sugere um modelo onde leva em conta fusdo nuclear. Ele publicou os re-

2’Ralph Asher Alpher (Washington, D.C., 3 de fevereiro de 1921 - Austin, 12 de agosto de 2007) foi um
fisico e cosmologo estadunidense. Freqiientou a Universidade George Washington, onde encontrou George
Gamov, na época professor da universidade, que o acolheu como estudante de doutorado.

28Robert Herman (Bronx, 29 de agosto de 1914 - Austin, 13 de fevereiro de 1997) foi um fisico
estadunidense. Trabalhou conjuntamente com Ralph Alpher no modelo matematico que predisse, em 1948,
a radiagc@o césmica de fundo, logo apés a publicagdo do artigo expondo a Teoria Alpher-Bethe-Gamov.
Trabalhou mais tarde nos laboratérios de pesquisa da General Motors.

2George Gamow (seu nome de nascimento é George Anthony Gamov, 4 de margo de 1904, Odessa,
Russia, 19 de agosto de 1968, Boulder, Colorado) foi um fisico russo-estadunidense.
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sultados em 1948, com Ralph Alpher e Hans Bethe 3. O modelo de Gamow iniciou com
particulas fundamentais que se aglomeraram em elementos mais pesados.

Um item muito importante na cosmologia é a chamada matéria escura, postulada
pela primeira vez por Fritz Zwicky 3! em 1937 (Astrophysical Journal, 86, 217). Esta é a
matéria extra necessdria para explicar as curvas de rotagdo das galdxias e as velocidades
observadas das galdxias em aglomerados, maiores que as explicaveis através da matéria
observada, chamada matéria luminosa.

Outro modelo de grande importancia e muito utilizado atualmente € o de Uni-
verso inflacionario. Este modelo de Universo, proposto em 1979 por Alan Harvey Guth 32,
do Massachussets Institute of Technology (MIT), nos Estados Unidos [Physical Review D
23,347 (1981)], e Alexei Starobinsky 33 [Pisma Zhurnal Eksperimentalnoi i Teoretiches-
koi Fiziki 30, 719 (1979)], na Rissia, e modificado em 1981 pelo russo Andrei Dmitrvitch
Linde 34, e pelo americano Paul J. Steinhardt 35 vem de uma das formas das Teorias da
Grande Unificacdo (GUT) das forgas forte e eletrofraca que prevé uma quebra de sime-
tria espontanea depois do Big Bang. Esta quebra de simetria, ou transicao de fase, faz a
gravitacdo agir repulsivamente, expandindo o Universo.

Na tentativa de conseguir respostas a todas essas teorias em 18 de novembro
de 1989, a NASA lancou um satélite chamado Cosmic Background Explorer (COBE),
para analisar detalhadamente a radiacdo do fundo do universo (Cosmic Microwave
Background - CMB) operando na faixa de micro-ondas. Como planetas, estrelas, galdxias
e nuvens de gds emitem muito pouco micro-ondas, o satélite podia enxergar diretamente
a luz que o Universo emitiu quando passou de opaco para transparente, na chamada época
da recombinacdo, cerca de 380 mil anos depois do Big Bang. Os dados obtidos pelo

COBE, e divulgados por John Cromwell Mather 3¢ - cientista coordenador do projeto

30Hans Albrecht Bethe (Estrasburgo, 2 de Julho de 1906 - Ithaca, 6 de Marco de 2005) foi um fisico
estadunidense. Estudou fisica em Frankfurt e fez o doutorado na Universidade de Munique. Deixou a
Alemanha em 1933, quando os Nazistas chegaram ao poder, vivendo primeiro na Inglaterra e a partir de
1935 nos Estados Unidos, onde leccionou na Universidade de Cornell durante a Segunda Guerra Mundial.

31 Fritz Zwicky (14 de fevereiro de 1898 - 08 de fevereiro de 1974) foi um astrdnomo suigo. Trabalhou a
maior parte de sua vida no Instituto de Tecnologia da Califérnia, onde fez muitas contribui¢es importantes
em astronomia tedrica e observacional.

32 Alan Harvey Guth (New Brunswick, 27 de fevereiro de 1947) é um fisico e cosmologo estadunidense,
professor e pesquisador do Massachusetts Institute of Technology.

33 Alexei A. Starobinsky (19 de abril 1948, Moscou) - fisico tedrico russo, autor de trabalhos sobre
gravitacdo e cosmologia. Um dos fundadores da moderna teoria do nascimento do universo - a teoria da
inflacdo.

34 Andrei D. Linde (02 de marco 1948, Moscou) - é um fisico russo. Professor de Fisica na Universidade
de Stanford. Graduou-se em 1972 na Moscow State University . Ganhou a conceituada Medalha Dirac em
2002 .

3Paul J. Steinhardt (25 de dezembro de 1952) é Professor de Ciéncia da Universidade de Princeton.
Formou-se no Instituto de Tecnologia da Califérnia e obteve o doutorado em Fisica na Universidade de
Harvard. Ele € atualmente diretor do Center for Theoretical Science de Princeton

36John Cromwell Mather (07 de agosto de 1946, Roanoke, Virginia, EUA) € um astrofisico e cosmélogo
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COBE, fitam perfeitamente um corpo negro com temperatura de 2,735 K, com uma
incerteza menor que 1%.

Em outro experimento do satélite COBE, divulgado em abril de 1992 por
George Smoot 37, também foram detectadas pequenissimas variacdes da temperatura
nesta radiacdo. Nos modelos de formacdo de galdxias, estas flutuacdes sao necessarias
para permitir que a matéria formada posteriormente se aglomerasse gravitacionalmente
para formar estrelas e galdxias, distribuidas em grupos, bolhas, paredes e vazios, como
observamos.

No modelo padrao, as estruturas do Universo sdo formadas a partir da ampli-
ficagdo gravitacional de pequenas perturbacdes na distribui¢do de massa inicial. Seria
praticamente impossivel haver a formacdo de estruturas observadas, como galdxias, estre-
las, planetas e, portanto, da Terra, sem que houvesse variacdes de temperatura na radiacdo
do fundo do Universo. Isto devido ao fato de que a radiagdo e a matéria ja estiveram em
equilibrio térmico no Universo primordial e, entdo, qualquer irregularidade ocorrida na
distribui¢do inicial de matéria seria refletida na distribui¢do angular desta radiacdo. A de-
teccao destas flutuagdes até entdo era o principal ponto faltante na compreensao da teoria
do Big Bang e da formacao e evolucdo do Universo.

O satélite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) da NASA, langado
em 2001, proporcionou a imagem divulgada por Charles L. Bennett 3¢ colaboradores em
janeiro de 2010, apds sete anos de observacdes. As regides vermelhas sdo mais quentes
(200 u K) do que a média e as azuis mais frias (-200 u K).

Os resultado apos sete anos de dados, analisados por Gary F. Hinshaw, David

1 3% e colaboradores, indicam que a idade do Universo é de (13,78 +

Nathaniel Sperge
0, 11) bilhdes de anos e que a matéria normal corresponde a 4,61 £0, 15% da massa total.
Para tentar resolver esse problema varios modelos fisicos foram criados, entre os possiveis
candidatos incluem: a constante cosmoldgica, um campo escalar (quintesséncia), campos
fantasmas, defeitos topoldgicos, etc. Uma das idéias adotadas foi a modificacdo da
Relatividade Geral (RG).

Na verdade, a ideia de modificar o RG ndo € nova. Logo apds sua apresenta-

ganhador do prémio Nobel de Fisica por seu trabalho sobre o satélite Cosmic Background Explorer (COBE),
com George Smoot.

3 George Fitzgerald Smoot III (Yukon, 20 de fevereiro de 1945) é um astrofisico e cosmologista
estadunidense. E doutor em fisica pelo Instituto de Tecnologia de Massachusetts. Trabalha como catedrético
na Universidade da Califérnia (Berkeley). Ganhou o prémio Nobel de Fisica em 2006, junto com John
Cromwell Mather.

3Dr. Charles L. Bennett (Novembro de 1956) é um astrofisico americano de observagio e professor de
Fisica e Astronomia da Universidade Johns Hopkins.

3Nathaniel David Spergel (25 margo de 1961), é um astrofisico americano e professor da Universidade
de Princeton (atualmente presidente do Departamento de Ciéncias Astrofisicas), conhecido por seu trabalho
sobre o satélite WMAP.
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Figura 1.1: Mapeamento da radiacdo cosmica de fundo em micro-
ondas feita pelo satélite WMAP

cdo generalizagdes ja foram propostas. A primeira modificagdo da RG foi introduzida por
Weyl, em 1919, incluindo adicionais invariantes de ordem superior na acao de Einstein-
Hilbert além do escalar Ricci. Essas modificagcdes foram motivadas por raciocinio pura-
mente tedrico e ndo pela evidéncia experimental. A motivacdo para considerar termos de
ordem superior na a¢do tornou-se nos ultimos tempos bastante forte. Mais recentemente,
a evidéncia emergente da astrofisica e cosmologia revelou uma nova imagem um tanto
inesperado do universo.

Existem varias maneiras de modificar a teoria de Einstein. Provavelmente, a

40e

teoria alternativa mais conhecida € do tipo escalar-tensorial (ST) proposta por Brans
Dicke, em 1961. Outros exemplos de modelos s@o os “braneworlds”, que t€m suas raizes
na teoria-M. Aqui, nesta dissertacdo consideramos uma outra classe de modificacdes da
relatividade geral conhecida como teoria de gravitagdo f(R). Como veremos em detalhes
a seguir, nas teorias f(R) se substitui o escalar de Ricci (R) na agéo de Einstein-Hilbert
por uma funcio mais geral da curvatura escalar. Embora algumas das formas propostas
para esta fun¢do venham sendo provados como nao-vidveis, ainda existem muitos outras

que merecem atengao.

1.3 Teorias de Gravitacao f(R)

Como sabemos, as equacdes da Relatividade Geral podem ser derivadas direta-

mente da acdo de Einstein-Hilbert através do principio variacional,

40Carl Henry Brans (nascido em 13 de dezembro, 1935) é um fisico mateméatico americano conhecido
por sua pesquisa sobre os fundamentos tedricos da gravitagdo elucidados em seu trabalho mais amplamente
divulgada, a teoria de Brans-Dicke.



1.3 Teorias de Gravitagdo f(R) 24

Sen =/[5R+Lm} V=g d*x. (1-2)

onde £, € a densidade Lagrangeana de matéria, R € o escalar de Ricci, g é o determinante
da métrica, \/—g d*x é o elemento invariante de 4-volume, ¥ = 1 /8nG e G é a constante
gravitacional de Newton.

A idéia basica que devemos tratar é: como obter um Universo que estd acele-
rando nesta teoria? Podemos modificar a parte material (ou seja, constante cosmoldgica,
quintesséncia, energia escura e etc) ou podemos modificar a parte geométrica (gravidade
modificada ou teorias f(R) ou gravidade ndo linear).

A nova agdo assumird a seguinte forma generalizada:

Ser = [ 5 F(R)V=gdx. (1-3)

Podemos ainda utilizar outra teoria (que ndo € um caso particular da equagao

acima):

K

Com essas modificagdes iremos obter equacdes de campo modificadas, contendo termos
que podem descrever a aceleracdo do Universo. N6s ainda adicionamos termos de ordem
mais altas nos invariantes de curvatura no Lagrangeano efetivo do campo gravitacional
para incluir correcdes quanticas.

O préximo passo € descobrir como se comportam essas novas teorias de gravi-
tacdo e se realmente atendem nossas necessidades. Esse trabalho terd em vista estudar
dois modelos, sendo que no capitulo 2 iremos usar a equivaléncia de teorias f(R) com
uma teoria onde incluimos campos auxiliares e investigaremos suas propriedades usando
a métrica FRLW. Inicialmente utilizaremos esse método de representacdo para funcoes
apenas f(R) e logo em seguida faremos uma generalizagdo para fungdes do tipo f(X;),
onde X; compreende termos como Gauss-Bonnet, tensor de Weyl e etc. Ja no capitulo
3 iremos usar uma representagio escalar-tensorial equivalente a f(R) e fazer seu estudo
através da métrica esfericamente simétrica em busca de solu¢des de Schwazschild modi-

ficadas e suas propriedades.



CAPITULO 2

Campos auxiliares em modelos de gravidade

modificada

2.1 Introducao

Recentemente esta havendo um interesse cada vez mais crescente em teorias do

tipo f(R) [1] descritas pela acdo
sp = [ d'xvgs®), @)

onde f(R) é uma funcdo qualquer diferencidvel. E bem conhecido que, sob a condi¢io de
que f”(R) # 0, a teoria é dinamicamente equivalente a teoria métrico escalar com o po-
tencial dependendo da forma da fungdo f(R). Nosso objetivo é discutir essa equivaléncia
em um modelo um pouco diferente. Como uma aplicacdo do nosso método, vamos ser
capazes de generalizar o teorema de equivaléncia para o caso mais geral, quando a acdo
depende de uma fungdo de muitas varidveis, f(X i), com X' sendo, e.g., R, LR, Gauss-
Bonnet e/ou outras quantidades. Notemos que a correcdes quanticas da Relatividade Ge-
ral (provenientes de abordagem semicldssica ou teoria de cordas) podem ser, em certa
medida, modeladas por essa fungdo. Outra vantagem do método que apresentamos aqui é
que ele pode ser usado, também, para outras teorias, como por exemplo, para modelos do
tipo Eddington. Por dltimo, mas ndo menos importante, nosso método é um pouco mais
explicito e simples do que os anteriormente conhecidas, e.g., [2, 3,4, 5, 6, 7] (veja também
[8]). Todas as consideragdes aqui apresentadas sdo para D = 4 afim de torné-las mais ex-
plicitas, mas também podem ser trivialmente generalizadas para um caso arbitrdria onde
D # 2. Esta parte do trabalho foi desenvolvida com a colaboragdo dos professores Davi C.
Rodrigues (Departamento de Matemadtica Aplicada, Universidade Estadual de Campinas,

atualmente professor aprovado em concurso para o Departamento de Fisica da Universi-
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dade Federal do Espirito Santo) e Alexei A. Starobinsky (Landau Institute for Theoretical
Physics, Moscow, Russia) além do préprio professor Ilya L. Shapiro, € claro.

O capitulo 2 estd organizado da seguinte forma. Primeiro consideramos o caso
mais simples da teoria (2-1) e usaremos uma maneira simples de mapeamento para o mo-
delo métrico escalar. Esta parte ndo € essencialmente original, apenas apresentamos aqui
de uma forma um pouco mais simples das transformacdes conhecidas. Um dos aspectos
relativamente novos de nossa consideracdo é o procedimento para corrigir o termo de
constante cosmoldgica na representacdo de métrica escalar da teoria. Nos também veri-
ficamos este procedimento usando a solucdo do tipo dS exponencial. Em seguida abor-
damos as teorias da gravidade de uma forma bastante geral, onde a acdo contém uma
funcdo escalar arbitraria de varios invariantes de curvatura-dependentes, como o R, termo
de Gauss-Bonnet, o quadrado do tensor de Weyl e outros. Desenvolvemos uma aborda-
gem sistemadtica para mapear tais teorias nos modelos de métrica multi-escalares. O passo
seguinte € dedicado a formulagcdo de condi¢des gerais para a solucdo exponencial para
as teorias consideradas anteriormente. E finalmente, concluimos o estudo e daremos as

propostas futuras.

2.2 Equivaléncia entre as teorias f(R) e métrica-escalar

Vamos comecar a partir de um exemplo simples e pedagogico da teoria (2-1) e

encontrar o seu dual métrico escalar. Considere a teoria descrita pela seguinte agao:

s1 = [ dxvglwR-V(v)}. (2-2)

A teoria (2-2) descreve um escalar dindmico Y, apesar de ndo haver termo cinético para
Y na acdo (2-2). Pode-se estabelecer a relacao entre as teorias (2-1) e (2-2). A equagdo de

movimento que resulta da variacao de y em (2-2) tem a forma

AV

R=Viw) =3 (2-3)

Vamos requisitar que, depois de resolver (2-3) com respeito a Y e substituindo essa

solugdo ¥ = Y(R) de volta em (2-2), nds obtemos a agdo (2-1)

V(R)-R = V(¥(R)) = f(R). (2-4)

A ultima condig¢do significa que a equivaléncia das duas acdes € dindmica, ou seja, man-
tém os extremos do campo . Mais tarde vamos confirmar a validade deste procedimento
através das equacdes de movimento para ambas as métricas e Y, que segue um caminho

semelhante ao adotado em [5].
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Nosso proximo passo serd encontrar a relacdo entre as fungdes V(y) e f(R).
Tomando a derivada d/dR da eq. (2-4), chegamos a rela¢do

v +RY(R) = V(W) Y'(R) = f'(R). (2-5)

Nesta formula nés assumimos que W = Y(R) e R = R(y). Usando (2-3), a equagdo (2-5)

se reduz imediatamente a relacdo muito simples

v = f(R), (2-6)

indicando que a fungdo R = V’(y) nada mais é sendo o inverso da fungio y = f'(R).

Finalmente, chegamos & seguinte receita para obter os potenciais V () para uma
dada f(R):

a) Calcular y = f’(R) e inverté-lo, obtendo-se R = V'(y). Note que a possibili-
dade de inversdo requer f”(R) # 0.

b) Integrar em y

s
VW) = 2+ [ R(w)dy. 2-7)

Devemos notar que uma constante arbitrdria de integracdo Qo em (2-7) corresponde
exatamente a constante fop = f(R = 0), que, alids, é perdida quando tomamos a derivada
f'(R). Além disso, a fim de corrigir a constante € pode-se usar a seguinte consideragio

simples. Usando (2-4) chegamos a

V(y) = Ry—f(R), onde y = f'(R), (2-8)

Lembre-se que, quando substituido na acdo covariante, £y ndo pode ser considerada como
uma constante irrelevante, porque é multiplicado pelo fator \/—g. Como (2-7) deve ser
igual a (2-8), pode-se entao corrigir 9. Mais tarde, adicionalmente, iremos verificar a
validade deste procedimento para uma solucao cosmoldgica do tipo dS.

A receita dada acima permite, em principio, encontrar a fungdo potencial V (V)
para uma dada func@o f(R). Vamos verificar os resultados deste procedimento simples ao
nivel das equacdes de movimento. Tomando a variacdo da equacgdo (2-1) com relagdo a

meétrica, obtemos

' 1 1 ' /
S (R,uv - EngV) + Eg,uV(Rf - f) - V,uvvf +g,uVDf = 0. (2-9)

Realizando a mesma operagdo para (2-2), chegamos a

1 1
W(R,uv_ ERg,uv> = —EgyvV(W)ﬂLVva\lf—g”VD\If = 0. (2-10)
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Pode-se verificar que a equivaléncia entre (2-9) e (2-10) vale se hd uma relacao

fR—f _ V(W)
f v o

@2-11)

¢ facil verificar que a solucao dessa equacao tem a forma (2-6).
Considere alguns exemplos particulares para o processo descrito acima. O caso

mais simples, levando a equacdes lineares ¢ = f'(R)

F(R) = Q— R+ %RZ . (2-12)

Usando os resultados anteriores, pode-se facilmente chegar a

2
Y({R) = f(R) = —K*+aR = V' (y)=R= "H(;K . (2-13)
Integrando (2-13) nds chegamos a
2 2
Viy) = Qo+;"—a+7w. (2-14)

Finalmente, para corrigir a constante de integracdo, € preciso substituir a derivada Yy =

—k% 4+ LR de voltaem (2-14) e compard-la com (2-12). Este procedimento nos dara

K

Q=07 (2-15)

Pode-se realizar uma simples verificagdo do procedimento descrito para a fixagao
de Q. Para esse fim, iremos agora extrair a solucdo do tipo dS para as teorias (2-1) e (2-2)

para o caso (2-12). A métrica do nosso interesse €
2 v 22 dr? 2
ds? = gudx'dx = di* —a(1) (m +r dQ),

a(t) = exp{c(¢)} e depois vamos definir (¢) = Hor. E facil de se obter a equacdo para 6

para a teoria (2-2),
1 3S;
v—g 6o

Aqui a linha representa a derivada com relecdo ao tempo conforme, e.g.,

= —6e CQuk+ "+ 26"y + 2y’ +267y) —4V(y) = 0.  (2-16)

, do do

o = %—G(I)E,

enquanto a derivada com relag@o ao tempo fisico ¢ € denotada pelo ponto. Em termos do



2.2 Equivaléncia entre as teorias f(R) e métrica-escalar 29

tempo fisico e adotando k = 0, nds encontraremos a seguinte relacao,
— 12HZ W — 9Hp\y — 3 = 2V. (2-17)

Substituindo y = —k? + R e tendo em conta que R = — 12H§ (apenas para solucdo de

de Sitter) para a métrica FRW, obtemos
V = 6H; k> —6H; oR (2-18)
e finalmente
Q = 6H3 (2-19)
Por outro lado, partindo de

Sy = /d4x\/—_gf(R) = /d4x\/—_g[Q—K2R—|—%R2 (2-20)

chegamos a equacao

\/% % 4Q — 6% 29(26"% +26") + 180e*°(26”"" — 126’%6") . (2-21)
E facil verificar que a solug¢io exponencial corresponde, mais uma vez, a relagio (2-19).

Finalmente, para ser mais completo, vamos abordar a possibilidade de utiliza¢ao
da transformacdo conforme na teoria métrica escalar. € bem sabido que a teoria (2-2) pode
ser facilmente mapeada em uma outra com termo escalar cinético. Daremos o tratamento
correspondente aqui s para ser completo e para todos que quiserem maiores detalhes
favor ver a revisao [14].

Vamos iniciar a partir da transformacdo conforme
g — Guv = guv €V (2-22)
na acdo (2-2). Um cdlculo simples produz o seguinte resultado
Selgue®®, ] = / d*xy/ g {ye [R—6(Vo)? —600] — °V(y)},  (2-23)

onde (Vo)? = g#V9,,60y6. Vamos escolher 6 tal que ye?® = —«?. Entdo, o primeiro termo
Wy ¢?° R coincide com o termo de Einstein-Hilbert, também o terceiro termo (—6y ¢*°o)

se torna derivada total que ndo afeta as equacdes do movimento. Afim de proporcionar o
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termo cinético tomamos

¢ =2+3%o0, entéo v =—k>exp{— \/_%} : (2-24)
K

Logo teremos que

1
Smin [guw (P] - /d4x\/ —8 { - KZR + 5 gﬂvap(Pav(P - U((P)} ) (2’25)
onde os dois potenciais estio relacionados como

U(e) = e*V(y) = \%V(W)' (2-26)

As formulas (2-22), (2-24) e (2-26) nada mais sdo que a mudanca de varidveis na acao (2-
2), que a transforma na agdo (2-25). Portanto ndo precisamos verificar a equivaléncia entre
as duas acOes por outros meios, como por exemplo examinar as equacdes do movimento.
Finalmente, vamos observar que o caso de multi-escalares pode ser, a principio, também
tratado pela transformacdo conforme, mas essa transformacgdo ndo € tao facil como no

caso de um escalar [15].

2.3 Teoria de gravitacao modificada em uma forma mais

geral

Nés apresentamos uma receita ttil e simples de mapear teorias (2-1) em teorias
(2-2) ao nivel classico. Este método pode ser generalizado para as agdes gravitacionais
que sdao mais gerais que (2-1). No entanto, como veremos a seguir, neste caso, € preciso
mais campos escalares. Resultado semelhante foi publicado recentemente em [9] e [10],
mas sua derivacdo parece bastante diferente.

O método pode ser especialmente util para trabalhar as solucgdes tipo dS e,
portanto, € aplicdvel para testar varios modelos de gravidade modificada, incluindo os

correspondentes as corre¢des quanticas. Considere a seguinte acdo gravitacional
Seen = / d*x/—g f(R,0R, E,C?), (2-27)

onde £ =F — %DR, E = RAZNOCB — 4Réﬁ +R? ¢é o termo topolégico Gauss-Bonnet
(densidade de Euler) e C* = R2, s —2R%s + (1/3) R* € 0 quadrado do tensor de Weyl.

Em vista das aplica¢des cosmoldgicas, se mostra mais util considerar E ao invés de E.
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Comecamos por considerar uma generalizacdo da acao (2-1),
S = / d*x\/—gf(X;) onde  X;=R,0R,E,C? (2-28)

no caso da acdo (2-27), o nimero de invariantes pode ser facilmente estendido. Para este

fim, definimos i = 1, ...,N. Conside a acdo dual
S, — / d*x\/—g [X,-w"—v(w")] (2-29)
Vamos seguir o mesmo esquema que aplicamos na secdo anterior. As equagdes para '

assumem a seguinte forma

aV

X; = T

(2-30)
N6s substituimos em (2-29), exigindo a equivaléncia a acdo (2-28),
4 9V i 4
$:= [arva{v iV} = [dsvTer. (2-31)
Assumindo

f(X) = X' =V (¥), (2-32)
e tomando a derivada parcial com respeito a X’ em (2-32), nés encontramos que

of _ ey x 0¥ _ 9V oV «_ of
an_"”rX’ '

x awax, VT (2-33)

onde usamos a equacgdo (2-30). As formumas (2-30) e (2-33) mostram que sempre temos

IV (y) _df(X)
v © Vo= ox (2-34)

X; =

A regrar para derivar V(y') é muito semelhante ao descrito na se¢do anterior e tem a

seguinte aparéncia:

a) Calcular y* = ag)(():);
b) Resolver essas equagdes e encontrar Xj () = g—“‘,/k :

¢) Integrar as dltimas relagdes e encontrar V () até a constante aditiva;

d) Corrigir a constante pela exigéncia de que as agdes coincidam no limite correspondente
(normalmente curvatura zero). Observe que esse procedimento pode ser aplicado também
para as generalizacdes ndo-Riemannianas da Relatividade Geral, incluindo teoria de

gravitacao com tor¢ao.



2.3 Teoria de gravitagdo modificada em uma forma mais geral 32

Vamos considerar um exemplo de como a equivaléncia com a teoria métrica-

escalar pode ser alcancada. Partimos da a¢do (2-27) com a fungao

f(R.E) = F(R)-E, (2-35)

onde F(R) é uma fungdo arbitraria do escalar de curvatura, que serd definida mais tarde.

A acgdo equivalente é

$: = [daxv=g{wR+aE-V(w)}. (2-36)
Vamos seguir a receita acima descrita. As equagdes

of

0 ~
of =x=F[R), SE=V=EF(R), (2-37)

oE

podem ser resolvidas com relagdo aos dois campos escalares,

~ v ~ 4
R = , E = F=———. 2-38
g0 PR TG (39
Por outro lado, temos fun¢des inversas
e\% ~ oV W
R=—= , EFE=—=——. 2-39
oy~ $W o FE0) 339
Entao
Vv = [ g0y -+ = 8100+ v, (2-40)
€
v dy,
Vv, X) = | dX 77 + = ———+ : 2-41
(v, %) / XFg(g(x)) 82(y) W/Fg(g(x)) g2(y) (2-41)

Se compararmos as duas formas da fungdo potencial (2-40) e (2-41), torna-se claro que

g(x) satisfaz a equagdo funcional

g(x) = / % +C. (2-42)

E, além disso,

22(Y)—Cvy = g1(x) = C1 = const. (2-43)

Niao parece possivel avancar mais do achamos e por este motivo vamos dar
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uma forma mais concreta de F(R). Considere o primeiro caso muito simples f(R, E) =

—Q+ RE. Fazendo os mesmos passos como no caso geral, obtemos
FR)=R=yx=R, glx)=%, F(R =1
Usando (2-40) e (2-41), podemos obter

Vi, x) =g1(x)+wx = w/dx+gz(w) = yx+g2(V).

¢ facil ver que, neste caso, gi(x) = g2(y) = C, entdo finalmente nds temos:

V(y,x) =vyx+C. (2-44)

Finalmente, substituindo as relacdes ¥ = R e Yy = E em (2-44), pode-se facilmente
verificar que C = Q. Esse resultado também pode ser verificada por inspecdo das solugdes
exponenciais nos dois casos.

Considere um exemplo um pouco mais complicado, quando
- ) - R
F(RE) = Q—2R+BEIn (1+R—), (2-45)
0

onde B é apenas uma constante e Ry é um valor de referéncia para a curvatura escalar.
A expressdo (2-45) pode ser vista como parte do grupo de renormalizagdo corrigido na
acdo de vicuo, onde o parimetro do grupo de renormalizacio u? é associado ao escalar
de curvatura (veja, e.g., [13] para mais detalhes e referéncias).

Seguindo os passos dos exemplos anteriores, obtemos

Y-t A Bln (1 +—RO> — R =Ry (e - 1) (2-46)
€
LRE) — v = B_E_ 2 FoRo 2y ox/B
R V= RiRg K = E=—(y+x7)etP. (2-47)

Na fase seguinte, encontramos

oV (w,x)
oy
ovV(y,x) =

B Viv.x) = g(w)+RoyeXP 112 Ryet/P.

=R = V(yx) = gi(0)+Rove’P —Roy.
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Usando essas duas expressoes, € facil perceber que
gi(x) = CRoXP+C e go(¥) = —Roy+C.
Finalmente, chegamos ao potencial
Viy,y) = Row(ex/ﬁ—l) + K2Ry —Q — 2Ry, (2-48)

onde a constante C = —Q —k?Ry foi corrigida segundo o mesmo método que foi utilizado

nos casos anteriores.

2.3.1 Caso com vinculos

Pode-se considerar uma expressdo mais complicada para a Lagrangiana covari-

ante
~ 0 P ~ R 2 R
F(RE,CY) = Q—2R+BE In (HIT)J’B]C In (1+R—>. (2-49)
0 0

Neste ponto pode-se fazer uma observacdo importante. A primeira vista, a lagrangiana
equivalente para este caso deve ter trés campos auxiliares, pois existem trés estruturas,
R, E e C2. Ao mesmo tempo, o problema de reduzir a teoria (2-49) € essencialmente
equivalente ao da teoria (2-45), com o B E por combinacio B E + B C2. Obviamente, neste
caso precisamos de apenas dois campos auxiliares, e ndo trés. Em outras palavras, neste
caso, o nimero de campos auxiliares necessarios € menor do que aquele que poderia ser
pensado apenas por contagem do nimero de estruturas X; na acdo inicial. Este exemplo
mostra que seria interessante ter um critério geral para estabelecer um nimero exato de
campos auxiliares necessérios para uma determinada fungdo inicial f(X;).

Para resolver este problema iremos relembrar alguns conceitos de mecanica

analitica. Seja um sistema descrito pela Lagrangeana

L = L(g.9) (2-50)

em um espago de configuracdes N-dimensional, representado pelas coordenadas genera-
lizadas g;, onde i = 1,...,N. Os ¢; s@o as correspondentes velocidades generalizadas.
A passagem para o formalismo Hamiltoniano € feita, primeiramente, pela intro-

ducdo dos momentos candnicos

b= 2= (2-51)
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No caso de sistemas ndo vinculados, p; € g; sdo varidveis independentes, repre-
sentando o chamado espacgo de fases. Pode acontecer, entretanto, de haver sistemas onde
as relagcdes (2-51) levem a existéncia de vinculos. Denotamos genericamente esses vincu-

los por

Om = Om(q,p) (2-52)

onde m = 1,...,M < N. Os vinculos decorrentes diretamente da relagdo de defini¢do dos
momenta sdo chamados de vinculos primdrios. Outros vinculos podem existir, tomando o
nome de vinculos secundérios.

Sendo o Hamiltoniano candnico (H,), fazendo variagdes genéricas de g, ¢ € p

dadas por 8¢, 8¢ e dp, teremos

oL oL
OH. = pidqi+ qidpi — a_q84i — 594 (2-53)

Usando a definicdo de momento candnico, dada por (2-51), imediatamente

obtemos

oL

6I_Ic = Qiapi - @

dq; (2-54)

Como vemos, dH, é escrita em termos de d¢g; e Op;, 0 que sugere ser H,
apenas fungdo de ¢ e p. Em termos prdticos, a passagem de H., dado por H.(p,q) =

pigi — L(q,q), para uma fun¢do de g e p, envolve transformagdes do tipo

(2,9) — (q,p) (2-55)

O Jacobiano para esta transformacao é determinado pela matriz

opi 9’L
o _ 2-56

chamada matriz Hessiana. Quando o determinante desta matriz é diferente de zero, as
transformagdes (2-55) sdo sempre possiveis e a Hamiltoniana H.(q,p) é unicamente
determinada. Isto ocorre para o caso onde nao existem vinculos. Na presenca de vinculos,
a matriz Hessiana € singular e, consequentemente, nem todos os ¢; podem ser unicamente

escritos em termos de g € p. Considerando que haja M vinculos, haverd M velocidades
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adicionais. Portanto, neste caso, a Hamiltoniana nao pode ser unicamente determinada em
termos de g e p.

O problema de nosso interesse € muito parecido com o que € tipico para a transi-
¢do da descric@o de Lagrange para a de Hamilton com vinculos (Ver, por exemplo, livros
bem conhecidos [30, 31] para fins de introdug@o). Na verdade, € analoga a passagem de
uma descricao Lagrangiana, sem dependéncia explicita sobre as coordenadas, para hamil-
toniana. Neste caso f(X') e V(y;) desempenham o papel da lagrangiana e hamiltoniana,
respectivamente, onde os “momenta” sdo definidos por

Y, = % (2-57)
Finalmente, as quantidades {X',X?, X3} desempenham o papel de “velocidades". Para o

caso especifico da equagdo (2-49), estas equacdes t€m a forma

N 1
") 2 -
Y1 = —K +(BE+BIC )R0+R’ (2-58)
Y, = PBln <1—|—£), (2-59)
Ro
R
y; = PBiln <1—|——>, (2-60)
Ro

nos diretamente observamos a presencga de um vinculo, que € uma relacao de dependéncia

entre os ;, dada por

0 =P1v2—Bys =Pix—Px1 =0. (2-61)

Uma vez que o vinculo ¢(y;) vem diretamente da definicdo desses “momenta”, se-
rdo classificados como um vinculo primaria [30, 31]. Notemos que a equagdo ¢(y;) =
0 define uma superficie no espaco {W, ¥, y3}. Ressalte-se que esse vinculo sé re-
presenta uma restricdo no espaco dos “momentanos dara", enquanto no espago das
“velocidades"{X"', X% X3} o vinculo ndo leva a qualquer restri¢io de espago, pois se 0s
V; sdo escritos como fungdes dos X* a restricio ¢(\y;) torna-se a funcio o (y;(X*)), que é
identicamente nulo.

Se este fosse um problema tipicamente hamiltoniano, poderiamos avaliar a
evolucdo dos vinculos primdrios (por exemplo, o Unico no exemplo considerado acima)
em busca de outras limitacdes. No entanto o nosso problema atual € simples, porque ndo
envolve qualquer dindmica. Portanto, apenas os vinculos sem relacdo com a dindmica sdo

relevantes aqui, que sao 0s primarios.

Antes de prosseguir para a determinac¢ao do potencial V, podemos observar aqui
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a relacdo entre a matriz Hessiana

o f
XX/
e a presenca de vinculos. Em primeiro lugar, se a Hessiana € ndo-singular, o teorema
da funcdo inversa garante que (a0 menos localmente) pode-se utilizar a definicdo (2-57)
para expressar X¥ como uma funcio de \;, e, portanto, nenhuma restricio é esperada. No

entanto, a Hessiana pode vir a ser degenerada. Por exemplo, no caso de (2-49), esta matriz

3 x 3 é uma matriz singular (para R # —Ry), ou seja

0% f 1 EB+C*B1 B B
(aXian> - (R+Ro)? B 0 0 |. (2-62)
B1 0 0

Portanto, ela tem um Unico modo zero independente (i.e., um autovetor cujo autovalor

correspondente € zero). Na verdade,

v=(0 B B ) (2-63)

pode ser prontamente identificado como o inico modo zero linearmente independente do
Hessiano (2-62). Notemos que optamos por trabalhar com os modos-zero que multiplicam
a matriz Hessiana pela esquerda.

Para concluir esta parte, notamos que cada modo-zero independente gera um vin-
culo independente. Em particular, através da multiplicagdo do modo zero v em ambos os
lados de (2-57), encontra-se 0 mesmo vinculo (2-61). Depois, iremos mostrar que cada
vinculo independente leva a um modo-zero independente da matriz Hessiana. Ressalta-
mos que esta relagdo simples entre modos-zero e vinculos nao tem uma contrapartida, em
geral, com problemas hamiltonianos com vinculos, uma vez que o correspondente modo-
zero pode depender das “coordenadas” (no problema presente, estamos considerando o
problema andlogo hamiltoniano no qual a lagrangiana depende apenas das velocidades
“xin,

Na presenca de vinculos, ndo se pode usar a primeira relagdo (2-34) para
encontrar V, ja que esta relacdo ndo € vdlida na presenca de vinculos. Ou seja, teremos

que considerar a variagdo de V na superficie de restri¢do (na superficie ¢ = 0),

3V =8(yiX' — f) = X'y, + (Wi - %) X' = X'dvy;. (2-64)

Na dltima etapa acima usamos a definicdo de momenta (2-57). A equagdo anterior mostra

que V pode ser escrito como uma fungao apenas de Y, mesmo se os vinculos estiverem
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presentes. Assim, usando a dltima igualdade,

e\% -
—X")oy; =0. 2-65
(aWi ) v (209
Agora, usando [31], vemos a extensdo da primeira relacdo de (2-34) para o caso com
vinculos,
1% 90,
X'=—+Ay—. (2-66)
oy oy

Nesta férmula os A,, sdo multiplicadores de Lagrange e ¢,,, com m = 1,2,...,M, sdo
todas as limitagdes do modelo em questdo. No caso particular de (2-49), temos um unico
vinculo, ou seja, M = 1. A introdug¢do destes multiplicadores € necesséria, pois a relacdo
entre o0 X; € 0s \|Ik tem de ser extendida, a fim de tornar-se invertivel.

Agora estamos em posi¢do de discutir o método de construcdo de potencial
V(y;), no caso de uma teoria com vinculos. O método de integracdo, que foi utilizado
anteriormente, pode ser estendido ao presente caso. No exemplo de f(R,E ,Cz), teoria

(2-49), se pode resolver a definicdo de y; e chegar a

R = Ry <e%/ B_ 1) , (2-67)

E = %eX/B(\IH—KZ)—%CZ. (2-68)

Assim, a partir de (2-66) e (2-61) n6és achamos

oV

x/B_1) =22 ;
Ro (e 1) v (2-69)
Ro 48 oy Bio_ 9V
—e +x7) — 5 C" = =— + Ay, 2-70)
B (y+x%) B o B (

oV
C?=——\P. 2-71

m p (2-71)

A primeira equagao pode ser diretamente integrada, mas a segunda ndo pode, pois nio
sebemos como expressar C> e A como fungdes do y; . No entanto, o multiplicador de

Lagrange ainda é livre, assim podemos defini-lo de modo que C? desapareca, ou seja,

A = —C?/B. Por conseguinte, a terceira equacio (2-71 ) torna-se
e1%
— =0.
ax1

Depois disso a expressdo de V podera ser integrada, e V (y;) podera ser encontrado utili-

zando procedimentos similares aos utilizados no caso sem vinculos. Podemos notar que o
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nimero de campos auxiliares neste processo € menor do que o nimero de estruturas N de
X; na teoria inicial de f(X;). Por exemplo, em (2-49), ainda que nés comecemos a partir
de f(X;), que depende de trés grandezas independentes, os potenciais correspondentes V
dependem apenas dos dois campos escalares independentes.

A forma do potencial V pode ter impacto sobre as consequéncias fisicas de uma
determinada teoria f(X;). Assim, antes de concluir este exemplo, nés apresentaremos V
de uma forma mais geral. Vamos comecar, como de costume, a partir de um exemplo
simples. Na equagdo (2-67) fizemos uma opg¢do de selecionar a expressao particular de R
em funcdo do x e %1 . Ao mesmo tempo, pode-se expressar R de uma forma mais geral,

Ro

_ /B _ /B _ ]
R E L 14+&(e |, (2-72)

onde & € um ndmero real arbitrario diferente de —1. A escolha em (2-67) corresponde a
& = 0. A partir da versio mais geral (2-72) e da equagdo (2-58) se pode obter facilmente

2
BE +P,C? :ROM <eX/B_|_§eX1/I31> ‘ (2-73)

E+1

Agora, em vez de tentar uma integracdo direta de V (como no caso sem vinculos),

podemos expressa-lo na superficie restrita ¢ = 0, como

) . x/B_1 xi1/B1 _q .
V=yX —f = yX'— Q—KZRO(E )Zf(le )+Ex+C2X1
B o eX/B 14 & (et1/Br 1) -
— Ry(y+2) (eX/B—1>—Q. (2-74)

Como seria de esperar, a superficie restrita V € independente do valor de &. No entanto,
a escolha de £ = 1 ou & = 0, por exemplo, pode ter vantagens uma sobre a outra. Se
continuarmos a integracdo de V, como no método anterior, teriamos como resposta (2-
74).

Com a experiéncia que acabamos de adquirir a partir do exemplo considerado
acima, ndo ¢ dificil adivinhar que, em geral, hd uma relacdo direta entre o nimero de
modos-zero independentes de Hesse e o nimero de vinculos. Considere o caso em que

existem M vinculos independentes dados por

Om(Wi) =0, (2-75)

comm =1,2,...,M. Supomos que os vinculos sdo expressos de modo que os gradientes

das restrigdes sdo linearmente independentes sobre a superficie de restri¢do (para mais
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detalhes, consulte as condi¢cdes de regularidade sobre a forma de expressar os vinculos
[31]).
Uma vez que os vinculos primdrios ¢,,(y) sdo identicamente nulos quando

expressos como fungdes das varidveis X',

_ 00m(Wk(X7)) _ 00m(yi) 9°f
X! © dy;  0XioXJ'

0 (2-76)

Entdo, para cada vinculo independente ¢,,(y;) hd um correspondente modo-zero indepen-

dente da Hessiana dada por
(V)= 5. (2-77)

Em outras palavras, na transformagdo de uma lagrangiana dada por f(X'), com i =
1,2,...,N, em uma equivaléncia dada por ;X' —V(y;), o nimero de campos escalares
auxiliares independentes que aparecem no potencial V (y;) é igual ao posto da Hessiana
de f(X%).

Uma observagdo relevante é que em geral s6 precisa-se do potencial V' na

superficie de restricdo, uma vez que, em geral, [31]
V= V|¢:o + A0, (2-78)

onde V]y—o é o potencial na superficie de restri¢do, mas o vinculo (“ primario ") ¢
desaparece quando expresso como uma func¢do do R's; Assim, € indiferente se usa-se
o f=X"y;—V ou f=X"y;—V]po.

2.4 Condicoes de inflacao exponencial no caso geral

Como uma aplicacdo do teorema de equivaléncia da sec@o anterior, vamos
definir as condi¢des para a existéncia da solu¢do cosmoldgica estritamente exponencial.

Considere a acao

2
Seq = /d4x V=8 {WiIOR+ R+ y3C* +yu (E — §DR) —V(y1,¥2,¥3,V4) } (2-79)
e a métrica

ds* = gudx"dx" = a*(n)(dn? —dI?), (2-80)
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onde
2 dr’ 202 2.2 2
dl = 1% 5 +r°d6” +r"sin“0do”. (2-81)
—kr
A métrica conforme tem a forma
_ . 1 > 2.2
8w = diag (1, 12 —r%, —r-sin 9) (2-82)

Vamos considerar a derivada variacional 8S,,/dV;.

LR — ai%V(%,w,%,w)ZO
R — ain(\lfl,\lfzallIs»\IM):O
c - ai%V(\lfmlfz,%?W):O,
(E—§DR) - ain(\vl,Wz,%,w):O. (2-83)

Além disso, temos a equacdo para a métrica, que pode ser obtida tomando a derivada da

acdo com relacdo ao o, 8S.,/00 = 0, que dara

2¢4 (" + 4k}
— 3¢ (2ky +4ky\ 0 +407y 0’ — 2y 6% — 4y oo + " + 4y o + 2y ")
— 3¢ (2uk+ 5 +20" ) + 2956 +267y)
— 2V(y1,¥2,¥3,y4) =0. (2-84)

Vamos apresentar também a equag@o mais simples para o caso k =0,

3 6740 ( 4 Glzwll o — 2\”/1/ 6/2 o 4\|le 6o +w/1/// + 4“!/1/ o’ + 2“!/1 G”/)
— 3¢7°(y3 +20"y2 +2y56" + 267 y)
+ 2¢O — 2V (1, W2, 93, W4) = 0. (2-85)

Se supusermos que haja uma solugiio exponencial a = age’, ela pode ser substituida

nas equagdes (2-84) e (2-85), com o seguinte resultado:

) 12H?k

Yo 2=, (2-86)
allfl a
P 6k

Vo_ 12H7 (2-87)

Ny &2
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a% = 0, (2-88)
c
16kH?
a% =24Hj +—2. (2-89)

Na equacao para o fator conforme encontramos uma expressao mais complicada, de modo

que apresentamos apenas o caso onde k = 0,

— 4V —24H3, — 18Ho\i, — 6\iy — T2y HZ — T8HZ
+  36HoVi| + 6\, + 24H3 iy + 44Hs + 24Hois = 0 (2-90)

A existéncia da solucao do tipo “dS" implica a resolucao do sistema de equacdes (2-86)
- (2-90), mas ndo esta claro se isso pode ser feito de uma forma geral.

Vamos tentar uma outra abordagem para solucdes de de Sitter. Considere em
primeiro lugar teorias como (2-1) e (2-2), que sdo equivalentes desde que as fungdes
W = fr(R) e R = V() sejam inversas. Vamos usar este fato para obter o critério de

solucdo tipo dS para as teorias (2-1) e (2-2). A solucdo dS significa que teremos,

1 1 .

Como poderemos saber se a solugdo que leva a (2-91) € possivel ou ndo para a teoria
dada? No caso de (2-1) podemos tomar a variacdo em relagdo a métrica, dg,v = hyv, €

chegar a equacdo

1
Efgu\’ - R,uvflle + (Vyvv - gva)flle =0. (2-92)
Inserindo (2-91) na ultima equagdo, chegamos a equagdo algébrica bem conhecida cujas

raizes R = const nos dard solugdes do tipo dS para modelos de gravidade f(R):

1 1
S8 f—7Rewfp=0 = Rfg=2f. (2-93)

Agora podemos fazer o mesmo para (2-2). As equagdes equivalentes para (2-92), neste

caso, possuem a forma

1
5 Suv (YR—V)—YR,y =0, etambém R=V,,. (2-94)

Inserindo (2-91) em (2-94), chegamos a equacdo algébrica para valores constantes de Y
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para todas as possiveis solugdes dS:
\pV\:, =2V. (2-95)

E fécil ver que a equacdo (2-95) nada mais é que o mapeamento da relagio final na
equagdo (2-93). Para esse fim devemos usar apenas a nossa relag@o principal Y = f(R)
eR= V\{,(\lf) em (2-93). Podemos notar que a relacdo (2-95) joga exatamente 0 mesmo
papel para a teoria (2-2) como a relagdo (2-93) joga para para teoria (2-1) .

A tarefa seguinte € a obtencdo de relagdes semelhantes para as teorias (2-28) e
(2-29). Pode-se notar imediatamente que, nas condicdes (2-94), temos X; =LIR=0¢
X3 = C? = 0. Portanto, a existéncia da solu¢do da forma (2-94), diz respeito somente as
dependéncias de f(X;) em X, e X4 em um caso e a dependéncia de V (y;) em W, e Yy em
outro caso. Em todos os casos, podemos também considerar £ em vez de E.

Primeiro vamos lidar com a Eq.. (2-28). Ao tomar as varia¢des da métrica temos
que lembrar que ao final devemos integrar por partes e, em seguida, utilizar as condi¢des
(2-94). Portanto, todas as derivadas covariantes, agindo sobre a variagdo da métrica hyy
ou sobre as componentes do tensor de curvatura, podem ser facilmente negligenciadas.

Desta forma, obtemos

1
8S) = /d4x\/—_g{§hf+f,§-6hR+fg-8hE}. (2-96)

Um cdlculo muito simples nos dar4,

1 1 1
L SE| = K=~ Eh 2-97
Mlas™ 74 F T T2 2 @37
onde denotamos h = hj,. Entdo, para todas as solu¢des dS desta teoria, os invariantes
constante R e E, relacionados neste caso com a condigdo de consisténcia E = R?/4,

também devem satisfazer a equacdo algébrica

1
f= ERf,'mLEf{;. (2-98)

A ultima equagdo € uma generalizagdo direta de (2-93) e tem o mesmo potencial tedrico
da teoria mais geral (2-28) como (2-93) tem para a teoria (2-1).
O préximo passo € obter a extensao da equacdo (2-95) para o caso mais geral da

teoria (2-29). Tomando as trés variagdes necessdrias obtemos,

BAY) , dV
Sy Loy
05, oV

8_\|I4 8\p4 ’
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A
Shﬂv ds

1 1 1
0 = S(V-WR-WE)=— WR-yE, (299

E ficil ver através da eq. (2-99) que uma equacdo para valores constantes de ;, i =
1,2,3,4, as solucdes de Sitter (2-91) tem a mesma forma (2-95) (com y; em vezde ye V
dependendo de todos os y;) mesmo que Gauss-Bonnet e outros termos estejam presentes
(claro, isso ndo significa que esses termos nao possam ser relevantes).

As outras trés equagdes algébricas decorrem de (2-86), excluindo Hy (que ainda

deve ser encontrado) e usando a relacdo entre R e E para solucdo do tipo dS:

oV 1/ )\
0, —=0, —=-(=—]". 2-100
o3 dyy 4 (3‘112) ( )

v _
a\|11 n

2.5 Conclusao

Vimos nas se¢des anteriores como realizar um mapeamento de uma teoria gravi-
tacional do tipo f(X;) em uma teoria de campos auxiliares. O modelo que desenvolvemos
€ mais geral do que os conhecidos até o momento, em especial, permite lidar com o caso
da teoria com vinculos e conduz a um campo de representacdes auxiliares para as agdes
que se parecem com as do grupo de renormaliza¢@o nas correcdes de acdes de vacuo em
teorias da gravidade como (2-49). Continuamos o estudo aplicando o modelo em outras

teorias, como a exemplo da teoria de Eddington.



CAPITULO 3

Teoria f(R) em uma abordagem

escalar-tensorial

As teorias escalares tensoriais da gravitacdo possuem uma extensa literatura. Em
particular, podemos mencionar a equivaléncia entre uma teoria escalar tensorial e uma
teoria do tipo f(R), onde f é uma funcdo do escalar de curvatura. Um exemplo que

estudamos € o caso das duas ac¢des a seguir, do tipo,

s= [d'xv=gfR). (3-1)

onde f(R) é uma fun¢io que depende da curvatura, e também,

5= [ dtxv=g(vR-uw)), (3-2)

onde y é um campo escalar qualquer.

Fazendo a equivaléncia entre as acoes [38], devemos ter a seguinte relacao,

f(R) =R —u(y). (3-3)

Diferenciando em relacdo a R, teremos,

f(R)=VR+y—uy. (3-4)
Sabemos que, diferenciando (3-3) em relagdo a y, encontraremos,

_du

o au

Substituindo o resultado acima em (3-4),

v =f'(R), (3-5)

dai termos uma relacdo entre as duas acdes que poderd facilitar nossos estudos no
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futuro, reduzindo o grau das derivadas e facilitando nossas contas. Por esse motivo,

centralizaremos nossos esfor¢os na segunda acdo dada.

3.0.1 Exemplo
Podemos utilizar uma fun¢do muito simples para exemplificar o método exposto

na secao anterior,

F(R) = —kR+ %Rz ,

usando o resultado ¢ = f'(R), temos

v=f"(R)=—-x*+0R,

e como v/ (Y) =R

podemos escrever o potencial u da seguinte maneira

v
u(w) =0+ [ R(v) dv.
entdo, integrando

Ky P
”(W)—Q+7+ﬁ,

onde € é uma constante de integracdo arbitrdria.

Esses modelos de gravitagdo t€ém sido bastante discutidos na literatura como
provaveis candidatos para a descri¢do da energia escura. Neste capitulo calcularemos as
equagdes do campo gravitacional por dois métodos diferentes na espectativa futura de
encontrar uma solu¢ao do tido Schwarzschild[32],[33],[34] modificada para gravitacdao

escalar tensorial em estudo aqui.

3.1 Calculando as equacoes de campo pelo método direto

3.1.1 Variando a acao

Como vimos anteriormente, temos a seguinte acao,

s= [ diw/=g(yr-uw) (3-6)
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sendo que u = u(y). Iremos encontrar as equagdes de campo (equagdes de movimento),
utilizando a métrica esfericamente simétrica e entdo buscar as solu¢des de Schwarzschild

modificadas. Para isso, comegaremos variando a a¢do (3-6) em relacdo a métrica gy .

/ d4x\/_ Sh(WR —u) + WSR}

/ d4x\/_ SHOUR =)+ (VT —Oh— Rh) }

1
5 58" (Ry —u) + VEVy — DOy — Ry
Sg'uv 2
1 1
= <Ryv - Engv> Y+ Eg,uv’/l = VuVyy+ gy =0. (3-7)

Desta forma encontramos a seguinte equagao,
1
YGy + Eu(w)ﬁ’é — VEVyy+ 850y =0,

1/1
G =~ (3uW3 -~ Vw4 80y (3-8)

3.1.2 Encontrando [y e V¥V, y

Agora precisamos encontrar os termos da equag¢do de movimento (3-8). Come-

caremos pelos termos [y e V#VVy. Temos que,

Oy =gV, Vyy = g™V, (dyy) = g |9,0vy — T oy |,

Dy = g9,00y — g Th,00¥, (3-9)

onde, para realizarmos essas contas, usaremos a métrica abaixo,

e 0 0 0
0 —e* 0 0
(g)=]1 0 0 - 0 . (3-10)
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Para realizar esses calculos, precisamos encontrar primeiro todos os Fﬁv (cone-
x0es) para a métrica acima. Elas sdo dadas por,

1
I5p= gé’x"(apgcm +068pu — Ougpo) - (3-11)

Fazendo as contas para a métrica dada, os termos abaixo sao os tinicos que ndo se anulam,

t _V t 1t _V ¢t _ A, (A-V
I, =1 r,=0,=% I, =%e?v)
_ VvV (v—A _ _ A t _ N
[, = el x) F% =l =3 Th=7%
roo_ — roo__ —A il 0 _ 106 _ 1
o _ _1 — —
Fq)q) = —sinBcos0 Fr¢ =1 = Iy 00 Fq)e —cot0
Tabela 3.1: Conexées de Levi-Civita para a métrica esfericamente
simétrica.

Para as conexdes acima encontramos (os detalhes dessa conta podem ser encon-

trados em A.1), iremos encontrar o seguinte d’ Alembertiano:

7\‘/

ny:e—’“[—qﬂ’ /\W+ w—gw} V[\Tf—%\iﬂr%\if] (3-12)

Agora passaremos a identificar todos termos V#VVy. Primeiro fazemos,
VIV = ¢V, Vo = ¢V, uw) = ¢ 100y - T, 00y

VAV = g9y 0py — g, ey (3-13)

Esta € a expressdo geral para os V¥V, y. Calculando termo a termo encontramos (termos
nao nulos, detalhes das contas em A.2),

VIViy =e Vi — 2\|f Yelv My
VIV, = e—Vq'ﬂ —eVhy — e—V‘gxp
VIV = —e Myl + 6—7\.%\']/ +e My
V'V, = _V\VN _w”\il-l—e MEI\V
VVay = —Le 1y
VOV, y = ety

Tabela 3.2: Termos V¥V para métrica esfericamente simétrica
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3.1.3 Achando as equac¢oes de campo

Agora temos a colecao de V¥#V,y e também [ly. Podemos entdo retornar a
variagdo da ac¢do, (3-8), e substituir esses valores encontrados.

A variagdo tinha a seguinte forma,

1 /1
Gl = = (Eu(\y)ﬁ’vl _ v#vvw+8f¢mw> .

Fazendo as contas, desprezando os casos nulos, iremos encontrar (as contas
detalhadas estdo em A.3),

1 4 2 1 A 1
t__ //__/ = / __—V_'__ _
G"w<"’ V) A Sl (3-14)
1/ V. A
r— (r — iy — = -1
G. w<“’ Sv-3v). (3-15)
r_1 -\ ! V/' 7\'
G = ¢ (—v+3v+3v). (3-16)
r_l A Vl ’ 2 -V u
Gi= ¢ (2w+rw)+ w< ¥+ w)— v (3-17)
1 % / 1 -V A u
0 _ 1 —A Y AT e AN AN _
Ge—we (\W+2w 2w+rw)+w( o w zw) Tk (3-18)

G$=¢, (‘If +—\|!——\|/+ uﬂ)+—( V4= w—&w) b;, (3-19)

Podemos observar que, assim como na solucdo de Schwarzschild, aqui também

encontramos que as equagdes para as partes angulares sdo idénticas, ou seja:

) 0
G¢—G

3.1.4 Usando Schwarzschild

J4 ha muito tempo as solugdes de Schwarzschild para as equacdes de Einstein

(Gl‘j) sdo conhecidas. Elas sio:

1., 1 Y
G§:R§—§8§:—2—e_7‘<———):0, (3-20)

r 1’2 r
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T DU BRI B
Gy =R~ 58 = 5 +e (—ﬁ—ﬂ:o, (3-21)
1 A
G =R -8 =—¢==0, (3-22)
2 r

A

G$:R$—%8$=67(}1—\1>+e_7‘<ﬂ—v——v—7>+e_v(a+ﬁ—v—x)- (3-24)

Para chegar a esse resultado usamos que,

R=g"Ry+8&" R+ 8"Roo + 5" R0,

R= _g+€_v<v_'x - }”—2> +e‘x<%+2\'/—w +v”+v—72 — ﬂ) . (3-25)
r r 2 2
que € o escalar de curvatura para a métrica utilizada.
Agora, para encontrar as equagdes de campo modificadas, basta usarmos os
resultados que encontraremos para LIR (3-12) e os termos V¥V, (tabela 2.2) juntamente
com as equacoes (3-14) - (3-24) e retornar a equagdo (3-8), onde iremos obter (detalhes

das contas em A.4):

N o, o2 1 W Aoouoy
—A (A = A e SN PG -
¢ (W’ 2wl+r\|/+r2\v rw> ¢ 2W 2 72 0, G-20)
S )
R A N CEY)
r
RV AN WL G SN (NP Y G N S
<2\|;’_|_ W/>+ ( 4 2“’) 2y 1"2+ ( r r>_07 (3-28)
Ay Yy My Ly LY N VN v v?
¢ [“/+2"’ VT +r<2 2) +< Tt )“’]+

Que sdo as quatro equagdes principais deste capitulo. Temos trés varidveis: v, A

eV.
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3.1.5 Verificando Schwarzschild

De posse das quatro equacdes principais dadas na subse¢@o anterior devemos,
antes de passar para a busca das varidveis v, A e \, verificar as contas para ver se essas
equacdes modificadas continuam recaindo para as ja conhecidas solu¢des de Schwarzs-
child como caso especial.

Para fazer essa verificacdo da teoria iremos adotar Y = 1 (ou seja, f = R) nas

equacdes (3-26), (3-27), (3-28) e (3-29). Primeiro comegaremos pela equagdo (3-26),

A )

!/
et \IIN—%\II/—F%\I/‘FFLZW_?W —e’vilif—g—%z(),
Sendo, como dissemos, Y = 1:
VAV VL] e
r r r r
logo ,

Que, pode sua vez, € idéntica a equacao (3-20), exceto pelo termo %, que constitui papel
p quag p 5,4 pap
de constante cosmoldgica.

Agora iremos verificar a equagdo (3-27):

Y A A
! Nif— 2 — W —
Para y =1,
=0 =0 . =0 =1 .
"./\ V//'/‘\ AN /./\7\
vi-5 ¥V 3 y —"y -=0,
r
L,
r

sendo assim, temos A = 0. Que é um resultado idéntico ao encontrado em (3-22).

Passamos entdo a verificar (3-28).

D (Do ]2

Novamente tomando y = 1,
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Que nos remete a equagdo (3-21), exceto novamente pelo termo 3.

Agora iremos verificar a dltima equagao, (3-29):

e‘x[w”ﬂz/ﬂf—%W+%W+%<V_/l>“’+(‘ﬂﬂ_ﬂ_’)“w

2 2 4 2 4
e[ (G-
De novo, y = 1:

_x;; v’;o\ k’;o\ 1;?\ | I AVARRY VNN VAV vy ol
MV SV (3o ) V()
=0 .= = . =
R R

Assim, ficamos com:
. Y "/ " 2 B A 7\:2 7y
R e P s

Que finalmente confere com as equagdes (3-23) e (3-24), exceto pelo termo %
Portanto temos uma teoria que retorna as equacdes de Schwarzschild quando
tomamos Y = 1 e u =. Com essa confirmagao, tentaremos encontrar as mesmas equagoes,

s6 que agora utilizando o método da transformac¢do conforme.

3.2 Método conforme

Nesta secdo iremos chegar as mesmas equacdes de campo encontradas no final
da ultima secdo, porém agora nao utilizaremos o método tradicional de variar a acdo na
forma SZ_S' Desta vez utilizaremos o método de transformacdo conforme, que iniciaremos

v

abaixo.
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3.2.1 A métrica fatorizada

Imaginemos ter a seguinte métrica,

8ab(x*)
(&N) =
0
gab (xa)
(&) =
0

onde l <a,b<nen+1<i,j<D.

g (x")

Vamos verificar como essa escolha de fatorizar a métrica nos facilita encontrar o

escalar de curvatura R. Primeiro iremos calcular as conexdes, dadas por:

1
F;);v = Egm (0ugrv +Ivgur — Ieguv) -

(3-30)

Calculando para o caso da métrica fatorizada, iremos encontrar,

W = %gij(aagjb +0pgaj — 9j8an) =0,

= %gil@jé’lb +pgj1 —9igjp) =0,
Iy = %éﬂb@igcj +9gic — dcgij) =0,
Iy, = %gac(abgcj+ajgbc —dcgpj) =0,

os termos ndo nulos sio:

1
1"5 = —gkl(aiglj +9;gi1 — 918ij) ;

2

1
ab = Eng(aagdb +0p8ad — 9a8ab) -

Ja conhecemos o tensor de Ricci, que € dado por:

Ry = a(lr,gv - aﬂr\%c + fovr%oc - F,Zoargv )
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Logo, temos que,

Agora encontraremos R;;:

R,’ i =
Ja R, terd a forma
Ry =
Temos entdo que
Rl' i =
Ry =
Rai =

a(X az —0, F?& + 1—21 l—"(cx()t - FZ(XF%'
~—~ ~—~
0 0
— 0, —T%, T =0.
v ——
0 0
R4, =0

dal% —OT%, + 17, r‘;‘(, I5,IY

k k l l
T — ol + T} jr ~THL;

doT%, — 9, I +TT, T —TF,

acrgb —9uI¢, +T¢,I% —TT I,
9T, —alge +TgpL ey — r‘aicrgb :

ol arkk+r T — i
acrgb ¢ 41609 —
Ri,=0.

(3-31)

(3-32)
(3-33)
(3-34)

Com isso, podemos escrever o escalar de curvatura de uma forma mais simples e qtil:

R=g"Ruy =g Ruy+ 8" Riv=g"Rup, +8"R;;.

Entdo chegamos no resultado que desejavamos:

onde

R =R(gw) +R(gij)-

(3-35)
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R(gab) = gabRab )

) = olR.

R(gij) = g"Rij.
Desta forma podemos ver que, para encontrar a curvatura para uma determinada métrica,
devemos observar se € possivel separar essa métrica em blocos. Com isso a curvatura

serd a soma das curvaturas encontradas em cada bloco, o que em muitos casos facilita

enormemente as contas.

3.2.2 Utilizando o método conforme

Agora, relembremos a métrica de Schwarzschild (exceto pelo fato de considerar-

mos vV = A = 0, dada anteriormente,

ds* = guvdx'dx” = U 2d? — M gr? — 2dQ,

onde usamos que dQ = sin’*0dd> + d6>. Lembrando que,

e 0 0 0
0 -+ 0 0
= 3-36
@)=l 0 2 o (3-30)
0 0 0 —r’sin’0
Podemos fazer a seguinte mudanca,
r2e’ 0 0 0
0 —r2 0 0
2
— , 3-37
(&) 0 0 -1 0 G-37)
0 0 0 —sin’0
Zn
logo
v ="y (3-38)
Escrevendo de forma mais geral teremos que,
g = €8, (3-39)

onde, para o caso em que estamos estudando, 20 = 2, que leva a ¢® = r, logo 6 = Inr.
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Podemos agora perceber facilmente que uma parte da métrica g,y depende apenas de r e
de t, enquanto a outra parte depende apenas dos angulos 0 e ¢. Sabendo disso, podemos
fatorizar essa métrica, e assim encontrar a curvatura de forma mais simples que a do

método anterior. Adotaremos a seguinte nova notagao nesta subsecao:

(Guv) = ( g“b(()xa) 0 ) : (3-40)

gij(x')
onde 0 <a,b<1e2<i,j<3.Usaremos que

(gab) = (Yab) = < eOA _(:B ) ) (3-41)

b e A 0
<w>:< . _e_B), (342

(giJ-):(coij):(_l 0 ) (3-43)

(@) = ( - o] ) . (3-44)
0 —G

_ -2 — _
A =2 = evelnr _ e(v 2inr) _e(v 20)

Fazendo

’

OB — ;20 — oAl _ J(A=2Inr) _ ,(A-20)
Chegamos na seguinte relacao,
A=v-20, (3-45)
B=\A-20. (3-46)

Por motivo de simplicidade, adotaremos, a partir de agora (apenas neste capitulo), a

notaciou=0—ct,u=1—-r,u=2—-0eu=3— 0.

3.2.3 Encontrando gR;; e 3R,

Nesta subsecdo iremos encontrar o escalar de curvatura utilizando a métrica

g’ = ®'/. Como sempre, temos que calcular primeiro as conexdes. E elas sio (detalhes
em A.5),
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].:%2 = 0 y

1:%3 = 1:%2 = 07

I3, = —sinBcosH,

3

F22 — O )

_ _ cos0

0, = M, ="
23 327 sing’

3

com isso € com as contas feitas em A.5 iremos encontrar,
(,l)UR,'j = gljRij =-2. (3-47)

Agora iremos ao segundo escalar de curvatura da métrica fatorizada. Ou seja, queremos
encontrar g’R,, = ¥R, Os detalhes estio em A.6. Temos as seguintes conexdes para

essa segunda métrica,

_ 1 1 .
o, = ie—*‘aayoo = 5(82A+8}1A’),
_ A
rgo = 5 )
) Al
My = 5
i, = —1e*A8 = lBe(A*B)
11 2 0Y11 > )
_ 1 _ 1 .
I, = —5€ Boayi1 = 5(5234‘5}13/),
_ B
1_‘(1)1 = 5 )
_ B
'y = 5
_ 1 1
Lo = 56_331700 = EAle(A_B) :

e = 5 [R@rB) ol +8).

o que nos levard, de acordo com as contas detalhadas em A.6, a seguinte curvatura,

_ 3 . AB B2 A2 A'B
PRy =V Ryp =4 [— B+— - 7] +e B [A” +5 - } . (3-48)
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3.2.4 Encontrando as curvaturas R e R

J4 haviamos escrito antes que R = §’R,, + g/R;;. Nas tltimas se¢des ja encon-

tramos R € R;j. Logo

AB B? A2 AR
] . (3-49)

R=-2 —A[_B ___] —B[A" 2
+e + > > +e + 5 5

Agora, usando [12], temos a seguinte relacdio entre a curvatura R e a curvatura R:

R=e20 [R 606 — 6((&;)2)] , (3-50)

onde podemos calcular facilmente Oo, fazendo

0o = §“V,Vyo=g" [a,ﬁvc — fﬁvvtc}
= g"0,0y0—g"T},0:0.

Usando que ¢ = In r, teremos,

Ooc = g“alalc—ng)Nalc
-0 -0
1 0071 el 2251 00 1
= §''0"~ 910§+ 8T + 82 Th, +2% T
1 B
_ B [ -al a-B) —B_}
= o' —o
e |:€ 2€ e )

A B’
B__1 / B B
_ o' —o | — I
e |:2€ 2€ :|,

logo

o= [-o' -/ (4 - 2)]. G-51)

= —e B2 (3-52)

Somando as equacdes encontradas (3-51) e (3-52),
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Co + (Vo) = e B [ v (fi/ - Bi) . (c’)z] . (3-53)

Agora, substituindo a equagio acima (3-53) e a equacdo para R (3-49) em (3-50) iremos

encontrar o seguinte escalar de curvatura:

AB B2 A2 A'B
R = 726|: 2 7A<_B ___) —B( " - )
e +e + 5 5 + + 5 5
+ —B 6 /! 6 / A/_ ! 6 N2
¢ (60760 (5 —75)F6())]
AB B2
—20 —A
= 24 (BT -5
e [ +e + 5 5 +
A? A'B A B
—-B 1 7 / N2
+ e ( + 5 > +60" + 60 7% +6(0)

Podemos ainda melhorar essa equacao usando as seguintes relacoes:

: 2 2
A=v-20=A=v, A/:V/——,A”:V”—{——z,
r r

o 2 L
B=A-26=B=AB =N - A"=B=A\.
r

Assim, reescrevendo R,

R = ‘2"[ 2+e” < X+%—%2>+
+ eB(V”—I—%—%(V’—%)(KI—%)+%<V/—%>2+3GI<V/—7\./)—|—6GN+6(G/)2)},
(iR

2 2 4 1 4v' 4
B,/ N Vv — / 2
+ e (V —|—r—2 2( VA — r 7\, }’2) E(V ———|—r—2>+

+o36/(V ) +6o”+6(s’)2)} ,
=0

v A2

20 ..
[ +e 4 + 5 5 +
~ = ~ =
L _B<v”+2 1 ,N+v/+x/ 2 +v7 2v/ n 2 +36/(V! k’))]
e —_—— — _— — S — J——
r2 2 r2 2 2

" kv XZ 2 vV 2v 2N v
—26 -B
(BB (B Y
[ +e + > > +e —|— > + p p + >
oy 2 N / / 2
— ¢ 20 o (A+20) [—X—FA—V— k_} 4+ ¢ (B+20) [V”—i—% — \i+2l_&+v_} )
2 2 r 2 r r 2
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e finalmente usando que ¢ = In r, teremos,

wWoAY L, 2 VN2, 2
}‘1‘6’ |:V +r—2—7+;(\/ —7&)4—7] (3-54)

A equagdo acima é exatamente a mesma da encontrada (3-25). Dessa forma, chegamos ao
mesmo escalar de curvatura encontrado na solu¢do de Schwarzschild, mas agora através
do método da transformacio conforme. Nosso proximo passo € variar a acdo dada em

funcdo agorade v e .

3.2.5 Usando o método conforme
Relembrando a forma da acdo estudada (3-2),
S= /d4x\/—g<\|IR—u> ,
onde, como ja dissemos, u = u(y). Novamente usando [12], temos que,
g =g,

onde D nos indica a dimensdo com a qual estamos trabalhando. Logo, no nosso caso, onde
D =4,

g=2 = /g = VR

Temos que,

0 0 0 —sin%0

7= det () = (r2¢") (= 2¢") (~1)(—sin?6) = —sin” Ol

. _y (VM)
= /=g = |sin®8|r 2¢ 2 )

(VM)
e 2

V/—g =sin’@ e (3-55)

Entdo, usando esse resultado na acdo (3-2), teremos,
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(v+h)
s = /a’4xsinGeJ2r r2e*o (\UR— u) :
2 T e(v;x)
— [ ag [ sineas [ @k’ &7 (yR—u).
0 0 r< ~~~
—— A4
=21
Assim,
(V+A)
S—4n / e (yR—u). (3-56)
Ainda podemos reescrever a acdo acima na forma,
S = 4n/d2xF(v,x,v77L, LV N VY, (3-57)
onde
S W S AW A/ 2 b
FOV, AV, AV N V) = 26 <\|IR—u). (3-58)

Variando a a¢do (3-57) iremos encontrar as seguintes equacodes (conta completa em A.7)

d d /0 d /0 2% /90
%‘E(%)‘&(TS)*@(%):O' (3-60)

Agora temos que substituir a equagdo (3-58) na variacdo encontrada e, através de célculos
laboriosos, porém simples, tentar encontrar as equagdes de campo encontradas na se¢ao

anterior. Fazendo todas as derivadas de F' na equacdo (3-59), encontramos,

2 1 x’)_evx, u_ oy
2

ey~ Yvtvrty-ty
2 r r2 r

Que ¢ exatamente igual a equacdo (3-26)! Realizando o mesmo processo para a equagao

(3-60), realizando todas as derivadas de F, encontramos,

R T R R C O R o

que € exatamente igual a equacdo (3-28)! Encontramos as equagdes de campo, que ja

haviamos encontrado na sec@o anterior. As demais sdo combinagdes destas duas. Ou seja,
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apenas as duas equacdes acima sdo L.I. (linearmente independentes). Tendo a certeza
que nossas equagdes de campo estdo corretas, podemos passar a analizar suas solugdes
para as escrevermos como uma forma de Schwarzschild modificada. Estas equagdes sao
fundamentais e teremos como proximo trabalho analisar suas propriedades e obter uma

solucdo.

3.3 Perpectivas

No inicio deste capitulo encontramos as equagdes do campo gravitacional pelo
método direto, variando a acdo equivalente em relagdo a métrica dada. Logo em seguida,
utilizamos o método conforme e encontramos essas mesmas equacgdes (somente as equa-
coes linearmente independentes).

Ao encontrar essas equacdes por duas formas distintas podemos ter confianca
que elas representem realmente as equagdes do campo gravitacional que queremos
trabalhar.

O préximo passo € resolver essas equagoes diferenciais e encontrar uma solucao,
do tipo Schwarzschild modificada, e com isso analisar suas propriedades. Essa equacao
diferencial poderd ser resolvida por métodos analiticos ou numéricos.

Este capitulo serviu também como uma introducdo didatica da aplicagdo do
método da transformacgdo conforme. Através desta secdo e das contas abertas, incluidas
no Apéndice, é possivel seguir esses passos e fazer o mesmo tratamento dado aqui para
diferentes tipos de métricas e assim ter um método alternativo para se obter as equagdes
de campo. Podemos usar esse fato para obter as equagdes necessarios por um método

mais simples ou apenas para verificacdo destas mesmas equagdoes.



CAPiTULO 4

Conclusao e perspectivas futuras de trabalho

Neste trabalho, que levou a presente dissertacdo apresentada, tivemos con-
tato com vasta quantidade de fontes bibliograficas e também numerosos congressos,
workshops e escolas. Isso levou, entre outras coisas, a elaboracdo do capitulo de introdu-
cdo historica, de extrema importancia para o entendimento do estdgio atual do desenvol-
vimento das teorias de gravitacio e cosmologia. De posse do conhecimento deste passado
podemos compreender melhor essas teorias e também desenvolvé-las.

No segundo capitulo, fizemos uma generalizacdo para as ja conhecidas teorias
de gravitacdo f(R), onde adotamos func¢des do tipo f(R,JR,E,C?,...). Logo em seguida
fizemos também a generalizagdo do mapeamento desta teoria para outra onde emprega-
mos varios campos escalares. Por dltimo buscamos uma solucao tipo exponencial para
as equacdes encontradas. O préximo passo serd interpretar essas equacdes e retirar suas
propriedades fisicas.

Ja no terceiro capitulo, passamos ao mapeamento de teorias f(R) para teorias
escalares. Encontramos as equagdes do campo gravitacional pelo método convencional
de variar a acdo em relagdo a métrica, obtendo equacdes tipo Schwazschild modificadas
(métrica esfericamente simétrica e auséncia de matéria). Depois, com o intuito de conferir
essas equagdes, tomamos o limite para Y = 1 e retornamos as equagdes de Schwazschild
jé bem conhecidas. Logo depois, encontramos as mesmas equagdes, mas utilizando o mé-
todo de transformacdo conforme. Durante esse capitulo tentamos usar uma abordagem
bastante didatica, abrindo de forma clara todas as contas (que estdo incluidas no apén-
dice). Com isso esperamos que esse método, exposto de forma transparente e objetiva,
possa ser utilizado também em outros tipos de métricas. Por fim, teremos ainda que re-
solver as equacdes diferenciais encontradas, seja de forma analitica ou computacional e
assim obter as propriedades fisicas destas solugdes.

Possivelmente a parte mais importante deste trabalho foi o desenvolvimento da
técnica simples de mapear teorias de gravitagdo modificada, como a que utilizamos, em
teorias com vdrios campos escalares e também encontrar os potencias V(y) de forma

explicita e clara. Essa generalizacdo pode também ser aplicada a outras classes de teorias
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e teremos bastante trabalho no futuro dentro desta perspectiva.
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APENDICE A

Apéndice

A.1 Encontrando [y para a métrica esfericamente simé-

trica

Temos:

Oy = "0y +279,9,y + g%V + g0y — ¢" T}y —
— g"ThY — ¥y — g0y
e e_V\T! - e_l\lfll _ e—V F;[at\lj + F{tarw + F?tae\lf + Fgaq)w} + e—?\, [F:rarqf] +

1 ] v
+ 5 [Taodiw+Thedw| + e [Thydw+ T2

72 sin?

v Al -y X \1 \ - & A=V &l
= ey e i e "’}“ [26 "’+2‘W]+

1 — Mt 2.2 —A
+ —[—re }+ [—r sin” Qe ]
r? v r2sin’ 0 v
_ve g v [V \ivfk /} k[& AV &/ ]_1% ;1
= e W—e My —e [2\|H—2e V| et Je \|H—2\|I' ey e
\Y% \4 ) N 2
_ e_v\]'l—e_}”w” _e—vzq,_e—kzw/+€—v§\il+e—k5\l’/ _ _e—kw/

logo,

N B A W o Yaa M i
Oy =e [ V-V v ruﬂ]+e [\v SVHSW (A-1)
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A.2 Identificando os termos V*V*y para a métrica esfe-

ricamente simétrica

Agora passaremos a identificar todos os termos V#V*y. Primeiro fazemos,
VIV = g1V, Vo = g4V, (uy) = ¢ 100y — T, dey

VAV y = g3, 9y y — ¢ dcy (A-2)

Esta € a expressao geral para os V¥V*y. Calculando termo a termo encontramos,

H=tev=t:

VIV = g0y — g M0y = g — ¢TI0y
Vi =V T A r _—v--_—vv;‘ llv?»
= e V—e [Fﬁw+Frr\|f]—e Y—e [2w+ze ﬂ

g /
VIV = e Vi — e—ng; - e—V%eW My (A-3)

u=tev=r:

VIVay = 030y — g, 00y = gy — ¢"TT 00y
/

= e [T T — e e i Y]

/
Vtvrllf — e—v\l'l/ _ e—V%W/ . e_v\é\il (A—4)

u=tev=~0:
VIVoy = g00¥ — ¢ Tedcw = £"9,00 — & |TigWr+ Tio¥ |

V'Voy =0 (A-5)

Esse resultado é compreensivel, ja que Yy nao tem nenhuma dependéncia angular, sendo

entdo nulas as derivadas em relacdo a 0 e ¢.
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Apéndice A
u=tev=a:
VIVoy = g"70,0py — g"T70:¥
V'Vey =0 (A-6)
U=rev=t:

V'Viy = §70,0y —g"T7,0:y
: . A !
= —e‘”w’+e‘x[F§r\v+F’,ﬂ e"“w’+e"“[§\|f’+%lif]

. }\, v/
VVoy=—e My + e*iqﬂ + e*zw (A-T)

U=rev=r:

VIV = g9y g T =~y et Ty Ty

A A
—)» " (A=V)y: N
Vo te [ze + 2\|ﬂ]

A N
VIV = ety e Ve Py (A-8)
u=rev=~0
V'Voy = g'79,9y — g" T g0y
V'Vey =0 (A-9)
u=rev=0o:

V'Vow = g"0,0g¥ — g""T740:¥

V'Voy =0 (A-10)
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u=06ev=r:
VOV = ¢%0g0,y — g%r&aﬂv
VOVay=0 (A-11)
u=0ev=r:
VOV, y = ¢%990,y — ¢®°T7,0cy
VOV, =0 (A-12)
u=0ev==0:
1 S
VOVoy = g*0g00y — geeréear‘lf =2 [Ffae\l’ + eV
0 1
ViVey = —;e v/ (A-13)
u=0ev=0o:
VOVy = g%090yy — ¢*TG,0ry
VOVey =0 (A-14)
u=oev=t:
VOV = g%940,y — g®TE, 0y
VOV, y =0 (A-15)
u=o0oev=r:
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VOV, y = g%940,y — g¥TG, 0ry

VOV, y =0 (A-16)
u=o0ev=_~0:
VOVoy = g%9ydey — g T 50w
VOVey =0 (A-17)
p=0¢ev=4a:
1 r
VOVoy = 030y — ¢*T§0ry = 226 ooV’
1
VOV, = —e My (A-18)

7

A.3 Calculo das equacoes de campo

Parauy=rev=t:

t —V 7\,\'/_ f?uvl / 1
= - — v —Ow-=
yG, e Y—e Z\If e 2‘4/ v 2”
R P | x( Vi My 2 )
= e Y—e Z\If e 2‘4/6 \V+2\If 2\I/'+ V') +
Y

——e VW — —u (A-19)
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L., V. A
L=— (Y —=y— 2y A-2
G W(“’ 2V 2> (A-20)
Parauy=tev=26:
Gy =0 (A-21)
Parauy=tev=0:
Gy =0 (A-22)
Parauy=rev=rt:
. ' )
VG, = —e M e Pyt e oy
2 2
RV )
G = e~ v Sv) (A-23)
Parauy=rev=r:
P ./v’,?l,> _x<,V/,7u/ 2)
G = e (—v+Sv+ 5V ) +e (W SV = Sv Y ) +
N eV(—“+V;'—j—“‘)—E
V¥ =a¥) =3
Gr—le_7‘<\1\|1’+%wj>+£(—"+v;'>—l (A-24)
Ty 2 r v vrav 2y
Parauy=rev=20:
Gh=0 (A-25)
Parauy=rev=0:
Gp=0 (A-26)
Parauy=0ev=rt:
G¥=0 (A-27)
Parauy=0ev=r:
G¥=0 (A-28)

Parauy=0ev=20:

/

1 v A 2
6_ A e _ Y -V
YGg=——e v +e (I|I +—2\4/ —2\|l+r\|!)+e (

VoA
i 59-3Y)
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1 v N 1 eV % A u
0 A / / / .. . .
=— —y -y - — (= —Zy) — — A-2
Go=1,¢ (uﬂ+2w 2\|f+r\|f)+w( b+ oV 2\4!) (A2
Parauy=0ev=0:
Gy=0 (A-30)
Parauy=o¢ev=rt:
G'=0 (A-31)
Parauy=¢ev=r:
G?=0 (A-32)
Parauy=¢ev=20:
Go=0 (A-33)

Parauy=¢ev=0¢:
0 Lo M 2 e (s Y
WGy =~y "V te ("ﬂ+2“’ 2“’+r“’)+e ( VeV 2‘")

-V V

SN U YAV I SIS N) SN A SR S S A
Gy=—e (w/+2w 2\|f+r\|/)+w( b+ ov 2\4!) y (A

Podemos observar que, assim como na solucdo de Schwarzschild, aqui também encontra-

mos que as equagdes para as partes angulares sao idénticas, ou seja,

0
Gy =Gy

A.4 Encontrando a soluciao de Schwarzchild modificada

V=teu=t,

1 N2 1
t__ //__ / = / _ i
Gt—w(w 2w+rw) eV W o —u

Mas
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Logo
I S U VAN IV S BN W |
N b ) R Uit e e el
_ A 2 1 N WA u
e 7‘(‘11”—5‘41/-1-;‘41/-1-72“1—7“1)—6 VEW—E—%ZO (A-35)
V=teu=r;
Aol % 2 eV \Y u
t___}\'_:__}\' v = A S v o~
Gr=e r \pe (2\|ﬂ+r\|ﬂ>+w< \|’+2\|f> 2y
'&—_'/_*_\1‘_*_& /
Wr_ b4 2\|f 2\|f
v A
v — EW _ Ewl — W; =0 (A-36)
V=reu=r,
_1 Y 1 V/ _1—7»\}/ 2, -V V u
6= e (-m=7) =y QY )+ (g -5

@t = E ) (E L (b
/ / .
- L e ) e )
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"

A vy (B (DM

SR A
e[ Sy Ty (2R Y g a
v=0eu=4a;
@ = PG
/ / . A
e A ) B (R S A

B e (S
+e_v[—\'|'f+%\il—&\il+ (—7—“—%—2+V—7“)w} ~%_0 (A-39)

Novamente podemos perceber que as partes angulares em 0 e em ¢ sdo iguais.

A.5 Calculando g'R;;

Temos a métrica

N —1 0 ]
(8ij) = (i) = ( 0 —sin20 ) (A-40)
iy —1 0
((’OU> - ( O _; ) (A'41)
s5in20

Iremos encontrar o escalar de curvatura utilizando a métrica g/ = ®". Como sempre,

temos que calcular as conexdes,

1, ) )
I, = Egkl(aiglj +9;&i1 — 918ij)

_ 1
Fé‘j = E(J)kl(ai(l)lj + 0@y — 0 ;)

Calulando
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_ 1
% = Em"k(aiwkj + 00 — 0x ;)
1
= Em""(skja,-wkj + 5ikaj(0ik - 8ijak(‘)ij)
1
= Ecokk(Skﬁ;ai(DB + 8z'k813aj(’)33 - 6ij§?akm33)

1
— Emkkask 18387020033 + 85, 850,033 — 88} 87 02033)

Sem muita conta, tiramos diretamente que

02033 = dg(—sin>H) = —2sinOcos O
Dai tiramos que,

I}, = sinBcos 0™ (—8;;8787 — 85,87 + 85757 (A-42)

Agora podemos facilmente encontrar os outros fatores,

fl.zj = sinBcos 9(—52]'5?5,2 — 51‘25?53 +5;,6783)

I}, = &;8]sin6cosO

_ 1

3. 8382 8. S382
I, = s1n9c059<sin29>(—53]5j5i — 839 8j
30— (959 5324 5352

L = (sine)(sfﬁl 879

Agora podemos escrever a colecio de I's,

M, =0 (A-43)
I3 = I5=0 (A-44)
I3, = —sinBcosH (A-45)
3, =0 (A-46)
3, = = ijg (A-47)
i, =0 (A-48)

encontramos também que



Apéndice A 78

_ cos0

Ik = A-49
2k sin 6 ( )

=0 (A-50)

De posse destes resultados, podemos finalmente encontrar R; >

Rij = oIy, —ol% +T},IY —ThLy,
= 0ol — &0, + T 1%, — TS, — [T,
= azfizj - 81'28§821=‘§k + fizjfék - Eé/ f%j _Fzz3f%j - F?ZF%j - F?3F§j
0 o
0
= —3,;8]9(sinBcosB) — 5?8§(cos Bsin~'0) — §;;5; sinBcos O <Z::9 ) —
— - — 3 — — —
— §T58]T5 — 815 8713, — §15,8715,
Logo
5 3 (2 .2 252 cos’®
Rij = —9;6;(cos“8—sin 6)—6,6]-(—1— — )—
sin“ 0
— 88} cos? 0 —28757T5;13; — 8787 (153)*
1 cos’ @
S M ") 252 383 .20 282
= §;;0; (—2cos“0+sin“0) + J; Sj(sin29> +28; 8 cos” 6 — ;67 6
1 cos’ 0
_ 883 2 .2 383 .02 252
= 8;;8;/(—2cos" 0 +sin”0) +25;5; cos” 6 — §; 8] <m — m)
Chegamos a,
Rij = §;;8 (sin>@ — 2cos® 0) + 25757 cos> 6 + 5785 (A-51)
Fazemos agora,
/R = ©%(sin?@—2cos*0) +2w> cos’*B0* = @** + sin? O™
1
= —lsin?o( - — ) =—1-1=-2
sin“ 0

Logo, chegamos ao escalar de curvatura, que era nosso objetivo,
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A.6 Calculando g*°R,,

Para a métrica,

(&) = (Yap) = ( eg 0 5 ) (A-53)

b e 4 0
v )=< . _e_B) (A-54)

iremos encontrar o segundo escalar de curvatura da métrica fatorizada. Ou seja, queremos

encontrar 3’R,, = Y**R ;. Temos,

I_ _ _ _
ab = Eng(aagdb +0p8ad — 9d8ab)

1
= Ey“’ (9aYab + OpYad — OdYab)

| 1 ..
— E’YLC (aach + abYac - ac‘Yab) — E'Y“ (ScbaaYbb + 8acab'Yaa - 6abac’Yaa)

Fazemos,

Yob = 82800 + 5},g11 = SgeA = Sll,eB
Diferenciando em relacdo a a,
da¥or = 03008bb + 540180
— 8|80 — 800" | +8} 81 53017

Adotando a seguinte notacao,

dA = A
1A = A
0B = B
0B = B

Assim, a diferencia¢do acima toma a seguinte forma,
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aa’Ybb =

80 [agAeA - s;geﬂ +5 [sgA'eA - s;,BfeB}

A [5282A + 851182A’} — P [526},3 + 5;5},3’]

Usaremos o resultado que nos diz,

doYoo = A
doyii = —€°B
diYo = A’
Iy = —e°B

Agora iremos calcular os I' ,:

[0, —

a

— -
Fab -

1
Ee_A (SObaath + 8aOab'Yaa - 8abaO’Yaa)

1
—Ee_B(SlbaaYbb + SalabYaa - 8abal'Yaa)

Podemos encontrar a colecao de I7s,

Tao
TG
)
o
T
Tor
Th

1
00

24

o

e 9,00 = %(5214 +38,4)

S S

0|

1 1.
= —Ee_Aaan = EBe(A_B)

1 —B 1 (F5 1p/
— ——e B3,y =-(8B+8'B
26 0 Y11 2(8a +8a )

N | S o

1
e B3 1y00 = EA/e(A—B)

SN S

SA+B)+3L(A'+B)
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Com essa colecdo acima, podemos finalmente encontrar o tensor de Ricci para a métrica

Yabs

Roo

Rup = 0.0€) — 9,0, +1T¢, 19, —T9.19,

= 9.1 —d0L5, +Thl ey — [5.To0

= 9oLp — 91T — o [ (A +B)] + 00104 + ool a — TocL60 + TocL o
A B AA B
2 2 + 2<2 ) 2
8 %(A/ +B') — [T 00 — To1Lo0 — ool %o — TorLlo

13 n ; [A//e(A—B) FA'A —B/)e(A_B)} )+
1
e

A A B 1

1
A"eWB) 4 JA A~ B)eA=B) 55+ AG+B) +

2
Loasy g gy B A2 (AL 4
+ A P(A B <22Ae )(2)

(A-55)

Encontraremos agora R .

o.If, — alfgchfled ~TY Iy

c

oYy —ail'7, —a [ (A/+B,)] +09, 0, + T, — T4 LY, — T, T

1. 1. . . B" A" B 1. A B
—BeBA) L _B(B—A)e®BA) L 2 T 2 " pBB-A) <_ _>

> e +2 ( )e + 7 5 5 +2 e 2+2 +
B /A" B .o _ = _. o=

3<§+ 2) [9000, — Tl —T9,Fg — 1T,

1. 1. . . A" 1. A B

ZBeBA) L “B(B—A)eBA) T 1 “BeB-A) <_ _> _

b 5 B(E—A)e ; T 272

A2 B2 [EE (B A)}(z)

4 4 122

(B—A) [B B2 BA BA B BZ} A" A'B" B? A? B?

PR A S i 1 R T S R R
=~ =~

Temos entdo, finalmente que,
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" 2 I ! P> 5 A 9
R A AT AR e [E—B—A 5 (A-56)

> 2 tg IS

De posse dos resultados A-55 e A-56, podemos escrever o tensor de curvatura,

’YabRab = 'YOOROO +Yl 1Rl] EAROO — €BR11
B [A// A’2 A/Bl}

3 [A” A,2 A/B/]

274 4 2" T T 277 g
N _A[ B BA BZ}_ _A[ B+AB BZ}—?— [,,+A7 A’B’}
¢ I 2 2 2 2

Entdo, finalmente teremos,

sabp __,abp A B @_B_z —B | oV A_’Z_A/B/
FUR = PRy = [ B+5 2]+e [A +5 2] (A-57)
A.7 Fazendo a variacio de F(v,A,v, A, A,V /A V")
Primeiro fazemos,
8 = S(V+8V,A+8h,...) —S(VA,...) :4n/d2xF(v+5v,x+5x,...)_
- 4n/d2xF(vx,...)
_ 4n/d2x[F(v+8v,k+87L )= F,)]
LOF g e OF oF 9F .. OF
_ 2 el - - — v+ — -
= 4n/dvax, ST 5y 0 SV S Sk S
OF 01, OF
+ SN+ ﬁ& F(VA, .. )] (A-58)

resolvendo cada item da equagdo acima separadamente,

/ 2% s / / —8vdt dr

B a F [, 0F
= /(8\/8 51 OVel ) dr = /d ST
=0

Logo,
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/ deg—isv _ / dzxaig—FSV (A-59)

Pegando outro termo,

/ dzxa—FS — / —6vdt>
o 2o (]2

=0
= _/<%<E;—I;) ov — 522?) 8vdt dr = /dz 3F)8v
=0

Logo

/ dzxZ—FSV [ aaz (g )ov (A-60)

retornando com esses resultados em A-58 teremos,

Ly iy B i el () P

ov  dr\ov or \ov/ or2 \ov”
%) 0 /d 0 /d 9% /9
[5‘5(%)‘5(%)*&2(5)]&} 0

Com isso, chegamos finalmente as equacgdes,

0 0 /0 0 /0 0% /0
55 G) 5 (on) + 52 (o) - (A-61)
d 0 /0 0 /0 0% /0
o 5(5) Aty +ﬁ(§> = (A-62)



	Elementos Pré-Textuais
	Capa
	Publicação
	Folha de Rosto
	Direitos Autorais
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract

	Sumário
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	1 Introdução
	1.1 Alguns comentários históricos
	1.2 O modelo do Big Bang
	1.3 Teorias de Gravitação f(R)

	2 Campos auxiliares em modelos de gravidade modificada
	2.1 Introdução
	2.2 Equivalência entre as teorias f(R) e métrica-escalar
	2.3 Teoria de gravitação modificada em uma forma mais geral
	2.3.1 Caso com vínculos

	2.4 Condições de inflação exponencial no caso geral
	2.5 Conclusão

	3 Teoria f(R) em uma abordagem escalar-tensorial
	3.0.1 Exemplo
	3.1 Calculando as equações de campo pelo método direto
	3.1.1 Variando a ação
	3.1.2 Encontrando  e 
	3.1.3 Achando as equações de campo
	3.1.4 Usando Schwarzschild
	3.1.5 Verificando Schwarzschild

	3.2 Método conforme
	3.2.1 A métrica fatorizada
	3.2.2 Utilizando o método conforme
	3.2.3 Encontrando "7016gij"7016Rij e "7016gab"7016Rab
	3.2.4 Encontrando as curvaturas "7016R e R
	3.2.5 Usando o método conforme

	3.3 Perpectivas

	4 Conclusão e perspectivas futuras de trabalho
	Referências Bibliográficas
	A Apêndice
	A.1 Encontrando  para a métrica esfericamente simétrica
	A.2 Identificando os termos  para a métrica esfericamente simétrica
	A.3 Cálculo das equações de campo
	A.4 Encontrando a solução de Schwarzchild modificada 
	A.5 Calculando "7016gij"7016Rij
	A.6 Calculando "7016gab"7016Rab 
	A.7 Fazendo a variação de F(,,"705F,"705F,"707F,,,)


