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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo esquema explicito de marcha no tempo para a analise
problemas de propagacao de ondas compativel com qualquer método de discretizagao espacial
que seja baseado em elementos (e.g., Método dos Elementos Finitos, etc.). Por ser explicito,
isto ¢, sem necessidade da solugdo de um sistema de equagdes, o método ¢ de facil
implementa¢do. Baseado em integradores de tempo adaptativos, a técnica aqui proposta
contempla dissipacdo numérica local e otimizada, permitindo a minimizagdo de oscilacdes
espurias ¢ aumento da precisdo. Também, com o emprego de discretizagdo temporal local
(subciclagem), acrescenta-se robustez ao algoritmo do método, flexibilizando a estabilidade e

aumentando a eficiéncia da analise em foco.

Palavras-chave: Métodos de Integracio no Tempo, Analise Explicita, Parametros
Adaptativos, Controle Adaptativo de Dissipagdo Numérica, Subciclagem, Propagacdo de

Ondas, Ondas Eletromagnéticas.



ABSTRACT

This work presents a new explicit time marching procedure for wave propagation problems,
which is compatible with any spatial discretization method based on elements (e.g. Finite
Element Method - FEM, etc.). Because it does not require any system of equations to be
solved, its implementation is very simple. Based on adaptive time integrators, it provides local
and optimized numerical damping, allowing the influence of spurious oscillations to be
minimized, improving accuracy. In addition, by employing local time discretization,
considering a subclycing technique, the performance to the method is improved, enhancing
the flexibility of the method regarding stability and increasing the efficiency of the proposed
approach.

Keywords: Time Integration, Explicit Analysis, Adaptive Parameters, Adaptive Dissipation

Control, Subcycling, Wave Propagation, Electromagnetic Waves.
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Capitulo 1. Introducao

Fendmenos fisicos que envolvam propagacao de ondas, sejam elas mecanicas ou
eletromagnéticas, sao de grande importancia em diversos campos de pesquisa como medicina,
industria, previsdo de eventos naturais, geragdo, transmissdo e distribuicdo de energia,
telecomunicagdes, dentre inimeros exemplos e, com o progresso tecnoldgico das ultimas
décadas e consequente aumento da utilizagdo de dispositivos eletroeletronicos, as ondas
eletromagnéticas em particular apresentam a cada dia maior relevincia na elaboracdo e
funcionamento de diversos equipamentos e processos, que se tornam cada vez mais
dependentes e vulneraveis a sua influéncia. Tais fatos representam um grande incentivo ao
desenvolvimento de ferramentas computacionais cada vez mais eficientes e precisas para
auxiliar em seus estudos. Neste contexto esta dissertacdo propde uma nova abordagem para
analise de problemas de propaga¢do de ondas eletromagnéticas no dominio do tempo, através
do método m-Adaptativo Explicito (ow-AE). A seguir apresenta-se um maior detalhamento a

respeito da problematica em questdo e do trabalho desenvolvido.

1.1 Aspectos gerais, motivacao e objetivos

Sistemas fisicos que envolvam os fendmenos supracitados demonstram a cada dia
um aumento na demanda por auxilio computacional em sua analise. Quando estes sdo de
menor complexidade, solu¢des analiticas sdo acessiveis, porém, quando a complexidade ¢
maior, existem caracteristicas que tornam seus estudos inviaveis ou impossiveis de serem
desenvolvidos satisfatoriamente somente com a utilizagdo de modelos analiticos. Neste
intuito, os modelos numéricos permitem a obtengao de solugdes aproximadas para o estudo e
simulagdes do comportamento destes sistemas, auxiliando em suas compreensio e analise e

acarretando maior confiabilidade aos resultados obtidos.



Capitulo 1. Introducao 13

Uma vez que a solugdo numérica ¢ uma aproximacgao, nela estdo presentes ruidos.
Dentre eles, modos em superposicao de alta frequéncia oriundos do processo de discretizacao
espacial que ndo representam a solugao real de fato, os chamados aqui de modos espurios, se
tornam um problema relevante quando o foco é em propagacdo de ondas eletromagnéticas.
Por este motivo, algum meio de minimiza¢do destes modos espurios se faz necessario. O
amortecimento numérico atua neste ambito e vem sendo apresentado na literatura [1-3]. Nao
sO a presenca de amortecimento numérico, mas ainda um meio de que este seja realizado
adaptativamente ao longo do tempo e do espago ¢ um tema aqui abordado. Neste contexto, ele
¢ controlavel, localmente adaptado levando em consideracdo as propriedades fisicas e
geométricas do modelo e atualizado a cada passo de tempo, de acordo com solugdes

computadas em passos de tempo anteriores, melhorando o desempenho da analise.

Além da questdo do amortecimento, ha que se considerar a escolha por um
esquema explicito de marcha no tempo. Métodos explicitos apresentam como uma de suas
mais marcantes desvantagens, a estabilidade condicionada, que implica na necessidade de
utilizacao de um passo de tempo menor do que um determinado valor critico e possivel queda
de eficiéncia computacional do método, uma vez que ela estd diretamente relacionada ao
numero de passos de tempo necessarios para obtencdao da resposta [4]. Entretanto, quando a
propagacdo de ondas estd em andlise, esta desvantagem deixa de ser tdo relevante, pois a
propria natureza do problema, que geralmente envolve altas frequéncias de operagdo dos
sistemas, exige que os passos de tempo sejam normalmente pequenos, com valores ja no
entorno do limite para a estabilidade numérica. Além disso, marchas explicitas sdo de facil

implementag¢ao, no intuito de nao haver sistemas de equagdes a serem tratados.

O método w-AE, especificamente, apresenta a caracteristica de ser auto-iniciavel,
pois tem sua formulacdo baseada somente na solucdo e sua primeira derivada temporal, o que
elimina célculos adicionais na inicializagdo da marcha no tempo para o calculo da segunda
derivada temporal, que neste tipo de problema nem sentido fisico relevante apresenta, sendo
mais uma vantagem do método. Ainda, diferentes passos de tempo sdo levados em
consideragdo, pois ¢ realizada uma discretizacao temporal local e multiplos incrementos de
tempo (subciclagem) sdo utilizados, tornando o algoritmo mais robusto e diminuindo a
desvantagem da estabilidade condicionada anteriormente citada. Quanto a discretizacao
espacial, a presente abordagem utiliza 0 Método dos Elementos Finitos - MEF [4-7] para duas
dimensdes (2D), isto por uma questdo de adaptagdao aos problemas aqui em foco, entretanto,

destaca-se que qualquer método que seja baseado em elementos é compativel com o Método
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o - AE, em qualquer dimensao espacial. Isto posto, vale ressaltar que até¢ o dado momento nao
foram encontradas referéncias de outros autores com estratégia de amortecimento numérico
semelhante ¢ bom desempenho em problemas hiperbdlicos, aumentando a relevancia deste

trabalho.

As bases do método aqui proposto tém inicio no trabalho de Soares [8], que
propds uma nova técnica de marcha no tempo para analise dindmica, que ja permitia a adocao
de parametros adaptativos, ainda que de forma global. Posteriormente, tal metodologia foi
reconfigurada [9], passando a contemplar parametros localmente adaptativos, permitindo
assim que os mesmo fossem espacial e temporalmente computados, de acordo com as
propriedades do modelo e com o avanco da soluciao no tempo. Recentemente, uma abordagem
bastante genérica foi apresentada neste sentido [10], considerando-se andlises implicitas e
parametros Otimos, tendo sido elaborada uma técnica bastante eficaz para analise de

problemas hiperbolicos.

Neste trabalho, do qual decorrem até o dado momento dois artigos publicados em
anais de congressos [11,12], andlises explicitas sdo focadas e a performance da nova
metodologia ¢ avaliada neste contexto. Mais ainda, tem-se como objetivos associados, a
analise do novo método para problemas de propagacao de ondas eletromagnéticas, bem como
a implementacdo de multiplos passos de tempo a anélise. Abaixo segue a organizacdo desta

dissertacao.

1.2 Organizacao do trabalho

O trabalho esta organizado como segue: no presente capitulo uma breve
introducdo ao tema ¢ apresentada e a modelagem matematica do problema ¢ tratada no
capitulo 2, descrevendo as equagdes governantes e suas caracteristicas relevantes ao trabalho.
O capitulo 3 versa sobre métodos numéricos classicos, abordando modelos discretos para os
dominios espacial e temporal, bem como a subciclagem. No capitulo 4, ¢ apresentada a nova
técnica de marcha no tempo, o método w-AE e suas propriedades e caracteristicas sao

discutidas. O capitulo 5 apresenta, com trés aplicagdes numéricas, os resultados e o
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desempenho apresentados pelos novo método e, finalmente, o capitulo 6 expde as conclusoes
obtidas a partir deste trabalho, bem como algumas perspectivas para trabalhos futuros. Ao

final uma lista de referéncias utilizadas é descrita.
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Capitulo 2. Equacoes Governantes

O comportamento de campos eletromagnéticos em nivel macroscopico, quer seja
estatico ou transiente, pode ser modelado matematicamente a partir das quatro equagodes
basicas da teoria eletromagnética, as equacdes de Maxwell [13]. Estas equacdes sdo a seguir
apresentadas, considerando a andlise transiente, inicialmente em sua formulagdo genérica para
trés dimensdes espaciais (3D) e, posteriormente, em duas dimensdes (2D), que ¢ de fato o
foco nesta abordagem. Deste modo, este capitulo apresenta conceitos € modelos matematicos
pertinentes aos problemas de propagacdo de ondas eletromagnéticas utilizados aqui como
estudo de caso, através do desenvolvimento de suas equacgdes governantes. Entretanto,
destaca-se que a formulacdo do método ®-AE ¢ extensivel e, o método portanto, aplicavel a

qualquer problema hiperbélico.

2.1 Formulagao da equacio da onda eletromagnética no dominio do tempo

Partindo das equagdes de Maxwell e das chamadas relagdes constitutivas [13-17],
a equagdo da onda, utilizada como modelo hiperbdlico pelos métodos numéricos, ¢ obtida.
Também as condi¢des de contorno e iniciais sdo abordadas, de maneira que juntos, estes itens
constituem o problema de valor inicial e de contorno no qual o método ®w-AE mantém seu

foco.
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2.1.1 Equacdes de Maxwell para campos variantes no tempo

Quando a analise transiente em nivel macroscopico esta em foco, as equagdes de
Maxwell, que podem ser escritas tanto em sua forma integral quanto em sua forma
diferencial, sdo as equagdes que governam os fendmenos de propagacdo de ondas
eletromagnéticas. As Eq. (2.1) as apresentam em sua forma integral, como foram inicialmente
escritas e, obtidas a partir das leis de Faraday (2.1a), de Maxwell-Ampere (2.1b), de Gauss
(2.1c) e a lei de Gauss para o campo magnético (2.1d) [7,13,15,16].

§CE-dl:—%ILB-dS (2.1a)
§CH-d1:%J’LD-dS+jLJ-dS (2.1b)
fip-as=[[[ pcav 2.1¢)
{:}SB-dszo (2.1d)

Estas equagdes podem ser escritas em forma diferencial a partir da forma integral.

Isto feito, obtém-se:

VxE=-B (2.2a)
VxH=J+D (2.2b)
VeD=p. (2.2¢)

VeB=0 (2.2d)
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Onde:
E ¢ aintensidade de campo elétrico [V/m]
B ¢ a densidade de fluxo magnético [T]
H ¢ a intensidade de campo magnético [A/m]
D ¢ a densidade de fluxo elétrico [V/m?]
J ¢ a densidade de corrente [A/m?]
P € a densidade elétrica de carga [C/m’]

o sobrescrito () denota derivada temporal de primeira ordem.

2.1.2 Relacoes constitutivas

Ainda, as equagdes abaixo descritas, chamadas de relagdes constitutivas, que
relacionam os campos envolvidos no estudo com as propriedades eletromagnéticas do meio
de propagagdo, também compdem as informag¢des necessarias para a formulagdo do sistema
de equacdes de um problema de propagacdo de ondas eletromagnéticas. Estas relagdes sdo
validas para materiais isotropicos lineares, visto que anisotropia € modos nao lineares ndo sao

considerados nesta abordagem.

B=uH (2.32)
D=¢E (2.3b)

J=oE (2.3¢)



Capitulo 2. Equagdes Governantes 19

Onde:
M é a permeabilidade magnética [H/m]
& ¢ apermissividade elétrica [F/m]

o ¢ a condutividade elétrica [S/m]

2.1.3 Equacdes da onda para o campo elétrico e para o campo magnético

De posse das equagdes e conceitos acima apresentados, ¢ agora possivel escrever
a equacdo da onda eletromagnética vetorial no dominio do tempo. Embora o
eletromagnetismo seja um fendomeno Unico, ainda ¢ usual que as equagdes da onda sejam
formuladas em fun¢do somente do campo elétrico ou somente do campo magnético. Assim
sendo, a partir das equag¢des de Maxwell na forma pontual (2.2a) e (2.2b) e das relagdes
constitutivas (2.3a) e (2.3b) a equagdo nao-homogénea vetorial da onda para o campo elétrico

¢ obtida:

6E+V><(y‘1V><E)=—J (2.4)

Onde o sobrescrito () representa a segunda derivada temporal.

E, analogamente, a equagdo ndo-homogénea vetorial da onda para o campo

magnético ¢ obtida a partir das Eq. (2.2a), (2.2b), (2.3a) e (2.3Db).

,LH+VX(8_1VXH)=VX(8_1J) (2.5)
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2.1.4 Forma genérica da equacio da onda eletromagnética

Das Eq. (2.4) e (2.5), nota-se que a formulacdo da equacdo vetorial da onda, tanto
para o campo elétrico, quanto para o campo magnético, ¢ semelhante. Levando isto em conta
e que o foco aqui ¢ no método numérico de marcha no tempo e ndao no problema fisico, a
seguir ¢ apresentada entdo, uma formulacdo genérica da equagdo de onda eletromagnética
vetorial, a qual pode ser utilizada tanto para campo elétrico quanto para o magnético, de
acordo com a aplicagdo desejada. Assim, partindo das Eq. (2.4) e (2.5), esta forma genérica da

equacado vetorial ndo-homogénea ¢ dada por:

VxkVxu+ pi=1y (2.6)

Onde:
u representa genericamente E ou H.

k representa genericamente & ' ou u'.

p representa genericamente [/ ou & .

Y ¢ chamado de termo fonte e representa genericamente — J ou

Vx(&‘_lJ).

Por fim, ¢ valido relembrar que o foco do presente trabalho ¢ em modelos de duas
dimensdes espaciais (2D). Deste modo, com a escolha adequada do referencial, a Eq. (2.6)

adquire a forma:

V- (kVu)— pii =y 2.7)
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Onde u representa a componente em foco do vetor u, isto ¢, u;. O subscrito ( ;)
simboliza a coordenada em foco do vetor em questdo, podendo assumir os valores de (x, y ou

z)!. Os termos u ¢ u sdo a partir daqui chamados de campo incdgnita do problema.

2.2 Condicoes de fronteira, de contorno e iniciais

Agora que a equacao governante ja € conhecida, para completar a formulagdo de
um problema de propagacdo de ondas variantes no tempo, as condi¢des de contorno e iniciais
sdo essenciais para garantir a solu¢do Unica que de fato representa um problema. Tais

condig¢des sdo apresentadas a seguir.

As condigdes de contorno podem ser deduzidas a partir das equacdes de Maxwell
em sua forma integral, descritas nas Eq. (2.1). Para tal, considerando a interface entre dois
meios distintos de propagacdo sem a presenca de uma fonte de campo nesta interface, também
chamada de fronteira, as denominadas condi¢des de continuidade, descritas a seguir, sdao

requeridas [13-17].

nx(E —E,)=0 (2.8a)
f.(D,-D,)=0 (2.8b)
nx(H —H,)=0 (2.8¢)
f.(B,-B,)=0 (2.8d)

' Por exemplo, pode-se ter u=Ey e V = [§ —J
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Onde n ¢ o chamado vetor normal, que possui dire¢io normal a fronteira (ou
interface) e sentido do meio 2 para o meio 1 (apontando para fora da superficie em todo o seu

contorno), como mostra o esquema da Fig. 2.1.

Meio 1

8]5#1

Figura 2.1 - Interface entre dois meios de propagacio.

Embora existam diversas modelagens para condi¢des de contornos, opta-se por
utilizar neste trabalho (problemas 2D) as descritas a seguir, nas Eq. (2.9). Outras condi¢des de
contorno (e.g., condi¢des de contorno ndo-reflexivas etc.) podem ser empregadas em conjunto
com a metodologia proposta nesta dissertacdo, todavia, sem maiores dificuldades. A condicao
de contorno apresentada em (2.9a) ¢ chamada essencial ou condi¢do de contorno de Dirichlet
e se caracteriza por definir o campo incognita como sendo prescrito (valor imposto como
conhecido ao longo do tempo) na regido do contorno a qual corresponde. Ja o tipo de
condicdo em (2.9b) é denominada natural ou condicdo de contorno de Neumann,
caracterizada pela imposi¢do de derivada do campo incégnita como prescrita na regido do

contorno [4,5,14-16,18].

u=1u (2.9a)

U=, (2.9b)
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Onde:
u denota o valor prescrito do campo incognita .

0
— u a derivada direcional do campo incdgnita normal ao contorno

u; o valor prescrito derivada direcional do campo incognita normal ao

contorno.

A Fig. 2.2 esquematiza um dominio qualquer Q limitado por um contorno I,

onde I apresenta condi¢des de contorno tipo essencial (# ) e I, condi¢des de contorno tipo

natural (u ).

=R

b1

Figura 2.2 - Condig¢odes de contorno de Dirichlet e de Neumann.

Por fim, as condig¢des iniciais completam o conjunto de informagdes necessarias a
formulagdo de um problema de propagacdo de ondas eletromagnéticas e sao formadas pelos

valores do campo incdgnita no instante de inicio da andlise e sua derivada, mostrados nas

equacdes abaixo.

0~ Yo (2.10a)

o= 1, (2.10b)
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Capitulo 3. Métodos Numéricos Classicos

Mesmo que a solugdo analitica dos problemas em questdo ndo esteja disponivel,
faz-se necessaria uma maneira de obtengao de uma solugdo e, para tal, através de processos de
discretizagdo, o problema ¢ aproximado por diversos problemas de menor porte e discretos,
viabilizando uma solu¢ao numérica. Por discretizagcdo entende-se ser o processo de subdivisao
de um dominio continuo qualquer em subdominios menores e finitos. Tal processo ¢ aqui
abordado tanto para o dominio espacial, pelo Método dos Elementos Finitos - MEF, quanto
para o dominio temporal, pelos métodos de marcha no tempo (ou métodos de integragdo

direta).

Neste intuito, este capitulo aborda métodos de discretizagdo espacial e temporal
classicos considerados relevantes ao desenvolvimento do trabalho. Para tal, inicialmente sdo
apresentados conceitos relativos a técnicas de aproximagdo de solugdes juntamente com o da
discretizagdo espacial utilizada, o Método dos Elementos Finitos em duas dimensdes - MEF
2D. Entretanto, uma vez que o objetivo € a analise transiente, a discretizagdo temporal é o
foco principal do trabalho e por esta questao, o MEF ¢ aqui descrito, ndo sendo desenvolvida
uma discussao profunda a seu respeito € sim apenas apresentados os principais conceitos de
sua formulagdo e dados relevantes a formulacdo do método w-AE. Textos que apresentem

maior detalhamento a respeito do MEF podem ser encontrados nas referéncias [4,5,6,7,17].

No que segue, sdo apresentados alguns conceitos relativos a métodos de marcha
no tempo, bem como algumas consideracdes a respeito do que vem sendo desenvolvido
recentemente pela comunidade cientifica em abordagens semelhantes. Ainda, ¢ apresentada a
técnica de discretizagdo temporal local, recorrente na literatura, conhecida como subciclagem
e muito utilizada em marchas explicitas para acrescentar robustez ao algoritmo e melhoria de
eficiéncia [19-21]. Por fim, dois modelos de discretizagdo temporal amplamente difundidos
sdo citados, mais especificamente, o Método de Diferenca Central (MDC) [4] e 0 Método a-
Generalizado Explicito (a~-GE) [1], os quais sdo utilizados como meio de compara¢do com o
novo esquema de marcha no tempo (a ser apresentado no proximo capitulo), a fim de validar
os resultados obtidos e, portanto, sdo brevemente apresentados, sem maiores discussoes de

suas caracteristicas.
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3.1 Modelo de discretizacio espacial: o Método dos Elementos Finitos em duas

dimensoes (MEF 2D)

Partindo da equacdo governante (2.7), considera-se que ela seja valida para um

dominio continuo qualquer Q limitado por um contorno I' subdivido em T, eT,
(C=r,url, el,"[,=0),

No processo de discretizagdo espacial pelo MEF, a primeira etapa consiste em
segmentar o dominio continuo Q em subdominios de dimensdes espaciais finitas (€2),
chamados de elementos, de maneira que a unido destes ({2p), denominada malha de elementos
finitos (por vezes referida como dominio global), seja equivalente ao dominio continuo. A
Fig. 3.1 esquematiza um dominio espacial discretizado por elementos finitos, bem como seu
contorno também discretizado (T},)) , sendo que U e U, correspondem, respectivamente, aos
valores discretos das condi¢des de contorno apresentadas nas Eq. (2.9a) e (2.9b). Ainda, o
chamado elemento triangular linear é nesta figura destacado, suas bordas (lados do tridngulo)
e seus nos (vértices do tridngulo). Este, por sua vez, ¢ uma escolha que acarreta boas
aproximacgoes para geometrias complexas e irregulares e, por isto € neste trabalho utilizado (o

subindice . indica as variaveis em nivel de elemento).

P AVAVAVAY, 30N
KROFPAIER
S TBSS
AN
A

SR

Figura 3.1 - Dominio discreto do problema.

\/
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Entdo, o campo solugdo u ¢ aproximado por um valor discreto # , no elemento,

expresso como um somatorio de produtos entre fungdes conhecidas e coeficientes
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desconhecidos, como mostra a Eq. (3.1), simplificando assim a resolu¢do do problema a

encontrar estes coeficientes [22].

U, (X,1) =@, (X)u () + @ (X)ui(O) +...+ @) (X)ul (1) = Xcoi(X)ui(t) (3.1

i=1

Onde:
u representa os coeficientes desconhecidos.
X representa coordenadas espaciais genéricas.
t representa o instante de tempo em analise.

@ representa a funcao de aproximacao conhecida (funcao de interpolagao).

1], representa o numeros de termos do somatdrio, ou nimero de graus de

liberdade do elemento (77, =3 para o elemento triangular linear aqui

adotado).

Uma vez discretizado o dominio espacial, passa-se a etapa de formulacdo do
modelo espacial discreto pelo MEF. Esta formulagdo, por sua vez, pode ser desenvolvida a
partir do método dos residuos ponderados - MRP [17,22,23,24], que ¢ muito utilizado devido
a suas versatilidade e generalidade. Neste contexto, a formulagdo ¢ desenvolvida em nivel de
elemento e, posteriormente, através da técnica conhecida como assemblagem, pode ser

expandida para o dominio global Qp.

Quando o campo solugdo € substituido por um valor discreto aproximado, um erro
(ou residuo) associado a discretizagdo surge. O MRP pondera este erro, de maneira que o

residuo na totalidade do dominio geral em andlise seja nulo, através da seguinte expressao:

R = [rod=0 (3.2)

Q

e
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O residuo decorrente da discretizagdo (7,) e a funcdo de ponderagdo (@, ) sdo

aproximados pelas seguintes expressoes:

r, = pii ()= V- (kVu (1)) + y(t) (3.3a)

0 (X)=Y B! (X) (3.3b)

Onde:

£ € um coeficiente arbitrario.

v ¢ a funcgdo de interpolagao para w.

Permitindo a obtencdo da expressdo a seguir:

R =

! {”Z [logtit=v- (kv v )+ y (0 2= o} (3.4)
h= 0,

1 =1

No MEF, que ¢ classificado como um método de dominio, € usual se estabelecer

no contorno 1| (essencial) o peso como sendo identicamente nulo (w=0) e o campo solugdo
prescrito (u = u ), mantendo o foco da modelagem, de fato, no dominio. Assim, aplicando-
se a Primeira Identidade de Green [16,25] a Eq. (3.4) obtém-se a Eq. (3.5), utilizando o
método de Galerkin [6,17,22,25], onde a fungdo de interpolagdo de w ¢é escolhida como igual
a funcdo de interpolagdo da solugio (l//k (X )=(pk()Q). Isto posto, a Eq. (3.4) adquire a

forma:
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Zﬁ jgoep(pedQu +IV(0 kV @ldQu! —Ik h6u .[goe]/dQ (3.5)

Que pode ser entendida como sendo a forma fraca dos residuos ponderados
discreta. Esta por sua vez, quando reescrita sob forma matricial, como na equacao abaixo, € o
modelo discreto no espago em um sistemas de coordenadas genérico X, também chamada de

equacao semi-discreta, para o sistema global.
MU(f)+KU{) =F() (3.6)

De onde define-se a lei de formagdo das matrizes utilizadas da formulagdo geral
do MEF, em nivel de elemento, chamadas de matrizes locais, apresentadas nas equagdes a
seguir. Os valores nelas descritos sdo utilizados para a constru¢do das matrizes globais,

através da técnica chamada assemblagem.

M= [(¢! Jole! 2 (3.82)
K2 = [(vel )} kvt ko (3.8b)

:r_[(/)le]a?ﬁd_‘_é[(pé7@ (3.8¢)

Apresentada a formulacio do MEF, ¢ realizada agora a particularizagdo para o
modelo neste trabalho utilizado, o MEF 2D com elementos triangulares lineares, os quais sdo

representados na Fig. 3.2, juntamente com suas func¢des de interpolagdo.
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(@ (b) (© (a)

Figura 3.2 - Elemento triangular linear e suas funcdes de interpolacio.

Neste contexto, a coordenada genérica espacial X passa as coordenadas em duas
dimensdes (x,y) e a fungio de interpolagdo ¢. forma a matriz de interpolagdo (N ), com lei

de formagao descrita na equagao abaixo.

1
N =——(a +bx+cy) , V i=1,23 _
Y (@, +bx+cy) (3.8)

4
e

Onde o subindice i corresponde aos nos do elemento, 4. ¢ a area geométrica do
elemento e a;, b; € ¢; sdo os coeficientes do plano interpolador para cada um dos nés, dados

por:

1
1 (3.9a)
Ae:_l x2 y2
2
L x;, »
&G =XV =%);
b=y, = (3.9b)

C, =X —xj
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Onde:
(i k=123) v(ijk=23,1) v(ijk=3,12)

Neste contexto, a Eq. (2.7), em nivel de elemento, assume a seguinte forma

matricial;

U,
ge('x’y):[]vl N2 N}] u2 :Nue (310)

Us

E a partir da matriz de interpolaco, pode-se definir uma matriz auxiliar B,z

como sendo dada por:

0
ox | [b, b, b,

wer = | [N, N, N,] 2AEL . e (3.11)
oy

E as Eq. (3.8), tornam-se:

. 1 00
MezipAe 010 (3.12a)
0 01
e T
K" = (BMEF) kBMEFAe (3.12b)

1
o B G2 B G R R I g . (3.12¢)
0 |2 2 2 3
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Onde /,, com i=1, 2 ou 3, é o comprimento da borda do elemento, com respectiva

condi¢do de contorno natural prescrita de l_J.i;1 (aqui assumida constante ao longo do lado),
conforme indicado na Fig. 3.3. Na Eq. (3.12c) também assume-se ) como constante no

elemento.

[=E1re]

1
{1 ug

Figura 3.3 - Elemento triangular linear e suas caracteristicas relativas 2 modelagem do termo fonte.

Observe que a matriz de massa M em (3.12a) ¢ diagonal, também chamada de
forma concentrada. Esta modelagem ¢ tradicional em métodos explicitos e permite que nao
haja necessidade de solucionar sistemas de equagdes a cada incremento de tempo durante a
marcha [6,26]. Assim o sistema se torna desacoplado, ou explicito, originando inclusive a
denominacdo dada a técnicas deste tipo no atual contexto. Esta diagonalizacdo da matriz M
torna o custo computacional por intervalo de tempo consideravelmente menor para técnicas

explicitas, se comparadas a métodos implicitos.

3.2 Modelos de discretizacio temporal: métodos de marcha no tempo

Para a discretizagdo temporal, o dominio temporal continuo ¢ dividido em
instantes discretos de tempo, através de um intervalo finito chamado de passo-de-tempo (At).
No que segue a discretizacdo do dominio temporal, célculos recursivos sdo realizados para

obtencdo da resposta numérica do problema a cada instante desejado. A estes calculos
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recursivos se da o nome de marcha no tempo ou método de integracao direta. Assim, métodos

deste tipo consideram duas idé€ias basicas [4,6,27]:

i. Ao invés de encontrar a solugdo no continuo tempo, ela ¢ buscada em tempos

discretos, intervalados de At.

ii. Dentro deste At se assume que o campo solucdo e suas derivadas variem de
forma pré-determinada. A maneira como estas grandezas variam ¢ que
determina caracteristicas como estabilidade, precisao e custo computacional do

método numeérico.

Entre os métodos de integragdo direta encontram-se os explicitos [4,18,1,6,2],
conceito relacionado ao fato de ndo haver sistemas de equagdes a serem tratados ao longo da
marcha, uma vez que a matriz M ¢ diagonalizada nos modelos abordados, como mostra a Eq.

(3.12a).

Como ja citado, técnicas explicitas apresentam a caracteristica de estabilidade
condicionada, necessitando que o passo de tempo escolhido seja menor ou igual a um valor
critico. O valor do passo de tempo critico (Af,) pode ser calculado com base nas
propriedades fisicas e da geometria espacial do problema, em conjunto com a estratégia de
integracdo adotada no método. Basicamente ele tem relagdo com o menor periodo de
oscilacdo natural dos modos em superposicio do modelo discreto no espago (T.) e,
consequentemente, com a sua maior frequéncia de oscilagdo natural (w.), que juntos mantém
a chamada freqiiéncia de amostragem também menor ou igual a seu valor critico ., como
mostra a Eq. (3.13a). Estes conceitos sdo melhor abordados no préximo capitulo. Embora
estes valores garantam a estabilidade da marcha no tempo, ndo ¢ matematicamente trivial

encontrar Af,, uma vez que este é relativo a matrizes globais (obtidas pela assemblagem das

matrizes locais), que sdo de grandes dimensdes. E usual entdo, realizar uma andlise

semelhante a partir das matrizes locais de elemento e utilizar como passo de tempo critico o

do chamado elemento mais critico da malha (A?,), que corresponde aquele com maior

frequéncia natural de oscilacdo, dentre todos os elementos da discretizagdo espacial (@),

correspondendo a uma frequéncia de amostragem critica €, descrita na Eq. (3.13b). Isso
permite trabalhar com matrizes em nivel de elemento, de dimensdes consideravelmente

menores ¢ viabiliza os calculos para definicdo do passo critico a ser adotado, sem perda de

estabilidade e precisdo [4].
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Q=N o (3.13a)

Q, =N, (3.13b)

A grosso modo, pode-se entender estabilidade como a caracteristica que garante
que o método numérico ao longo da marcha no tempo nao amplifique o erro oriundo das
condi¢des iniciais e do processo de discretizagdo e a precisdo como a caracteristica que trata
sobre o valor definido pela estratégia de integracdo do método para este erro, em consonancia
com a estabilidade e eficiéncia computacional. Estes conceitos estdo fortemente
correlacionados e sao abordados para o método m-AE no proéximo capitulo. Por enquanto, um
conceito geral ¢ apenas apresentado no que concerne a apresentagdo da técnica de

subciclagem, a seguir abordada.

3.2.1 Discretizacao temporal localmente adaptada: a subciclagem

Em adi¢do a discretizagdo temporal realizada por um esquema explicito de marcha
no tempo, a subciclagem, conceito recorrente na literatura [19,20,28-39], ¢ comumente
empregada para melhoria de eficiéncia computacional, bem como aumento da robustez do
método. A necessidade de um passo de tempo critico em marchas explicitas, embora garanta a

estabilidade, acaba por subotimizar a marcha no tempo, uma vez que diversos elementos da
malha ndo precisariam utilizar um passo de tempo tdo pequeno quanto Af,. Neste contexto, a

subciclagem permite que o problema seja minimizado e pode ser entendida como uma
discretizagdo local otimizada, que consiste em dividir o dominio espacial global discreto em
subdominios menores, cada um possuindo um passo de tempo adequado a ser utilizado na

marcha no tempo.

Na estratégia aqui adotada, esta divisdo do dominio considera um passo de tempo

base (Af,,,), menor ou igual a Af, e entdo subdominios sdo criados, levando em

base
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consideragdo poténcias de 2 multiplicadas por Af,,, para definigdo do passo de tempo de

cada subdominio, observando sempre os limites de estabilidade. Através deste conceito, cada
n6 do modelo espacial pode ser alocado em um subdominio temporal, marchando com o

respectivo passo de tempo.

A Fig. 3.4 ilustra a subdivisdo de um dominio qualquer, considerando uma malha

irregular de elementos finitos e a atribuicdo de dois passos de tempo. Assim, os nos

destacados na imagem 3.4(a) marchariam com passo de tempo Af =20Atb e 0s nos

ase

ase *©

destacados na imagem 3.4 (b), com passo Az, = 2! At,
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Figura 3.4 - Exemplo da subdivisdo de um dominio para a subciclagem: (a) nés no subdominio 1, (b) nés
no subdominio 2.

r

Em tese, cada elemento da malha possui um passo de tempo critico (Atg) eéa

partir destes valores que os subdominios sao criados. Esta primeira etapa de classificagao dos
nés em distintos subdominios, consiste em primeiro avaliar, durante o processo de constru¢ao

das matrizes para o MEF 2D, os nés de cada elemento da malha e calcular respectivos passos

e

rase € quando o nod pertencer a mais de um elemento,

de tempo criticos como sendo igual a At

e

wase dentre os elementos a este n6 conectados € a ele atribuido. Apds todos os

0 menor At

elementos serem analisados, cada n6 da malha tem um passo de tempo critico a ele atribuido,
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chamado de passo de tempo primitivo (At m), que sera utilizado no intuito de ndo violar o

pri

critério de estabilidade.

Levando em consideragdo Af, e seus multiplos, os subdominios sdo

ase

construidos e os nds neles alocados da seguinte maneira: para cada poténcia de 2 multiplicada

. 0 ~ . , .
por At partindo de 2", sdo avaliados os nds da malha e seus respectivos Atpn-m e, caso

base >

Af, .. seja maior ou igual a 2"At, . e menor que 2" At

» (com n=0,1,2,3...), o respectivo

base base

subdominio ¢ criado e os nds que obedecem a esta condicao nele alocados.

Realizada a criacao dos subdominios e classificagdo dos nos, a solucao para cada
subdominio ¢ computada considerando a solu¢do do respectivo subdominio no seu passo de
tempo anterior e, para as bordas dos subdominios, a solu¢do ¢ interpolada sempre que
necessario e assim a solucdo global deste passo de tempo global ¢ construida. Considera-se
aqui, interpolacdo baseada em ajuste de curvas parabodlicas em relagdo a trés passos de tempo
consecutivos, sendo esta uma abordagem consistente com técnicas de segunda ordem (como ¢
0 caso) [24]. Feitas estas consideragdes a respeito da discretizagcdo temporal, o MDC ¢ o

método a-GE sdo a seguir apresentados.

3.2.2 O Método da Diferenca Central (MDC)

O MDC ¢ uma referéncia mundial nas ultimas décadas, quando se trata de
métodos explicitos. Sua formulagdo é baseada em aproximagdes por diferengas centrais para
as derivadas temporais e interpolacdes quadraticas sdao utilizadas para obtencdo do campo-
incdgnita nos instantes de tempo (-At) e (t+Af), sendo portanto, um método com precisao de
2* ordem. Como ¢ uma técnica explicita, o MDC exige que o Af escolhido seja menor ou igual
a um valor critico, para que a frequéncia de amostragem seja menor ou igual a critica, sendo

estes valores criticos definidos abaixo, na Eq. (3.14) [4]:
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apre =Ll Z g gy G.14)
T w

Como o MDC ¢ de facil implementacdo e geralmente eficiente, embora nao
contemple amortecimento numérico, ele ¢ amplamente utilizado como método de comparagao
para a afirmacdo das caracteristicas de outros métodos. Neste sentido, a figura abaixo mostra
um esquema de sua rotina de marcha no tempo. Relembra-se que o MDC nao ¢ aqui

discutido, sendo o mesmo somente apresentado.

1. Calcular as matrizes M, K e o vetor F.

2. A partir das condigdes iniciais U° e U° calcula-se U° = (M) (F* ~ KU °) e
2

U™ =U"-AU° +% U’
3. Escolhe-se Af <Af,

4. Calcula-se as constantes @, = At ,a, = (2At)_1,a2 =2a,
5. Calcula-se M = (aM )"
6. E a cada passo de tempo:

6.1. Calcula-se F=F' +(a,M—K)U' —a,MU"™

6.2. Calcula-se U™ =MF

6.3. Calcula-se (se necessario) U’ =g, (U”At —Ut_At) e U' =g, (U”At -2U' + Ut_m)

Figura 3.5 - Esquema de marcha do MDC.
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3.2.3 O método a - Generalizado Explicito (a-GE)

Analogamente, o método a-GE [1] é outro método consagrado, o qual tem
precisdo de 2* ordem e apresenta como caracteristica adicional ao MDC a presenga de
amortecimento numérico. Uma vez que a presenga de amortecimento numérico configura uma
das caracteristicas de maior relevancia na abordagem aqui desenvolvida, o a-GE ¢ também
escolhido como método comparativo neste trabalho.

O método a-GE possui um parametro (0 ) a ser escolhido manualmente durante a

inicializacao do algoritmo, o qual representa o valor do raio espectral no limite de bifurcacao
e rege a dissipacdo numérica. Uma vez que esta ¢ uma técnica explicita, assim como o MDC
ela também estd condicionada a uma frequéncia de amostragem critica, que neste caso ¢

dependente deste pardmetro p e esta definida a seguir na Eq. (3.15).

Q6 :\/ 2(0+p)2-p) (3.15)

10+15p—p* +p° = p*

Ainda, quando o amortecimento numérico se faz presente em uma técnica
explicita, a chamada frequéncia de bifurcag¢do (£2z) ¢ de suma importancia na modelagem do
método. Este conceito ¢ melhor abordado no préximo capitulo, tendo por enquanto, apenas
seu valor descrito para o método a-GE na Eq. (3.16), observando-se a restrigdo de que para

garantir a estabilidade deste método, a freqiiéncia de bifurcacdo deve ser menor ou igual a
frequéncia critica (Qg_GE < QS_GE). Isto posto, a Fig. 3.6 apresenta o esquema de marcha no

tempo do método.

Q% =(1+ pW2-p (3.16)
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1. Calcular as matrizes M, K e o vetor F.

2. A partir das condigdes iniciais U’ e U°, calcula-se U° = (M) (FO —~ KUO)

3. Escolhe-se Af <Af

4. Seleciona-se o parametro P (0< p <1)

1 para nenhum amortecimento numérico
Destaca-se que: p = | 0.366534 para minimo alongamento de periodo
0 para maximo amortecimento numérico
2p-1 5-3 3
5. Calcula-se as constantes &, = P ,P= > P ey=—-a,
p+17" (p+1f(2-p) 2

6. E a cada passo de tempo:

6.1. Calcula-se F=(KU' + MU")

.. 1 _ n
6.2. Calcula-se U™ = (-a) (M) 1(F—F)

6.3. Calcula-se U™ =U' +At((1—7/)ff +?U+A’)

. . 1 . .
6.4. Calcula-se U™ =U' + AU’ +At2((5—ﬁJUt + AU A’j

Figura 3.6 - Esquema de marcha do método a-GE.
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Capitulo 4. O Método ® - Adaptativo Explicito (0-AE)

De posse do modelo hiperbolico discreto no espaco e dos conceitos relativos a
discretizagdo temporal apresentados no capitulo anterior, o foco principal deste trabalho de

propor o método - adaptativo explicito (w-AE) ¢ agora abordado.

Como previamente citado, o0 método ®-AE ¢ um técnica explicita de marcha no
tempo, que utiliza um parametro de integragdo espacial e temporalmente adaptativo para
inser¢ao de amortecimento numérico na analise, o qual ¢ atualizado a cada passo de tempo, de
acordo com a solugdo computada em passos de tempo anteriores. A atualizacao deste
parametro ¢ baseada em um critério de oscilagdo e, caso esta seja percebida, o amortecimento

numérico € introduzido localmente na analise.

O método tem sua formulacdo desenvolvida com base somente em variaveis do
campo incognita e de sua derivada temporal primeira, ou seja, em momento algum ha a
necessidade de computar derivadas temporais de segunda ordem. Esta caracteristica torna a
metodologia simples e eficiente, uma vez que menos calculos sdo necessarios no decorrer da
marcha, além de fazer o método realmente auto-inicidvel, pois dispensa os calculos de
derivada segunda durante a inicializacdo do algoritmo. Neste contexto o método e sua

formulagdo sdo apresentados a seguir, bem como s@o descritas e analisadas suas propriedades.

4.1 Formulacao

A Eq. (3.6) que representa o modelo hiperbodlico discreto no dominio espacial ¢é
agora discretizada também no dominio temporal para compor o problema a ser solucionado
numericamente, a fim de que se desenvolva a analise dinamica do sistema em estudo, pelo

método o-AE.

A idéia basica do método ¢ utilizar uma formulagdo fraca. Neste intuito, assume-

se que dentro do intervalo At¢, a variagdo do campo incégnita seja linear, entdo este €
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aproximado por polindmios lineares, com a primeira derivada constante. Na estratégia
utilizada o campo incognita em um dado passo de tempo € expresso em funcao de seu valor
no passo de tempo anterior, considerando sua variacdo neste intervalo de tempo. A Fig. 4.1

apresenta o esquema de diferencas finitas utilizado a partir desta idéia.

»t

tn tn+1

Figura 4.1. Esquema de diferencas finitas adotado na formulacio do método.

Assim, as aproximagdes utilizadas para o campo incdgnita e sua taxa de variagdo

dentro do intervalo Af sdo definidas por:

U™ =U" + wAt (4.1a)
W= lUn + lﬁnﬂ
2 2 (4.1b)

Onde:
U" ¢é a aproximagcdo para U(z")
U” é a aproximagdo para U(z")

" = nAt
n € o contador do passo de tempo corrente.

w ¢ a taxa de variagdo do campo incdgnita no intervalo de tempo At.

Para a formulagdo fraca acima citada, a Eq. (3.6) ¢ escrita sob a forma integral ¢ a

seguinte expressao ¢ obtida:
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Y i+ +
M, [ 0.@de+K [ U, @dr=[ F(0)dz 4.2)

Sendo os termos do lado esquerdo da Eq. (4.2) aproximados por:

il 14#‘2’.. - ‘o
3 =] 0.@dr= 0" -1 (4.32)
n+l H—% n n L
3 =[ U@ dr ~ AU+ 0] AP U (4.3b)

Onde ] é o pardmetro de integragdo temporal usado na estratégia de
amortecimento numeérico.

A integral no lado direito da Eq. (4.2), a ser representada por 3;:%, descreve o

comportamento do termo fonte, assumindo que ele ¢ conhecido em todo o dominio temporal.
Esta pode ser aproximada por diversas fungdes, como sera explicitado no item 4.2 do presente

capitulo.

Isto posto, quando realizadas as aproximagdes acima descritas, a Eq. (4.2) pode

ser reescrita como:

M, U =307 + MU K, (AU? +1 0 Ar 0T (4.4)

Expressdo a partir da qual se pode computar as derivadas primeiras do
campo incognita em um dado passo de tempo, a partir das respostas de passos anteriores ¢ do
vetor fonte, discretos no espago ¢ no tempo. E substituindo a Eq. (4.1b) em (4.1a), obtém-se

a expressao de diferencas finitas:
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1 . 1 .
U =u" +5AtU” +5AtU’”‘ (4.5)

Desta forma, as Eq. (4.4) e (4.5) formam a relagdo recursiva que define o método

o-AE, a ser computada em cada passo de tempo.

Observa-se, considerando a Eq. (3.12), que uma vez M modelada como uma
matriz diagonal, ndo ha sistema de equagdes a ser resolvido, caracterizando a marcha como
explicita. Ainda, o conjunto de equagdes recursivas do método permite que o campo incognita
seja computado a cada passo de tempo, a partir de seus valores em passos de tempo anteriores
e de sua derivada primeira, ndo sendo necessario o calculo de derivadas segundas em nenhum
momento da formulacdo. Por este motivo o método é considerado realmente auto-iniciavel,
uma vez que elimina rotinas de calculo durante a inicializa¢do da marcha no tempo e torna a

metodologia de simples implementacao.

Com relagdo ao pardmetro «, , ele é computado a cada passo de tempo para cada

elemento do dominio. Ele é baseado em um critério de oscilagio ¢, o qual leva em

consideragdo a resposta em trés passos de tempo anteriores, como descrevem as Eq. (4.6a-c).

Desta forma, se o resultado computado em um determinado grau de liberdade oscila em
passos anteriores, o pardmetro «, dos elementos ao redor deste grau de liberdade sdo

calculados de forma a introduzir um amortecimento numérico e, caso nenhum comportamento
oscilatorio seja notado, este pardmetro se mantém unitario, ndo introduzindo amortecimento

numeérico.

e
o= Y =2 [y = [=[u =) (4.62)
i=1
Se ¢ =0, ! =1 (4.6b)
Se ¢ %0, &' =———_1 (4.6¢)

o, At
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Onde:

7, € o nimero de graus de liberdade do elemento.

@, ¢ amaxima frequéncia natural de oscilagdo do elemento.

Entdo, o conjunto formado pelas Eq. (4.4), (4,6) e (4.6) formulam o método -
AE, responsavel pela discretizagdo temporal para andlise transiente de problemas
hiperbdlicos, como a propagacdo de ondas eletromagnéticas. Nos itens a seguir, as

propriedades do método sdo analisadas.

4.2 Propriedades

Convencionalmente se considera que uma solucdo numérica representa uma
aproximac¢do razodvel para a solucdo exata do problema matematico quando assegura
caracteristicas como estabilidade, precisao, consisténcia e convergéncia. Estas caracteristicas,
por sua vez, sdo intimamente relacionadas entre si e dependem dos erros envolvidos nos

processos matematicos e numéricos de obtencao da solucao. Neste sentido, caracterizam-se:

1. Estabilidade: uvm esquema ¢ dito estavel se ndo amplifica artificialmente
as condicdes iniciais ao longo da marcha no tempo, impedindo que a
solugdo cresca indefinidamente para quaisquer condigdes iniciais. Para
métodos condicionalmente estaveis, o Ar escolhido deve ser mantido
menor ou igual a um valor critico definido pelas estratégia de integracao

adotada e propriedades do modelo.

1. Amortecimento numérico: o amortecimento numérico ¢ um meio de
minimizar, sendao eliminar modos espurios presentes na resposta numérica
provenientes do processo de discretizacdo espacial. E definido aqui por

um parametro da estratégia de integracao.
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1. Convergéncia: a convergéncia de um método numérico de marcha no
tempo implica em garantir que a medida que os passos de tempo sejam
refinados a solucdo numérica tenda a solucdo exata. Assim, cada método
apresenta uma determinada ordem de convergéncia ou ordem de precisdo.
Esta, por sua vez, pode ser obtida através da expansdo em série de Taylor

dos termos da chamada matriz de aproximacao ou matriz de amplificagdo.

IV.  Precisdo: em problemas de vibragdes, ¢ comum definir erros em termos
de alongamento de periodo e decaimento de amplitude, sendo usualmente
estes parametros utilizados para caracterizagdo da precisdo de uma

metodologia numérica em problemas hiperbolicos.

Para a analise das propriedades de uma marcha no tempo, uma forma alternativa a
métodos de integragdo direta, a superposicao, ¢ considerada. Nesta metodologia, a Eq. (3.6) ¢
escrita sob forma de ¢ equagdes desacopladas, correspondentes aos g primeiros autovalores do
sistema em estudo, cada uma com o periodo de oscilagdo natural (7) conhecido e, cada uma
delas pode ser integrada com um passo de tempo especifico e respectiva precisdo. Entretanto,
no caso de se integrar as g equacdes com o mesmo passo de tempo (se g corresponde a
totalidade de equagdes do modelo e, consequentemente, ao total de autovalores do sistema), a
analise por superposicao € equivalente a por integracdo direta, ou seja, a solugdo obtida por
superposi¢ao ou por integracao direta é exatamente a mesma [4]. Entdo, utilizando um modelo
de um grau de liberdade caracteristico e atentando as peculiaridades de uma técnica explicita
para analise transiente de problemas hiperbolicos, as propriedades do método w-AE podem
ser satisfatoriamente analisadas. Para tal, o problema de um grau de liberdade descrito na Eq.

abaixo ¢ utilizado.

ii(6)+wPu(t) = £t) (4.7

Onde:

w ¢ a frequéncia natural de oscilagdo.
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Considerando que em uma marcha no tempo a resposta ¢ obtida em passos de
tempo subsequentes, as equagdes da relagdo recursiva do método (4.4) e (4.5) sdo a seguir

reescritas sob a forma matricial:

S S

n+l n n

u A, A, lu L, L, L el u il

{Hl}:{ 1 12}{’[]‘_{ 1 12 13} £ :A{n]i_L Y (4.8)
u 4y Ay || u L, L, Ly fn+1 u fn+l

Onde:
A ¢ denominada matriz de aproximag¢ao ou matriz de amplificagao.

L é denominada matriz de excitacao ou fonte.

As defini¢cdes destas matrizes, para o método w-AE, sdo dadas respectivamente
pelas equacdes a seguir:

A [1—gw2m2 (l—%aszﬁ)At} @90
= Ja

WAt 1-LlawrAr
L_|2AAr 1BAr 3B 4.9
| BAar BN BAL (4.95)

Onde:

b1, B> € B3 sdo os parametros de integracao do termo fonte.

Os parametros de integragcdo acima descritos podem ser escolhidos de acordo com
a abordagem utilizada na aproximagdo do termo S:ﬁ da Eq. (4.4). A Tabela 4.1 apresenta

alguns valores para estes parametros e os respectivos resultados reproduzidos. No que segue,

as propriedades do método ®-AE sdo abordadas.
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Tabela 4.1 - Exemplo de valores para os parimetros de integracio do termo fonte.

i J/7) B3 Resultado
Integracdo exata para

l 0 l comportamento linear de

2 2 F(7) em At

1 1 1 .

— — — Regra trapezoidal

4 2 4

l 2 l Regra de Simpson

6 3 6

4.2.1 Estabilidade e amortecimento numérico

A estabilidade de um método numérico estd diretamente relacionada ao esquema
de integracdo e para assegurd-la, ¢ necessario analisar o raio espectral da matriz de

amplificacao ( p(A)), definido na Eq. (4.10).

PA)=may], | (4.10)

Onde os autovalores (ﬂ) de A sdo dados por:

1/2

A, (A)= 4 % (A} - 4,) (4.11)

Onde 4, ¢ metade do traco da matriz A e A4, ¢ o seu determinante, dados
respectivamente, por (4.12a) e (4.12b).
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_Liay =1 ot 2 4.12
4= tr(A) 2(AH+A22) [1 4(a+1)§2} (4.12a)

124721

A, =det(A) = 4,4, — 4,4 :{1+%(l—a)92} (4.12b)

E Q ¢ denominada frequéncia de amostragem do modelo, definida por:

0= m:m% (4.13)

De maneira a garantir que a resposta ndo cres¢a indefinidamente, as duas

restrigdes abaixo devem ser consideradas:

i. se todos os autovalores sdo distintos, o raio espectral da matriz de
amplificacdo deve ser menor ouiguala 1 (p(A)<1);
ii.  sendo, os autovalores com multiplicidade igual ou maior que 2 devem ser

estritamente menores que 1, em moédulo (| p(A)|<1) e € desejavel que

A, = 0 neste caso.

Analisando o raio espectral de A juntamente com as restricdes em (i) e (ii), a
maior frequéncia de amostragem sob a qual a propriedade de estabilidade ¢ assegurada,

denominada frequéncia de amostragem critica (), € a seguir definida:
Q. =2a"? (4.14)

A forma numérica que os autovalores 4, , assumem influenciam diretamente no

tipo de amortecimento que ¢ introduzido a analise. Neste contexto, a chamada frequéncia de
bifurcacdo (), valor a partir do qual os autovalores deixam de ser complexos conjugados e
bifurcam em valores reais distintos, ¢ a seguir levada em consideracdo, juntamente com a

descri¢do da estratégia de amortecimento numérico adotada.
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Como descrito em [6], em geral, ¢ visto como desejavel, se ndo absolutamente
necessario que haja algum meio de inser¢do de amortecimento numérico para remover 0s
modos espurios de alta frequéncia presentes no modelo semi-discreto, uma vez que estes sao
artefatos gerados pelo processo de discretizacdo espacial e ndo representam a solugdo do
problema real. A frequéncia de bifurcagdo ¢ de suma importancia na estratégia aqui utilizada,
pois esta ¢ a frequéncia na qual o emprego de amortecimento numérico presente ¢ otimizado.

Ela ¢ obtida quando o discriminante da Eq. (4.11) ¢ nulo e seu valor ¢ dado por:

Q, =4a+1)" (4.15)

Uma vez definidas a maxima frequéncia de amostragem permitida (Q¢) ¢ a
frequéncia na qual o amortecimento ¢ maximo (), a ultima analise para definicdo dos
critérios de estabilidade do método ¢ em relagdo ao pardmetro a. Neste contexto, a frequéncia
de bifurcagdo deve ser mantida igual ou menor a frequéncia critica, para que as condigdes de
estabilidade ndo sejam violadas e os possiveis valores de o, definidos. Isto feito, pode-se
definir o critério de estabilidade do método w-AE, descrito em fung¢do do pardmetro o, como
mostra a tabela 4.2. Ressalta-se que se a =1, caracteristicas do MDC sd3o reproduzidas,

inclusive o comportamento do raio espectral.

Tabela 4.2 - Condicées de estabilidade do método w-AE.

o Comportamento

« <1 | incondicionalmente instavel

« >1 | condicionalmente estavel

a =1 | amortecimento numeérico ausente

a>1 | amortecimento numérico presente

A Fig. 4.2 mostra raios espectrais do método ®-AE para diversos valores de o,

enquanto a Fig. 4.3 mostra as principais caracteristicas do raio espectral como fung¢ao de Q.
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Figura 4.2 - Raios espectrais do método o-AE.
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Figura 4.3 - Comportamento do raio espectral.

E possivel ver que na frequéncia de bifurcacdo o raio espectral atinge seu valor

. -3
minimo, dado por p, = M. Entdo, para 0=3, p=0 em Q=1 ¢ para o=1, p=1 em Q=2.

o +1
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Como indicado nas Fig. 4.2 e 4.3, o maior amortecimento numérico ocorre nas
frequéncias de bifurcagdo, considerando-se o problema com um grau de liberdade. Ao mesmo
tempo, considerando-se problemas com multiplos graus de liberdade provenientes da
discretizagdo espacial pré-realizada, maior amortecimento numérico deve ocorrer nas maiores
frequéncias do modelo, de forma a dissipar a influéncia de modos espurios, devendo os
importantes baixos modos de vibragdo do modelo ndo ser significativamente afetados por tal

amortecimento.

Assim sendo, de alguma forma o amortecimento numérico deve ser introduzido na
analise, de maneira a afetar predominantemente os maiores modos do sistema. Guiado por
esta premissa, no presente trabalho, quando se pretende introduzir amortecimento a analise,
calcula-se @ em nivel de elemento, de forma que a maior frequéncia do elemento coincida
com a frequéncia de bifurcagdo do método e obtém-se a Eq. (4.6¢). Mais ainda, como a
frequéncia de bifurcagdo ¢ sempre menor ou igual a frequéncia critica do modelo para o > 1,
tem-se que o At. da andlise torna-se Atc=2mc'1, considerando-se ou ndo amortecimento

numérico, conforme indicado nas Eq. (4.6).

Assim ocorre pois, sendo a frequéncia maxima do elemento igual a frequéncia de
bifurcacdo, esta sempre serd menor que a frequéncia critica (para « >1) e a estabilidade ¢
garantida. Para o = 1, a frequéncia de amostragem maxima do elemento sera igual a
frequéncia de amostragem critica e a estabilidade ocorrerd tendo em conta o mesmo Az, do

MDC.

E importante ressaltar que a adaptatividade aqui considerada para o pardmetro o
permite que amortecimento numérico seja introduzido a analise sem que o Af. diminua, o que
ndo ¢ usual. Nos métodos de marcha no tempo tradicionais, a introducao de amortecimento
numérico implica na redugdo do Az, impondo maiores limitagdes ao seu uso. Destaca-se
assim outro grande aspecto positivo do método proposto: ele permite a introducdo de

amortecimento numérico a analise sem reduzir seu Af.
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4.2.2 Convergéncia e precisao

Uma vez que o método o-AE ¢ um método numérico, € usual definir a ordem de

precisdo (O), o que corresponde a taxa de convergéncia que o método apresenta e possui um
erro de truncamento (&”) a ele associado. Isto é feito através da expansdo dos termos da

matriz A em série de Taylor e &” ¢ dado pela diferenga entre os valores analitico e numérico.

Os valores analiticos sdo dados a seguir, pelas Eq. (4.16).

A4 =1 —1w2Az2 +iw4Af‘ +O(At®) (4.16a)
2 24
AL = At —1w2Az3 +Lw4Az5 +O(AL%) (4.16b)
" 6 120 '
a 2 1 2 3 1 4 5 6
A = - WAL+ = WAL ———w'AP + O(AL®) (4.16¢)
6 120
a 1 2 2 1 4 4 6
Azzzl—Ew At +£wAt +O(AL°) (4.16d)

Ao passo que para o método m-AE, os valores obtidos sdo apresentados nas Eq.

(4.17). Como pode ser visto, o método apresenta precisdo de segunda ordem para o =1.

1
A, =1—5w2At2 (4.17a)

1
A, =AMt —Zaszf (4.17b)

Ay, =W Nt (4.17¢)
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1
Ay, :1—an2At2 (4.17d)

Embora o erro de truncamento seja um parametro util na verificagdo da precisao
temporal de um método numérico, para problemas hiperbolicos a utilizagdo de outros
pardmetros que permitam melhor analise do amortecimento numérico e da performance da
resposta numérica ao longo do tempo sdo comumente empregados. Neste sentido, medidas do

erro relativo de periodo, ou alongamento de periodo (z') e decaimento de amplitude (DA) sdo

consideradas [6]. Ainda, seguindo a proposta mais recente de [8], um pardmetro ¢ adicionado

a analise, o qual computa o erro na amplitude nos resultados numéricos que ndo é proveniente

do decaimento de amplitude, chamado fator de amplitude (Af )

Partindo do modelo na Eq. (4.7) para o caso homogéneo e fazendo uso recursivo
da relagdo sob a forma da Eq. (4.8), uma equacdo de diferencas em termos de campo

incognita ¢ obtida, como a seguir:

U™ —24u" + Au" =0 (4.18)

Assim, pela comparacdo da Eq. (4.18) com a equacdo caracteristica de A,
considera-se que a solugdo numérica seja da forma descrita na Eq. (4.19a), com autovalores
complexos conjugados como descrito em (4.19b) e as constantes ¢; e ¢; (4.19¢) definidas a

partir das condi¢des iniciais.

u'=c A" +c, 4" (4.19a)
A, =ALBi (4.19b)

¢,=c¢ tci (4.19¢)
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A solu¢dao numérica, pode ser comparada ao modelo de um caso subamortecido,

abaixo descrito, nas Eq. (4.20).

0" =e " (¢ cos(iw, ") +2, sen(w, ")) (4.20a)

¢,=C tci (4.20b)

Onde:
& & o coeficiente de amortecimento.

w ¢ a frequéncia natural de oscilagdo do modelo.

—_ ., . . - . — — =2
w, ¢ a frequéncia de oscilacdo amortecida (wd =w \I-& )

Partindo destas premissas, ¢ possivel que as medidas de erro sejam estabelecidas.
Convencionalmente, como pode ser visto mais aprofundadamente em [40-43], entre outros,

relata-se da comparacdo das solu¢des numérica a um modelo de um caso subamortecido

resultar em:

— Gt 1)A
A,=AtBi=e Y (4.21a)
W, At = arctg (B/A) (4.21b)
EWAL = —%ln(Az +B?) (4.21c¢)

Onde:

~

& € o coeficiente de amortecimento numérico.
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w, ¢ a frequéncia amortecida numérica.

Assim, o alongamento de periodo, que ¢ funcdo de W,, pode ser medido pela Eq.

~

(4.21b) e o decaimento de amplitude, a partir de (4.21c), por se fungdo de & . Entretanto, estas

expressOes ndo sdo totalmente genéricas, uma vez que sdo aplicaveis apenas quando se
considera as constantes das condi¢des iniciais do modelo subamortecido € numéricas,
presentes respectivamente nas Eq. (4.20b) e (4.19¢c), sejam as mesmas, 0o que ndo se pode
garantir ser sempre verdade. Neste contexto, uma recente proposta [8,9] considera uma
formulagdo mais genérica para calculo destas grandezas, a qual ¢ aqui utilizada e a seguir,

brevemente descrita.

Através da expressao em (4.22), as respostas nas Eq. (4.19a) e (4.20a) podem ser
comparadas. Assim, considerando que os autovalores e as constantes iniciais sejam dos tipos,
respectivamente, descritos em (4.19b), (4.19¢) e (4.20b), a comparagao resulta em uma forma

mais genérica da Eq. (4.21a), expressa na Eq. (4.22).

(c, teilA+Bi) = (g, E,i)e( SRR (422)

Onde:
— = —1,0
c,=cC, =5u (4.23a)
1 A-4 ] 0 1]4, |0
c 2{—B }u 2{—3 u (4.23b)

¢ - -—[l}a‘) (4.230)
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Ainda, considerando a forma polar para as grandezas nas Eq. (4.19b), (4.19¢) e
(4.20b), como descrito respectivamente nas Eq. (4.24a), (4.24b) e (4.24c), a expressao em
(4.22a) pode ser reescrita como em (4.24d).

A+ Bi= pe™” (4.242)
¢ tei= retd (4.24b)
¢ tci=re” (4.24c)
épne(iwzi&?g)i _ e({WAtn)e(J_rwdAzn)i (4.24d)

E a partir da expressao em (4.24d), pode-se definir:

=g E=0) (4.252)
n
Ewt =—In(p) (4.25b)
1
7 n
4, :(%j (4.25¢)

Ainda, a Eq. (4.22) pode ser reescrita de uma maneira mais compacta:

)= e(— SRR (4.26)
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Onde:
— c¢.+ce cc. +ec )
A=Re|| tL—Lt L+ 1 1 1i|(4+Bi 4727
[ cl+c: i+l j ( ) (4.272)
— ¢ +cc cc. +ec
B=Im||+—t——~At+*1r 17| (4A+Bi 4.27b
( c’+c’ c’+c’ j ( ) ( )

A expressdo na Eq. (4.26) permite que as grandezas em (4.25) sejam escritas sob

forma retangular, como descrito nas Eq. (4.28).

w,At = arctg (E/ﬁ) (4.28a)
EwAL = —%111(/12 +B%) (4.28b)
A= (4.280)
Onde:
EWAL = _%mw +B%) (4.29)

& é o coeficiente de amortecimento numérico.

w, ¢ a frequéncia amortecida numérica.
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Esta mudanga para a forma retangular pode facilitar o calculo das medidas de

.~ y . . , w .
precisdo, na pratica. Assim, o alongamento de periodo [r=:—1j, o decaimento de
w

amplitude (DA= E ) e o fator de amplitude (4y), podem, respectivamente ser obtidos a partir
de (4.28a), (4.28b) e (4.28¢c). As Fig. 4.4, 4.5 ¢ 4.6 ilustram estas grandezas, para o modelo

padrdo do caso com condi¢do inicial unitaria para o campo-incognita.

1 1 1

0.00
Y
o
ks
2
= .0.05-
o
[©]
5
£
)
=)
S
<

-0.10

0.00 0.05 0.10 0.15

AYT

Figura 4.4 - Alongamento de periodo (7).
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Decaimento de amplitude (DA)

Fator de amplitude (4,

0.20 L

0.15 a=2 -

0.10 a=1.5 -

0.05 -

0.00

0.00 0.05 0.10 0.15
AYT

Figura 4.5. Decaimento de amplitude (DA).

1.004

1.002

1.000

0.00 0.05 0.10 0.15
AYT

Figura 4.6 - Fator de amplitude (4,).
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Mesmo em posse das medidas acima obtidas para andlise de precisdao e
convergéncia, ¢ importante ter em mente que estas grandezas sdo Uteis para o calculos dos
erros associados a discretizagdo temporal somente. Entretanto, a discretizacdo temporal ¢
realizada em um modelo matematico ja discretizado no espago, como mostra a Eq. (3.6) e,
portanto, ja& com os erros desta discretizacdo embutidos. Assim, ¢ impossivel somente com
tais ferramentas conseguir mensurar corretamente os erros associados ao método numérico
aqui proposto, uma vez que ndao hd como dimensionar com exatidio as parcelas de
contribuicdo dos erros associados a discretizagao espacial ou temporal ao erro total. Pode-se
inclusive, provar matematicamente que erros da discretizagdo temporal podem contrapor os
erros da discretizacao espacial, implicando em um menor erro total, como mostra [6 (pp. 504-
510] para um problema 1D, quando o erro espacial compensa o temporal, eliminando o erro
total e fazendo a solugdo numérica ser exatamente igual a analitica. Tendo isto em mente e no
intuito de demonstrar as potencialidades e performance do método proposto, aplicagdes
numéricas € o0s respectivos resultados obtidos sdo a seguir apresentados e discutidos,

considerando-se discretizagdo espacial e temporal combinadas.
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Capitulo 5. Aplicacoes Numéricas

Neste capitulo sdo analisadas trés aplicagcdes numéricas, com o objetivo de avaliar
o desempenho, bem como as potencialidades do novo método. A primeira e segunda
aplicagoes, respectivamente os itens 5.1 ¢ 5.2 deste capitulo, apresentam solugdo analitica,
para comparagdo com as respostas obtidas através dos métodos numéricos implementados. A
terceira aplicacdo, item 5.3, por sua vez, ¢ dividida em duas aplicacdes, a 5.3.1 apresenta
solugdo analitica e sua andlise recorre da mesma maneira como nas anteriores, ja 5.3.2,
representa um sistema envolvendo meios heterogéneos e, neste caso, ndo apresenta solucao
analitica trivial, deste modo a analise ¢ realizada somente por comparagao entre as solucdes

obtidas do MDC e dos métodos a-GE e o-AE.

Nos trés casos em estudo, quando pertinente, ¢ computado o valor da Intensidade
de Campo Elétrico (E) como solucdo numérica do sistema de equagdes diferenciais em um
ponto de interesse e os erros associados a cada método implementado sdo calculados
utilizando a solu¢do de todos os passos de tempo para este ponto, pela norma L2, com a

equacdo abaixo descrita:

N/

> () —u,(t,))
Erro = |= (5.1)

N,

1

(u, )

1

Onde:

u(t;) é a grandeza numérica de interesse no tempo ¢;.

u,(?;) é a grandeza analitica de interesse no tempo #;

N;¢é o numero de passos de tempo utilizados.
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A defini¢do do passo de tempo a ser usado pelos métodos numéricos nestas
aplicagdes ¢ uma escolha a ser feita durante a inicializagcdo de seus algoritmos, respeitando os
critérios de estabilidade e estratégias de integracdo de cada método. Uma vez que as
aplicagdes aqui abordadas envolvem sistemas com multiplos graus de liberdade, a maior
frequéncia de oscilagdo natural associada ao elemento mais critico da malha de elementos
finitos (mo) e, consequentemente, a frequéncia de amostragem critica (£2p), sdo levadas em
consideragdo para esta escolha. Assim, segue abaixo uma breve explanacdo, relembrando

estas caracteristicas de cada método neste contexto.

Para o MDC tem-se que a frequéncia critica de amostragem ¢ dada por:

QMPC = Aty@, =2 (5.2)

Para o método a-GE, este valor ¢ apresentado na Eq. (5.3), lembrando que para

que a estabilidade seja mantida, a restri¢io (Az < Az, ) deve ser atendida.

3
QF F =At,0,= 12(1+’0)2(2_/30) >V 0<p <1 (5.3)
10+15p—p" +p" —p

r r A . ro: AE
J& para o método ®-AE, o valor frequéncia de amostragem critica (QSF ),

apresentado na Eq. (5.4a), ¢ definido em fun¢do do parametro o associado ao elemento com

maior frequéncia de oscilagdo dentre todos os elementos da malha (wg), que aqui sera

chamado de ay. A freqiiéncia de bifurcacdo para tal elemento (QZ’O_AE), ¢ definida na Eq.

(5.4b) e, obedecendo a restri¢do na Eq. (5.4¢), o passo de tempo do método w-AE pode ser
escolhido conforme a Eq. (5.4d).

QU =2, (5.42)
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Qo = Atw, =
e P (5.4b)
Q- <Qpt (5.4c)
2 )1
ALSAL - M| = |—, V g, 21 (5.4d)

Revisadas as principais caracteristicas e restricdes de cada método numérico aqui
utilizado, ao longo dos exemplos, uma comparacao inicial ¢ realizada entre os trés métodos,
mostrando o erro associado a cada um deles em resposta a variagdo da maxima freqiiéncia de
amostragem utilizada, chamada aqui de Q e, consequentemente do passo de tempo utilizado
At . Para tal, valores aleatorios de Q sdo testados e os resultados obtidos amostrados em
tabelas no intuito comparar o desempenho dos métodos quanto ao erro associado a resposta
obtida nestas situagdes, bem como discutir algumas caracteristicas a elas pertinentes.
Entretanto, feita esta comparagdo inicial, opta-se por manter o valor de Q fixo para as demais

simulagdes desenvolvidas ao longo das analises, escolhendo-se assim Q=Q =2 para

. . . . 2
comparagdo dos demais resultados obtidos nos métodos, o que corresponde a At = Af, = —.
@,

Para o método w-AE isto equivale a utilizar o passo de tempo abaixo descrito, na Eq. (5.5):

At =—— i, com a =¢a,=1 (5.5)

Onde a ¢ o valor utilizado para o pardmetro ¢« associado ao elemento mais

critico da malha de maneira a se obter uma méaxima frequéncia de amostragem Q para ele.

A consequéncia da escolha @ =1 ¢ que o elemento de maior autovalor da malha

ndo terd capacidade de introduzir amortecimento a andlise, podendo os demais elementos
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assim o fazer em maior ou menor escala, de acordo com as caracteristicas de cada elemento,

através do valor atribuido ao parametro « a ele associado a cada passo de tempo (0(:).

Como anteriormente citado, por vezes para o método w-AE, multiplos passos de

tempo sdo utilizados e, neste contexto, o passo de tempo base ( Az,

base

) tem seu valor igual ao

passo de tempo descrito na Eq. (5.5), enquanto os passos de tempo correspondentes ao demais

subdominios da  discretizagdo (SD) sdo poténcias de dois deste valor

(Atg, = AL, Aty =201, , At =4At

base ° base ° base °°**

AtSDr:2(’_l)Atbase). Isto posto, seguem

abaixo as aplicacdes numéricas.

5.1 Linhas paralelas

Na primeira aplicag¢do, a propaga¢do de ondas eletromagnéticas entre duas linhas
paralelas percorridas por correntes que fluem na dire¢do z com sentidos opostos e
comportamento linear ao longo do tempo (i.e., I(f)=at, onde a representa uma dada
amplitude), ¢ analisada. Na Fig. 5.1 o esquema do modelo ¢ descrito € o dominio discretizado
¢ ilustrado (a anti-simetria do modelo ¢ considerada na discretizacdo). A geometria do

problema ¢ definida por L =2 m e as propriedades fisicas do meio de propagacdo (ar) sdo

1 =12566x10"° H/m e ¢ =8,8544 x10™"* F/m [13].
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- - +

: :
° i
° z X °

Figura 5.1 - Esquema do modelo da primeira aplicacio numérica.

Nesta aplicagdo, a evolucdo do campo elétrico em x = 1/2 m ao longo do tempo ¢

computado e, analisando a sua evolugdo com um comportamento unidimensional, as solugdes

analiticas para E,V x E e B, considerando (O <x<L/ 2) , sdo dadas por:

E(x,t) = 4alun™ g{((z;lil;z sen(an_ ! m] : (1 - cos(an_ 1 m)ﬂ -a, (5.6a)
s _ G G| (= 2n-1_\(,  (2n-1 1
Vx E(x,t) =4aur ;[(2’1 D cos( i 7DC] (1 cos( i ﬂctjj_ a, (5.6b)
- | ( 1)"’1 -1 L-sen( nL_ ﬂct)
B =4 -1 — n- Ao .
(x,t)=4aur ; 1) cos( 7 7zxj t n— a, (5.6¢)

Onde a ¢ amplitude da fonte, ¢ ¢ a velocidade de propagacdo da onda
¢ a_ ¢ a, sdo vetores unitarios em coordenadas cartesianas (x,y,z).

Para esta aplicacdo, o termo fonte foi introduzido como condi¢do de Neumann e
foram utilizadas 6 discretizacdes por elementos finitos triangulares lineares irregulares, com

diferentes refinamentos, como mostra a figura a seguir.
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Figura 5.2 - Discretizacoes: (a) 1, (b) 2, (¢) 3, (d) 4, (e) 5, (f) 6.
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A seguir uma discretizacdo de refinamento intermediario, a discretizacdo 4, ¢
utilizada para demonstrar os resultados para diferentes valores de Q . Além do método w-AE,
o MDC e o o-GE também foram implementados, como métodos comparativos. A Tabela 5.1

mostra os erros obtidos para estes testes.

Tabela 5.1 - Erros de E em fungio de Q .

Q MDC a-GE ®-AE

2 0,006346 0,006549 0,004691 (a =1)
1,6 0,006761 0,006890 |0,004696 (o =1,5)
1,33 0,006848 0,006945 0,004737 (a =2)

1,1429 0,006967 0,007041 |0,004790 (& =2,5)

1 0,007124 0,007184 | 0,004903 (& =3)

0,8889 0,007218 0,007269 |0,004987 (& =3.,5)

A tabela acima mostra que os testes com método w-AE, em todos os diferentes
valores de Q , que correspondem para o método w-AE a diferentes valores de & , resultaram
em menores erros do que com os métodos comparativos, sendo estes em média 30% menores

que os do MDC e 31% que os do a-GE (com p =0.366534 ) para esta aplicagdo. A Tabela 5.1

também ilustra o curioso, porém usual comportamento de métodos explicitos de marcha no
tempo atuando em conjunto com discretizagdes espaciais. Neste caso, mantida uma
discretizagdo espacial (no caso, escolheu-se a discretizacdo 4) fixa, os erros aumentam
conforme o At adotado diminui. Assim ocorre porque a solugdo no tempo converge para a
solugdo do problema discreto de MEF e ndo para a solugdo analitica (ressaltando que, como
previamente citado no item (4.2.2) do capitulo anterior, a discretizacdo espacial também
introduz erros). De fato, em métodos explicitos conjugados com métodos de discretizacao
espacial, erros totais menores usualmente ocorrem quando o passo de tempo adotado se
aproxima de seu valor critico. Este comportamento fica bem ilustrado pela Tabela 5.1.
Reforga-se assim a importancia da criagdo de métodos de marcha no tempo que sejam funcao

da discretizacao espacial adotada, o que representa um procedimento ainda pouco explorado
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na literatura. Isto posto, os dados pertinentes as discretizagcdes para o valor & =1 escolhido

sdo descritos na Tabela 5.2.

Observe que esta escolha ¢ apropriada para malhas ndo perfeitamente
estruturadas (malhas que nao tenham os elementos iguais), que sdo usuais em aplicagdes reais.
Para malhas perfeitamente estruturadas, deve-se escolher & >1 para que amortecimento

numérico seja presente na analise.

Tabela 5.2 - Dados das disretizacgoes.

Discretizacio | N° de elementos Aty (5)
1 136 9.1338x10™"
2 222 42870x10™"
3 1008 2.1965x10™"
4 3458 1.1728x10™"
5 13906 5.7305x107"
6 33472 3.1282x107"

E possivel reparar que com esta abordagem, a discretizagdo temporal &
automaticamente escolhida e, adotando-se & =1, tal ¢ feito levando em consideracdo o maior
passo de tempo possivel (At), relativo ao MDC (utilizando-se as matrizes de elemento e ndo
as globais).

Como o campo elétrico varia somente em fun¢do de uma coordenada espacial, ¢
trivial a obtencdo também de dados do campo magnético, sem a necessidade da formulagdo de
um novo problema. Neste intuito, para esta aplicagdo, o rotacional da solugdo (VxE) €
calculado durante a marcha no tempo através das informagdes contidas na Eq. (3.11), obtida
durante a constru¢ao das matrizes do MEF 2D e, de posse do valor numérico de VxE ¢ da

Eq. (2.2a), através da regra trapezoidal, ¢ calculada a Densidade de Campo Magnético (B)

Portanto, uma vez escolhidos os parametros, simulagdes sdo efetuadas para as 6
discretizagdes e as respostas obtidas de E, VxE e B para o ponto de interesse x=1/2 sao

apresentadas, respectivamente nas Fig. 5.3,5.4 ¢ 5.5.
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Analitica

»-AE

E (V/m)

E (VIm)

E (VIm)

E (Vim)

E (V/m)
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1.5 2 2.5
Tempo(s) x10°

0 0.5

1.5 2 25
Tempo(s) X 10-

0 0.5

1.5 2 2.5
Tempo(s) X 10-8

0 0.5

1.5 2 2.5
Tempo(s) X 10

0 0.5

Figura 5.3 - E para: (a) discretizacio 1, (b) discretizacio 2, (¢) discretiza¢iio 3, (d) discretizacio 4, (e)

1.5 2 25
Tempo(s) X 10-8

®

discretizacao 5, (f) discretizacao 6.

\F
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Analitica MDC ======e= o-GE o-AE

x10°

VxE (V/im?)

0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tempo(s) -8 Tempo(s) -8
x10 _
x 107 (b) x10

VxE (V/m?)
VxE (V/m?)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo(s) X 10-8 . Tempo(s) 1 0—8
x107° () 5 X10 (d)
S =3
W y
S (S
L}
0 0.5 1 1.5 2 2.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Tempo(s) x 1 0—8 Tempo(s) X1 0—8
(e) ®

Figura 5.4 - V X E para: (a) discretizacio 1, (b) discretizacdo 2, (c¢) discretizacdo 3, (d) discretizacio 4,
(e) discretizacao 5, (f) discretizacio 6.
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Analitica MDC ====ssss o-GE o-AE
x10™ x10
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o 2
1
-1 . . . . . 0 . . : . .
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2 2.5
B Tempo(s) X 10'8 y Tempo(s) X 10-8
x10 i b
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Figura 5.5 - B para: (a) discretizacio 1, (b) discretizacio 2, (c) discretizacio 3, (d) discretizagio 4, (e)

discretizacao 5, (f) discretizacao 6.
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Além das respostas, foram calculados os erros associados a cada método implementado. Os
resultados obtidos para E, V xE e B sdo apresentados, respectivamente, nas tabelas (5.3),

(5.4) e (5.5) e o grafico de convergéncia, na Fig. 5.6.

Tabela 5.3 - Erros associados a E.

Discretizacao
Método 1 2 3 4 5 6
MDC 0,029479 | 0,025937 | 0,011718 | 0,006346 | 0,003268 | 0,002450
o-GE 0,030853 | 0,026584 | 0,012135 | 0,006549 | 0,003376 | 0,002502
0-AE 0,026592 | 0,020476 | 0,008966 | 0,004691 | 0,002318 | 0,001738
Tabela 5.4 - Erros associados a V X E .
Discretizacio
Método 1 2 3 4 5 6
MDC 0,206552 | 0,198042 | 0,153840 | 0,127010 | 0,102561 | 0,090393
o-GE 0,185563 | 0,191447 | 0,147129 | 0,121382 | 0,097862 | 0,086756
0-AE 0,149085 | 0,135097 | 0,102881 | 0,083755 | 0,067306 | 0,059449
Tabela 5.5 - Erros associados a B.
Discretizacao
Método 1 2 3 4 5 6
MDC 0,001282 | 0,001179 | 0,000534 | 0,000290 | 0,000150 | 0,000125
o-GE 0,001370 | 0,001207 | 0,000551 | 0,000300 | 0,000155 | 0,000127
o-AE 0,001174 | 0,000892 | 0,000387 | 0,000206 | 0,000103 | 0,000100
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Figura 5.6 - Convergéncia do erro em funcio do refinamento da discretizacdo espacial: (a) E, (b)) V X E ,

(c) B.

Com esta primeira aplicagdo pode-se perceber que mesmo para as discretizacdes
muito pobres, como a discretizagdo 1, o método w-AE ja monstra resultados mais precisos
que os demais métodos, principalmente gragas ao tratamento efetivo dos modos espurios pelo
amortecimento numérico presente no método. Ainda, conforme a malha de elementos finitos ¢
refinada, estes resultados melhoram, o que demonstra a boa sensibilidade do método, uma vez
que conforme ha refinamento, a precisdo melhora. Nos testes o0 novo método apresenta erro
menor que os demais métodos, apresentando, especialmente, uma precisdo consideravelmente
melhor no calculo de derivadas, como ¢ o caso do V xE, que representam um desafio no
ambito de métodos numéricos, embora para o calculo de integrais, como em B, seu
desempenho ndo tenha se destacado muito frente aos métodos comparativos, o que ja era
esperado, uma vez que a existéncia da integral no tempo relativa ao calculo de B suaviza a

resposta, eliminando erros.

5.2 Fio infinito

Nesta segunda aplicagdo, sdo analisados os campos gerados em um dominio
infinito por um fio, também infinito, quando percorrido por uma corrente com comportamento

linear no tempo. O fio se encontra ao longo do eixo z e a corrente, com valor /(¢) = ¢, flui no

sentido positivo do eixo, enquanto a solug¢do ¢ computada no ponto A , definido por x =0,1m
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e y = O0m . O meio de propagacao ¢ o ar. A discretizagao leva em consideracdo a simetria do
problema e ¢ definida por uma regido quadrada com L = 0,6 m . A Fig. 5.7 mostra o esquema

do modelo utilizado, bem como o dominio discretizado, representado pela area hachurada.

En:0 L EHIO

Figura 5.7 - Esquema do modelo da segunda aplicacio numérica.

As solugdes analiticas para E, VxE e B sao dadas respectivamente pelas Eq.
(5.7a), (5.7b), (5.7¢).

2,2 _2N12
E(p,t)zzi-ln{c”r@t p) ]H[ct—p]-az (5.7a)
7 p
2.2 _2N1/2
W{CH_(C ;2 £ +(Czt2 _1p2)1/2] (5.7b)
VxE(p,t) =- -Hlct—pl-a, '

(27ZZ'Z +c’tt - p’ )”2

Ho|ct 1%
B(p,t)=——| —— -Hlct—pl-a 5.7
(p,1) [/O Ct+(czl‘2—p2)l/2j [ p] 0 (5.7¢)

Onde H representa uma funcao Heaviside, ¢ ¢ a velocidade de propagagdo da onda

e a, e a, sdo vetores unitarios em coordenadas cilindricas (p,6,z).
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Para esta andlise, o termo fonte ¢ aplicado diretamente como carga nodal e
inicialmente duas discretizacdes com respectivamente, 17202 e 68448 elementos triangulares
lineares irregulares sdo utilizadas e estdo representadas na Fig. 5.8. Elas representam malhas
de elementos finitos triangulares lineares irregulares com diferentes refinamentos. A Fig. 5.9
mostra uma pequena regido, com 16% da area total de ambas as discretizagdes, para

comparagao dos diferentes refinamentos.

@ (b)

Figura 5.8 - Discretizacées da segunda aplicacio: (a) discretizacdo 1 com 17202 elementos, (b)

discretizacao 2 com 68448 elementos.

(@) (b)
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Figura 5.9 - Detalhes do refinamento das malhas: (a) discretizacio 1, (b) discretizacio 2.
Analogamente ao exemplo anterior, diversos valores de Q sdo testados e, neste

caso, a discretizagdo 1 ¢ utilizada, sendo os respectivos valores na tabela abaixo mostrados.

Tabela 5.6 - Erros de E em funcio de Q.

Q MDC o-GE o-AE

2 0,029643 | 0,013935 | 0,013589 (a =1)

1,6 |0,020566 | 0,009968 | 0,007900 (& =1,5)

1,33 |0,020607 | 0,011428 | 0,008329 (& =2)

1,1429 | 0,020539 | 0,012796 | 0,008594 (& =2,5)

1 ]0,020511]0,014172 | 0,008829 (& =3)

0.8 [0,020527|0,016448 | 0,009210 (o =4)

Apos os testes, verifica-se que o método m-AE apresenta erros em torno de 140%

menores que o MDC e 40% que o a-GE, com p=0,1. A seguir, passos de tempo de

At=73543x 10"%(s) e Ar=3,8308x 10"%(s) sio utilizados, respectivamente, para as

discretizagdes 1 e 2, os quais correspondem a Q =2 em ambos os casos. Para 0 método o-

AE isto implica em utilizar o pardmetro o =1.

Como ja citado nos capitulos anteriores, recomenda-se a utilizagdo de multiplos
passos de tempo em método explicitos, pois além de tornar a marcha no tempo mais rapida
pela utilizacdo de interpolagdes em determinados passos de tempo para nds alocados em
subdominios menos criticos, as aproximagdes por elas introduzidas ndo interferem
significativamente na precisdo da resposta, tornando de fato o método mais eficiente
computacionalmente. Neste intuito, a subciclagem ¢ nesta aplicacdo implementada para o

método ®-AE e, para tal, uma terceira discretizacdo com 15382 elementos triangulares

lineares irregulares, que apresenta Af,, . =At, =3,4166x107"*(s), foi utilizada, porém com

base
maior refinamento no entorno do ponto onde se encontra o campo fonte, ou seja, o eixo
longitudinal do fio infinito. Ela esta representada na Fig. 5.10, juntamente com os

subdominios da subciclagem implementada.
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Realizadas as simulagdes para os parametros escolhidos, as respostas no tempo

obtidas para E, VxXE e B, obtidas de maneira semelhante a da aplicacdo anterior, sao

apresentadas, respectivamente nas Fig. 5.11, 5.12 ¢ 5.13.

Analitica MDC =sssssss a-GE o-AE
x107 x107
6 3
€ 4 £ 2
S S
o 2 o 1
0 0
0 1 2 3 2 4 6 8
Tempo(s) X 10-9 Tempo(s) 10 10
(a)
x107 x107
6 3
£ 4 E2
P P
o 2 w1
0 0
0 1 2 3 2 4 6 8
Tempo(s) X 10-9 Tempo(s) 10 10
(b)
Analitica MDC =ssss=ss o-GE
x107
6 = a?’%"’:fr’yw‘r;: 3
£ 4 - E?2
S ” S
o 2 / o1
0 ccé{’/ 0
0 1 2 3 2 4 6 8
- T -
Tempo(s) % 10 9 empo(s) %10 10

(©)

Figura 5.11 - E: (a) discretizacio 1, (b) discretizagio 2, (¢) discretizagio 3.
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5
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>
0 feee=y -
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Figura 5.12 - V X E : (a) discretizacio 1, (b) discretizacdo 2, (¢) discretizacdo 3.
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Tempo(s) X 10-9 Tempo(s) X 10-10
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Figura 5.13 - B : (a) discretizacio 1, (b) discretizacio 2, (c¢) discretizacio 3.
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E os erros obtidos com as simulagdes para os métodos implementados nas 3
discretizagdes para as grandezas E, V xE, B sdo apresentados nas tabelas (5.7), (5.8) ¢ (5.9),

respectivamente.

Tabela 5.7 - Erros associados a E.

Discretizacao
Método 1 2 3
MDC 0,029643 | 0,019416 | 0,007397
o-GE 0,013935 | 0,008296 | 0,008096
®-AE(ss) 0,013589 | 0,008248 | 0,007617
0-AE(cs) - - 0,008024
Tabela 5.8 - Erros associados a VxE.
Discretizacao
Método 1 2 3
MDC 0,865321 | 0,949519 | 0,566305
o-GE 0,369667 | 0,383712 | 0,485759
®-AE(ss) 0,348901 | 0,386838 | 0,47384
®-AE(cs) --- - 0,473066
Tabela 5.9 - Erros associados a B.
Discretizacao
Método 1 2 3
MDC 0,014332 1 0,010513 | 0,005888
o-GE 0,007329 | 0,006031 | 0,004965
0-AE(ss) 0,007093 | 0,005007 | 0,00507
o-AE(cs) --- - 0,004642
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A principio, pode-se esperar que a utilizacdo de subciclagem sempre aumente o
erro da resposta, devido as aproximagoes introduzidas a analise pelas interpolagdes, mesmo
que este erro ndo seja consideravel, entretanto, percebe-se que a utilizacdo de multiplos passos
de tempo pode vir a otimizar a marcha e melhorar a preciso, ja que assim pode-se considerar
melhores discretizagdes temporais para um certo nivel de discretizagdo espacial de uma

regido.

5.3 Distribuiciao de densidades de corrente

Na terceira aplicagdo, densidades de corrente fluindo na dire¢do z sdo
espacialmente distribuidas em regides quadradas (definidas por / = 0,02L) que sdo esparsas e
anti-simetricamente localizadas ao longo do plano xy, como mostra o esquema da Fig. 5.6, o
qual também mostra o dominio discretizado, uma regido quadrada com dimensdes de 0,5L nas
duas dire¢des. As correntes t€ém comportamento no tempo de uma funcdo de Heaviside e a

geometria do problema ¢ definida por L =10m .

“‘+l _n +l =X _m e
_E=0_ L
E,~0 E=0
“s m +:-_Elg|_=_0_| N s LIRS
yT A B
= e T >
 m . .. o

Figura 5.14 - Esquema do modelo: regides quadradas de densidades de corrente constante e 0 dominio

discretizado.
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Esta aplicacdo ¢ dividida em dois estudos de caso, um com o meio de propagacao
homogéneo e o outro heterogéneo. Como a derivada temporal da fun¢do Heaviside ¢ dada
pela fun¢do delta de Dirac, nas analises que a seguir, o efeito da densidade de corrente sobre o
modelo ¢ representado por condigdo inicial de derivada de campo prescrita, estando a
amplitude desta devidamente calculada de forma a existir apropriada analogia entre os dois

efeitos. Assim sendo, abaixo seguem as duas analises.
5.3.1 Meio de propaga¢iao homogéneo

Para a andlise em meio homogéneo o ar ¢ o meio de propagacdo e para esta

configura¢do a solucdo analitica para a intensidade de campo elétrico E €, para (0< x < Le

0< y<L),expressa por:

L © © . . . 2 2N\1/2
E(x,y,t) = —3 ;;{mn(m +n2)”2 sm(’zl ﬂxJ sm(z 7232) sm((mln) ﬁctﬂaz (5,8)

Onde:
C,= (cos(clm) — cos(czm))(cos(cln) — cos(czn)) (5.9a)
¢ = (1 + ijf 5.9b
1= )2 (5.9b)
¢, = (1 - %)% (5.9¢)

a ¢ amplitude da fonte;

¢ ¢ a velocidade de propagacao da onda no meio.



Capitulo 5. Aplicagcdes Numéricas 83

Para esta aplicagdo duas discretizagcdes sdo utilizadas, uma com 34194 e outra
com 70138 elementos triangulares lineares. Na figura abaixo, 5.15(a) e 5.15(b) mostram,
respectivamente, estas duas discretizagcdes enquanto, 5.15(c) e 5.15(d), mostram os detalhes
de refinamento de cada discretizagdo em uma regido com dimensao igual a 2% do dominio

discretizado.

Discretizacio 1 com 34194 elementos. Discretizagio 2 com 70138 elementos.

(@) (b)

VAVAAD

Detalhes da discretizagio 1. Detalhes das discretizacio 2.

(© (@)

Figura 5.15 - Discretizacdes espaciais da aplicacio 5.3.1
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Os mesmos testes anteriores de erro da solugdo em funcdo da variagio de Q
foram realizados para a malha com 34194 elementos e os resultados sdo abaixo apresentados

na Tabela 5.10.

Tabela 5.10 - Erros de E em funcio de Q.

MDC o-GE o-AE

o]

2 0,231755305 | 0,202738776| 0,173168018 (& =1)

1,6 |0,234904312(0,209311512| 0,174948323 (& =1,5)

1,33 | 0,235337240|0,214087825| 0,178787919 (& =2)

1,1429 | 0,235990619 | 0,217562789 | 0,18131676 (& =2,5)

1 0,236556380 | 0,220223707 | 0,187537172 (& =3)

0,8 ]0,236985039|0,224224975| 0,189959225 (& =4)

A tabela mostra que os testes com método m-AE, em todos os diferentes valores
de Q, que correspondem para o método o-AE a diferentes valores de @ , resultaram mais
uma vez em menores erros do que com os métodos comparativos, sendo em média 30%
menores que os do MDC e 18%, que os do a-GE para esta aplicagdo, mostrando mais uma
vez a boa adaptatividade do amortecimento numérico empregado pelo novo método frente as

alteragdes de operacao da marcha.

As simulagdes a seguir foram realizadas com @ =1 e consequentemente Q =2, 0

que corresponde a At; =4.5823x107"" (s) para a discretizagdo 1 e Atf =3.3450x107"" (s) para

a discretizacdo 2. Para o método a-GE, o parametro p=0 apresentou menor erro para os testes
com a discretizacdo 1 e por isso foi escolhido para ser utilizado, entretanto, quando as
simulagdes sao realizadas com a malha mais rica, na discretizacdo 2, utilizando p=0, a solucao
com o método a-GE ndo tem estabilidade, tendendo apods alguns passos de tempo a infinito.
Por este motivo, para a discretizagdo 2, as marchas do método a-GE utilizam p=0.1, sendo

este o menor valor testado com o qual o método se manteve estavel.
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Como ja abordado no capitulo anterior, tal comportamento se deve a caracteristica
presente, ndo s6 no método a-GE, mas em muitos métodos que contemplam amortecimento
numérico, que faz com que maior presenga de amortecimento numérico na analise implique
em uma diminui¢do do Az, do método. Este fato € bem explicitado através da Eq. (5.3) que
mostra que quanto menor o valor de p, menor deve ser o Az, para que a estabilidade do

método seja garantida.

Vale ressaltar que os valores criticos utilizados sdo pertinentes a matriz
correspondente ao elemento mais critico da malha e ndo, & matriz global do sistema.
Matematicamente pode-se provar que esta abordagem ¢ conservadora e, portanto, o real passo
de tempo critico do sistema (Az.) ¢ maior do que Azy. Uma vez que ndo ¢ trivial este célculo e,
normalmente as matrizes a nivel global nem chegam a ser formuladas, o célculo de Af; ndo
sera apresentado para andlise do motivo de instabilidade apresentada pelo método a-GE.

Entretanto, o calculo de Az, através da Eq. (5.3), mostra tais indicios.

Para a discretizacdo 1, as simulagdes utilizam At:) =4.5823x107" e, fazendo-se

uso da Eq. (5.3), vé-se que para o método a-GE, At:(pzo) =3.5494x107"". Percebe-se que o

Aty exigido pelo método para que a estabilidade seja garantida ¢ menor do que o utilizado,

porém, provavelmente este valor ainda é menor que At e, por isso neste caso ndo ocorreu a

instabilidade. Ja para a discretizagdo 2, as simulagdes utilizam Atf =3.3450x107" e,

fazendo-se uso da Eq. (5.3), vé-se que para o método a-GE, Atf(pzo) =2.5910x107"". O Az

exigido pelo método para que a estabilidade seja garantida também ¢ menor do que o

utilizado, porém, provavelmente este valor ja ¢ maior do que At e, por isso a instabilidade se

(p=0.1

fez presente. Quando utilizado p=0.1, tem-se Ar’ ) =2.7180x10™", j& ndo se percebe a

instabilidade do método.

Tal fato demonstra mais uma vantagem do novo método em relagdo aos demais,
pois devido a estratégia de integracdo desenvolvida, se garante a introducao de amortecimento

numérico a analise sem a diminui¢do de seu At,.

E possivel ver na Fig. 5.15 que as malhas utilizadas nas discretizagdes sdo
irregulares, com alguns elementos inclusive, de qualidade muito ruim. Por isso, embora o
meio de propagacdo seja homogéneo e nao haja nenhum nivel de refinamento diferente em
alguma regido especifica da malha de elementos finitos (como ocorreu no exemplo anterior),

¢ pertinente que se utilize neste caso também multiplos passos de tempo. Portanto, a
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subciclagem ¢ aqui implementada e a subdivisdo das discretizagdes estd representada na Fig.

5.16 a seguir.

SD1 com Az = Ar! SD2 com Az, =2Az!

PO ——— 5
ST
Fa yeadetag T d

SD1 com Af? = Af? SD2 com Af =2AF
0 0
© (d)

Figura 5.16 - Sudominios da subciclagem da discretizacio 1 (a,b) e da discretizacio 2 (c,d).

Realizadas as simulagdes com os parametros escolhidos, o comportamento do

mesmo ponto P(L/2, L/2), ¢ analisado ao longo do tempo e os resultados dos métodos
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numéricos comparados com a solugdo analitica. A figura abaixo ilustra este comportamento

em 5.17(a) para a discretizagdao 1 e em 5.17(b) para a discretizagao 2.

x107
3.5
Analitica
3| MDC
"""""" a-GE
25H — w-AE(ss)
w-AE(cs)
2 H.
€ 150
>
w 1H L
\
0.5} '\;\‘
W =
0 A A s o TR ettt ~ AV Nl lidetoptuopiystgdesd - % . - R
0.5 \f
| 1 1 1 1 | | 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
tempo (s) x10°8
(a)
x 107
3.5+
Analitica
3 MDC
........... o-GE
2,51 o-AE(ss)
i o-AE(cs)
€ 151
=
w1
\
0.5( "\_\\
O, taaaci o e e e amma e P SUURPO =
-0.5 4
| \ \ \ ! ! \ \ \
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
tempo(s) X 10-8
(b)

Figura 5.17 - Solucio ao longo do tempo para o ponto P(L/2, L/2) para: (a) discretizacio 1, (b)

discretizacao 2.
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Os graficos acima mostram que o método w-AE se mostrou eficiente em mitigar
as oscilagdes espurias, frente aos demais métodos, por outro lado, nota-se uma tendéncia a
maior amortecimento de picos e vales, o que pode vir a ser uma desvantagem, entretanto, os
erros associados a cada um dos métodos para o célculo da resposta ao longo do tempo no
ponto P foram calculados e estdo apresentados na tabela abaixo, respectivamente para as

discretizagoes 1 e 2, conforme indicado.

Tabela 5.11 - Erros de E ao longo do tempo para P(L/2, L/2).

Discretizacao MDC o-GE ®-AE(ss) ®-AE(cs)
1 0,231755305 | 0,202738776 | 0,173168018 | 0,165287348
2 0,160752047|0,141789048 | 0,121906909| 0,116129395

Estes resultados mostram erros em torno de 30% e 16% menores que os métodos
DC e a-GE, respectivamente. A presenca de subciclagem implica em um erro 5% menor do
que sem ela. Neste caso, aconteceu novamente de melhorar a precisdo, embora, como
anteriormente citado, que isto ndo se assuma como uma regra. Portanto, ao longo do tempo, o
novo método em aplicagdes de problemas hiperbdlicos se mostra bastante preciso e eficiente

no tratamento de oscilagdes numéricas espurias.

Para enriquecimento da analise, a resposta do campo computado E em todo o
dominio discretizado € apresentada para um dado instante de tempo, auxiliando visualmente a
comparac¢do dos resultados obtidos pelos métodos numéricos com a solugdo analitica. A Fig.
5.18 mostra, para a discretizagcdo 1, a vista em 3D da solucdo no dominio. J& a Fig. 5.19
apresenta a solugao em vista superior, onde as curvas de contorno correspondem a intensidade
do campo. As Fig. 5.20 e 5.21 trazem as mesmas informagdes, porém para a discretizacao 2.

Isto ¢ feito para trés instantes de tempo: 7=2.35x107(s), 7=2.75x10"(s), #=4.7x10"(s),

relativos, as trés colunas, ao passo que as linhas correspondem, respectivamente, as respostas

analitica, do MDC, a-GE e ®-AE(ss), como indicado nas figuras abaixo.
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1=2.35x10"(s) 1=2.75x10"(s) t=4.7x10(s)

Analitica

//

MDC

Y
\A S8
\,,,,,,,,/(,/,/,/,«,//,/

oa-GE

©-AE(ss)
ﬁ L]
)

&

- o \ o \\\\\ ,/‘/
\ - \\ 4 ~

e >

2 -1 1 2 3y

0 0t
Figura 5.18 - Vista em 3D de E para a discretizacio 1 em diferentes instantes de tempo para a resposta
analitica, os MDC, a-GE e @-AE(ss).
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Figura 5.19 - Vista superior de E para a discretizacio 1 em diferentes instantes de tempo para a resposta
analitica, os MDC, a-GE e ®-AE(ss).
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1=2.35x10"(s) 1=2.75x10(s) t=4.7x10%(s)

Analitica

o-GE

B Y

//\

et

e

o-AE(ss)

N

-2 -1 0

Figura 5.20 - Vista em 3D de E para a discretizacido 2 em diferentes instantes de tempo para a resposta
analitica, os MDC, a-GE e ®-AE(ss).
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t=2.35xg8(2 7 52.7@10:8@ j

Analitica

t=4.7x10%(s)

"J////
flis /,(;

) ; 7 '
(g

HHHE g
UGS

o-GE

o-AE(ss)

Figura 5.21 - Vista superior de E para a discretizacio 2 em diferentes instantes de tempo para a resposta

analitica, os MDC, a-GE e ®-AE(ss).
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As figuras indicam que o MDC, por ndo possuir nenhuma forma de
amortecimento numérico, apresenta diversas oscilagdes espurias que nao correspondem a
solugdo de fato, modificando significativamente a forma da resposta em comparagdo com 0s
métodos que apresentam alguma maneira de mitigar estes modos espurios, como visto nos
exemplos deste trabalho. O o-GE e o ®-AE ja apresentam menos ruidos na solucao
computada, entretanto se pode ver que a solucao obtida pelo ®-AE para esta aplicagdao, em
ambas as discretizagcdes, com menor ¢ maior refinamento, se assemelha mais a resposta
analitica, sendo muito eficiente em apropriadamente eliminar os modos de vibragdes espurias
presentes nesta aplicacdo devido aos erros introduzidos pelo processo de discretizacao

espacial.

Por fim, para demonstrar a estratégia de amortecimento numérico proposta pelo
método ®-AE, as Fig. 5.22 e 5.23, que respectivamente correspondem as discretizagoes 1 e 2,
mostram em vista superior a solu¢do computada nos mesmos instantes de tempo que as
figuras anteriores, sendo a 1* linha correspondente ao método w-AE(ss) e a 3% linha, ao -
AE(cs). Além disso, a figura destaca os elementos que apresentam amortecimento ativo nestes
instantes de tempo, indicados em preto com a malha de elementos finitos em cinza ao fundo,

para o ®-AE(ss) na 2% linha e para o w-AE(cs) na 4* linha das figuras.
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Figura 5.22 - E para a discretizacido 1 em diferentes instantes de tempo para os métodos m-AE(ss) e ®-
AE(cs) e elementos com amortecimento numérico ativo.
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Figura 5.23 - E para a discretizacido 2 em diferentes instantes de tempo para os métodos m-AE(ss) e ®-
AE(cs) e elementos com amortecimento numérico ativo.
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Assim, cada elemento marcado nas imagens acima tém o parametro o, definido na
Eq. (4.6¢), ativo e, por conseguinte, maior que 1, o que introduz o amortecimento a solucao

naquele instante de tempo.

Além da estratégia de amortecimento numérico, estas duas ultimas figuras
também permitem mais uma analise acerca da técnica de subciclagem implementada ao
método ®-AE. Comparando as solu¢des computadas com e sem subciclagem, ¢ possivel
perceber visualmente que, para estes instantes de tempo, as respostas sem subciclagem sio
mais semelhantes as respostas analiticas do que as solugdes com subciclagem. Se forem
observados os elementos com amortecimento ativo, pode se ver que com a subciclagem
geralmente hd mais elementos amortecidos do que quando ela ndo ¢ implementada.
Entretanto, quando a solucdo ao longo do tempo ¢ analisada, percebe-se que para o ®w-AE(cs)
normalmente o amortecimento numérico presente ¢ ligeiramente menor do que para o ®-
AE(ss). O que se verifica ¢ que para esta aplicacdo especificamente, embora mais elementos
sejam amortecidos no ®-AE(cs), o valor do pardmetro o para a maioria destes elementos ¢
menor do que seria no w-AE(ss). Isto quer dizer que na prética, a resposta com subciclagem ¢
menos amortecida do que sem subciclagem, o que ndo necessariamente implica em maior ou
menor erro. Como pode ser visto neste exemplo, quando a solucao ¢ analisada no ponto P ao
longo do tempo, o método ®-AE(cs) apresenta melhor performance, ao passo que nos
instantes de tempo escolhidos para analise da solu¢cdo computada em todo o dominio
discratizado, o ®-AE(ss) parece se aproximar mais da resposta analitica, embora, como
demonstrado nas aplicagdes, as diferengas entre o método com e sem subciclagem tenham
ficado em torno de 5%, ndo sendo de fato, de grande relevancia, frente as vantagens que

apresentam em comparagao a correspondente aos demais métodos implementados.

De fato, esta caracteristica mostra a robustez do método w-AE. Quanto maior a
capacidade dissipativa dos elementos (i.e., elevados valores para ), um pequeno numero de
elementos com amortecimento numérico ativado ¢ suficiente para se extinguir as oscilagdes
espurias do modelo; caso a capacidade dissipativa dos elementos seja reduzida (i.e., valores
de a proximos da unidade), em um maior nimero de elementos o amortecimento sera ativado,
de forma a se reduzir de igual maneira as oscilagdes espurias do modelo. Esta é outra
importante vantagem do método adaptativo em foco, permitindo que as oscilagdes espurias do
método sejam apropriadamente atingidas, independentemente das discretizagdes adotadas.
Este ndo ¢ o caso para a maioria dos métodos dissipativos existentes, sendo estes bastante

sensiveis a discretizacdo temporal adotada.
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5.3.2 Meio de propagacao heterogéneo

Por fim, como ultima aplicacdo numérica, um problema semelhante ao anterior,
porém com meio de propagagdo heterogéneo, constituido em parte por ar, com geometria
definida por 4=0,6L e em parte por concreto, com geometria definida por B=0,4L, abaixo

descritas no esquema da Fig. 5.24, ¢ considerado. As propriedades dos meios de propagagao

sdo: u, =1,2566x 10° H/m, g, =838544x 10" F/m, Hoorororn = M, € =5¢, [44].

concreto

e m u LN o L
E=0_ L
E~0  IE-0
s u +t_Elf_Q| i IR
yT AB
z X> a L E
e K K e

Figura 5.24 - Esquema do modelo: regides quadradas de densidades de corrente constante e o0 dominio
discretizado.

Esta aplicagdo numérica ndo apresenta solucdo analitica para comparagdo. Isto
posto, a mesma discretizagdo utilizada na aplicagdo anterior em meio homogéneo, com 34194
elementos triangulares lineares irregulares, apresentada na Fig. 5.15(a) e 5.15(c), ¢ utilizada

nesta aplicacdo, mudando somente o meio de propagacdo na area pertinente, tornando-o

heterogéneo.
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Analogamente as simulacdes anteriores, nesta aplicacdo as simulagdes so
realizadas com @ =1 e consequentemente Q =2, o que corresponde a At =4.6342x 107" (s).

Também a subciclagem ¢ implementada e a figura a seguir mostra a divisdo dos subdominios.
Para este caso, ocorre a criagdo de 3 subdominios, isto devido a irregularidade da malha de
elementos finitos, uma vez que a defini¢do do A de cada elemento e respectiva classificagao
dos nds depende tanto da geometria da discretizacdo espacial, quanto das propriedades do

meio de propagacao.

SD1 com Atl = Ato SD2 com Atz = 2At0 SD3 com At3 =4Ato
(a) (b) (c)

Figura 5.25 - Subdominios utilizados na subciclagem.

Realizadas as simulagdes, a resposta do campo computado E em todo o dominio
discreto ¢ agora apresentada para um dado instante de tempo. A Fig. 5.26 mostra a vista em
3D da solug@o no dominio, enquanto a Fig. 5.27 apresenta a vista superior da solugdo, onde as
curvas de contorno correspondem a intensidade do campo, analogamente ao exemplo anterior.
Isto ¢ feito para trés instantes de tempo: #=1,85x10%(s), =3.70x107(s), t=4.5x10(s), relativos
as trés colunas, ao passo que as linhas correspondem, respectivamente, as respostas do MDC,
a-GE, o-AE(ss) e w-AE(cs). Em todas as figuras subsequentes ha uma demarcacao do limite

entre o ar € o concreto, representado por uma linha tracejada.
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Figura 5.26 - Vista em 3D de E em diferentes instantes de tempo para MDC, a-GE, ®-AE(ss) e ®-AE(cs).
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Por fim, a Fig. 5.28 apresenta os elementos com dissipa¢do numérica ativa, para

comparagao entre os métodos m-AE(ss) e w-AE(cs).

=1,85x107%(s) =3.70x107%(s) t=4.5x10" (s)
I B PRI S X e U
. A -.. o - -..-..a.e...' @ '. . ...
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©-AE(ss)

o-AE(cs)

Figura 5.28 - Elementos com amortecimento numérico ativo em diferentes instantes de tempo para os

métodos m-AE(ss) e o-AE(cs).

Neste caso, a solu¢do com subciclagem se aproxima bastante da sem subciclagem,
0 o-AE(cs) apresentou consideravelmente mais elementos com dissipagdo numérica ativa do
que o o-AE(ss). Isto de fato corrobora com os resultados obtidos nos exemplos anteriores e

valida a utilizacdo desta técnica junto ao novo método.

Nesta ultima aplicagdo, os métodos apresentam comportamento similar aos
anteriores ¢ nela também sdo apresentadas as potencialidades para método ®w-AE e bom
desempenho frente a problemas que envolvam meios heterogéneos, pois estes normalmente
acarretam em mais modos espurios do que problemas com meios homogéneos. No proximo

capitulo seguem algumas conclusdes acerca deste trabalho e dos resultados com ele obtidos e

algumas propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo 6. Conclusoes

6.1 Discussao dos resultados

Um método explicito de marcha no tempo para andlise de problemas hiperbolicos
¢ no presente trabalho analisado e os resultados obtidos, discutidos. A técnica ¢
condicionalmente estavel e apresenta amortecimento numérico controlavel e temporalmente
adaptativo, que ¢ introduzido na andlise apenas quando um comportamento oscilatorio €
detectado, em nivel de elemento. Com um pardmetro que ¢ calculado para todos os elementos
a cada passo de tempo, o método m-AE se mostra muito eficiente para a analise de problemas

hiperbolicos.

Por outro lado, nota-se uma tendéncia a suavizagao de picos e vales, como pode
ser visto nos resultados das aplicagdes numéricas, fato que usualmente ocorre em métodos
dissipativos. Entretanto, embora visualmente isto seja uma possivel desvantagem, em todos os
testes realizados o método ®-AE, com e sem subciclagem, apresenta menores erros ao longo
do tempo em relacdo aos demais métodos, pois nos outros instantes de tempo, quando
ocorrem, as oscilagdes espurias, o desempenho do novo método se mostra superior na sua
eliminagdo, mostrando que os resultados obtidos sdo satisfatorios. Desta maneira, o método se
mostra eficaz em eliminar os modos espurios de alta frequéncia provenientes da discretizacao
espacial, sem interferir consideravelmente na precisao no célculo dos modos principais da
resposta, além de ser uma técnica de fécil implementagdo, com uma abordagem de passo
unico nao-iterativo e que ¢ verdadeiramente auto-iniciavel. Portanto, conclui-se com o
presente trabalho que o método w-AE se apresenta como um método eficaz de marcha no

tempo explicita.

Além disso, nesta nova abordagem proposta, ao considerar a utilizagdo de
multiplos passos de tempo no método - ®-AE(cs), a principal desvantagem de métodos
explicitos, que ¢ sua estabilidade condicionada, ¢ minimizada e, a integracao direta por vezes,
otimizada, tornando o método ®w-AE uma técnica promissora e com grande potencial para

aplicagdes que envolvam ondas eletromagnéticas.



Capitulo 6. Conclusdes 103

6.2 Propostas para trabalhos futuros

Uma primeira proposta para continuacdo do corrente trabalho ¢ a de validar o
método o-AE para problemas em 3 dimensdes espaciais. Neste contexto, a modelagem
espacial por Elementos Finitos de Arestas surge como primeira alternativa. Entretanto, por
outro lado, se acredita também ser de consideravel relevancia a validacdo do método para
problemas que envolvam meios com distribuicdo elaborada de material, geometrias e
condi¢des de contorno complexas, etc., que podem acarretar erros consideraveis as respostas
numéricas obtidas por métodos convencionais, demandando técnicas de discretizagdo espacial

e temporal mais elaboradas.

Verificou-se recentemente, que resultados ainda melhores podem ser obtidos com
a presente técnica caso sejam adotados critérios mais restritivos para ativagdo dos elementos
dissipativos. Testes recentes t€ém mostrado que adotando-se como critério de ativagdao a
ocorréncia de duas oscilagdes consecutivas ao invés de uma (como indicado na Eq. 4.7), o
amortecimento excessivo em picos ¢ vales ¢ consideravelmente reduzido, tornando o método
ainda mais preciso. De fato, tal melhora é esperada, uma vez que o critério de duas oscilagdes
consecutivas praticamente elimina a introdugdo de amortecimento numérico quando ha
vibragdes fisicas reais, sendo a mesma praticamente ativada somente quando de vibragdes

espurias.

Ainda, a adaptagdo dos algoritmos ao paralelismo é mais uma proposta que pode
permitir melhor analise do método w-AE. Com ela, sdo viabilizados estudos de problemas de
maior porte em diversas aplicacdes, como guias de ondas, antenas, problemas de
espalhamento, entre outros. Alem disto, a investigacdo de algoritmos paralelos para a técnica
proposta, especialmente os adaptados a computagdo com GPUs (Graphics Processing Unit),

que vém se mostrando uma tendéncia, vai acrescentar robustez aos algoritmos utilizados.
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