UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS

Programa de Pos-Graduacdo em Educacdo Matematica

DENISE MANSOLDO SALAZAR

GeoGebra e 0 estudo das funcdes trigonomeétricas

no Ensino Médio.

Orientadora: Professora Dra. Liamara Scortegagna

Coorientadora: Professora Dra. Chang Kuo Rodrigues

Juiz de Fora (MG)
2015



UNIVERSIDADE FEDERAL DE JUIZ DE FORA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
Programa de Pos-Graduacdo em Educacao Matematica

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica

DENISE MANSOLDO SALAZAR

GeoGebra e 0 estudo das funcdes trigonomeétricas

no Ensino Médio.

Orientadora: Professora Dra. Liamara Scortegagna

Coorientadora: Professora Dra. Chang Kuo Rodrigues

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Curso de Mestrado Profissional em
Educacdo Matematica — Area de
Concentracdo em Educagdo Matematica
e Linha de Pesquisa em Tecnologias da
informagcdo e  Comunicagdo em
Educacdo Matematica.

Juiz de Fora (MG)
2015



Ficha catalografica elaborada através do programa de geragao
automatica da Biblioteca Universitaria da UFJF,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Salazar, Denise Mansoldo.

GeoGebra e o estudo das func¢des trigonométricas no Ensino
Médio / Denise Mansoldo Salazar. -- 2015.

132 p.

Orientadora: Liamara Scortegagna

Coorientadora: Chang Kuo Rodrigues

Dissertacdo (mestrado profissional) - Universidade Federal
de Juiz de Fora, ICE/Engenharia. Programa de Pds-Graduacdo em
Educacdo Matematica, 2015.

1. Educacgdo Matematica. 2. Ensino e aprendizagem. 3.
GeoGebra. 4. Fungdes Trigonométricas. 5. Engenharia Didatica.
I. Scortegagna, Liamara, orient. II. Rodrigues, Chang Kuo,
coorient. III. Titulo.




Denise Mansoldo Salazar

GeoGebra e 0 estudo das funcgdes trigonometricas
no Ensino Médio.

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Curso de Mestrado Profissional em
Educacdo Matemética, como parte dos
requisitos para obtencéo do titulo de Mestre
em Educacdo Matematica.

Comissao Examinadora

Prof(a). Dra. Liamara Scortegagna
Orientadora

Prof(a). Dra. Chang Kuo Rodrigues
Coorientadora

Prof. Dr. Angelo Santos Siqueira
Convidado externo — UNIGRANRIO

Prof. Dr. Marco Antbnio Escher
Convidado interno — UFJF

Juiz de Fora, 17 de dezembro de 2015



AGRADECIMENTOS

A Banca Examinadora, composta pelos professores doutores Angelo Santos
Siqueira e Marco Antdnio Escher, pela disponibilidade e contribuicbes para a

concretizacao deste trabalho.

A minha orientadora, professora Dra. Liamara Scortegagna, por ter apostado

gue mudancas sao possiveis e devem ser realizadas.

A professora e amiga Dra. Chang Kuo Rodrigues pela apresentacdo a vida

académica, pelo incentivo e apoio na busca de novas ideias.

Aos professores do Mestrado por acrescentarem novas perspectivas e olhares

sobre a Educacao Matematica.

A professora Dra. Begma Tavares Barbosa, por sua dedicacéo e competéncia
na revisao dos textos deste trabalho e pelo incentivo e companheirismo durante todo
o periodo de realizacao do curso.

A professora Carla que traduziu o carinho em palavras que iniciam esse

trabalho. Thank you!

Ao Analista de TI, Cledson Lopes Marta de Oliveira, responséavel pelo CRIE —
Centro de Referéncia a Informética na Educacao do Colégio Cristo Redentor, que
gentilmente prestou assessoria nos encontros com 0s alunos no laboratério de

informatica.

Aos queridos alunos participantes desta pesquisa que, mesmo num ano tao
intenso e estressante, se interessaram e dispuseram a participar dos encontros para

a realizacéo das atividades. Lembrarei com muito carinho de todos vocés.

A admiravel Irma Ernestina Simdes Lemos, minha grande e querida Mestra,
pelas oportunidades que me fizeram crescer como profissional e por apostar em meu

trabalho sempre com palavras de apoio.

Aos amigos do Colégio Santa Catarina, em especial a professora e
coordenadora Mariangela Lacerda Guedes, e a todos os professores deste colégio

gue me apoiaram com substituicdes e palavras de incentivo.

Aos amigos do Colégio Cristo Redentor que também n&o mediram esforcos

para as substituicdes e contribuiram bastante para a realizacédo deste sonho.



Obrigada, familia! Especialmente a minha mae Dalva, pela busca incansavel
do meu bem-estar e pelo colo nos momentos de tensdo. Leticia, Simone e Erica,
minhas queridas irmas, pela admiracédo. Meus sobrinhos, Vergilio, Henrique, Carlinha
e Arthur, que nesse periodo de dedicacdo ao curso tiveram que entender a minha
auséncia. Aos meus cunhados, tios, primos que formaram uma grande torcida. E, por

fim, & Maria Luiza, a bonita, pelo sorriso, alegria e disponibilidade.



“E a teoria que decide o que podemos observar. ”

Albert Eisntein



RESUMO

Apresentamos uma pesquisa que investiga as potencialidades do software GeoGebra
como instrumento tecnoldgico favoravel a aprendizagem das fun¢des trigonométricas
no Ensino Médio, a partir das representacfes graficas destas func¢des. Trata-se uma
pesquisa caracterizada por uma abordagem qualitativa em que foi usada uma
sequéncia didatica de atividades, com tarefas em um nivel de exigéncia crescente.
Cada etapa de execucao desta pesquisa esté respaldada pelos pressupostos tedricos
da Engenharia Didatica, metodologia adotada em pesquisas que envolvem uma parte
experimental. Os argumentos advindos das analises dos dados estao fundamentados
na Teoria Antropoldgica do Didéatico. Trabalhamos com a elaboracdo de recursos
educacionais digitais para o ensino da Trigonometria utilizando o software GeoGebra,
que serdo aplicados a um grupo de alunos do Ensino Médio. Relacionada a pesquisa
esta a elaboracdo de um produto educacional que reunira as tarefas aplicadas com

uma orientacao para a sua utilizacdo em sala de aula.

Palavras-chave: Educacdo Mateméatica. Ensino e aprendizagem. GeoGebra.
Funcdes trigonométricas. Engenharia didatica.



ABSTRACT

We present a research which investigates the GeoGebra software capabilities as
technological instrument conducive to learning of the trigonometric functions in high
school, from the graphical representations of these functions. It is a survey
characterized by a qualitative approach in which a didactic sequence of activities was
used, with tasks at a level of growing demand. Each of this research execution phase
is supported by the theoretical assumptions of the Didactic Engineering methodology
used in research involving an experimental part. The arguments arising from the
analysis are based on the Anthropological Theory of Didactic. For the development of
digital educational resources for teaching trigonometry, which will apply to a group of
high school students, used the GeoGebra software. Related to research, educational
product offered here brings together the applied tasks and with guidance for using it in

the classroom.

Keywords: Mathematics Education. Teaching and learning. GeoGebra. Trigonometric
functions. Didactic engineering.
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1 INTRODUCAO

O interesse por esta pesquisa surgiu a partir de reflexdes e angustias da
professor/pesquisadora sobre as queixas dos seus alunos do Ensino Médio em
relagdo as dificuldades encontradas na resolucdo de problemas que envolvem
funcBes trigonométricas, assunto complexo na Educagdo Bésica, apesar de sua
grande aplicabilidade, tanto em problemas de contexto matematico, como naqueles
que se apresentam em situacbes cotidianas, além das inumeras aplicacdes
interdisciplinares, principalmente na integragdo com a Fisica.

Por outro lado, instiga-nos desvelar as possibilidades que o meio tecnolégico
pode oferecer ao aprimoramento do processo de ensino e aprendizagem. O
crescimento tecnologico acelerado das Ultimas décadas promove mudancas
significativas na sociedade e tem influéncia nas atitudes e relagdes interpessoais,
principalmente pela facilidade de acesso as Tecnologias de Informagédo e
Comunicacéo (TIC). Na Educacao Basica, a utilizacao de recursos tecnoldgicos ainda
€ pequena, talvez pela velocidade do avanco tecnoldgico, capaz de superar o
processo de assimilagcéo e retencédo de determinado conhecimento, colocando-nos a
necessidade de um acompanhamento rapido e dinAmico das novidades que surgem
a cada momento e que exigem atualizacdo constante, 0 que nem sempre € possivel,
por razGes diversas, no ambiente escolar.

A proposta pedagdgica e a reflexdo tedrica que aqui se apresentam abordam
um contetdo da matematica, que coloca desafios a professores e alunos, a partir da
utilizacdo de um instrumento tecnoldgico que pode se constituir em uma ferramenta
importante de ensino. Pretende-se que este estudo se apresente, aos professores do
Ensino Médio, como uma proposta “pratica” que ofereca uma abordagem interessante
de um conteddo em relagcdo ao qual os estudantes costumam manifestar certa
resisténcia. A proposta parte do estudo das ideias que geram o conceito de funcdes
trigopnométricas no plano cartesiano e incide no reconhecimento da natureza ciclica
dessas fungdes, no sentido de se fazerem generalizagdes com aplicacbes em outros
problemas desse tema. As atividades, utilizando os recursos do GeoGebra servirdo
para visualizar as variacfes produzidas pelos parametros que modificam o dominio,
conjunto imagem, periodo e amplitude das fun¢des trigonométricas. Nosso propésito
€, sobretudo, apresentar uma alternativa simples para o estudo de um tema cuja

representacdo com desenhos, na lousa ou no papel, depende de muita habilidade e
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precisdo, o que nem sempre permite obter um resultado desejavel, ja que sdo
necessarios célculos com aproximacdes dificeis de representar num plano cartesiano.
Acreditamos que a utilizacdo de recursos digitais pode contribuir consideravelmente
para o exercicio de aprender a fazer e aprender a pensar.

O foco deste estudo esta, portanto, em investigar os processos de ensino e de
aprendizagem das funcdes trigonomeétricas utilizando recursos educacionais digitais,
em especial o0 GeoGebra. Como a Trigonometrial € um ramo da matematica que
envolve ndo sO o estudo de triangulos, mas que apresenta inUmeras possibilidades
de aplicacdes em diversas areas do conhecimento possiveis de serem modeladas por
funcdes, os recursos que possibilitam a construcao de gréficos do GeoGebra podem
contribuir consideravelmente para a exploracdo dos conceitos, permitindo
descobertas de relacbes e propriedades para validar conjecturas a partir da
experimentagao.

Para a realizacdo deste trabalho, buscaram-se o0s pressupostos teéricos da
Engenharia Didatica como metodologia para o pesquisador. Nesse sentido, a
investigacao esta respaldada em cada etapa de sua execucao. A Engenharia Didatica
€ uma metodologia empregada em pesquisas que envolvem uma parte experimental,
pela possibilidade de analisar situacdes didaticas. Artigue (1988) afirma que o termo
Engenharia Didatica pode ser comparado ao trabalho do engenheiro que elabora
projetos precisos, apoiados em conhecimentos cientificos, submete esse projeto a um
controle, mas, ao mesmo tempo, precisa trabalhar com objetos mais complexos e
tomar decisdes néo previstas pela ciéncia. Desse modo, essa metodologia pode ser
auxiliar na andlise da forma como o estudante desenvolve uma sequéncia de
procedimentos para resolver um problema proposto. A construgdo do saber
matematico, portanto, sera apoiada numa pratica reflexiva investigativa frente a uma
acao pedagodgica de um objeto de investigacéo que permite estabelecer uma conexao
entre o saber tedrico e o saber pratico.

Além disso, a Teoria Antropolégica do Didatico subsidiara os argumentos
advindos da analise dos resultados da pesquisa, cuja pergunta de partida surgiu
diante das inquietacdes da pratica pedagogica no ensino das fungdes trigonomeétricas,
a saber: Como a ferramenta tecnoldégica GeoGebra pode potencializar a

aprendizagem dos conceitos das func¢des trigonométricas no Ensino Médio? A

L Trigonometria — palavra formada por trés radicais gregos: tri (trés), gonos (adngulos) e metron
(medir).
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hip6tese da pesquisa parte do principio de que os meios tecnolégicos séo eficientes
no aprendizado das funcdes trigonométricas, em particular, o software GeoGebra.

Para responder a essa questdo, elaborou-se um produto educacional ?
constituido de um caderno de atividades, envolvendo as fun¢des trigonométricas com
0 uso do GeoGebra. Todas as atividades planejadas sdao acompanhadas das
resolucdes comentadas, das observacgdes feitas durante a realizacdo da pesquisa de
campo e de sugestdes de variacdes ou adaptacdes para serem utilizadas em sala de
aula, com um unico computador, ligado a um projetor e operado pelo professor, ou,
como foi feito nessa pesquisa, em um laboratério de informéatica em que a
manipulacdo do software GeoGebra é feita pelos alunos. Ainda com o intuito de
facilitar o trabalho dos professores, as atividades serdo disponibilizadas para que
sejam reproduzidas, caso se opte por sua aplicacdo da mesma forma que se
apresentam nesta pesquisa.

O trabalho esta organizado em seis capitulos. O primeiro capitulo, referente a
parte introdutéria, destina-se a situar o leitor sobre o tema, subsidios teodricos e
metodoldgicos da pesquisa. O capitulo 2, seguindo a metodologia da Engenharia
Didética, tratara da primeira fase da Engenharia, as Analises Preliminares, quando
sera apresentado o alicerce da pesquisa, ou seja, as literaturas que dizem respeito ao
tema, o detalhamento sobre a metodologia de pesquisa adotada, o referencial te6rico
e, por fim, o saber matematico em questao.

No capitulo trés, sera apresentada a segunda fase da Engenharia Didatica, a
fase das Concepcdes e Andlise a priori. Nessa fase, as variaveis macro e micro
didaticas da pesquisa estardo em evidéncia, além de se indicar uma situacdo em que
sera simulada uma atividade relacionada ao tema, no software GeoGebra, a luz da
Teoria Antropolégica do Didatico, em termos da previsibilidade do ponto de vista da
professora / pesquisadora.

O capitulo quatro refere-se a fase da experimentacdo da Engenharia Didatica,
aquela em que o pesquisador entra em contato efetivamente com o0s sujeitos da
investigacdo, mediado pelo saber a ser ensinado e em que se identifica uma situacéo

didatica envolvendo a composi¢ao do “triangulo didatico” que, segundo Brousseau

2 Link com a versao digital do Produto Educacional: http://www.youblisher.com/p/1430381-Geogebra-
e-o-estudo-das-funcoes-trigonometricas-no-Ensino-Medio/



http://www.youblisher.com/p/1430381-Geogebra-e-o-estudo-das-funcoes-trigonometricas-no-Ensino-Medio/
http://www.youblisher.com/p/1430381-Geogebra-e-o-estudo-das-funcoes-trigonometricas-no-Ensino-Medio/
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(1996), é uma situagdo que envolve o aluno, o professor e o saber. Neste capitulo
serdo descritos o0s trés encontros com 0s alunos para a realizagao das atividades e
apresentadas as analises dos registros feitos por eles para a resolucdes das tarefas,
segundo a Teoria Antropoldgica do Didatico.

O capitulo cinco refere-se a fase de validacdo e analise a posteriori dos
resultados da pesquisa, fundamentada pela Teoria Antropoldgica do Didatico. E feita
uma apresentacdo das atividades realizadas pelos alunos, com o objetivo de validar
a hipétese desta investigacao.

E, por fim, algumas consideragdes serdo tecidas no ultimo capitulo deste

trabalho.
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2 ANALISES PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentadas algumas pesquisas desenvolvidas nos
altimos anos com foco no ensino e na aprendizagem da Trigonometria utilizando
tecnologia.

O capitulo esta dividido em quatro partes. Inicialmente, serdo apresentados
trabalhos relacionados ao tema escolhido para a pesquisa desenvolvidos nos ultimos
trés anos, ja que, ao tratar de tecnologia, deve-se levar em consideracao a rapidez da
evolucdo tecnoldgica. Na segunda parte, sdo apresentadas as funcdes
trigonométricas como saber a ser ensinado, principalmente no Ensino Médio, bem
como a sua utilizacdo em outros contetudos da propria Matematica ou nas diferentes
aplicacdes em outras areas do conhecimento. Ainda nessa parte, ha uma breve
descricdo do software GeoGebra, com a apresentacdo dos comandos necessarios
para a realizacdo das atividades desta pesquisa e um breve tutorial para orientar o
professor. A terceira parte € uma exposicdo dos procedimentos tedricos e
metodolégicos da Engenharia Didatica, um método de pesquisa cientifica que se
propde a interligar a concepcgao tedrica a experimentacdo. E, por fim, a quarta parte
diz respeito a Teoria Antropolégica do Didatico, o referencial teérico que fornecera
apoio e argumentos para a analise dos resultados da pesquisa.

2.1 LITERATURA SOBRE O TEMA

Para a revisdo da literatura, consultou-se o banco de dados de dissertacdes e
teses da Coordenacgédo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e
foram encontradas relativamente poucas pesquisas relacionadas ao tema deste
trabalho. A busca por trabalhos sobre o software GeoGebra resultou em quinze
registros em 2011 e 2012, dentre os quais trés foram selecionados pelo fato de
apresentarem contribuicdes para esta pesquisa. Até agosto de 2015 ndo havia
registros de pesquisas feitas apos 2012.

Na busca por trabalhos que envolvem funcbes trigonométricas, trés
dissertacGes foram encontradas, duas das quais foram selecionadas, ja que a terceira,
apesar de sua importancia, apresenta um estudo voltado para o uso da calculadora
grafica HP 50G, muito usada por alunos dos cursos de graduacéo na area de ciéncias

exatas, mas ainda pouco conhecida no Ensino Médio por sua especificidade e,
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provavelmente, pelo alto custo. O contato direto e a convivéncia com alunos do Ensino
Médio levou-nos a perceber que os smartphones, por suas mdultiplas funcdes, séo
utilizados pela maioria dos jovens desse segmento de ensino, que recorrem a seus
aplicativos para resolver problemas escolares.

A pequena quantidade de trabalhos sobre o mesmo tema nos fez buscar outras
fontes em programas de Pds-Graduacao de algumas universidades brasileiras. Para
compor a revisdo da literatura foram selecionados trabalhos de programas de
Mestrado das seguintes instituicdes: Universidade Federal de Juiz de Fora,
Universidade Federal de Ouro Preto, Universidade Severino Sombra e Universidade
Federal do Ceara, para compor a revisdo da literatura. Os trabalhos selecionados
estdo relatados a seguir, pois cada um deles contribui com uma parcela para a
realizacdo desta pesquisa.

Bacelar Janior (2013), em sua dissertacao de Mestrado intitulada por “Uso do
GeoGebra no ensino da Trigonometria", do programa de PG4s-Graduagdo em
Matematica em Rede Nacional, do Departamento de Matematica da Universidade
Federal do Ceard — UFC, apresenta uma sequéncia de todo o conteludo de
Trigonometria abordado na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio, como ciclo
trigonométrico, fungdes trigonométricas, razbes trigonométricas no triangulo
retangulo, lei dos senos, lei dos cossenos, area de triangulo, relacdo fundamental. Em
cada um desses topicos, propdem-se atividades que utilizam o GeoGebra como apoio,
segundo o autor, “para professores e/ou alunos em seus aprofundamentos e/ou
conclusdes no assunto. ”

Nesse trabalho ha uma breve apresentacao da histéria da Trigonometria, e as
instrugbes referentes ao software GeoGebra aparecem, inicialmente, com uma
instrucdo para download e instalacédo, seguida por uma orientagao relativa a caixa de
ferramentas, descrevendo todos 0s seus icones e suas respectivas funcdes. Dando
sequéncia ao trabalho, o autor apresenta um resumo da teoria a ser estudada, da
mesma forma que aparece nos livros didaticos e apostilas dos sistemas de ensino,
seguido das mesmas construgdes, utilizando o GeoGebra.

Buscar estratégias para facilitar a aprendizagem é sempre valido. No caso
analisado, percebe-se que a utilizacdo da tecnologia pode funcionar como uma forma
de complementar os estudos, na medida em que permite observar construcdes que

nao seriam tdo precisas se fossem feitas apenas na lousa. Mesmo assim, néo



18

encontramos evidéncias que comprovem a eficacia da estratégia, ja que ndo houve
relatos de aplicacdo do material produzido pelo autor.

Corradi (2013) foi motivada a pesquisar sobre aprendizagem da Trigonometria
pela propria dificuldade enquanto estudante do Ensino Médio e também pela
dificuldade apresentada por seus alunos na compreensdo de alguns tépicos de
Trigonometria. A autora descreve sua dificuldade e afirma que parte dela s6 foi
resolvida durante o curso de graduacédo. Tudo isso despertou nela o desejo de refletir
sobre a aprendizagem da Trigonometria e buscar, como profissional, maneiras de
ensinar bem a Trigonometria. O interesse pelo assunto se amplia no processo de
pesquisa sobre o ensino e a aprendizagem da Trigonometria, a partir da utilizacdo dos
livros didaticos pelos professores, realizado em um curso de especializacdo. Ao
analisarem-se as influéncias dos livros didaticos no processo de ensino e de
aprendizagem da Trigonometria, destacou-se a didatica do professor como a principal
causa para as dificuldades enfrentadas pelos alunos. Em seus estudos, Corradi afirma

que:

Foi possivel perceber que ha um grande nimero de docentes que
conduzem suas aulas apresentando definicdes seguidas de listas de
exercicios, treinando os alunos para reproducdo do contetdo, muitas
vezes apenas decorado e ndo compreendido. Ainda conforme
Fiorentini (1995), Miorim (1998), D’Ambrésio (1993), essa pratica nao
€ propicia a aprendizagem por nao possibilitar a compreensado e a
construcdo do conhecimento pelo aluno. Penso que os professores
precisam de atividades de ensino e aprendizagem e de uma postura
diferenciada para trabalhar os conteddos de Trigonometria, de
maneira significativa em sala de aula em que os estudantes passam a
ser 0s protagonistas e o professor o orientador/mediador. (CORRADI,
p.21, 2013)

Dessa forma, em sua dissertacdo de Mestrado, “Investigacbes matematicas
mediadas pelo pensamento reflexivo no ensino e aprendizagem das func¢des seno e
cosseno: uma experiéncia com alunos do 2° ano do ensino médio”, a autora buscou
utilizar uma alternativa metodolégica para estimular e envolver o aluno,
proporcionando a ele uma aprendizagem eficaz. Segundo Corradi (2013),
‘investigacdo matematica” significa “o aprender matematica através do fazer
matematica” e, dessa forma, foi possivel envolver os alunos numa experiéncia
matematica auténtica, autbnoma e criativa, com a possibilidade de encontrar sentido
aliado a compreensao e desenvolvimento dessa disciplina. Ela baseou a elaboracéo

das atividades preliminares e investigativas nas ideias de Ponte (2011 apud
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CORRADI, 2013) e Dewey (1959 apud CORRADI, 2013), que foi utilizada como
suporte no desenvolvimento e conduc¢ao da investigagao.

Em sua pesquisa, Corradi (2013) analisa as contribuicdes de um trabalho feito
em um ambiente investigativo, envolvendo as fun¢cdes seno e cosseno. Para isso, ela
propde atividades preliminares com a finalidade de rever ou mesmo aprender os
conceitos de dominio, imagem, paridade, translagéo, amplitude, periodo, entre outros,
além do conhecimento do software GeoGebra, utilizado como ferramenta de suporte
para as atividades investigativas. Na realizacdo dessas atividades preliminares, ha
uma inversdo de papéis entre aluno e professor, sendo o aluno o ator principal do
processo e responsavel pelo desenvolvimento de algumas caracteristicas do
pensamento reflexivo e das investigacdes matematicas. Além disso, essas atividades
subsidiaram a atividade investigativa, direcionando os alunos na busca de padrdes e
justificativas para os resultados por meio da comunicacéo oral ou escrita.

Corradi (2013) conclui sua pesquisa empolgada com os resultados obtidos:

Julgamos ser gratificante para o professor presenciar os alunos
experimentarem uma relacdo com a Matematica: uma relagdo
envolvente, motivadora e inquiridora, na qual eles produzissem
Matematica e vibrassem com as criacdes e descobertas. E esse € um
dos objetivos da Educacdo Matematica: promover acdes, por meio das
guais os alunos aprendam como conhecimentos e métodos sédo
desenvolvidos. (CORRADI, 2013, p.179)

Ao retomar as inferéncias feitas no inicio da pesquisa, ela conclui que os
objetivos foram atingidos de maneira satisfatéria e apresenta algumas respostas a
pergunta que norteou o trabalho: “Quais sao as contribuigdes que a realizagao de
investigacfes matematicas mediadas pelo pensamento reflexivo pode trazer para o
ensino e a aprendizagem das fungdes trigonométricas seno e cosseno, bem como
para as habilidades dos alunos? ”. Segundo a autora, algumas das contribui¢cdes séo:
a compreensao das func¢des seno e cosseno; o desenvolvimento de habilidades como
motivacdo, autoconfianca, autonomia, trabalho colaborativo, argumentacdo e
criatividade; a possibilidade de vivenciar um contexto rico para o desenvolvimento do
pensamento reflexivo.

Ainda segundo Corradi (2013), € importante envolver os alunos e dar a eles
oportunidades de trabalhar com conceitos matematicos de forma investigativa

buscando estimula-los e promover, dessa forma, o desenvolvimento de habilidades e,
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consequentemente, possibilitando uma aprendizagem significativa de contetdos
complexos.

Como a maioria dos professores que atuam no Ensino Médio, Pedroso (2012)
inicia a sua pesquisa, intitulada por “Uma proposta de ensino da Trigonometria com o
uso do software GeoGebra”, a partir de inquietagdes sobre as dificuldades de
aprendizagem, relativas a Trigonometria, de alunos, tanto na Educacao Basica quanto
na Educacdo Superior. Sua percepcdo sobre a dificuldade de compreensédo de
significados de contetudos trigonométricos, ou utilizacdo incorreta da linguagem
simbdlica, deu-se a partir de registros de resolucdes de exercicios nos cadernos,
registros nas questdes de provas e até mesmo comentarios durante as aulas relativas
ao tema. Ainda sobre sua vivéncia em sala de aula, a autora afirma que essas
dificuldades n&o séo restritas a Trigonometria, mas decorrentes da riqgueza do tema
que associa algebra e geometria, e por abordagens que fazem sua integracdo com
outros ramos do conhecimento. Sobre a diversidade de aplicagbes da Trigonometria

a autora afirma:

Considero a Trigonometria um conteudo rico e importante, por
abranger conhecimentos relativos a Algebra e & Geometria, unindo
esses dois ramos da Matematica: por exemplo, uma equacgao
trigonométrica pode ser resolvida através da representagdo de suas
possiveis solu¢des no circulo trigopnométrico. Também €é importante
guanto as suas aplicagdes. Entre as mais antigas, esta o célculo de
distancias inacessiveis, como alturas de prédios, de montanhas, de
satélites e de avibes, larguras de rios e comprimentos de pontes. Na
Fisica, algumas aplicacbes estdo no calculo do trabalho de uma forca
atuante no deslocamento de um corpo e no estudo de fenbmenos
ondulatérios. Na medicina, o estudo da respiracdo humana, que € um
fendbmeno ciclico, pode ser feito através da modelagem com funcdes
trigonométricas, assim como o estudo da presséo sanguinea e do ciclo
menstrual. Pode-se citar ainda outros fendmenos ciclicos que podem
ser estudados através de fungdes trigpnométricas como a oscilacao
periédica das marés e a variagdo das temperaturas anuais em
determinada regido. (PEDROSO, 2012, p.15)

Dessa forma, a autora propde uma alternativa para o ensino da Trigonometria,
a partir de tarefas, com o uso do software GeoGebra, cujo objetivo é possibilitar aos
alunos um desenvolvimento de habilidades para solucionar problemas
contextualizados. Ela apresenta um estudo sobre o conceito de angulo e utiliza a
Teoria dos Campos Conceituais, de Vergnaud, para a analise e interpretacdo das falas
e das escritas dos alunos e, como recurso de aprendizagem, as potencialidades da

Geometria Dinamica.
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Ao longo da pesquisa, a questao de investigagédo - “Em que momentos e de
gue modos as atividades que compdem a sequéncia de ensino, realizadas no software
GeoGebra, conseguirdo ajudar e serdo importantes no aprendizado dos alunos de
conhecimentos relativos a Trigonometria? ” - deu origem a outros questionamentos
como a possibilidade de mudancas nos conhecimentos construidos anteriormente
durante a realizacdo das atividades, as dificuldades de utilizacdo do software
GeoGebra, os possiveis beneficios que a experimentacdo, por meio de tentativas,
pode proporcionar e a possibilidade de compreender os conceitos relativos a
Trigonometria de forma autbnoma. Sao reflexdes e inquietacdes de uma pesquisadora
preocupada com um tema que gera muita dificuldade tanto para os professores quanto
para os alunos.

Todo o trabalho esta dividido em 9 atividades descritas ao longo do texto as
quais contemplam quase todos os contetdos estudados na Trigonometria do Ensino
médio. ApéGs a aplicacdo e analise das atividades, Pedroso (2012) comprova a eficacia
do software GeoGebra como auxiliar nas situagdes de aprendizagem por permitir a
manipulacdo dinamica das figuras e pela possibilidade de realizacdo de varias
tentativas, até se chegar a uma conclusao final sobre as observacdes feitas.

Ela confirma a importancia de atividades como essas quando afirma que:

A sequéncia de ensino proporcionou aos alunos a manipulacdo de
figuras, a observagdo de variacOes, relagcbes e propriedades das
construcdes geométricas. Permitiu a eles criar hipoteses e testa-las,
confirmando-as quando necessario. Esse dinamismo e interatividade
beneficiaram a sua aprendizagem, pois o grupo saiu da postura de
ouvinte de explicacdes para a postura de investigador de hipéteses,
de padrdes, de relagbes, ou seja, 0s exercicios eram dados e eles que
tinham que buscar e/ou elaborar as explicacbes e as respostas.
(PEDROSO, 2012, p. 228)

A pesquisadora ainda destaca a mudanca no papel da professora, que passou
de transmissora de conteudos para mediadora, e dos alunos, que passaram de
receptores para assumir o papel de construtores do proprio conhecimento. Ela ainda
destaca a experiéncia como uma alternativa interessante para o ensino da
Trigonometria e sugere uma continuagao da pesquisa para assuntos néo tratados por
ela.

A pesquisa de Campos (2014), cujo titulo é “A influéncia do cotidiano nas
questdes de funcdo do Exame Nacional do Ensino Médio”, apresenta as mudancas

gue ocorreram na estrutura das questbes com a transi¢cao do antigo vestibular para o
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ENEM. Ele observa que questdes que antes eram resolvidas por meio da aplicacao
direta de conceitos e técnicas foram substituidas por questdes contextualizadas,
apresentando situacdes do cotidiano ou fazendo uma integracdo com outras areas do
conhecimento, conforme sugerem o0s Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL/MEC, 2006). Dessa forma, questdes que abordam temas de interesse dos
estudantes podem motiva-los e aproxima-los de contelldos matematicos, mesmo que
eles ndo sigam em carreiras relacionadas com as ciéncias exatas. Segundo o
pesquisador, essa mudanca atingiu positivamente os alunos, os quais puderam
desenvolver a sensibilidade numérica®. Ele considera dois aspectos em sua
investigagdo: o ponto de vista do professor no processo de ensino, por ser
responsavel em elaborar as tarefas a serem executadas pelos alunos; e o ponto de
vista do aluno no processo da aprendizagem, ao compreender o que efetivamente faz
ao executar uma tarefa.

Em sua dissertacdo, Campos (2014) faz a analise de questdes de funcdes
baseada na Teoria Antropoldgica do Didatico, extensédo da Teoria da Transposicao
Didatica, criadas pelo didata francés Yves Chevallard (1991; 1996 apud CAMPOS,
2014). Ele apresenta pares de questdes que envolvem a mesma habilidade, sendo
uma com contexto matematico e outra adaptada com alguma aplicacao cotidiana. Ao
fazer a andlise a posteriori, quando confrontou os dados colhidos na fase anterior, o
pesquisador destaca o0 insucesso dos alunos na resolucdo das questbes que

envolvem funcdes logaritmicas e trigonométricas, segundo ele:

A partir dos resultados obtidos podemos perceber, pelo alto indice de
insucesso, principalmente nas questbes que envolviam conceitos de
funcbes logaritmo e trigpnométrica, que se o estudante ndo possui 0s
conhecimentos basicos sobre o objeto matematico abordado, a
guestao, seja ela de contexto matematico, interdisciplinar ou cotidiano,
nao sera resolvida de maneira completamente correta. (CAMPOS,
p.78, 2014).

Ao analisar as resolugdes das questdes envolvidas em sua pesquisa, Campos
(2014) destaca alguns motivos que ajudam a explicar as dificuldades dos estudantes
em operar com graficos num plano cartesiano: reduzido conhecimento de
Trigonometria, especialmente fungéo trigonométrica; pouca habilidade no calculo de

logaritmos e na identificacdo da variacao grafica da funcéo logaritmica. Ao concluir a

3 O termo sensibilidade numérica ou numeracy, segundo D’Ambrésio (2007), € utilizado como uma
forma de incorporar um sentido para os nimeros.
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sua pesquisa, ele constata que nao faz diferenca se a questao € contextualizada ou
ndo. As dificuldades na resolucdo de problemas que envolvem as funcdes
trigonométricas sdo muitas, independentemente do tipo de questao.

Isso reforca 0 nosso interesse em trabalhar com funcdes trigopnométricas, ja
que had uma mudanca significativa nas questdes presentes na maioria dos processos
seletivos das Instituicdes de Ensino Superior, publicas e privadas e, principalmente,
no ENEM, que hoje € uma opcéo da maioria dos estudantes que pretendem ingressar
no Ensino Superior.

Todos esses trabalhos convergem para uma maneira alternativa de se
apresentar a trigonometria. Bacelar Jr. (2013) apresenta uma forma de complementar
e facilitar a compreensdo dos conceitos de toda a trigonometria com o0 apoio do
software GeoGebra. As imagens estaticas que aparecem nos textos didaticos passam
a ser dinamicas, o que pode contribuir para ilustrar o estudo dos conceitos
trigonométricos. Corradi (2013) e Pedroso (2012) tém opinides similares quando
afirmam que acreditam na mudanca de postura do professor que passa de transmissor
do conhecimento para mediador, além disso, ambas reforcam a necessidade de se
criarem atividades diferenciadas para o trabalho como os contetdos de Trigonometria
como forma de motivar e incentivar os estudantes no desenvolvimento desse tema.
Campos (2014) destaca o insucesso dos alunos na resolucdo de questdes,
contextualizadas ou ndo, que envolvem funcdes logaritmicas e funcdes
trigonométricas do Exame Nacional do Ensino Médio e sugere que novas pesquisas
sejam feitas para diminuir os equivocos constatados por ele em sua pesquisa sobre
funcdes e suas propriedades.

Os alunos, na atualidade, segundo Prensky (2001), nasceram e cresceram
imersos na era da tecnologia, cercados por video games, cameras digitais, tocadores
de masica digital, telefones celulares. Eles pertencem a uma geracdo sempre
conectada, pelas facilidades de acesso a internet por meio dos smartphones, e que
processa informacéo de uma forma bem diferente das geracdes anteriores. Presnky
(2001) os chama de “nativos digitais”, ja que sao falantes nativos da linguagem digital
dos computadores, videogames e internet. Entretanto, a maioria dos professores que
atuam em todos os segmentos de ensino pertence a um grupo que adotou a
tecnologia em algum momento da vida, aprendeu essa nova linguagem para se

adaptar ao ambiente, mas é um “imigrante digital”, termo usado por Prensky (2001)
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para caracterizar essa geracao que utiliza tecnologia, mas ainda carrega um sotaque
proprio de quem esta aprendendo um novo idioma.

Assim, este trabalho é mais uma forma de oferecer uma contribuicéo tanto para
o estudo autbnomo dos estudantes, nativos digitais, como para os professores,
imigrantes digitais ou ndo, que atuam no Ensino Médio. Ele foi elaborado para reunir
uma seérie de atividades com orientacdes praticas para a utilizacdo em qualquer
ambiente, seja nos laboratdrios de informatica, nas salas de aula com apenas um

computador e um projetor e, até mesmo, em casa no computador pessoal ou tablet.

2.2 O SABER A SER ENSINADO: FUNCOES TRIGONOMETRICAS COM A
UTILIZACAO DO GEOGEBRA

As funcdes trigonométricas sdo o foco deste estudo. O apoio do software
GeoGebra, na construcdo dos graficos dessas funcbes, pode proporcionar uma
precisdo e agilidade para se perceberem as transformacdes que ocorrem nesses
graficos ao se inserirem pardmetros que promovem essas mudancas. Faremos a

seguir a apresentacdo do saber a ser ensinado nesta pesquisa.

2.2.1 ESTUDO DA TRIGONOMETRIA

O estudo da Trigonometria se inicia no final do Ensino Fundamental quando se
apresentam as razfes trigonomeétricas seno, cosseno e tangente no triangulo
retangulo, mas é no Ensino Médio que esses conceitos se extrapolam para o ciclo
trigopnométrico, em que se estudam 0s arcos e 0s angulos em uma ou mais volta na
circunferéncia trigopnométrica, além da introducdo do radiano como outra unidade de
medida de angulos. Dando sequéncia ao estudo do ciclo trigopnométrico, 0s arcos sao
representados por suas imagens, e as raz0es trigonométricas passam a ter
representacdes em eixos orientados. Isso serve de base para prosseguir no estudo
das equacdes trigonométricas, funcbes trigonométricas e suas representacdes
gréficas e, por fim, as aplicacdes da Trigonometria em problemas contextualizados e
interdisciplinares.

Os conteudos séo retomados em outros momentos, por exemplo, quando se
fala em coeficiente angular na Geometria Analitica ou em taxa de variacdo no estudo

da funcéo afim. Avancando um pouco mais, esses conceitos aparecem no estudo dos
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nameros complexos na forma polar ou forma trigonométrica. Na fisica ondulatoria, ha
também uma abordagem das funcdes trigonométricas envolvendo os elementos
variaveis que aparecem no estudo dessas funcées como comprimento de onda,
periodo, frequéncia, velocidade entre outros.

De acordo com as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio, é importante

destacar que:

Ao final do Ensino Médio, espera-se que os alunos saibam usar a
Matemética para resolver problemas praticos do quotidiano; para
modelar fenbmenos em outras areas do conhecimento; compreendam
gue a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se
organiza via teoremas e demonstracdes; percebam a Matematica
como um conhecimento social e historicamente construido; saibam
apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento cientifico e
tecnologico. (BRASIL, 2006, p.69).

Dessa forma, € importante apresentar para os alunos problemas interessantes
envolvendo aplica¢gBes ou de natureza simplesmente tedrica, de modo que eles sejam
inseridos num ambiente de aprendizagem que valorize o raciocinio matematico.

Ao analisar o que se propde para o estudo das funcbes trigonométricas nos
livros didaticos, a maioria dos autores apresenta esse assunto considerando que 0s
alunos ja desenvolveram alguns conhecimentos prévios, por exemplo, a determinacéo
dos valores de seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente de arcos
no ciclo trigonométrico, a definicdo de funcdo de A em B como uma relacdo entre dois
conjuntos, ndo vazios, A e B, que associa cada elemento do conjunto A a um Unico
elemento do conjunto B.

Por encontrar definicbes e propostas muito parecidas nos livros didaticos e na
impossibilidade de citar tantos renomados autores, optou-se, nesta pesquisa, pela
referéncia a obra do experiente professor Manoel Rodrigues Paiva, edicdo de 1997,
muito elogiada por profissionais que atuam no Ensino Médio, por apresentar os
contetdos de forma precisa e minuciosa, e a obra de Luiz Roberto Dante, edi¢édo do
Projeto Voaz?*, de 2012, que tem uma proposta um pouco diferente, muito focada na

resolucao de problemas.

40 Projeto Voaz Matematica, de Luiz Roberto Dante, é focado na resolugdo de problemas, na contextualizacao e
na interdisciplinaridade. Aborda em todos os volumes de maneira integrada os quatro eixos da Matematica:
Numeros e Operacdoes, Geometria, Grandezas e Medidas e Tratamento da informacdo. Disponivel em:
<http://www.projetovoaz.com.br/Paginas/SobreVOAZ.aspx?novocontexto=VOAZ> Acesso em: 30 out. 2015
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Paiva (1997) apresenta a Matemética presente no cotidiano do aluno e afirma
que é preciso aproveitar o advento dos computadores para “resgatar o espirito critico
do jovem, essencial ao aprendizado da ciéncia Matematica”. Em sua obra, apresenta,
guando possivel, aplicacdes dos assuntos estudados, entretanto, ndo se distancia do
rigor dos conceitos matematicos.

Os livros didéticos, em geral, apresentam as fung¢des trigonométricas apos o
estudo de funcdes. Assim, ja iniciam esse estudo pela funcdo seno. Paiva (1997)

define a fungéo seno como a fungédo f:IR —IR que associa cada numero real x ao
senx , com dominio D=IR e imagem Im = { yelR | -1<y<1 } Ele constréi o

grafico da funcdo seno, atribuindo valores a x e calculando os valores

correspondentes de y, y=senx, para, em seguida, marcar os pares ordenados,

obtidos dessa forma, no plano cartesiano, como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Construgéo do gréfico da fung¢édo seno

Fonte: PAIVA, 1997, p.523

Na sequéncia, ele define funcéo peridodica como uma funcéo f, de dominio D,
que satisfaz a condicéo f(p+ x):f(x), para qualquer x € D, sendo p o periodo, que é
0 menor valor positivo e satisfaz tal condicdo. Considerando que a funcao seno atende

a essa condigéo, pois senx =sen(2n+x), senx =sen(4n+x), senx =sen(6r+x),-,

7

senx=sen(k-2r+x) , com keZ , temos que sen(p+x)=senx é uma fungéo

peridédica de periodo p=2=n. A partir dessas definicbes, Paiva (1997) apresenta a
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construcdo dos gréaficos das diferentes funcbes que se originam da funcéo

f(x):senx, ao se variar os parametros que determinam mudangas no periodo e
imagem, generalizando, f(x)=a+b[sen(cx)+d] . As demais fungdes, cosseno,

tangente, cotangente, secante e cossecante sdo apresentadas de forma analoga.

Dante (2012) propde uma reestruturacdo do contetdo para torna-lo sucinto e
objetivo, principalmente no tratamento da Geometria Plana e Trigonometria. Seu
intuito é propor uma boa fundamentacéo para a resolucdo de problemas do mundo
real com a finalidade de promover a compreensao das ideias basicas da Matemética
do Ensino Médio. Em sua obra, a introdu¢éo de cada assunto é feita por meio de uma
situacdo problema como forma de agucar a curiosidade. Ao longo de cada capitulo,
além do desenvolvimento do tema, ha convites para reflexdo, os quais estimulam
descoberta ou promovem percepcéo de uma propriedade ou um fato.

Segundo Dante (2012), a funcéo seno € uma funcéo real de variaveis reais que

associa a cada numero real x o valor real senx , ou seja, f:IR —IR com
x—>f(x):senx. No manual destinado ao professor, Dante (2012) apresenta uma

caracterizacao de fungBes trigonométricas.

Funcdes trigonométricas sdo caracterizadas por sua periodicidade;
constituem modelos matematicos proprios de varios fenbmenos da
natureza (como batimentos cardiacos, ondas eletromagnéticas, som,
corrente elétrica alternada), e sua importancia foi refor¢cada depois que
Joseph Fourier mostrou, em 1822, que qualquer funcgéo periodica pode
ser expressa em termos de fung¢des trigonométricas. (DANTE, 2012,
p.136).

No livro do aluno essa definicdo ndo aparece, mas o autor inicia o capitulo de
funcdes trigopnométricas apresentando uma situacdo problema envolvendo o

movimento de uma roda gigante, Figura 2.
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Figura 2 — Problema da Roda-Gigante

c ol e Claudio, passeando em um parque de diversdes, resolvem andar na

da-gigante. Segundo informagodes que leram, a altura que estariam em relagao
solo pode ser aproximadamente descrita pela funcéao
\ n \
) =20 + 19 sen [Tl t+mj, emque t € dado em segundos e h em metros
a) Qual é o raio da roda-gigante?
b) Qual é o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-
igante?
F re jer a essas perguntas precisamos aprender a interpretar as

neste capitulo, em que estudaremos as fungdes

Fonte: DANTE, 2012, p.280

Diante desse exemplo fornecido pelo autor, percebe-se uma conduta

preconizada pelo documento oficial:

Os alunos devem ter a oportunidade de tracar graficos referentes as
fungBes trigonométricas, aqui se entendendo que, quando se escreve
f(x) = senox (sic), usualmente a variavel x corresponde a medida de
arco de circulo tomada em radianos. As func¢des trigonométricas seno
e co-seno também devem ser associadas aos fenbmenos que
apresentam comportamento periodico. (BRASIL, 2006, p.74).

Assim, percebe-se um alinhamento entre a abordagem trigonométrica desse
autor com as recomendacfes das Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio,
inclusive explorando a tecnologia, em particular, o software GeoGebra, conforme sera

abordado no proximo item.

2.2.2 O SOFTWARE GEOGEBRA

O software GeoGebra, criado por Markus Hohenwarter, € um software gratuito
de Matematica dindmica desenvolvido para o processo de ensino e de aprendizagem
da Matematica, sendo utilizado do ensino basico ao ensino superior
(HOHENWARTER, 2004).

As diversas areas da Matematica, como a Geometria, Algebra, Probabilidade,

Estatistica, Calculo, dentre outras, sdo contempladas com 0s inUmeros recursos que
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esse software reune. Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra € uma excelente
ferramenta para criar ilustracdes a serem usadas no Microsoft Word, no Open Office
ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra é
multiplataforma e, portanto, pode ser instalado em computadores com Windows, Linux
ou MacOS (HOHENWARTER; JONES, 2007).

O uso da Tecnologia no Ensino da Mateméatica ganha destaque na Orientacdes
Curriculares para o Ensino Médio quando sugerem 0 seu uso no processo de ensino
e aprendizagem da Matematica. A possibilidade de explorar e construir diferentes
conceitos com auxilio de programas de computador, nesse documento referidos como

‘programas de expressao”, ganha importancia:

Os programas de expressao apresentam recursos que provocam, de
forma muito natural, o processo que caracteriza o “pensar
matematicamente”, ou seja, os alunos fazem experimentos, testam
hipoteses, esbogcam conjecturas, criam estratégias para resolver
problemas. (BRASIL, 2006, p.88).

Esses programas caracterizam-se por oferecer diferentes representacdes para
um mesmo objeto matematico e por permitir a manipulacao desses objetos na tela.

Ainda de acordo com essas orientacbes, a possibilidade de visualizar
fenbmenos na tela do computador enriguece a formacdo das imagens mentais
associadas as formas geométricas.

Em relacdo ao estudo de func¢des, em especial as fungdes trigonométricas, cuja
visualizacdo e andlise dos graficos permitem chegar a conclusdes importantes, o
software GeoGebra disponibiliza recursos para se trabalhar no plano cartesiano,
facilitando a exploracéo simultanea da Algebra e da Geometria.

O GeoGebra estd, rapidamente, aumentando a sua popularidade em todo o
mundo, no que tange ao desenvolvimento de solu¢gdes que auxiliem no processo de
ensino e de aprendizagem de Matematica. Atualmente, o GeoGebra é traduzido para
58 idiomas, utilizado em 190 paises e seu download é realizado por aproximadamente
300.000 usuarios por més. Esta utilizacao crescente levou a criagéo do Internacional
GeoGebra Institute (IGI), que serve como uma organizagao virtual para apoiar o uso
do GeoGebra em iniciativas locais e criagcdo de outros institutos (NASCIMENTO,
2012).

O GeoGebra disponibiliza véarios recursos eficazes na aprendizagem de

saberes matematicos, no entanto, fazer um estudo detalhado de todos os seus
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comandos desviaria a atencdo do objetivo principal deste trabalho que é analisar as
potencialidades de sua utilizagdo como apoio no estudo das fun¢des trigopnométricas.
Nesta pesquisa serdo apresentados apenas 0s comandos necessarios para a
realizacdo das atividades, como a visualiza¢do da malha quadriculada, a mudanca de
unidade do eixo das abscissas para radianos, a forma de inserir uma fung&o na caixa
de entrada, bem como sua sintaxe, e, caso seja necessario em algum momento,
mudanca de cor dos graficos.

A segquir, serdo detalhados os pressupostos teéricos que regem a Engenharia

Didética, metodologia de pesquisa escolhida para nortear o trabalho do pesquisador.

2.3 METODOLOGIA DA PESQUISA

Para o desenvolvimento desta pesquisa, de natureza qualitativa, optamos pela
metodologia da Engenharia Didatica, cujos fundamentos relataremos brevemente,
considerando suas concepc¢des originais e sua aplicacao no ensino.

Esta investigacdo ocorreu em uma escola privada da cidade de Juiz de Fora,
Minas Gerais, com alunos da 32 Série do Ensino Médio, onde a pesquisadora atua
como professora. A escolha dos sujeitos da pesquisa deu-se a partir do interesse de
cada um dos alunos convidados, ja que foram convidados aproximadamente 200 e,
apenas 14 se interessaram em participar. Dentre esses participantes, alguns
relataram ter muita dificuldade com a trigonometria, outros se mostraram curiosos
frente a possibilidade de utilizar, segundo eles, um software diferente, e ainda outros
se interessaram por pertencerem a um grupo que concorrera a vagas em cursos de
graduacdo na area das Ciéncias Exatas. Um pequeno grupo lamentou a
impossibilidade de participar devido a compromissos assumidos durante a preparagéo
para o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e outros vestibulares. As atividades
foram aplicadas durante trés encontros, embora houvesse sistematicamente, trocas
de mensagens instantaneas por smartphones entre a pesquisadora e 0s participantes.

A Didética Francesa, no campo da Educacdo Matematica, teve um grande
destaque no inicio da década de 1980, com os trabalhos de Guy Brousseau (1979)
que construiu uma teoria que trata das interagdes envolvidas no processo de ensino

e aprendizagem da matematica. Esse conceito foi amplamente estudado e divulgado
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por Artigue (1988), passando a se constituir como uma metodologia de investigacéo
cientifica capaz de interligar a concepcéo tedrica a experimentacao.

A Engenharia Didatica € empregada em pesquisas que envolvem uma parte
experimental, por ser uma metodologia cuja finalidade é analisar situacdes didaticas.
Segundo Artigue (1988), o termo Engenharia Didatica pode ser comparado ao
trabalho do engenheiro que se apoia em conhecimentos cientificos de seu dominio
para elaborar um projeto com precisdo, submete esse projeto a um controle, mas, ao
mesmo tempo, precisa trabalhar com objetos mais complexos e tomar decisdes nao
previstas pela ciéncia. Assim, essa metodologia pode ser auxiliar na analise da forma
como o estudante desenvolve uma sequéncia de procedimentos, como um projeto
feito pelo engenheiro, para resolver um problema proposto.

Essa ideia € sustentada por Pais (2001), quando afirma que:

A engenharia didatica possibilita uma sistematizacédo
metodoldgica para a realizacdo da pesquisa, levando em
consideracao as relacdes de dependéncia entre teoria e prética.
Esse é um dos argumentos que valoriza sua escolha na conduta
de investigacdo do fendbmeno didatico, pois sem articulacao
entre a pesquisa e a acdo pedagogica, cada uma destas
dimensdes tem seu significado reduzido. (PAIS, 2001, p.99)

Dessa forma, a construcdo do saber matematico serd apoiada numa pratica
reflexiva investigativa frente a uma a¢édo pedagoégica de um objeto de investigacao
gue permite estabelecer uma conexao entre o saber tedrico e o saber pratico.

A Engenharia Didatica é dividida em quatro fases de investigacdo: analises
preliminares, analise a priori, experimentacao e analise a posteriori.

A analise preliminar é que vai direcionar a acéo do pesquisador para a proposta
da sequéncia didatica. Nessa fase se apresentam as consideracfes sobre os
conhecimentos didaticos relacionados ao assunto a ser pesquisado que ja foram
adquiridos, como o assunto € trabalhado em sala de aula, quais os obstaculos
enfrentados pelos alunos referentes ao tema da pesquisa e quais as dificuldades
apresentadas no processo de ensino e aprendizagem. Pais (2001) recomenda a
descrigcéo das principais dimensdes que se relacionam com o sistema de ensino, como
a epistemologia cognitiva, pedagdgica, entre outras, que definem o fendmeno a ser

estudado
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A fase da analise a priori é destinada ao saber em estudo. E quando se coloca
em evidéncia os problemas referentes ao estudo para a construcao de hipoteses que
serdo confirmadas ou ndo por meio da pratica investigativa. E a fase em que se
delimitam as variaveis macro didaticas ou globais® como existéncia de laboratério de
informéatica na escola, nimero de computadores disponiveis no laboratério, instalacdo
do software nas maquinas, agendamento do laboratério - e as varidveis micro
didaticas®, chamadas de variaveis de comando que, dependendo do contelido a ser
ensinado, podem ser de ordem geral ou especifica, como o contetdo escolhido para
a atividade, o processo de realizacao das tarefas pelos alunos.

A fase da experimentacdo abrange a realizacdo da engenharia com a
populacdo de estudantes. E o momento do contato do professor com os alunos que
sdo 0s objetos da investigacdo e, também, a fase em que ocorre a aplicacdo da
sequéncia didatica. Segundo Pais (2001), é formada pelas aulas planejadas a
analisadas previamente para se observar situacdes de aprendizagem. Estas aulas
sao diferentes da rotina de sala de aula, pois, durante a execucdo das atividades, o
pesquisador deve estar atento ao maior niumero possivel de informacdes para validar
a investigagéo.

Castro (2013) afirma que a experimentagcao supoe:

e a explicitacdo dos objetivos e condicdes de realizacdo da
pesquisa a populacdo de alunos que participara da
experimentacao;

¢ 0 estabelecimento do contrato didatico;

¢ a aplicacdo dos instrumentos de pesquisa;

e 0 registro das observacdes feitas durante a experimentacao
(observacdo cuidadosa descrita em relatorio, transcricdo dos
registros audiovisuais, etc.). (MACHADO, 2010 apud CASTRO,
2013, p. 28)

Ao assumir essa metodologia de pesquisa, o0 pesquisador deve ter esses
pontos bem claros na fase experimental.

A validacdo da sequéncia didatica utilizada ocorre na quarta fase, a analise a
posteriori. E nesta fase que se verifica se os estudantes realmente aprenderam e

desenvolveram uma autonomia intelectual a partir da analise dos dados obtidos

5 Variaveis macro didaticas ou globais se referem a organizacao global da engenharia.
6 Variaveis micro didaticas ou locais, se referem a organizacao local da engenharia, isto &, a
organizacdo de uma secdo ou de uma fase.
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durante as aulas que foram planejadas na etapa anterior. Esta validacdo ocorre
confrontando-se os dados obtidos na analise a priori € na analise a posteriori para
verificar a confirmacao das hipdteses propostas no inicio da pesquisa.

A Engenharia Didatica € um referencial metodologico importante e possivel de
ser realizado no processo de ensino e de aprendizagem por permitir a compreensao
dos efeitos provocados pelas préaticas docentes desenvolvidas em sala de aula.
Conforme ja explicitado anteriormente, tanto a Engenharia Didatica quanto a Teoria
Antropologica do Didatico advém da Didatica Francesa, cuja origem surgiu com as

problematicas instauradas em Situac6es Didaticas de Guy Brousseau (1979; 1996)

2.4 REFERENCIAL TEORICO: TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

A Teoria Antropologica do Didatico foi criada como uma extenséo da Teoria da
Transposi¢cdo Didatica. Ambas foram elaboradas pelo francés Yves Chevallard. A
primeira sera utilizada como referencial tedrico para o desenvolvimento deste
trabalho.

A Teoria da Transposicdo Didatica faz referéncia as mudancgas que ocorrem
nos saberes, neste caso, os matematicos, desde que se inicia sua construgdo, no
campo cientifico, até chegarem a sala de aula. Essas transformacdes ocorrem devido
a interferéncias existentes no processo educativo e, segundo Campos (2014), se
devem a agentes como a historia das ciéncias, 0s cientistas, os politicos, os autores
de livros didaticos, os professores, entre outros. Para Chevallard (s/d apud PAIS,
2011, p.19), todos esses agentes que atuam nas transformacdes dos saberes, de
maneira direta ou indireta, situam-se na noosfera- Dessa forma, um conteudo definido
como saber a ser ensinado é adaptado por meio de um conjunto de transformagdes
até que ele ocupe a posicéo de objeto de ensino. Chama-se transposicao didatica a
esse trabalho que faz com que um objeto do saber a ser ensinado se transforme em
um objeto de ensino.

Chevallard (2013) exemplifica essa transformacgdo diferenciando “fato” e

“fendbmeno”. Segundo ele:

Os fatos sdo o material de que € essencialmente feito 0 mundo do
policial ou do jornalista. Esta € uma posicéo perfeitamente legitima. A
ciéncia, no entanto, vé o mundo de forma diferente. Preocupa-se com
os fenbmenos, ndo com os fatos. Quando uma telha cai de um telhado
sobre a sua cabega, isto é um fato, apenas um fato, mesmo que ele
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seja muito desagradavel. Mas a ciéncia ndo esta interessada neste
evento em particular. A fisica, para dar exemplo disso, estuda os
fenbmenos relativos a queda dos corpos pesados; e a medicina estuda
outros fendbmenos relevantes, como as consequéncias da telha caindo
na sua cabeca. (CHEVALLARD, 2013, p. 2).

Dessa forma, ele destaca a forma de se interpretar 0 mesmo evento usando
abordagens diferentes.

Considerando a importancia do professor no cenario didatico escolar, sua
intervencao nas transformacdes que ocorrem nos contetdos € um fator de grande
relevancia, pela subjetividade com que um mesmo conteldo pode ser interpretado.

Para Chevallard (1996), a génese da teoria antropolégica do conhecimento
ocorre baseada nas primeiras formulacdes sobre a teoria da transposicao didatica, a
partir de trés elementos: 0 objeto, as pessoas e as instituicdes. Nesse sentido, o
destaque € para o objeto de estudo por ser um material de base para a investigacao.
Rodrigues (2009) afirma que a praxeologia do objeto matematico de estudo, as
Funcdes Trigonométricas, é de duas espécies: a matemética e a didatica, o que
reforca a estrutura do primeiro procedimento metodolégico.

Segundo Campos (2014), na Teoria Antropolégica do Didatico, o termo objeto
€ usado para se referir a individuos, a instituicbes e as posi¢cdes ocupadas pelos
individuos nas instituicbes. Para Almouloud (2010), “a existéncia de um objeto
depende do reconhecimento e do relacionamento de pelo menos uma pessoa ou
instituicdo com esse objeto”. Para Chevallard (1996), a definigdo de instituicdo possui
inUmeras variacdes, pode ser uma sala de aula, uma escola, uma disciplina, um livro

didatico, entre outros.

A Teoria Antropologica do Didatico é baseada em quatro termos: tarefa (T),
técnica (t), tecnologia (0) e teoria (®). Esses termos foram criados por Chevallard para
modelar as atividades matematicas que ocorrem nas instituicdes didaticas. A tarefa
(T) é identificada por um verbo de agédo que deve acompanhar um conteudo em
estudo, por exemplo calcular o valor maximo ou minimo de uma funcéo. A técnica (r)
€ a maneira adotada para realizar uma tarefa (T), € uma estratégia utilizada para
resolver um problema. A tecnologia (6) € o discurso que justifica a técnica (t) e permite

realizar a atividade. A teoria (®) permite fazer generalizacbes que poderdo ser
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utilizadas em situagcbes similares porque justifica e garante a veracidade da
tecnologia.

Uma abordagem desses quatro termos que possibilita uma melhor

compreensao encontra-se descrita no capitulo 3 desse trabalho.
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3 ANALISE A PRIORI

Nesse capitulo sera apresentada a analise detalhada de uma atividade com a
apresentacao de uma abordagem dos termos desenvolvidos por Chevallard, tarefa
(T), técnica (1), tecnologia (0) e teoria (®). Na sequéncia h&a a sugestdo de atividade

que serd proposta para os alunos com a utilizacdo do software GeoGebra.

3.1 ANALISE DE UM PROBLEMA DE FUNCAO TRIGONOMETRICA

Para esta analise, serd usado o problema apresentado por Dante (2012) na
introducdo do capitulo sobre funcdes trigonométricas e ja referenciado no capitulo
anterior. Esse problema exemplifica o objetivo final da nossa pesquisa apés o estudo
e realizacdo das atividades de fun¢Bes trigonométrica com o GeoGebra e sera um dos
exemplos aplicados nas atividades com os alunos do Ensino Médio.

O enunciado do problema (DANTE, 2012, p. 280) refere-se a um contexto

cotidiano em que se aplicam os conceitos de fungdes trigonométricas.

Carol e Claudio, passeando em um pargue de diversdes, resolvem andar na roda-

gigante. Segundo informacdes que leram, a altura que estariam em relacéo ao solo

pode ser aproximadamente descrita pela funcéo h(t): 20+19 sen(2—n4t+ nj, em

gue t é dado em segundos e h em metros.

a) Qual é o raio da roda-gigante?
b) Qual é o tempo necessério para eles darem uma volta completa na roda-

gigante?

Resolucéo;

a) Para calcular o raio da roda-gigante, o aluno deve identificar que o mesmo é
dado pelo parametro que altera a amplitude. Na funcéo

f(x)=a+b-sen(cx+d) essa alteragdo ¢é feita pelo parametro “b”.
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Comparando essa funcao com a funcao h(t) =20+19 sen(z—nArt + nj, ele deve

responder que o raio da roda-gigante mede 19 metros.

b) O tempo necessario para a roda-gigante dar uma volta completa é dado pelo
periodo da fungdo. Para a fungéo f(x)=a+b-sen(cx+d), o periodo é

calculado dividindo-se 21 pelo parametro c, que promove essa variagéo. Na
= A z g T
funcdo apresentada no problema, o parametro c € igual a 24 Portanto

p= 2n =p=2n- 24 —=p=48s . Assim, a roda gigante da uma volta
T 1

24

completa em 48 segundos.

No contexto da Teoria Antropoldgica do Didatico, chamamos cada item dessa
atividade de tarefas, pois pressupde um verbo, uma acgéo a ser realizada que deve
estar acompanhado de um contetdo em estudo. Assim, apresentamos uma resolucao

como possibilidade de técnica a ser utilizada pelo aluno na realizacdo da tarefa.

A tarefa (T), que é a de “calcular a medida do raio”, no caso do item (a), é
identificada na pergunta do problema. O verbo de acdo para essa tarefa é calcular e
o conteudo em estudo que o acompanha € a medida do raio roda-gigante segundo a

funcéo:

T
h(t)=20+19 sen(zt + nj (1)

Uma técnica (t) € uma maneira de proceder a fim de realizar uma tarefa (T),
mas nao é necessariamente um procedimento metodologico ou algoritmico. Para a
resolucao do problema proposto na letra (a), uma técnica (t), utilizada para realizagao
da tarefa (T) € a identificagao do parametro “b” que modifica a amplitude da fungéo
f(x):senx , ho caso desse problema, esse parametro € igual a 19. Portanto,

determina-se o raio da roda-gigante igual a 19 metros.
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Uma tecnologia (6) € um discurso descritivo e justificado das técnicas utilizadas
para a realizacdo da tarefa. No item (a) do problema proposto, foram usadas as
seguintes tecnologias (0), respectivamente:

1) Identificagdo do parametro “b” da fungéo f(x)=a+b-sen(cx+d) como

parametro que modifica a amplitude.

2) Comparacgéao da funcao dada no problema, h(t): 20+19 sen(z—zrt + nj, com

a fungéo f(x)=a+b-sen(cx +d).
3) ldentificagdo do parametro 19 como aquele que permite calcular a medida

do raio da roda-gigante.

A teoria (®), que nem sempre esta presente numa atividade devido a
complexidade de alguns conceitos matematicos, nesse problema € a possibilidade de

generalizacdo para solucionar outros problemas do mesmo tema.

Na resolucdo do item (b) do problema, também a luz da Teoria Antropoldgica
do Didéatico, a tarefa (T), que é a de “calcular o tempo que a roda-gigante” demora
para dar uma volta, apresenta o verbo de agao “calcular’” e o mesmo conteudo do item

anterior, que é a funcao:

T
h(t)=20+19 sen(ﬂt + n} (2)

Para a resolucao do problema proposto na letra (b), uma técnica (t) utilizada

para realizacdo da tarefa (T) é a identificagdo do parametro “c” que modifica o periodo
da funcéo f(x):senx, no caso desse problema, esse parametro € igual a 2—n4

Portanto, para determinar a solucao do problema utilizam-se as seguintes tecnologias

(6), respectivamente:

1) Identificagdo do parametro “c” da fungéo f(x)=a+b-sen(cx +d) como

parametro que modifica o periodo.

2) Comparacao da fungao dada no problema, h(t): 20+193en(2—n4t+nj,

com a fungéo f(x)=a+b-sen(cx +d).
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3) ldentificacdo do parametro % como aquele que permite calcular o

tempo gasto pela roda-gigante para dar uma volta.

4) O célculo do tempo pedido p =2—T?:>p =27’c-£:>p —48 s
T

24

A teoria (®), também é a possibilidade de generalizacdo para solucionar outros

problemas do mesmo tema.

Esse foi apenas um exemplo de andlise baseada na Teoria Antropolégica do
Didatico. Pretende-se, com esta analise, de natureza previsiva, confrontar com o0s
dados experimentacdo e fazer uma analise a posteriori, quando, na quarta fase da
Engenharia Didatica, havera validacdo, ou ndo, da hipétese da pesquisa. A seguir,
serdo apresentadas as atividades que serdo aplicadas para os alunos participantes

da pesquisa.

3.2 PROPOSTA DE ATIVIDADE COM O SOFTWARE GEOGEBRA

A proposta da atividade consiste em apresentar uma situacao de investigacao
do comportamento das funcdes trigopnométricas, com apoio do software GeoGebra. O
software possibilita a construcdo precisa dos gréaficos dessas fungdes e isso permite
uma visualizacdo dos efeitos gerados pelos parametros os quais podem alterar o
periodo, a imagem, a amplitude e o dominio das funcdes. O GeoGebra possui uma
infinidade de recursos, mas optamos por apresentar para 0s alunos apenas as
ferramentas necessarias para a realizacdo da atividade.

A utilizacédo da tecnologia no ensino da Matematica pode incentivar e motivar
os alunos, além de estimular a criatividade e despertar o interesse por buscar o
conhecimento através da investigagcdo e colaboracdo. A construgcdo manual de
graficos é uma tarefa ardua e limitada pela propria dificuldade no tracado das curvas.
O GeoGebra facilita essa construcao e possibilita a utilizagdo de parametros variados

que, em alguns casos, seriam impossiveis de serem utilizados manualmente.

A seguir sera apresentada a sequéncia de atividades que vai desde o download

e instalagédo do software GeoGebra até as construgdes dos gréaficos com as analises
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prévias dessas construcbes e as aplicagbes dos conhecimentos nos problemas
cotidianos.

3.2.1 DOWNLOAD E INSTALACAO DO GEOGEBRA

Algumas escolas contam com técnicos especializados para fazer instalacdes
dos softwares nos laboratorios de informatica. Muitas até dependem de autorizacdo
para fazer alguns procedimentos até mesmo por questdo de seguranca. O download
e instalacéo do software GeoGebra é muito simples para quem tem alguma habilidade
com o computador.

Na realizacdo das atividades desta pesquisa, a versédo 5.0.170.0-3D (2015) do
GeoGebra foi instalada nas maquinas do laboratorio de informatica da Escola, pelo
técnico responsavel. A sugestao € que, para realizar as atividades com os alunos,
essa etapa ja esteja concluida. De qualquer forma, a seguir sdo apresentadas
orientacdes passo a passo para essa instalacéo.

O software GeoGebra € gratuito e de instalagdo muito simples. As pessoas
acostumadas a fazer downloads nao terdo dificuldades para executar essa tarefa,
mas, Como nossa proposta € construir orientacdes praticas e detalhadas para a

utilizacao do software, apresentamos, a seguir, um breve tutorial.

1) Acesse o site oficial do GeoGebra digitando no seu navegador o endereco

WWWw.geogebra.org e aparecera a pagina mostrada na Figura 3.

Figura 3 — Imagem da pagina oficial do GeoGebra
G eQG e b rO Materiais Downloads Comunidade Ajuda

ity il it

Materiais Start GeoGebra Downloads

GEOGEBRA

THE GRAPHING CALCULATOR FOR GEOMETRY, ALGEBRA,
CALCULUS, STATISTICS AND 3D MATH!

MATEMATICA DINAMICA PARA SE
APRENDER E SE ENSINAR

Fonte: www.geogebra.org — Acesso em 02/11/2015
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Observe que ha trés opcbes de acesso nessa pagina: “Materiais” apresenta
uma relacdo de applets’ desenvolvidos por usuarios do GeoGebra os quais estédo
disponiveis gratuitamente no site; “Start GeoGebra” € uma vers&o online do software
gue nao precisa de instalacdo, mas depende de uma boa conexao com a internet e

“‘Downloads” que direciona para as diversas plataformas de instalagao.

2) Escolha a opc¢éo “Downloads”, Figura 4, para, em seguida, selecionar o local onde
o software serd instalado bem como o sistema operacional utilizado. H& uma
noticia de 15 de outubro de 2015 de uma verséo beta® para Smartphones que
utilizam o sistema Android® e uma outra ja em desenvolvimento para o sistema

ios1o,

Figura 4 — Pagina para download do GeoGebra

<

GeoGebra para Tablets GeoGebra para Desktops GeoGebra para Smartphones

o GeoGebra Graphing Calculator

s ownload from . . n
a SUin'(‘ijS gtore " Chrome App for Android Phones Beta

2 Download on the -- "
' App Store il Windows
ANDROID APP ON
P> Google play X Mac 05 X

A Linux
S

Fonte: http://www.geogebra.org/download - Acesso em 02/11/2015

Qualqguer que seja a escolha sera feito o download do programa, por exemplo,
“GeoGebra-Windows-Installer-5-0-170-0.exe”. Execute esse programa e siga as
instrucdes na tela do computador, conforme mostram as imagens das Figuras 5 e 6,

a sequir.

7 Applet € um pequeno software que executa uma atividade especifica, dentro de outro programa maior.
O termo foi introduzido por AppleScript em 1993. <https://pt.wikipedia.org/wiki/Applet > acesso em
14/10/2015.

8 Versado beta € uma versdo de um produto (geralmente um software) em fase de desenvolvimento e
testes. Ela é disponibilizada para que usuarios interessados opinem e retornem possiveis problemas
para os ajustes dos desenvolvedores.

9 Android é um sistema operacional utilizado em dispositivos méveis, com tela sensivel ao toque, como
smartphones e tablets. Atualmente desenvolvido pela empresa Google.

10 |0S é um sistema operacional da Apple.
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Figura 5 — Instalacéo do GeoGebra 1
[ %) GeoGebra Installer - 0O

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Clique em Préximo para continuar.

Language:

Portugués Brasileiro -

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015} (i [ cancelar

Fonte: Dados da Pesquisa

Figura 6 — Instala¢éo do GeoGebra 2
o GeoGebra Installer = &

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select 3 setup type.

* Standard
gﬁ All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users.

" Custom

= Choose which programm features you want installed and where they will be
ﬁlﬁ installed. Recommended for advanced users.

GeaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) | <voter || mstalar [——

Fonte: Dados da Pesquisa

Apos esse procedimento, clicar em “terminar”, o icone do GeoGebra aparecera

na area de trabalho e o software estara pronto para ser utilizado.
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3.2.2 CONFIGURACAO DO GEOGEBRA

Para realizar essa atividade, € necessario que o GeoGebra ja esteja instalado
no computador ou tablet. Todas as imagens foram obtidas da versédo 5.0.170.0-3D
(2015) instalada no computador pessoal. E possivel que se encontrem versées mais
recentes ou que a instalacéo seja feita num tablet, mas as modificacdes sédo pequenas
e nédo interferem na realizacao das tarefas.

O trabalho com as funcfes trigonométricas requer algumas modificacdes na
configuracdo do GeoGebra as quais permitirdo a analise precisa das informacdes
solicitadas durante a execucao das construcdes graficas propostas nas atividades
subsequentes.

A Figura 7, a seguir, mostra a tela inicial do GeoGebra. Para a realizacao das
atividades, é importante identificar a posicdo da caixa de “Entrada”, local em se as
funcdes serdo inseridas, a “Janela de Algebra” que mostrara as fungdes digitadas na
caixa de entrada e também utilizada para selecionar as fun¢gdes de interesse nas

analises e, por fim, a “Janela de Visualizagado” onde os graficos serao construidos.

Figura 7 — Tela inicial do GeoGebra

(9] GeoGebra = B

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.A7 ’/7 ’:I;'-E—z I:)—z IG}? ®7 é‘? x’z ABC? ifE_{ ‘%’7

p Janela de Algebra #| | ¥ Janela de Visualizagdo X

Entrada: ©

Fonte: Dados da Pesquisa
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Alguns parametros dessa tela inicial devem ser modificados para o trabalho

com as func¢des trigopnométricas.

1) Exibir a malha quadriculada

Exibir a malha quadriculada € importante para facilitar a identificagédo de valores
no grafico. Para isso, basta clicar sobre a regido do grafico com o botdo direito do
mouse e selecionar “malha”. Em seguida aparecera a malha quadriculada no plano

cartesiano. A Figura 8 apresenta esse comando em destaque.

Figura 8 — Exibigdo da malha quadriculada
3_

Janela de Visualizagdo
27 L Eixos

=$ f Malha

14 Barra de Navegacio

G, Zoom r
R R EixoX : EoY ¢ ]
Exibir Todos os Objetos
-1 Visualizacdo Padrao Ctrl+M

.2 Janela de Visualizacao ...

Fonte: Dados da Pesquisa

2) Mudar a unidade do eixo das abscissas para radianos

Para a andlise dos gréficos das fungbes trigopnométricas, o eixo das abscissas
deve ser graduado em radianos. Para fazer a mudanca da unidade do eixo-x para
radianos, basta clicar com o botéo direito do mouse sobre a area do grafico e escolher

a opcao “Janela de Visualizagao”, destacada na Figura 9.
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Figura 9 — Mudanca de unidade dos eixos
3_

Janela de Visualizagao

J_ Eixos
JH malha

14 Barra de Navegacio

4, Zoom

— - EixoX : EixoY Lo

-

Exibir Todos os Objetos
-1 Visualizacio Padro Ctri+M

=$ # Janela de Visualizag3o ...

Fonte: Dados da Pesquisa

Apos esse procedimento, em “preferéncias”, selecionar “EixoX”, definir

distancia g rétulo x e unidade n. Essa sequéncia esta destacada na Figura 10, a

seqguir.

Figura 10 — Mudanga de unidade do eixo horizontal para radianos.

(¥ Preferéncias
Y oW [E] S E W 2

Basico | ExoX | EixoY  Malha

Exibir EixoX
Exibir Niumeros

[} Direcdo Positiva Apenas

Distdncia: w2 v

Graduacdes:| | | | v

Rdtulo: x ~ |Unidade: ™ w

Origem em:|0.0 O Ajustar & Borda da Janela de Visualizacao

Fonte: Dados da Pesquisa

Apés essas modificagbes, o0 GeoGebra esta pronto para receber as funcdes
trigopnométricas que serdo trabalhadas nas atividades. Abaixo, na Figura 11, é

possivel visualizar a tela configurada para iniciar os trabalhos.
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Figura 11 — Tela do GeoGebra formatada.

o GeoGebra = B
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
| A o L el e . a=2
™ / A J,,-‘ e/ 3510 e ABC||| 2. '%"
' i | = i il | v v il il |
1 » Janela de Algebra 4 | b Janela de Visualizagao ]
[
5
4
3
2
1
<
o X
" 2 [ 2 ™ 32 2 sz 3n T2
-1
2
3
-4
5
Entrada. 1)

Fonte: Dados da Pesquisa

Dando continuidade aos procedimentos de configuracédo do GeoGebra, a seguir
h& uma orientacdo para a entrada das funcdes.

3) Digitar as funcdes

No canto inferior esquerdo h& a caixa de entrada das fun¢fes. Para visualizar
o gréafico, basta digitar a funcdo na caixa de entrada, clicando, em seguida, na tecla
“Enter”.

Figura 12 — Caixa de entrada das funcdes.

Entrada: f{x)=sen X

Fonte: Dados da Pesquisa
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Apds esse procedimento, é possivel visualizar, na “Janela de Algebra”, a funcéo

f(x)=sen(x) e o seu grafico na “Janela de Visualizag&o.

Figura 13 — Tela formatada.

< GeoGebra - B
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A ] el i . a=2
S PO A e [ )
» Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagio A
- Funcio 8
L@ f(x) = sen(x)
5
4
3
2
1
<
1
0 X
-z 0 2z B 3nz 2n sm2 3}\7::2’
-1
2
3
-4
-5
Entrada [+

Fonte: Dados da Pesquisa

Observe que a fungéo f(x)=sen(x), Figura 13, na Janela de Algebra, aparece

na mesma cor de seu grafico na Janela de Visualizacdo. Caso seja necessario, €
possivel mudar a cor do grafico. Para isso, basta posicionar o mouse sobre o gréafico
ou sobre a fungao, clicar com o botao direito do mouse e, em “propriedades”, escolher

a cor desejada, como mostram as Figuras 14 e 15.

Figura 14 — Mudanca de cor do grafico

:

Fungao f
|~ | Exibir Objeto
Exibir Rétulo \
# Habilitar Rastro
-T2 2 ™
‘: Renomear \

‘¥ Apagar

s># Propriedades ..
-z
_3]

Fonte: Dados da Pesquisa
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Figura 15 — Escolha da cor do grafico.

L) Preferéncias
AR A= =
Ll :unfgéo Basico| Cor | Estilo | Algebra | Avangado | Programagio
[ ] | meEEE Recente:
H| T eee.
o ] ||
|| ] ]
| IdeEEE
|| N NEEN ourno
HE EeeeE.
HE e eEEE
HE Creeaa.
Visualizar: _ 204, 0, 0 (#CCO0000)

Fonte: Dados da Pesquisa

Como ja foi dito anteriormente, foram apresentados apenas os comandos
necessarios para realizar as tarefas propostas. Durante a atividade prética, podem
surgir outras funcdes que sejam do interesse dos alunos, ou alguma curiosidade. O
GeoGebra possui uma lista de fungdes predefinidas, com sintaxes préprias. O menu
“ajuda” do software direciona para tutoriais, manual, férum de discussado que podem
orientar melhor sobre outras opcoes.

As funcbes trigopnométricas, em especial, por serem perioddicas, apresentam
repeticdes nos graficos. Caso haja interesse em mostrar um Unico periodo no gréfico,
0 GeoGebra possui um comando que permite visualizar os graficos em um intervalo

qualquer. De um modo geral pode ser usada a sintaxe a seguir.

Funcéo [< Funcao >,< Valor de x inicial >,< Valor de x final >] (3)
Para visualizar o grafico da fungéo f(x)=sen(x)no intervalo [0, 2x], por
exemplo, basta digitar

Funcao [sen x, 0, 2pi] (4)

A Figura 16 mostra a representacao desse gréfico.
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Figura 16 — Gréfico de um periodo da funcéo seno

o SENO 16.9gb = B
Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A i raliro . a=2
%_ o vl LA\ e L oé._ o\ [ ABC | 27 <
v v v ! v v v v v v ol
b Janela de Algebra o ||| b Janela de Visualizagdo X
- Funcio
L@ f(x) = sen(x) (0 <x<6.28) 2l
5l
1 q
] X
™ ™2 of 2 ™ a2 2n amiz
_1.
-2 4
-3 4
Entrada: ¥ @

Fonte: Dados da Pesquisa

A partir desse ponto, basta seguir as instrucbes descritas nas atividades

subsequentes.

3.2.3 FUNCAO SENO

Essa atividade destina-se a construcdo dos graficos de algumas funcdes
utilizando o GeoGebra. Para realiza-la é necessario que as mudancas na configuracéo
do software para trabalhar com as func¢des trigopnométricas ja estejam feitas.

Sao propostas construcdes de graficos com varia¢des da funcéo seno e, pela
observacdo dos gréficos na tela do computador, pretende-se atingir os objetivos
especificos de: reconhecer a natureza ciclica das func¢des trigopnomeétricas; observar
o comportamento dos graficos das fun¢des obtidas por modificacdes feitas na fungéo

f(x):sen(x), como os deslocamentos horizontal e vertical, alteragcées no periodo e

na amplitude, crescimento e decrescimento; e, por fim, fazer conjecturas a partir das
observacdes feitas e comparacbes com os parametros modificados nas leis das
funcdes.

A seguir é apresentada a lista de atividades.
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1) Na caixa de entrada do GeoGebra, insira as funcdes listadas a seguir. Num
primeiro momento, elas aparecerdo juntas na tela, mas o software possui um
recurso que permite “ligar” ou “deligar” a fungao, o qual sera utilizado para analisar

as modificacdes ocorridas no grafico em funcdo dos parametros que alteram

funcdo original f(x)=sen(x).

f(x)=sen x

g(x)=2+sen x

h(x)= -2+ sen x

i(x)=2-sen x

j(x)=4-sen x

k(x)=—-2-sen x

(x)=sen [x + gj

m(x) = sen (x = gj

n(x) = sen (2x) o(x) = sen (4x)

p(x)=sen (Ej

2

A Figura 17, a seguir, mostra a tela do GeoGebra apés a insercao das funcdes
do quadro acima. Os graficos aparecem todos juntos, de uma forma aparentemente
cadtica, mas, para responder as perguntas, serdo habilitadas apenas as funcfes de
interesse. A ideia € sempre fazer a comparacdo de uma funcdo modificada com a

funcdo seno, f(x)=sen X, que tem como dominio o conjunto dos numeros reais, 0
conjunto imagem é representado pelo intervalo real [—1, 1], a amplitude é igual a uma

unidade e o periodo, 2r.

) Figura 17 — Gréficos das funcfes seno.
o ATIVIDADE 1.ggb - o

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[&] A0 B OO £ N e =2 ]

} Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo o (X
Fungio
® f(x) = sen(x)

----- @ £(x) = 2 +sen(x)

@ h(x) = —2+ sen(x)
® i(x) = 2 sen(x) L

..... ® ki(x) = —2 sen(x)

Entrada: 2@

Fonte: Dados da Pesquisa
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2) Na janela de &algebra do GeoGebra, habilite uma fungdo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f

De acordo com a orientacdo do enunciado, cada funcdo deve ser comparada com a
funcao original f(x):sen(x). A seguir, sdo apresentadas as imagens observadas na

tela do computador e a linha correspondente do quadro.

Figura 18 — FungBes f(x)=sen x e g(x)=2+sen x

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
g IR 1, 3] 1 2n




Figura
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19 - Fungdes f(x)=sen x e h(x)=-2+sen x

-nf2

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
h IR -3, -1] 1 2n

Zan

Figur

a 20 - Fungdes f(x)=sen x e i(x)=2-sen x

X

21 =3m/2
f

-mf2

0 2 3wz T 512 3§ 72 %11 on/2 5W

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
[ IR -2, 2] 2 2




Figura 21 - FungBes f(x)=sen x e j(x)=4-sen x

53

us -3n/2 -T2 0 e w2 g 5mi2 2 m om/2 12
2
-3
-4
Fonte: Dados da Pesquisa
Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
i IR -4, 4] 4 21
Figura 22 — Fungdes f(x)=sen x e k(x)=-2-sen x
3
2
1
0 X
/ _amp2 w2 w2 & e 2 512 Tz 4 o2 11112
-1
-2
-3
-4
Fonte: Dados da Pesquisa
Funcéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR -1, 1] 1 21
k IR -2, 2] 2 21
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23 - Funcdes f(x)=sen x e I(x)=sen (x + gj

] NN NN A

0 1! ™ /2 2m 5 3 w2 4w g, 5 12

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
| IR [-1,1] 1 2n

Figura 24 - FungBes f(x)=sen x e m(x)=sen [x - gj

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
m IR [-1,1] 1 21
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Figura 25— FungBes f(x)=sen x e n(x)=sen (2x)

oAl VaWNVANYARVAW

>/2w -3 4 - I - am ™ 5Wn o 1102
24

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
n IR [-1,1] 1 T

Figura 26 — FungBes f(x)=sen x e o(x)=sen (4x)

AdAN NAEAN LdAN AdAN .

Sem \ gz |/ 2 o |\ e ™\ s A | stz | B 2 \Ar | e | 8 1z \ o
s \\/-‘. \ [ }\,___/ }\ [

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
0 IR [-1,1] 1 g
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Figura 27 - Funcdes f(x)=sen x e p(x)= sen[gj

1
m . m
=2m -3m/2 - -T2 0 2 ™ 3w/2 2m ST/2 3 2 4 om/2 5 "2
-1

Fonte: Dados da Pesquisa

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f IR [-1,1] 1 2n
p IR [-1,1] 1 4n

O quadro a seguir apresenta todos as respostas que se espera dos alunos apos

a observacao dos gréaficos das funcoes.

Funcéao Dominio C-:onjunto Amplitude Periodo
imagem
i IR [-1,1] 1 2
g IR [1, 3] 1 2
h IR -3, -1] 1 21
i IR -2, 2] 2 2
j IR -4, 4] 4 21
k IR -2, 2] 2 2
| IR -1, 1] 1 2
m IR [-1,1] 1 2n
n IR [-1,1] 1 T
0 IR [-1,1] 1 g
P IR [-1,1] 1 47
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Cada etapa dessa atividade pode ser analisada com base nos quatro termos,

tarefa (T), técnica (t), tecnologia (0) e teoria (®), da Teoria Antropolédgica do Didéatico

(T.A.D.) de Chevallard. O quadro a seguir apresenta a andlise da atividade.

. Conjunto _ i
T.A.D. Dominio _ Amplitude Periodo
imagem
Verbo de acdo: determinar ou apresentar o dominio, conjunto
Tarefa (T) . . ]
imagem, amplitude e periodo
Deslocamento
Metade da ) .
) o horizontal necessario
Conjunto dos | distancia o
o ) para que o grafico
o possiveis vertical entre ,
o Possiveis comece a se repetir.
Técnica (7) valores o valor
valores de x. - .
numericos minimo e o _ _ _
. . Distancia horizontal
das funcdes. | valor maximo o
. entre dois picos
da fungéo .
sucessivos da “onda”.
Determinar N -
Identificar no gréafico a
os valores o _
o distancia horizontal
maximo e ,
Observar no _ necessaria para que o
o Observar no | minimo da o
gréafico que o . grafico da funcéo
. | graficoo funcao. _
.| o dominio é _ comece a se repetir.
Tecnologia _ conjunto dos | Calcular a o .
0 conjunto o Outra possibilidade é
0) valores distancia . N o
dos . identificar dois picos
) numéricos entre esses _
numeros ou dois vales
_ das funcbes. | valores e _
reais. o consecutivos e
dividir o valor o
calcular a distancia
encontrado )
) horizontal entre eles.
por dois.
Nessa etapa ndo se observa a presenca da teoria (®), ja que esta
Teoria (®) | sera usada para possiveis generalizacGes na solucdo de problemas
com uma complexidade maior.
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Para responder as questdes que seguem, tome como referéncia para comparacao a

fungdo f(x)=senx.

3) De acordo com o0 que vocé observou nos graficos e no quadro acima, € possivel

detectar que dentre as funcdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudancas no conjunto

imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relacdo a funcao

f(x)=senx . Faga um relatério destacando a forma como as modificagées nas leis

das func¢@es influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de funcdes a

seqguir.

A) Comparacéo das funcdes f, g e h.

Figura 28 — Comparacéo das fun¢des seno f,ge h

O N N

N TN x

o w2 m 3m2 o 5m2 3 w2 Saw omR 5 1112

N N N

Fonte: Dados da Pesquisa

. . Conjunto _ .
Funcéo Dominio _ Amplitude Periodo
imagem
f IR [-1,1] 1 2
g IR [1,3] 1 27
h IR -3, -1] 1 2n

Tarefa (T) — Comparar as modificagdes feitas nas leis das fun¢gdes com a mudanca

no comportamento dos respectivos graficos dessas fungoes.

Técnica (t) — Considerando a fung&o genérica f(x)=a+b-sen(cx +d), identificar em

cada fungo o parametro a, b, ¢ ou d que modificou a fungéo original f(x)=senx.

Nesse grupo de fungdes, as modificacbes foram provocadas pelo parametro “a”.
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Tecnologia (0) — Descrever e justificar as observagdes feitas durante a comparagao
das leis das fun¢des com os respectivos graficos.

e Na comparagdo da fungdo f(x)=senx com a fungdo g(x)=2+senx é
possivel observar que o gréfico da funcédo g sofreu um deslocamento vertical
para cima de 2 unidades em relacéo ao gréfico da funcéo f. Esse deslocamento
horizontal provocou também uma mudanca no conjunto imagem que passou
de [-1,1] para [1, 3].

e Na comparagéo da fungdio f(x)=senx com a fungdo h(x)=-2+senx é
possivel observar que o gréfico da funcdo h sofreu um deslocamento vertical
para baixo de 2 unidades em relacéo ao grafico da funcao f. Esse deslocamento
horizontal provocou também uma mudanca no conjunto imagem que passou
de [-1,1] para [-3,-1]

¢ Nao foram observadas modificagdes no dominio nem na amplitude.

Teoria (®) — A partir da analise das modificagfes feitas nas leis das func¢des pelos
parametros 2 e -2 é possivel concluir que, para a funcdo genérica
f(x)=a+b-sen(cx+d), quando o parametro “a” é positivo, o grafico é deslocado
verticalmente para cima e quando o parametro “a” € negativo, esse deslocamento é
verticalmente para baixo. Em ambos os casos se verifica uma modificacdo no conjunto
imagem da funcéo.

Conforme o préprio Chevallard (1996) afirma, neste caso ocorreu a Teoria (®)

0 gue nédo ocorreu na atividade anterior.

B) Comparacéo das fungbes f, i, j e k.

Figura 29 — Comparacao das funcdes seno f, i, j e k

Fonte: Dados da Pesquisa
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. Conjunto ) i
Funcéo Dominio _ Amplitude Periodo
imagem
f IR [-1,1] 1 2n
i IR -2, 2] 2 2
i IR -4, 4] 4 2
k IR -2, 2] 2 2n

Tarefa (T) — Comparar as modificagdes feitas nas leis das fungbes com a mudanga
no comportamento dos respectivos graficos dessas fungdes.

Técnica (t) — Considerando a fungéo genérica f(x)=a+b- sen(cx + d), identificar em
cada funcédo o parametro a, b, ¢ ou d que modificou a fungéo original f(x):senx.
Nesse grupo de fungdes, as modificagdes foram provocadas pelo parametro “b”.
Tecnologia (8) — Descrever e justificar as observacoes feitas durante a comparacao
das leis das fun¢des com os respectivos graficos.

¢ Na comparagao da fungdo f(x)=senx com a fungéo i(x)=2-senx é possivel
observar que o grafico da funcdo i sofreu uma dilatacdo vertical de duas
unidades para cima e para baixo em relacdo ao gréafico da funcéo f. Essa
modificacao foi provocada pelo fator 2, o qual alterou a amplitude da funcéo e,
consequentemente, o conjunto imagem que passou de [-1,1] para [-2, 2].

« Na comparagéo da fungéo f(x)=senx com a fungéo j(x)=4-senx é possivel
observar que o grafico da funcdo j sofreu uma dilatacdo vertical de quatro
unidades para cima e para baixo em relagcdo ao grafico da funcéo f. Essa
modificacdo foi provocada pelo fator 4, o qual alterou a amplitude da funcéo e,
consequentemente, 0 conjunto imagem que passou de [—1, 1] para [—4 , 4].

e Na comparagdo da fungdo f(x)=senx com a fungdo k(x)=-2-senx &
possivel observar que o grafico da funcao k sofreu uma dilatacdo vertical de
duas unidades para cima e para baixo em relacéo ao grafico da funcéo f, além
disso, percebe-se uma inversao no grafico pelo fato de o fator multiplicativo ser
negativo. Essa modificacdo foi provocada pelo fator — 2, o qual alterou a
amplitude da funcéo e, consequentemente, o conjunto imagem que passou de

[-1,1] para [- 2, 2].
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¢ Nao foram observadas modificagdes no dominio nem no periodo das fungoes.
Teoria (®) — A partir da analise das modificages feitas nas leis das fungbes pelos
parametros 2, 4 e -2 é possivel concluir que, para a funcdo genérica
f(x)=a+b-sen(cx+d), o parametro “b” altera a amplitude da fungdo. Quando o
parametro “b” é positivo, o grafico € dilatado para cima e para baixo simultaneamente
e, quando o parametro “b” é negativo, essa dilatagdo ocorre juntamente com a
inversdo no gréafico da fungéo, isto &, os valores positivos na fungéo f(x): senx serao

negativos na funcdo modificada por esse paradmetro. Em ambos os casos néo se

verifica modificagdo no dominio e no periodo da funcéo.

C) Comparacao das funcoes f, | e m.

Figura 30 — Comparacéo das funcdes seno f, e m

Fonte: Dados da Pesquisa

_ Conjunto )
Funcéo Dominio _ Amplitude Periodo
imagem
f IR [-1,1] 1 2n
| IR [-1,1] 1 2n
m IR [-1,1] 1 2n

Tarefa (T) — Comparar as modificagdes feitas nas leis das fungbes com a mudanga

no comportamento dos respectivos graficos dessas funcgdes.
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Técnica (t) — Considerando a fungdo genérica f(x)=a+b-sen(cx +d), identificar em
cada fungédo o parametro a, b, c ou d que modificou a fung&o original f(x)zsenx.
Nesse grupo de funcdes as modificagdes foram provocadas pelo parametro “d”.

Tecnologia (0) — Descrever e justificar as observacgdes feitas durante a comparacao

das leis das funcbes com os respectivos graficos.
~ ~ ~ T P
e Na comparacdo da funcéo f(x)= senx com a funcgéo I(x)= sen(x +§j e
possivel observar que o gréafico da funcao | sofreu um deslocamento horizontal

para a esquerda de g unidades em relacao ao grafico da funcéao f.

~ ~ ~ s p
e Na comparacdo da funcgéo f(x)= senx com a funcgao m(x) = sen(x _Ej e
possivel observar que o grafico da fungdo m sofreu um deslocamento horizontal

para a direita de g unidades em relacéo ao gréafico da funcgéao f.

¢ Nao foram observadas modificacdes no dominio, no conjunto imagem e nem

na amplitude.

Teoria (®) — A partir da analise das modificacfes feitas nas leis das fun¢bes pelos
A T I p . . ~ o
parametros > e -5 € possivel concluir que, para a fungdo genérica

f(x)=a+b-sen(cx+d), quando o parametro “d” é positivo, o grafico ¢ deslocado
horizontalmente para a esquerda e, quando o parametro “d” é negativo, esse

deslocamento é horizontalmente para a direita.



63

D) Comparacéo das fungbes f, n, o e p.

Figura 31 — Comparacao das funcdes senof,n,oep

1 / AANAAYZ AV
>¢¢2Tr -3 / y 7 0 n?i\J /T\‘i&/)rr 50 /5 7 - 9-& /;\ J* 2\

Fonte: Dados da Pesquisa

A figura acima apresenta-se muito confusa, por isso, durante a realizacédo da

atividade, é possivel observar as funcées duas a duas como nas figuras a seguir.

Funcbesfen

Figura 32 — Comparacao das funcdes seno fe n

]
V7aVAN NN\ AN\
MW 3 / i~ 0 ™. o T 5Wn o 112
4

Fonte: Dados da Pesquisa
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Figura 33 — Comparacéao das funcdes seno fe o

yAEAN LEAN LAANAWA"

e\ dn \ 2 o |\ Wn r\ s\ r |\ se 3}\ 2 \r |\ ofne s\rﬂz o
P LN L L L

Funcdesfep

Fonte: Dados da Pesquisa

Figura 34 — Comparacao das func¢des seno fe p

; <,

LT ~-3T2 2 o w2 Tr 372 T ~_5T2 3 Tm2_~Zan  on 5 11m2
f -1 \/
2
-3
-4
Fonte: Dados da Pesquisa
. . Conjunto _ i
Funcao Dominio ) Amplitude Periodo
imagem

f IR [-1,1] 1 2n

n IR [-1,1] 1 T

T

0 IR [-1,1] 1 =

2

p IR [-1,1] 1 4n

Tarefa (T) — Comparar as modificagfes feitas nas leis das fungcdes com a mudanca

no comportamento dos respectivos graficos dessas funcgdes.
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Técnica (t) — Considerando a fungdo genérica f(x)=a+b-sen(cx +d), identificar em
cada fungédo o parametro a, b, c ou d que modificou a fung&o original f(x)zsenx.
Nesse grupo de fungdes as modificagbes foram provocadas pelo parametro “c”.
Tecnologia (0) — Descrever e justificar as observacgdes feitas durante a comparacao
das leis das funcbes com os respectivos graficos.
¢ Nacomparagao da fungéo f(x)=senx com afungéo n(x)=sen(2x) ¢ possivel
observar que o gréafico da funcdo n sofreu uma compressédo horizontal
provocada pelo fator 2 que multiplicou o arco x. Isso causou uma mudanca do
periodo de 2rn para w, ou seja, o periodo da fun¢do original foi dividido por 2.
 Nacomparag&o da fungéo f(x)=senx com a fungéo o(x)=sen(4x) & possivel
observar que o grafico da fungdo “0” sofreu uma compressao horizontal

provocada pelo fator 4 que multiplicou o arco x. Isso causou uma mudanca do

periodo de 2r para g ou seja, o periodo da fungéo original foi dividido por 4.

e Na comparacgédo da funcao f(x)= senx com a fungdo p(x)= sen(gj é possivel
observar que o grafico da funcéo p sofreu uma expansao horizontal provocada

1 - .
pelo fator > gue multiplicou o arco x. Isso causou uma mudanca do periodo

de 2n para 4rn, ou seja, o periodo da funcao original foi dividido por % ou

multiplicado por 2.
¢ Nao foram observadas modificac6es no dominio nem no conjunto imagem das
funcdes.

Teoria (®) — A partir da analise das modificagfes feitas nas leis das fungbes pelos

R 1 . . . -
parametros 2, 4 e > € possivel concluir que, para a fungdo genérica

f(x)=a+b-sen(cx +d), o parametro “c” altera o periodo da fungdo que é dado pelo

) 2n
quociente —.
c
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4) Apresente a lei da fungéo seno, g(X), sabendo que seu grafico, comparado com o

grafico da funcéo f(x):senx, representa uma curva deslocada verticalmente 3
unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 1 e periodo g Construa

o grafico dessa funcéo.

a(x)=3+sen(4x) (5)

Tarefa (T) — Determinar a funcéo g(x) com as modificacdes apresentadas pelos
parametros no enunciado do problema.
Técnica (t) — Considerando a fungéo genérica f(x)=a+b-sen(cx +d), identificar que
os valores dos parametros a e ¢ sdo responsaveis pelas modificacdes solicitadas no
problema.
Tecnologia (0) — Descrever e justificar os passos que apontam para a determinagao
da fungéo g(x).

e Deslocamento vertical de 3 unidades para cima: a=3.

e Periodo % 2F_T _ c—4
2 ¢ 2

e Portanto a fungéo é g(x)=3+sen(4x).
Teoria (@) — Nesse caso, a determinagéo correta da fungdo g(x)=3+sen(4x) ja é

baseada nas conclusdes da atividade anterior.

5) Apresente a lei da fungéo seno, h(x), sabendo que seu grafico, comparado com o
grafico da funcéo f(x): senx, representa uma curva deslocada g unidades para

a esquerda, possui dominio IR, amplitude 3 e periodo 2n. Construa o grafico dessa

funcao.

h(x) = 3-sen(x+£j (6)
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Tarefa (T) — Determinar a funcao h(x) com as modificacbes apresentadas pelos
parametros no enunciado do problema.

Técnica (t) — Considerando a fungéo genérica f(x) =a+b- sen(cx + d), identificar que
os valores dos parametros b e d sdo responsaveis pelas modificacfes solicitadas no
problema.

Tecnologia (0) — Descrever e justificar os passos que apontam para a determinagao

da fungéo h(x).
e Deslocamento horizontal de % unidades para a esquerda: d = %.
e Amplitude iguala 3: b=3

e Portanto a fungéo é h(x)= 3-sen(x+£j :

Teoria (®) — Nesse caso, a determinacgéo correta da funcéo h(x): 3 sen(x +£j jae

baseada nas conclusdes da atividade anterior.

3.2.4 FUNCAO COSSENO

Da mesma forma como foi feito para a funcéo seno, nesta etapa sao propostas
construcdes de graficos com variagdes da funcdo cosseno cujos objetivos especificos
sdo 0s mesmos ja enumerados na se¢do 3.2.3. As andlises, segundo a Teoria
Antropologica do Didatico, sdo analogas, modificando apenas a funcdo para

f(x)=cosx. Numa sala de aula com um niimero maior de alunos, é possivel fazer as

duas funcdes, seno e cosseno, simultaneamente e depois promover o debate entre
os alunos. Dessa forma, nédo serdo detalhados nessa secéo os itens 1, 2 e 3 das
atividades subsequentes.

A sequir, sdo apresentadas as atividades propostas com a analise dos itens 4
e 5.
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1) Na caixa de entrada do GeoGebra, insira as funcdes listadas a seguir. Num

primeiro momento elas aparecerdo juntas na tela, mas o software possui um

recurso que permite “ligar” ou “deligar” a fungao o qual, sera utilizado para analisar

as modificacdes ocorridas no grafico em funcdo dos paréametros que alteram

fungao original f(x) = cos x.

f(x)=cos x

g(x)=2+cos x

h(x)=—2+cos x

i(x)=2-cos x

j(X)=4-cos x

k(x)=-2-cos x

I(x)=cos (x + gj

m(x) = cos (x = gj

n(x)=cos (2x)

o(x) = cos (4x)

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma fungéo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcéao

Dominio

Conjunto imagem

Amplitude

Periodo

f

Para responder as questdes que seguem, tome como referéncia para comparacao a

fungéo f(x)=cos x.
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3) De acordo com 0s o que vocé observou nos gréficos e no quadro acima, é possivel
detectar que dentre as fungdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudancas no conjunto
imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relacdo a funcao
f(x): cos x. Fagca um relatorio destacando a forma que as modificacdes nas leis
das funcdes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de funcdes a

seqguir.

A) Comparacao das funcbes f, g e h.

B) Comparacéo das fungbesf, i, j e k.

C) Comparacéao das funcoes f, | e m.

D) Comparacéo das fungbes f, n, o e p.

4) Apresente a lei da funcdo cosseno, g(x), sabendo que seu gréafico, comparado
com o grafico da fungdo f(x)=cosx , representa uma curva deslocada

verticalmente 3 unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 2 e

periodo 4r. Construa o grafico dessa funcao.

g(x)=3+2- cos(gj @)

Tarefa (T) — Determinar a funcéo g(x) com as modificacdes apresentadas pelos
parametros no enunciado do problema.
Técnica (r) — Considerando a fungéo genérica f(x)=a+b-cos (cx +d), identificar que
os valores dos parametros a, b e ¢ sdo responsaveis pelas modificagdes solicitadas
no problema.
Tecnologia (0) — Descrever e justificar os passos que apontam para a determinagao
da fungéo g(x).

e Deslocamento vertical de 3 unidades para cima: a=3.

e Amplitude iguala 2: b=2
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e Periodo 4r: ﬁ:4n = c:%
c

e Portanto a fungéo é g(x)=3+2- cos[gj.

Teoria (@) — Nesse caso, a determinagéo correta da funcéo g(x) =3+2- cos(gj jaé

baseada nas conclusdes da atividade anterior.

5) Apresente a lei da funcdo cosseno, h(x), sabendo que seu grafico, comparado

com o grafico da fungéo f(x)zcosx, representa uma curva deslocada

. . . T . .. . ;.
verticalmente 3 unidades para baixo, 3 unidades para a direita, possui dominio

IR, amplitude 1 e periodo 2x. Construa o gréfico dessa funcgéo.

h(x)=-3+ cos(x - gj (8)

Tarefa (T) — Determinar a funcéo h(x) com as modificacdes apresentadas pelos
parametros no enunciado do problema.

Técnica (1) — Considerando a fun¢do genérica f(x): a+bcos (cx + d), identificar que
os valores dos parametros a e d sdo responsaveis pelas modificacfes solicitadas no
problema.

Tecnologia (0) — Descrever e justificar os passos que apontam para a determinagao
da fungéo h(x).

e Deslocamento vertical de 3 unidades para baixo: a=-3.

e Deslocamento horizontal de g unidades para a direita: d = —g :
e Portanto a fungéo é h(x)= -3+ cos(x - gj .

Teoria (®) — Nesse caso, a determinagéo correta da funcéao h(x) =-3+ cos(x - gj ja

€ baseada nas conclusdes da atividade anterior.
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3.2.5 RESOLUCAO DE PROBLEMAS ENVOLVENDO AS FUNCOES SENO E
COSSENO.

1) Construa os gréficos das fungdes f(x)=senx e g(x)=cosx. Qual é a diferenca

gue vocé observa nos graficos dessas duas funcdes?

Tarefa (T) — Determinar a diferenca entre as funcdes seno e cosseno.
Técnica (t) — Identificar a defasagem do grafico da funcao cosseno em relacdo ao
gréafico da funcéo seno.

Tecnologia (8) — Justificar que a diferenca entre os graficos das duas fungdes € um
deslocamento de g unidades para a esquerda da funcdo cosseno em relagdo a
funcéo seno.

Teoria (®) — Nesse caso, identificar que cos X = sen(x + gj

2) Vocé precisa visualizar o grafico da funcéo f(x): COS X, mas ocorreu um problema

com o GeoGebra e s6 a funcdo seno esta funcionando. Como vocé pode obter a

imagem desse grafico?

Tarefa (T) — Plotar o gréfico da funcao f(x): cos X usando uma modificagao da fungéo
seno.

Técnica (t) — Identificar o parametro que desloca horizontalmente o gréafico da funcao

T .
seno de > unidades para a esquerda.

Tecnologia (0) — Justificar que o gréfico da funcéo g(x)= sen [x +g} coincide com o

grafico da fungéo f(x)=cosx.
Teoria (®) — Nesse caso, determinar outras coincidéncias envolvendo graficos de

outras funcoes.
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Resolva as questbes a seguir. Apresente o desenvolvimento ou as justificativas da

sua solucéo.

3) Carol e Claudio, passeando em um parque de diversoes, resolvem andar na roda-

gigante. Segundo informacdes que leram, a altura em que estariam em relagcéo ao

solo pode ser aproximadamente descrita pela funcdo h(t): 20+19 sen(%t + nj,

em que t é dado em segundos e h em metros.

a) Qual é o raio da roda-gigante?

Solucéo;

Para calcular o raio da roda-gigante, o aluno deve identificar que o0 mesmo é dado
pelo parametro que altera a amplitude. Na fungéo f(x)=a+b-sen(cx+d) essa

alteracao ¢é feita pelo parametro “b”. Comparando essa fungdo com a funcgao

h(t): 20+19 Sen[2_n4t + n), ele deve responder que o raio da roda-gigante mede 19

metros.

Tarefa (T) — Calcular a medida do raio da roda-gigante.
Técnica (t) — Identificar o parametro “b” que modifica a amplitude da fungao
f(x):senx; no caso desse problema, esse parametro é igual a 19. Portanto,

determina-se o raio da roda-gigante igual a 19 metros.

Tecnologia (8) — Identificar o parametro “b” da fungao f(x):a+b-sen(cx+d) como

parametro que modifica a amplitude. Comparara funcdo dada no problema,
h(t)=20+193en(2—71t+nJ, com a fungdo f(x)=a+b-sen(cx+d) . Identificar o

parametro 19 como aquele que permite calcular a medida do raio da roda-gigante.
Teoria (®) — construir generalizagbes para solucionar outros problemas do mesmo

tema.
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b) Qual é o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-

gigante?

Solucédo
O tempo necessario para a roda-gigante dar uma volta completa € dado pelo periodo

da funglo. Para a fungdo f(x)=a+b-sen(cx +d), o periodo é calculado dividindo-se

21 pelo parametro c, que promove essa variacdo. Na fungcdo apresentada no
problema, o parametro c € igual a 2—2 Portanto p = 20 —p= gn.ﬁ —p=48s.
T T
24

Assim, a roda gigante da uma volta completa em 48 segundos.

Tarefa (T) — calcular o tempo que a roda-gigante demora para dar uma volta.

[{Pg )

Técnica (1) — identificar o parametro “c” que modifica o periodo da fungéo

A s . T
f(x): senx; no caso desse problema, esse parametro é igual a 4

Tecnologia (8) — Identificar o parametro “c” da fungao f(x):a+b~sen(cx+d) como

parametro que modifica o periodo. Comparara funcdo dada no problema,

h(t)=20+19 sen[z—nAft + nj , com a fungdo f(x)=a+b-sen(cx+d). Identificar o
parametro % como aguele que permite calcular o tempo gasto pela roda-gigante para

dar uma volta. O célculo do tempo pedido p = % =p= 27:-E —=p=48s.
T

24

Teoria (®) — Construir generalizacdes para solucionar outros problemas do mesmo

tema.
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4) (UFPR 2013) O pistdo de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro

de um cilindro, como ilustra a figura.

Suponha que em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistéo, em
centimetros, possa ser descrita pela expressao:

h(t) = 4sen (Ej +4.
0,05

a) Determine a altura maxima e minima que o pistdo atinge.

12 solucéo: Utilizar os valores maximo e minimo da funcéo seno.

. 2
A altura maxima ocorre quando sen(o—g;j =1, portanto h=4-1+4, h=8 cm

: 2nt
A altura minima ocorre quando Sen(ﬁj =1, portanto h=4-(-1)+4, h=0cm

22 solucéo: Determinar o conjunto imagem desta funcao.

O fator 4 modifica a imagem da fung&o f(t)=sent de [-1,1] para [-4,4] ea
parcela 4 promove um deslocamento vertical no grafico da funcéo de 4 unidades
para cima, dessa forma, basta somar 4 unidades ao extremos do intervalo [- 4, 4],
ou seja, [-4+4, 4+ 4], assim o conjunto imagem sera [0 ,8]. Conclui-se que a

altura minima é igual a 0 cm e a altura maxima, 8 cm.

Tarefa (T) — Calcular as medidas das alturas maxima e minima.
Técnica (t) — No caso da primeira solucao, para determinar a altura maxima e minima
serdo usados os valores maximo (1) e minimo (-1) da funcdo seno. Para a segunda

solucéo, determinar o conjunto imagem.
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Tecnologia (0) — Na primeira solugdo: calcular a altura méaxima fazendo
2nt -
sen 005 =1, portanto h=4-1+4, h=8 cm e calcular a altura minima fazendo

sen| 2™ =-1, portanto h=4-(-1)+4, h=0cm.
0,05

Na segunda solucéo, identificar que o fator 4 modifica a imagem da fungéo f(t): sent
de [-1, 1] para [-4, 4] e a parcela 4 promove um deslocamento vertical no grafico
da funcao de 4 unidades para cima, dessa forma, basta somar 4 unidades ao extremos
do intervalo [-4, 4], ou seja, [-4+4, 4 +4], assim o conjunto imagem sera [0,8].
Conclui-se que a altura minima € igual a 0 cm e a altura maxima, 8 cm.

Teoria (®) — construir generalizagcado para solucionar outros problemas do mesmo

tema.

b) Quantos ciclos completos esse pistéo realiza, funcionando durante um
minuto?

Solucédo

O periodo da funcao h(t) fornece o tempo necessario para que este pistdo realize

um ciclo.
Célculo do periodo: p = 2n_ 27 - 005 = p=005s
2n 2m
0,05

O pistéo realiza um ciclo em 0,05 s, portanto, em 60 s realizara 6—05 =1200 ciclos

Tarefa (T) — Calcular o nimero de ciclos.
Técnica (1) — ldentificar que, para resolver esse problema, € necessario calcular o

periodo da funcéo.
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Tecnologia (8) — O periodo da funcao h(t) fornece o tempo necessario para que este

pistdo realize um ciclo. Calculo do periodo: p = ;z =2m- % = p=0,05s. O pistao
T
0,05

realiza um ciclo em 0,05 s, portanto, em 60 s realizara % =1200 ciclos.

Teoria (®) — construir generalizagcado para solucionar outros problemas do mesmo

tema.

5) (UFPR 2012) Suponha que, durante certo periodo do ano, a temperatura T, em

graus Celsius, na superficie de um lago possa ser descrita pela funcéo

F(t)= 21—4cos(f—2tj, sendo t o tempo em horas medido a partir das 06h00 da

manha.

a) Qual a variacdo de temperatura num periodo de 24 horas?

Solucédo

O periodo da fungéo F(t)= 21—4cos(f—2 tj é dado por:

p= E = p=24h
K
12
A temperatura minima ocorre quando cos [1“—2 tj =1, portanto
Tyn =21-4-1=T,, =17°C
A temperatura maxima ocorre quando cos (f—z t) = -1, portanto

T..=21-4-(-)=>T, =25C

A variagdo de temperatura é dada pela diferenga T, — T, =25-17=8°C.

Tarefa (T) — Determinar a variacdo de temperatura.
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Técnica (1) — Identificar que, para se obter a variagdo de temperatura, € necessario

calcular a temperatura maxima e minima e determinar a diferenca entre esses valores.

Tecnologia (0) — Determinar o periodo da fungéo F(t) = 21—4cos(1n—2 t} , fazendo

p= 2—1: = p =24h. Calcular a temperatura minima sabendo que esse valor é obtido
12

quando cos (f—z tj =1, portanto T, =21-4-1=T_, =17°C. Calcular a

temperatura maxima sabendo que esse valor é obtido quando cos (f—z t] =-1,

portanto T, = 21—4~(—1):> T, = 25°C. Calcular variagdo de temperatura, dada
pela diferenca T, — T, =25-17=8°C

Teoria (®) — construir generalizagcdo para solucionar outros problemas do mesmo

tema.

b) A que horas do dia a temperatura atingird 23°C?

Para responder a essa questao basta resolver a equacao trigonométrica

21— 4cos lt =23
12
4cos(£t)=—2
12
T 1
cos| —t|=—=
(12 j 2

Ty 2%_v_gh
12 3

ou

T AT e 16h
12 3

Como o tempo foi medido a partir das 6h, a temperatura atingira 23°C as 14h (8+6) e
as 22h (16+6).

Tarefa (T) — Determinar o tempo, dada a temperatura.
Técnica (1) — ldentificar que, para determinar o tempo, € necessario calcular o valor
de t para F = 23°C.
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Tecnologia () — Resolver a equagéo trigonométrica 21— 4cos (112 tj =23 para obter

os valores de t, lt = E =t'=8h ou lt = ﬂ = t"=16h. Perceber, no enunciado
12 3 12 3

do problema que o inicio da contagem do tempo se deu as 6h, portanto a temperatura
atingird 23°C as 14h e as 22h.

Teoria (®) — construir generalizagdo para solucionar outros problemas do mesmo

tema.
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4 EXPERIMENTACAO

A fase da experimentacdo da Engenharia Didatica € aquela em que o
pesquisador entra em contato efetivamente com os sujeitos da investigacdo, em
interagcdo mediada pelo saber a ser ensinado. ldentifica-se, assim, uma situagao
didatica envolvendo a composigdo do “tridangulo didatico”, Figura 35, que, segundo
Brousseau (1996), € uma situacao que envolve o aluno, o professor e o saber, partes
constitutivas de uma relacdo dindmica e complexa que leva em consideracao as
interacdes entre professor e aluno, mediadas pelo saber que determina a forma como

tais relacdes irdo se estabelecer.

Figura 35 — Composicao do triangulo didatico.

Relacdo Relacdo
pedagodgica aluno/saber

Professor K_____d Saber

Epistemologia
do professor

Nessa relacdo, o meio permite a ocorréncia do ensino e da aprendizagem e,
consequentemente, sustenta a fundamentacgéo tedrica para a analise dos resultados
das atividades aplicadas.

Neste capitulo, apresentaremos um relatério dos trés encontros com os alunos
para a realizacdo das atividades. Para resguardar a identidade dos sujeitos da
pesquisa, usaremos pseuddnimos sempre que fizermos referéncia as atividades
resolvidas por eles, que serdo analisadas segundo a Teoria Antropoldgica do Didatico.

As atividades foram realizadas no Laboratério de Informatica da Escola que ja
estava com o0 GeoGebra instalado em todas as maquinas. O técnico responsavel pelo

laboratorio gentilmente se encarregou de fazer o download e instalar o software nos
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computadores. Ao chegarem, 0s alunos se posicionaram aleatoriamente, um em cada
maquina que ja estava com a tela inicial do GeoGebra aberta para o inicio dos
trabalhos. Nos outros dois encontros, eles foram orientados a utilizar as mesmas
maquinas do primeiro encontro para recuperar o arquivo do trabalho anterior, 0 que
facilitou a realizagdo das atividades subsequentes. Nem todos os alunos que se
dispuseram a participar das atividades estiveram presentes a todos 0s encontros,
mesmo assim consideramos que os dados coletados forneceram informacdes
importantes e suficientes para a andlise das atividades.

No primeiro encontro, os 10 alunos presentes configuraram o GeoGebra para
o trabalho com as func¢@es trigopnométricas e fizeram a atividade sobre a fungéo seno.
No segundo encontro, os 5 alunos presentes realizaram a atividade com a funcéo
cosseno. Nesse dia, a frequéncia foi baixa porgue alguns alunos tiveram
compromissos com a preparacao para o Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM,
mesmo assim eles pediram as atividades para fazer em casa, mas estas nos
desconsideramos para as analises porque ndo foi possivel acompanhar a sua
execucao nem registrar as observacdes. No terceiro encontro, foram resolvidas as
tarefas da atividade sobre as fun¢des seno e cosseno com aplicagdes na resolucao
de problemas. Para executar essa atividade, estavam presentes 8 alunos.

A seguir, serdo descritos os detalhes das resolucdes das atividades feitas pelos
alunos. Encontramos muitas respostas semelhantes, por isso selecionamos algumas
gue julgamos interessantes pelos desenvolvimentos registrados. Obviamente, 0s que
ndo serdo citados também contribuiram consideravelmente para as analises. Nao
foram detectados erros nas resolucbes das tarefas propostas, em alguns casos
encontramos respostas incompletas nas comparacgdes das modifica¢coes, promovidas
pelas mudancas dos paréametros na forma algébrica, nos graficos das funcdes
trigonométricas. Percebemos um empenho e um interesse muito grande dos alunos

que se disponibilizaram a participar das atividades.

4.1 ATIVIDADE 1 — CONFIGURACAO DO GEOGEBRA

Essa atividade foi elaborada para configurar a tela do GeoGebra para o
trabalho com as fungdes trigopnométricas. Como ja foi descrita detalhadamente no item
3.3.2, os alunos foram orientados a exibir a malha quadriculada, mudar a unidade do
eixo das abscissas para radianos, identificar a caixa de entrada para a digitagao das

funcdes e mudar a cor dos graficos. Optamos por fazer um direcionamento verbal,
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mas h& também uma orientacdo impressa com todos os detalhes necesséarios para
essa configuracdo, Anexo 1. Todos realizaram essa atividade sem maiores
problemas. Alguns alunos tiveram pequenas duvidas e foram atendidos
individualmente. Durante esses atendimentos, os alunos que aguardavam o material
para iniciar a atividade seguinte comegaram a explorar o software. Para um nativo
digital, ficar sem acao diante de um software novo, simplesmente esperando a ordem
para iniciar os trabalhos é uma tarefa complicada. Todos tentaram digitar alguma
funcao e visualizar os respectivos graficos.

Destacamos uma pergunta feita por Maria: “Eu posso desenhar qualquer
grafico aqui? ”. Apos ter a resposta positiva, indagou novamente: “Como fago para

colocar expoente? ”. Mostramos a sintaxe correspondente ao expoente e, em seguida,
Maria abriu a apostila, digitou a funcéo polinomial f(x): x® +9x* +23x+15, de um

exercicio que solicitava o célculo das raizes da funcdo e comparou os pontos de
intersecao do grafico com o eixo das abscissas com as suas anotacdes, confirmando,
assim, o calculo que ja havia realizado. Com uma expressdo de admiracao, ela
afirmou: “esse aplicativo & 6timo! ”. Com essa fala, j& foi possivel identificar a
motivacdo para a realizacdo das atividades com os gréficos das funcdes
trigopnométricas. A empolgacdo de Maria foi tanta que, pouco tempo depois, ela
descobriu que o software também a ajudaria nos estudos de geometria analitica. Esse
dado foi registrado em uma troca de mensagens instantdneas, como demonstra a
Figura 35. A aluna afirma: “Denise, que maravilha que é esse aplicativo para usar

com geometria analitica! Adorei kkkkkkk”.
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Figura 36 — Registro de conversa no WhatsApp

£ Conversas S )

Denise que maravilha que é esse
aplicativo para usar com geometria
analitica!

Adorei kkkkkkk

Qi denise,vc baixou o aplicativo do
geogebra?

N&o estou achando a fungéo seno
nem C(_Jnsegumdg mudar o eixo Que bom. >
cartesiano para pi . -
Manda pra mim um depoimento para

No celular eu ndo tenho, o meu € iOS eu colocar na minha dissertagédo.

'
No tablet, estd em inglés. ok 5 - —
Experimente digitar f(x)=sin (x) Vocé que desenvolveu o aplicativo?!

Label

Para mudar o eixo x, tem um icone Unit N3o, eu s6 bolei as atividades

igual aquele de ferramentas .. . 557 | w
O meu do tablet ta em inglés Veja depois no site
—] w www.geogebra.org os materiais que
2 B, o= PR ot jé tem pronto. No celular eu néo sei
, aaah sim vou tentar Nl e, P
O | i i 1 e : :
n C ¢ e Muito obrigada! Vc digita o assunto € tem varias
Deve ser igual coisas que as pesscas postam
“
«
Tudo gratuito 7
" Aaah sim,vou ver la!

Fonte: Dados da pesquisa

Vale ressaltar que Maria € uma aluna da area das Ciéncias Exatas e pretende
cursar Engenharia.
ApoGs fazer todos os atendimentos individuais e com todas as maquinas

configuradas, iniciamos a atividade que envolve o estudo da funcdo seno.

4.2 ATIVIDADE 2 — FUNCAO SENO

Os alunos receberam a atividade impressa, Anexo 2, com um roteiro contendo
as informac0des para a realizacdo das cinco tarefas: digitacdo das onze funcdes na
caixa de entrada; preenchimento do quadro informando o dominio, conjunto imagem,
amplitude e periodo das funcdes; comparacdo de grupos de funcdes com
modificacdes semelhantes para elaboracéo de um relatorio; e, por fim, as duas ultimas
tarefas que faziam o processo inverso, dadas algumas as modificagGes, determinar
as funcoes.

Durante a digitacdo das funcdes, referentes a primeira tarefa, um ou outro aluno
fez perguntas sobre a sintaxe das funcdes, utilizacdo ou ndo de parénteses, simbolos
de multiplicacéo e divisdo, e a duvida mais comum foi sobre a digitagao do numero 1
(pi). Em seguida, passaram a resolucdo das tarefas solicitadas. A partir desse
momento, apenas observamos atentamente os procedimentos adotados pelos alunos

para a realizacdo das tarefas subsequentes.



83

Na segunda tarefa, para completar o quadro com o dominio, conjunto imagem,
amplitude e periodo, registramos algumas duvidas com relacdo a determinacdo da
amplitude, cuja definicho muitos ndo conheciam. Com relacdo ao periodo,
percebemos uma associagdo com os conceitos estudados na Fisica, como “distancia
entre duas cristas” ou “distancia entre dois vales”. Nesse caso, interferimos solicitando
que associassem o periodo também a repeticdo do tracado do grafico e a uma volta

na circunferéncia trigonométrica.
A figura 37, abaixo, mostra o quadro preenchido por Carla com um destaque

para um equivoco no periodo da funcao I(x): sen(x + gj Acreditamos que foi uma

distracdo, pois o periodo da funcao m(x)=sen(x—gj, gue apresenta um

comportamento semelhante, esta correto.

Figura 37 — Quadro de Carla

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma fungéo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Fungéo Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f (bl =44 QT
9 ™) 37 1 Q2T
h R [==-11 o2t
| ™ [-2, ] 2 QYT
J fwl (-4.47] | QT
K 2 [ 2-2] Q Q1
: R 1,43 1 G /)
o . =454 A QT
g o £A1] 1 -
o D L4433 A T/a
P ™ (=2 47] 9 4

Os demais alunos completaram corretamente todo o quadro, conforme

demonstra abaixo o quadro preenchido por Lucas, na Figura 38.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 38 — Quadro de Lucas

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma fungéo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcgao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
: IR [,1 1 Q1T
9 IR 4. 3] 4 21
'f R £ il 1 o5
l IR [-2,23 o 2
J R [-447 i dn
k I [-527 e aw
' (e [-3,3] 1 I
2 IR C-1,43 4 17
e 14 C-y,2] 1 T
" \R C-4,17 : bz
P A £-1,17 1 Lt

Fonte: Dados da pesquisa

A terceira tarefa dessa atividade € um pouco mais complexa por envolver a
analise do comportamento dos graficos das funcdes trigopnométricas em funcéo das
modificacdes feitas por parametros que mudam a forma algébrica das funcdes.
Considerando a funcao original f(x):senx, os alunos precisam identificar, numa
fung&o genérica do tipo f(x)=a+b-sen(cx+d), o que cada parametro “a”, “b”, “c’ ou
“d” altera no gréafico da funcéo original.

Encontramos relatorios bem detalhados, outros incompletos, mas, como na
atividade anterior, ndo foram detectados erros nas observacdes e analises feitas pelos
alunos. Respaldados pela Teoria Antropolégica do Didatico de Chevallard, a analise
dos textos apresentados pelos alunos nos permitiu, em cada item, confirmar a
identificacdo dos quatro termos, tarefa (T), técnica (t), tecnologia (0) e teoria (®)
conforme apresentado no quadro da analise a priori, item 3.2.3.

Para confirmar essa afirmacao, apresentamos as conclusdes das alunas Maria,

gue tem preferéncia pelas Ciéncias Exatas, e da Luisa que é das Ciéncias Humanas.



Figura 39 — Relatério da Maria para as varia¢des da funcdo seno
3) De acordo com os o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, é possivel

detectar que dentre as fungdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudangas no conjunto
imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relagdo a fungéo
f(x) = sen x. Faga um relatério destacando a forma que as modificagdes nas leis
das fungbes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de fungées a
seguir.
A) Comparacao das fungdes f, g e h.

100 = woen X

gz n X —> Dedocanments posta. Guma, ne_€ixe Y™ <> D unidaks

hlx\ 2 Q b 350 X_=> Dool9Comers d:, doars unidadr pare- Xt 1o eixg "y

Mm@nm'dﬂne&m X _OBTxe, UM d_ezgﬂagmtd_g

Ao, poxa. N<O Gofoweils goxo baixd  n>0 denlstamard gia timo..

B) Comparagéo das fungdes f, i, j e k.

$0x) = =00 X
)= 9 enX ng&amw;f'@, de $ix),
i(x\*q X =>4 Vegn o wmd*udg, de P(x)

\((X\ -9 IRNX > Q\M) 00 owd fude o p(x) ommﬁ_@w

mvtme Jr:fa .aoh)% de. MO © NI rVth o D209 Qs hytavio no
e Buapnoméiics).

C) Comparagéo das fungdes f, | e m.

4(x) =320 X

100> sen (x5 = ~ Dtobayments mmm o, funcd vo eix9 “x.
() = o (X~ l’.ﬂ \>Wm a diveila dy Buncad no eixs ¥
-’Quwvbmnwummﬁecoexmw&a&ammém UX9 x, 20

9 vt a,poaw\"vd sdmﬂmubwmwr‘ol-"#mn A@Wﬂ%(u:qu@_

e 9 vl & v\@%x\'wa & vo sntids twoak (divei o),

D) Comparagéo das fungées f, n, o e p.

PO soen (%)

n(x) = 5en(3 %) > Dividiv o podiodh v R
o) = 300 (4-3) = Dividiv o grded> @ 4

L\ = zen ('L'x\ "Y'J‘ri.a'imeoou’ecbpe\, 3

Fonte: dados da pesquisa
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Figura 40 — Relatdrio da Luisa para as varia¢gfes da fungdo seno
3) De acordo com os o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, é possivel
detectar que dentre as fungdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudangas no conjunto
imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relagdo a fungao
f(x) = sen x. Faga um relatério destacando a forma que as modificagdes nas leis

das fungdes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de fungées a

seguir.
A) Comparagao das fungdes f, g e h.

/nW < y:wm { Anigp
B) Comparac;éo das fun<;6es fi,jek.

C) Comparacao das fungdes f, | e m.

/ //yl -/fo)l P R /M&’!‘g_zx
% S

Fonte: dados da pesquisa
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Percebe-se, claramente, que as duas fizeram a andlise correta, mas a forma
de registrar € diferente. Maria, possivelmente, por ser das Ciéncias Exatas, destacou
as modificacdes por topicos, e Luisa criou um texto. Ambas conseguiram concluir de
maneira satisfatéria e apresentar as mudancas ocorridas nos graficos promovidas
pelos diferentes pardmetros que alteram as formas algébricas das funcdes
trigonométricas.

Durante a realizacdo dessa tarefa, registramos um fato relevante. Simone,
aluna muito dedicada, estudiosa e que durante as aulas faz muitas perguntas, mas
cuja postura e expressao facial em sala de aula demonstram frequentemente muita
dificuldade para entender determinados conteudos, principalmente aqueles
relacionados com a Geometria, ao fazer a comparacao das funcdées f, g e h, solicitou
a nossa presenca para tirar uma duvida sobre o que havia escrito no relatério. Ela
perguntou: - “E sé escrever que o grafico subiu? ”. A aluna havia escrito a resposta,
mas nos pareceu que nao foi feita a comparacao da forma algébrica da funcdo com a
modificacdo no gréafico. E nosso diadlogo continuou.

Professora/pesquisador: “perguntei a ela: “Por a fungdo subiu? ”. Ela néo
respondeu. Insisti: “Quem fez isso? Compare a expressao da funcao f com a fungao
g e os graficos de cada uma.”

Antes de responder, por alguns segundos ela ficou paralisada, atbnita,
boquiaberta, olhando para a tela do computador, em seguida esbog¢ou um sorriso.
Nesse momento, mesmo sem falar nada, ela nos fez perceber que entendeu o que
estava fazendo. E disse: “Entdo € isso? Se eu somar 2 na equagao o grafico sobe e
se eu subtrair o grafico desce? ”

Ficou mais alguns segundos admirando a sua descoberta e registrou a tarefa

conforme apresentamos na Figura 41 a seguir.
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Figura 41 — Relatorio da Simone na comparacao das funcbes f, g e h
3) De acordo com os o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, é possivel
detectar que dentre as fungdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudangas no conjunto
imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relagdo a fungao
f(x) = sen x. Faga um relatério destacando a forma que as modificagcdes nas leis
das fungdes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de fungdes a
seqguir.

A) Comparacéo das fungdes f, g e h.

) ryos 7 - /
(L QLo glre Oa. irigald 4O[7 144 L
i S e g 4 " v 5
2L L peue Y £ 4 ?/// 2 ICA0 (/'/;'i_”,/ 22240 e
— ) @
2L _/ ’*/'/" ¢ g > f _/
Tl 2390 pie227007¢¢ (221 LAt ole 7 - ol —~2.

>

A partir desse momento, Simone fez algumas modificacfes nas respostas que
ja havia escrito antes de partir para a tarefa seguinte. A Figura 42, a seguir, mostra as
anotacdes feitas por Simone na tabela que ja estava preenchida, mas ela retornou e
criou uma legenda associando as modificacdes identificadas na tabela com as

alteracdes feitas pelos parametros nas funcdes. Dessa forma, podemos identificar a

tecnologia (6) usada por ela.



Figura 42 — Quadro da Simone — fun¢&o seno

)=sen

v olx)=2+sen x

¥h(x)=-2+sen x
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j(x)=4 sen x

e ——

4
x

¥ k(x)=

-2-8en x

I(x) = sen (x + %) _

wm(x) =sen [x - %)

A lLe

n(x) = sen (2x)

¥ 2o

o(x)=sen ‘(4x)

N N

gl )

AT RGN

¥ A v ritete 49

> ".’-;_‘./, o

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma fungio de éada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcao Dominio Conjunto imagem Amplitude Periodo
f - 7 .
'!,’E L .—J ! “Z_J 1 ),-/J'/"
oo . LJ.3] ¥ 4
h e P - 2| { o)
".")‘- | = ) L = .i 'I7 X -) h"" ) ‘r
i : = 5 9 )
[ L =2, & | ¥y
| T G 3
k : E
| = e &
W et {
m foig )
g J {
n Vi J |
i 3 NS5 205 { - ¥ o
0
) = B 4
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A 1.’/:“'1'//1"‘ X } (Aot N3 X
Ly riadae i ) i (i
; 2L o

Fonte: dados da pesquisa
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Outra observacao na realizacdo dessa tarefa foi feita por Aline, que é uma

candidata a um curso da area das Ciéncias Humanas, muito agitada, que gosta muito

de falar e € muito curiosa. Antes de se dispor a participar dessa pesquisa, nos relatou

um “édio” pela trigonometria e muita dificuldade para resolver problemas que

envolvem as fungdes trigonométricas. Ela antecipou a atividade programada para o

terceiro encontro. Antes de entregar o registro das atividades, perguntou sobre a

funcdo cosseno e pediu autorizacdo para fazer o grafico da funcdo cosseno.

Novamente, o dialogo entre a aluna e a pesquisadora, registrado em anotacdes de

campo, esta reproduzido abaixo:

Aline: - Qual é a diferenca entre elas?
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Professora/pesquisadora: - Observe o grafico e responda vocé mesma.

Ela fez o gréfico da fungéo cosseno e o observou juntamente com o gréafico da
funcado seno e disse:

Aline: - Chegou pra ca. (Com um gesto fez um movimento para mostrar que o
grafico deslocou para a esquerda.)

Professora/pesquisadora: Pra c4, quanto?

Aline: - Pi sobre dois.

Alguns instantes depois, Aline nos chamou novamente. Ela estava com o

grafico da funcdo cosseno na tela do computador, ligando e desligando o grafico da

funcéo I(x)= sen(x+gj . Ela disse:

Aline: - O grafico é igual. Claro! A funcéo I(x)=sen(x+§} é a funcdo seno

arrastada para a esquerda pi sobre 2.

Com essa fala, é possivel observar a capacidade de generalizacdo, que, na
Teoria Antropoldgica do Didético, corresponde a teoria (®), considerada por
Chevallard uma habilidade complexa que nem sempre se consegue desenvolver.

Portanto, a analise das tarefas 4 e 5 nos possibilitou verificar o desenvolvimento
da habilidade para fazer generalizagbes, que na Teoria Antropolégica do Didatico
corresponde a teoria (®), que nem sempre esta presente numa atividade devido a sua
complexidade. Como nas atividades anteriores, todos os alunos determinaram
corretamente as funcdes solicitadas, portanto, identificaram a tarefa (T), determinacéo
de uma funcdo com caracteristicas detalhadas no texto. Nem todos registraram o
desenvolvimento, mas atenderam as solicitag6es do texto: determinaram as funcdes
corretamente e confirmaram suas respostas construindo os graficos no GeoGebra.
Destacamos, a seguir, a unica solucado que permitiu detectar as tecnologias (0) que
justificam cada passo da resolucéo. A figura a seguir, mostra o procedimento adotado
por Maria. Ela fez anotagfes no préprio texto, onde destacou as modificagfes para
depois escrever as funcbes. Além disso, escreveu a funcdo genérica

f(x)=a+hb-sen(cx +d) e indicou o que cada parametro altera nessa fungéo.
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Figura 43 — Solucéo da Maria: generalizacéo da funcéo seno

4) Apresente a lei da fungéo seno, g(x), sabendo que seu grafico, comparado com o

’ ’7""("

grafico da fungao f(x)=sen x, representa uma curva deslocada verticgmente 3

unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 1 e periodo g Construa

L) (\(f_f)‘)' " O
o gréafico dessa fungéo. 9= ”1:17_\,0%'_.;:‘—,;‘11
P> |

Q0> D yon 4\

5) Apresente a lei da fungéo seno, h(x). sabendo que seu grafico, comparado com o
grafico da fungéo f(x)=sen x, representa urg)a curva deslocada 4 tbmdades para

~ +f|
a(esqueg possuu dominio IR, uamphtude ;‘e periodo 2n. Construa o grafico
dessa funcao. A N e

i\ 3 ren (x+ W)

P(y) O.*b mn (c- X+v0)

Y ) Y
ALY bw'- PW e

Fonte: dados da pesquisa

Registro analogo foi encontrado nas atividades de Simone, como se verifica na

Figura 44, a sequir.
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Figura 44 — Solucdo da Simone: generalizacdo da funcao seno
4) Apresente a lei da fungdo seno) g(xD sabendo que seu grafico, comparado com 0

grafico da fungéio f(x)=sen x, representa uma curva deslocada verticalmente 3

unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 1 e penodo ;Construa

,v;/-f/ a PIVHLLA AR, KT

o gréafico dessa fungao.

5) Apresente a lei da fungdo seno) h(x)) sabendo que seu grafico, comparado com o

~aps ALY I
N

grafico da fungao f(x)= sen x, representa uma curva deslocada %}unidadeé para

a esquerda possui dominio IR, amplltude 3)e penodo 21/ Construa (o] gréfco

dessa funcao.

NI =S 4em [0+ JL | e

Fonte: dados da pesquisa

Os demais alunos optaram por escrever diretamente a resposta e conferir as
modificacdes solicitadas nessas tarefas por meio da construcdo dos graficos no
GeoGebra.

ApOs esse primeiro encontro, houve um interesse muito grande dos alunos para
instalarem o aplicativo em seus smatphones, o que ja era esperado, pois, segundo
Prensky (2001), sdo todos nativos digitais. O grupo do WhatsApp, criado apenas para
confirmar os horarios dos encontros, foi utilizado para troca de informacdes sobre o

software. Destacamos na Figura 45 alguns trechos dessas mensagens.
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Figura 45 — Mensagens instantaneas opinido dos alunos

PamnlunlrsSTMETOMA AC 2015
0i,kkk Eu tenho no PC. Tem pra Android?
nem tinha visto esse grupo Oi GeoGebra para

erz para o grupo de informatica?
A Greos Acho q sim lau
vou tentar baixar esse aplicativo 0.9
amanha com o meu amigo ems.Cunbad 234A AC 2015
Ocupa muito espago?

bjos ‘s : o

Acho que consegui meu cbjetivo. To 2322

adorando a empolgagao de vocés.

< . J PWIOTETEMB AC 2015
Qual é o aplicatvo? 5 et
A Amanha tentarei
- Hahahahaha & & Obrigadat!!
geogebra android para celular
Manera
Me ensina a mexer no programa CHEITETGAII0 Waevr3MA AC 2015
~ . ?
Vocés conseguiram no celular? amanha? Tenho Xperia Z2
“ Jutiaas 9093 AC 2015 E msm assim n tem :/
Preciso thm Android ainda é uma versdo de teste
vou tentar amanha Gabriel Gallo Manera 3MA AC 2015 %
N&o consegui baixar pro celular SPNITTENTBMB AC 2015
Para tablet ou desktop tem no 9 P Poxa
www.geogebra.org =
Pra computador normal tem?
......... SsSoUNETE 3MA A.. 5 aaiB AC 2015

o 3MA AC 2015
Iphone ocupa mt espago? P &

computador normal tem rom?
GeoGebra
Q o Vocé alterou a imagem deste grupo

Colanin!sDUITWVIaN T 3MA A 1
° 3 C 2015 Q

Nao fizeram uma versdo ainda que

/ 7][1 @ 0 o suporte no meu celular
= Chorarei
i

|

Tem

Achei pra iPad! = 23:22)
Vou baixar

Fonte: dados da pesquisa

Aqueles que néo utilizavam smathphone com o sistema operacional Android

optaram pela utilizacdo da versao online do software.

4.3 ATIVIDADE 3 — FUNCAO COSSENO

Essa atividade foi conduzida da mesma forma que a anterior: os alunos
receberam a atividade impressa com as informacdes para a realizacdo das tarefas,
Anexo 3. Pela semelhanca entre as duas atividades, eles foram orientados a buscar
0 arquivo da atividade anterior para aproveitar a formatagcédo alterando apenas as
funcdes. Isso é possivel por meio de um duplo clique em cada fung¢ao na “Janela de
Algebra”, que permite a edicéo da funcao.

A atividade realizou-se de forma mais rapida que a anterior, exatamente pelas
semelhancas entre as duas fungbes. Nao demorou muito para que os alunos

percebessem que o gréfico da funcdo cosseno tem a mesma forma do grafico da
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~ . TT . .
funcdo seno, com um deslocamento horizontal para a esquerda de 3 unidades. Dois
alunos foram além do que solicitavam as tarefas e acrescentaram, na relacdo de

~ ~ ~ T .
funcdes, a fungéo seno f(x): sen x e afungao f(x): sen (x + Ej. Eles disseram que

gueriam conferir as semelhancas dos graficos e, com isso, anteciparam duas tarefas
da proxima atividade, que € exatamente a comparacao das funcdes seno e cosseno
e 0 deslocamento da funcdo seno para que seu grafico coincida com o grafico da
funcdo cosseno.

As respostas da terceira tarefa foram menos detalhadas e, por perceberem as
semelhancas com a funcéo seno, a maioria fez referéncia a terceira tarefa feita com
a funcéo seno. Destacamos, a seguir, as respostas da aluna Aline para a fungéo seno

e, em seguida para a funcdo cosseno.

Figura 46 — Relatorio da Aline — Fungdo seno 3 A
3) De acordo com os o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, é possivel

detectar que dentre as funcées g, h,i .., p, ocorrem mudangas no conjunto

imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relacdo a fungao

Faca um relatério destacando a forma que as modificagbes nas leis

das fungoes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de fungées a
seguir.

A) Comparagéo das fungdes f, g e h.

Fonte: dados da pesquisa
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Figura 47 — Relatério da Aline — Funcao cosseno 3 A
3) De acordo com os o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, é possivel

detectar que dentre as fungdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudangas no conjunto
imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relagao a fungao

aca um relatério destacando a forma que as modificagdes nas leis
das funcoes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de fungdes a
seqguir.
A) Comparagao das fungdes f, g e h.

Fonte: dados da pesquisa

Para a resposta da funcdo cosseno, Aline fez referéncia a resposta dada na
atividade anterior para a fungéo seno.

Para as tarefas 4 e 5, nenhum aluno registrou a tecnologia (0) para justificar as
funcdes encontradas por eles. Pareceu-nos que a habilidade foi consolidada na

atividade anterior.

4.4 ATIVIDADE 4 — FUNCOES SENO E COSSENO: APLICACOES

A realizacéo dessa atividade contou com a presenca de oito alunos, cinco dos
quais estavam presentes aos dois encontros anteriores no laboratorio de informatica
da escola. Os demais, por problemas particulares, ndo estiveram no encontro anterior,
mas solicitaram o material para fazer em casa.

Os alunos presentes foram orientados, da mesma forma que fizeram na
atividade anterior, a abrirem um dos arquivos que ja estava configurado para o
trabalho com as fun¢des trigonométricas.

A primeira e segunda tarefas, antecipadas por dois alunos na atividade anterior,
foram respondidas por eles e pelos demais sem a visualizagéo dos graficos. Segundo
eles, eram muito faceis. Para as demais tarefas, eles resolveram os problemas e, em

seguida, digitaram as fungdes para conferir as resolucoes.
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Para resolver o terceiro problema da atividade, o problema da roda-gigante,
todos identificaram a Tarefa (T), que, no item (a), € a de “calcular a medida do raio” e,
no item (b), “calcular o tempo que a roda-gigante” demora para dar uma volta. A
mesma afirmacao pode ser feita em relacéo a Técnica (1), que, no item (a), é associar
o raio da roda-gigante ao parametro “b” da fungdo f(x)=a+b-sen(cx+d) e, no item
(b), relacionar o tempo com o periodo da fungdo e com o parametro “c”. Quanto a
tecnologia (0), no item (a), encontramos dois tipos de procedimentos: um com a
justificativa por meio de texto e outro utilizando célculo da diferenca entre as alturas
maxima e minima para a determinacdo do diametro. No item (b), todos calcularam o

periodo dividindo 2m pelo parametro “c”, que no problema da roda-gigante é o fator

T . ~ ., . ~
YR Destacamos, a seguir, duas dessas solucdes ja que as demais solucdes foram

muito semelhantes.

Figura 48 — Resolucédo da Leticia — Atividade 4 Tarefa 3

3) Carol e Claudio, passeando em um parque de diversdes, resolvem andar na roda-gigante.

Segundo informagdes que leram, a altura que estariam em relagdo ao solo pode ser
aproximadamente descrita pela fungao h(t)=20+1 QSeF(ERZt + nj , em que t é dado em

segundos e h em metros.

a) Qual é o raio da roda-gigante?

b) Qual &€ o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-

gigante?

Fonte: dados da pesquisa
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Figura 49 — Resolucao da Maria — Atividade 4 Tarefa 3

3) Carol e Claudio, passeando em um parque de diversdes, resolvem andar na roda-gigante.
Segundo informagdes que leram, a altura que estariam em relagdo ao solo pode ser

aproximadamente descrita pela funcao h(t)=20+1 Qser{z—t‘t + n) , em que t é dado em

segundos e h em metros.
a) Qual é o raio da roda-gigante?
f,. 0 05 valgros mcff\mos e niniemo b e, 7en = | & nenz-)

Dotz 204191 = 29 webus b
w"r\: QOl\q (‘]): ] 4\')1.3

D'QWJYQ = 23 m@t’%

‘Rw:_:; =3 M m&sﬂ;’\

b) Qual & o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-

{ Tompo oo EowrpTY oo et qua & b

?;ﬁ« Urny qbb C:T(/Qq

h P“nln

gigante?

G\
Y ~NJ ?Q;’, ; 4\& P ;_)hdoé
P; 2’\——' = &‘\ D‘L, - ; k ? ’-”CS
Yo w ?

= 48

Fonte: dados da pesquisa

Mais uma vez destacamos o registro do desenvolvimento da Simone, que nos
chamou apos ter determinado a solucdo. O didlogo esta reproduzido abaixo:

Simone: o raio da roda-gigante tem a ver com a amplitude?

Professora/pesquisador: Porque vocé ta perguntado?

Simone: Porgue eu calculei a altura maxima e minima para calcular o diametro,
fiz uma menos a outra e dividi por dois, deu 19 que é o nimero que muda a amplitude.

Professora/pesquisadora: Isso mesmo. Arrasou!!

Simone sorriu.



98

Figura 50 — Resolucdo da Simone — Atividade 4 Tarefa 3

3) Carol e Claudio, passeando em um parque de diversdes, resolvem andar na roda-
gigante. Segundo informacdes que leram, a altura que estariam em relagdo ao solo pode

- X Z 27
ser aproximadamente descrita pela fungdo h(t)=20+1959r( 2’;t 1T I em que t é
2 24 /

® N
| \ -

dado em segundos e h em metros.

a) Qual é o raio da roda-gigante?

b) Qual & o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-
gigante?

Fonte: dados da pesquisa

A teoria (®) ndo foi detectada nos problemas 3, 4 e 5 dessa atividade.
Acreditamos que, ao resolvé-los, os alunos usaram o conhecimento desenvolvido nas

atividades anteriores.

Para o quarto problema da atividade, o problema do pistdo do motor, todos
identificaram a Tarefa (T) do item (a) como a de calcular as medidas das alturas,
maxima e minima e, do item (b), de calcular o nimero de ciclos completos durante 60
segundos de funcionamento do pistdo. Quanto a Técnica (1), para o item (a),
encontramos duas solug¢des diferentes: uma por meio da substituicdo do seno pelos
valores maximo (1) e minimo (-1) e outra pela determinacdo do conjunto imagem da
funcdo. Quanto a tecnologia (0), eles seguiram procedimentos analogos aos descritos

nas analises preliminares desse problema. No item (b), todos usaram a mesma
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tecnologia (0), determinaram o periodo da funcéo e, por meio de uma regra de trés
simples, calcularam o numero de ciclos completos dados pelo pistdo em 60 segundos.

Para ilustrar, mostramos a seguir a solucao da aluna Leticia, que optou no item
(@) pelo célculo da imagem e no item (b) como todos os outros determinou o periodo

e 0 numero de ciclo por meio de uma regra de trés.

Figura 51 — Resolugdo da Leticia — Atividade 4 Tarefa 4
4) (UFPR 2013) O pistdo de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro

de um cilindro, como ilustra a figura.

Interbits®

Suponha que em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistdo, em
centimetros, possa ser descrita pela expressao:

h(t) = 4sen(@) +4.
0,05

a) Determine a altura maxima e minima que o pistao atinge.

b) Quantos ciclos completos esse pistéo realiza, funcionando durante um
minuto?

Fonte: dados da pesquisa
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Para esse mesmo problema, Maria optou pelo céalculo das alturas por meio dos

valores maximo e minimo do seno. A figura 52 ilustra esta resolucéo.

Figura 52 — Resolugéo da Maria — Atividade 4 Tarefa 4
4) (UFPR 2013) O pistdao de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro
de um cilindro, como ilustra a figura.

Suponha que em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistdo, em
centimetros, possa ser descrita pela expresséo:

h(t) = 4sen[£) +4.
0,05

a) Determine a altura maxima e minima que o pistao atinge.

l\ho&ﬂ;m PO O, mn(?ﬂ’.t} =]
0,05

o = LG =R

No. oie winiwo. m(%%\-»\

Rpfp,fOQ/m e om
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b) Quantos ciclos completos esse pistao realiza, funcionando durante um

minuto?

Q')\’w\()oruas&dvio paxocmvp%ﬂ« ) ol ¢ dado p&pen'odg
P=Q—E—JW9% c::&,‘j\/ ‘Mln:uo;oe%

\C/\ 0,0S :

W dacke= @0 - G000 - 100

P:,Q_ﬂ;_ - . Qo5 . 0,05 =g 0,05 5

afy oY

0,05

Resp. - 1.200 cichs

Fonte: dados da pesquisa
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Mais uma vez, Simone nos surpreendeu com a empolgacéo e a descoberta de
que o GeoGebra era seu grande aliado. Para conferir os calculos que ja estavam
registrados, ela construiu o grafico da funcao h (t) do problema. Registramos o dialogo.

Simone: O grafico ficou esquisito. Apareceu uma barra azul na tela.

Professora/pesquisadora: Tenta dar um zoom.

A aluna executou a operagdo mas, mesmo assim, ndo foi possivel visualizar a forma
da funcao seno.

Professora/pesquisadora: Qual € o conjunto imagem? Esse da pra ver?

Simone: Sim, é de 0 a 8.

Professora/pesquisadora: Porque sera? Quanto deu o periodo?

Simone: 0,05 segundos.

Ela pensou um pouco e concluiu: E isso, ndo da pra ver porque 0,05 é muito pequeno.
Ficou muito grudado.

Para chegar a essas conclusdes, sem a visualizacao do grafico no GeoGebra,

seria praticamente impossivel. Nesse problema, fica clara a vantagem de se usar a

tecnologia como apoio na solucdo de problemas.

O quinto problema apresenta um grau de dificuldade um pouco mais elevado
em relacéo aos dois problemas anteriores. Isso ficou claro, porque 3 alunos deixaram
o item (b) em branco, afirmando ndo terem entendido o enunciado. A analise do
grafico permite a determinacdo da solucdo do item (a) de maneira anadloga a do
problema anterior, mas, para a resolugdo do item (b), usando o GeoGebra, uma
possibilidade seria plotar o gréfico da reta y = 23 e determinar sua interse¢cao com o
grafico da funcdo F(t). Nenhum aluno usou esse procedimento. Os cinco que
determinaram a solucdo optaram pela solugédo de uma equacao trigonométrica.

A figura 53 mostra o desenvolvimento do item (a) feito por Leticia, que
identificou a Tarefa (T), que é a de determinar a variacdo de temperatura, definiu a
Técnica (1), por meio do célculo da imagem da funcéo, e, como Tecnologia (6),
analisou as modificacbes promovidas pelos parametros que modificam uma fungéo

original F(t) = cos t, determinando, assim, a variagdo de temperatura correta.
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Figura 53 — Resolucao da Leticia — Atividade 4 Tarefa 5 a

5) (UFPR 2012) Suponha que, durante certo periodo do ano, a temperatura T, em
graus Celsius, na superficie de um lago possa ser descrita pela fungdo

F(t) = 21—4cos(%tj, sendo t o tempo em horas medido a partir das 06h00 da

manha.

a) Qual a variagdo de temperatura num periodo de 24 horas?

Fonte: dados da pesquisa

Para o desenvolvimento do item (b), Leticia adotou o0 mesmo procedimento
detalhado na analise a priori. Identificou a Tarefa (T), que € a de determinar o tempo,
dada a temperatura. A Técnica (t) utilizada por ela foi igualar a temperatura a 23°C na

expressdo algébrica da funcdo, e a Tecnologia (0) foi a de resolver a equagéo

. o 2
trigonométrica 21—4005(175—2 tj =23 para obter os valores de t, T 4-2F L y=8h
T 4r " ) e
ou Et=?:>t =16h e perceber, no enunciado do problema, que o inicio da

contagem do tempo se deu as 6h, portanto, a temperatura atingira 23°C as 14h e as
22h
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Figura 54 — Resolucao da Leticia — Atividade 4 Tarefa5 b

b) A que horas do dia a temperatura atingira 23°C?

Fonte: dados da pesquisa

Ao terminar os encontros, solicitamos um registro da opinido dos alunos por
meio do grupo criado no WhatsApp, mas, como estava na semana do ENEM, apenas
trés alunos responderam e muitos responderam ratificando o que os colegas haviam

dito. A figura 55, a seguir, apresenta um pequeno registro dessas mensagens.

Figura 55 — Registro das mensagens do WhatsApp — opinido dos alunos

Pessoal, eu adoraria que vocés
registrassem aqui a experiéncia que
tiveram com a atividade de ontem.

Pontos positivos, pontos negativos, bijos daalinia gabikk
sugestdo de modificagdo nas ST

atividades. Se vocé acha que isso é verdade -

acrescentou alguma coisa, o que Inacreditavel quando percebi o

acrescentou...ou se tudo o que tempo que estive perdendo ao nao

voceés fizeram ja era conhecido. conhecer este aplicativo,realmente Concordo com essa gaby

ele deve ser incluido no

Podem usar de toda a sinceridade. §
desenvolvimento escolar

Ajudaria a mim e aos outros kkkkvaleu @ @
liaelMEAE 2015 totalmente,obrigada
Acrescentou sim denise! Boa sorte no seu mestrado,voce e Winicias
I B 3MA AC 2015 uma excelente professora,merece S6 tenho a dizer quelgpoio oquea
e galera esta falando, €isso ai
Acrescentou bastante Denise, v SFTG P ErrewESieiO AC 2
embora muitos de nds ja Concordol!!

conhecessem a matéria, foi muito
legal poder comprovar e aplicar o
que aprendemos na teoria através
do GeoGebra.

kkkisso ai viies kk

Fonte: dados da pesquisa
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O interesse demonstrado por esses alunos contagiou aqueles que nao
puderam participar dos encontros e muitos solicitaram atividades semelhantes, porém
com outros assuntos, como a Geometria Analitica, polindémios e equacdes polinomiais.

No proximo capitulo, sera retomada a hipétese inicial e os resultados obtidos

de acordo com as analises a priori e a posteriori realizadas durante a pesquisa.
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5 ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO

Este capitulo refere-se a fase de validacao e analise a posteriori dos resultados
da pesquisa, momento em que, segundo proposta da Engenharia Didatica, o
pesquisador confronta os dados da fase das Concepcdes e Andlise a Priori com os
que foram apurados na fase da Experimentacao, validando ou ndo a hipotese inicial.

Sustentada pela Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), de Chevallard (1996),
teoria na qual se apoiou esta pesquisa, a analise recobre a apresentacdo das
atividades realizadas pelos alunos, com o objetivo de, assim, validar a hipétese desta
investigagdo, que considera que 0os meios tecnologicos séo eficientes no aprendizado
das funcdes trigonométricas, em patrticular, o software GeoGebra.

De acordo com a analise a priori, 0os alunos foram orientados a utilizar os
recursos do software GeoGebra, para responderem a questbes propostas em quatro
atividades, envolvendo desde a configuracdo do software para o trabalho com as
fungdes trigonométricas, passando pelo estudo e analise de graficos das fun¢des seno
e cosseno e, finalmente, aplicando os conhecimentos adquiridos na resolugcéo de
problemas contextualizados, para que, dessa forma, ocorra a validacdo da hipétese
deste trabalho.

A primeira atividade, configuracdo do software GeoGebra para trabalhar com
as funcbes trigonométricas, foi realizada por todos os participantes de maneira
bastante eficiente e, por conter apenas orientacdes referentes a utilizacéo do software,
nado sera analisada nesta etapa da pesquisa. Além disso, ndo se percebe a
necessidade de confrontar os dados oriundos dessa atividade com os dados da
Experimentacdo, por ser uma atividade introdutéria em que os dados ndo sao
significativos para analise. No entanto, havera um comentario a respeito
posteriormente, nas consideracoes finais desta investigacao.

Na segunda atividade, estudo da funcdo seno, composta por cinco tarefas,
esperava-se dos alunos uma associacdo entre os diferentes parametros que alteram
a forma algébrica da funcdo seno e as modificacdes ocorridas nos respectivos
graficos. Na realizacéo dessa atividade, apenas um dos alunos participantes cometeu
um equivoco no preenchimento do periodo de uma das func¢des originadas da funcéo

f(x): senx, 0 que ja foi descrito no item 4.2 da experimentagdo, mas este engano

nao comprometeu a resolucao correta das tarefas subsequentes. Os demais alunos
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identificaram corretamente as solugbes dos problemas e responderam ao que era
solicitado em cada tarefa, conforme previsto na analise a priori para esta atividade no
item 3.2.3. O confronto dos dados coletados, nos registros feitos pelos alunos,
mostrou que todos identificaram a tarefa (T) e a técnica (r) de maneira muito
semelhante. Quanto a tecnologia (0), foram encontrados procedimentos diferentes,
mas que convergiram a um mesmo ponto, permitindo o registro de respostas
coerentes e corretas. A teoria (®) foi observada nos problemas que possibilitavam
uma generalizacdo a partir de observacdes das atividades anteriores.

A terceira atividade, muito semelhante a segunda, apesar de ter sido realizada
por apenas 5 alunos, também ocorreu como se esperava, ou seja, todos os alunos
responderam corretamente ao que foi solicitado, apesar de algumas contestacdes
guanto a semelhanca com a atividade anterior.

A quarta atividade, elaborada com cinco tarefas envolvendo as funcdes seno e
cosseno, das quais trés apresentavam aplicacbes destas fungdes na resolucdo de
problemas, permitiu verificar, principalmente, a capacidade de generalizac&o a partir
de conclus@es de tarefas anteriores. Foi possivel perceber, pelos didlogos com alguns
alunos, descritos no capitulo anterior, que, além de registrarem a solucao correta,
muitos chegaram a analisar os parametros que modificaram as funcdes nessas
aplicacoes. Vale ressaltar a importante interpretacdo, dada pelos alunos, dos
parametros apresentados na funcdo que representa 0 movimento da roda gigante,
pois concluiram que tais modificagdes eram importantes para indicar sua posicéo
acima do nivel do solo. O problema do pistdo de um motor apresenta uma fungcéo com
um periodo muito pequeno, nesse caso a construcado do grafico no GeoGebra foi
fundamental para o entendimento e visualizacdo do gréfico que, num primeiro
momento, apresentou uma faixa escura e, utilizando o zoom, os alunos perceberam
gue se tratava de uma alteracdo no periodo. Sem o apoio da tecnologia, essa
conclusao seria apenas algébrica, ja que a construcéo do grafico de uma fungcdo com
um periodo como esse é impossivel de ser feita manualmente. O quinto problema,
gue envolvia uma relagéo entre o tempo e a temperatura, por apresentar um grau de
dificuldade maior em ralacdo aos anteriores, teve o desenvolvimento registrado por
cinco dos oito alunos presentes. Trés alunos participantes resolveram apenas o item
(a) desse problema. Os cinco que determinaram corretamente a solugéo do item (b)

ndo usaram o GeoGebra, optaram pela solugdo de uma equacéo trigonométrica.
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Diante desse contexto, tendo em vista a andlise obtida por meio dos registros
corretos dos alunos e de suas manifestacdes favoraveis em relacédo ao software, tanto
pelas afirmacdes feitas durante a realizacédo das atividades quanto pelas mensagens
via smartphones, acreditamos que a realiza¢ao das atividades com as funcdes seno
e cosseno, apoiadas pelo software GeoGebra, apresentaram resultados satisfatorios.
Portanto, acredita-se ter atingido o objetivo proposto, o que nos leva a validar a
hip6tese de que os meios tecnologicos, em particular o software GeoGebra, séo

capazes de potencializar o aprendizado das fungdes trigonométricas.



108

6 CONSIDERACOES FINAIS

Durante vinte e cinco anos em sala de aula, ministrando aulas na Educacao
Basica e no Ensino Superior, na formacéo de professores, nossa preferéncia pelos
assuntos relacionados a Geometria sempre foi evidente. Pode-se dizer que esse foi 0
primeiro fator que motivou a escolha do tema desta pesquisa, as funcdes
trigonométricas. Aliada a isso esta a inquietacdo diante das queixas dos alunos do
Ensino Médio em relacdo as dificuldades que eles encontram na resolucdo de
problemas, tanto dos livros didaticos quanto dos programas de ingresso das
universidades, o que hoje inclui também o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).
Durante todos esses anos em sala de aula, tornou-se frequente ouvir dos alunos
expressbes como “a trigopnometria € muito dificil’, “é impossivel aprender esse
negocio”. Isso nos fez buscar alternativas que pudessem motiva-los, numa tentativa
de impedi-los de desistir do aprendizado da trigonometria. J& utilizamos diversos
recursos, como material concreto, apresentacao de videos com animacdes, o software
Graphmatica, que também j& foi um grande aliado, e, para motivar uma geracao que
ja nasceu inserida no mundo da tecnologia, pensamos em associar 0 estudo das
funcdes trigonométricas a utilizacdo da tecnologia, em especial do software
GeoGebra. Buscamos, também, uma forma de elaborar tarefas que abordassem as
funcdes trigopnométricas, a analise de seus graficos e suas aplicacdes, em problemas
gue envolvessem questdes de interesse dos estudantes.

Este trabalho de pesquisa nasceu, portanto, de reflexdes e de iniciativas
implementadas na minha sala de aula e se realiza, também, na forma de um produto
educacional que pretende facilitar aos professores de Matematica o trabalho com a
trigonometria e apresentar a eles as possibilidades que o meio tecnolégico pode
oferecer ao aprendizado da Matematica.

Para realiza-lo, adotamos a metodologia da Engenharia Didatica, que teve seu
inicio na década de 1980 com os trabalhos de Brousseau e, quase duas décadas
depois, foi amplamente estudada por Artigue (1998), metodologia empregada em
pesquisas que envolvem uma parte experimental e que é dividida em quatro fases de
investigacdo: analises preliminares, analise a priori, experimentacdo e andlise a
posteriori.

Iniciamos a caminhada, fase das analises preliminares, com uma revisédo da

literatura na busca por trabalhos que relacionassem a Trigonometria com a tecnologia.
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Encontramos alguns textos, ja referenciados nesta pesquisa, 0s quais apresentaram
excelentes contribuicdes e, partindo dessas leituras, buscamos produzir algo que
pudesse servir como um recurso alternativo, sempre buscando atender as
expectativas dos alunos e dos professores que atuam diretamente com o ensino da
Trigonometria. Ainda nessa fase, fizemos uma apresentacdo do saber a ser ensinado,
funcdes trigonométricas e 0 GeoGebra, a descricdo dos fundamentos da metodologia
da Engenharia Didatica e, por fim, a Teoria Antropologica do Didatico, usada como
referencial tedrico para a andlise das questbes apresentadas.

Na analise a priori, foram detalhadas as resolucdes das atividades, abordando,
em cada uma, os quatro termos da Teoria Antropolégica do Didatico, desenvolvidos
por Chevallard, tarefa (T), técnica (1), tecnologia (0) e teoria (®). Nessa fase, séo
apresentadas as possibilidades de respostas esperadas nos registros dos alunos.

A Atividade 1 foi elaborada pensando nos usuarios iniciantes do GeoGebra. Ela
contém um pequeno tutorial que vai desde o download e instalacdo do software até a
preparacdo de sua tela para se trabalhar com as func¢des trigonométricas. Em nosso
trabalho de campo, como o GeoGebra ja estava instalado em todas as maquinas do
laboratério de informatica, iniciamos essa atividade pela configuracdo do software
para o trabalho com as funcdes trigopnométricas.

A Atividade 2, referente ao estudo da fung&o seno, f(x)=sen x, apresenta dez
possibilidades de modificagdes dos parametros “a”, “b”, “c”, e “d” da fungdo genérica
f(x) = a+b-sen(cx+d). Ela foi elaborada para explorar quase todas as possibilidades
qgue alteram a funcao original. Durante o encontro em que a atividade foi aplicada,
percebemos um desconforto por parte dos alunos que acharam as tarefas muito
repetitivas. Para o objetivo da pesquisa isso ndo foi um problema, mas, para uma
turma com um numero maior de estudantes, uma adaptacdo pode ser positiva.
Sugerimos uma reducdo nesse numero, por exemplo, desmembrar o grupo em duas

(1 11 ]

partes: uma para a comparagao das funcdes “”, “g”, “I", “I’, e “n” e outra para as
fungdes “f”, “h”, 7, “m” e “0”. Dessa forma, dividida em dois grupos, a turma pode
comparar e compartilhar os resultados obtidos no final da atividade. A mesma
observacéo se faz necessaria para a fungdo cosseno, proposta na atividade 3. Essa,
como foi relatado na fase de experimentacgéo, foi a que deu origem ao maior numero

de contestacgodes.
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A Atividade 4, que propde a comparacao das funcbes seno e cosseno, um
desafio para apresentar o gréfico da funcdo cosseno usando a fung¢do seno e trés
problemas com aplicacdes do tema estudado nas atividades anteriores, permitiu a
validacdo da hipétese desta pesquisa: 0s meios tecnolégicos sao eficientes no
aprendizado das funcgOes trigonométricas, em particular, o software GeoGebra.
Evidéncias disso foram encontradas e relatadas na fase de experimentagcao a partir
dos registros dos alunos. No problema da roda-gigante, Simone fez a relacdo entre a
amplitude da funcao e o raio da roda-gigante, no problema do pistdo ela construiu o
grafico para conferir a sua solugdo afirmou o motivo de o grafico ficar “grudado”.
Certamente, essa observacao so foi possivel pela facilidade de construcéo do grafico
no GeoGebra. Maria esta utilizando o GeoGebra para estudar Polinbmios e Geometria
Analitica. Muitos alunos que ndo puderam participar dos encontros estao trocando
informagdes com os colegas para aprender as vantagens do GeoGebra. A motivagao
também é evidente nas trocas de mensagens pelos smartphones.

O GeoGebra apresenta muitas outras opc¢des e recursos, como, por exemplo,
os controles deslizantes e animac¢fes que podem tornar dindmica a visualizacdo das
variagdes propostas nesta pesquisa. Recomendamos o site oficial do GeoGebra que
apresenta uma lista muito variada de aplicativos gratuitos, relacionados a diversos
assuntos da Matemética e que ja estao prontos para serem utilizados. Outra sugestéao
é o site 0GeoGebra'! desenvolvido pelos professores Sérgio Dantas, da UNESPAR
(Universidade Estadual do Parana Campus Apucarana) e Guilherme Ferreira,
licenciado em Matematica e Mestrando em Educacdo Matematica pela UNESP — Rio
Claro, que, além de uma variedade muito grande de material, como textos, pequenos
aplicativos, jogos, disponibiliza videos e cursos online, segundo os autores, “para
capacitar usuarios em seus aspectos técnicos e para fomentar reflexdes sobre seu
uso em situacdes de ensino e aprendizagem. “

Optamos por apresentar apenas as fungdes seno e cosseno, mas as demais
funcbBes trigonométricas - tangente, cotangente, secante e cossecante - também
podem ser estudadas de maneira analoga.

Estudar as fungbes trigonométricas com o apoio de um software como o
GeoGebra, nos fez acreditar que é possivel dar uma pequena contribuicdo para

motivar os alunos, tanto para resgatar a autoestima daqueles demonstram

11 http://ogeogebra.com.br/site/ Acesso em: 25 nov. 2015.
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dificuldades, quanto para incentivar outras descobertas aos que tém uma maior
afinidade com a Matematica. Os dados obtidos nessa pesquisa confirmam essa
afirmacdo.

O ensino e a aprendizagem de Matematica tem sido foco de muitas pesquisas
na Educacdo Matemética e, muitas vezes, por pesquisadores que sdo essencialmente
professores de Matemética da Educacédo Béasica. Nessa direcdo, a apresentacao
desta proposta visa permitir que os estudantes descubram os resultados, e criem suas
proprias perguntas. E o ensino pela descoberta, que estimula o desenvolvimento da
autonomia dos alunos bem como as competéncias de resolugcdo de problemas,
questdes exaustivamente discutidas nas Orientacdes Curriculares para o Ensino
Médio (BRASIL, 2006).

O ensino centrado no aluno parte do principio de que o conhecimento néo é
algo “pronto e acabado”, muito pelo contrario, € construido de tal modo que o aprendiz
se aproprie do saber com significado. Além disso, essa concepc¢ao de ensino favorece
a dindmica da sala de aula, rompendo com as aulas classicas, centradas na figura do
professor e nas quais 0s recursos didaticos restringem-se a lousa e giz.

N&o temos a pretensdo de esgotar o assunto e é certo que este trabalho
motivara a construcdo de novas praticas, inclusive mediadas pela tecnologia, bem
como de novas reflexdes, que a pratica de sala de aula sempre suscita. Terminamos
esta pesquisa com uma satisfacdo muito grande, lembraremos do sorriso no rosto de
cada aluno ao conseguir terminar uma tarefa e encontrar o resultado esperado. Isso
nos motiva e nos permite confirmar a nossa questdo de investigacdo de que a
ferramenta tecnoldgica GeoGebra pode potencializar a aprendizagem dos conceitos

das fungBes trigopnométricas no Ensino Médio.
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Anexo 1

PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Nome:

DOWNLOAD E INSTALACAO DO GEOGEBRA

Algumas escolas contam com técnicos especializados para fazer instalacbes
dos softwares nos laboratoérios de informatica. Muitas até dependem de autorizagcéo
para fazer alguns procedimentos até mesmo por questdo de seguranca. O download
e instalacéo do software GeoGebra € muito simples para quem tem alguma habilidade
com o computador.

De qualquer forma, aqui sdo apresentadas orientacbes passo a passo para

essa instalacao.

3) Acesse o0 site oficial do GeoGebra digitando no seu navegador o enderecgo

www.geogebra.org e aparecera a pagina mostrada na figura abaixo.

G eGG e b ro Materiais Downloads Comunidade Ajuda

&3

ity il it

Materiais Start GeoGebra Downloads

GEOGEBRA

THE GRAPHING CALCULATOR FOR GEOMETRY, ALGEBRA,
CALCULUS, STATISTICS AND 3D MATH!

MATEMATICA DINAMICA PARA SE
APRENDER E SE ENSINAR
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Observe que héa trés opcdes de acesso nessa pagina: “Materiais” apresenta
uma relacao de applets!? desenvolvidos por usuarios do GeoGebra os quais estédo
disponiveis gratuitamente no site; “Start GeoGebra” € uma vers&o online do software
gue nao precisa de instalacdo, mas depende de uma boa conexdo com a internet e

“‘Downloads” que direciona para as diversas plataformas de instalagao.

4) Escolha a opgao “Downloads” para, em seguida, selecionar o local onde o software
sera instalado bem como o sistema operacional utilizado. Ha uma noticia de 15 de
outubro de 2015 de uma verséo beta'? para Smartphones que utilizam o sistema

Android!* e uma ja em desenvolvimento para o sistema ios®.

GeoGebra para Tablets GeoGebra para Desktops GeoGebra para Smartphones

GeoGebra Graphing Calculator

e

Download from . . -
. for Android Phones Beta
u Windows Store G GRS ==

£ Downlead on the -- A W
' App Store .- Windows

ANDROID APP ON o
X Mac OS X

P> Google play

Qualqguer que seja a escolha, sera feito o download do programa, por exemplo,
“GeoGebra-Windows-Installer-5-0-170-0.exe”. Execute esse programa e siga as

instru¢des na tela do computador conforme mostram as imagens a seguir.

12 Applet € um pequeno software que executa uma atividade especifica, dentro de outro programa
maior. O termo foi introduzido por AppleScript em 1993. <https://pt.wikipedia.org/wiki/Applet > acesso
em 14/10/2015.

13 Versdo beta é uma versdo de um produto (geralmente um software) em fase de desenvolvimento e
testes. Ela é disponibilizada para que usuarios interessados opinem e retornem possiveis problemas
para os ajustes dos desenvolvedores.

14 Android é um sistema operacional utilizado em dispositivos méveis, com tela sensivel ao toque,
como smartphones e tablets. Atualmente desenvolvido pela empresa Google.

15 |0S é um sistema operacional da Apple.
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@ GeoGebra Installer - o I

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Clique em Prdximo para continuar,

Language:

Portugués Brasileiro -

GegaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) Préximo > Cancelar

@ GeoGebra Installer - o I

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs,

FPlease select a setup type.

{+ Standard

5E

" Custom

All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users,

= Choose which programm features you want installed and where they will be
.g"ﬁ installed. Recommended for advanced users.
-

GegaGebra

GeoGebra 5.0.170.0 (November 08 2015) < Voltar Instalar Cancelar

Apos esse procedimento, clicar em “terminar”. O icone do GeoGebra aparecera

na area de trabalho e o software estara pronto para ser utilizado.
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PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Nome:

CONFIGURACAO DO GEOGEBRA

Para realizar essa atividade, é necessério que o GeoGebra ja esteja instalado
no computador ou tablet. Todas as imagens foram obtidas da versdo 5.0.170.0-3D
instalada no computador. E possivel que se encontrem versdes mais recentes ou que
a instalacéo seja feita num tablet, mas as modificacdes sédo pequenas e nao interferem
na realizacéo das tarefas.

Para trabalhar com as fung¢des trigonométricas, sdo necesséarias algumas
modificacdes na configuracado do GeoGebra, as quais permitirdo a andlise precisa das
informacdes solicitadas durante a execuc¢do das constru¢ces graficas propostas nas
atividades subsequentes.

A figura a seguir mostra a tela inicial do GeoGebra.
1% GeoGebra - B

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.AT /7 ’:."-17 I‘— IG}T ®7 é‘— x’ ABCT a_fET ‘%.7

b Janela de Algebra # | ¥ Janela de Visualizagdo X

&

Entrada: ®
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4) EXIBIR A MALHA QUADRICULADA

Exibir a malha quadriculada € importante para facilitar a identificacédo de valores
no gréafico. Para isso, basta clicar sobre a regido do grafico com o botéo direito do
mouse e selecionar “malha”. Em seguida, aparecera a malha quadriculada no plano

cartesiano.

Janela de Visualizagdo

ey L Eixos
=$ B Malha
14 Barra de Mavegacio
Q Zoom 3
o
T o - Ei 3
o ! EixoX : EixoY i

Exibir Todos os Objetos
14 Visualizacio Padrio Ctrl+M

¢ Janela de Visualizac3o ...

e |

5) MUDAR A UNIDADE DO EIXO DAS ABSCISSAS PARA RADIANOS

Para os graficos das funcdes trigonomeétricas, o eixo das abscissas deve ser
graduado em radianos. Para mudar a unidade do eixo-x para radianos, basta clicar
com o botédo direito do mouse sobre a area do gréafico e escolher a opgao “Janela de

Visualizagao”.

Janela de Visualizagao

_l_ Eixos
¥ Malha
1 Barra de Mavegacio
&, Zoom ’
o
T i N i '
o T EixoX : EixaY ]

Exibir Todos os Objetos
1 Visualizacdo Padrao Ctrl+M

:3 # Janela de Visualizagio ..

13 ~ . ” . - ” . e . A~ . T , .
Em “preferéncias”, selecionar “EixoX”, definir distancia > rétulo x e unidade

7. Essa sequéncia esta destacada na figura a seguir.
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[ Preferéncias
Y&l E H% ]

Basic{ EixoX | BixoY | Malha

0

Exibir EixoX
Exibir Numeros
[ ] Direcio Positiva Apenas

Distincia: |2 )

GraduacBes:| | | | v

Rdtulo: | x v |Unidade: | >

Crigem em: | 0.0 [ Ajustar a Borda da Janela de Visualizagdo

i

i

Apos essas modificacbes, 0 GeoGebra esta pronto para receber as funcfes
trigonométricas que serdo trabalhadas nas atividades. Abaixo é possivel visualizar a

tela configurada para iniciar os trabalhos.

[ ¥ GeoGebra =

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

[R] & 1 D @O &[N nec =22 )
X

s
» Janela de Algebra b Janela de Visualizagéo kS

]

s iz o 2 T 32 on sz an Triz2

Entrada: =
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6) DIGITAR AS FUNCOES
No canto inferior esquerdo, h& a caixa de entrada das func¢des. Para visualizar

o gréfico, basta digitar a funcdo que se deseja e, em seguida, clicar na tecla “enter”.

Entrada;|[(x)=sen x

Ap6s esse procedimento, é possivel visualizar, na “Janela de Algebra”, a fungao
f(x)=sen(x)e o seu grafico na “Janela de Visualizagao.

[ GeoGebra = =

Arquivo Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.A? /T ’;i I.\\.T IG}? ®T é“ N ABCT ii? 4%.7

» Janela de Algebra ) | ¥ Janela de Visualizagio X
- Fungio 8
@ f(x) = sen(x)

-2 [+] ™2 ™ amz 2m gmiz 3 iz

Entrada: | [ +

Observe que a funcao f(x):sen(x) aparece na mesma cor de seu grafico.

Caso seja necessario, para mudar a cor do gréafico, posicione o mouse sobre o gréafico
ou sobre a fungao, clique com o botao direito do mouse e, em “propriedades”, escolha
a cor desejada.



|

Fungio f
Exibir Objeto
Exibir Rdtulo

Hahbilitar Rastro

-T2

2 ™
Renomear

Apagar

R W[z

Propriedades ...
-

?
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(¥
Y[l e S E
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&

- Funcio
i f

Preferéncias

Basico Cor | Estilo | Algebra | Avancado | Programacio

H | (N eEEENE Recent:
H | DN

N N

| ]

HE | /NN

| | | | Outro:

HE | N

HE | aN

HE NN =

Wisualizar: - 204, 0, 0 (RCCO000)

A partir desse ponto, basta seguir as instru¢cdes descritas nas atividades

subsequentes.
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PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

FEDERAL DE lUIZ DE FORA

UNIVERSIDADE Mjf

Nome:

FUNCAO SENO

Para realizar essa atividade, vocé ira construir os gréficos de algumas funcdes

utilizando o GeoGebra ja configurado de acordo com as orientacbes da atividade

anterior e, a partir de suas observacoes, responder as questées que seguem.

1) Na caixa de entrada do GeoGebra, insira as funcdes listadas a seguir. Num

primeiro momento, elas aparecerdo juntas na tela, mas o software possui um

recurso que permite “ligar” ou “deligar” a fungao, o qual sera utilizado para analisar

as modificacdes ocorridas no grafico em funcdo dos parametros que alteram

fungéo original f(x)=sen x.

f(x) = sen x

g(x)=2+sen x

h(x) = -2+ sen x

i(x)=2-sen x

j(x)=4-sen x

k(x)=—-2-sen x

I(x) = sen (x + gj

m(x)=sen (x - gj

n(x) = sen (2x)

o(x)=sen (4x)

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma funcdo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcao

Dominio

Conjunto imagem

Amplitude

Periodo

f

g

h
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Funcéo Dominio

Conjunto imagem

Amplitude

Periodo

Para responder as questdes que seguem, tome como referéncia para comparacao a

fungéo f(x)=sen x.

3) De acordo com o que vocé observou nos graficos e no quadro acima, € possivel

detectar que, dentre as funcdes g, h, i, ...

, p , ocorrem mudancas no conjunto

imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relacdo a funcao

f(x) = sen x. Faga um relatério destacando a forma como as modificagdes nas leis

das func¢@es influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de funcdes a

sequir.

A) Comparacao das funcbes f, g e h.

B) Comparacéo das fungbes f, i, j e k.

C) Comparacéao das funcoes f, | e m.
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D) Comparacéo das fungbes f, n, o e p.

4) Apresente a lei da funcao seno, g(x), sabendo que seu gréfico, comparado com o

grafico da funcao f(x): sen X, representa uma curva deslocada verticalmente 3
unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 1 e periodo T Construa

o gréafico dessa funcéo.

5) Apresente a lei da fungéo seno, h(x), sabendo que seu gréafico, comparado com o
grafico da funcéo f(x): sen X, representa uma curva deslocada % unidades para

a esquerda, possui dominio IR, amplitude 3 e periodo 2x. Construa o grafico

dessa funcgéao.
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PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

UNIVERSIDADE Mjf

FEDERAL DE lUIZ DE FORA

Nome:

FUNCAO COSSENO

Para realizar essa atividade, vocé ira construir os gréficos de algumas funcdes

utilizando o GeoGebra ja configurado de acordo com as orientacbes da atividade

anterior e, a partir de suas observacdes, responder as questdes que seguem.

1) Na caixa de entrada do GeoGebra, insira as funcdes listadas a seguir. Num

primeiro momento, elas aparecerdo juntas na tela, mas o software possui um

recurso que permite “ligar” ou “deligar” a fungéo o qual sera utilizado para analisar

as modificacdes ocorridas no grafico em funcdo dos parametros que alteram

fungao original f(x) = cos x.

f(x)=cos x

g(x)=2+cos x

h(x)=—2+cos x

i(x)=2-cos x

j(x)=4-cos x

k(x)=-2-cos x

I(x)=cos (x + gj

m(x)=cos (x - gj

n(x)=cos (2x)

o(x) = cos (4x)

p(x)=cos [g}

2) Na janela de algebra do GeoGebra, habilite uma fungéo de cada vez e apresente

o dominio, o conjunto imagem, a amplitude e o periodo. Complete o quadro abaixo.

Funcao

Dominio

Conjunto imagem

Amplitude

Periodo

f

g

h
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Funcéo Dominio Conjunto imagem

Amplitude

Periodo

Para responder as questdes que seguem, tome como referéncia para comparacao a

fungéo f(x)=cos x.

3) De acordo com o que vocé observou nos gréficos e no quadro acima, é possivel

detectar que, dentre as funcdes g, h, i, ... , p , ocorrem mudancgas no conjunto

imagem, na amplitude, na amplitude e/ou no periodo, em relagcdo a funcao

f(x) = cos x. Faga um relatério destacando a forma como as modificagdes nas leis

das funcdes influenciam nos respectivos graficos para cada grupo de funcdes a

seqguir.

A) Comparacéo das funcgbes f, g e h.

B) Comparacéo das fungbesf, i, j e k.

C) Comparacéao das funcoes f, | e m.
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D) Comparacéo das fungbes f, n, o e p.

4) Apresente a lei da funcdo cosseno, g(x), sabendo que seu grafico, comparado

5)

com o gréfico da funcédo f(x):cosx, representa uma curva deslocada

verticalmente 3 unidades para cima, possui dominio IR, amplitude igual a 2 e

periodo 4r. Construa o grafico dessa funcao.

Apresente a lei da funcdo cosseno, h(x), sabendo que seu grafico, comparado

com o gréfico da funcéo f(x):cos X , representa uma curva deslocada
. . . T . L. . ;o
verticalmente 3 unidades para baixo, 3 unidades para a direita, possui dominio

IR, amplitude 1 e periodo 2x. Construa o grafico dessa funcao.
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UNIVERSIDADE ‘“Jf

FEDERAL DE lUIZ DE FORA

Anexo 5

PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM EDUCACAO MATEMATICA

Nome:

FUNCOES SENO E COSSENO

1) Construa os graficos das fungdes f(x)=sen x e g(x)=cos x. Qual ¢ a diferenca

que vocé observa nos graficos dessas duas funcdes?

2) Vocé precisa visualizar o gréafico da funcao f(x): COS X, mas ocorreu um problema

com o GeoGebra e s6 a funcdo seno esta funcionando. Como vocé pode obter a

imagem desse grafico?
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Resolva as questbes a seguir. Apresente o desenvolvimento ou as justificativas da

sua solucéo.
3) Carol e Claudio, passeando em um parque de diversdes, resolvem andar na roda-
gigante. Segundo informacdes que leram, a altura em que estariam em relagcéo ao
. . ~ T
solo pode ser aproximadamente descrita pela fungéo h(t): 20+19 sen(ﬂt + nj ,

em que t é dado em segundos e h em metros.

c) Qual é o raio da roda-gigante?

d) Qual é o tempo necessario para eles darem uma volta completa na roda-

gigante?
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4) (UFPR 2013) O pistdo de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro
de um cilindro, como ilustra a figura.

Suponha que, em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistdo, em
centimetros, possa ser descrita pela expressao:

h(t) = 4sen (@j +4.
0,05

a) Determine a altura maxima e minima que o pistdo atinge.

b) Quantos ciclos completos esse pistéo realiza, funcionando durante um
minuto?
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5) (UFPR 2012) Suponha que, durante certo periodo do ano, a temperatura T, em

graus Celsius, na superficie de um lago possa ser descrita pela funcao
F(t) = 21—4003[1ﬂ—2t), sendo t o tempo em horas medido a partir das 06h00 da

manha.

a) Qual a variacao de temperatura num periodo de 24 horas?

b) A que horas do dia a temperatura atingird 23°C?



