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RESUMO

Neste trabalho apresentamos alguns métodos para a resolucao de problemas de probabilidade.
Dois deles sdo estudados no Ensino Médio: a arvore de probabilidades e as técnicas de
contagem. O terceiro é o triangulo de Pascal visto aqui como instrumento de célculo de
probabilidades. O quarto e ultimo método é um recurso ndo usualmente apresentado, mas de
entendimento acessivel no Ensino Médio: a matriz de transicao.

Palavras-chave: Matematica; Matriz de Transic¢ao; Probabilidade.



ABSTRACT

This work presents some methods for solving probability problems. Two of them are studied
in high school: the tree of probability and counting techniques. The third is the Pascal triangle
seen here as a tool for calculating probabilities. The fourth and final method is a feature not
usually presented, but understanding accessible in high school: the transition matrix.
Keywords: Mathematics; Transition Matrix; Probability.
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INTRODUCAO

Curiosamente, o célculo da probabilidade veio a surgir para avaliar as chances de vitéria
em jogos de azar. Isso ocorreu ha cerca de 400 anos. Ja nessa época, houve esforgos para
quantificar o sucesso ou fracasso na decisdo tomada por um jogador. Nos dias de hoje, a
necessidade para uma tomada de decisdo com o0 maximo de seguranca & ainda maior.
Mediante isso, foi desenvolvida a Teoria das Probabilidades, que ja foi conhecida também
como “ciéncia da incerteza” e que procura construir modelos apropriados para explicacdo de
fendmenos aleatorios, bem como avaliar a chance de eles ocorrerem.

Diversas areas do conhecimento como, por exemplo, a medicina, a estatistica, a politica,
a economia e a meteorologia tém o céalculo de probabilidades como uma ferramenta de apoio
para auxilio no desenvolvimento de estratégias em situa¢fes nas quais ndo ha uma resposta
definitiva.

Tais necessidades atuais pedem a introducdo do céalculo das probabilidades ja no Ensino
Fundamental, pelo menos em seu modo mais elementar relacionado diretamente com fragdes.
Porém, 0 que vemos, é que 0 ensino de probabilidade acontece somente em uma série do
Ensino Médio. Nesse nivel de ensino a probabilidade é calculada por meio somente das
técnicas da Analise Combinatoria e do diagrama de arvore. Portanto, além dessas duas,
visando o enriquecimento das ferramentas de calculo de probabilidades, apresentamos neste
trabalho duas outras técnicas: o tridngulo de Pascal e a matriz de transig&o.

Em especial, damos maior énfase a uUltima para valorizar o produto de matrizes que
encontra aqui uma aplicacdo prética, Util e interessante.

E para permitir que calculos excessivamente longos ndo sejam obstaculos ao desenvolvimento
das ideias e representar a sintese grafica dos resultados obtidos usamos 0s programas
WXMAXIMA [9] e GEOGEBRA [8].

No Capitulo 1, comegcamos com um pouco dos fatos histéricos que levaram ao
surgimento da teoria das probabilidades. Nesse capitulo, ha uma definicdo mais ampla de
probabilidade.

No Capitulo 2, sdo apresentados os métodos que serdo usados neste trabalho para o
calculo da probabilidade. Os dois primeiros sdo geralmente conhecidos nos capitulos sobre
probabilidade no Ensino Médio: técnicas de contagem da Analise Combinatdria e diagrama

de arvore. O terceiro refere-se ao triangulo de Pascal, uma tabela numérica sob forma



triangular contendo vérias propriedades que também sdo estudadas no Ensino Médio no
capitulo sobre binbmio de Newton. Naquele contexto o tridngulo de Pascal é apresentado

como tridngulo combinatorio por ser construido a partir de numeros da forma C com o

np:
objetivo de ser aplicado no desenvolvimento de (x+a)", no qual C,, p representa cada um de

seus coeficientes.

Jamais, porém, o triangulo € usado para resolver problemas de probabilidade ou, pelo
menos, faz-se mencéo sobre o real motivo que levou Blaise Pascal a desenvolvé-lo: o célculo
da probabilidade para a divisdo justa de apostas. Aqui mostramos que ele é ferramenta de
calculo para a probabilidade de vitéria de um entre dois jogadores de habilidades diferentes

que disputam uma partida de n pontos, sendo p e q as probabilidades de um e outro jogador de

obter o ponto. O desenvolvimento do hindmio (p+q)" revela estas probabilidades,

mostrando a intima relacdo entre tridngulo de Pascal, binbmio de Newton e probabilidade.

O quarto método, matriz de transicdo, € um recurso de calculo bastante interessante e
simples em seu equacionamento. Ele considera a probabilidade condicional de cada evento
relativamente aos eventos restantes que compdem um sistema de eventos. Como
consequéncia disto, define-se a matriz quadrada cujos elementos sdo essas probabilidades,
chamada matriz de transicdo, que juntamente com o vetor-estado, um vetor-coluna que
registra a probabilidade atual de cada evento, determinam a probabilidade de cada evento do
sistema em estéagios futuros por meio do produto (matriz de transi¢do)x(vetor-estado).

Além da praticidade no equacionamento do problema, este método exemplifica uma
aplicacdo préatica do produto de matrizes, algo que, muito raramente, aparece em livros-textos
do Ensino Médio.

E claro que para efetuarmos extensos produtos entre as matrizes, fazemos uso do
programa WxMAXIMA, um programa de computador para calculos matematicos de féacil
compreensdo e manuseio.

No Capitulo 3, damos atencdo ao problema central deste trabalho “Melhor de 5 seguido
de melhor de 3” que ¢ solucionado por meio das quatro técnicas citadas anteriormente. Isto
inevitavelmente nos levara a uma comparagdo entre elas, mostrando-nos as vantagens,
limitacOes e situacOes mais apropriadas ao uso de uma ou de outra. Trata-se de um jogo
dividido em duas fases: na primeira, “melhor de 5”, os jogadores disputam diretamente os
pontos, vencendo aquele que primeiro atingir 3 pontos (chamamos esta fase de partida); na
segunda, “melhor de 3”, ha apenas o registro das partidas e vence aquele que primeiro atingiu

2 partidas.
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No Capitulo 4, sdo analisadas algumas possiveis variacdes do problema central. A
primeira variagdo ¢ uma compara¢do com um jogo contendo uma Unica partida na qual os
jogadores disputam 15 pontos, ou seja, “Melhor de 15”. Esta variagdo ¢ inspirada no fato de
que cada partida pode chegar a 3x2 ou 2x3, totalizando disputa de 15 pontos. A concluséo,
por verificacdo gréfica, é que esta modalidade é mais vantajosa para o jogador que tem maior
probabilidade na obtencdo do ponto. Em outras palavras, ela acentua a probabilidade de
vitdria do jogador mais habilidoso.

Na segunda variagdo, “Se empatar, vai a 2”, consideramos a seguinte modificacdo: se 0s
jogadores atingirem o placar 2x2 na partida, entdo ela continuara até que um dos jogadores
atinja um placar com diferenga de dois pontos. Aqui um outro fato surpreendente acontece: o
calculo da probabilidade de desempate da partida é expresso pela soma dos termos de uma PG
infinita! Portanto, mais um tema do Ensino Médio tendo aplicabilidade numa situagéo pratica.
Também em comparagdo com o problema central, 0 mesmo acontece com 0 caso anterior: a
chance de vitéria no jogo acentua-se.

A terceira variagdo, “Melhor de 7 com melhor de 5 com melhor de 3, que representa
uma modalidade com trés fases, tem como objetivo comprovar que o efeito causado pelo
aumento do namero de fases é a intensificagdo sucessiva da vantagem (desvantagem), ainda
que pequena, que um jogador venha a ter em fungédo de sua melhor (pior) habilidade de obter
0 ponto na primeira fase.

Nas trés variacdes finais seguintes consideramos a probabilidade de um jogador marcar
seu ponto em funcdo de quem comeca a disputa. Com isto, temos as probabilidades p e g
qguando um deles comeca e r e s quando o0 outro comeca. Nestes trés casos, achamos oportuno
fazer alusdo a jogos que usam raquetes. Por isso, para estas variagBes atribuimos 0s nomes
“Saques alternados simples”, “Saques alternados duplos” e “Quem ganha saca”.

Especialmente para elas, o uso do método Matriz de Transicdo se mostra mais
apropriado, ndo s6 pelo equacionamento mais simples, mas também pela efetuacéo do calculo
da probabilidade da partida, pois, nestes casos, as probabilidades de obtencdo do ponto
mudam de estagio para estagio, situacdo essa que torna mais laboriosos os calculos pelas
outras técnicas apresentadas:

e pela arvore devido sua prépria extensao;
e pelas técnicas de contagem devido a anélise do problema ficar dividida em vérias situaces

intermediarias;
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e pelo triangulo de Pascal devido os nimeros que o compdem Nndo mais representarem 0s
coeficientes das probabilidades parciais.

Como consequéncia da énfase dada no uso da matriz de transi¢cdo, temos a oportuna
aplicacdo do produto de matrizes no célculo de probabilidades, como ja dissemos.

Finalmente, no Capitulo 5 aplicamos os resultados obtidos para avaliar as probabilidades
de um jogo tradicional famoso — o ténis —, mostrando até que nivel podemos chegar no
calculo das probabilidades por meio das ideias desenvolvidas baseadas em operacdes simples
aliadas a recursos computacionais de manuseio acessivel.

Por fim, apresentamos nossas consideracdes finais a respeito desse trabalho e as

referéncias bibliograficas utilizadas.
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1 PRELIMINARES

1.1 Um pouco de historia

As bases da teoria das probabilidades tiveram inicio com os matematicos franceses Blaise
Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1655), cujos esfor¢os para o desenvolvimento
do assunto encontraram motivacdo em situacdes referentes a apostas em jogos de dados que
os levaram a diversas hipoteses envolvendo possiveis resultados.

O matemético italiano Jeronimo Cardano (1501-1576) ja havia discursado sobre
probabilidades em sua obra "Liber de ludo aleae" (Livro sobre jogos de azar). Porém, este

trabalho foi publicado somente em 1663.

Pascal

Mas, a questdo que deu impulso e estd mais fortemente ligada a origem da ciéncia das
probabilidades é o Problema dos pontos. Nesse problema deseja-se saber qual é a divisdo
justa a ser feita, entre dois jogadores de mesma habilidade, ap6s a interrupcao de um jogo de
azar cujo placar final é conhecido bem como o nimero de pontos que seriam necessarios para
se chegar ao fim do jogo.

Em 1654, esse problema foi proposto a Pascal por Chevalier de Méré, um experiente
jogador, que ndo estava encontrando sintonia entre seu raciocinio teérico e suas observacoes
praticas.

Pascal se interessou pelo problema e estabeleceu com Fermat uma série de
correspondéncias sobre o assunto. O resultado foi que ambos resolveram corretamente o

problema, mas de forma diferente um do outro.
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Este episddio representa 0 marco da moderna teoria das probabilidades.

A solucdo apresentada por Pascal estabelece a ligagdo entre o célculo da probabilidade e
o0 triangulo aritmético que leva seu nome [2]. Com o triangulo aritmético Pascal chegou a
generalizacdo do problema para um ndmero qualquer de pontos faltantes para o fim do jogo.

Fermat considerou o caso particular no qual o jogador A precisava de 2 pontos para
ganhar e o jogador B de 3. Pode ser um jogo em que 0s jogadores ttm como objetivo atingir
10 pontos e o jogo foi interrompido no placar 8x7. Ele notou, por isso, que a disputa de mais 4

pontos finaliza o jogo, exibindo, em seguida, os possiveis resultados de vitoria para A e B:

A ganha Resultados Possibilidades
4 pontos AAAA 1
3 pontos AAAB, AABA, ABAA, BAAA 4
2 pontos | AABB, ABAB, BAAB, ABBA, BABA, BBAA 6
1 ponto ABBB, BABB, BBAB, BBBA 4
0 ponto BBBB 1

Dessas 16 (=1+4+6+4+1) possibilidades, 11 (=1+4+6) favorecem a A e 5 (=4+1) a B.
Logo, a probabilidade atribuida a vitéria de A é 11/16.
Pelo triangulo aritmético, Pascal obteve o mesmo resultado segundo os nimeros da 5?

diagonal que representam os 4 pontos disputados:

mxn| O 1 2 3 4 5 6
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 6
2 1 3 6 | 10 | 15
3 1 4 |10 | 20
4 1 5 | 15
5 1 6
6 1

O jogador A vence em 4x0, 3x1 e 2x2, quer dizer, em 11=1+4+6 dos 16=1+4+6+4+1
casos e a probabilidade de vitdria de A é 11/16.

O triangulo de Pascal é construido da seguinte forma: as pontuacGes de placar de A séo
marcadas no lado esquerdo, em cada linha, e as de B sdo marcadas em cima, em cada coluna.
A partir disso, 0s numeros no interior da tabela indicardo quantas maneiras um jogo pode
atingir o placar mxn. Assim, por exemplo, s6 ha uma maneira de um jogador chegar a cada
placar mx0: ele deve vencer os m primeiros pontos disputados. O mesmo ocorre para 0s
placares do tipo Oxn. Por isso, 0s nimeros correspondentes as esses placares sdo todos iguais

a 1. O numero de maneiras do jogador chegar a cada placar mxn, com m#0 e n#0, é obtido
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pela soma dos nimeros de maneiras dos placares imediatamente anteriores, (m-1)xn e mx(n—
1), que sdo as posi¢des acima e a esquerda da posi¢do de mxn.

Portanto, o placar mxn corresponde a disputa do (m+n)-ésimo ponto, cujos possiveis
placares formam a (m+n+1)-ésima diagonal do tridangulo de Pascal. Por exemplo, o placar 3x1

se refere & disputa do 4° ponto com seus placares na 52 diagonal.

Finalmente, 0 que chama a atencdo € o fato surpreendente de a teoria das probabilidades
ter seu surgimento motivado pela investigacao das chances favoraveis para um jogador vencer
um jogo de azar!

Para fatos historicos mais completos sobre o assunto veja [1] e [2].

1.2 Definicdo de probabilidade

Antes de apresentarmos uma definicdo de probabilidade, definimos dois conceitos ligados

diretamente a probabilidade: espaco amostral e evento.

Espaco amostral
Definicdo: E o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatério.

Ele pode ser indicado por Q.

Evento

Definicdo: E qualquer subconjunto do espaco amostral.

Ele pode ser indicado por A.

Cada elemento do espaco amostral é chamado de evento elementar. Portanto, um evento
pode ser & ou conter um nimero m < n de eventos elementares, onde n é o nimero de

elementos do espaco amostral, ou seja, n(€2) =n e n(A) =m.

Probabilidade
Defini¢do: Dado um espago amostral Q, uma fungéo P definida para todo subconjunto de
Q é uma probabilidade se:
(1)0<PA)<1,VAcCQ;
(2)P(@)=0, P(Q)=1;
(3) se AnB = &, entédo P(AUB) = P(A) + P(B), com AB c Q.
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EXEMPLO: Um dado é tendencioso, de modo que a probabilidade de se observar um
nimero na face de cima é proporcional a esse numero. Nessas condi¢Bes, qual é a

probabilidade de ocorrer nimero par?

Resolucao: O espaco amostral ¢ Q = {1,2,3,4,5,6} e 0 evento A = {2,4,6}. Consideremos
Py, P2, - . Pg. respectivamente, as probabilidades associadas aos elementos 1, 2, ... , 6.
Entdo, com os itens (2) e (3) da definicdo acima, chegamos a p; + p, +...+ pg =1, pois Q

pode ser visto como a unido dos conjuntos {1}, {2}, ... , {6}, dois a dois disjuntos. Conforme

as condicdes do problema, temos

que equivale a p, =2p;, P3=3p;, ..., Pg=6p; . Mas, p;+ p, +...+ pg =1, 0 que nos leva

a p,+2p, +..+6p, =1,0useja, p; =1/21. Logo, P(A) = p, + ps+ pg =12/21=4/7.

Pierre Simon Laplace (1749-1827) denominava os elementos de A como casos favoraveis
e 0s de © como casos possiveis. Dai, ele definia

numerode casos favoraveis
nimero de casos possiveis '

probabilidade do evento A =

ou seja,

(-1,

Este tipo de defini¢do apareceu pela primeira vez de forma clara no obra Liber de Ludo
Aleae, de Cardano.

O que motiva esta definicdo de probabilidade é o fato de que se repetirmos o experimento
aleatorio um nimero N muito grande de vezes e obtermos um nimero M de casos favoraveis
ao evento A, entdo a razdo M/N ira se aproximar de m/n.

Mas, esta é uma definicdo particular de probabilidade.

EXEMPLO: Um dado equilibrado (ndo tendencioso) é langado e seu nimero na face

superior é observado. Nessas condicGes, qual é a probabilidade de ocorrer numero par?

Resolugdo: O espaco amostral ¢ Q = {1,2,3,4,5,6} e o evento A = {2,4,6}. Aqui, por

razOes de simetria, atribuimos para p;, p,, ... , Pg um valor tal que p; = p, =...= pg, que
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combinado com p;+p,+..+pg=1 nos dd p;=p, =..=pg=1/6. A probabilidade ¢,
entdo, P(A) = p, + ps + pg =3/6=1/2. Neste caso, vemos que

Py A _3_1
nQ) 6 2

Para mais detalhes veja [3], [6] e [7].
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2 ALGUNS METODOS PARA O CALCULO DA PROBABILIDADE

2.1 Arvore das probabilidades

E um dispositivo pratico para a resolugdo de problemas de calculo de probabilidade,
aplicado sempre que o experimento aleatorio apresente varios estagios e que representa 0s
eventos e as probabilidades condicionais associadas a cada estdgio. A probabilidade
correspondente a cada caminho é calculada pelo Teorema do Produto [7].

Vejamos 0 exemplo que segue.

PROBLEMA: Uma urna contém oito bolas brancas e duas pretas, todas de mesmo tamanho e
peso. Trés bolas sdo extraidas sucessivamente de forma aleatdria. Qual é a probabilidade da

ultima bola extraida ser preta?

Resolucao:

Vamos indicar por A e B cada vitoria do jogador A e do jogador B, respectivamente, e
atribuir aqui a cada bola a mesma chance de ser extraida, quando comparadas com as outras
em relacdo a quantidade presente.

Portanto, a arvore correspondente é a da figura 2.1.

o/8

]

Figura 2.1: Arvore do problema
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Neste caso, a probabilidade procurada é dada pela soma dos produtos indicados acima
correspondentes ao resultado bola preta (P), ou seja,

p:112+ 16 + 16 +0 =0,20.
720 720 720

Notamos que a arvore de probabilidades deixa evidente a probabilidade de cada estagio

durante a realizacao do evento. Isso torna clara a resolucéo do problema.
E claro que para uma situacdo de muitos estagios ou cada estagio com muitas possibilidades,

a arvore deixa de ter tal praticidade. Essa é, portanto, uma limitacdo deste método.

2.2 Técnicas de contagem

As técnicas classicas de contagem como combinaces, arranjos e permutagdes da Analise
Combinatoria, todas com base no principio multiplicativo, ndo s6 resolvem uma grande
guantidade de problemas neste campo, mas também representam ferramentas de apoio ao
calculo da probabilidade no sentido da definicdo dada por Laplace.

A situacéo abaixo ilustra este caso.

PROBLEMA: Qito criancas querem formar uma roda de ciranda para diversdo. Porém, duas
delas ndo gostariam de ficar de maos dadas. Assim, qual é a probabilidade de observarmos
uma formacéo de roda sob esta condi¢cdo? (Podemos imaginar que as criangas correm ao patio

aleatoriamente para formar a roda.)

Resolucao:
Vamos pensar que A e B séo as criangas que ndo gostariam de dar as mdos. Um modo de
resolver o problema é considerar, inicialmente, as possibilidades de formacdo de uma roda

com as outras seis criancas. Usando a permutacdo circular de n elementos, calculada por

PC, =(n-1)!, isso se dd de PCg =5!=120 maneiras.

Agora, para roda assim formada temos seis possiveis lugares para A ficar. Portanto, 6-120
= 720 situacOes. Finalmente, fixada a posicdo de A restam cinco opc¢des para B. Dai, sdo
5-720 = 3600 rodas possiveis com A e B separadas. Veja figura 2.2.

O numero total de possibilidades para se formar uma roda com oito criangas €

PCg = 7'=5040.
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X X
B X
X X X X X X
A A
X X X X X X
X X X
1°: rodasem AeB 2°: insercdo de A na roda 3% insercdo de B na roda

Figura 2.2: O problema das criangas em roda

Logo, a probabilidade é p= 3600 = > :
5040 7
Em geral, para este problema, sendo n o nimero total de criangas,
D= (n-3)(n-2)PC,, , (M-3)(n-2)(n-3)! n-3
PC, (n-1)! n-1

2.3 Triangulo de Pascal

Para problemas onde o objetivo final é atingir um de dois estados possiveis, onde suas
probabilidades sdo complementares, podemos lancar méo do tridngulo de Pascal de acordo
com a disposicdo numeérica apresentada abaixo em func¢do do ndmero de estagios no qual o

problema se desenvolve:

0|12 |3|4|5]|6
of1,1]1]1|1]1]1
11112 |3|]4[5]6
2 11|13]6]10(15
3[(1]4]10]20

4 11]5]15
5S[1]6

6 |1

Ele indica, por exemplo, que ha 10 modos de se chegar a 3x2 (3 pontos a favor e 2 pontos
contra) num evento realizado em 5 estagios (pode ser um jogo no qual houve a disputa de 5

pontos por dois jogadores).
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Se a probabilidade de vitoria do 1° jogador € p e a do 2° é g, entdo a probabilidade de se
chegar ao placar 3x2 € p;,, =10 p3q2. Isso porque durante a realizacdo dos 5 estagios, o 1°

jogador vence 3 vezes e 0 2° vence 2 vezes e, isso, com 10 maneiras distintas de ocorrer.

PROBLEMA: Dois jogadores com habilidades diferentes disputam um jogo composto de seis
pontos, onde ndo h& empate na disputa de cada ponto. Sabendo que o0 jogo sO termina apds a
efetivacdo dos seis pontos disputados para registro do placar final, qual é a probabilidade do
1° jogador vencer o jogo, considerando que sua probabilidade de marcar o ponto é p e a do 2°

jogador é q=1— p? E ade empate?

Resolucao:
Observando o triangulo de Pascal acima, vemos que o desenvolvimento do problema

corresponde a diagonal referente ao n° 6. Portanto, a vitéria do 1° jogador se da, apés a

realizacio dos seis pontos, em 6x0, 5x1 e 4x2 e, daf, com probabilidades respectivas de 1p®,
6p°q e 15p“qg?. Logo, a probabilidade de vitdria é

Puitoria = Pexo + Psx1 + Paxz =1p° + 6p°q+15p*g?

e a probabilidade de empate

Pempate = Pax3 = 20p3q3-
2.4 Matriz de transicao

Consideremos um sistema que tem k estados possiveis e que p; representa a
probabilidade de o sistema estar no estado i sabendo que na observacdo imediatamente
anterior estava no estado j, com k, i e j inteiros positivos. Entdao, p; € chamada de
probabilidade de transi¢do do estado j para o estado i e a matriz T :[pij]kxk ¢ a matriz de
transicao do sistema.

Por exemplo, num sistema de trés estados, ps, é a probabilidade do sistema mudar do

estado 2 para o estado 3 e p;; é a probabilidade do sistema permanecer no estado 1.
Agora, para 0 mesmo sistema, definamos o vetor v coluna com k elementos, ou seja, a
matriz v =[vj;]xx, onde a componente v; =Vv;; do vetor v é a probabilidade do sistema se

encontrar no estado i na atual observacao.
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O vetor v é chamado de vetor-estado de uma observacgdo do sistema.
Observamos, assim, que o produto w=T -v representa 0 novo vetor-estado do sistema na
observagdo imediatamente apos a atual.

Basta notar que w; = pj;Vy + PjoVy + -+ PiVi € a probabilidade do sistema se encontrar

no estado i apos a observacgao seguinte, pois cada produto p;,V,, € a probabilidade do sistema

se encontrar no estado i na préxima observacdo, sabendo que na atual observacéo ele se

encontra no estado m com probabilidade v,,, paratodo 1<m <Kk [4].

Com isso, considerando que v(? indica o vetor-estado inicial do sistema, podemos obter

cada vetor-estado das observagdes subsequentes, a saber,
vO =7 .v@ @ _7.yO O _7.,@ M) 7.y 0D
de tal modo que podemos ainda escrever, por associatividade do produto de matrizes,
v =T @@ T -vO)))=T" v,

PROBLEMA: Seja o labirinto representado abaixo na figura 2.3 no qual é colocado um rato
em uma das camaras, onde, a partir dai, se observa seu passeio aleatdrio entre as camaras
contiguas (adjacentes) atraveés das aberturas de comunicacdo. Pergunta-se: qual é a

probabilidade de, estando na cdmara 1, o rato se encontrar na cdmara 5 apds quatro mudancas

de cdmara? E apds dez mudancas, é mais provavel que ele esteja onde?

() @)
ONRORRO

Figura 2.3: Labirinto

Resolucéo:

Notando que v;; representara a probabilidade de o rato estando na camara j passar para a

camara i, a matriz de transicdo T para o modelo dado €



0 1/2 1/3 O 0
2/3 0 0 1/4 1/2
T={1/3 0 0 1/2 O
0 1/4 2/3 0 1/2
0 1/4 0 14 O

O vetor-estado inicial é

v _

O O O O -

pois estando na camara 1, ele ndo esta nas demais camaras!
Entéo,

0,3526
0,0694
v® =74.vO =1 00417
0,3962
0,1400

com aproximacao de quatro casas decimais ou, exibindo cada vetor-estado,

0 0,4444 0 0,3526

0,6667 0 0,4769 0,0694
v®=10,3333[,v@=| 0o | v®=]03426|ev® =|0,0417|.

0 0,3889 0,0833 0,3962

0 01667 0,0972 0,1400

Por isso, a chance de o rato estar na camara 5 apds quatro mudancas é de 14%.

Apo6s dez mudancas

0,2548
01775
va0 = 110.yO = | 91208 |,
0,3213
01255

Disto, € mais provavel que ele esteja na camara 4.

22
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3 APRESENTACAO E RESOLUCAO DO PROBLEMA “MELHOR DE 5 SEGUIDO
DE MELHOR DE 3”

Neste capitulo o problema “Melhor de 5 seguido de melhor de 3” ¢ solucionado de quatro
formas diferentes, cada uma com o uso de um dos métodos apresentados no capitulo anterior.

Sem duvida, sera inevitavel a comparacdo de praticidade entre uma técnica ou outra apos
a resolucéo do problema. Porém, o objetivo é outro: dar mais énfase a resolucdo por matriz de
transicdo, representando mais uma ferramenta de calculo de probabilidade acessivel no

Ensino Médio e mostrando ser uma oportuna aplicacéo pratica do produto de matrizes.

O problema

Considere que dois jogadores disputam um jogo de trés partidas, vencendo o jogo aquele
gue ganhar duas partidas (melhor de trés), onde cada partida € composta por cinco pontos e
vence a partida aquele que obtiver trés dos cinco pontos (melhor de cinco). Suponha, ainda,
que a probabilidade de obtencdo de um ponto para o primeiro jogador € p e para o segundo é

g=1- p. Deseja-se saber a probabilidade de vitoria do primeiro jogador.

Resolucao:
O problema abordado é tal que p e g sdo probabilidades complementares, ou seja
p+q=1.

Digamos que A € o primeiro jogador e B o segundo.

Solucéo por arvore

Primeiramente, temos na figura 3.1 a arvore de probabilidades que representa a partida.
Notemos que podemos pensar que 0s cinco pontos foram disputados mesmo tendo o jogador
A ja obtido vitéria da partida pelos trés pontos necessarios antes do término da disputa dos

cinco. Isso ndo altera o calculo da probabilidade.
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1° ponto 2° ponto 3° ponto 4° ponto 5° ponto
l p A
" A
A a B
D A
P q
A B q B
A P A
P q = q E
| ] 4
B -
A H P 3 B
A p A
A " q - b
q P A4
P q :
P B q B
B o A [ A
q a B
[ A
B q - - B
o
- " A 2] A
A q B
p 5 P A
q A B q B
o P A 4 A
q q B
P A
B q
B 5] B
B A & A
A P ; B
Iy p 1] A
A : q B
B P P A
q _'_'_q—‘—“ B
q £ 4
B q B

Figura 3.1: Arvore de probabilidades da partida

Portanto, a probabilidade P de vitoria de A de cada partida é

P= p5 +5p4q +10p3q2.
E claro que esta expressdo pode ser reduzida para P =6p° —5p* +10p3, pois p+q=1.
Basta substituir q=1—p na expressdo de P encontrada acima, obtendo P = p°+

5p*(1— p) +10p3(L- p)?, e efetuar as operacdes algébricas indicadas para se chegar & forma

reduzida.

Observamos também que se Q representa a probabilidade de vitoria de B (derrota de A),
entdo Q =q° + 59*p +10q°p?.

Em seguida, destacamos na figura 3.2 a arvore que representa o jogo.



12 partida

22 partida

32 partida

Figura 3.2: Arvore de probabilidades do jogo
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Aqui, observando as probabilidades P e Q obtidas acima, também complementares,

temos que a probabilidade p(A) de A vencer 0 jogo, por raciocinio analogo, é

p(A) = P2 +3P%Q.

E isto resolva o problema.

Podemos expressar este resultado em funcdo da probabilidade p. Comecamos por

substituir Q =1— P nesta Gltima expressdo, obtendo

p(A) = P3+3P?Q = P®+3P2(1-P) = 3P? —2P3,

Em seguida, usando P =6p° —5p* +10p* obtido acima encontramos
p(A) = —432p™ +3240p'* —10260p*® +17550p*2 —17100p'!

+9108p*° — 2540p° +1035p® —900p” +300p°.

A tabela e o correspondente grafico representados na figura 3.3 mostram

desenvolvimento da probabilidade p(A).
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n° p P(A) 1

1 0 0 005 7
2 0,05 | 0,000004 08

3 0,1 | 0,000219 085

4 0,15 | 0,002087 08 [
5 0,2 | 0,009676 o 07 /
6 0,25 | 0,029928 T o7

7 03 | 0,071111 2 oes

8 0,35 | 0,139902 5 oo /

9 04 | 0,238329 T oss

10 [ 045 [ 0361925 5 os /

11 | 05 | 0500000 5 045

12 | 055 | 0638075 = L. /

13 | 06 | 0761671 T oz /

14 | 0,65 | 0,860098 2 .

15 0,7 | 0,928889 8 oz

16 | 0,75 | 0,970072 02

17 0,8 | 0,990324 015 /

18 | 0,85 | 0,997913 on

19 0,9 | 0,999781 0.05

20 | 0,95 | 0,999996 o

21 1 1 1 2 3 45 6 7 8 9 101112131415 16171819 2021

probabilidade do ponto ——
Figura 3.3: Tabela e grafico do “Melhor de 5 seguido de melhor de 3”

Observamos que esta modalidade de jogo acentua para o resultado final tanto o bom
guanto o mal desempenho do jogador em marcar o ponto. Por exemplo, o jogador com 45%
de desempenho em fazer o ponto, tem, aproximadamente, 36,2% de chance de vencer 0 jogo.
Ja o jogador com 65% de chance de marcar ponto, tem probabilidade de cerca de 86% de
ganhar!

Notamos também que ja era esperado que para p = 0,5 teriamos p(A) = 0,5.

OBSERVACAO: Se considerarmos a interrupgdo da partida no “melhor de 5” ¢ do jogo no
“melhor de 3” tdo logo o jogador atinja 3 pontos e 2 partidas, respectivamente, encontraremos
as seguintes expressdes para as probabilidades da partida e do jogo, conforme as

representacfes em arvore dadas pela figura 3.4 e pela figura 3.5:
Partida— P = p® +3p>q+6p°g?
Jogo — p(A)=P? +2P?Q
Ambas sdo iguais a P =6p° —5p* +10p° para a partida e p(A) =3P%—2P* para o jogo

apos as substituicdes q=1-p e Q=1-P, respectivamente.



17 ponto 27 ponto 3° ponto l 4° ponto I 5% ponto

! v
Y
A pe
p
A
A
3
E >~ P _— P
v > p A— pi¢?
A . ® ? B
A
s P P’q
“a I3 r P A— p3q2
P B
q 342
A P A— Pq
P
q - 3
P A
B \ﬁ 3
a B
A
P piq
[ A = p3g2
P J
A B —ae B Pq
9 32
5 A [3 L — P
P Q - 1
B & . P ;‘
4§
3 A p A — P
A " 2 B
q P P A
9 q B
g » A p A
q a B
P A
B}
T a = B

Figura 3.4: Arvore para a partida com interrupcao apds 3° ponto obtido

‘ 17 partida | 2% partida ‘ 3 partida ‘

l

Figura 3.5: Arvore para o jogo com interrupgéo apds 22 partida conquistada

27
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Solucéo por técnicas de contagem
Podemos usar a permutacdo com repeticdo para contar as situacdes favoraveis ao jogador
A em cada partida e em cada jogo. Lembramos [3] que o célculo da permutacdo de n

elementos dos quais n, sdo iguais a a;, n,sdo iguaisa a,, ..., N, sdo iguais a a, , € dado por

# Na partida
Indicando por A cada vitdria de A e por B cada derrota de A (ou seja, vitdria de B), temos
trés situacdes com resultado favoravel a A na partida:

1% situagéo: A vence cada ponto

1° ponto 2° ponto 3° ponto 4° ponto 5° ponto
A A A A A

S6 ha um modo de ocorrer. Portanto, sendo p a probabilidade de vitéria de A em cada
ponto (e g a de derrota) desta partida, temos que a probabilidade P, de vencer esta partida é
P=1p-p-p-p-p=p°.

2% situacdo: A vence quatro pontos

1° ponto 2° ponto 3° ponto 4° ponto 5° ponto
A A A A B

Neste caso, ha cinco (= P54'1) resultados possiveis, pois A pode perder um dos pontos.

Entéo, a probabilidade P, de vencer esta partidaé P, =5-p-p-p-p-q= 5p“q.

3% situacdo: A vence trés pontos

1° ponto 2° ponto 3° ponto 4° ponto 5° ponto
A A A B B

Aqui, ha dez (= P53'2) resultados possiveis. Entdo, a probabilidade P; de vencer esta
partidaé P;=10-p-p-p-q-q :10p3q2.
Assim, a probabilidade P de vitoria de A na partida é

P=P+P,+P;= p°+5p*qg+10p3q2.

# No jogo
De forma anéloga ao que foi empregado no calculo da probabilidade da partida, temos

para 0 jogo dois casos:
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1° caso: A vence trés partidas

12 partida 2% partida 3% partida
A A A

Aqui, ha um resultado possivel. Sendo P a probabilidade de A vencer cada partida,
conforme obtida acima, a probabilidade de A vencer este jogo é A, =1-P-P-P =P3,

2° caso: A vence duas partidas

12 partida 2% partida 3% partida
A A B

Neste jogo, temos trés (= P32'1) resultados possiveis.

Assim, a probabilidade de A vencer este jogo é A,=3-P.-P-Q=3P?Q, onde
Q=1-P=qg°+5q*p+10q3p? é ade A nio vencer a partida.

Logo, a probabilidade de A vencer o jogo é

A1+A2 = P3+3P2Q

Solucéo por triangulo de Pascal

A tabela a seguir indica o numero de maneiras que se pode chegar a um resultado
qualguer mxn numa partida do problema em questdo, onde m representa os nimeros de pontos
que estdo na 12 coluna e n aqueles da 22 coluna.

A tabela exibe também os resultados ap6s um dos jogadores ja ter obtido vitdria na
partida por atingir os trés pontos necessarios, ou seja, considerando a continuidade de disputa

até o quinto ponto. S&o os casos 4x0, 5x0, 4x1, 1x4, 0x5, 0x4.

mxn 0 1 2 3 4 5
0 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 #
2 1 3 6 10 # #
3 1 4 10 # # #
4 1 5 # # # #
5 1 # # # # #

Tabela 1

A construgdo dos valores na tabela se da da seguinte forma: o nimero de modos de se
chegar ao placar mxn € a soma dos numeros de modos dos placares (m—1)xn e mx(n-1).
Assim, por exemplo, o numero de possibilidades de se alcancar o placar 3x2 (10) é soma das
possibilidades do 2x2 (6) com o 3x1 (4).
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No caso de interrupgdo da partida logo ap6s a obtencdo do terceiro ponto (modalidade

“melhor de 5), a tabela se mostra do seguinte modo:

mxn 0 1 2 3
0 1 1 1 1
1 1 2 3 3
2 1 3 6 6
3 1 3 6 #

Tabela 2

As células destacadas em cinza mostram os resultados favoraveis (vitéria de uma partida)
para um dos jogadores.
Pela tabela 1, a probabilidade P de vitdria da partida é, portanto, Psyo + Paxi + Pax2 .
onde Py, indica a probabilidade de se atingir o placar mxn.
Entéo,
P= p5 +5p4q +1Op3q2
onde p e g sdo as probabilidades complementares de obter o0 ponto e de ndo obter o ponto na

partida, respectivamente.
Segundo a tabela 2, a probabilidade P ¢é dada por

P=p3+3p3q +6p3q?,
que é a mesma obtida pela tabela 1, pois substituindo em ambas g =1- p, encontramos
P= 6p5 —5p4 +10p3.

Visualizando, agora, as tabelas referentes aos resultados dos jogos, achamos a

distribuicédo
mxn 0 1 2 3
0 1 1 1 1
1 1 2 3 #
2 1 3 # #
3 1 # # #
Tabela 3
para o caso de realizacdo das trés partidas e
mxn 0 1 2
0 1 1 1
1 1 2 2
2 1 2 #
Tabela 4

para o caso de interrupcdo apos o jogador ter vencido duas partidas.
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Portanto, conforme a tabela 3 a probabilidade de um jogador vencer o jogo é
P3+3P2Q
e conforme a tabela 4,
P2+ 2P2Q

que também sdo iguais, bastando substituir Q =1-P.

Solucéo por matriz de transicao

A principio, uma ideia para definicdo de estados seria a numeragdo dos placares que vao
surgindo em cada novo estagio, segundo o desenvolvimento em arvore. Vejamos essa ideia

para trés estagios ilustrada a seguir na figura 3.6:

O3

Figura 3.6: Arvore de estados segundo placares

Neste exemplo, notamos que a matriz de transicdo serd de ordem 15 (15 = 1+2+4+8 =

23+1—1) e terd o seguinte aspecto:
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O OO T O O O O OO0 o o o o o
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o
o

Além disso, devemos observar que o vetor-estado v® =T3.v© tem as probabilidades
favoraveis ao jogador A nas posicOes 8, 9, 10 e 12, onde v® ¢ tal que seu transposto € dado

por vV®'=@ 0 0 0 0 00O 0O OO OO O O O0).

Calculando v®  encontramos

O O O O O o o

o]
w

T T T T ©
o N O NN
N O N O O

pg?
q3

que nos da como probabilidade a expressio P = p2+ p?q+ p2q+ p?q=p®+3p?q, ja

esperada para 0s trés estagios.
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Poderiamos adotar este modelo de definigdo para construgdo das matrizes de transicéo
que seriam aplicadas na resolugdo do problema central.

Porém, a matriz do “Melhor de 5” seria de ordem 1+2+4+8+16+32 = 2°"1 1 =63 !

Isso daria pouca praticidade operacional, além do fato de termos que identificar as

posicOes favoraveis ao jogador A no vetor-estado v®,

Mediante isso, passamos a considerar outra alternativa para a definicdo de estados cuja
quantidade ndo cresce demasiadamente quando passamos de um estagio para outro.

Notamos, portanto, que é possivel definir uma matriz de transicdo com essa caracteristica
de modo que passamos a chama-la também de matriz de transicdo de diferencas, pois ela
considera as diferencas dos placares que ocorreram nos estagios realizados.

A seguir, apresentamos com mais detalhes essa ideia.

O modelo exibido na figura 3.7 indica as possiveis diferencas no placar durante a
realizacdo de uma partida com as respectivas probabilidades de passagem de uma diferenca
para outra, ap6s o término da disputa de cada ponto, bem como a arvore contendo as
diferengas dos placares até a disputa do 3° ponto da partida. O simbolo +a representa
diferencas a favor do jogador e que, neste caso, ac{l1,2,3,4,5}. O simbolo —a representa
diferencas desfavoraveis e o 0 representa empate. Por exemplo, os placares 3x0 e 4x1 estdo
associados a diferenca +3.

Portanto, ao fim da partida, a probabilidade de vitoria de um jogador serad dada pela soma

das probabilidades referentes a cada diferenca do tipo +a no vetor-estado.

Estado | Diferenca
1 +5

la
+
A

0
+
W

o}
+
N

o]
+
—

GOl |k |W(IN

R
|
—

f=]

o1]
0

|
W N

fe]

i0

0
|
B

ININNIVIVD
AAS VAL AL A

11

|
“n

Figura 3.7: Tabela das diferencas dos placares e arvore até o 3° ponto da partida
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A partir deste modelo, facilmente constroi-se a matriz de transicdo de probabilidades para
a partida:

—
Il
O O O O O O O o o o o
O O O O O O 0o o mov o
O O O O 0O oo oo oO©Oo o
O O O oo oo O o o o
O OO0 O O O O o o o
O O O O O O O o o o
o O T O O O O O o o o
O O O O O O O O o o o

O O O 0O o0 o oo O o o
O O OO0 O ©O O o o o

O O O O O OO oo oo

Podemos chamar também a matriz assim definida como matriz de transicdo de diferencas,
pois ela considera as diferencas dos placares que ocorreram nos estagios realizados

Notemos que a diagonal principal é composta de elementos todos nulos, pois neste
modelo em cada novo ponto disputado ndo é possivel a diferenca permanecer a mesma.

Ha também o fato da primeira e da Gltima colunas serem formadas por elementos nulos,
pois nestas posicdes (+5 e —5) a partida foi encerrada.

O vetor-estado inicial sera

0
0
0
0
0
v =1
0
0
0
0
0
referente ao placar 0x0.
Temos, entdo, a  equacdo v =T v que  nos  leva a

vO =T (T (- (- (T -v®@)))) =T5-v®, devido associatividade do produto de matrizes.

Com o uso do programa WxMAXIMA para calculos algébricos, obtemos
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5pq

1Op3q2
PO IR

Logo, a probabilidade de vitdria na partida de um jogador é
P=p°>+5p*q+10p3q?.

Para 0 jogo a matriz de transicao sera

=

Il
O O 0O 0O o o o
O O o olH o T
O O oLH o TV o
oo o Vo o
oL o U o o o
O O T o o o o
O O 0O 0o o o o

e sendo o vetor-estado inicial

w© —

OO O O O O O

obtemos para probabilidade de vitdria do jogo a expressédo
P3+3P2Q
apos o calculo de w® =w - W - (W -w@)))=w?3.wO®.

Notemos que o0 vetor-estado v® também exibe, somente em forma, este resultado

(bastando colocar P e Q no lugar de p e q, respectivamente, para obter a expressdo correta),
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mesmo com a diferenga de ordem entre as matrizes de transicdo T e W. Isso se d& porque

quando se chega ao vetor v® o vetor v® ndo aconteceu (e nem acontecera, pois 0 jogo
“melhor de 3” terminou!) ndo havendo possibilidade do estado +3 passar para o0 estado +2,
com probabilidade Q e também o estado —3 passar para o estado —2, com probabilidade P.

Em consequéncia, para um célculo pratico com o wxMAXIMA, poderiamos construir

somente a matriz T e o vetor v(® para serem usados nas duas etapas no calculo das

probabilidades no problema que estamos abordando: “melhor de 5 seguido de melhor de 3.

Na 12 etapa o calculo segue até v® ena2e etapa ele é interrompido em v®
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4  VARIACOES DO PROBLEMA

Nesta secdo veremos varia¢fes do problema abordado na parte anterior e o foco € o uso

de matrizes de transigéao.
4.1 Variacéo 1: “Melhor de 15”

Observando que no problema em questdo é possivel que em cada partida os cinco pontos
sejam disputados, isto é, que cada partida atinja o placar 3x2 ou 2x3, isso significa que um
total de quinze pontos podem ser disputados.

Portanto, surge naturalmente a pergunta: Qual situacdo é mais vantajosa para a vitoria de
um dos jogadores — disputar “Melhor de 5 seguido de melhor de 3” ou “Melhor de 157?

Conforme visto, anteriormente, no Capitulo 3, a probabilidade para a primeira

modalidade de jogo em funcao da probabilidade p de se marcar ponto é
Prelhors_melhors = —432p*° +3240p'* —10260p*® +17550p* —17100p™*
+9108p*° — 2540p° +1035p® —900p” +300p°.

Em seguida, com raciocinio analogo, encontramos a probabilidade para “Melhor de 15~

como sendo
Prmelhorts = 6435p8q7 +5005p9q6 +3003p1°q5 +1365p11q4 +455p12q3
+105p13q2 +15p14q + p15
que, apos a substituicdo de g=1— p, reduz-se a
Prelhorts = —3432p™® +25740p'* —83160p™ +150150p!2 —163800pt

+108108p*° —40040p° +6435p8.

Levando as expressdes obtidas a uma comparacgdo grafica, temos o resultado representado

na figura 4.1.
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Figura 4.1: Gréfico comparativo com o “Melhor de 15”

O grafico mostra que se um jogador que tenha desempenho abaixo de 50% na disputa do
ponto em rela¢do ao outro jogador, puder optar, ele deve escolher a modalidade “Melhor de 5
seguido de melhor de 3” (simbolicamente, se p < 0,5 entdo Pyeihors—melhor3™ Pmelhons ) Para
aumentar um pouco a chance de vencer.

Em contrério, se seu desempenho na conquista do ponto é melhor do que o outro jogador,
entdo sua chance de vitéria sera ainda maior se estiver na modalidade “Melhor de 15” (ou
Sej31 p> 0,5 implica em I:)melhor5—melhor3< I:)melhor15 )

Em resumo, um jogador tera sua probabilidade de vitéria aumentada conforme a

indicagdo dada na tabela:

Desempenho no ponto Modalidade vantajosa
Abaixo de 50% Melhor de 5 seguido de melhor de 3
Acima de 50% Melhor de 15

4.2 Variagéo 2: Se empatar, vai a 2

Vamos pensar, agora, que na partida (melhor de 5) se houver o empate de 2x2, o jogador
deve abrir uma diferenga de 2 pontos para vencer.

Isto quer dizer que, a partir deste placar, ele sé vencera se atingir 4x2, 5x3, 6x4, ...
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Considerando que a partida seja interrompida t&o logo o jogador A atinja seus 3 pontos, a
probabilidade de vitoria da partida serd dada por

P = P3x0 + P3x1 + P2x2 - D,
onde D ¢ a probabilidade do jogador A abrir uma diferenca de 2 pontos ap0s o placar 2x2.
Conforme jé visto no Capitulo 3, payo = p°, Pay =3p3q € p,y, =6p2g°.
Para o calculo de D vamos recorrer a visualizacdo em arvore a partir do placar 2x2. Veja

figura 4.2.

2%2

2x4

Figura 4.2: Arvore ap6s o placar 2x2

Notamos que o jogador A vence com probabilidade p?, volta a alcancar o empate com

probabilidade 2pq e perde com probabilidade q?.

Notando, ainda, que a partida continuara enquanto existir empate, este padrdo de arvore
seguird em cada novo empate, a partir do qual havera a possibilidade do jogador A vencer.
Assim sendo, conforme a figura 4.3, podemos reduzir esta visualiza¢do, exibindo

somente os resultados favoraveis ao jogador A. Temos, entdo, o seguinte:

4x2 Sx3 6x4 75
p? p? p? p?
2pq 2pq 2pq 2pq o
X2 3x3 4xd OX5

Figura 4.3: Arvore com resultados a favor do jogador A
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Dai, D=p?+2pq-p2+(2pg)?-p?+(2pg)®-p?+--- , que representa a soma dos
termos de uma PG infinita de razdo 2pg < 1 (de fato, pois devido ser valida a desigualdade

4xy <(x+Yy)? entre dois nimeros reais positivos x e y, temos, no caso em questio,

4pg<(p+q)? =1ou 2pq<1/2).

p2

Portanto, D = )
1-2pq

2

Ent&o, chegamos a P = p® +3p%q +6p2q2 - ——

1-2pq
Substituindo este resultado em p(A)=3P2—-2P3% e também ¢q=1-p, chegamos a
seguinte expressao calculada pelo wxMAXIMA:

16p® —120p™* +396p™ —754p' +936p™t —858p™° + 674p° —459p® + 216p” —48p°

p(A) =~
8p® —24p°® +36p* +18p? —6p +1

Seu grafico comparado com o da modalidade estudada é dado segundo a figura 4.4.

Empate, vaia 2

Melhor de 5 - Melhor de 3

0.5 |

0.4 |

T T T T T T T T T T
(] 0.1 0.z 0= 0.4 05 0.6 0.7 os 0.9 1

Figura 4.4: Grafico comparativo com o “Se empatar, vai a 2”
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4.3 Variagéo 3: Melhor de 7 com melhor de 5 com melhor de 3

Nesta variacdo consideraremos trés fases; na primeira, chamada partida, vence o melhor
de 7 pontos; na segunda, chamada jogo, vence o melhor de 5 partidas; na terceira, chamada
desafio, vence o melhor de 3 jogos.

As probabilidades para cada fase ja reduzidas e escritas em funcdo de um sé parametro

sdo:
P = SETE(p) =—-20p’ +70p® —84p° +35p*
R =CINCO (P) =6P° —15P* +10P3
S =TRES(R) =3R% - 2R3
O resultado da operacdo TRES(CINCO(SETE(p))) indica a probabilidade de vitéria de um

jogador em funcéo de p. Trata-se de um polinémio de grau 7-5-3=105.

O grafico a seguir, na figura 4.5, mostra uma comparacéo segundo o acimulo das fases.

1_

m7-5-3
0.9 | m7-5 /m7

0.8 |

07|

0.5 |

0.5 |

0.4

0.3

0.2

0.1

y T T T T T T T T 1
o 0.1 0z 03 04 05 0G o7 (] (] 1

Figura 4.5: Grafico comparativo do acumulo das fases
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O objetivo é comprovar que o efeito causado pelo aumento do ndmero de fases é a
intensificacdo sucessiva da vantagem (desvantagem), ainda que pequena, que um jogador
venha a ter em funcédo de sua melhor (pior) habilidade de obter o ponto na primeira fase.

A simbologia usada é:

m7 = melhor de 7;

m7-5 = melhor de 7 seguido de melhor de 5;

m7-5-3 = melhor de 7 seguido de melhor de 5 seguido de melhor de 3.

Nas variacOes seguintes, passamos a considerar que a probabilidade de obtencéo do ponto
depende também de quem inicia.

Em outras palavras, consideremos que p é a probabilidade de vitdria do jogador A quando
ele comeca (e g =1- p aprobabilidade de derrota, ou seja vitoria de B) e r a probabilidade de
vitdria de A quando B comeca (e s=1-r a probabilidade de A perder).

Uma situacdo que facilmente se encaixa neste caso € um simples jogo com raquetes
disputado entre A e B, seja sobre um campo ou sobre uma mesa.

Portanto, dentro deste contexto, serd apropriado o uso do verbo “sacar” para indicar a
acao do jogador que comeca.

Finalmente, € importante observar que os jogadores podem ter probabilidades distintas
atribuidas antes da disputa do ponto inicial, pois ndo sabemos quem sacara primeiramente.
Assim, se a é a probabilidade de A comecar e b é a de B comecar, para obter a probabilidade

de vitoria da partida pelo jogador A, por exemplo, devemos multiplicar a e b por pas € Pgas
respectivamente, onde p,, € a probabilidade de A vencer a partida quando A comega
sacando e pga é a probabilidade de A vencer a partida quando B comega sacando.
Logo, a expressdo final que calcula a probabilidade P de vitoria do jogador A na partida
seré
P =apaa +bpga-

A representacdo dada pela figura 4.6 resume o que dissemos.
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Pan
A comeca

p.nB

pBA
B comeca

=)

Figura 4.6: Probabilidades atribuidas antes do inicio

E para o jogador B, é claro que a probabilidade de vencer é Q=ap,g +bpgg OU
Q=1-P.
Se a partida se iniciar, por exemplo, mediante um sorteio por cara e coroa e

considerarmos chances iguais para as faces da moeda, a probabilidade P sera
1
P :E(pAA"' PeA) -
4.4 Variacao 4: saques alternados simples — SAS
Nesta modalidade, pontos consecutivos sdo obtidos a partir de saques de jogadores
diferentes, uma vez o jogador A outra vez o jogador B.

Em referéncia ao modelo indicado pela figura do capitulo 3, temos as seguintes

representacdes mostradas na figura 4.7:

A comeca sacando B comeca sacando
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Figura 4.7: Tabelas de diferencas de placares em SAS
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ao sdo

As respectivas matrizes de transic
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Aplicando o vetor-estado inicial v(®) em T, e Tz obtemos
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p3r2 p2r3
0 0
2p3rs+3p2qr2 2pqr34—3p2r23
0 0
p3524—6p2qr34—3pq2r2 q2r3+6pqrzs+3p2rs2
TS VO - 0 e TS v — . |
3p2qgs? +6pg’rs+q°r? 39%r?s+6pqrs? + p2s®
0 0
3pq2324—2q3rs 3q2r32+2pqs3
0 0
%52 q2s®

vetores-estado quando A comeca sacando e B comeca sacando, respectivamente, apos a
disputa dos cinco pontos.
Entdo,
Pap = P3r2 +2p3rs+3p2qr? + p3s? +6p2qrs+3pg?r?
=(6p° —9p® +3p)r? +(6p® —6p°)r+p°

Pea = P°r® +2pqgr® +3p2r?s+q%r® +6pqr?s + 3p?rs?
=(6p2-6p+)r3+(6p-9p?)r? +3p?r,
pondo g=1-pes=1-r.
Logo,
P=a(6p®-9p?+3p)r2 +(6p2-6p3)r+p3) +

b((6 p2 —6p+1)r3 +(6p—9p2)r2 +3p2r)
é a probabilidade do jogador A vencer uma partida de cinco pontos.

O jogo se conclui com o melhor de trés partidas. Portanto, o jogador A vence com

probabilidade p(A) calculada, como antes, por
P3+3P%Q ou 3P2 -2P3.
Quando a = b = 1/2, as expressdes de P e p(A) calculadas pelo programa wxMAXIMA

sdo as seguintes indicadas abaixo:

b (6p” —6p+1)r® +(6p>—18p? +9p)r2 +(9p? —6p°)r+p°
2

P(A) = —((216p°® —648p° + 756p* —432p3 +126p2 —18p+1)r’ +
(648p” —3240p° +5724p° —4752p* +1962p3 —378p2 +27p)rd +
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(648p® —5184p” +14040p® —17064p° +10098p* —2772p> +270p%)r’ +
(216p° —53240p8 +14040p" - 25704p°® +22014p° —8730p* +1434p* —144p? +36p—3)r®
+(—648p° +5724p® —17064p’ +22014p°® —12636p° +3348p* —~1008p> +432p2 —54p)r° +

(756p° —4752p® +10098p’ —8730p° +3348p° —1836p* +1332p° —297p?)r* +
(—432p° +1962p® —2772p" +1434p® —1008p° +1332p* —492p3)r3 +
126p° —378p8 +270p” —144p°® +432p° —297p*)r? +
(-18p° +27p® +36p® —54p°)r+ p® —3p°)/4

Neste caso (a = b = 1/2), a representacéo a seguir, na figura 4.8, mostra comparagdes das
probabilidades p(A) em funcéo de p, para alguns valores de r como parametro.

1,1
1

P(1,0.97)

0.0

» (1,0.84)

0.8 | /

0.7 |

0.8 |

r=0.6 r=0.5 r=0.4

1,05
b

r=0.2

1 T
o 01 ID.Z ID.i.’l ID.4 ID.S ID.B ID.? ID.S og 1

Figura 4.8: Grafico comparativo de p(A) em funcéo de p para alguns valores de r em SAS

O grafico revela, por exemplo, que se o jogador A tem 60% de desempenho de conquista
do ponto, independentemente de quem comeca 0 saque, entdo sua chance de vencer o jogo é

aumentada para cerca de 76%.
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OBSERVACAOQ: Um célculo direto de P pode ser determinado a partir da matriz de
transicdo completa TC que inclui as probabilidades de comeco de partida, a e b, e que é obtida
da matriz de transicao para seis pontos.

Basta substituirmos os valoresp e g de T, (ouresde Tg) da décima segunda coluna por

a e b, respectivamente.

A expressédo TC® .v(® ¢ o vetor-estado cuja soma de suas dez primeiras componentes €

Isso porque as probabilidades do quinto ponto disputado na partida aparecerdo no sexto
estagio, devido a inser¢do das probabilidades a e b que causam o efeito de avanco de um

estagio.
4.5 Variacdo 5: saques alternados duplos — SAD

Aqui cada jogador tem direito a dois saques consecutivos: 0 1° jogador saca duas vezes
consecutivas, apos o qual o 2° jogador faz 0 mesmo e isto se segue alternadamente.

Neste caso, hd um detalhe a observar: considerando que o jogador A comeca sacando,
notemos, por exemplo, conforme a figura 4.9, dois ramos da arvore correspondente a esta
variacdo, um deles mostrando o placar 1x0 e os dois resultados o0 seguem e 0 outro mostrando

o0 placar 2x1 e os dois resultados que o seguem.

A A
2x0 ax1
A y;? r 7,
A
1>{I]< 21
+1 +1
1x1 \]zxz

B
Figura 4.9: Distribuicao distinta de probabilidades para as mesmas diferencas de placares

7
m|m ]

Observamos que para as mesmas diferencas de placares existem distribuicGes diferentes
de probabilidades: o primeiro com probabilidades p e q; 0 segundo comr e s.

Para que possamos fazer a distin¢do destes dois casos, uma vez que teremos dois saques
iniciais do jogador A, seguidos de dois outros do jogador B e mais um final do jogador A,
adotaremos a seguinte simbologia para a definicdo da matriz de transicdo de diferencas desta

variacao:



48

+at diferenca de a pontos a favor obtida ap6s o saque do jogador A,
+aP diferenca de a pontos a favor obtida ap6s o saque do jogador B;
—ah diferenca de a pontos contra obtida apds o saque do jogador A;

~a® diferencga de a pontos contra obtida apds o saque do jogador B.

Como consequéncia, temos as possiveis passagens de estados indicadas pela figura 4.10:

(at+1)B (a+1)~
r P
a* a*
s (a-1)E g (a=1)*
(ar+1)* (a+1)®
)% B _-
& a
q (a-1)A d (a-1)®
« é numero par a € numero impar

Figura 4.10: Distribuicdo das probabilidades para SAD

E claro que + 0" = -0 =0"e +0B = —0B = 08. Também, em especial, a diferenca 0

do placar 0x0 sera indicada por 08 (quando o jogador A comeca sacando), uma vez que essa
diferenca se antecipa aos dois primeiros saques do jogador A.

Assim, construimos a tabela indicada na figura 4.11 que exibe uma nomeacao apropriada
para os estados referentes a modalidade “Melhor de 57, baseada na distribuicdo das
probabilidades em arvore.

Desta forma a matriz de transi¢do sera de ordem 2-(2-5+1) = 22, contendo inclusive

A

os estados 1, 3, 19 e 21, correspondentes respectivamente as diferencas + 58 14” — 4t e

- 58, que ndo aparecem ate o 5° estagio da disputa dos pontos, mas que contribuem para um

formato regular da matriz de transicao.
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Figura 4.11: Tabela de diferencas e estados da variacdo SAD

A matriz de transi¢do T, é, portanto,
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O vetor-estado inicial V(%) ¢ tal que

v®) =0 00000000001 000O0O0TO0TO OGO 0 0).

Aplicando V(%) em T, obtemos

o

o O O

2 p3rs + 3p2qr2

o O

0
p3s2 + 6p2qrs + 3pq2r2
TE VO = 8
0
3p2qs2 + 6pq2rs + q3r2
0
0
0
3pg?s? + 2g°rs

0
0
0

q332

Entao,
Pap = p3r? +2p3rs +3p2qr? + p3s® + 6p2qrs + 3pg°r?

= (6p® —9p® +3p)r? +(6p* - 6p°)r + p°,
pondo g=1-pes=1-r.

Analogamente, obtemos Tg fazendo a permutagéo de p e g com r e s, respectivamente.
Com isto, encontramos
Pea = p2r3 + 2pqr3 + 3p2r25 + q2r3 + 6pqr25 + 3p2rs2

= (6p% —6p+1)r +(6p—9p?)r? +3p?r,
substituindo q=1-pes=1-r.
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Observamos que as expressoes obtidas para pa, € pga S40 as mesmas encontradas na

variagdo anterior “saques alternados simples”. Portanto, os valores para P e p(A) ja estdo

determinados, assim como as comparacdes graficas de p(A) segundo o parametro r.

4.6 Variacdo 6: quem ganha saca — QGS

Aqui, a principio, ndo poderemos usar o recurso das diferengas a favor (+a) e as
diferencas contra (—a) que reduz a ordem da matriz de transicdo. Isso porque, nesta
modalidade, o jogador que conquistar o ponto tera direito ao saque para o0 ponto seguinte.

Como consequéncia, para alguns placares ndo saberemos qual probabilidade atribuir no
ponto seguinte: p ou r (se A vencer) e q ou s (se A perder). Por exemplo, a probabilidade para
se alcancar o resultado 2x1 em favor do jogador A, (portanto, com diferenca +1) ndo pode ser
definida se este resultado for consequéncia do placar anterior 1x1, pois este Gltimo pode
indicar ponto obtido por A (porque estava 0x1) ou por B (porque estava 1x0), o que leva,
portanto, o placar 2x1 acontecer com probabilidade p ou r.

Porém, fazendo uma adaptacdo a este recurso obtemos uma forma apropriada para a
representacdo da matriz de transicdo. A nova simbologia ser4, quando A comeca sacando,

+a" diferenca de a pontos a favor indicando que o préximo saque é do jogador
A
+a" diferenca de a pontos a favor, indicando que o préximo saque é do jogador
B;
—a"* diferenca de a pontos contra, indicando que o proximo saque € do jogador
A
—a~ diferenca de a pontos contra, indicando que o préximo saque é do jogador
B.

A partir disso, temos as possiveis passagens de estados indicadas pela figura 4.12:
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P +(a+1)” - (a-1)
P
~a- —a

q +(a-1)- 1" q - (a+1)-

"<:

0

+(a+1)* q -1- - (a-1)
5

—a =0

“

+(a-1)" - (a+1)-

Figura 4.12: Distribuicéo das probabilidades para QGS

O sinal acima de +a ou —a, na posicdo de expoente, ndo dara margem a ddvidas quanto
a probabilidade a ser atribuida ao se passar de um estado a outro.

Além disso, teremos o simbolo O representando a disputa do primeiro ponto (inicio da
partida).

Também colocaremos +0" =—-0"=0"e +0" =-0"=0".

Abaixo seguem as tabelas de diferencas em funcdo do nimero de pontos disputados com
suas numeracdes de estado.

NUmero de pontos disputados: 1

estado 1 2 3
diferenca o1t 0 —1"
Numero de pontos disputados: 2
estado 1 2 3 4 5 6 7
diferenca 427 +1" 0- 0 0" -1 -2
Numero de pontos disputados: 3
Estado 1 2 3 4 516 |7 8 9 10 11
diferenca #3427 41 #2170 |0 |OF | -1 | 1T | —27 | -3

Cada tabela seguinte gera quatro novos estados em relacdo a tabela anterior devido aos
seus estados que se encontram nas extremidades: por exemplo, o estado +3* gerara os

estados +4" e +2~ e 0 estado —3~ gerard os estados —4~ e —2* para a disputa até 4
pontos. Neste caso, serdo 11 + 4 = 15 estados!
Tanto o tipo de numeracdo de estados quanto a geracdo de quatro novos estados séo

reflexos da distribuicdo dos resultados possiveis colocados em arvore, conforme figura 4.13,

na qual os dois resultados (um na parte superior da arvore e outra na inferior) +a* e —a~, na
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disputa de a pontos, geram, cada um, dois novos tipos de diferencas para a disputa de a+1

pontos.

0x3

Figura 4.13: Arvore das diferencas dos placares para a variagdo QGS
até o 3° estagio quando o jogador A comeca sacando
E facil concluir que a expressdo e, =4n—1, portanto, fornecera o nimero de estados e a

ordem da matriz de transi¢do para n pontos disputados.
Para n =5 a tabela de estados e diferencas é dada por

estado | diferenca | estado | diferenca

1 +57 11 0
2 +47 12 —1
3 +3° 13 -1"
4 +3" 14 2
5 +2° 15 —2"
6 +2" 16 -3
7 +1 17 -3"
8 +1" 18 —4
9 0 19 -5
10 0

e a matriz de transicao é
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0O p0OOOOOOOOOOOOOOSOODPO
0 00 pOOOOOOUOOOOOOSOOODPO
0O g 00 OOOOOOUOOOOOOSOODPO

0 00O

p 00 00 OOOT OOUOO®O OGO

r

0 00 g0OOOOOOOOOOOOSOOQODO

0 00 0 0O

0 00O

p 00 0O0OOOOUOOO OGO

q 0 0O0O0OO0OO0OO0OOOOOO

r

S

P pO0OO0OOOOO0GO 0O

r
qg 00 0O0OOOO0OO0OTQ 0O

0 00OO0OO0OOT OO O

0 000 OO

S

p OO0OOOO
g g 00O0O0GO0O0O0O

r

0 00OO0OO0OOOOT OO OO O

0 0O0OO0OO0OOT OO O

S

p 00O O
g 000000 O

r

0 00OO0OOOOOOSOTOOGO

0 00OO0OO0OOOOTU OO OO

S

000
g 0000

r

0 00OO0OOOOOOOOOOOQ OO

0 00 0O0OOOOOSOOU OO OO O

S

r
s 00O

0 00 0O0OOOOOOOTOOOOTOTQODO

0 00 O0OOOOOSOOUOOGOTOTO

0 00 O0OOOOOTOOUOOOOTOOTO 0TSO

T={0 0 0 0OOOO0OOOOOOOOOOOOO

v =0 0 00 000O0O0O100O0O0OO0GOTO OO0 0).

e 0 vetor-estado inicial correspondente v® ¢ tal que seu transposto €
Obtendo, agora, v® =7°%.v® temos o vetor
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p%gs+3p2q°r
3p2qrs+3pq2r2
0
0
0
p2qs2 +4pq2rs+ q3r2
qurs2 + 2q2r25
0
0
pqs3 +3q2rs2
qrs3

0

gs*

Assim,
Pas = P° + p*q+4p3gr+ p3as+3p2q2r +3p2qrs+3pgr?
ou, colocando q=1-p e s=1-r,
Pan = (6p° —9p* +3p)r? +(6p* —6p°)r + p°
e, da mesma forma, trocando p e g por r e s, respectivamente, na décima coluna de T, teremos
Pea = p*r+ piar+ p3rs+3p2qr? + 2p2qrs+2pq?r? + p?rs? + 4pqris +q°r?
ou
Pea = (6p° —6p+1)rd+(6p-9p?)r? +3p?r.
Incrivelmente, estes resultados encontrados para paa © pga SA0 0S MEsMoOs Vistos na
modalidade “saques alternados simples”!
Logo,
P=a((6p®-9p%+3p)r2+(6p>-6p°)r+p%)+
b((6p? -6p+1)rd+(6p-9p?)r? +3p?r)
e para o caso particular a = b = 1/2, temos novamente os valores de P e p(A) ja determinados

com anélise grafica comparativa feita.
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OBSERVACAOQ: Como na modalidade acima “saques alternados” também aqui é possivel
definir uma matriz de transicdo completa TC que inclui as probabilidades a e b de comeco de
partida para o célculo direto da probabilidade P.

Para isso, construimos a matriz T de disputa de seis pontos com A (ou B) comecando a
sacar, por exemplo. Trocando, agora, p e ¢ (ou r e s) da décima segunda coluna de T por a e b,
respectivamente, obtemos TC.

A expresséo TC8.v® ¢ 0 vetor-estado cuja soma de suas dez primeiras componentes é
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5 JOGOS TRADICIONAIS: PROBABILIDADE DO TENIS

Finalmente, nesta parte mostramos até que ponto podemos chegar com a utilizacdo das
ideias apresentadas nas partes anteriores: o calculo da probabilidade de vitoria para o TENIS.
Esse ¢ um jogo mundialmente conhecido, onde ha disputa entre dois jogadores ou duas
equipes, como também sdo 0 SQUASH, o VOLEI, o BADMINTON e o TENIS DE MESA,
por exemplo, que possuem regras semelhantes e para os quais incentivamos a busca do
calculo da probabilidade aliada a representacdo grafica com, se possivel, a comparacdo entre
eles.

A tabela abaixo nos d& uma comparacdo resumida entre esses quatro Ultimos jogos

citados:
TENIS DE
ASH VOLEI BADMINTON
SQUAS O @) MESA
Tipo de saque QGS QGS QGS SAD
Cada set Atingir 11 pontos Atingir 25 pontos | Atingir 21 pontos | Atingir 11 pontos
. . . Em 10x10vaia2e
Se empatar Em 10x10 vai a 2 Em24X24 vaia2 | Em20x20 vaia2 passa para SAS
Para vencer Melhor de 5 sets Melhor de 5 sets Melhor de 3 sets Melhoggtz Sou7
Observacio | - O5°setvaiaté 15 | Cadasetvaiaté30 |
§ pontos pontos

Em resumo, espera-se encontrar resultados e formas gréficas similares a aquelas obtidas
para o ténis.

Voltamos a enfatizar que o éxito na obtencdo dos resultados que se seguirdo se deve a
trés itens basicos: a ideia de matriz de transicdo, a aplicacdo do produto de matrizes e 0 uso
dos programas wxMAXIMA e GEOGEBRA para realizacdo dos célculos e representacdo dos
resultados.

Além disso, como vemos, sdo itens de compreensao alcancavel a nivel de Ensino Médio.

5.1 Ténis

Regra de pontuacao simplificada:
# 1 game = atingir 4 pontos
# saque alternado por game
# 1 set = atingir 6 games com diferenca minima de 2 games; se 0 set chegar a 6x6

havera o tie-break; se chegar a 6x5 ou 5x6 0 jogo terminara se atingir 7x5 ou 5x7
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# tie-break = atingir 7 pontos; o primeiro saque ¢ do jogador que ndo sacou no game
anterior e, a partir dai, segue com saque duplo alternado; se chegar a 6x6 0 saque passa

a ser alternado simples e vence o jogador que abrir uma diferenca de dois pontos

Notamos que o0 game pode chegar a uma disputa de 7 pontos.

Portanto, se 0 jogador A comeca sacando no primeiro game, entdo a probabilidade de
vencerogame é P = p’ + 7p®q + 21p°q? + 35p*q> e de perderé Q =1 P.

Durante 0 segundo game serd a vez do jogador B fazer os saques e, neste caso, a

probabilidade do jogador A vencer é R =r’ +7r%s + 21r°s? + 35r4s3

S=1-R.

As probabilidades P e R podem ser expressas em fungédo de p e r apenas. As substitui¢oes

e de perder é

g=1-pes=1-r nosdao
P=-20p’ +70p® -84p° +35p*
R =-20r" +70r® —84r° +35r*
Agora, conforme a regra, concluimos que o jogador A vencera com probabilidade
Paa = Psxo + Poxt +--- + Poxa + Prys + Poxe - Praas
sendo
Prea = P7xo + P7xa + Prx2 + -+ Prxs + Pexs - D,
onde prga € a probabilidade do jogador A vencer o tie-break quando ele comega sacando e D

é a de ele abrir uma diferenca de dois pontos apds o placar de 6x6. O célculo de D é feito de
modo semelhante ao apresentado na variacdo “Se empatar, vai a 2” estudada no capitulo 4.

Aqui a arvore auxiliar que representa a situacdo esta indicada na figura 5.1.

108 11%9 12%10
_Aqr Aqr Aqr Aqr .Aqr
txb 10x10

Figura 5.1: Arvore de probabilidades ap6s o placar 6x6

S
1-(ps+qr)

Para efetuar os calculos construimos dois tipos de matrizes de transi¢cdo de diferencgas.

Portanto, D =

Para 0 caso em que o jogador A comeca 0 game, elas sdo:
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# SET para o set, de ordem 21 (21=2-10+1, pois queremos ir até a disputa de 10 pontos
para atingir o placar 5x5), contendo as probabilidades P, Q, R e S, de alternancia
simples comecando com P e Q na coluna 11;

# TB para o tie-break, de ordem 50 (50=2-(2-12+1), pois queremos ir até a disputa de
12 pontos para atingir o placar 6x6), contendo as probabilidades p, g, r, e s, sendo o

primeiro ponto com p e q seguido de alternancia dupla comecando com r e s.

O vetor-estado v*?) = TB*? . V(O), onde v(%) ¢ o vetor-estado inicial contendo valor 1 em
sua linha 25 e valor 0 nas demais linhas, em suas sete primeiras linhas ndo-nulas contém as

probabilidades dos placares indicados acima na expressdo de prga (@S sSeis primeiras

correspondentes a vitoria e a Ultima correspondente ao empate 6x6). Assim, fazendo as
substitui¢Oes, obtemos prg, €m fungao de p, g, r e s que pode ser escrita em funcdo de per

apenas, bastando colocar  =1-pes=1-r.

Em seguida, o vetor-estado W\ = SETY . w(® onde w(® & o vetor-estado inicial
contendo valor 1 em sua linha 11 e valor 0 nas demais linhas, fornecerd em suas seis

primeiras linhas ndo-nulas as probabilidades dos placares que aparecem na expressao de p,,
(as cinco primeiras correspondentes aos placares de vitoria de 6x0 até 6x4 e a Ultima

correspondente ao empate 5x5). As probabilidades P;,5 e P55 Sd0 calculadas a partir da

probabilidade PR;,s do empate 5x5, conforme a representacéo da figura 5.2.

Tx5

6x6

5x5

6x6

5xT

Figura 5.2: Arvore dos placares apds o empate 5x5

Portanto, temos P;ys = PR - Psy5 € Psyg =(P-S+Q-R) - Psys.



60

Com as substituicOes destas probabilidades e de prg, Obtemos a expressao que calcula
paa em funcdo dos seguintes parametros: P, Q, R, S, p e r. Para definir p,, em funcéo
apenas de p e r, substituimos, primeiramente, Q =1-P e S =1-R e, ap0s, as expressoes
indicadas acima de P e R.

O célculo de pg, (também em funcéo apenas de p e r) acontece de forma analoga: basta

fazermos as permutagbes p <> r, < s, P«< ReQ < S.
Finalmente, encontramos p(A) por w.

Assim, temos o grafico conforme a figura 5.3.

1

0.9
p=r
0.8
r=0.49
0.7
r=0.8
0.6 |
r=0.7
0.5 |
r=0.4
r=0.6
0.4 r=0.3
r=0.2
0.3 |
=0.5 —01
0.2
0.1
I:l T T 1 1 1 T T T T
] 0.1 0z 03 0.4 05 0.6 07 s 0e 1

Figura 5.3: Grafico comparativo de p(A) em funcao de p para alguns valores de r
e p =r no ténis

Abaixo, na figura 5.4, damos a representacdo grafica em destaque para o caso p =r.
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(1.1

0.9

0.8

0.6 |

0.4
0.3
0.2

0.1

-
[s. T T T T T T T T T 9
o 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 09 1

Figura 5.4: Gréfico de p(A) em fungdo de p para p = r no ténis

Notamos que o jogo de ténis acentua em muito para a vitoria uma pequena vantagem que
um jogador venha a ter sobre o outro em relacdo a disputa do ponto.
Aqui se o jogador tiver 60% de chance de marcar o ponto, entdo sua chance de vencer o

jogo vai para cerca de 95%! Praticamente a vitdria do jogo!
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CONSIDERACOES FINAIS

O esfor¢o na busca de situacdes de aplicabilidade dos conceitos ensinados aos alunos
deve ser uma acédo constante por parte do professor. Ciente desse fato e das dificuldades
apresentadas pelos alunos junto aos conceitos relacionados ao capitulo sobre probabilidades,
apresentamos a matriz de transicdo como instrumento de calculo de probabilidades.

Ela permite um equacionamento pratico e claro do problema, além de possibilitar 0 uso
de outro conceito de conhecimento dos alunos e que € pouco explorado em situagdes-
problemas nos livros-textos: o produto de matrizes.

Outra vantagem esta na oportunidade de apresentacdo e uso de duas poderosas
ferramentas de calculo computacional, os programas wxMAXIMA e GEOGEBRA, ambas de
facil manuseio e que permitem a efetuacdo de célculos laboriosos, contribuindo para que a
atencdo dos alunos esteja sempre voltada para o problema abordado.

Mediante ao que foi exposto, esperamos ter contribuido ndo s6 com situacfes que possam
estimular o desenvolvimento do contetdo abordado, mas também com aquelas nas quais

nossos alunos apresentem autonomia na busca de solucGes diante de novos desafios.
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