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RESUMO

O infinito matematico, objeto altamente abstrato, € motivo de estudos, discussdes, e
por que nédo dizer temores? Desde Zendo, na Grécia antiga, até os livros didaticos
do ensino basico nos dias de hoje, constitui um dos entes matematicos mais
importantes na compreensao de fendbmenos que estejam ligados, de certa forma, a
Matematica. Pretende-se, como principal objetivo deste trabalho, com olhar na
cardinalidade dos conjuntos, tentar aproximar esse arido campo da Matematica, em
uma linguagem mais simples que possa envolver professores dessa disciplina do
ensino basico, ndo sO para utilizar esses conceitos, adaptando-os aos respectivos
conteudos de cada série, mas também, principalmente, enriquecer o proprio
conhecimento, pelo fato de a Anélise Real, ancora de uma Matemética avancada,
estar estruturada nos conceitos de limite que, obrigatoriamente, passam pelo infinito.

Palavras-chave: Infinito. Aprendizagem. Formacéo de professores. Conhecimento.



ABSTRACT

The extremely abstract object, matemathical infinite is the motivation for studies,
discussions and why could not say fears? Since Zenon, in ancient Greece, until the
recent books for basic teaching, the infinite is one of the most important
mathematician entity in the comprehension of the phenomenon that is to a certain
extent connected to Mathematics. The main object of this work is to try to convert his
hard aspect of Mathematics in a simple language that could evolve teachers, not only
to use these concepts in the classroom, adapting to each grade; but also and mainly
to enrich their own knowledge. Taking into consideration that the Real Analysis,
which is the base of an Advanced Math, is structured in the concepts of limits that

goes through infinite.

Key-words: Infinite. Learning. Teachers’ formation. Knowledge.
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1 INTRODUCAO

1.1 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

No capitulo 1, busco esclarecer a motivagdo que me levou ao tema
propriamente dito, tanto pelo fascinio do infinito e sua “presenga” no ensino basico,
quanto pela necessidade de aproximacao de professores destas séries com uma
Matematica mais sofisticada que justifique varios conteddos ministrados ao longo do
ensino basico. Procuro mostrar também minha experiéncia na educacdo durante
mais de 30 anos, apresentando um testemunho da evolucdo dos processos
educacionais nesse periodo, justificando minhas angustias com os resultados que
testemunhei nesse mesmo periodo. Em seguida, apresento a metodologia, que, por
nao ter encontrado grande variedade de literatura envolvendo o tema enderecado a
professores do ensino basico, apresenta situacdes bem peculiares como a
referéncia para o resultado do trabalho, a partir de um grupo de pesquisa composto
por um professor especialista, meu orientador, um outro professor de Matematica
envolvido com o0 mesmo Mestrado em Educacdo Matematica com o tema “Numeros
reais” e um professor de Matematica que lecionava Fisica até 3 anos atras e que
também esta iniciando no Mestrado Profissional em Educacdo Matematica. Este
altimo representou, no grupo de pesquisa onde apresentava meu texto, um
termbmetro para o grau de simplificacdo que consegui atingir, por nao ter tido
qualquer contato com o conteddo Andlise Real antes de o grupo de estudos ser
formado. Por fim, apresento uma discussao acerca da capacitacdo que envolve os
professores de todas as seéries do ensino basico, bem como de professores dos
Cursos superiores.

O capitulo 2 é dedicado ao tema central deste estudo, “O infinito”, visto de
varias esferas, desde seu histérico iniciado na Grécia antiga, a partir de paradoxos
matematicos, até a formalizagado de infinitos com “tamanhos diferentes”, que pude
comprovar matematicamente, fechando o capitulo com consideracdes sobre a
enigmatica Hipotese do Continuo, proposta por Cantor.

O capitulo é iniciado com uma especulagédo acerca do tema escolhido, quais

motivacdes me alcangcaram para aumentar meu interesse pelo assunto, como o
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infinito foi interpretado ao longo de toda a histéria da humanidade, qual foi o papel
da Igreja nos caminhos de compreensédo do infinito, enfim, houve uma tentativa de
compreender como o infinito participou e participa do desenvolvimento da
Matematica no decorrer do tempo.

Em seguida, houve preocupacdo em clarear como o infinito é apresentado
nos livros didaticos ao longo do ensino béasico, desde as primeiras séries do ensino
fundamental, até os mais sofisticados textos de Analise Real.

Depois, busco apresentar a evolucdo do conceito de infinito ao longo dos
tempos, em um breve relato, com o intuito de mostrar sua importancia histérica no
mundo da Matematica.

Continuando, procuro mostrar um pouco como a Educacdo Matematica é lida
com esse conceito tdo abstrato, principalmente por ser uma nova area de
conhecimento com foco no processo de aprendizagem de Matematica.

Nesse ponto do trabalho, dou inicio ao estudo da Matemética propriamente
dita, partindo dos primeiros conceitos de cardinalidade, abordando propriedades das
funcdes, sobretudo a caracteristica da relacdo entre os elementos de dois conjuntos
envolvidos em uma funcdo bijetora, que nortear4d o caminho desta pesquisa para
andlises de cardinalidade no infinito, representando um dos poucos meios para
algum controle sobre este tema tdo complexo que € o infinito. Também, abordo
conjuntos finitos, infinitos, limitados e ilimitados, dedicando um bom espaco neste
trabalho a conjuntos enumeraveis, com énfase nos conjuntos que representam o
eixo da Matematica nas primeiras séries do ensino basico. Desse modo, a partir dos
contetdos apresentados, foi possivel encontrar condi¢des de analisar o infinito com
certo controle, mostrando que o menor infinito matematico € representado pelo
conjunto dos numeros naturais e, ainda, que € possivel identificar infinitos cada vez
maiores, contrariando o pensamento comum a grande maioria da humanidade de
que “infinito € infinito e pronto”. Finalizo este capitulo levantando um tema né&o
concluido e bastante especulado e contraditério, levantado por Georg Cantor (apud
OLIVEIRA, 2011), A Hipdétese do Continuo. O autor afirma néo existir infinito entre
o infinito natural e o infinito real e que, mesmo com o alto grau de sofisticacdo da
Matematica, ndo compromete ainda seu desenvolvimento nos centros de pesquisa.

No capitulo 3, evidencio que, além das dificuldades naturais de uma
Matematica mais sofisticada, mais abstrata, a propria formalizacdo, com uma

simbologia e formulario necessarios a continuidade do desenvolvimento matematico,
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distanciou a maioria das pessoas dessa area de conhecimento tdo importante nas
outras areas e por que nao dizer na propria vida das pessoas. Esta realidade foi de
grande importancia em minha decisdo de trabalhar um tema tdo sofisticado,
tentando apresentar uma linguagem mais simples, mais acessivel.

O ultimo capitulo, destinado as consideracgdes finais desta dissertagdo, serviu
como um desabafo e, ao mesmo tempo, um grande incentivo para continuar a
pesquisar na direcao de tentar aproximar um numero maior de pessoas da riqgueza

de conteudos que envolvem a Matematica.

1.2 A INSPIRACAO

Mesmo que as leituras de textos envolvendo a Educacdo Matemética
estimulem o professor a ler mais, estudar mais e mais, conhecer o que envolve essa
recente area de pesquisa cientifica, o grande desafio da Educacdo Matematica esta
nas leituras que fazem nas salas de aula, com os alunos. A seguir, sera apresentado
um breve historico dessas leituras.

Recorrente em sala de aula, ndo obstante o compromisso que um professor
possa ter com 0 processo ensino-aprendizagem e com a formacao de seus alunos, é
a falta de interesse a principal causa da dificuldade em assimilar os contetdos de
Matemética, em razdo de uma série de fatores internos e externos a essa area do
conhecimento.

O nao comprometimento com a disciplina pela grande maioria dos alunos €,
provavelmente, o mais importante fator para as dificuldades enfrentadas pela
Matematica no processo ensino-aprendizagem. Mas agrega-se a esse fator a
formacdo do professor de Matematica para o ensino basico o qual precisa buscar
capacitacdo para melhorar seu trabalho em sala de aula e buscar o interesse do
aluno para o aprendizado da Matematica, incentivando-o, a todo momento, a
aprender.

Cada vez mais os alunos se afastam dessa disciplina, com o discurso que
aprender Matemética é para alunos “inteligentes”, e a maneira tdo equivocada que a
maioria vé a Matemética leva-nos a pelo menos uma constatacdo, que ndo € Obvia,

mas que, fatalmente, esclarecera um pouco mais: o grande fracasso do ensino da
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Matematica é incontestavel. Mas, vale lembrar que ndo é simplesmente o modelo
pedagdgico, a didatica, o processo utilizado que representa o fracasso do ensino de
Matematica nas salas de aula do ensino basico, pois ha muitos outros fatores que
concorrem para o fracasso.

Este relato, que é mais um desabafo, foi testemunhado em minha prépria
formacdo durante o curso de licenciatura para o ensino da Matemética. Quando
realizei o curso, acreditava que a disciplina Anéalise Real viria a complementar minha
formacdo matematica, sobretudo como ferramenta para justificar uma série de
procedimentos matematicos em minha futura pratica docente, ao ministrar aulas
para o ensino basico. Para minha surpresa e decepcdo, pelo fato de, no final do
curso, ter menos conhecimento do que quando entrei na Universidade, a esperanca
ficou naquelas aulas aridas. Enfim, o curso se limitou ao formalismo de uma
Matematica cientifica enderecada a especialistas e ndo ofereceu conhecimentos
para serem repassados aos alunos no ensino basico.

Acreditando ser possivel contribuir para melhorar esse desastrado processo,
no qual ensinamos sempre criando formas alternativas de avaliacao, transformando
fracassos em pseudossucessos, tornando 0 processo ensino-aprendizagem um
‘cancer” endémico que assusta alunos durante sua vida escolar. Desse modo,
ingressei no Mestrado em Educacdo Matematica, na Universidade Federal de Juiz
de Fora (UFJF) na esperanca de minimizar a situacdo quanto ao desafio diario do
ensino de Matematica.

Na tentativa de contribuir para o ensino dessa disciplina, busquei inspiracao,
principalmente, em minhas angustias e incertezas, que culminaram em decepcao, e,
para minimizar a situacdo, ou sair desse estado de desolamento para sempre,
passei a concentrar minhas aten¢des para a Analise Real.

Essas angustias e incertezas vém de experiéncias que, apesar de nao
representarem uma base cientifica de pesquisa, sd80 muito ricas para o0
desenvolvimento deste trabalho ndo sé pelo tempo de experiéncia, mas também,
principalmente, por ter trabalhado em todos os segmentos de ensino, tanto na rede
particular como na rede publica. Tive oportunidade de ter, ao longo dos anos de
magistério, diferentes tipos de experiéncias com turmas diversas e em varios
lugares: realizei oficinas de Matematica com ensino fundamental 1 e 2; ministrei
aulas regulares com ensino fundamental 2, ensino médio e superior; trabalhei com

ensino basico na rede municipal e ensino de jovens e adultos fora da faixa etaria do
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ensino regular. Vivi, nesse periodo, experiéncias com algumas mudancas na
estrutura do ensino as quais pouco representaram nNO Processo ensino-
aprendizagem dentro das escolas, por ndo terem sido discutidas com critério e
vontade politica de mudancas.

A preocupagdo com o professor € muito recente, pois, anos atras, ndo se
colocava a capacitacdo do professor como um dos fatores responsaveis pelo
fracasso do ensino, lembrando que aqui estou me referindo ao ensino como um
todo, envolvendo todas as areas de conhecimento. A grande preocupacdo sempre
foi o curriculo, mas, com pouca participacdo dos professores, que, simplesmente,
aguardavam, de um ano para outro, as mudancas nos livros didaticos.

Em meio a leituras, como ja citado anteriormente, ao fracasso do ensino nas
salas de aula, tenho convic¢do de que mudar € necessario e urgente. Vejo também
que qualquer proposta de mudanca precisa ter uma boa base teérica, até por
envolver outras areas de conhecimento, além da propria Matematica. Mas é fato
concreto que também muitas outras pessoas, ja ha muito tempo, preocupam-se com

0 ensino dessa disciplina e realizam pesquisas dentro da Educacdo Matematica.

1.3 MINHA EXPERIENCIA

A inspiracdo que, baseada em angustias vividas ao longo de mais de 30 anos
trabalhando com Matemética, em varios segmentos do ensino, estimulou-me a
realizar este trabalho o qual foi concretizando, gradativamente, ao longo dos anos de
experiéncia em que alternaram processos de sele¢do no ensino da Matematica, com
claro objetivo de identificagdo dos “melhores alunos”, concentracdo dos processos
pedagogicos nos livros didaticos e, principalmente, falta de investimento na
capacitacdo de professores. Esses fatores, associados a falta de maturidade
docente, dificultaram-me no sentido de ter uma visdo critica do que realmente
acontecia no processo ensino-aprendizagem de Matematica.

Naturalmente, essas angustias ndo constituem reflexos exclusivos de minha
experiéncia como professor. Na verdade, ja se manifestavam em minha vida

académica, desde as séries iniciais do ensino basico. Cursei o primario, hoje
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equivalente ao ensino fundamental I, em uma instituicdo educandaria, cujo foco
pedagdgico era a memorizacdo, até mesmo em alguns contetdos de Matematica.
As aulas eram ministradas no periodo da manha, sendo as tardes destinadas a uma
espécie de “castigo” para os alunos que nao conseguiam decorar o “ponto” proposto
na aula anterior. Os professores tinham de repetir os conteddos do mesmo modo
que esses eram apresentados nos livros sem esquecerem, até mesmo, as virgulas
do texto em questdo. Esses profissionais eram escravos dos livros didaticos, que
norteavam todas as disciplinas do ensino basico. Naquela época, a 52 série primaria
era uma opcao da direcdo da escola, em funcdo do desempenho do aluno na 42
série. Eu, por ter muita dificuldade em memorizacéo, fui obrigado a cursar a 52 série
para completar o curso primario.

Concluindo o primario, prestei exame de selecdo em um colégio estadual,
ingressando no curso ginasial, em um dos melhores colégios de Juiz de Fora
daquela época. Cumpre ressaltar neste estudo que, no final da década de 1960, os
colégios publicos estaduais tinham um ensino considerado forte tanto no que se
refere a qualidade dos conteddos ministrados quanto no quesito disciplina, época
em que os professores eram muito respeitados. Os exames de selecdo eram
disputados, principalmente, por jovens das classes sociais mais altas.

Naquela época, uma caracteristica marcante das escolas era o caréater
seletivo imposto no ensino basico. O numero de reprovacdes era muito alto e havia
um agravante: nas escolas publicas, eram eliminados alunos reprovados em
qualquer série.

Depois de um curso ginasial, feito com muita dificuldade, optei por seguir o
curso técnico, o que na época era natural, pela facilidade de colocacéo de técnicos
no mercado de trabalho. Prestei vestibular no Curso Técnico Universitario (CTU) da
Universidade Federal de Juiz de Fora e ingressei no curso de Eletromecanica, que
era equivalente ao cientifico, mas com uma formacao técnica. Foi um periodo de
muita decepcéo pelo fato de cursar, durante trés anos, um curso técnico e ndo me
sentir competente para assumir qualquer trabalho relativo ao curso. Assim que me
formei, no técnico, prestei vestibular de Engenharia na UFJF e, assim, tive a
oportunidade de trabalhar como professor paralelamente a esse curso superior.

Iniciei minha pratica em sala de aula aos 20 anos de idade, no mesmo ano
em que ingressei no curso de Engenharia Civil na UFJF, em 1976. Naquele periodo,

década de 1970, eram fortes os cursos preparatorios, tanto para vestibulares de
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cursos superiores, quanto para cursos técnicos. Meu primeiro trabalho como
professor foi em um curso preparatério para o vestibular do CTU. Na época, fui
beneficiado por trabalhar na turma que reunia os melhores alunos de todo o curso, 0
que facilitou, de forma decisiva, o inicio de minha carreira como professor. E
importante ressaltar que comecava a trabalhar em sala de aula no momento em que
0 ensino tinha as caracteristicas seletivas em seu momento mais forte ao longo de
todo o tempo que trabalho na educacéao.

Sobre minha formacéo, ficou claro que iniciei a carreira de professor na
mesma €época em que iniciei o curso de Engenharia Civil, o que reforca a
preocupacdo com profissionais da &rea e a falta de investimento em capacitagéo,
haja vista que ndo era necessario ter uma formacédo em licenciatura para a pratica
docente, fato que ocorria com bastante frequéncia, tanto pela falta de profissionais
disponiveis quanto pela facilidade em se conseguir autorizacdo pelos 6rgaos
responsaveis pela educagdo. Assim como eu, muitos profissionais da area de
educacado iniciaram a vida profissional com objetivo exclusivo de se manterem
financeiramente durante o tempo em que estivessem cursando suas faculdades,
quase sempre nao ligadas a educacdo, como era 0 meu caso. Naturalmente, a
escolha pelo trabalho na educacdo ndo era motivada por ideais, mas pela
flexibilidade de poder trabalhar em horarios que ndo comprometessem meu estudo
no curso de Engenharia.

Entrei no processo, assim como muitos outros colegas que optaram pelo
magistério para ter uma fonte de renda que se adaptava aos estudos, sem qualquer
preparacdo pedagdgica, carregando como bagagem apenas o0s conteltdos de
Matematica do curso cientifico, hoje ensino médio, fato que, na época, qualificava-
me a trabalhar em turmas de alunos que fossem prestar vestibulares. Era, no
minimo, curiosa a preferéncia nos “cursinhos” pelos estudantes que iriam prestar
exame para os cursos de Engenharia, Medicina e Direito em detrimento de outros
gue optaram pelas licenciaturas. Como o objetivo da educacéo era, principalmente,
os vestibulares, tinhamos um apelo muito forte no processo, no sentido de
selecionarmos os melhores. Os “cursinhos” buscavam expoentes nas escolas
publicas que, na época, apresentavam bons resultados em exames de selecédo e
direcionavam esses alunos com a finalidade de apresentar resultados nos cursos
superiores, considerados mais importantes. Existia uma cultura competitiva tanto

entre os “cursinhos” quanto entre os alunos de um mesmo “cursinho”, o que
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minimizava o desgaste de se trabalhar com cerca de 60 a 80 alunos em uma mesma
turma, em funcdo da disciplina obtida pela competitividade natural nesse segmento
do ensino.

Com dois anos de trabalho em “cursinhos”, passei a ministrar aulas também
nas turmas de ginasial, curso equivalente, hoje, ao ensino fundamental. Aqui, sim,
comecaram meus grandes problemas com a préatica docente, gerando angustias,
pela falta de preparo para trabalhar com criancas e pelo contetudo ser tdo arido,
como era a Matematica. Muito caracterizada pelo formalismo e quase nenhum apelo
para a contextualizacdo ou mesmo por um caminho didatico menos aspero, era
bastante evidente a dificuldade dos alunos no processo ensino-aprendizagem. O
pretenso privilégio por trabalhar com os “melhores” alunos do curso em uma nova
sala especial ndo me preparou para a realidade que encontraria em uma sala de
aula regular. A primeira instituicdo em que trabalhei foi o Colégio D. Pedro |, ja
extinto, em que a forca dos programas curriculares me impediu de trabalhar
inlmeros projetos que havia preparado para as turmas do 4° ano ginasial,
equivalentes hoje a 82 série e ao 9° ano do ensino fundamental. Um desses projetos
era uma tentativa de resgatar a geometria, com uma proposta real de levantamento
quantitativo para uma reforma do colégio, envolvendo as duas Ultimas séries do
ginasio, motivado, principalmente, pelo tratamento que os livros didaticos, e,
consequentemente, a maioria dos professores, davam a geometria — uma disciplina
gue era apresentada apenas no final do ano, no tempo que sobrasse, depois de
vencido o programa de algebra, conteddo de muita forca nas escolas daquela
época.

A grande forca, dentro da educacéo basica, no periodo em que iniciei como
professor, vinha das editoras que chamavam para si toda e qualquer mudanca anual
dos conteudos da Matematica. Os professores eram meros expectadores no
processo e, a cada final de ano, a ansiedade por receber os “exemplares dos
professores” que seriam utilizados no ano seguinte era grande, sobretudo para que
houvesse a adaptacdo aos contetdos nos novos livros em tempo hébil, para o inicio
das aulas, no ano seguinte.

Com pouco tempo como professor, passei a trabalhar com todos os
segmentos do ensino basico, tendo como referencial para exercer o magistério
apenas 0s meus professores de Matematica, que considerava os melhores da época

em que cursei 0 ensino basico. Nao me era cobrado nem mesmo oferecido qualquer
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tipo de capacitagéo, visto que minha formacao era de estudante de Engenharia, mas
o livro didético era considerado o ponto alto da préatica para o ensino de Matematica
e, quando as editoras entregavam 0s novos exemplares aos professores, era quase
um ritual, pois eram realizadas varias reunibes para que o0s professores
‘conhecessem” as mudangas previstas para o proximo ano.

Como ja visto anteriormente, formei-me em Engenharia, em 1980, iniciei
minha profissdo de engenheiro concomitante com minhas “aulas” e ndo consegui
distanciar do modelo do curso, assim como muitos colegas que trabalhavam comigo
e também ndo tinham formacdo académica em outra area. Durante cerca de 10
anos, trabalhei com afinco na construgdo civil, ergui algumas obras importantes em
Juiz de Fora como toda a fundacdo da fabrica Mercedes Benz, os trés unicos
prédios dotados de elevador a leste do rio Paraibuna, entre outras que compdem
hoje meu curriculo de engenheiro. Vale lembrar, o que ocorreu naquele periodo foi
que, com poucas aulas e muito trabalho na Engenharia, ficou bastante claro meu
principal objetivo de vida dentro da educacdo: afastei-me das construcbes, nao
totalmente, mas de forma a me permitir assumir esta predilecdo pela sala de aula e
pela Matemética, e, assim, fui buscar capacitagao.

De forma um pouco desordenada por falta de orientacdo, fiz um curso de
Especializacdo em Matematica, e, por lei, seria obrigado a me capacitar na
licenciatura. Na época, surgiu uma possibilidade de fazer esta suplementacéo
pedagogica em uma escola federal rural. Desse modo, com apenas dois periodos de
férias, o curso forneceu aos alunos o “diploma” de professores. Na escola em que
trabalhava, cerca de 8 professores buscaram essa formacdo, por também serem
profissionais de outras areas. Refleti muito e optei por fazer a licenciatura completa
em uma escola superior de Juiz de Fora.

Assim, a partir desse curso de licenciatura, passei a compreender um pouco
melhor que ndo estava bem preparado para trabalhar com alunos muito jovens, e
compreender ainda melhor que o funcionamento da mente humana néo € linear e
nao pode ser massificada como se todas as pessoas tivessem compreensado de
forma proporcional ou na mesma velocidade.

Depois da formagdo em licenciatura plena, apesar dos conflitos internos
acerca da educacao, busquei desenvolver alguma melhoria para este processo tao
complexo dentro da educacdo, ou seja, 0 ensino-aprendizagem da Matematica.

Nesses mais de 30 anos de experiéncia como professor de Matematica em Juiz de
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Fora, embora nunca tenha pretendido fazer uma pesquisa sobre educacao ao longo
desse periodo, afirmo que minha experiéncia no segmento foi bastante rica, em
funcdo, principalmente, de ter trabalhado com todos os segmentos, tanto na
iniciativa privada quanto no setor publico. Durante esse periodo, presenciei o
enfraquecimento qualitativo do ensino publico e o crescimento do ensino particular
em todo o ensino basico, fato caracterizado pela diminuicdo de recursos publicos na
educacado. Durante muito tempo, trabalhei, exclusivamente, em escolas particulares,
no ensino fundamental, no ensino médio e em cursinhos preparatorios para
vestibulares. Enfim, posso afirmar que, nas escolas do setor privado, conheci varios
projetos pedagdgicos com formatos diferentes, mas sempre trazendo a mesma
mensagem conteudista.

Mais recentemente, a partir do final da década de 1990, comecei a perceber
algumas mudancas significativas no processo educacional, embora muito lentas,
mas elas sdo de extrema importancia, principalmente, no tocante a valorizagdo do
professor nas decisdes pedagodgicas nesse periodo. Além de experiéncias em
escolas particulares, como as citadas anteriormente, comecei a trabalhar em escolas
confessionais de Juiz de Fora, como o Colégio dos Santos Anjos e o Colégio Stella
Matutina, onde tive experiéncias fascinantes com alunos de 6 a 10 anos do ensino
fundamental I, que ficavam encantados com o processo de aprendizagem da
Matematica. Esses colégios valorizam, principalmente, a formacdo humana dos
alunos, quebrando, de certa forma, o foco exclusivo nos conteddos programaticos
que norteavam e norteiam a maioria das escolas de ensino basico.

Embora algumas mudancas tenham comecado a acontecer na educacao
basica, a fim de melhorar o ensino, minhas angustias estavam longe de ser
resolvidas. Passei, entdo, a buscar uma forma de aperfeicoamento de minhas aulas
por meio de projetos que atraissem a atencdo dos alunos, mudando um pouco o
formato da aula tradicional.

Antes do ingresso no Mestrado profissional em Educagdo Matematica,
elaborei um projeto intitulado “Humanizagdo da Matematica”, cuja aplicacdo em sala
de aula melhorou muito o aprendizado das turmas, em funcédo de ser estruturado no
ensino-aprendizagem dos alunos pelos proprios alunos. Alguns professores de
outras disciplinas na escola em que trabalho passaram a utilizar, com sucesso, as
orientac0es desse projeto, fato que me estimulou a formalizar um projeto de

Mestrado que seria apresentado na area de educacao.
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Contudo, surgiu, nesse periodo, a possibilidade de um Mestrado na area de
Educacdo Matematica. Entdo, imediatamente, passei a trabalhar para fazer parte
desse projeto da Universidade Federal de Juiz de Fora. Evidencio que uma das
disciplinas do curso que mais me chamou a atencéo foi Analise Real, por ter sido a
disciplina da minha graduacao em licenciatura de que menos consegui tirar proveito,
tanto pelo grau de abstracdo e complexidade, como pelo pouco tempo destinado na
grade curricular de uma disciplina tdo importante. Apesar de fazer parte da minha
graduacdo, nem mesmo a importancia desse conteudo tanto como professor, na
minha pratica de sala de aula, quanto na minha prépria formacdo matematica,
consegui identificar dentro da graduacdo. Por conseguinte, afirmo que, a partir da
disciplina no curso de Mestrado, ministrada pelo professor Dr. Carlos Alberto
Santana Soares, que viria a ser, posteriormente, meu orientador desse curso de
pés-graduacdo, é que me dei conta do quanto a Andlise Real € importante para o
professor de Matematica.

Passei a investir meus esforcos no tema “infinito”, por estar presente no
estudo da Matematica do ensino basico e por representar o carro-chefe no estudo
de uma Matematica mais abstrata.

Cumpre ressaltar que ndo houve qualquer tipo de pesquisa para as
afirmacdes feitas neste pequeno relato, o que ocorreram, de fato, foram experiéncias
pessoais ao longo de muitos anos trabalhando com educacédo, acompanhando as
mais diversas mudancas nesses ultimos 30 anos aproximadamente. Desse modo,
sinto-me muito a vontade nos questionamentos colocados neste pequeno relato
acerca de minha experiéncia, por ter tido a honra e a oportunidade de estar em
todas as posicées nesta cadeia que representa a educacado, desde aluno em época
bem distante, com outra realidade no processo educacional, passando por
professor, coordenador, e hoje, no final dessa corrente, ocupo o cargo de Diretor
Pedagogico do Colégio Stella Matutina, o que me da respaldo para garantir que é
possivel fazer uma escola melhor e sem maiores custos, fato que tanto assombra os
proprietarios das escolas particulares. Hoje, o grupo de professores dessa Instituicdo
desenvolve projetos, tanto internos quanto externos, em todas as areas e, em
particular, na area de Mateméatica, com uso de data show, projetos extraclasse,
coroando com patrticipacdo as Olimpiadas da Matematica, aberta a participacdo de
todos os alunos do colégio, fazendo com que a leitura matemética dos alunos do

colégio seja um pouco mais profunda em relacdo aos anos anteriores.
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Espero, com este trabalho, contribuir, de alguma forma, para a melhoria do
processo, sobretudo no que se refere ao professor. Vejo, com muito otimismo, o
futuro da educacao no pais e no mundo, pois, hoje, existe vontade de enfrentamento
da crise no processo ensino-aprendizagem, que ja mostra significativas conquistas

em todos os aspectos, mas de forma especial na formacgéo de professores.

1.4 METODOLOGIA

A metodologia usada no desenvolvimento deste trabalho se mostrou, em
principio, no minimo curiosa, mas, com o amadurecimento da ideia e 0s primeiros
passos no conteudo principal, o infinito, foi se estruturando com consisténcia e,
mesmo sem uma pesquisa que a legitimasse, foi se caracterizando e autovalidando
através de um grupo de pesquisas do qual fiz parte durante o desenvolvimento deste
trabalho.

O primeiro obstaculo encontrado foi buscar a compreensdo, com maior
clareza possivel, dos conteudos que comp8em a Andlise Real. Para tanto, contei
com as aulas da disciplina Analise Real, ministradas pelo meu Orientador, Professor
Dr. Carlos Alberto Santana Soares, oferecida durante o Mestrado. Com o
desenvolvimento das aulas e apoiado na literatura disponivel, passei a aprofundar o
conhecimento nos textos de Analise, utilizando livros didaticos, revistas, publicacbes
e livros de historia da Matemética, a fim de que me ajudassem a entender a
evolucdo desse tema, fundamental para o meu trabalho. Até aqui, um procedimento
natural para quem se propde a estudar um tema especifico de contedtdo em um
curso de Mestrado.

O que considerei curioso na metodologia foi a forma como, a cada teorema, a
cada demonstracdo, enfim, a cada topico alcangado, a grande conquista estava na
apresentacao para o grupo de pesquisas e estudos, formado pelo professor da
disciplina, meu orientador e os professores Willian José da Cruz e Hernando José
Rocha Franco. O primeiro também foi aluno da disciplina Analise Real e também
trabalhava um tema dessa disciplina, e o outro, professor Hernando, acabara de
ingressar no Mestrado que cursdvamos e se apresentou para o grupo de pesquisas,

com argumentacdo de quem quer aprender essa disciplina, com a qual nunca teve
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contato em sua vida académica, por ter-se formado em bacharelado de Fisica.
Recentemente, esse professor fez um curso de capacitacdo, a fim de obter
autorizacdo para continuar lecionando Matematica e Fisica para o ensino basico.

Meu grande desafio, foco central deste trabalho, estaria a meu lado no grupo
de pesquisas: um professor de Matematica do ensino basico, com graduagdo em
Fisica e que nunca teve contato com a Analise Real. O grande desafio, entéo, seria
tornar essa disciplina mais facilmente compreendida, tendo como referéncia o grupo
de pesquisa, em particular, o professor Hernando, que se propds a ser o foco
principal da experiéncia.

Assim, a apresentacdo de meu trabalho, nesse grupo de estudos e
pesquisas, foi a grande ferramenta na metodologia utilizada, por ser um teste
objetivo para o texto a que me propus a desenvolver no Mestrado.

Acredito que essa experiéncia, no grupo em questao, tenha sido fundamental
para a conclusao deste trabalho, principalmente pela preocupacéo de todo o grupo
em manter um olhar critico sobre cada tema desenvolvido, norteando um texto a
limitar-se na compreensao simples de um grupo heterogéneo, que comporta desde
um especialista altamente qualificado até um principiante com muita vontade de
conhecer o assunto.

Foi extremamente importante a apresentacdo, no grupo, de cada topico do
trabalho, por estar, assim, testando todo o texto, durante o tempo de
desenvolvimento.

J4 em minha primeira apresentacdo, percebi o quanto seria arido o trabalho
desenvolvido no grupo para falar de conjuntos numéricos. O marco zero seria falar
dos numeros naturais, que sdo suporte para todos os conteudos desta dissertacao.
Mas, o que pode ser dito acerca dos numeros naturais? A pergunta chega ao limite
da ingenuidade, se formulada a criancas ou mesmo a adultos que n&do tém, no dia a
dia, contato com a Matematica.

Sobre o conjunto dos nimeros naturais, afirmo que é o conjunto de numeros
gue utilizamos para contagem de quantidades e que vdo aumentando até o infinito,
nao existindo o ultimo natural. Esta seria uma resposta suficiente para atender ao
propoésito da pergunta e que, sem qualquer rigor matematico, responde com clareza
e de forma completa.

Mas, para um outro publico que trabalha com Mateméatica mais sofisticada e

profunda, ou mesmo para atender a certos conteudos da Matematica, questiona-se:
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0S numeros naturais se constituem por um conjunto N, cujos elementos s&o
chamados nameros naturais e por uma funcgéo injetiva s:N —N em que, para cada n
€ N, temos um s(n), unico, chamado sucessor de n? A funcao é satisfeita pelos trés
axiomas de Peano que serdo apresentados a seqguir:

P1:s:N-N éinjetiva, ou seja, s(m) = s(n) -> m=n

P, : N — s(N) é um conjunto unitario, pois apenas o natural 1 (um) nédo é
sucessor de um outro natural qualquer.

P3: (indugé@o) se X < N e, sendo 1 € X, e ainda s(n) € X, para todo n € N;
entdo X=N.

O fato concreto € que podemos apresentar afirmacfes que se equivalem de
formas muito diferentes, sendo assim, o desafio de “democratizar” um texto téo
importante na formacdo de professores € um estimulo que supera 0s muitos
obstaculos que esta tarefa traz a esses profissionais.

Ficou claro que a metodologia € muito peculiar ao propésito deste trabalho, a
medida que uma afirmacdo pode ser extremamente simples, mas, no rigor da
Matematica, extremamente complexa e profunda para, ao final, dizer a mesma

coisa.

1.5 OS SABERES MATEMATICOS

Ao ingressar no Mestrado profissional em Educacdo Matemética, tive acesso
novamente a Analise Real, mas, abordada de uma forma mais acessivel, e focando,
além da visdo cientifica, a visdo pedagogica, capaz de justificar as bases da
Matematica escolar. Foi a partir desse novo conhecimento que me dei conta do
guanto poderia ter melhorado a forma de apresentar a Matematica em minha pratica
docente, tornando menos aspera a aprendizagem de meus alunos.

“Uma das questdes recorrentes nos debates sobre a formagao de professores
atraves da licenciatura € a falta de articulacdo adequada entre a formacao especifica
e a formacdo pedagogica tendo em vista a futura pratica profissional na educacgéao
basica” (MOREIRA, 2005, p. 82). Nessa afirmagéo, no artigo publicado em 2005,
Moreira coloca a questdo que muito nos incomodou por tanto tempo na pratica de

sala de aula. Existe uma lacuna na formacao do professor a qual pode justificar, em
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grande parte, o fracasso da Matematica nas escolas do ensino basico. Acreditamos
que uma parte importante dessa lacuna esta na formacdo dos professores tanto
cientifica como pedagdgica, limitando os professores pela falta de conteudo e,
principalmente, pela falta de argumentacdo pedagdgica, a uma Matematica
superficial, sem as devidas explicacbes, dificultando, de forma decisiva, a
aprendizagem desde as primeiras séries do ensino basico até o término da 32 série
do ensino médio.

Cumpre ressaltar, quando afirmamos que a aprendizagem esta sendo
prejudicada desde as séries iniciais do ensino basico, lembramos que, nas primeiras
nogdes de contagem, os alunos utilizam o conjunto infinito dos nameros naturais e,
ao longo do ensino basico, o infinito aparece no estudo dos numeros reais, das
funcdes. Isso se justifica pelo fato de, nessa faixa etéria, os professores trabalharem
com alunos em desenvolvimento e, consequentemente, com capacidade de
abstracdo ainda em desenvolvimento, razdo de as escolas necessitarem de
professores capacitados em Analise Real, para que, em uma abordagem
pedagogica, tenham recursos para facilitar a aprendizagem dos conteddos que se
apoiam nessa disciplina.

Cumpre evidenciar que é muito frustrante ndo ter a argumentacgéo suficiente,
para explicar, em uma linguagem mais concreta e simples, como funcionam o0s
nameros reais entre os nameros 1 e 2, por exemplo, para um aluno do 9° ano do
ensino fundamental.

Existem muitas pesquisas envolvendo a aprendizagem de Matematica
diretamente para a contextualizacdo, como os trabalhos de Ubiratan D’Ambrésio
(1996), sobretudo na etnomatematica. S&o pesquisas importantissimas nos
processos pedagogicos, mas entendemos que, em outras areas de conhecimento, a
contextualizacdo € natural, € real. O aluno fica mais estimulado para aprender
nocdes sobre clima ou relevo de determinada regido, ou como Getulio Vargas
chegou ao poder, ou mesmo na Fisica, tdo questionada entre os alunos, céalculos de
velocidade e forgas, por mais abstratos que sejam, sdo reais. Na Matematica, por
ser uma ferramenta que serve para outras areas de conhecimento, e, somando-se 0
fato de ser muito arida, os contetudos tém de ser desenvolvidos de forma direta e
objetiva, ndo estimulando o interesse do aluno, principalmente na fase da

adolescéncia.
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Quando estudamos um tema como a Func¢do quadratica ou a Fung¢do do 2°
grau, temos de recorrer a contextualizagbes falsas como o chute de uma bola
descrevendo uma parabola, ou mesmo a um tiro de canhdo com a bola fazendo uma
trajetoria parabdlica, enfim, situagcdes simuladas utilizando outras éareas de
conhecimento. Mas essa mesma fungdo quadrética, quando utilizada na Fisica,
toma outra visibilidade, por exemplo, no estudo dos movimentos uniformemente
acelerados, por representar a formula de calculo da aceleracao.

Além da pratica docente, é preciso se preocupar com o0 conhecimento
matematico que um professor deve ter, pelo préprio conhecimento. Carine B.
Loureiro (2010), em seu trabalho intitulado “A contribuicdo da analise matematica na
formacgao de professores”, apos ter entrevistado alguns professores e esses terem
relatado que “em poucas situacfes tiveram a oportunidade de aprofundarem os seus

estudos apds terem concluido o curso de graduacgao”, assevera:

Este fato [a falta de capacitacdo dos professores] nos remete
novamente a importancia de desenvolvermos uma sistematica de
estudos individuais, onde o préoprio profissional podera ser o
fomentador do seu conhecimento. Ao apresentar situacées como o
teorema de Pitagoras, que citamos acima, ou outras, como 0
teorema de Thales, a férmula de Bhaskara, o teorema de Briot-
Ruffini, entre outras, o educador tenha claro de qual assunto esta
tratando e como se deu o desenvolvimento do mesmo dentro do
campo da Matematica (LOUREIRO, 2010, p. 26).

Assim, diante das consideracdes apresentadas por Loureiro, podemos afirmar
que a falta de conhecimento dos professores de escolas bésicas publicas e
particulares, sobre os conteudos que trabalham em sala de aula, é de tal gravidade
gue alguns professores chegam a cometer o equivoco de acreditar que estao
ensinando Matematica ao demonstrarem teoremas para 0s alunos, a partir de
aplicacoes de teoremas ou mesmo de desenvolvimento de formulas. Se o professor
nao esta preparado para ministrar aulas dos contetudos referentes a sua pratica
docente, dificilmente estaria preparado para compreender uma Mateméatica mais
avancada que lhe permitisse ter uma visdo critica da Matematica como processo
educacional. No relato de Moreira (2003), em seu artigo “Por que analise

matematica na licenciatura?”, 60% dos entrevistados, grupo constituido por
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professores e pesquisadores renomados das mais importantes instituicdes de ensino
superior do Brasil, acreditam que o professor de Matemética precisa ter uma
capacidade de pensar matematicamente, desenvolver o raciocinio légico, o que s6
sera possivel pelo desenvolvimento de uma maturidade intelectual através da
Matematica mais profunda e sofisticada, permitindo a esse professor uma melhor
compreensao dos fenbmenos naturais, principalmente os fenémenos fisicos, e ainda
aplicacoes da prépria Matematica em outras areas de conhecimento.

Ainda segundo Moreira e David (2003), no artigo: “Mateméatica escolar,
Matematica cientifica, saber docente e formacdo de professores”, é preciso haver
um equilibrio que ele coloca como a questdo da completariedade entre os saberes
da formacao do professor e de sua pratica. No entendimento do autor, ndo se pode
admitir uma formacdo de professores estruturada, exclusivamente, nos saberes
cientificos, de forma a conceber, na préatica docente, um processo de didatizacdo da
Matematica cientifica. Nesse caso, a formacédo pedagdgica ndo seria o suporte, tdo
necessario no processo ensino-aprendizagem.

Segundo Moreira e David (2003, p. 77-78):

[...] o conhecimento trabalhado em qualquer processo de ensino €,
em si mesmo, educativo. Isto pode parecer 6bvio demais, mas a
aceitacdo dessa hipétese implica na necessidade de uma andlise
muito cuidadosa das relagBes entre o tipo de conhecimento que se
trabalha no processo de formacéo do professor e as formas com que
o futuro professor vai “absorver” as licbes da pratica profissional ou
as formas com que ele vai se envolver no processo de producédo de
saber da pratica profissional. E nesse sentido que se coloca a
guestdo da complementaridade entre os saberes da formacgéo e os
da pratica. E é entdo que faz toda a diferenga optar entre as formas
de se conceber a matematica escolar. Se a pensamos de uma
perspectiva técnica, como mera versao “didatizada” da matematica
cientifica, o processo de formacdo do processo acaba se
estruturando em torno desta Ultima. A formag¢do pedagdgica se
incumbiria somente de “fornecer o lubrificante” para o processo de
ensino e a pratica se tornaria apenas a instancia de aplicacdo dos
saberes da formacgao ou, no maximo, uma referéncia para a deteccéo
de elementos que podem conduzir a um “desvio” do desempenho
ideal do professor.

N&o se pode conceber também que, em uma orientagcdo diametralmente

oposta, a concepcdo da Matematica trabalhada na escola seja resultado da pratica
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escolar, em um processo de autossuficiéncia de producéo de saberes mateméticos.
Moreira e David (2003) concluem que, na formacéo de professores, deve haver um
cuidado muito especial na andlise das relagdes entre o tipo de conhecimento que se
vai trabalhar e como o futuro professor vai absorver saberes da pratica docente,
para que se possa alcancar o objetivo maior de dar condi¢cdes a esses professores
de trabalhar a producdo dos saberes matematicos em suas salas de aula,

produzindo, efetivamente, conhecimento.
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2 INFINITO

2.1 TEMA ESCOLHIDO

A escolha do tema “infinito” para desenvolver este trabalho tem como
principais motivacdes o fato de ser um tema muito abstrato, haja vista que ndo pode
ser alcancado, ndo pode ser visto e, principalmente na Matematica, ndo configura
um namero, mas uma ideia. O infinito, ao longo da histéria da Matemética, vem
gerando interminaveis debates entre grandes matematicos, e, ainda, por ser um
tema presente na pratica docente de um professor de Matematica do ensino basico,
desde as séries iniciais, com o conjunto infinito dos ndameros naturais, até o
encerramento do ensino médio, com o0 estudo das sequéncias, passando por
nameros reais, teoria dos conjuntos, enfim, existe uma convivéncia com o tema
“‘infinito” que, em algumas situacoes, pela propria abstracdo, chega a ser mistico.

Além das motivagcbes citadas, uma Matematica mais avancada para uma
melhor capacitacéo dos professores passa, obrigatoriamente, pelo tema escolhido.

O conceito de infinito estd diretamente ligado ao desenvolvimento das
ciéncias em seus mais importantes paradigmas, como ferramenta para que
possamos distingui-los. Desde a Grécia antiga, onde predominavam as ideias
finitistas relacionadas a um mundo estatico e que perduraram por um longo tempo
na histéria da humanidade, até os tempos atuais, apesar do desenvolvimento e da
predominancia das ideias infinitistas. A partir do século XVIIl, com a revolucao
cientifica, as polémicas em torno do conceito de infinito sdo cada vez mais
evidentes, sobretudo por influenciarem diretamente nossa percepg¢ao de mundo.

A palavra “infinito”, além de ser normalmente utilizada nos mais diversos
contextos, refere-se as mais variadas coisas. De modo natural, quando nos
referimos a quantidades incrivelmente grandes, na maioria das vezes, quando se
trata das coisas da natureza, como 0 espago, 0 Céu e as estrelas, referéncias ao
tempo, € quase um consenso universal que é "infinito", mas, particularmente no
contexto matematico, ndo raro confundido com o filoséfico e teoldgico, o "infinito"

tem sido debatido por mais de dois mil anos. Apesar de o ser humano ser limitado e
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finito, vivendo no planeta Terra também finito, seria impossivel a compreensao deste
contexto finito, sem passar pela discussao do infinito.

Mas, a grande davida devera continuar ainda por um longo tempo: o que quer
dizer infinito? Pela variedade de especulacfes acerca desse conceito muito abstrato,
como sem fim ou sem limite, imenso ou incalculavel, além de outros conceitos,
torna-se elementar concluir que se trata de um tema que necessita de muitos
estudos tanto no tocante a seu conceito geral como no que se refere a seu conceito
matematico. Aristételes (384a.C. 322a.C.), no periodo pré-socratico, utilizou a
palavra apeiron, com multiplos significados como sem limites, incerto, absurdamente
grande, caracterizando a injetividade como uma imperfeicdo (SAMPAIO, 2010).

A ideia do infinito teve sua origem na filosofia, podendo ser considerada
antiga, simples e complexa ao mesmo tempo, sendo ja bem aceita nos tempos
atuais entre 0os matematicos, ao contrario de outras épocas, quando foi negada por
muitos matematicos como Gaus e Cauchy, de vital importancia na época por seus
trabalhos publicados.

Ao longo dos tempos, a ideia do infinito impulsionou o desenvolvimento da
Matematica. Suposicdes a respeito de divisbes de grandezas como, por exemplo,
admitir que uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente, tendo como boas
referéncias o0 espaco e o0 tempo, ou se uma grandeza tem um menor "valor"
indivisivel, como o proprio tempo, foram os grandes desafios do pensamento grego
por muito tempo. Um bom registro desses pensamentos aparece nos paradoxos do
filbsofo Zendo de Eléia (450 a.C.), que serdo apresentados neste trabalho e
comprovam a inquietacdo na Matematica pela inferéncia do "infinito" em toda a sua
histéria desde a Grécia antiga.

De acordo com Sampaio (2010), Aristételes foi quem buscou entender essa
ideia através de dois eixos bem distintos acerca do infinito. Ele destaca, em uma de
suas obras, dois tipos de infinitos muito bem caracterizados: o infinito como
processo de crescimento sem final ou de subdivisdo sem final, batizado de infinito
potencial, e o infinito como totalidade completa, que recebeu nome de infinito atual,
estudado e sistematizado por Cantor (1845-1918), com a Teoria dos conjuntos
transfinitos (EVES, 2004).

O infinito como entidade completa, o chamado infinito atual, foi rejeitado por
Aristoteles e outros matematicos e fildsofos da época, principalmente pelos

paradoxos que viriam a atormentar os estudos de Matematica de época, como, por
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exemplo, ao se admitir conjuntos infinitos completos, haveria tantos numeros inteiros
quanto numeros pares. Para S8o Tomas de Aquino, tedlogo, considerar o infinito
atual como um infinito pronto e acabado, representaria um desafio a natureza infinita
e absoluta de Deus (EVES, 2004).

Um bom exemplo para diferenciar as estruturas dos infinitos originarios dos
estudos de Aristoteles é a dizima periddica 0,999... Imaginando que sempre é
possivel acrescentar mais um algarismo 9, estamos admitindo um processo que
nunca termina, ou seja, o infinito potencial, mas, se aceitarmos que existe um valor
final que represente esse numero, ou seja, admitindo que 0,999 ... = 1, estamos
considerando o infinito como um objeto, o infinito atual.

O primeiro matematico a fundamentar a nocédo do infinito atual foi Bernard
Bolzano (1851), em sua obra Paradoxos do infinito, que defendeu a ideia do infinito
atual, enfatizando que o conceito de equivaléncia entre dois conjuntos era aplicavel
tanto a conjuntos finitos quanto a conjuntos infinitos. Ja no final do século XIX,
Cantor desenvolve uma teoria fundamentada no infinito atual, a Teoria dos conjuntos
dos nameros transfinitos (EVES, 2004).

A preocupacdo em apresentar esclarecimentos sobre o tema “infinito”, bem
como sobre a bibliografia pesquisada, por si s6 se justifica, se levarmos em
consideracdo que o tema ‘“infinito” é hoje tdo complexo quanto no tempo de
Aristoteles. Conceitos e discussdes matematicas pouco acrescentam quando o
infinito € confrontado com o mundo real, por isso torna-se um tema misterioso e
abstrato. J4, no campo da Matematica, quando se depara com as maiores
dificuldades de enfrentar o considerado verdadeiro infinito, o infinito atual, o célculo
dos infinitamente pequenos, foge ao nosso campo cognitivo pensar em quantidades
entre "nada" e "qualquer coisa", que Bolzano (1991) tanto evocou em seus

"paradoxos".

2.2 O INFINITO NOS LIVROS DIDATICOS

O “infinito” é um tema presente nos livros didaticos desde as primeiras séries
do ensino basico. Como relatado anteriormente, trabalhamos em praticamente todas

as seéries desse ensino, inclusive séries iniciais de 12 a 42 série do ensino
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fundamental com oficinas. Sendo assim, sem nenhum compromisso com o rigor de
uma pesquisa cientifica ou mesmo de uma analise formal, apresentamos uma
analise pessoal dos livros do ensino basico que sdo mais utilizados nas escolas, aos
quais tivemos acesso, ilustrada pela opinido de professores com quem trabalhamos
ao longo desta experiéncia profissional. A andlise, apesar de nao ter um caréater
cientifico, vai enriquecer o objetivo central deste trabalho. Na anélise dos livros
utilizados ao longo de todo o ensino basico, paralelamente a uma abordagem
informal com professores de Matematica dessas séries, verificamos que, até o 4°
ano do ensino fundamental, os livros didaticos tratam de numeros naturais sem
abordar até onde esses numeros vao, como relatou uma professora de Matematica
do 4° ano, fato constatado na analise realizada nos livros da colecdo de Matematica
da rede catodlica de educacado, adotada no Colégio Stella Matutina, onde trabalho.
Foi pesquisado também na colecdo de Matematica Vivéncia e construcdo, de Luiz
Roberto Dante (2006) e, na colecdo Matematica e realidade, escrita por Gelson
lezzi, Osvaldo Dolce e Antdnio Machado (2006), que mantém a mesma linha de
apresentar os numeros naturais como um conjunto infinito. Segundo relato de
professoras, no 4° ano, ja existe questionamento acerca da contagem e, fatalmente,
elas sé@o obrigadas a citar o infinito.

No 5° ano do ensino bésico, considerada uma série muito importante no
processo de abstracdo dos alunos, a maioria dos autores ndo citam o infinito,
limitando-se a dizer que 0s numeros naturais atingem valores muito grandes,
excecgdo apenas, segundo analise feita entre os mais utilizados, para o livro do 5°
ano Vivéncia e constru¢cdo, de Luiz Roberto Dante (2006), que antecipa,
formalmente, o conjunto dos nimeros naturais como um conjunto infinito, embora o
autor se limite a apresentar o contelddo sem maiores comentarios. Nessa série, sdo
introduzidos os conceitos de raciocinio 16gico e os primeiros passos em analise
combinatoria. De acordo com relatos de professoras, € nessa serie que ha um
guestionamento mais incisivo dos alunos sobre a sequéncia dos nimeros naturais,
por lidarem muito com o processo de contagem.

No 6° ano do ensino fundamental, os alunos sdo apresentados, formalmente,
ao conjunto infinito dos nimeros naturais, como observado no livio do 6° ano da
colecdo Matematica e realidade, de lezzi, Dolce e Machado (2006), cujos autores
definem o conjunto infinito dos numeros naturais, abordam sucessor e ja fazem

referéncia a cardinalidade. Os autores definem, nesse livro, “finito” como algo que



33

tem fim e “infinito”, o que ndo tem fim. No livro da 62 série, da colecdo Tudo é
Matematica, de Dante (2004), o autor aborda, além dos numeros naturais, as varias
sequéncias que podem ser subtraidas do conjunto dos nameros naturais como 0s
pares, os impares, 0os quadrados perfeitos. Nessa obra, o conjunto dos nuameros

naturais é abordado do seguinte modo:

Vamos retomar o estudo da sequéncia dos niUmeros naturais:
0,1,23,4,56,7,8,9,10, 11, 12, 13, ...

O primeiro dessa sequéncia é o zero, o sucessor de zero € 0 1, o
sucessor do 1 “é 2 e assim por diante. Representa-se por sucessor
de um nimero natural qualguer n por n+1.

Como sempre encontramos 0 sucessor de um numero natural,
dizemos que a sequéncia dos nimeros naturais € infinita.
Considerando que X representa um numero natural qualquer,
represente em seu caderno os seguintes nimeros naturais:

a) o sucessor de Xx.

b) o antecessor de x, para x # 0.

C) 0 sucessor do sucessor de X.

d) o antecessor de x + 5

e) o antecessor de x — 5 quando existir.

f) o sucessor do antecessor de x, para x # 0 (DANTE, 2004, p. 19).

Também é abordada a cardinalidade, e, nessa parte, o autor da4 uma grande
énfase ao assunto. Em uma abordagem informal com professores da Matematica do
6° ano, € comum os alunos afirmarem que ‘“infinito € o ultimo nimero”, mostrando,
assim, como se da o primeiro contato formal dos alunos com o infinito em toda sua
vida escolar.

Na 72 série do ensino fundamental, séo introduzidos os conceitos de numeros
inteiros, ja distinguindo inteiros positivos e inteiros negativos. O livro-texto utilizado
para esta andlise foi o da 72 série da cole¢do Tudo € Mateméatica, de Dante (2004, p.
16, [grifo do autor]), que mostra nimeros inteiros positivos e negativos através da
reta numerada, apresentando contextos que justifiquem o sinal que afeta o numero:

Os ndmeros... -4, -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, +4, ... sdo chamados
nameros inteiros.

Se 0s numeros naturais foram criados para contar, para que servem
0S nameros inteiros? Vamos descobrir?

Um term6metro pode marcar 3 graus Celsius acima de zero ou 3
graus Celsius abaixo de zero.

Para indicar essas situacdes, utilizam-se nimeros com sinais.
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3 °C acima de zero: + 3 °C ou 3 °C (nuUmero positivo).
3 °C abaixo de zero: — 3 °C (nimero negativo).

Segundo professores que ministram aulas na 72 série, o conjunto infinito dos
nameros inteiros negativos, de certa forma, foge a capacidade de abstracdo dos
alunos, principalmente quando sdo apresentadas as operagdes com esses numeros
e quando sao definidas as relacbes de ordem, maior (=) ou menor (<) com esses
mesmos numeros negativos. A colecdo que estamos utilizando como referéncia, de

Dante (2004, p. 124, [grifos do autor]), aborda o assunto assim:

Onde esta o erro?
Ligia resolveu uma inequacdo em seu caderno. Ao fazer a
verificacdo, percebeu que algo estava errado. Veja:
-3Xx<-6
3x< 6m
X<-2 => Se X =1, substituindo na inequagéao vai dar:
-3.1<-6
-3 <-6
Mas -3 é maior que -6 !!!

Ligia errou nos calculos, pois ndo conhecia uma importante
propriedade das desigualdades:

Se a<b ec éum numero negativo, entdo:

a.c>b.c

Veja um exemplo:

3<5

3.(-2)>5.(-2)

-6 > -10

Os professores abordados convivem com um problema bastante delicado no
7° ano, ou seja, com a duvida nao rara entre os alunos: “o que significa menos
infinito”. Ainda na andlise do livro, é definido o conjunto dos numeros racionais,
explorando fracbes, numeros decimais, porcentagem, probabilidade e,
principalmente, além dos alunos conhecerem as dizimas periddicas, ja trabalham
com a identificacdo das fragcbes que geram essas dizimas, através das equacdes
algébricas, que também fazem parte do contetdo dessa série.

Conforme Dante (2004, p. 84), ainda no livro da 72 série da colecdo Tudo é

Matemaética:
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“Eu sei que 0,6666... = 2/3, porque 2 : 3 = 0,666... Mas como posso
saber que fracdo indica a dizima 0,7777?

x=0,777...

10x=7,777...

10x =7+ 0,777...

10x=7+x —> 9=7 ->x=7/9

Entéo, 0,777... =7/9”.

Esta operacdo de identificacdo da fracdo geratriz, segundo todos o0s
professores consultados, ndo € um assunto a ser discutido no 7° ano. A operagao
utilizada na identificacéo, operaces com numeros com infinitas casas decimais, nao
€ compreendida pela maioria dos alunos, tornando, assim, 0 processo mecanico,
sem a construcdo do conhecimento, refletindo de forma decisiva na 12 série do
ensino médio, quando o assunto volta a ser abordado no estudo dos conjuntos
numMEricos.

A maioria dos autores apresentam, em suas colecdes, nos livros referentes ao
8° ano do ensino fundamental, uma boa revisdo dos conjuntos numeéricos desde o0s
nameros naturais até o conjunto dos numeros racionais. E, no livro da 82 série da
colecdo Tudo é Matematica, de Dante (2004), é apresentada a primeira nocédo de
densidade de um conjunto. O autor define o conjunto dos nimeros racionais como
denso, pois sempre existe um racional entre dois racionais quaisquer. Ainda nos
livros do 8° ano, aparecem 0s nameros irracionais e o conjunto dos nameros reais.
Nos livros da 82 série, a abordagem do infinito esta limitada aos comentarios dos
professores em sala de aula, quando falam da densidade dos racionais e reais,
garantindo a seus alunos infinitos nimeros entre dois racionais ou dois reais
quaisquer. Dante (2004, p. 15, [grifos do autor]), no livro da cole¢cdo Tudo €

Matematica, da 82 série, afirma:

Vocé ja sabe: entre dois niUmeros naturais nem sempre ha um outro
namero natural. [...]

Com o0s numeros inteiros ocorre 0 mesmo. [...]

Agora veja 0 que ocorre com 0S nUmeros racionais:

Entre dois numeros racionais, sempre existe um outro ndamero
racional.

Esta é chamada propriedade da densidade dos numeros racionais.
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Dizemos, por isso, que o conjunto dos nimeros racionais € denso.

Os proprios professores aprovam o fato de os livros didaticos ndo dedicarem
espaco a essa discussao, para que caiba ao professor analisar a possibilidade ou
ndo de discutir o assunto no 8° ano. Além do livro do Dante, foram também
analisados, para o 8° ano, o livro da colegcdo Matematica ideias e desafios, de
Iracema Mori e Onaca (2006), e o livro do 8° ano da rede catodlica de educacéo.

No 9° ano, ultima série do ensino fundamental, foi analisado, além dos livros
da colecédo da rede catdlica de educacéao, o livro da colecdo Tudo é Matematica, de
Dante (2004, p. 169), em que a abordagem do infinito aparece no estudo das
funcdes.

Por exemplo, o gréfico de y = 80x, dando a x qualquer valor real, fica assim:

AY

24

80

v

y = 80x

Gréfico 1: Funcao do 1° grau.
Fonte: O autor (2011).

As construcdes graficas das fungdes remetem ao infinito destas linhas, fato
pouco explorado nas obras analisadas, assim como as propriedades de injetividade
e sobrejetividade, que nem mesmo sdo citadas. Na opinido de professores, em
relacdo aos graficos, deveria haver maior atencdo dos livros no aspecto das linhas

serem infinitas.
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Concluindo a analise da abordagem do infinito nos livros didaticos do ensino
bésico, encerramos o ensino fundamental, certos de que, apesar de a abordagem
feita pelos autores ndo ser tdo profunda, pois, basicamente, fazem-na pelos
conjuntos numericos, é decisiva para uma futura compreensao do tema infinito pelos
alunos ao ingressarem no ensino médio.

Na andlise do tema nos livros do ensino médio, a opc¢ao foi abordar o
assunto, utilizando o volume anico para as trés séries, por ser hoje 0 mais usado nas
escolas, em funcédo de um custo mais baixo para os alunos. O livro analisado, nesse
caso, € intitulado Matematica contexto e aplicacdes, de Dante (2008).

Na 12 série do ensino médio, o tema “infinito” € formalmente apresentado no
estudo dos conjuntos, que, além de definir intervalos reais, desenvolve as operacdes
com os intervalos, fazendo com que os professores trabalhem bastante com a ideia
de ndo enumeravel e infinito. Além dessa abordagem, o estudo das funcdes é bem
apresentada, dando énfase a classificacdo das funcbes como injetivas, sobrejetivas
e bijetivas, que parece ndo ser bem explorada, o que reflete no estudo de
cardinalidade para aqueles que continuardo com Mateméatica no curso superior, mais
especificamente em Andlise Real. Os gréaficos das fungbes, segundo Dante (2003, p.
23, [grifos do autor]), sdo bem explorados no aspecto da tendéncia ao infinito pelas

linhas que as representam:

Com o conjunto R dos nimeros reais, a reta fica completa, ou seja, a
cada ponto de reta corresponde um Unico numero real e,
reciprocamente, a cada numero real corresponde um unico ponto da
reta.

Por isso, dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre
0S ndmeros reais e 0s pontos da reta. Temos assim a reta real. A
seguir colocamos apenas alguns nimeros reais para exemplificar:

3
2 g 2
-

1 1 I I
2 15 -1 005 10 15 20
A primeira nogao de limite € apresentada na 22 série do ensino médio, quando

os alunos estudam as sequéncias numéricas, em particular, as progressées
aritmética e geomeétrica. O limite citado se refere & soma dos termos de uma
progressdo geométrica infinita, quando o valor absoluto da razdo € um numero

menor que 1.
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Soma dos termos de uma P.G. infinita

a, (9" -1)

Sabemos que Sn = ,q# 1.

Numa P.G. infinita, em que |q| <1, ou seja, — 1 < q< 1, verifica-se
que a expressdo (" aproxima-se de zero para n suficientemente
grande. Em outras palavras, quando n tende a + « , " tende a zero.

a,(q"-1)

Assim, de Sn =
g-1

, chegamos a:

a0-)_-a _a

q-1 q-1 1-q

S:i ,-l<qg<l1
q-1

Exemplo 1:

2 4
Vamos determinar o limite da soma da PG infinita 5 + E ......

As parcelas formam uma PG infinita na qual

2/9

a; = 3 eq-= 13 = 3.Como 3 <1, podemos usar a ormuaS—ﬁ
S 1-23 U3

Logo, o valor procurado é 1 (DANTE, 2003, p. 147-148).

A particularidade do ensino médio € a maneira como 0s professores sao
obrigados a trabalhar os assuntos das séries anteriores, pela interdependéncia dos
conteudos da Matemética. Por essa razao, intervalos infinitos, divisdo por zero,
sequéncias, enfim, assuntos que levam os professores ao tema “infinito” sao,
sistematicamente, abordados em sala de aula.

Na 32 série do ensino médio, os contetudos especificos ndo trazem maiores
polémicas acerca do infinito, mas essa série precede exames como Exame Nacional

do Ensino Médio (ENEM), vestibulares, enfim, provas que exigirdo conhecimentos
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de todo o ensino médio, logo, na atualidade, em todas as escolas, 0s assuntos sao
revistos com maior profundidade em cada conteddo, consequentemente, envolvendo
o tema “infinito”. De um modo geral, foi apresentada aqui a forma como o infinito &
abordado pelos livros didaticos das séries de todo o ensino basico, com principal
objetivo de enriquecer e justificar a escolha do tema infinito, abordagem esta, como
ja foi esclarecido, sem a preocupac¢édo de oferecer dados cientificos.

2.3 AEVOLUCAO DO CONCEITO DE INFINITO

Neste estudo, ndo se pretende apresentar a historia da Matematica ou
mesmo de uma parte “infinitamente” pequena dela. O objetivo mais importante é
cronometrar esta ideia matematica, desde seu berco aos tempos atuais de forma a
nos situarmos no tempo e espaco quanto ao tema “infinito”. O tema, por sua
importancia e abstracdo, exige esta breve incursdo histérica, sobretudo para
entender como foram construidos os conceitos de infinito e de onde vieram essas
ideias. Assim como a Matemética utilizada hoje, em diversos setores, o infinito teve
berco na Grécia Antiga, quando, por volta do século VIl a.C., 0s gregos comecam a
guestionar a prépria existéncia do homem e seu lugar no universo, procurando a
razdo, a verdade e, em meio a uma filosofia profunda, surge entdo o estudo da
l6gica, um assunto de capital importancia no estudo do infinito que tentaremos
abordar neste trabalho.

Os filosofos promovem a verdade através da Matemaética e, pela primeira vez,
em uma abordagem pelo conhecimento e ndo simplesmente por sua utilidade. Surge
em Eléia aproximadamente dois séculos e meio depois, o filésofo Zendo, que, por
meio de quatro paradoxos, trouxe o “Horror ao infinito”. Na época, os gregos se
negavam as discussdes sobre o infinito e o continuo, sendo que Zendo mergulha na
discusséo, a partir dos passos gerados por duas concepg¢des envolvendo o infinito. A
concepcao continuista que considera 0 namero, 0 espagco e a matéria como
divisiveis ao infinito e a concepcéo baseada na existéncia de elementos primitivos
indivisiveis, caracterizando a concepg¢éo do atomo (EVES, 2004).

O paradoxo de Aquiles e Tartaruga caracterizam bem o impasse que ocorre

entre a nao divisibilidade ao infinito do espaco e do tempo e a concepcao
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continuista. Zendo propde uma corrida disputada entre Aquiles e uma tartaruga e,
por ser desportista, oferece uma vantagem inicial para a tartaruga. Desse modo, é
dada a largada: Aquiles percorre aquele espaco dado como vantagem e a tartaruga
avanca um pouco. Apesar de o espaco entre eles ter diminuido, a tartaruga mantém
a vantagem. A corrida entdo se desenvolve repetindo-se esse processo, ou seja,
Aquiles cobre a nova distancia que os separa e a tartaruga avanga mais um pouco
e, assim, sucessivamente. Dessa forma, Aquiles jamais alcancara a tartaruga. O
impasse gerado contrapde a dificuldade em considerar infinitos espacos cada vez
menores e a impossibilidade de conceber que a soma desses infinitos espacos
possa ser finita (MONTEIRO, 2004).

No paradoxo da dicotomia, a argumentacao € mais clara quando propde que,
para um movel percorrer uma linha inteira, primeiro deve transpor metade dessa
linha, e, em seguida, metade dessa metade e, assim, sucessivamente, até chegar
ao infinito.

Com esses dois exemplos dos paradoxos de Zendo, é razoavel imaginar o
impacto causado entre os filésofos na Grécia antiga, pois, pela nocdo de infinito,
Zendo tenta provar a inconsisténcia dos conceitos de multiplos e divisores.

Mas é importante se registrar, neste estudo, que Pitdgoras, cem anos antes
de Zendo, ja teria identificado os numeros irracionais, de vital importancia na
concepcao de cardinalidade dos conjuntos infinitos. Segundo Boyer (2001), Zené&o
mostrou contradicbes entre grandezas infinitamente divisiveis e grandezas
indivisiveis com seus paradoxos, causando muita preocupacao entre 0S gregos,
principalmente por conhecerem os irracionais descobertos pelos pitagoricos.

Platdo e seus discipulos utilizavam o método criado por Eudoxo, chamado de
método da exaustdo, para calcular areas e volumes, como fuga ao calculo atraves
de soma de infinitas parcelas, o que envolve valores infinitesimais, e, com isso,
distancia a Grécia antiga do estudo do infinito (EVES, 2004). Essa passagem na
histéria do infinito evidencia o nivel de abstragdo que o infinito provocou e,
pretendemos constatar neste estudo que provoca discussdes e duvidas até hoje no
estudo da Matemaética.

Por volta do ano de 350 a.C., Aristoteles veio estudar os paradoxos de Zenao
e os intitulou por Aquiles, Seta, Dicotomia e Estadio, nhomes que passaram a
identifica-los como até hoje. As argumentacfes de Zendo levaram a discussédo do

infinito visto por dois horizontes: um conhecido por infinito Potencial, formalizado
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como uma constru¢cdo da mente humana, necessaria na resolugdo de problemas
com grandezas infinitamente pequenas ou infinitamente grandes, de forma a
caracterizar algo nao alcancavel, e o infinito atual, ja admitindo a existéncia de uma
entidade de dimensdes nao finitas, mas algo que, de fato, existe apesar de ser
infinito, passivel de uma formaliza¢@o. A polémica do infinito através dos tempos nos
remete sempre a discussdes, criticas, como na época de Aristoteles (1996, p. 71-
88), que acreditava no infinito potencial, negava o infinito atual, como fica claro em

suas colocacdes:

Se é impossivel que um lugar seja infinito e que todo o corpo ocupa
um lugar, entdo € impossivel que esse corpo seja infinito. (...) Pois
bem, se o infinito ndo se pode quantificar — sendo uma quantidade
como de duas ou trés coisas, pois isto é o que significa quantidade —
assim também o que esta num lugar é assim porque ocupa algum
sitio: e isto para cima ou para baixo, ocupando uma das seis
direccdes, e cada uma destas apresenta um certo limite. Fica claro
gue na actualidade ndo existe um corpo infinito. (...) Tornando-se
evidente que o infinito existe num sentido e noutro ndo. Pois bem,
diz-se que é, por um lado, em poténcia e por outro em actualidade.
(...) De maneira que existe um numero infinito em poténcia e nao
actualidade.

Arquimedes de Siracusa foi outra personalidade da Histéria que muito
contribuiu no estudo do infinito. Seu trabalho, escrito por volta de 250 a.C., foi
considerado um dos que mais contribuiram para o Calculo Integral. Utilizou o
método de exaustdo para determinar o valor da area de um poligono regular
aumentando o numero de lados, aproximando-o da area de um circulo. Esse
meétodo, da exaustao, criado por Eudoxo, € fundamental no Calculo, por ser hoje o
caminho do limite com a utilizacdo de somas de infinitas parcelas, o que néo era
considerado quando de sua criagao (SAMPAIO, 2010).

Até entdo, apesar de negar o infinito, os gregos foram os primeiros a tomar
consciéncia dos problemas relacionados com o conjunto infinito, permitindo, em
seus trabalhos, o principio dos estudos desse tema t&o polémico ao longo da historia
da Matemética.

Poucos registros sdo conhecidos sobre o tema “infinito” a partir do periodo

citado e continuou assim, na ldade Média, apesar de ja se ter constatado muita
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producdo matematica naquele periodo, que foi aproximadamente de 476 a 1453,
orientado pelas ideias de Platdo e de Aristoteles. Aristoteles inspirou Sdo Tomas de
Aquino, que também negava o infinito atual (um objeto pré-existéncia de dimensdes
nao finitas) e mesmo antes dele, Santo Agostinho, em sua obra Civitas Dei, aceita a
sequéncia dos numeros inteiros como um infinito atual, mas o infinito absoluto é uma
dadiva de Deus (SAMPAIO, 2010).

Segundo Sampaio (2010), durante a Idade Média, marcada por alguns
historiadores entre a queda de Roma em 476 e a queda de Constantinopla em 1453,
h& poucos registros acerca do desenvolvimento das ciéncias, particularmente da
Matematica, prevalecendo o pensamento de Platdo e Aristdteles, mas como ja
relatamos, foi uma época rica na producdo de Matematica. Ao final da Idade Média,
com a queda de Constantinopla, foram recuperadas obras acerca do pensamento
grego, como o horror ao infinito, e levadas ao Ocidente. Esse pensamento, vindo da
Grécia antiga, ndo chegou a contaminar os filésofos escolasticos os quais, alguns
sabios gregos foram conduzidos para o Ocidente, levando com eles o pensamento
grego, o horror ao infinito, bem caracterizado na Grécia antiga, fato que né&o
contaminou os filésofos escolasticos, os quais, debrucados em estudos sobre o
infinito, trouxeram a tona este, que era um grande problema da Matematica,
trazendo como consequéncia o desenvolvimento do céalculo infinitesimal no século
XVII. Durante a Idade Média, a Igreja teve um papel muito importante na sociedade,
e alguns religiosos como Sdo Tomas de Agquino e Santo Agostinho tiveram papel

importante na discussao do infinito.
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Santo Agostinho (1993, p. 83) afirma:

Dizer que nem a ciéncia de Deus é capaz de compreender as coisas
infinitas € o que lhes falta ao atrevimento, para precipitar-se na
voragem de profunda impiedade, que afirma n&o conhecer Deus
todos os numeros. E muito certo que séo infinitos. Com efeito, seja
gual for o nimero que pretendas formar, ndo apenas pode aumentar
pela adicdo de uma unidade, mas também, por maior que seja e por
mais prodigiosa que seja a quantidade que encerra em si a razéo e
ciéncia dos numeros, ndo somente pode ser duplicada, mas também
multiplicada ao infinito. (...) Tal infinidade conjunta de todos os
nameros € que escapa a ciéncia de Deus, que compreende certa
guantidade de numeros e ignora os demais? Quem dira, por mais
louco que esteja?

O século XVII foi considerado século do génio. De muita importancia para 0s
matematicos, com o desenvolvimento do célculo infinitesimal, somas de infinitas
parcelas, enfim, a Matematica avancou, principalmente, no tema deste trabalho,
sendo estabelecida pela primeira vez a correspondéncia entre termos infinitos por
Galileu Galilei (1638), em sua obra Dialogos relativos a duas novas ciéncias, quando
relacionou (sistema um a um) o conjunto dos inteiros e o conjunto dos quadrados
perfeitos, sem trazer a discussdo a cardinalidade, mas afirmando que quantias
infinitas ndo devem ser comparadas (maior que, menor que ou igual a), gerando um
paradoxo com suas conclusdes, de que nem o conjunto de inteiros € maior que o de
guadrados nem o de quadrados é menor que o de inteiros (SAMPAIO, 2010).

Em 1655, no trabalho de Jonh Walllis, aparece pela primeira vez o simbolo “~”
para representar 1/0, introduzindo o estudo das séries infinitas que serviram de
inspiracdo a lsaac Newton (1642-1727) ao escrever sua “Teoria das fluxdes”, em
que os infinitesimais eram chamados “momentos de fluxdes” (SAMPAIO, 2010).
Paralelamente a Newton, aparece Leibniz, que introduziu a notacdo hoje usada de
calculos diferenciais e célculos integrais. Foi ele quem fixou dx e dy com as
diferencas menores possiveis. Os processos utilizados por Newton, a Teoria das
fluxdes, sdo bem proximos do que é feito hoje, mas a grande aceitacdo das
comunidades matematicas foi mesmo com as notacbes diferenciais de Leibniz
(SAMPAIO, 2010).
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No século XVIII, um dos maiores nomes de producdo Matematica, Leonhard
Euler (1707-1783), surge na cidade de Basiléia e revoluciona a producdo de
Matematica, tendo 560 trabalhos publicados em vida e muitos outros apds sua
morte. Muitos simbolos como e, T, i, f(x), entre outros, foram de sua
responsabilidade, e, dentro do tema escolhido para esta dissertagéo, segundo Struik
(1997 apud SAMPAIO, 2010, p. 9-10), “O grande prestigio de seus textos resolveu
para sempre muitas questdes controversas sobre a notacdo na algebra e no calculo
infinitesimal”. Euler mantinha correspondéncia frequente com D’Alambert, da Franca.
Este acreditava que o calculo tinha de fundamentar-se na ideia de limite substituindo
quantidades infinitesimais. D’Alambert nunca aceitou o infinito atual por pensar
sempre em grandezas geométricas, 0 que o remetia a um infinito potencial. Ainda no
século XVIII, surgiu Lagrange, que viveu durante a Revolucdo Francesa e que
rejeitou as teorias de limite de Newton e D’Alembert, dedicando-se ao calculo pela
algebra (SAMPAIO, 2010).

A grande discussao do infinito se iniciaria, de fato, no século XIX. Até entao,
0s matematicos ndo haviam ainda aprofundado no tema e alguns deles evitavam, de
alguma forma, esta discussdo. A partir desse século, influenciados talvez pela
Revolucdo Francesa, surgem matematicos de mentes mais abertas, provocando
uma revolucdo nas ciéncias, em particular na Matemética, que passa a ser uma
ciéncia autbnoma, independente de outras areas de conhecimento. Assim, a partir
daqui, a Matemética se subdivide em duas areas de conhecimento: a de Matematica
pura e a de Matematica aplicada, e os matematicos comecam a refletir sobre os
fundamentos da Matematica e ndo sé sobre os resultados obtidos atraves dela.

Vale lembrar que um dos propulsores desses estudos foi Augustin Cauchy
(1789-1857), que buscou dar respostas através do calculo a uma série de paradoxos
gue aterrorizavam a Matematica desde Zenao de Eléia. Foi ele quem fundamentou o
calculo utilizado hoje e, principalmente, o conceito de integral como limite de uma
soma. Ainda nessa época, surge Karl Weierstrass (1815-1897), que, além dos
trabalhos na Matematica, como professor, defendeu o rigor no estudo das séries
infinitas (SAMPAIO, 2010).

Grandes matematicos como Cauchy, Bolzano e Weierstrass desenvolveram,
com rigor, os métodos de calculo infinitesimal com base na nogéo de limite.

Bolzano (1991), nascido em Praga, defende o infinito atual em sua obra

Paradoxos do infinito, mudando a histéria do infinito, e, em seus estudos, tenta
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estabelecer um critério de comparacgéo entre conjuntos infinitos, fazendo sobressair
a importancia da cardinalidade nesses conjuntos infinitos, como se pode observar

em seu proprio texto:

Quando dois conjuntos séo infinitos, pode haver uma relacao tal que,
por um lado é possivel associar cada elemento do primeiro conjunto
com algum elemento do segundo de tal forma que nenhum elemento
dos dois conjuntos fique sem associacao e também que nenhum dos
elementos tenha mais que uma associacdo, e por outro lado é
possivel que um conjunto possa conter 0 outro como uma parte de si
(BOLZANO, 1991, p. 64).

Bolzano, apesar de ter trabalhado, exaustivamente, o infinito, ndo conseguiu
responder ao grande questionamento: o que € o infinito?

Na tentativa de responder a essa pergunta, Dedekind, inspirado em Eudoxo e
na Teoria das proporcdes, construiu a teoria rigorosa sobre os irracionais,
eliminando os “buracos” existentes na reta quando os pontos da reta estédo
associados aos numeros, criando 0os numeros reais e definindo o conjunto infinito.
Cantor, também preocupado com a mesma pergunta sobre o infinito, criou a Teoria
dos conjuntos que, nas palavras de Hilbert, grande matematico que em uma
conferéncia formalizou 23 Problemas Mateméaticos sem solucdo. Hilbert (apud
SAMPAIO, 2010, p. 219), na conferéncia que deu a 4 de junho de 1925, afirmou:
"ninguém nos expulsara do paraiso que Cantor criou para nés”. Assim, a partir das
consideragdes apresentadas, temos um reflexo da importancia da construcdo de
Cantor para o universo da Matematica

Todos os matematicos citados a partir do século XIX aprofundaram estudos
sobre infinito, outros vém substituindo, partindo dos estudos dos anteriores, e, na
verdade, o infinito ndo s6 no passado, mas também hoje em dia, € um tema
abstrato, haja vista que todos os seres humanos tém uma pré-concepc¢ao do infinito,
conflitante com o que realmente representa para a Matemética e a continuidade do
desenvolvimento dessa Matematica, pois, com certeza, ainda ha muito a ser

compreendido acerca desse tema.
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2.4 CONCEITO DE INFINITO E A EDUCACAO MATEMATICA

O grande desafio da Educacdo Matematica, cada vez mais presente no
contexto educacional, é facilitar, contextualizar, melhorar o processo de ensino-
aprendizagem, enfim, humanizar uma éarea de conhecimento que ndo tem tido
sucesso nas salas de aula na forma em que, tradicionalmente, é apresentada.
Seguindo essa orientacdo, este trabalho se caracteriza, sobretudo, por apresentar
um tema bastante arido, de uma forma mais suave, mais compreensivel, mais
acessivel, mesmo para quem nédo tem tanta afinidade com o estudo de Analise Real.
Para tanto, com base na dissertacdo de Mestrado de Flavio Luiz Amadei (2005),
intitulada O infinito: um obstaculo no estudo da Matemética, vamos tentar mostrar
que, mesmo enfrentando extrema abstracdo desse tema, existem pesquisas
envolvendo o infinito com as mais variadas abordagens possiveis. Amadei utilizou-
se de trés artigos que abrangem pesquisas em Educacdo Matematica para
esclarecer como a Educacdo Matematica percebe o tema “infinito” no processo
ensino-aprendizagem. O primeiro artigo usado por Amadei, de John Monaghan,
intitulado "ldeias do infinito", descreve uma pesquisa realizada com jovens na
iminéncia de ingressar nas universidades, normalmente com menos de 19 anos,
sobre como percebem o infinito. O objetivo de Monaghan, segundo Amadei (2005)
em sua dissertacdo, era obter um resultado ndo contaminado pelo que,
tecnicamente, tem-se estabelecido sobre infinito como no célculo de limite ou nos
estudos de Cantor, mas, de qualquer forma, sabia ser impossivel ndo haver alguma
correlagcdo com estudos ja tradicionalmente conhecidos do infinito.

No trabalho de Amadei (2005), foram abordadas, em primeiro lugar, as
armadilhas potenciais a que estdo sujeitas pesquisas em Matematica envolvendo o
tema “infinito”. Entre as possiveis armadilhas, talvez a mais importante delas seja a
possibilidade de percepcdo do entendimento dos entrevistados do conceito de
infinito, a fim de perceber como esses jovens interpretam processos que nunca
acabam, tais como a subdivisdo de um segmento de reta ou de sequéncias
interminaveis de numeros como 0s naturais ou mesmo o fato de uma operacao
continuar indefinidamente. A principal causa dessa armadilha, segundo o artigo, &
como abordar o jovem acerca desse conceito, se a vida é aparentemente finita, o

que sugere a falta de referéncias para argumentacdo, levando esse jovem a
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responder sem que tenha muito sentido o que relatou ou acreditando entender,
apresente uma resposta para que tenha certo significado, tornando o resultado de
pesquisa muito perigoso, ou ainda a possibilidade de o jovem entender algo
diferente do que o pesquisador pretende, e, ndo muito raro, o pesquisador nao
perceber essa interpretacéo errada do objeto da pesquisa. E fato que tais problemas
nao sao exclusividade desse tipo de pesquisa, mas 0 tema se apresenta como
agravante para equivocos de interpretacao.

Um segundo problema, também considerado uma armadilha, é a forma como
a maioria dos professores de Matemética se referem ao infinito, como
contextualizam o tema em seus contetdos em sala de aula. De acordo com o relato
de Amadei (2005), professores de Matematica tratam do assunto naturalmente,
guando citam séries que nunca terminam, mas que apresentam uma resposta exata,
como no exemplo das progressfes geométricas no ensino meédio: a adicdo dos
termos da sequéncia: 0,1 + 0,01 + 0,001 + ... que ndo para nunca, um valor definido.
O que ocorre, de fato, nesses casos, € que os professores ndo se situam, como
seus alunos, no tempo e no espaco, ao fazerem uma analise de forma tdo simples.
Para a maioria dos alunos, hd um problema a ser superado: como adicionar infinitas
parcelas sem considerar que € preciso um tempo infinito para efetuar esta
operacédo? Segundo Monaghan (2001 apud AMADEI, 2005, p. 72): "Isto, no entanto
€ estranho e ndo devemos esquecer que € estranho. Isto ndo ocorre como no
mundo real". O autor afirma que, fora da Matematica, € impossivel continuar
somando para sempre, pois morre-se antes. Segundo Monaghan, em um outro
trabalho, nesse sentido, de Nunes (1970), existem fortes indicios de que a pesquisa
caiu nessa armadilha. Ao formular a jovens entre 8 e 12 anos um problema que
consiste em ir de um lado a outro de uma mesa, progredindo a cada etapa, a
metade da distancia que ainda falta até atingir o outro lado da mesa, e, no final, os
alunos deveriam responder se o outro lado da mesa seria atingido algum dia. Apesar
de Nunes tentar explorar um dos paradoxos de Zendo com jovens, por nao
conhecerem as complicacbes mateméticas, dificilmente perceberiam o paradoxo.
Um resultado importante nessa pesquisa é a forma como criancas de diferentes
idades usavam argumentos finitos e infinitos sobre o problema.

Nesse artigo, Monaghan (apud AMADEI, 2005) faz uma analise do trabalho

de Jean Piaget, referente a natureza contraditoria do infinito, questionando suas

afirmacdes que criancas veem o infinito de uma forma hierarquica, em forma de
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estagios, e consistente. Suas criticas se baseiam no trabalho de Fishbein, e um
grupo de colegas utilizaram referéncias tedricas posteriores a Jean Piaget, com base
na natureza contraditoria dos conceitos que os jovens tém quanto a limite e infinito.
Neste estudo, o processo de intuicdo tem importante papel no trabalho de Fishbein,
cuja principal hipotese por ele considerada é que nossa intuicdo do infinito é
contraditoria por contrastar com todos 0s nossos esquemas logicos adaptados ao
que é finito. Essas constatacdes, na pesquisa realizada, foram concluidas pelas
respostas antagbnicas obtidas no desenvolvimento do trabalho, variando entre
raciocinios infinitistas e outros finitistas. Fishbein trabalhou com 470 individuos, entre
10 e 15 anos, e obteve uma série de outros resultados propostos por sua pesquisa.

Importa ressaltar que a proposta deste trabalho n&o inclui um estudo
detalhado do infinito sob o olhar da Educacdo Matematica, mas achamos de grande
importancia o trabalho de Monaghan, que bem caracteriza a grande preocupacao
dessa nova area de conhecimento com as dificuldades no estudo da Matematica. A
Educacdo Matematica, consolidada nos tempos atuais, ja representa parte
significativa na preocupacédo de professores de todas as séries, tanto do ensino
basico quanto do ensino superior, com relacdo a aprendizagem dos contetdos da
Matemética.

Hoje, ndo é raro observar a grande preocupacdo de professores de
Matematica com o fracasso de seus alunos, quando o fracasso atinge um numero
significativo em uma sala de aula, principalmente nas séries do ensino basico.

A Matematica permite melhor compreensdao do que as atuais propostas e,
com o avanco significativo, a Educacdo Matematica caminha ocupando as lacunas
gue a Matematica, por si sO, ndo preenche e, neste trabalho, esta representa maior

preocupacao.

2.5 INFINITO: A FORMALIZACAO

O infinito, tema motivador deste trabalho, aparece das mais variadas formas
desde Zendo de Eléia, com seus paradoxos que criaram o horror ao infinito na
antiga Grécia, até os estudos de Cantor, no final do século XIX, que tanto encantam

na Matematica até os dias de hoje. O infinito aparece na ideia de Zenéo, quando, em
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um de seus paradoxos, propbe que um segmento de reta pode ser dividido
indefinidamente, ou quando se obtém o circulo como “estado resultante” de uma
sequéncia de poligonos regulares quando o numero de lados aumenta
indefinidamente, segundo o artigo de Antdnio Luis Mometti e da professora Dr2.
Janete Bolite Frant (2010), da Pontificia Universidade Catdlica (PUC) de S&o Paulo,
intitulado “O infinito e as metéforas no ensino de Calculo”, ou ainda quando lemos no
livro didatico do 7° ano do ensino fundamental, de Dante (2004), no estudo dos
nameros racionais a igualdade 0,9999... = 1.

Além das formas aqui relacionadas identificando como o infinito se apresenta,
€ possivel enumerar muitas outras. Particularmente, a melhor forma de se trabalhar
com o infinito e ter um pouco mais de controle acerca de resultados sdo 0s
processos de limites. A opcdo escolhida neste trabalho, para a abordagem do
infinito, foi através da cardinalidade dos conjuntos e das séries infinitas que
representam somas de infinitas parcelas. Esta opcéo foi motivada, principalmente,
por ser o processo de contagem e 0s conjuntos nuMEricos por serem 0s conteudos

mais importantes e também mais explorados no ensino basico.

2.5.1 A cardinalidade na sua forma mais simples

Como este trabalho serd norteado pela cardinalidade, sera apresentada,
neste subitem, a construcdo do conceito de cardinalidade em sua forma mais
elementar, presente nas primeiras nocées de contagem desenvolvidas com as
criancas na educacdo infantil, a partir dos 5 anos, e nas séries iniciais do ensino
fundamental. Com isso, poder-se-a ter maior clareza desse conceito na analise dos
conjuntos finitos, facilitando, de forma decisiva, a introducdo do conceito de
cardinalidade dos conjuntos infinitos, que sera apresentada mais a frente.

O primeiro contato das criangas com o conjunto N dos numeros naturais se da
de uma forma natural e gradativa, com a contagem de objetos de colecfes finitas,
apresentadas de forma ladica, por meio de desenhos ou com os préprios objetos
das colecdes, para que o0 exercicio da contagem seja estimulado, como se pode
observar tanto no livro para educacao infantil intitulado Vai comecar a brincadeira,

de Marilia Centuriun e Arnaldo Rodrigues (2007), como no livro para a 12 série do
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ensino fundamental, Pensar e construir, de Maria Inéz de Castro Cerullo, Maria
Tomie Shirahise Sato e Regina Maria Chacur (2002).

Nos primeiros contatos, independente de a crianga estar “contando” objetos
mentalmente ou utilizando os cardinais que representam essas quantidades, todo
processo de contagem sempre apresenta uma sequéncia de numeros naturais que
vai do numero natural 1 (um) até o natural “n”, que representa a quantidade total de
objetos daquela colecdo. Este numero natural, que indica a quantidade de objetos
de uma colecao, é traduzido como quantidade de elementos de um conjunto. Assim
como nas séries iniciais, a enumeracdo dos elementos de um conjunto finito seré
feita utilizando-se uma sequéncia de naturais a partir do nimero natural 1 (um) até o
natural “n”, que representara a cardinalidade do conjunto. Para essa enumeracao,
sdo utilizados subconjuntos finitos do conjunto dos nuameros naturais que Ss&o
representados por gamma indice n (I" ), onde I', ={1,2,3...,n}.

Assim como nhas séries iniciais em que sdo identificadas quantidades

diferentes por cardinais diferentes, tem-se aqui, para m#n, I' _# I, ou seja, ndo

existird correspondéncia biunivoca (um a um) entre 0s respectivos conjuntos
gamma, evidenciando cardinalidades diferentes: card ( I ,,)=m e card ( I" ,)=n como
m#n, card ( I, )#card (.T ).

Outra ferramenta de grande utilidade no estudo da cardinalidade é o estudo
das funcdes, que permite afirmar que dois conjuntos tém a mesma cardinalidade se
existir uma funcédo de um conjunto no outro que seja bijetiva.

Para ilustrar a ideia, sera analisado o conjunto dos dias da semana, cuja
cardinalidade é 7, e o conjunto dos dedos de uma mao, cuja cardinalidade é 5, logo,
ndo ha possibilidade de haver uma relacdo biunivoca entre os elementos desses
conjuntos, que teriam correspondéncia, respectivamente, com 0S conjuntos gamma:
r.={1,2,3,45,6,7te I's={1,2,3,4,5}.

2.5.2 Injetividade e bijetividade

Para tratarmos do tema infinito, como ja foi esclarecido, optamos por aborda-

lo pelo aspecto da cardinalidade dos conjuntos. A cardinalidade, depois da primeira
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andlise para conjuntos finitos, sera abordada de forma mais rigorosa para conjuntos
infinitos um pouco mais a frente. Informalmente, dizemos que é o “tamanho” de um
conjunto, ou ainda, a quantidade de elementos desse conjunto. Nos conjuntos
finitos, apesar de ndo ser tdo simples, € razoavel entender que uma contagem seria
suficiente para esta medida do “tamanho” do conjunto, mas, nos conjuntos infinitos,
a contagem fica prejudicada, obrigando-nos a utilizar outro procedimento. Vamos
entdo buscar, nas funcdes, ferramentas para a medicdo do que chamamos,
informalmente, de “tamanho” dos conjuntos infinitos. A partir das propriedades de
injetividade e bijetividade das funcdes, sera possivel fazer uma andlise completa
sobre quantidade de elementos de conjuntos infinitos.

Revendo de forma sucinta a definicdo, uma funcédo de um conjunto A em um
conjunto B, representada por f: A —» B, significa uma relagdo entre os conjuntos,
através de uma férmula ou uma regra que, quando aplicada aos elementos do
conjunto A, fornece correspondentes no conjunto B. Nessa relacdo, o conjunto A,
conjunto de partida da funcdo, é chamado dominio, enquanto que o conjunto de
chegada, conjunto B, é chamado contradominio da funcéo. E através da regra f que
associamos elementos do conjunto A com elementos do conjunto B. Vale lembrar
gue ndo sao todas as relagbes entre conjuntos que vao caracterizar funcdes. Na
verdade, uma relagdo entre dois conjuntos A e B é chamada de funcao, se, e
somente se, todo elemento do conjunto A, dominio da funcéo, tem um, e somente
um, elemento correspondente no conjunto B, contradominio dessa funcéo.

A partir da definicdo de funcédo, passamos a falar das ferramentas que as
funcdes vao nos fornecer para entender a cardinalidade dos conjuntos. Se, em
nossa pratica docente, o professor tivesse a visdo e sensibilidade da importancia
das funcbes no estudo de um ente matematico, tdo complexo e abstrato como é o
infinito, certamente, teria detalhado melhor as funcgdes, principalmente quanto as
propriedades de injetividade, sobrejetividade e bijetividade.

Ao definir funcdes, vimos que ao conjunto B, contradominio da funcgéo, é
permitido ter elementos que ndo tém correspondente no conjunto A, dominio da
funcdo, e ainda é permitido que um mesmo elemento do conjunto B tenha mais de
um correspondente no conjunto A, dominio da funcdo. Essa liberdade gerou uma
forma de classificacdo das fungdes, que vai ser decisiva para 0 N0sso proposito com

conjuntos infinitos.
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Assim, as func¢des sao classificadas como injetoras ou injetivas, quando cada
elemento do conjunto B (contradominio) € correspondente a um, e somente um,
elemento do conjunto A (dominio), e sobrejetora ou sobrejetiva, quando todo
elemento do conjunto B (contradominio) tiver pelo menos um correspondente no
conjunto A (dominio). Se ocorrerem as duas situacdes simultaneamente, chamamos
a funcdo de bijetora ou bijetiva. Os livros didaticos que foram consultados
apresentam esta definicAo sem a preocupacdo com a fomalizacdo matematica,

ilustrando com exemplos que passamos a mostrar a seguir.

Exemplo 1: Dados os conjuntos A = {1,2} e B = {2,3,4,5,6}, e a funcéo f:
A— B, que associa cada elemento de A ao seu triplo em B, representa uma fungéo
injetiva, pois, a cada elemento de B, corresponde um unico elemento em A como se
segue: f(1) = 3 e f(2) = 6. Mas a funcéo f ndo é sobrejetiva, pois existem elementos

em B que ndo tém correspondente no conjunto A.

Exemplo 2: A funcdo f: R—» R chamada de funcao real e definida pela regra
f(x) = x + 2 é bijetiva, visto que ela €&, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva; cada
elemento do contradominio R tem como correspondente, no dominio R, um outro

elemento, duas unidades menor que ele, que sempre existe e é Unico.

Exemplo 3: A funcdo f: R— R, definida pela regra f(x) = x? , é sobrejetiva,
pois todo numero real, positivo ou zero, é imagem de pelo menos um elemento de R
pela funcéo, (x = +./f(x) ), mas ndo é injetiva, pois temos dois valores distintos de x

para um mesmo valor de f(x), ou seja, para f(x) = 9, x pode ser +3 ou -3.

Exemplo 4: A fungéo sucessora, f: N— N definida por f(n) = n + 1 € injetora,
pois qualquer numero natural, com exce¢ao do primeiro, é sucessor de apenas outro
natural pela propria caracteristica basica do conjunto N de representar a contagem
matematica. Assim, o numero natural 2 é sucessor do 1, 0 3 é sucessor do 2,04 é
sucessor do 3, e assim por diante. Mas a funcdo néo é sobrejetora em fungédo de o
primeiro numero natural, 0 que para este estudo serda o numero 1 (um), ndo ser
sucessor de outro natural, descaracterizando a sobrejetividade, como mostra o

Diagrama 1 a seguir:
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Diagrama 1: Fung&o sucessora.
Fonte: O autor (2011).

Relembramos que os exemplos utilizados foram extraidos do livro didatico do
ensino meédio intitulado Matematica contexto e aplicacdes, de Luis Roberto Dante
(2003). Percebemos que o nivel de exigéncia na 12 série do ensino médio nao
requer muita abstracao, por isso permite ao professor aprofundar no tema em funcéo
da assimilacdo da turma.

Traduzindo essas duas importantes propriedades das fungbes para uma
linguagem matematica, com certo rigor, teremos a injetividade e a sobrejetividade.
Injetividade:

Uma fungdo f: A — B chama-se injetiva quando, dados y e x quaisquer no
conjunto A, temos que f(x)=f(y) somente se x=y. Podemos também enunciar pela
negacao se x#£y em A, entao f(x)#f(y), no conjunto B. Como foram utilizadas as duas
notacdes, esclarecemos que f € a funcédo e f(x) ou f(y) e representam valores que a
funcdo assume nos pontos x e y do dominio da funcdo. O melhor exemplo dessa
propriedade é a funcdo comumente chamada de inclusdo, que se caracteriza por
relacionar elementos iguais de um conjunto em um outro que o contém, ou seja, Ac
B ei: A— B é afuncédo que leva o elemento a € A no elemento i(a)=a € B, logo,
obrigatoriamente, este € um bom exemplo de injetividade.

Sobrejetividade:

Uma fungado f: A — B é sobrejetiva quando, para todo y € B, existe pelo
menos um x € A tal que f(x)=y.

Assim, dessas propriedades, podemos extrair ferramentas importantes para

lidar com quantidades de elementos dos conjuntos infinitos.
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2.5.3 Aprofundando no tema cardinalidade

Antes de nos aprofundarmos no tema infinito, vamos reafirmar algumas
consideragdes envolvendo a cardinalidade dos conjuntos que, perdendo o rigor
exigido pelo tema, informalmente, dizemos que € o “tamanho” de um conjunto,
informacéo esta ndo tdo importante para este estudo e, podemos assegurar, nao &
um assunto tdo simples de ser estudado. Cumpre ressaltar, o que, de fato,
estudaremos é a comparagdo entre os tamanhos de dois conjuntos, permitindo, a
partir dessas informacdes, lidar com a cardinalidade dos conjuntos infinitos, ou seja,
pretendemos comparar “infinitos”.

Esta analise de cardinalidade por comparacéo esta bem estruturada por Paul
H. Halmos (2001), em sua obra Teoria ingénua dos conjuntos, mostrando que a
contagem parece ser, em um primeiro momento, a maneira mais adequada para
analisar o tamanho de um conjunto, mas nao resiste a uma analise superficial para
se mostrar ineficaz. Para a contagem, € natural que se proceda a ordenacdo de
seus elementos e, como podemos ordenar os elementos de um conjunto de varias
maneiras, o numero ordinal resultante pode refletir em “tamanhos” diferentes para o
mesmao conjunto.

Como ja mencionado, faremos a comparacao entre os tamanhos de dois
conjuntos e, para tanto, utilizaremos o processo que chamamos EQUIVALENCIA, ou
seja, uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois conjuntos, que
definimos como uma bijecéo entre os conjuntos X e Y. Podemos entdo escrever: Se
X e Y tém uma correspondéncia um a um entre seus elementos, ou seja, se existe
uma bijecdo entre os conjuntos X e Y, entdo, X e Y sdo equivalentes, que
representamos X= Y, ou ainda card(X) = card(Y).

Caso X e Y sejam tais que X é equivalente a um subconjunto de Y, dizemos
que Y domina X, e representaremos X Y, ou card(X) < card(Y).

A partir da nocdo apresentada por Paul H. Halmos sobre equivaléncia de
conjuntos, vamos normatizar as notacdes que serdo utilizadas, apresentando o
conjunto N = {1,2,3,...} dos nimeros naturais e os subconjuntos de N, finitos, que
passamos a apresentar.

Fixado n eN, I', representard o conjunto de nimeros naturais consecutivos

[{Pg 1)

que vao de “1” até “n”, ou seja, ', ={p eN; 1 <p <n} ={1,2,3,...,n}, ja apresentado
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aqui neste trabalho nas primeiras nocOes de cardinalidade e que passamos a
formalizar com mais rigor. Definimos também a cardinalidade desses subconjuntos
pelo numero “n”, sendo representada pela quantidade de elementos desses
subconjuntos, e escrevemos: card (I',) = n, onde se |é: cardinalidade de gamma n

igual a n. Definimos card (¢ ) = 0, onde “¢” representa o conjunto vazio.

Definidos os subconjuntos T', de N, passamos a analisar a cardinalidade dos
conjuntos resultantes de operacfes com estes subconjuntos.

card (I') =n

Como T ,representa os naturais até n, I', = {1,2, ..., n}, temos:

I'nN 'y =T;o0ndei=minimo {m, n}

I'n Uy =T jonde i =maximo {m, n}

Por tanto, segue que:

card (I'n N T ) = minimo {m,n}

card (I', UT 1) = maximo {m,n}

Faremos, a seguir, uma andlise mais rigorosa da cardinalidade de conjuntos
finitos e infinitos, tomando sempre como referéncia o conjunto N dos numeros

naturais e seus subconjuntos finitos que acabamos de definir.

2.5.4 Conjuntos finitos, infinitos, limitados e ilimitados

2.5.4.1 Conjuntos finitos

Comecaremos com 0 seguinte teorema basico, mas de grande importancia

para nossos propositos neste estudo.

Teorema 1: “Sejam X um conjunto ndo vazio e 0s numeros naturais n e m.
Suponhamos que existam funcdes f e g bijetoras entre X e I',; e entre X e T'y
respectivamente, entdo n = m”.

Para demonstrar esse teorema, € preciso que esteja bastante claro o que ele

nos diz. Por intuicdo e razoabilidade, a bijecdo entre o conjunto X e um conjunto
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gamma significa a contagem dos elementos do conjunto X, pois, fazendo, por
exemplo, na bijecdo f: T', — X, a correspondéncia biunivoca entre os elementos dos
dois conjuntos e colocando f(1)=x;, f(2)=xz, ..., f(N)=X,, obtemos entdo a contagem
dos “n” elementos do conjunto X. Da mesma forma, por ser a fungédo g: T' ,, »X outra
bijecdo, temos a enumeracdo dos, agora, “m” elementos do conjunto X, bastando
para isso fazermos g(1) = x1, 9(2) = X2, ..., g(m) = Xn. Ora, se o conjunto X, finito, é o
mesmo nas duas funcdes bijetoras, as relacdes sé se verificam se m=n, que
representa, de fato, a cardinalidade do conjunto X. Naturalmente que a Matematica,
ndo permitindo ambiguidade, exige, a titulo de demonstracéo, fatos mateméaticos que
comprovem todas as afirmacgbes que sejam feitas, descartando, desse modo, a

intuicdo, a razoabilidade, ou mesmo, conjecturas acerca do 6bvio.

Demonstragdo: Sendo assim, para demonstrar esse teorema, utilizaremos o
resultado obtido quando tomamos um conjunto gamma indice n e um subconjunto

seu como enunciado no lema abaixo.

Lema: Seja X< I',. Se existir uma bijecdo f: I', »X, entdo X =T,

Para demonstrarmos esse lema, utilizaremos o processo de indugcdo em n,
que, recordando o caminho indicado pelo processo, devemos mostrar que a
afirmacdo é vélida para n = 1 e, supondo ser valida para um certo n fixado, devemos
provar que vale para seu sucessor n + 1, garantindo, assim, ser valida para todo n €
N.

Para n =1, é trivial que se T'; = {1} estd em bijecdo com X, entdo X = {1}.

Considerando valido para um n fixado, vamos entdo mostrar que vale para n
+ 1.

Consideremos a funcéo f: I' ,+1 — X uma bijegao.

Fazendo x = f(n+1), e considerando que a fungéo f esta restrita a I',, vamos
tomar a bijecao f: ', — X —{x}, e teremos duas possibilidades:

12 possibilidade: X - {x} <« T',

Pela hipotese de inducdo, X - {x}=T'hnex=n+1

22 possibilidade: X - {x} ¢ 'y

Nesse caso, n+1 € X — {x}, entdo, existe um p € n+1 tal que f(p) = n + 1.

Vamos entao utilizar outra bijecdo g: n+1 — X. Esta funcao g(x), além de garantir a
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bijecao de f(x), incluira os elementos p e n + 1, ou seja, g(x) = f(x) para todo x # p ou
X #n + 1, e nestes pontos, temos g(p) =x e g(n+l) =n+ 1.

Repetindo o processo, temos a bijecao da funcao g(x) restrita ao conjunto I,
obrigando-nos a uma nova bijecdo g: I', — X — {n+1}, por consequéncia X — {n+1} =
I' ,, completando, assim, o processo de inducao.

Vamos utilizar, de forma esquemaética, as duas possibilidades analisadas de
modo a permitir uma melhor visualizacdo dessas possibilidades:

12 possibilidade: X —{x} < '

r, X —{x}

Diagrama 2: Bijecéo da funcéo.
Fonte: O autor (2011).

X—{x} « T'hef I'y - X—{x} uma bijecao

Entao

X—={x}=n,x=n+1,logo X= n+l



58

22 possibilidade: X - {x} ¢ T,

F n+1 X

Diagrama 3: Bijecéo da funcéo.

Fonte: O autor (2011).

g(x)=f(x) parax#pex#n+1

g(p) = x e g(n+1) = n+1Assim, sendo:
X—{n+1} c Theqg: 'y —» X — {n+1} bijecdo
Teremos:

X—={n+1} =T logo, X =T 41

A partir dessa demonstracdo, podemos afirmar que:

Se existir uma bije¢do f: 'y —» 'y, entdo n = m e ainda, havendo duas
bijecbes f: ', » X e g: 'y — X, devemos ter n = m, conforme enunciou o Teorema
1 apresentado anteriormente.

Fazendo msne X < ', onde X = I' , a demonstragdo se restringe ao

m
resultado do Teorema 1 proposto.

O caminho tomado nessa demonstracdo ndao pode ser considerado de facil
compreensao, o que nos leva a fazer uma andlise de resultado por uma oOtica
diferente que, certamente, contribuirda para uma melhor compreensdo desse
teorema.

Partindo da demonstragéo do teorema que diz:

Sef. 'y, - Xeg: I'n — X sao bijegcdes, entdo m = n, vamos utilizar esses
resultados e criamos a fun¢do composta g o f: I', —» I',, que temos claramente m =

n, como representado no Diagrama 4 abaixo:
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Diagrama 4: Funcdo composta inversa.
Fonte: O autor (2011).

O teorema acima nos diz que, se X € um conjunto ndo vazio, existe, quando
muito, um namero natural n tal que X e T',, sejam equivalentes. Isso motiva a no¢ao
de conjuntos finitos no caso geral, qual seja:

Um conjunto X é finito quando é vazio, ou quando existe um n natural e uma
bijecdo (correspondéncia um a um entre os elementos) de I'n e X, f: 'y 5 X
bijetora.

Nesse caso, afirmamos que o conjunto X tem n elementos e escrevemos
card(X) = n.

Recorrente dessa definicdo, temos que o conjunto I' , tem n elementos e que
se f: XY € uma bijecdo, entdo um dos conjuntos é finito se, e somente se, 0 outro
também é.

A bijecdo f. T'y, » X significa, de fato, a contagem dos elementos de X.
Fazendo f(1) = x,, f(2) = x,, ..., f(n) = x,,, temos X = { X;, X,,..., X,} como
representacdo ordinaria de um conjunto finito.

De um modo geral, considerando dois conjuntos X e Y finitos, podemos definir
que se card(X) = card(Y), entdo os conjuntos X e Y tém o mesmo numero de
elementos. Esta ideia € suficiente quando se trata de conjuntos finitos.

Ja definida a cardinalidade de um conjunto finito, representada pelo numero
de elementos deste conjunto e, considerando o resultado obtido no Teorema 1 que

diz: Se X C n, caso exista uma bijecdo f: n — X, entdo n = X.

Podemos, a partir dessas constatagdes, enunciar um novo resultado:

Corolério: “Nédo pode existir uma bije¢éo f: X — Y de um conjunto finito X
sobre uma parte propria Y < X”.
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Com base em resultados j& obtidos, se 0s conjuntos séo finitos, uma bijecéo
entre eles nos leva a conjuntos com 0 mesmo numero de elementos.

Se X e Y séo finitos e f: X — Y € uma bijegao, pelo Teorema 1, temos:

Existe h: ', —» X uma bijecédo e g: I' , — Y também uma bijecéo.

Se f: X —» Y é uma bijegao, entdo m = n. Mas, como Y é uma parte propria de
X, finitos, certamente, m < n, logo, h4 uma contradicdo com o resultado do Teorema

1. Esquematicamente temos:

Diagrama 5: Bijec&o entre conjuntos finitos.
Fonte: O autor (2011).

Se f, g e h sdo bijecdes, temos que m =n.

Assim, podemos concluir:

Se X e Y séo dois conjuntos finitos, vale que:

card (X) = card(Y) « f: X — Y, uma bijecao.

A cardinalidade para conjuntos finitos é representada pela quantidade de
elementos do conjunto, tornando simples a tarefa de identificacdo desta
cardinalidade. Para conjuntos infinitos, ndo ¢é possivel quantificar estas
cardinalidades, sendo assim, como detalharemos, neste trabalho, a analise da
cardinalidade destes conjuntos sera feita através da comparacéo das cardinalidades
desses mesmos conjuntos infinitos, e, para nos auxiliar a “transitar’ no infinito, vamos
definir o conjunto F(X,Y) que sera fundamental na analise destas cardinalidades, por

permitir obtermos infinitos cada vez “maiores’.
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Definicdo: F(X, Y), conjunto de todas as fungbes de X em Y.

Ainda sobre conjuntos finitos, vamos demonstrar um resultado fundamental
para este trabalho, que envolve dois conjuntos finitos e o conjunto F(X, Y), de todas
as funcdes entre eles. Para melhor compreensao, utilizaremos exemplos ilustrativos
para, a partir de entdo, analisar a cardinalidade deste novo conjunto, envolvendo
todas as fungdes entre dois conjuntos:

Sejam, por exemplo, X = {1,2} e Y = {1,2,3}, as possiveis fungbes f: XY,
poderiam ser representadas pelos conjuntos f,= {(1,1),(2,1)}; f,{(1,1),(2,2)}, f,=
{1.1).23)}, f,= {(1,2),2,.1)}, fs= {(1,2).(2,2)}, 4= {(1.2).(2,3)}, T, = {(1.3).(2,1)}, f,=
{1.3).2,2) e f,={(1,3),(2,3)}

Assim, F(X, Y) = {fi, f, fs,... fo}. O exemplo utilizado, antes mesmo de uma
andlise profunda, indica uma forma razoavel que o conjunto F(X, Y) devera ter
cardinalidade maior que a de X e a de Y, como constatamos: card(X) = 2, card(Y) =
3 ecard (F(x,y)) =9.

Para clarear a ilustracdo, apresentamos um esquema que mostra a
correspondéncia entre o elemento do dominio X e seu correspondente na imagem Y:

f, f, fy f, fs fe f, fg fy
1-1 1-1 11 152 152 152 153 153 1-53
251 252 253 251 252 253 251 252 2-3

Tomando outros conjuntos X e Y, dados por X = {456} e Y = {7,8}, por
exemplo, vamos relacionar os conjuntos de maneira a obter todas as possiveis

funcdes de X em Y, de forma esquemaética:

f, f, f, f, fy fg f, f,
457 458 47 457 457 458 458 48
557 558 557 538 58 557 538 557
657 658 658 658 67 657 657 68

No exemplo, apresentamos todas as possiveis funcbes de X em Y e, como
resultados sobre cardinalidade, temos:
card(X) = 3, card(Y) = 2 e card(F(X, Y)) = 8.

A partir das ilustracdes, podemos enunciar:
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Teorema 2. “Se X e Y séo finitos com respectivamente m e n elementos,
entdo o conjunto F(X,Y), de todas as fungbes f: X—Y é finito e possui n™ elementos”.

Para demonstrar o teorema, vamos utilizar um conteldo muito importante
apresentado na 32 série do ensino médio, analise combinatéria. No processo de
contagem, esta operacao é razoavelmente simples e sera apresentada a seguir:

Se X tem “m” elementos e Y tem n elementos, cada elemento de X tem “n”
possibilidades de relacionar em Y, logo teremos:

primeiro elemento — n possibilidades

segundo elemento — n possibilidades

terceiro elemento — n possibilidades — total n.n.n..n (M
vezes)

total =n"
“‘m” elementos — n possibilidades
Concluimos, entdo, que: card F(X,Y) = n™, pelo principio fundamental da

contagem.

2.5.4.2 Conjuntos infinitos

Um conjunto X € chamado infinito quando néo é finito, ou seja, ndo é vazio e
nao existe um n natural tal que X e I', sejam equivalentes.

Um bom exemplo dessa definicdo € o préprio conjunto dos nimeros naturais,
que é infinito, pois, dada uma funcdo f: I';;, > N com n > 1, se tomarmos um valor p
= f(1) + f(2) + f(3) +... +f(n), certamente, p > f(n) para todo n € T, logo, p néo
pertence a imagem de f. Mas, como pe N, podemos concluir que f ndo é sobrejetiva.

Outros exemplos de conjuntos infinitos sdo os conjuntos dos numeros
inteiros, dos numeros inteiros positivos, dos numeros naturais pares, etc. Um
subconjunto infinito importante de N € o conjunto dos nimeros primos.

Estendendo a ideia a conjuntos infinitos, fica definido, de forma generalizada,
gue dois conjuntos X e Y tém a mesma cardinalidade, para indicar que existe uma
bijecdo f: X— Y. Para conjuntos infinitos, por ndo termos como identificar um nimero

que represente a cardinalidade, como ja foi citado aqui neste trabalho, a maneira
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encontrada para esta andlise foi de comparar infinitos, determinando, assim, infinitos
de mesmo ‘tamanho” ou de “tamanhos” diferentes.

Falamos até aqui de conjuntos finitos e infinitos, o que tem relacéo exclusiva
com a cardinalidade dos conjuntos. Vamos caracterizar agora o aspecto da limitacéao
dos conjuntos. Um conjunto X < N é chamado limitado, se existe um nimerop € N
tal que p>n para qualquer n € X, o que, em uma linguagem mais simples, significa
dizer que um subconjunto dos naturais € chamado limitado, se existir um namero
natural que é maior que todos os naturais desse conjunto.

Dizemos, ainda, que um conjunto X < N chama-se ilimitado quando nao é
limitado, ou seja, dado qualquer nimero p € N, existe algum n € X de tal forma que
n > p. Os conjuntos X definidos desta forma sdo os subconjuntos infinitos do

conjunto dos niumeros naturais.

Teorema 3: “Seja X < N ndo vazio. Dizer que X é finito € o mesmo que dizer

que X é limitado”.

Demonstracao: Esse teorema nos permite uma melhor compreensdo da
diferenga entre finito e limitado ou infinito e ilimitado. Esta informagéo é de extrema
importancia para o desenvolvimento deste trabalho, principalmente quando
deixamos de trabalhar com o conjunto dos nimeros naturais, ao aprofundarmos em
conjuntos ndo enumeraveis.

O teorema nos diz que para qualquer subconjunto finito A dos numeros
naturais, existe algum elemento s € N que € maior que todos os elementos do
subconjunto A.

Podemos enriquecer a ideia tomando o conjunto A = {1,2,3,4,5} e verificando
gue, se somarmos 0s elementos do conjunto A, teremos um namero que € maior do
gue todos os elementos ao conjunto A, ou seja, 1+2+3+4+5 = 15 é maior que todos
os elementos de A. A partir dessa ilustracdo, podemos demonstrar que um
subconjunto finito de naturais sempre é um conjunto limitado.

Se existe um elemento p € X que € maior do que todos 0s outros elementos
de X, é equivalente a dizer que X <= I'p, logo, X é finito.

Seja X = {X,,X,,X3,....X, } finito; se fizermos s = x,+ x,+ ... X, teremos s > X

para todo x € X, logo X é limitado. Por outro lado, se X é limitado, ou seja, para todo
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x € X existe um numero natural n, tal que n>X, entdo, podemos afirmar que X é
finito.

Este resultado, que permite lidar com finito e limitado significando a mesma
situacdo, representa uma importante caracteristica dos subconjuntos finitos de N.
Assim, se X é um subconjunto ndo vazio de N, X sera finito se, e somente se, for

limitado.

2.5.5 Conjuntos enumeraveis infinitos

A nocdo de enumerabilidade esta diretamente ligada ao conjunto dos
nameros naturais. O primeiro contato com o0 conjunto dos naturais se da pelos 3° e
4° ano do ensino basico no processo de contagem, sendo que, ja no 4° ano, 0
conjunto é apresentado como infinito, mesmo que seja de uma forma extremamente
informal.

N&o considerando o rigor matematico, podemos dizer que a enumerabilidade
€ a caracteristica de alguns conjuntos numéricos que permitem a “contagem” de
seus elementos de uma forma consecutiva e sequencial, ndo permitindo que, entre
dois “contados” consecutivos, exista algum outro elemento que ndo tenha sido
computado. Apenas como ilustracdo introdutéria, tomemos o conjunto finito de
nameros naturais entre 1 e 5; {2,3,4} e facamos a contagem (enumeracao)
colocando o primeiro elemento igual a 2, o segundo igual a 3 e o terceiro igual a 4,
de forma que todos os elementos do conjunto tenham sido relacionados. Da mesma
forma, estendendo o raciocinio aos conjuntos infinitos, vamos “contar” os elementos
do conjunto dos numeros naturais pares, fazendo o primeiro elemento igual a 2, o
segundo igual a 4, o terceiro igual a 6 e assim por diante, de forma intuitiva por ndo
ser possivel contar um conjunto até o infinito. “Contar” os elementos de um conjunto,
para caracteriza-lo como enumeravel, significa que existe uma bijecdo entre os
elementos desse conjunto e o conjunto dos naturais que tomam nessa situacao a
funcado ordinal. Esta bijecéo, ja detalhada anteriormente neste trabalho, da a medida
da cardinalidade dos conjuntos infinitos, feita por comparagédo com a cardinalidade
dos naturais, por ndo existir um numero que represente a cardinalidade desses

conjuntos. Assim, todos os conjuntos infinitos que formem uma bijecdo com o
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conjunto dos numeros naturais tém a mesma cardinalidade que o conjunto dos
nameros naturais. Com base nessa afirmacdo, vamos aproveitar o exemplo do
conjunto dos numeros naturais pares que, por formarem uma bijecdo com o conjunto
dos numeros naturais, tem a mesma cardinalidade desse conjunto. E importante
uma reflexdo deste resultado envolvendo cardinalidade que, numa visao simplista,
representa a quantidade de elementos de um conjunto. A reflexdo solicitada é
fundamentada no resultado obtido com o conjunto dos nameros naturais pares que,
apesar de ser um subconjunto préprio dos numeros naturais, tem a mesma
cardinalidade, negando a primeira ideia de cardinalidade como quantidade de
elementos, que é valida para conjuntos finitos, mas que ndo resiste aos conjuntos
infinitos, cuja cardinalidade se mostra mais complexa.

De um modo geral, a enumerabilidade ndo € tdo simples como a do conjunto
dos numeros naturais e seus subconjuntos, como é o caso, por exemplo, do
conjunto dos numeros inteiros, que redne todos os numeros naturais, mas inclui
todos os simétricos dos naturais, ou seja, 0s numeros negativos. Este conjunto
infinito também tem a mesma cardinalidade do conjunto dos numeros naturais, e sua
enumerabilidade € sustentada por uma bijecdo com o conjunto dos ndmeros
naturais, que pode ser apresentada, por exemplo, com uma bijecdo entre os naturais
impares com os numeros inteiros positivos (incluindo o zero), e outra bijecdo entre
0S numeros naturais pares com 0S numeros inteiros negativos, 0 que garante a
bijecdo, consequentemente, a mesma cardinalidade entre inteiros e naturais, como

apresentamos esquematicamente:

N Z
1 » 0
2 \ />-1
3 > 1
4 »>-2
5 > 2
| |
n

Diagrama 6: Enumerabilidade do conjunto dos nimeros inteiros.
Fonte: O autor (2011).
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Outro conjunto de extrema importancia, sobretudo por sua participacdo ao
longo do ensino basico, € o conjunto dos numeros racionais, que tanto podem ser
representados na forma de fragbes como na forma de numeros decimais. Trata-se
de um conjunto que apresenta muita dificuldade na compreensdo de sua
enumerabilidade, em fungéo, principalmente, do que chamamos de densidade de
um conjunto, que significa, em uma analise superficial, 0 grau de concentracdo dos
elementos do conjunto. E bastante complexo perceber que sempre existe uma
fracdo entre outras duas e, ao constatarmos este fato, estamos garantindo que

existem infinitas fracbes entre duas quaisquer. Vamos tomar duas fracOes para

. . . ~ 898
clarear um pouco mais essa ideia. Consideremos, por exemplo, as fracdes %00 e

899 : , .
——, tomadas aleatoriamente, que também podem ser escritas na forma de

900
ndameros decimais, pelas dizimas 0,9977... e 0,9988... Evidentemente que néo €&
trivial, mesmo para quem trabalha com fragdes como os adolescentes do ensino

basico, perceber uma ou infinitas fragdes entre 8% 899

e ——, escolhidas
900 900

: . 1 2 o.ex
aleatoriamente e que diferem de 500" Mas, da mesma forma, ndo é tdo complexo

identificar infinitos nUmeros decimais entre as dizimas 0,9977... e 0,9988..., que sao
representacées decimal das fracbes sugeridas. Podemos, por exemplo, enumerar
algumas como 0,9978, 0,99788, 0,997888, induzindo um processo sem fim de
obtencdo de numeros decimais entre as dizimas citadas e que, por defini¢éo,
representam fracbes ou sdo representados por fragdes. Ora, se, entre as dizimas
citadas, conseguimos identificar infinitos nimeros decimais, é fato que existem
infinitas fracdes entre as fracdes utilizadas no exemplo.

Generalizando a ideia apresentada sobre a densidade das fracbes, em que
mostramos que existem infinitas fracdes entre duas fracdes quaisquer, vamos tomar

as fragbes p, e p,, positivas (p,< p,) aleatoriamente, e mostrar que podemos
identificar infinitas fragbes entre p,ep , .

Vamos, em primeiro lugar, mostrar genericamente que a média entre duas
fracOes esta entre elas:
Sejam p, e p , duas fracbes comp,<p,:

A média é maior que p,
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P1<Po—=> PP, <Po+P; = (P+P)2<(P,+p,)2 > p<(p,;*+p,)2

A media é menor que p,

P<P—>pP;tPo<pP, tpP, » (p1+p2)/2<(p2 +p2)/2 - (pl +p2)/2<

P>

Logo:p; <(p;+pP2)2<p,.

Assim, a média M, = (p,+ p, )/2 € a primeira fracdo que identificamos entre
P €P,.

A segunda fracdo a ser relacionada é a média aritmética M, entre a fragéo p,
e a média M, ou seja, M,= (P, +M,)/2, e, ja demonstrado, a média M, esta entre
p, eM,.

A terceira fracdo a ser relacionada é a média aritmética M, entre p, e a média
M, , encontrada anteriormente, ou seja, M, = (p,+ M, )/2.

Podemos concluir que, a partir da rotina utilizada de encontrar a média
aritmética entre as fracoes, em seguida a média entre a menor fracdo e a média ja
encontrada anteriormente e prosseguir, sucessivamente, vamos identificar infinitas

fracOes entre p, e p,. Assim temos:
p; <..<..<M,<M__ <..<M, <M;<p,,ondep, ep, sado as fracoes

escolhidas aleatoriamente e, M;, M,, .., M sdo as médias (fracdes)

no
encontradas na rotina que escolhemos.

E importante ressaltar que adotamos aqui a rotina de encontrar
sucessivamente as médias entre a menor fracdo e as outras médias obtidas, mas,
poderiamos ter usado outra rotina qualquer adequadamente escolhida, como foi feito
no exemplo numérico.

A analise feita acerca das fracdes mostra, no maximo, o quanto é complexa a
enumerabilidade dessas fracdes que, em um raciocinio bem simplista, € dificil
perceber que existe uma bijecdo com o conjunto dos numeros naturais, pela
dificuldade que, com certeza, teremos no sentido de encontrar um modo de
relacionar todas as fragbes, sem que alguma delas seja “esquecida”. Trataremos
este conjunto com mais detalhes, em funcdo de sua importancia no ensino de
Matematica do ensino béasico, com reflexos no ensino superior. Assim, serao
mostrados alguns resultados que nos permitam demonstrar a enumerabilidade do

conjunto dos numeros racionais.
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Esta apresentacdo de enumerabilidade dos conjuntos infinitos com a
utilizacdo de exemplos com conjuntos numeéricos importantes, como o conjunto dos
nameros naturais pares, o conjunto dos numeros inteiros, tem como objetivo, além
de um melhor esclarecimento dessa propriedade, preparar para formalizarmos a
definicAo de enumerabilidade, respeitando o rigor exigido dentro da andlise

matematica.

Definicdo: Um conjunto X é dito enumeravel quando € finito ou quando
podemos estabelecer uma bijecdo entre ele e o conjunto dos nimeros naturais, em
outras palavras, X e N sdo equivalentes.

Seja X um conjunto infinito enumeravel, e seja f: N - X uma bijecdo que leva
cada numero natural a um elemento de X. Se x € X, podemos fazer f(1) = x4, f(2) =
X2, f(3) = X3, ... f(N) = X, ..., 0 que nos leva a X = {Xq, X2, X3, ... , Xn, ...}. A esta bijecédo
de N em X, chamamos uma enumeracédo (dos elementos) de X. Entdo podemos
escrever: card(N) = card(X) se, e somente se, existe f: N— X bijetora.

llustrando a ideia de um conjunto infinito enumeravel, utilizando o conjunto
dos numeros naturais pares P = {2, 4, 6, 8, ... 2n, ...} com n €N, definiremos uma
bijecdo envolvendo o conjunto dos nimeros naturais pares:

f: N—> P; f(n) = 2n, mostrando que o conjunto dos nimeros naturais pares €
infinito e enumeravel.

Analogamente, temos o conjunto dos ndameros naturais impares também
infinito e enumeravel:

g: N— [; g(n) = 2n — 1 define uma bijecdo de N sobre o conjunto dos numeros
naturais impares.

Outro conjunto infinito enumeravel € o conjunto dos numeros inteiros. Para
demonstra-lo, basta tomarmos uma bijecéo entre Z e N, f: Z—N, definida por f(n) =

2n quandon € Z’ é f(n)= -2n+1 quando n € Z_. Obtendo assim:

f(0)=1
f(1) =2
f(-1)=3
f(2)=4

Os resultados obtidos mostram uma bijecéo f: Z — N, que nos permite a

enumeracéo de Z pela inversa da funcéo f, f*: N—Z.
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Teorema 4. “Todo subconjunto X < N € enumeravel”.

Se for finito, € enumeravel como demonstrado anteriormente.

Se for infinito, utilizaremos o processo de inducdo para demonstrar uma
bijecdo f: N — X.

Colocamos f(1) = menor elemento de X e supondo que foram definidos f(1),
f(2), ..., f(n), na ordem crescente, ou seja, f(1) < f(2) < f(3), ... < f(n), garante a
injetividade da funcao f(x), pois, para X < X, f(x1) < f(x2).

Em seguida, vamos criar um conjunto B, eliminando do conjunto X todos os
resultados obtidos pela funcédo f(x), assim: By = X — {f(2), f(2), ..., f(n)}, o que nos
garante que, para todo x € By, f(n) <x.

Como o conjunto X é infinito, é certo que Bn # , assim, podemos completar o
processo fazendo f (n+1) = menor elemento de Bn.

Considere agora que a fungado f(x) sera tomada para todo n € N. Se existir
algum x € X — f(n), para todo n € N, teriamos um conjunto infinito, {f(n), n € N} < N,

limitado, o que € uma contradicdo, logo, esta garantida a sobrejetividade da funcéo

f(x).

Corolario: “Um subconjunto de um conjunto enumeravel é enumeravel, ou:

se f: X — Y é injetiva e Y é enumeravel, entdo X é enumeravel’,

Demonstragéo:

Se o conjunto Y é enumeravel, existe uma bijecdo entre os elementos de Y e
0S numeros naturais:

F: N — Y é uma bijecdo.

Como f: X — Y € injetiva, para xm # xn, temos f(xn) # f(xm), logo:

Existe uma bijecdo g entre os conjuntos I, (X) , conjunto imagem de X pela
funcéo f, e o proprio conjunto X.

g: Im (X) — X bijegao.

Como I, (X) < Y é enumeravel, e I, (X) através da funcao g estd em bijecao

com o conjunto X, concluimos que X € enumeravel.
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Diagrama 7: Funcéo injetiva para garantir enumerabilidade.
Fonte: O autor (2011).

Teorema 5. “Seja um conjunto X enumeravel. Se f: X — Y ¢é sobrejetiva,

entdo Y é enumeravel".

Demonstracdo: Se o conjunto X é enumeravel, existe uma funcdo g bijetora
entre seus elementos e o0s elementos do conjunto dos nimeros naturais:

g: N — X é uma bijecdo, consequentemente, existe uma funcdo h bijetora
entre os elementos do conjunto I, (X), conjunto imagem dos elementos de X pela
funcéo f, e o conjunto dos numeros naturais: h: I, (X) - N bijetora, logo, I, (X) &
enumeravel.

Como a fungéo f: X — Y é sobrejetora, temos que I, (X) = Y. Sendo I, (X)
enumeravel, logo, Y € enumeravel.

Im (X) € enumeravel, logo, existe uma funcdo h bijetiva entre seus elementos
e 0S numeros naturais.

g: N — X é bijetora

h: N — I, (X) é bijetora

Mas I (X) =Y, pois a fungédo f: X—>Y & sobrejetora, logo, o conjunto Y é

enumeravel como enuncia o Teorema 5.
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Teorema 6: “Sejam X e Y conjuntos enumeraveis. O produto cartesiano X x Y
€ enumeravel”.

Pelos resultados anteriores, ou seja, pelo corolario do Teorema 4, no qual
provamos que se uma funcdo injetiva tem contradominio enumeravel entdo o
dominio é enumeravel, garantimos que, se X e Y sdo enumeraveis, existem funcdes
injetivas p: N - X e g: N - X. Podemos, a partir dessas funcdes injetivas, concluir
que afungdo g: X x Y = N x N, definida por g(X,Y) = (p(X), q(Y)), é injetiva. Senao
vejamos, para x; # X,, temos p(x,) = p(x,) e paray,=Yy,, temos q(y,) = d(y,),
pois as funcdes p e q sdo injetivas, assim, a funcdo g € injetiva, e, basta garantirmos
N x N enumerdvel que o mesmo corolario do Teorema 4 nos garantira a
enumerabilidade do produto cartesiano X xY. Para isto, definimos a funcéo f:
NxN— N dada por f(m, n) =2™ x3" e, como o resultado desta decomposi¢cdo 2™ . 3"
eN é Unico, pois 2™ . 3™ = 2™ 3" se, e somente se, m,=m, e n,=n,, haja vista
gue nosso objeto € o conjunto dos numeros naturais, logo, a funcdo f: N xN—> N é
injetiva, o que garante uma bijecdo de N xN sobre f(N xN) < N.

Justificamos o objetivo principal em demonstrar esses teoremas aplicados a
conjuntos enumeraveis, por ser a base de toda a Matematica o estudo dos conjuntos
numéricos. Se bem caracterizados 0s conjuntos enumeraveis, teremos melhores
condicdes de estudar os conjuntos ndo enumeraveis. Os conjuntos enumeraveis sao
estudados em todo o ensino fundamental, sendo cada vez mais profunda a
abordagem deles pelos autores de livros didaticos.

Quando tratamos do infinito ou de conjuntos infinitos, existem muitos fatos,
muitas conjecturas e muitas lendas, por se tratar de um tema bastante abstrato. A
medida que se aprofunda no estudo do infinito, surgem algumas questdes que,
surpreendentemente, desafiam a capacidade de abstracdo do ser humano, devido a
sua complexidade. Nessa linha de pensamento, podemos abrir uma discusséo
acerca da cardinalidade, quantidade de elementos dos conjuntos infinitos, que foi
uma das grandes preocupacoes de Georg Cantor (1845-1918), que tanto contribuiu
nessa area para a Matematica.

Utilizando a definicdo de enumerabilidade, criamos um paradoxo muito
abstrato: um subconjunto préprio do conjunto dos nimeros naturais tem a mesma
cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais. Apesar de néo ser tdo 6bvio, ndo é

trivial que um conjunto, ndo contendo todos os elementos de um outro conjunto, do
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qual é subconjunto, tenha o0 mesmo numero de elementos que este outro. Esta
constatagcdo nos permite perceber a complexidade do infinito. Mas, ao mesmo
tempo, ndo podemos esperar que todos 0s conjuntos infinitos tenham a mesma
cardinalidade, pensamento que prevaleceu até os estudos de Cantor (1894), que
surpreendeu 0 mundo matemético quando demonstrou que a cardinalidade dos
nameros reais € diferente da cardinalidade dos numeros naturais, como
abordaremos mais a frente. Neste trabalho, seguiremos segundo as orientacées dos
trabalhos de Cantor, que considera enumeravel todo conjunto de mesma
cardinalidade que a do conjunto dos nimeros naturais.

Voltando aos conjuntos enumeraveis, buscaremos esclarecer o Teorema 7, a

seqguir.

Teorema 7. “Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito

enumeravel”

Demonstracao: Antes de apresentarmos a demonstracdo desse teorema,
vamos discuti-lo em exemplos numéricos para enriquecer o resultado do teorema,
extremamente importante para o estudo de dominios e imagens das func¢des reais,
principal contetdo da Matematica estudada na primeira série do ensino médio.

Quando o teorema cita um conjunto infinito, sem qualquer outra informacéo,
temos de trabalhar com a possibilidade de ser um conjunto enumeravel, o que torna
a analise trivial, pois é razoavel retirar desse conjunto um subconjunto infinito que,
naturalmente, sera também enumeravel. Para ilustrar, citamos o conjunto infinito
enumeravel do conjunto dos numeros naturais e seu subconjunto de numeros
naturais pares, ja utilizados neste trabalho. Mas, além desta, é preciso trabalhar
também com a possibilidade de ndo ser um conjunto enumeravel, exigindo do
pesquisador uma analise mais profunda, principalmente pela complexidade dos
conjuntos ndo enumeraveis. Vamos, para esse caso, utilizar um intervalo de
nameros reais, muito comum no estudo de fung¢des, que € infinito, representado pela
guantidade de elementos, mas limitado por ter um menor e um maior elemento.
Vamos, entdo, considerando o conjunto X = [0; 0,1], retirar deste conjunto X um
conjunto infinito e enumeravel como enuncia o Teorema 5. O primeiro elemento

desse conjunto sera a média entre as extremidades do intervalo; assim, o primeiro
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elemento é o numero 0,05. Para o segundo elemento desse conjunto, criaremos um
novo intervalo, subconjunto de X, que esta limitado entre o zero e o primeiro
elemento encontrado 0,05, isto &, [0; 0,05], e tomaremos o0 segundo elemento, que
sera a meédia entre as extremidades agora do novo intervalo que é 0,025, e assim
sucessivamente, como 0 esquema abaixo demonstra.

1° intervalo: [0; 0,1]; 1° elemento: média = 0,05

2° intervalo: [0; 0,05]; 2° elemento: média = 0,025

3° intervalo: [0; 0,025]; 3° elemento: média = 0,0125

E assim por diante formando um conjunto infinito, pois os valores decrescem
indefinidamente, nunca atingindo um valor final. Dessa forma, conseguimos extrair
do conjunto X = [0; 0,1] um conjunto infinito e enumeravel, {0,05; 0,025; 0,0125; ...}.
Vale lembrar que existem outras maneiras de extrair do conjunto X um subconjunto
infinito e enumeravel, principalmente por existirem infinitos subconjuntos de X com
esta caracteristica.

A partir dessa discussao ilustrada pelo exemplo numérico, passamos entao a
uma demonstracdo formal, assumindo o rigor que a analise matematica exige em
todas as demonstracgoes.

Basta definir uma fungéao injetiva f: N— X. Para definir esta fungdo, devemos
extrair do conjunto X elementos para criar a fungédo f: N— X, o que reduz a
demonstracdo a garantir que os elementos de X utilizados na formacdo dessa
funcao injetiva sejam distintos para naturais distintos no dominio. Passamos entao a
demonstragao:

Vamos criar a fungao f: N— X, injetiva, escolhendo, em cada subconjunto ndo
vazio A < X, um elemento x, € A. Definimos entdo a fungao f por indugao, processo
este ja apresentado anteriormente. Colocamos f(1) = X, , ou seja, f(1) é o elemento
inicialmente escolhido em “X”, considerando “X” um subconjunto do préprio conjunto
X, e, supondo ja definidos f(1),..., f(n), escrevemos A , = X — {f(1),..., f(n)}. Como X é
infinito, A n&o é vazio. Vamos colocar entdo f(n+1) = Xan, logo, f € injetiva. Se
tomarmos dois numeros naturais distintos, m # n, e se, por exemplo, m < n, f(m) €
{f(2),..., f(n-1)} e f(n) € X - {f(2),..., f(n-1)}, ou seja, f(m) # f(n), temos entdo que a
imagem de f, é, portanto, um subconjunto infinito enumeravel de X.

Esperamos ter conseguido clarear um pouco o que o teorema afirma quando

diz “todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumeravel”. E preciso ter
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convicgao de que, para um conjunto ser infinito, ndo necessariamente é ilimitado, ou
seja, quando tratamos dos numeros naturais, se o conjunto € infinito, também é
ilimitado, como ja definimos neste trabalho. Mas existem outros conjuntos que
podem ser infinitos mesmo que exista uma limitacdo a seus valores. Um bom
exemplo deste ultimo caso € o conjunto de nimeros racionais. Se tomarmos como

exemplo apenas para ilustrar esta ideia, j& que aprofundaremos nele um pouco mais

a frente, tomemos o conjunto A = {1, % , %, ...}, que representa os termos de uma

Al

sequéncia geométrica infinita, mas que tem seus valores entre 0 e 1, temos um

conjunto infinito, mas limitado.

Corolario: “Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma bijecao f: X
— Y, de X sobre uma parte propria Y < X.

Pelo teorema, se X é infinito, contém um subconjunto infinito enumeravel A =
{a1, az, ..., an, ..., ...}. Consideremos Y = (X -A) v {az, a4, as, ..., azn, ...}, garantindo
ser 0 conjunto Y uma parte propria de X. Vamos definir a bijecdo da seguinte forma:

F: X — Y é uma bijegao, fazendo f(x) = x parax € X — A e f(a,) = a;n para a, €
A.

Observando a bijecéo, retiramos um subconjunto infinito de A, A—{a,, a,, ...,
a,_;, -} garantindo que, sem estes elementos, o0 conjunto Y serd,
obrigatoriamente, uma parte prépria do conjunto X, como o diagrama abaixo
esclarece. Assim, para os conjuntos infinitos, podemos estabelecer uma bijecdo

entre seus elementos e uma dessas partes proprias, caracterizando conjuntos

infinitos.
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Diagrama 8: Bijecao entre um conjunto infinito e uma de suas partes proprias.
Fonte: O autor (2011).

7

Da mesma forma que o conjunto é infinito se, e somente se, existe uma
bijecdo sobre sua parte prépria, um conjunto é finito se, e somente se, ndo admite
uma bijecdo sobre uma sua parte prépria. Como ja demonstrado com esses
resultados obtidos, temos a caracterizacdo de conjuntos finitos e de conjuntos
infinitos, ou seja: “Um conjunto é finito quando ndo existe uma bijecao entre ele e
qualquer de suas partes proprias (subconjuntos menores que ele) e é infinito quando
existe uma bijec&o entre ele e uma parte propria”.

Neste trabalho, o objeto principal, se € que podemos dizer desta forma, é o
infinito e, depois das consideracbes envolvendo conjuntos enumeraveis,
apresentaremos algumas analises envolvendo os conjuntos ndo enumeraveis. O
principal exemplo de conjunto ndo enumeravel é o conjunto R dos numeros reais,
cuja demonstragéo néo faz parte deste trabalho, mas que o leitor pode, em caso de
interesse, buscar no trabalho de Willian José da Cruz (2011), intitulado Os nameros
reais: um convite ao professor de Matematica do ensino fundamental e do ensino
meédio, uma apresentacao formal dos numeros reais com as devidas demonstracoes.
Segundo Cantor (apud COURANT, 2000), dado qualquer conjunto X, sempre existe

7

um conjunto cujo namero cardinal € maior que X. Como ja esclarecemos
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7

anteriormente, em qualquer estudo sobre infinito, ndo € objetivo determinar a
cardinalidade dos conjuntos infinitos, mas, sim, comparar cardinalidades desses
conjuntos.

Podemos afirmar, para que dois conjuntos X e Y tenham a mesma
cardinalidade, tem que existir uma bijecdo f: X—Y envolvendo seus elementos.
Assim, dois conjuntos finitos ttm a mesma cardinalidade se, e somente se, possuem
0 mesmo numero de elementos. Se um dos conjuntos for infinito enumeravel,
teremos a mesma cardinalidade se, e somente se, o outro também for infinito
enumeravel. Um conjunto X tem cardinalidade menor que Y se existir uma funcao
injetiva f: X—Y, mas ndo for possivel f: X—Y sobrejetiva, ou seja, existirdo
elementos no conjunto Y que nao possuem correspondentes no conjunto X,
caracterizando um namero maior de elementos no conjunto Y, pois, no conjunto X,
todos os elementos tém que participar da funcao.

A partir daqui, buscaremos aprofundar no tema, introduzindo a ideia de

“infinitos distintos”.

Teorema 8: “Sejam Xy, Xz, Xz, ..., Xp, ... conjuntos enumeraveis. A reunido X
U XU Xz .U Xqu o= X = Xn é enumeravel’”,
n=1
O Teorema 8 diz que a reunido enumeravel de conjuntos enumeraveis é
enumeravel, e representa o Ultimo resultado necessario para o caminho que
escolnemos na demonstracdo de que o conjunto dos numeros racionais é

enumeravel.

Demonstracdo: Se os conjuntos X;, Xz, ..., X, SA40 enumeraveis, existem

bijecGes entre os elementos do conjunto N e seus elementos.
fll N— X1
f2: N — X2

ka N — Xk

Vamos entéo definir uma funcéo f:
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Que leva o produto cartesiano NxN nos conjuntos X ., definida da seguinte
forma:

f: NxN — X, onde f(n,m) = f ,(m) que é sobrejetiva. Como o produto
cartesiano NxN é enumeravel, usando o resultado do Teorema 5, concluimos que X

€ enumeravel. Assim, fica demonstrado que a reunido de conjuntos enumeraveis é
enumeravel.

Voltamos agora ao conjunto dos numeros racionais, representados por

fracbes ou numeros decimais, para enunciarmos sua enumeracao através do
coroléario seguinte.

Coroléario: “O conjunto Q dos niimeros racionais é enumeravel”.

Vamos demonstrar este resultado utilizando apenas as fracbes positivas, e
estendendo a ideia as negativas como fizemos com os numeros inteiros.
Tomemos a funcéo f: NxN — X, definida por f(n,m) = fy(m) para todo m € N,

em cada “n” dos subconjuntos X.

m
Assim, podemos relacionar todas as fragdes fazendo f,(m) = Y em X,, logo:
3 4

3'3"°7

X= X =X1 u X2 U X3, ..., Xy, ..., temos um conjunto enumeravel

n=1

m 1 2
Sen—3—>f3(m)—?:>X3—{§ 3
m 1 2
Sen—7—>f7(m)—7:>X7—{7 7
1 E

9’9’

Sen=9—>f9(m):%:> XQ:{

reunindo todos os subconjuntos X,, das fun¢gdes cujos denominadores séo iguais a
n.

Dessa forma, ficou garantida a relacdo de todas as fragcbes, sem que
nenhuma delas seja “esquecida” e concluimos que representam um conjunto
enumeravel.

Existem outras formas de enumerar 0s nimeros racionais e, nesta pesquisa,
destacamos a forma utilizada por Cantor (apud COURANT, 2000, p. 95, [grifos do

autor]) para apresentar essa enumerabilidade:
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Uma das primeiras descobertas de Cantor em sua analise do infinito
foi de que o conjunto dos nimeros racionais (que contém o conjunto
infinito de inteiros como um subconjunto e é portanto ele mesmo
infinito) é equivalente ao conjunto dos inteiros. A primeira vista
parece muito estranho que o conjunto denso dos nlimeros racionais
deva estar no mesmo pé de igualdade que seu subconjunto dos
inteiros, esparsamente espalhados. E verdade que ndo se pode
dispor os nimeros racionais positivos em ordem de tamanho (como
se pode fazer com os inteiros), dizendo-se que a € o primeiro nimero
racional, b o seguinte maior, e assim por diante, porque existem
infinitos nimeros racionais entre dois numeros dados, e portanto ndo
existe qualquer “seguinte maior”. Porém, como observou Cantor,
desconsiderando-se a relacao de ordem entre elementos sucessivos,
€ possivel dispor todos 0s nimeros racionais sucessivamente, ry, r»,
rs, fs ..., COMO 0s inteiros. Nesta sequéncia, haverd um primeiro
namero racional, um segundo, um terceiro, e assim por diante, e
cada numero racional aparecera exatamente uma vez. Esta
disposicdo de um conjunto de objetos em uma seqiiéncia como a dos
inteiros € chamada de denumeragéo (ou enumeracgdo) do conjunto.
Exibindo esta denumeragédo, Cantor demonstrou que o0 conjunto de
nameros racionais é equivalente ao conjunto de inteiros, desde que a
correspondéncia

1 2 3 4
I 7 I I 7 I 7

I I Is Is I'n

fosse bijetora. Um modo de denumerar os nameros racionais sera
descrito a seguir.

Todo namero racional pode ser escrito na forma a/b, onde a e b séo
inteiros, e todos estes numeros podem ser dispostos em um quadro,
com a/b na a-ésima coluna e b-ésima linha. Por exemplo: 3/4 é
encontrado na terceira coluna e quarta linha da tabela abaixo. Todos
0S nUmeros racionais positivos podem agora ser dispostos de acordo
com 0 seguinte esquema: no quadro que acabamos de definir,
tracamos uma poligonal continua que atravessa todos 0s numeros.
Comecgando em 1, caminhamos horizontalmente até a casa seguinte
a direita, obtendo 2 como o segundo membro da sequéncia; depois,
diagonalmente para baixo e para a esquerda até que a primeira
coluna seja alcancada na posicdo ocupada por 1/2; em seguida,
verticalmente para baixo uma casa até 1/3, diagonalmente para cima
até alcancar a primeira linha novamente em 3, horizontalmente até 4,
diagonalmente para baixo até 1\4, e assim por diante, conforme
mostrado:

Wl N~
wiNn NN
Wlw | w
RIS RN
wlor Mo
wlo Mo

[CSRIENENRIEN|
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na figura. Acompanhando esta poligonal, chegamos a uma
sequéncia, 1, 2, 1/2, 1/3, 2/2, 3, 4, 3/2, 1/4, 1/5, 2/4, 3/3, 4/2, 5, ...
contendo os numeros racionais na ordem em que ocorrem ao longo
da poligonal. Nesta sequéncia, podemos agora simplificar todos
agueles numeros a/b para os quais a € b tém um fator comum, de
modo que cada namero racional r aparega exatamente uma vez e em
sua forma irredutivel. Assim, obtemos uma sequéncia 1, 2, 1/2, 1/3,
3, 4, 3/2, 213, 1/4, 1/5, 5, ... que contém cada nuamero racional
positivo uma vez e somente uma. Isto demonstra que o conjunto de
todos os numeros racionais positivos € enumeravel. Tendo em vista
o fato de que os numeros racionais estdo em correspondéncia
bijetora aos pontos racionais sobre a reta, provamos ao mesmo
tempo que o conjunto de pontos racionais positivos sobre uma reta é
enumeravel.

Teorema 9: (Cantor). “Sejam X um conjunto arbitrario e Y = {1,2} com dois
elementos. Nenhuma fungédo h: X — F(X,Y), do conjunto X no conjunto de todas as
funcdes do conjunto X no conjunto Y, € sobrejetora”.

Como o teorema representa um caminho importante na analise da
cardinalidade de conjuntos ndo enumeraveis, vamos tentar minimizar o grau de
abstracdo, especificando um pouco mais 0S conjuntos para, posteriormente,
generalizarmos. Vamos entdo subdividir em dois teoremas, um para 0 conjunto X
finito e outro para o conjunto X infinito.

Teorema 9.1. “Sejam X um conjunto finito e Y um conjunto com dois
elementos. Nenhuma funcédo h: X - F(X,Y) € sobrejetora”.

Vamos tomar o conjunto X, finito, com “n” elementos e o conjunto Y dado com

dois elementos.
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Temos entéo:

X tem n elementos

Y tem 2 elementos

F(X,Y) tem 2" elementos.

SO precisamos provar que 2" > n para todo n eN. E, para isto, utilizaremos o
processo de inducdo, ja apresentado:

Fazemos paran =1 —»2! > 1, e supondo valido para n, vamos mostrar que
vale para n + 1:

2">n 5 2.2">2n 52" >2n=n+n>n+1(n>1),logo, 2™ >n+1,0
que prova para todo n eN.

llustrando o teorema, vamos tomar como exemplo os conjuntos X = {3,4,5} e
Y ={1,2}. Assim, o conjunto F(X,Y), que é formado de todas as possiveis fun¢des do
conjunto X no conjunto Y, possui 23 elementos como apresentamos:

FOX,Y) = {f1, T2, f3, f4, 5, f6, f7, fg}, Onde:
fi ={@3.1), (4.1), (5.1)}
f2={(3.1), (4,1), (5.2)}
fs ={(3.1), (4,2), (5,2)}
fa={3.1), (4,2), (5.1)}
fs ={(3,2), (4,2), (5,.2)}
fe ={(3,2), (4,1), (5,1)}
f2={3.2), (4.1), (5,.2)}
fe ={(3,2), (4,2), (5,1)}

Neste ponto, é fundamental haver uma clareza em relacdo ao conjunto
F(X,Y), de todas as fun¢bes do conjunto X no conjunto Y. E natural que aparecam
davidas em relacdo ao conjunto em questdo. Quem sdo 0s elementos deste
conjunto? Quem sao estas funcdes? Na verdade, ndo € nosso foco identificar estas
funcbes, pois temos a garantia de que qualquer das possiveis fun¢gdes com dominio
em X e imagem em Y estao ali relacionadas. Voltando ao nosso exemplo que ilustra
o teorema, é trivial que, tendo o conjunto F(X,Y) mais elementos que o conjunto X,
nenhuma fungéo h: X — F(X,Y) pode ser sobrejetora. Vamos tomar uma funcao h;:
X — F(X,Y) e constatar que sempre sera possivel obtermos uma outra fungéo hy: X

— F(X,Y) com imagens diferentes.



Supondo h;: X — F(X,Y), como o Diagrama 9 abaixo:

Diagrama 9: F(X,Y) ndo tem sobrejetividade com X.
Fonte: O autor (2011).

E a funcéo hy: X — F(X,Y), apresentada no seguinte Diagrama:

h
X > F(X,Y)

Diagrama 10: F(X,Y) ndo tem sobrejetividade com X.
Fonte: O autor (2011).
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Os Diagramas 9 e 10 mostram que 0s conjuntos imagens h;(X) e hy(X) sédo

distintos, logo, h: X — F(X,Y) n&do é sobrejetora.

Foi demonstrado e ilustrado com um exemplo numérico que, para um

conjunto X finito e um conjunto Y com dois elementos, nenhuma fungéo h: X —

F(X,Y) é sobrejetora. Este resultado é muito importante na continuidade do

desenvolvimento deste teorema, por caracterizar que o0 conjunto X possui menos

elementos que o conjunto F(X,Y), garantindo que X tem menor cardinalidade que

F(X,Y). (card(X) < card (F(X,Y)).

Passamos entdo ao ponto central do teorema, analisando as cardinalidades

de X e de F(X,Y), mas com o conjunto X infinito.
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Teorema 9.2: “Sejam X um conjunto infinito, e Y um conjunto com dois
elementos. Nenhuma funcéo h: X— F(X,Y) é sobrejetora”.

Neste ponto do trabalho, o “infinito” e a “cardinalidade” serao protagonistas de
demonstracdes muito ricas e abstratas do tema, pois Cantor criou um marco zero no
estudo do infinito, ao demonstrar que existem infinitos de tamanhos diferentes.
Passamos a demonstrar na segunda parte do Teorema 9, envolvendo o conjunto X,
agora infinito e o conjunto F(X,Y), que reune todas as funcdes do conjunto X no
conjunto Y.

Mostramos, na primeira parte deste teorema, que nenhuma fungdo H: X—
F(X,Y), para X finito e Y com dois elementos, é sobrejetiva. Esta afirmacdo, com
base em resultados ja obtidos neste trabalho, comprovamos que os conjuntos X e
F(X,Y) tem cardinalidades diferentes, pois F(X,Y) possui mais elementos do que X.
Para que dois conjuntos tenham a mesma cardinalidade, é necessario que exista
uma bijecao entre os elementos desses dois conjuntos, logo, se nenhuma funcéo H:
X— F(X,Y) é sobrejetora, X e F(X,Y) possuem cardinalidades diferentes. Vamos

trabalhar demonstrando que esta afirmacao € valida para o conjunto X infinito.

Demonstracao:

Esté claro que:

card(X) = card(Y) existe f: X—Y é bijetora

card(X) < card(Y) existe f: X—Y ¢ injetora

card(X) < card(Y) existe f: X—Y ¢é injetora e ndo sobrejetora.

Seguindo a mesma linha desenvolvida na primeira parte do teorema 9, ou
seja, o conjunto X finito com numeros naturais como elementos, vamos agora
considerar o conjunto X igual ao conjunto de ndmeros naturais e, em seguida,
ampliar a ideia para um conjunto X arbitrario. Esta opcado de trabalhar com X
enumeravel, ou seja, X = N, além de enriquecer a ideia proposta, permite a
apresentacao de exemplos ilustrativos que facilitam a compreensao do teorema.

Vamos entao tomar o conjunto F(N;{0,1}) para representar todas as funcoes
com dominio no conjunto dos niumeros naturais e imagem no conjunto {0,1}.

Em primeiro lugar, provaremos que existe uma funcédo G: N — F(N, {0,1})
injetiva, que envolve os objetos que apresentamos abaixo:

Funcéo: G: N — F(N, {0,1})

Dominio: N ={1,2,3, ..., n, ...} conjunto dos numeros naturais
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Imagem: g(n) = g: N — {0,1} conjunto de todas as fun¢des de N em {0,1} para
cadan € N.

Esquematicamente, temos:

N F(N, {0,1})
G
1
02
n > Qn

Diagrama 11: F(N, {0,1}) — injetiva.
Fonte: O autor (2011).

Em que cada imagem g, estéd representando uma funcdo com dominio nos
nameros naturais, e que corresponde a cada n € N do dominio da fungdo G
proposta inicialmente.

Para a compreensdo desta demonstracdo, € imprescindivel o entendimento
destes objetos que utilizaremos, e como se comportam estas func¢des. Assim, temos:

G: N — F(N, {0,1}) representa a fungéo a ser analisada.

gn = G(n) € F(N, {0,1} representa uma fungdo com dominio em N e imagem
em {0,1} e que serd a imagem da funcdo G para cada n € N. Por exemplo, vamos
criar uma fungdo g, imagem da funcdo G, no ponto n = 1 do dominio,

arbitrariamente:

N F(N, {0,1})

Diagrama 12: Especificidade da funcdo G: N — F(N, {0,1}).
Fonte: O autor (2011).
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Consideremos, por exemplo, gi: N — {0,1}, definida por:

gi(n) = {1 para n par, ou seja, g1(2) =gi1@=..91(2n) =1
0 para n impar, ou seja, 91 (1) =g1(3) ...91(2n-1) =0

E assim teriamos:

N {0,1}

01

VAl

N
/N

g

Diagrama 13: Especificidade da imagem da fungao G: N — F(N, {0,1}).
Fonte: O autor (2011).

Como o objetivo é definir uma fungcdo G: N— F(N, {0,1}), injetiva, vamos
definir esta fungcao de forma que cada fungao imagem seja exclusiva para cada “n”
natural do dominio. Assim, temos:

g(n) = gn: N — {0,1}, definida por:

1lparan=Kk
In(K) =
O paran =K

A propriedade acima garante a injetividade, pois, nos conjuntos imagens de
On, @apenas um n natural do dominio tem imagem em 1, enquanto todos o0s outros
nameros naturais do dominio levam ao zero, garantindo imagens diferentes para

nameros naturais diferentes no dominio da fungéo G.
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Analisando esquematicamente, temos:

N F(N, {0,1})

Diagrama 14: Injetividade da funcdo G: N — F(N, {0,1}).
Fonte: O autor (2011).

E tomando dois pontos do dominio, podemos caracterizar a injetividade da

funcao G:

Por exemplo, tomemos as imagens gi e g, como definido anteriormente:
lsen=1;0:1)=1

01=
O0sen#1;01(2)=01(3)=...01(n) =0
lsen=2;022)=1
92 =
O0sen# 92(1)=0203)=...=g2(n) =0
Logo:

Existe G: N— F(N; {0,1}) injetiva.

Considerando o resultado obtido, podemos afirmar, em principio, que 0
conjunto N tem o numero de elementos menor ou igual ao conjunto F(N, {0,1}), ou
seja, card(N) < card (F(N, {0,1}).

Passamos entdo ao nosso proximo objetivo de demonstrar que nenhuma
fungdo G: N— F (N, ({0,1}) é sobrejetora, o que vai caracterizar “tamanhos” de
infinitos diferentes.

Tomemos a fun¢do G: N— F (N, ({0,1}).

Consideremos G(1) € F(N,{0,1}) imagem da funcdo G, no ponto n = 1; logo:

G(1) = g1 que representa a fungéo gi.: N— {0,1}.
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Vamos produzir uma funcédo I', (gamma indice n), de tal forma que esta
funcdo seja um dos elementos do conjunto das fungdes F(N, {0,1}), mas que né&o
pertenca ao conjunto imagem da funcdo G, que aqui chamamos de I, (G). Assim:

I'neln(G)

I'n€ F(N, {0,1})

Recordando o artificio utilizado para provar a injetividade de G, fizemos:
lparan=k

In(K)=
Oparan#k

Podemos, entdo, inverter o resultado dessas imagens dentro do conjunto F(N,
{0,1}), para todo n € N, obtendo:
1 se gn(K) = 0 (n#K)
=
0 se gn(K) = 1 (n=K)

Assim, para todo n € N, I' ) # gn = G(n), como podemos ilustrar tomando

valores aleatorios para n.

Paran = 1:
Osen=1;ouseja, g(1)=1

Fl =
1sen#1;o0useja, gi1(2) =01(3)=...g1(n) =0
Osen=2;o0useja g2(2)=1
F2:
1sen#2;0ouseja, g2(1) =g203)=...92(n) =0
Osen=K;emquegnK)=1
I'n(n) =

1sen#K;emquegnK)=0
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Essa demonstragéo, enriquecida pelo exemplo numérico, prova que nenhuma
funcdo G: N— F (N, ({0,1}) é sobrejetora e, como consequéncia, o conjunto F(N,
{0,1}) possui mais elementos do que o conjunto N, permitindo a afirmacdo de que a
cardinalidade de N € menor do que a cardinalidade de F(N, {0,1}), aparecendo, pela
primeira vez neste trabalho, infinitos com “tamanhos” diferentes.

Vamos agora estender a ideia para atingir um conjunto X, arbitrério.

Em primeiro lugar, vamos provar que existe uma funcao G: X —» F(X, {0,1})
injetiva.

Consideremos:

G: X =» F(X, {0,1}) funcéo a ser analisada.

G, € ovalor de G no ponto x € X; que representa uma fungéo de X em {0,1}.
Para obtermos uma fungéo injetiva, temos que ter G, (x,) = G, (x,) para todo

X, # X,.Assim, podemos fazer:

1 parax=x,
Gxn (x) =
O parax = X,
Ondex, € X—{X;, X,, ..., X,_1 }
Logo, por termos dois elementos no contradominio da fungéo G, , para cada
elemento x € X, apenas um elemento x, da fungdo G, possui como imagem o

elemento 1, caracterizando imagens diferentes na funcdo G para pontos diferentes

no conjunto X. Analisando, esquematicamente, temos:
X F(X, {0,1})

Diagrama 15: F(X, {0,1}) — injetiva.
Fonte: O autor (2011).
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A injetividade da funcdo G nos garante, em principio, que o conjunto X tem
cardinalidade menor ou igual ao conjunto F(X,{0,1}), ou seja, card(X) < card
F(X,{0,1}).

Vamos agora demonstrar que nenhuma funcdo G: X - F(X,{0,1}) é
sobrejetora.

Recordando, chamamos G, a imagem da fun¢do G no ponto x € X.

Como nosso objetivo é comprovar que ndo existe uma funcdo G: X -
F(X,{0,1}) sobrejetora, vamos tomar uma outra fungcdo H, € F(X,{0,1}) tal que G, =
H, para todo x € X. Isto é feito escolhendo, para cada x € X, um elemento H, (x),
diferente de G, (x), como apresentamos:

0 para x =X,
Hxn(x) =
1lparax = X,
Onde x,€ X —{x,, X,, ..., X, }
Demonstramos, entdo, o caso mais geral, garantindo que nenhuma funcao G:
X - F(X,{0,1}) é sobrejetora e, consequentemente, o conjunto F(X,{0,1}) possui
mais elementos do que o conjunto X, permitindo afirmar que a cardinalidade de
F(X,{0,1}) € maior que a cardinalidade de X, o que implica, como ja dissemos, 0
aparecimento de infinitos com “tamanhos diferentes”.
Outro resultado importante que passamos a demonstrar é a relacdo de
cardinalidade entre o conjunto dos nimeros naturais N e o conjunto de suas partes,

gue reune todos os subconjuntos de N, que representaremos por P(N).

Teorema 10: “O conjunto P(N) das partes do conjunto dos nameros naturais
tem cardinalidade maior que a cardinalidade do conjunto N dos nimeros naturais”.

Para demonstrarmos esse teorema, vamos utilizar uma forma indireta, através
da comparacédo entre a cardinalidade de P(N), conjunto das partes de N, e o
conjunto F(N,{0,1}) de todas as fun¢des do conjunto N no conjunto {0,1}, lembrando,
que, por meio do Teorema 9, ficou comprovado ter cardinalidade maior que a
cardinalidade de N.

Assim, o Teorema 10 sera demonstrado com o objetivo de provar que o
conjunto das partes do conjunto N tem a mesma cardinalidade do conjunto

F(N,{0,1}) de todas as funcdes de N em {0,1}, consequentemente maior que a do
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conjunto dos numeros naturais N. O objetivo aqui é provar que existe a fungdo H:
P(N) — F(N,{0,1}) bijetora, o que garante que o conjunto P(N) tem cardinalidade
maior que a de N, card (P(N)) > card (N).

Como utilizaremos os conjuntos P(N) e F(N,{0,1}), este ultimo esta bem
caracterizado no Teorema 9. Agora passemos a caracterizagdo dos elementos
desses conjuntos, identificando, assim, a fun¢gdo H:P(N) — F(N,{0,1}:

Fungao: H:P(N) — F(N,{0,1})

Dominio da funcéo: P(N), que representa o conjunto que reune todos 0s
subconjuntos de N.

Contradominio da funcédo: F(N, {0,1}), conjunto que reune todas as fun¢des de
N em {0,1}.

Imagem da funcéo: |, € F(N,{0,1}) que representa o conjunto das fungdes de
N em {0,1} que participam da fungdo H. Cada elemento do conjunto imagem
representa uma funcao.

Vamos agora dividir em duas partes esta demonstracdo, comprovando a
injetividade da funcdo H e, em seguida, a sobrejetividade, para garantir o que
pretendemos:

H: P(N) — F(N, {0,1}) bijetiva.

Tomemos um conjunto X € P(N), subconjunto de N, que representa um
“ponto” no dominio da fungdo H, cuja imagem € uma funcéo hy, representando um
“elemento” do conjunto F(N, {0,1}).

Assim, temos:

X € P(N) e
H(X) = hy € F(N, {0,1})
Hye N — {0,1}
Esquematicamente, temos:
P(N) F(N,{0,1})

Diagrama 16: Bijetividade da fun¢do H:P(N) — F(N,{0,1}.
Fonte: O autor (2011).
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Onde o conjunto P(N) = {X1,X,X3, ..., X, ...} reane todos os subconjuntos do
conjunto N dos nimeros naturais.

O conjunto imagem da funcdo H é composto de funcdes de N em {0,1},
assim, para que possamos ter imagens distintas para subconjuntos X € P(N)
distintos, criaremos uma rotina de levar os naturais que pertengam ao subconjunto
X, no elemento 1 do conjunto {0,1}, e todos os outros nimeros naturais, que nao
forem elementos de X, no elemento 0 (zero) do conjunto {0,1}, garantindo assim que,
para toda imagem hyx no conjunto F(N, {0,1}), vai existir um, e somente um, conjunto

X, correspondente no dominio P(N).

Supondo entdo X; = {1}, teremos:
hay = hy(n) = {(1,1), (2,0), (3,0), ..., (n,0) ...}
Supondo agora X, ={1,3};

h,3 = hz(n) = {(1,1), (2,0), (3,1), (4,0), ..., (n,0), ...}

Podemos concluir esta primeira parte da demonstracdo, generalizando a

seguinte ideia:

1sen€ X
hy = hy(n) =

Oseng X

Desse modo, fica demonstrada a injetividade da funcdo H.

Em casos particulares, como o subconjunto vazio e o proprio conjunto dos
naturais N, teremos as fungfes constantes:

h@: N — {0,1}— h& (n) = 0 para todo n € Nh,: N — {0,1}

hn(n) = 1 paratodon € N

Logo, H: P(N) — F(N, {0,1}) é claramente injetiva como queriamos mostrar.

Retomando, vamos para a segunda parte, que consiste em demonstrar a
sobrejetividade na fungéo H.

Consideramos uma fung¢ao 6 € F(N, {0,1}), imagem de um subconjunto X do
dominio de H. Vamos utilizar o caminho inverso para garantir a sobrejetividade,

assim:
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lsen€d
H5,™ (n) =
Oseneg o
Ou
lsed(n)=1
H5,™ (n) =
0sed(n)=0

Desse modo, fica assegurada a sobrejetividade da fungcdo H: P(N) -
F(N,{0,1}), pois todos os elementos da imagem estardo no dominio da inversa
proposta.

Se H é injetora e sobrejetora, provamos que existe H: P(N) — F(N, {0,1})
bijetora, logo:

card (P(N)) = card F (N, {0,1})

Utilizando esse resultado, ficou demonstrado que o conjunto dos nameros
naturais possui menos elementos que o conjunto das partes do conjunto dos
nameros naturais, ou seja:

card(N) < card P(N)

Da mesma forma que demonstramos o Teorema 9 em primeiro lugar para o
conjunto N dos numeros naturais, principalmente pela rigueza de detalhes nos
exemplos apresentados e, em seguida, para um conjunto X arbitrario, vamos
demonstrar agora 0 Teorema 10 para um conjunto X arbitrario. Desse modo, o

mesmo teorema pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 10: “O conjunto P(X) das partes de um conjunto arbitrario X tem
cardinalidade maior que a cardinalidade do conjunto X”.

Para demonstra-lo, seguiremos o mesmo roteiro quando utilizamos o conjunto
dos numeros naturais. Segue-se, entdo, que nosso objetivo € provar que existe a
funcdo H: P(X) » F(X,{0,1}), bijetora.

Em primeiro lugar, vamos provar sua injetividade.
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Tomemos um conjunto X, € P(X), subconjunto de X, que representa um
“ponto” no dominio da funcdo H, cuja imagem correspondente € uma fungéo h,,,

representando um “elemento” do conjunto F(X,{0,1}).
Assim,
X, €EPX)e
H(X,)=h,, € F(X,{0,1})

Esquematicamente, temos:

P(X) F(X,{0,1})

Diagrama 17: Bijetividade da fungéo H:P(X) — F(X,{0,1})
Fonte: O autor (2011).

Onde P(X) ={X,, X,, X;, ... X,,, ...} retine todos os subconjuntos do conjunto

O conjunto imagem de H é composto de fung¢des h,, de X em {0,1}, assim,
para que possamos ter imagens distintas para subconjuntos X, € P(X) distintos,
criaremos uma rotina que leve todo x € X, no elemento 1 do conjunto {0,1} pela
funcdo h,,, e todos os outros elementos x € (X - X ), ou seja, elementos que néo
pertengam ao subconjunto X, , levados ao elemento O (zero) do conjunto {0,1},
garantindo, assim, que, para toda imagem h,, € F(X,{0,1}), vai existir um, e somente
um, conjunto X, correspondente no dominio P(X).

Podemos simplificar da seguinte forma:

lsex€X,

Osexeg X,
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Fica assim demonstrada a injetividade da funcao H.

A segunda parte dessa demonstracdo consiste em provar a sobrejetividade
da funcao H.

Consideremos a funcédo & € F(X,{0,1}), imagem de um subconjunto X do
dominio da funcéo H.

Vamos utilizar o caminho inverso para garantir a sobrejetividade do seguinte

modo:
lsex€d!
H&,™ (x) =
Osex e Ot
Ou
lsed(x)=1
H61-1 () =
0sed(x)=0

Assim, fica assegurada a sobrejetividade da funcdo H: P(X) - F(X,{0,1}), pois
todos os elementos da imagem estardo no dominio da inversa proposta.

Se H é injetora e sobrejetora, provamos que existe H: P(X) — F(X, {0,1})
bijetora, logo:

card (P(X)) = card F (X, {0,1})

Utilizando esse resultado, ficou demonstrado que o conjunto dos nameros
naturais tem menos elementos que o conjunto das partes do conjunto dos numeros
naturais, ou seja:

card(X) < card P(X)

Fazendo uma reflexdo, para solidificar os resultados que ja concluimos neste
trabalho, temos:

Dois conjuntos finitos tém o mesmo numero cardinal, se, e somente se,
possuem 0 mesmo numero de elementos, fato exaustivamente explorado ao longo
deste estudo.

Também j& demonstrado nesta pesquisa, dado um conjunto X infinito

enumeravel, ele tera a mesma cardinalidade de um outro conjunto Y, card(X) =
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card(Y), se, e somente se, Y for infinito e enumeravel. Fato comprovado por uma
bijecdo relacionando os conjuntos X e Y.

No Teorema 7, encontramos um resultado que impacta a analise de
cardinalidade de conjuntos infinitos. O fato de ndo existir uma funcdo de um conjunto
X em um outro conjunto F(X,Y), de todas as fungbes de X em Y, que seja
sobrejetiva, fica claro que o conjunto F(X,Y) possui mais elementos que o conjunto
X, logo card(X) < card(F(X,Y)). Pela primeira vez, neste trabalho, estamos afirmando
gue um conjunto infinito possui menos elementos do que um outro conjunto infinito.

Surge uma nova ferramenta na anélise da cardinalidade de conjuntos infinitos
que, a seguir, enunciamos:

Dados dois conjuntos X e Y, podemos afirmar que card(X) < card(Y), se existir
uma fungdo injetiva f: X— Y, mas néo existir uma fungéo f: X — Y, sobrejetiva.

Outra importante conclusdo a partir do que ja desenvolvemos neste estudo,
referente a cardinalidade dos conjuntos infinitos, esta explicitado no Teorema 7. Até
este teorema, todos os conjuntos infinitos enumeraveis se caracterizam pela mesma
cardinalidade. A partir do Teorema 7, € fato que a cardinalidade de um conjunto

infinito enumeréavel representa a menor cardinalidade entre os conjuntos infinitos.

2.5.6 A Hipotese do Continuo

A Hipotese do Continuo é conjectura proposta por Georg Cantor (apud
OLIVEIRA, 2011) e consiste no seguinte: N&o existe nenhum conjunto com mais
elementos do que o conjunto dos numeros inteiros e menos elementos do que
0 conjunto dos nameros reais.

Essa hipétese, pelas tentativas sem sucesso, ndo nos permite afirmar que é
verdadeira nem que € falsa e, com a concordancia da maioria dos matematicos
especialistas, ndo interfere na Matematica produzida até os dias de hoje. Podemos
considerar essa hipétese verdadeira e trabalhar como tal ou, ao contrario, nao
aceita-la como verdadeira e trabalhar da mesma forma, sem que os resultados

sejam afetados.
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Um dos maiores resultados de todos os tempos, demonstrado por Cantor, foi
a constatacdo de que o conjunto dos numeros reais, também conhecido por
continuo real, representam um infinito “maior” que o infinito dos inteiros.

Segundo Cantor (apud OLIVEIRA, 2011), o conjunto das partes do conjunto N
dos numeros naturais, P(N), tem cardinalidade maior que a cardinalidade de N e
igual & cardinalidade dos numeros reais, R, ou conjunto de todos os pontos de uma
linha reta. Com este raciocinio, ele afirma que qualquer conjunto “maior” que N deve
ser pelo menos tdo grande como o conjunto P(N), de todos os subconjuntos de N.

Para o desenvolvimento dessa hip6tese, Cantor (apud OLIVEIRA, 2011) inicia
0 estudo com a andlise da cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais, também
conhecidos por nimeros de contagem, constituindo o conjunto N ={0,1,2,3, ...}, cujo
“tamanho”, representado por seu cardinal, aparece como a menor “dimensao” do

infinito, dado por: card(N) = §, (alefe zero). No desenvolvimento deste trabalho,

mostramos que todos os conjuntos enumeraveis infinitos tém a cardinalidade do
conjunto N dos nimeros naturais, 0 que engloba os principais conjuntos numéricos

apresentados no ensino basico. Assim, card(N) = card(Z) = card(Q) = ¥ ,.

Cantor contrariou 0 pensamento natural de que conjuntos infinitos tém o
mesmo “tamanho” e provou que o0 conjunto dos numeros reais, R, também
conhecido por continuo real, conjunto de pontos de uma linha reta, € maior que o
infinito dos naturais. Essa demonstracdo de Cantor é considerada um dos maiores
resultados matematicos da histéria.

O autor utilizou dois resultados que apresentamos neste trabalho, para provar

que card(R) > & ,, ou seja, que o infinito real € maior que o infinito natural. Em

primeiro lugar, provou que o conjunto dos reais é pelo menos tdo grande quanto o
conjunto dos naturais. Esta tarefa foi relativamente facil, visto que o conjunto N é
subconjunto préprio de R, logo, deve ter pelo menos tantos elementos de R quanto
de N. Em seguida, provou que nao existe uma funcéo sobrejetora de N sobre R, que
também utilizamos em outra situagcdo com objetivo de comparar infinitos.

Cantor (apud OLIVEIRA, 2011), com base no resultado da cardinalidade do
conjunto das partes de um conjunto finito, ou seja, se I',, finito, tem card(I",) = n, o
conjunto das partes P(I",) teria cardinalidade 2", card (P(I',))) = 2" estendeu o
raciocinio ao que realmente queria demonstrar, ou seja, que R € um conjunto infinito

de cardinal maior que o cardinal de N e o quanto maior que o cardinal de N
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representa esta cardinalidade. Segundo ele, o conjunto dos numeros reais € um
conjunto infinito de elementos infinitos, visto que cada numero real possui uma
extensdo decimal infinita, o que o levou a concluir que a cardinalidade de R é igual a

2%, , com base no resultado da cardinalidade do conjunto das partes de um

conjunto.
Podemos entdo enunciar o que representa o problema do continuo de Cantor:

saber se existe algum cardinal entre o cardinal de N (representado por % ,) € 0
cardinal do conjunto R (representado por 2% ;). Em suas conjecturas, Cantor (apud
OLIVEIRA, 2011) afirmou que nao existe um cardinal entre o cardinal de N e o de R.
Esta conjectura ficou conhecida como Hip6tese do Continuo, que,

contextualizando, representa uma discussao muito mais importante: descobrir

quantos pontos tem uma reta.



97

3 CONSIDERACOES FINAIS

No meio matematico, a formalizacdo e simbologia enraizada, principalmente
nos conteudos mais abstratos, tornaram-se corriqueiras e naturais aos especialistas
que "fazem" matematica, contudo vem dificultando a leitura para quem trabalha com
0 ensino médio em sala de aula e se distanciou dos objetos mais sofisticados da
Matematica, mais particularmente dos conteudos referentes ao infinito, foco desta
pesquisa. O Apéndice 1 deste trabalho, intitulado “Simbologia, uma dificuldade
matematica”, esclarece, de forma mais abrangente, o antagonismo entre a
formalizacdo e simbologismo para matematicos especialistas que produzem
Matematica e uma linguagem mais simples para os que trabalham com Matematica.

E fato que ndo podemos esquecer que foi a partir dessa formalizagéo e
transformacdo em linguagem simbdlica que melhorou a qualidade e a velocidade
com que esta Matemética mais sofisticada vem sendo desenvolvida e, sem prejuizo
de uma ou de outra linha de trabalho, acreditamos que também é importante a
preocupacdo com 0 acesso a esses conteudos, de uma forma menos arida, ou
mesmo de mais facil compreensédo. Temos convic¢do de que € possivel tornar mais
abrangente o acesso a Analise Real por pessoas que, de uma forma ou de outra,
estdo envolvidas com a Matematica. Torna-se necessario concordar com a realidade
gue ja era Obvia para nés antes de iniciar este trabalho, mas, no desenvolvimento do
tema, ao longo de dois anos, em contatos feitos com muitas pessoas envolvidas
com a Matemaética, sobretudo professores do ensino basico. Nesta caminhada, foi
possivel perceber o quanto essas pessoas estdo distantes dos contetdos de
Andlise. Esta afirmacédo ndo é fruto de nenhuma pesquisa cientifica para valida-la,
mas estes dois anos trabalhando com o tema, discutindo nas mais diversas esferas
em que a Matematica aparece, certificamo-nos de que raras Sao as pessoas que
trabalham com Matematica, que tém facilidade ou, até mesmo, conhecimentos dos
temas que envolvem a Andlise Real.

Este trabalho foi inspirado, principalmente, em nossas angustias,
apresentadas no inicio desta pesquisa, e ndo tivemos, em nenhum momento, a
pretensao de apresentar um estudo formal e completo de infinito e de cardinalidade,
haja vista que, apesar de ser um tema muito explorado nos livros de Analise Real,

atinge graus de complexidade s6 decifraveis nos nucleos de matematicos, contudo
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acreditamos ser possivel transformar esse conteddo em uma linguagem simples o
bastante para um acesso mais facil a uma quantidade maior de pessoas que lidam
com a Matematica.

Temos consciéncia de que ndo apresentamos aqui conteudos matematicos
tdo sofisticados nem mesmo tdo extensos, mas, com certeza, foram apresentadas
partes importantes dessa Matematica sofisticada, procurando utilizar a linguagem
mais simples possivel em conteddos que possam facilitar para um professor de
ensino basico compreender conteddos elementares relativos a Matematica como um
todo, e que nunca séo explicados fora dos contextos da Anélise Real.

Escolhendo o tema "infinito" pelo caminho da cardinalidade, acreditamos ter
suavizado temas como conjuntos infinitos e conjuntos ilimitados, a contagem ou
enumeracdo das fracbes. Também foram utilizadas funcdes e suas caracteristicas
de injetividade, sobrejetividade e bijetividade, com o intuito de demonstrar teoremas
que envolvam cardinalidade de conjuntos infinitos. Acreditamos que conseguimos
agui clarear um pouco a ideia de infinitos cada vez "maiores”, sempre apoiados em
textos que permitam, de certa forma, uma compreensao melhor do assunto.

Assim, a partir dos contetados trabalhados, pensamos ter facilitado as
andlises dos conjuntos numericos, presentes em todo o ensino béasico. O estudo das
funcdes, no ensino médio, pode ser enriquecido com alguns teoremas apresentados
aqui, até mesmo a afirmacdo que a diferenca «-ondo é zero pode ser
compreendida a partir de termos infinitos com "tamanhos" diferentes.

Apesar de trabalharmos com Matemética ha mais de 30 anos, ao longo de
nossa carreira profissional, e embora cursado graduacdo e pdés-graduacdo em
Matematica e, fato mais grave, apesar de, na graduacdo e na poOs-graduacao,
termos tido a disciplina Analise Real, foi a primeira vez que tivemos acesso a fatos
matematicos decisivos para uma boa formacdo e, principalmente, para ter uma
seguranga no sentido de tratar de conteudos, tais como infinitos cada vez "maiores”,
enumeracdo das fracbes e, até mesmo, assuntos polémicos como considerar o
conjunto dos numeros naturais como conjunto universo e demonstrar que 0 conjunto
de suas partes (todos os subconjuntos dos naturais) ter mais elementos que N,
apesar de ambos serem infinitos.

Acreditamos, na verdade, ter-nos introduzido em um processo que pode

permitir um ramo de pesquisa envolvendo o0 processo ensino-aprendizagem de
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Matematica, mais especificamente de aproximar pessoas nao especialistas em
Matematica de temas tao importantes dessa area de conhecimento.

Nestes dois anos de trabalho, em contato direto com a Educacédo Matematica,
tivemos consciéncia da importancia da Matematica como um caminho para todas as
outras areas de conhecimento, e da necessidade de permitir que um namero maior
de pessoas tenha facilidade na aproximacgdo e compreensao da Matemética de um
modo geral, principalmente a Matematica do ensino basico. Mas, para que isso, de
fato, aconteca, € necessario que a preocupacdo com 0 ensino seja mais presente
nas mais variadas instancias que possam interferir nos processos educacionais, pois
guanto mais pessoas trabalhando nesse sentido, mais rapidamente os resultados
serdo significativos nessa aproximacao com a Matematica.

Pensamos que o caminho natural para uma mudanca de paradigma em
relacdo ao ensino da Matematica € uma mudanca no pensamento de quem trabalha
0 ensino dessa disciplina em todos os seus segmentos. Estas pessoas, professores
de Matematica, com certeza, terdo mais facilidade e mais seguranca ao trabalhar no
ensino, a medida que vao enriguecendo seus conhecimentos em Matematica mais
profunda e sofisticada, mas € necessario que sejam capazes de explicar a maioria
das verdades que, pela falta de conhecimento, sdo consideradas Obvias, sem
necessidade de uma demonstracgéao.

Pelo trabalho desenvolvido nesta dissertacdo, sentimo-nos muito mais
preparados para tratar de temas da Matematica do ensino béasico, pelo
enriquecimento obtido nos contetdos e a visdo mateméatica adquirida durante este
periodo. Esperamos que outras pessoas que vierem a ler esta pesquisa também
possam usufruir de resultados como este que obtivemos e se conscientizem da
urgéncia em melhorar o ensino da Mateméatica de uma forma geral, minimizando os
efeitos devastadores pelo falido processo de ensino-aprendizagem que vem sendo
desenvolvido ao longo de tantos anos, discriminando e elitizando o ensino dessa
disciplina no pais.

Encerrando estas consideracdes finais, gostariamos de destacar que, pela
abordagem feita sobre o infinito, mesmo que de uma forma superficial, & possivel
avaliar o grau de abstracdo que o tema exige. Talvez, a disciplina Analise Real
devesse ter outro tratamento e, principalmente, mais tempo, para ser trabalhada nas
licenciaturas, de forma a permitir que os licenciandos tenham uma abordagem

diferenciada e um tempo maior para a maturidade matematica.
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APENDICE 1

SIMBOLOGIA, UMA DIFICULDADE MATEMATICA

Reményi (2005, p. 33), em seus estudos, afirma que Wallis “sabia que o
simbolo utilizado pelos romanos para o numero 1000 (M) podia representar também
‘um numero muito grande”. A autora informa, ainda, que o matematico e filésofo
holandés Bernhard Nieuwentijt (1654-1718) aproveitou o simbolo “m” para
representar o infinito em seu trabalho intitulado Analysis infinitorum.

Mas, segundo a autora, o simbolo entrou na literatura matematica e filoséfica
no comeco do século XVIII. O simbolo era “sempre relacionado ao conceito
infinitamente pequeno, cuja legitimidade e significado estavam amparados pelo
calculo infinitesimal que nascia” (Ibid.). O simbolo “~” tornou-se parte integrante da
linguagem dos simbolos matematicos a partir do trabalho de Leonhard Euler (1707-
1783), o qual “adotou um ponto de vista formal e n&o admitiu legitimagdes
metafisicas para as grandezas infinitamente pequenas” (lbid.).

A literatura matematica utilizada antigamente, que, na maioria dos temas,
trabalhava com uma linguagem natural da época, provavelmente, era ndo somente
mais compreensivel, como também mais acessivel que a linguagem de hoje, pela
transformacdo sofrida ao longo do tempo, abandonando a linguagem natural e
adotando uma linguagem simbdlica, criando, desse modo, muitas dificuldades para a
leitura e compreensdo dos contetdos matematicos, tanto de uma Matematica mais
sofisticada, quanto em todos os segmentos do ensino.

Segundo Reményi (2005), doutora em Matemética e historiadora de Ciéncia
em Heideibere, apesar do paradoxo, a moderna linguagem matematica, com seus
simbolos e férmulas, que acabam por fechar portas para aqueles que estdo
iniciando, € posta desta forma para maior clareza, permitindo que matematicos
sejam mais precisos na formulacdo de hipoteses e argumentacdes. A autora
informa, ainda, que um dos matematicos preocupados com essa formalizagdo foi
John Wallis (1616-1709), tendo sido ele, coincidentemente, o responsavel pelo
simbolo utilizado até hoje para representar o infinito, foco desta pesquisa. Foi Wallis

um dos principais matematicos no trabalho de formalizacdo da algebra.
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A interferéncia dessa simbologia e formalizagdo da Matematica dificultou a
aprendizagem tanto para leigos, ou mesmo iniciantes, quanto para professores do
ensino basico que se propbéem a uma capacitacdo ou, simplesmente, querem
aprofundar seus conhecimentos em Analise Real, considerada disciplina estratégica
entre uma Matematica basica e uma mais sofisticada e profunda.

Esta nova linguagem matematica, ou seja, a linguagem simbolica, quando
apresentada fora das comunidades matematicas, ou sao interpretadas com
ingenuidade ou ndo sao interpretadas corretamente, como nos casos dos exemplos
gque passamos a apresentar:

Se encontrarmos em Analise uma expressao da forma k < x < k, o significado
€ natural que x = k, e que provavelmente resultou de uma demonstracdo. Mas, fora
do circulo de mateméticos, é uma sentenca estranha e incomum de representar
algum resultado de demonstracéo.

Se procurarmos algo mais sofisticado como o conjunto F (N; {0,1}), tdo
utilizado nas ultimas demonstracdes deste trabalho, na formalizacdo do tema
“infinito”, € muito abstrato construir, mentalmente, estas infinitas funcdes de dominio
em N e imagem no conjunto {0,1}, que reunidas formam o conjunto F(N, {0,1}).
Como se ndo bastasse essa dificuldade, por si s6 o conjunto é apenas um dos
objetos de uma linha de raciocinio para demonstrar que nenhuma funcdo com
dominio no conjunto dos numeros naturais e imagem refletida no conjunto F(N, {0,1})
€ sobrejetiva.

Por experiéncias anteriores, visto que ja tivemos contato com Andlise na
graduacéo, e, recentemente, no grupo de estudos de que participamos durante o
desenvolvimento deste trabalho, temos a convic¢ao do alto grau de abstracdo desta
funcdo de N em F(N, {0,1}), a ponto de bloquear estudos do tema pela néo
compreensao dessa fungao.

Com vistas a esta realidade, que contrasta a necessidade de maior producao
de Matematica abstrata com a realidade em que cada vez mais pessoas se afastam
desta Matemética avancada, surgiu esta ideia de falar do infinito no eixo da
cardinalidade, mas em uma linguagem mais proxima possivel da fala natural e
corrigueira das pessoas.

Talvez, em uma linguagem menos simbdlica e mais cotidiana, possamos
alcancar mais pessoas na compreensdo, ndo sO dessa parte da Andlise, mas

também do maximo de conteddos que cercam esta nobre area de conhecimento, ou
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seja, a Andlise Real. Talvez este seja um caminho para permitir que mais pessoas
possam usufruir da visdo matematica do mundo, com olhar proximo dos grandes
matematicos.

Vale lembrar que ndo podemos creditar a maior responsabilidade pelas
dificuldades das pessoas na compreensédo do infinito, ao processo de formalizacéo
dos teoremas que temos de percorrer para a compreensdo do tema, mas também é
claro que uma “traducdo” desses simbolos e formulas, com certeza, podera
minimizar a aridez desses conteudos.

Acreditamos que a compreensdo de um texto matematico apresenta maior ou
menor dificuldade, independente de qual Matematica estamos nos referindo, em

funcado da sofisticacdo e ndo dos simbolos utilizados para descrever este texto.



