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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o resultado dado por Bass em [4], que determina
uma condi¢ao no dominio de integridade R para que todo médulo finitamente gerado e
livre de torcao seja escrito como soma direta de modulos de posto 1. Mostramos que uma
condicao necessaria ¢ que todo ideal em R seja gerado por dois elementos, ou seja, que
esses dominios sejam quase dominios de Dedekind. Em seguida, aplicamos o resultado na
descricao de médulos livres de torgao e de posto finito sobre os anéis de coordenadas de

curvas singulares, cujas singularidades sao nos ou cuspides.

Palavras-chave: Modulos livres de tor¢ao. Mdédulos de posto 1. Nos e Cuspides.



ABSTRACT

The aim of this paper is to present the result given by Bass in [4], which determines a
condition on the integral domain R so that every finitely generated torsion free module is
written as a direct sum of modules of rank 1. We show that a necessary condition is that
all ideal in R is generated by two elements, in other words, that these domains are almost
Dedekind domains. Then, we apply the result in the description of torsion free modules of
finite rank over the coordinate rings of singular curves, whose singularities are nodal or

cuspidal.

Key-words: Torsion free modules. Modules of rank 1. Nodal and Cuspidal.
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1 INTRODUCAO

Em [1] Serre perguntou quando um modulo projetivo sobre o anel de polinémios
em n variaveis, K [z1, ..., x,], sobre um corpo K, é livre. Seshadri mostrou que o resultado
é verdadeiro para n = 2. Mais precisamente, ele mostrou que todo R [z]-médulo M é
estendido, isto é, é da forma R[z] ® g My, para algum R-mddulo My, sempre que R for um
dominio de ideais principais [2] ou o anel de coordenadas de uma curva nao singular afim
sobre um corpo algebricamente fechado [3]. Modificando o argumento de Seshadri em [2],
Bass [4] mostrou que R pode ser qualquer anel de Dedekind. Mais ainda, Bass exibiu um
exemplo, mostrando que uma condi¢ao no fecho inteiro de R é, em geral, necessaria para

a conclusao.

Problemas como os listados anteriormente sao frequentemente resolvidos mostrando-

se que um modulo projetivo é a soma direta de médulos de posto 1.

O objetivo desse trabalho é o de apresentar o resultado dado por Bass em [4] que
determina a condi¢do no dominio de integridade R para que todo moédulo finitamente
gerado e livre de torcao seja escrito como soma direta de médulos de posto 1. Veremos
que uma condi¢ao necessaria ¢ que todo ideal em R seja gerado por dois elementos, ou

seja, que esses dominios sejam quase dominios de Dedekind.

As motivagdes para o estudo desse tema foram os trabalhos de Seshadri, [6], e
mais recentemente, [7] e [8], que caracterizam feixes livres de tor¢ao sobre curvas nodais e
cuspidais (o caso cuspidal é tratado em [8]) usando ternos na normalizacdo da curva. O
ingrediente chave para para a determinacao dos ternos é a descri¢ao local do feixe F nos
pontos singulares, isto é, F, ~ OIEB“ &) m;‘fb, onde a + b é o posto do médulo F,, e p é um

ponto singular (né ou cuspide).

No Capitulo 2 listamos os principais resultados de Algebra Comutativa que serdo
usados no texto. Esses resultado nao foram demonstrados porque se tratam de resultados
classicos e porque a demonstracao deles tornaria o trabalho muito extenso. No entanto,

citamos referéncias onde esses resultados podem ser encontrados.

No Capitulo 3 fazemos um breve estudo das propriedades de médulos livres de
torgao, limites diretos, posto de um modulo, ideais fracionarios e a definigdo de anéis com a

condicao de cadeia restrita. Resultados esses que sao fundamentais para o desenvolvimento

do trabalho.

No capitulo 4, apresentamos as condi¢oes necessarias e suficentes no dominio de
integridade R para que todo modulo livre de torgao e finitamente gerado possa ser escrito
como soma direta de modulos livres de torgao e posto 1. Mais precisamente, mostramos,
seguindo [4], que R deve ser um dominio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro R
é finito sobre R e tal que p*(R) < 2, onde p*(R) é o maximo de pgr(2A), 2A ideal de R, e
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w1(2() é o nimero minimo de geradores de 2. Mostramos que esse é o caso de dominios de
Dedekind. Finalmente, aplicamos o Teorema para decompor modulos sobre os anéis das
)

fungoes regulares de duas curvas afins, cujas singulares sdo no e cuspide.
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2 RESULTADOS BASICOS

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados de Algebra Comu-
tativa que serao citados no trabalho. Muitas demonstragoes serdo omitidas por se tratarem
de resultados conhecidos, mas citaremos referéncias onde tais resultados, junto com suas

demonstragoes, podem ser encontrados.

De agora em diante, a palavra anel significara um anel comutativo com unidade,

que representaremos pela letra R.

2.1 ANEIS E IDEAIS

Teorema 2.1. Todo anel R # {0} possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstragio. Ver [9], Teorema 1.3, pag.3. |

Existem anéis com exatamente um ideal maximal, como os corpos. Esta ideia levou

a seguinte definicao.

Definicao 2.1. Um anel R que possui exatamente um ideal maximal 9 é chamado de

anel local. O corpo K = R/9 é chamado de corpo de residuos de R.

Definicao 2.2. Um anel R que possui um ntmero finito de ideais maximais é chamado

de anel semi-local.

Definigao 2.3. O radical de Jacobson R de R é definido como sendo a intersecao de todos

os ideais maximais de R.

R:= (] M, M ideal maximal de R (2.1)
MCR

A seguinte Proposigao caracteriza o radical de Jacobson.

Proposicao 2.1. = € R se, e somente se, 1 — zy é uma unidade em R, para todo y € R.

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 1.9, pag.6. |

Definicao 2.4. Definimos o ideal quociente dos ideais a,b do anel R, como sendo o ideal
(a:b):={zre€R: zbCa}.

Em particular, ((0) : b) é chamado o anulador de b e é também denotado por
Ann(b), ou seja, Ann(b) = {x € R : xb = (0)}.

Se b for um ideal principal (z), escreveremos (a : z) no lugar de (a: (x)).
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Definicao 2.5. Definimos o radical do ideal a de R como sendo

r(a):={x € R : 2" € a, para algumn € N*}.

2.2 MODULOS

Definicao 2.6. Se N, P sao submodulos de M, definimos
(N:P):={x€R: P C N},

que ¢ um ideal de R.

Em particular, o ideal (0: M) = {x € R: M = 0} é chamado o anulador de M e
seréa denotado por Ann(M).

Proposigao 2.2 (Lema de Nakayama). Seja M um R-mddulo finitamente gerado e a um
ideal de R contido no radical de Jacobson R de R. Entio, aM = M implica M = {0}.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 2.6, pag. 21. |

Corolario 2.1. Sejam M um R-modulo finitamente gerado, N um submodulo de M,
a C R um ideal. Entao, M =aM + N = M = N.

Demonstragio. Ver [9], Corolario 2.7, pag. 22. [ |

Proposicao 2.3 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam M, N R-mddulos.

Entao, existe um par (T, g) consistido de um A-mddulo T e uma aplica¢io R-bilinear
g: M xN—T,

com a sequinte propiedade:

Dado qualquer R-mddulo P e qualquer aplicacao R-bilinear f : M x N — P,
existe uma unica aplicagao R-linear f':' T — P tal que f = f'og.
Além disso, se (T,g) e (T",4") sdo dois pares com esta propriedade, entdo existe

um unico isomorfismo j: T — T tal que jog=¢ .

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 2.12, pag. 24. [ |

Observacao 2.1. O médulo 7" acima é chamado de Produto Tensorial de M e N, e é

denotado por M ®zr N ou apenas M ® N, se nao ha ambiguidade sobre o anel R.
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2.3 ANEIS E MODULOS DE FRACOES

Definicao 2.7. Seja R um anel qualquer. Um subconjunto multiplicativamente fechado

de R é um subconjunto S de R tal que 1 € S e S ¢ fechado sob a multiplicacao.

Definamos a relagao = sobre R x S como segue:

(x,s) = (y,t) < (xt —ys)u =0, para algum u € S. (2.2)
Seja © = (z,5) e seja STIR = {x L e S_lR}.
s s s

E possivel colocar em S™'R uma estrutura de anel definindo adicdo e multiplicacio

~ a p . ,
das "fracoes" — do mesmo modo como em algebra elementar, isto é :
s

(x/s) + (y/t) = (xt+ys)/st
(x/s)(y/t) = wy/st

Também temos um homomorfismo de anéis f : R — S~ R definido por f(x) = z/1,

que nao ¢ injetivo em geral.

Observagdo 2.2. Se R é um dominio de integridade e S = R — {0}, entdo S™'R ¢ o

corpo de fragoes de R.

O anel S7'R é chamado o anel de fracoes de R com respeito a S e tem a seguinte

propriedade universal:

Proposigao 2.4 (Propriedade Universal do Anel de Fracoes). Seja g : R — Ry um
homomorfismo de anéis tal que g(s) é uma unidade em Ry, para todo s € S. Entdo, eziste

um tinico homomorfismo de anéis h: ST'R — Ry tal que g = ho f.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 3.1, pag. 37. |

Exemplo 2.1. Seja p um ideal primo de R. Entao, S = R — p é multiplicativamente

fechado. Nesse caso, escrevemos R, para representar S™'R.

Proposicao 2.5. O anel R, € anel local é um anel local cujo ideal maximal é o conjunto

dos elementos da forma x/s, com x € p.

Demonstragio. Sabendo que R, ¢ um anel, devemos mostrar apenas que

m::{gzxepeseR—p}
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¢ um ideal tal que todo z/s € R, — 9 é invertivel.

Para ver que 9 é um ideal, sejam z/s e 2//s' € M e y/t € R,. Entao,

rx x  xs+a's

-4 —=—€M
S s ss’
e
Yy,,T zy
=)= —=€eMm,
(t)(s) st

pois x,z’ € p e p é um ideal.

Para mostrar que 9 é o tnico ideal maximal de Ry, seja x/s € R, — M. Entao,

r¢pes/xeR, Logo, 1= (x/s)(s/z), ouseja x/s é invertivel em R,. |
Definicao 2.8. O processo de passar de R a R, é chamado localizacio de R em p.

A construcao de S~'R pode ser estendida para um R-médulo M.

Definimos a relagao = sobre M x S como segue:

(m,s) = (m',s") < 3t eS tal que t(sm' 4+ s'm) =0 (2.3)
Como antes, esta é uma relagao de equivaléncia e o conjunto
S_IM:{%:mEMes€S}
com as operacoes definidas por:

(m/s)+ (m'/t) = (mt+m's)/ste
(a/s)(m/t) := am/st, onde a/s € STIR,
¢ um S~ R-médulo.

Seja u : M — N um R-homomorfismo de médulos. Entao, u define um S~ R-
homomorfismo de médulos S™'u : S*M — S7!N, onde S~'u aplica m/s a u(m)/s.

Temos também que S~ (vowu) = (S71v) o (S~ u).

Proposicao 2.6. A operacio S™' € exata, isto ¢, se M’ T M 25 M ¢ exata em M,
-1 -1

entio ST'M' L SN 29 SN 6 exata em STIM.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 3.3, pag. 39. |

Proposicao 2.7. Seja M um R-médulo. Entao, os S™'R-médulos S™*M ¢ ST'R@r M
sd@o isomorfos; mais precisamente, existe um tnico isomorfismo f : ST'RQrM — STIM

para o qual f((x/y) ® m) = axm/s, para todo x € R, m € M, s € S.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 3.5, pag. 39. |
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Proposicao 2.8. Seja M um R-mddulo. Entao, as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

i) M ={0}.
i) M, = {0} para todos os ideais primos p de R.

iii) Myn = {0} para todos os ideais mazimais M de R.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 3.8, pag. 40. |

2.4 DECOMPOSICAO PRIMARIA
Definigao 2.9. Sejam R um anel e ¢ um ideal de R. Dizemos que q é primdrio se:

a7 R
ii) zy € q, entdo = € q ou y" € q para algum n € N*

Lema 2.1. Sejam R um anel e q um ideal de R. O ideal q é primdrio se, e somente se,

R/q # {0} e todo divisor de zero em R/q € nilpotente.

Demonstragio. (—) Como q é primério, entdo se segue diretamente da definicao que
R/q # {0}. Agora, seja T € R/q, T # 0 tal que Z é um divisor de zero. Entdo,
existe y € R/q, y# Otal que Z-5 = 0. Como T # 0 e § # 0, vemos que z,y ¢ q.
Por outro lado, Z -3 = 7y = 0, isto é 2y € q. Agora, como y € q e xy € q, entdo

" € q, para algum n € N*. Assim, 2" = 0. Portanto, Z ¢ nilpotente.
(+) Como, R/q # {0}, entdo q # R. Agora, sejam z,y € R tais que zy € q

— Se z € q, entdo q é primario.
— Se y € q, entao q é primario.

— Se x,y ¢ q, entao T # 0 e y # 0. Por outro lado, Z -

y =0,
pela hipétese, existem m,n € N* tais que 2™ = 0, " = 0. Portanto, 2™ € q,

Yy e q.

= 0, pois xy € q. Assim,

Proposicao 2.9. Seja q um ideal de R, q primdrio. Entao, r(q) é o menor ideal primo

contendo q.

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 4.1, pag. 50. |

Definigao 2.10. Se q é priméario e p = r(q), entdo dizemos que q é p-primario.
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Proposicao 2.10. Seja a um ideal de R. Se M = r(a) é mazimal, entdo a é primdrio.

Em particular, as poténcias de um ideal mazximal M sao M-primarias.

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 4.2, pag. 51. [ |

Lema 2.2. Se q; com 1 <1 < n sdo p-primdrios, entio q = ﬂ q; € p-primdrio.

i=1
Demonstragao. Ver [9], Lema 4.4, pag. 51. [ |

Definicao 2.11. Uma decomposicio primdria de um ideal a em R é uma expressao de a

como uma intersecao finita de ideais primarios a = ﬂ -
i=1
Diremos que a é decomponivel se a admite uma decomposicao priméaria. Neste caso, se

i) todos os r(g;) sao distintos, e

ii) temos que () q; € q; para 1 <i <n
i#i

a decomposicao primaria é dita minimal.

Observacao 2.3. Notemos que, em geral, uma tal decomposicao priméria nao precisa
existir. Porém, toda decomposicao primaria pode ser reduzida a uma minimal.

Definigao 2.12. Sejam a um ideal de R e a = ﬂ q; uma decomposi¢ao primaria minimal
=1
de a.

Assoc(a) ={r(q;) : [ =1,---,m}.

Assim, se p; € Assoc(a), entdo p; é um ideal primo associado a a.

Teorema 2.2 (1° Teorema de Unicidade). Sejam a um ideal de R e a = ﬂ q; uma
i=1
decomposi¢ao primaria minimal de a. Seja p; = r(q;) para i = 1,...,n. Entao, os ideias

pi sao precisamente os ideais primos da forma r(a : ), tais que x € R. Portanto, ndo

dependem de uma decomposicdo particular de a.

Demonstragio. Ver [9], Teorema 4.5, pag. 52. [ |

Os ideiais primos p; dados no Teorema 2.2 sao chamados ideias associados ou
pertencentes a a. Os ideais minimais do conjunto {p,,---,ps} sdo chamados ideiais
minimais ou isolados pertencentes a a. Os outros sdo chamados primos mergulhados.

Proposicao 2.11. Sejam a um ideal de R, a = ﬂ q; uma decomposicao primaria minimal
i=1
de a. Seja p um ideal primo de R tal que p D a. Entao, eziste pj, € Assoc(a), p;, isolado,

tal que pj, C p.
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Em particular, os ideais primos isolados de Assoc(a) sao exatamente os elementos minimais

no conjunto de todos os ideais primos que contém a.

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 4.6, pag. 52. [ |

2.5 DEPENDENCIA INTEIRA E VALORIZACAO

2.5.1 Dependéncia Integral

Definicao 2.13. Sejam R; um anel, R um subanel de R; (tal que 1 € R). Um elemento x
de R; é dito ser inteiro sobre R se x é uma raiz de um polindmio moénico com coeficientes

em R, isto é, se x satisfaz uma equacao da forma:
"+ a4 a, =0 (2.4)
onde os a; sdo elementos de R.

Claramente, todo elemento de R é inteiro sobre R.

Proposicao 2.12. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

i) Yo € Ry € inteiro sobre R.
ii) R[yo] € um R-mddulo finitamente gerado.

iii) Ryo] estd contido em um subanel C' de Ry tal que C' é um R-mddulo finitamente

gerado.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 5.1, pag. 59. |

Corolario 2.2. Seja y; com 1 <1 <n elementos de Ry, cada y; inteiro sobre R. Entdo,

o anel R[y1,y2--+ ,Yn] € um R-mddulo finitamente gerado.

Demonstragio. Ver [9], Corolario 5.2, pag. 60. [ |

Corolario 2.3. O conjunto C dos elementos de Ry que sdo inteiros sobre R é um subanel
de Ry contendo R.

Demonstracao. Ver [9], Corolario 5.3, pag.60. |

O anel C' no Corolario 2.3 é chamado o fecho inteiro de R em R;. Se C' = R, entao
R é dito ser integralmente fechado em R;. Se C'= Ry, entao o anel R; é dito ser inteiro

sobre R.
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Teorema 2.3. Sejam R C Ry anéis, Ry inteiro sobre R e q um ideal primo de Ry. Seja

p=qN R, a contracao de q em R. FEntao, q é mazimal, se e somente se, p for mazrimal.

Demonstragao. Ver [9], Corolario 5.8, pag. 61. [ |

Teorema 2.4. Sejam R C R; anéis, Ry inteiro sobre R e p um ideal primo de Ry. Entdo

existe um ideal primo q de Ry tal que qN R = p.

Demonstragio. Ver [9], Teorema 5.10, pag. 62. [

2.5.2 Dominios de integridade integralmente fechados

Um dominio de integridade é dito ser integralmente fechado (sem qualificagao) se

for integralmente fechado em seu corpo de fragoes.

Proposicao 2.13. Seja R um dominio de integridade. Entao, as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

i) R € integralmente fechado.
ii) R, ¢ integralmente fechado, para cada ideal primo p.

i11) Ry € integralmente fechado, para cada ideal mazimal .

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 5.13, pag. 63. |

2.5.3 Anéis de valorizagao

Sejam R um dominio de integridade, K seu corpo de fragoes. R é um anel de

valorizagdo de K se para cada z # 0, 2 € Rouz~! € R.

Proposicao 2.14. As sequintes afirmacoes se cumprem:

i) R € um anel local.
it) Se R é um anel tal que R C R C K, entdo R’ é um anel de valorizagio de K.

ii1) R € integralmente fechado em K.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 5.18, pag.65. |
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2.6 CONDICAO DE CADEIA

Seja ¥ um conjunto parcialmente ordenado pela relagao <.

Proposicao 2.15. As sequintes condicoes sobre ¥ sao equivalentes:

i) Toda sequéncia crescente x1 < x,... em X € estaciondria, isto é, existe n tal que

LTy = Tp41 = -+ -

it) Todo subconjunto ndo-vazio de ¥ tem um elemento maximal.

Se ¥ é o conjunto de submodulos do moédulo M, ordenado pela relagdo C, entao
tal condicao i) é chamada condicdo de cadeia ascendente (a.c.c., do inglés ascending chain
condition) e i) é chamada condi¢cio mazimal. Um médulo M que satisfaga qualquer uma

destas condicoes equivalentes é dito ser Noetheriano!.

Se ¥ é o conjunto de submddulos do médulo M, ordenado pela relagao O, entao
tal condicao i) é chamada condi¢io de cadeia descendente (d.c.c., do inglés descending
chain condition) e 7i) é chamada condigio minimal. Um médulo M que satisfaga qualquer

uma destas condicoes equivalentes é dito ser Artiniano®.

Proposicao 2.16. M ¢é um R-modulo Noetheriano se, e somente se, todo submddulo de

M ¢€ finitamente gerado.

Demonstracio. Ver [9], Proposicao 6.2, pag. 75. |

Uma cadeia de submédulos de um médulo M é uma sequéncia {M;};_, de submé-
dulos de M tal que
M=MyDMD- 2 M, ={0. (2.5)

O inteiro positivo n é chamado comprimento da cadeia. Uma série de composicao
de M é uma cadeia maximal, isto é, uma cadeia na qual nao podemos inserir submodulos
extras. Isto equivale a dizer que cada quociente M; ;/M;, para 1 < i < n, é simples, ou

seja, nao tem submoédulos exceto 0 e ele mesmo.

Proposicao 2.17. Suponha que M tem uma série de composicio de comprimento n.
Entao toda série de composicdo de M tem comprimento n, e toda cadeia em M pode ser

estendida para uma série de composicao.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 6.7, pag. 77. |

Denotaremos por [(M) o comprimento de uma série de composi¢do do médulo M.

Escreveremos [(M) = oo se M nao tiver uma série de composicao.

Nome devido a Emmy Noether

2 Nome devido a Emil Artin
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Proposicao 2.18. Um mddulo M tem uma série de composicao se e somente se satisfaz

a.c.c. ed.c.c..

Demonstragao. Ver [9], Proposicao 6.8, pag. 77. |

Considerando o caso particular de moédulos sobre um corpo K, isto é, K-espago

vetorial temos:

Proposicao 2.19. Para um K-espago vetorial V as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

i) dimensao finita.
it) comprimento finito.
ii1) a.c.c.

w) d.c.c.

Além disso, se estas condigoes sao satisfeitas, comprimento € igual a dimensdo.

Demonstragio. Ver [9], Proposi¢ao 6.10, pag. 78. |

2.7 ANEIS NOETHERIANOS

Lembremos que um anel R é dito ser Noetheriano se satisfaz as seguintes trés

condigoes equivalentes:

i) Todo conjunto nao-vazio de ideais em R tem um elemento maximal.
ii) Toda cadeia ascendente de ideais em R é estacionaria.
iii) Todo ideal em R ¢é finitamente gerado.

Proposicao 2.20. Se R é Noetheriano e ¢ é um homomorfismo sobrejetor de R sobre

um anel Ry, entdo Ry é Noetheriano.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 7.1, pag. 80. |

Proposicao 2.21. Se R é Noetheriano e S € qualquer subconjunto multiplicativamente
fechado de R, entio S™'R é Noetheriano.

Demonstragao. Ver [9], Proposigao 7.3, pag. 80. |

Exemplo 2.2. Se R é Noetheriano e p ¢ um ideal primo de R, entao R, ¢ Noetheriano.
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Teorema 2.5 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é Noetheriano, entao o anel de

polindmios R [x] é Noetheriano.

Demonstragio. Ver [9], Teorema 7.5, pag. 81. [ |
Corolario 2.4. Se R é Noetheriano, entio R |xi,xo,...,x,] é Noetheriano.

Teorema 2.6. Em um anel Noetheriano R todo ideal tem uma decomposicdo primdria.

Demonstragio. Ver [9], Teorema 7.13, pag. 83. |

2.8 ANEIS ARTINIANOS

Um anel Artiniano é aquele que satisfaz a d.c.c. ou, equivalentemente, a condigao

minima sobre ideais.

Proposicao 2.22. Em um anel Artiniano R todo ideal primo é mazimal.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 8.1, pag. 89. [
Corolario 2.5. Em um anel Artiniano o nilradical é igual ao radical de Jacobson.
Proposigao 2.23. Um anel Artiniano tem so um numero finito de ideais maximais.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 8.3, pag. 89. |

Uma cadeia de ideais primos de um anel R, é uma sequéncia estritamente crescente

po C p1 C --- C p, de ideais primos de R; o comprimento da cadeia é n.

Definimos a dimensao de R como sendo o supremo dos comprimentos de todas as

cadeias de ideais primos em R. A dimensao de R é um inteiro n > 0 ou 400 (assumindo

R# {0} ).
Exemplo 2.3. Um corpo tem dimensao 0 e o anel Z tem dimensao 1.

Teorema 2.7. Um anel R é Artiniano, se e somente se R é Noetheriano e dim R = 0

Demonstragio. Ver [9], Teorema 8.5, pag. 90. |

2.9 ANEIS DE VALORIZACAO DISCRETA

Proposicao 2.24. Seja R um dominio Noetheriano de dimensdo 1. Entdo, todo ideal
a nao-nulo em R pode ser expressado unicamente como um produto de ideais primdrios

cujos radicais sao todos distintos.
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Demonstragio. Ver [9], Proposicao 9.1, pag. 93. |

Seja K um corpo. Uma wvalorizacao discreta sobre K é uma aplicagdo sobrejetora v
de K* em Z (onde K* = K — {0} é o grupo multiplicativo de K) tal que

1. v(zy) = v(x) + v(y), isto é, v é um homomorfismo de grupos e

2. v(z +y) > min{v(x),v(y)}.

O conjunto consistido de 0 e todos os z € K* tal que v(z) > 0 é um anel, chamado
o anel de valorizacio de v. E frequentemente conveniente estender v a todo K colocando
v(0) = +o0.

Um dominio de integridade R é um anel de valorizacao discreta se existe uma

valorizacgao discreta v do seu corpo de fragoes K, tal que R é um anel de valorizagao de v.

Proposicao 2.25. Sejam R um dominio Noetheriano local de dimensao um, M seu ideal

mazximal, K = R/ seu corpo residual. Entdo, as sequintes afirmagées sio equivalentes:

i) R é um anel de valorizagao discreta.
it) R € integralmente fechado.
ii1) M € um ideal principal.
iv) dimg (9/9M?) = 1.

v) Todo ideal nao-nulo € poténcia de IN.

vi) Eziste © € R tal que todo ideal nao-nulo é da forma <xk>, com k > 0.

Demonstragio. Ver [9], Proposicao 9.2, pag. 94. [

2.10  DOMINIOS DE DEDEKIND

Teorema 2.8. Seja R um dominio Noetheriano de dimensao um. Entdo, as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:

i) R € integralmente fechado.
it) Todo ideal primdrio em R € uma poténcia de um primo.
iii) Todo anel local R, com p # 0 é um anel de valorizagio discreta.

Demonstragao. Ver [9], Teorema 9.3, pag. 95. |

Um anel satisfazendo as condigoes de 2.8 é chamado um dominio de Dedekind.
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Corolario 2.6. Em um dominio de Dedekind todo ideal nao-nulo tem uma fatoracao unica

como um produto de ideais primos.

Demonstragao. Ver [9], Corolario 9.4, pag. 95. [ |
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3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados de algebra comutativa que serao

importantes para o restante do trabalho.

Em todo lugar, a palavra anel significara um anel comutativo com unidade, que

normalmente serd representado pela letra R.

3.1 MODULOS LIVRES DE TORCAO

Definicao 3.1. Sejam R um dominio de integridade e M um R-médulo. Um elemento
x € M é um elemento de tor¢io de M se Ann (z) := {a € R;ax = 0} # {0}, isto é, se x é

anulado por algum elemento nao-nulo de R.

Proposicao 3.1. Sejam R um dominio de integridade e M um R-modulo. Os elementos
de torcao de M formam um submodulo de M, chamado o submddulo de tor¢cao de M e

denotado por T(M).

Demonstracao. De fato,
T(M)={ze M : Ann(z) #{0}} ={r € M : Ja € R,a # 0 tal que ax = 0}
T(M)={x € M : ax =0, para algum nao nulo a € R} .

Sejam my, me € T'(M). Entao, existem a1, ay € R, ndo nulos, tais que aym; = 0
e agmy = 0. Logo, ajas(my + mso) = (a1az)my + (araz)me = ag(army) + ai(agms) = 0.

Como R ¢ um dominio de integridade, ajas # 0 e my +mq € T'(M).

Sejam a € R, m € T(M) e b € R, nao nulo, tal que bm = 0. Entao, b(am) =
a(bm) =0 e ab # 0. Logo, am € T(M). |
Defini¢ao 3.2. Um R-médulo M é dito livre de tor¢io se T(M) = {0}.

Exemplo 3.1. Seja R um dominio de integridade. Todo R-moédulo é livre é livre de

torcao.

Exemplo 3.2. Seja R um dominio de integridade. Todo R-mdédulo projetivo é livre de

torcao. De fato, todo modulo projetivo é somando direto de um moédulo livre.

Teorema 3.1. Seja R um dominio de integridade local. Entao todo R-maodulo projetivo

finitamente gerado € livre.

Demonstragio. Seja S = {my,...,m,} um conjunto minimal de geradores de M, isto é,
T

nenhum subconjunto préoprio de S gera M. Sejam F' = @ R moédulo livitee ¢ : FF— M o

i=1
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R-homomorfismo sobrejetor definido por ¢(e;) = m;, onde {ey,...,e,} é a base candnica
de F. Entao, como M é projetivo, FF = K @& M, onde K = ker(¢). Afirmamos que
K C OMF, onde 91 é o Unico ideal maximal de R. Suponhamos por absurdo que exista
y € K tal que y ¢ MF. Como K C F, temos que y = >.I_, ¢;e;, com ¢; € R, para todo
iec; ¢ M para algum j. Mas 0 = ¢(y) = ¢(X1_; cie;) = >oi_q ciple;) = Soi_; cim;, nos
diz que c;m; = 3,4, cie; e, portanto, m; = (¢;)~' 31, cieq, pois ¢; é invertivel em R.
Absurdo, ja que S é minimal. Logo, K C MF e F' = MF + M. Pelo Corolario 2.1 (Lema
de Nakayama), segue que F' = M. [ |

Com o objetivo de estudar os elementos de tor¢do de um R-modulos apresentaremos

o conceito de limite direto de mdédulos.

3.2 LIMITES DIRETOS

Definicao 3.3. Seja R um conjunto nao vazio. Dizemos que R é parcialmente ordenado e

escrevemos (R, <) se:

i) 2 <z, Vre R (Reflexiva)
i) <y e y<z = x=y (Anti-simétrica)
iii) <y e y<z = z <z (Transitiva)

Definicao 3.4. Um conjunto parcialmente ordenado [ é chamado um conjunto dirigido

se, para cada par i, € [, Jdk € [ talquei < ke j < k.

3.2.1 Construcao do Limite Direto

Sejam R um anel, I um conjunto dirigido e {A;},.; uma familia de R-mdédulos
indexados por I. Para cada par 7,5 em [ tal que ¢« < j, seja p;; : M; — M; um

R-homomorfismo de moédulos, satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) pi; € a aplicagao identidade de M;, para todo i € I, e

(2) pir = pjr © pij sempre que i < j < k.
Dizemos nesse caso que os médulos M; e os homomorfismos fi;; formam um sistema direto
M = (M;, pi;) sobre o conjunto dirigido 1.

Construiremos a seguir um R-moédulo M chamado o limite direto do sistema direto
M.
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Seja C' = @ M; e identificamos cada moédulo M; com sua imagem candnica em C'.
iel
Seja D o submoédulo de C' gerado por todos os elementos da forma z; — p;; (x;) onde ¢ < j

ex; € M;. Sejam M = C/D, u:C — M a projegao candnica e p; = pi | -

O moédulo M, ou mais corretamente, o par consistindo de M e a familia de
homomorfismos u; : M; — M, é chamado o limite direto do sistema direto M e sera
denotado por hﬂ M;. Segue da construcao que p; = p; o iy, sempre que ¢ < j.
Observagao 3.1. Os elementos de C' = @ M; séo familias (x;);e; tais que x; € M;, para

iel
cada i € I, e tais que x; # 0 somente para um nimero finito de indices 7 € I. Por isso, é

usual representar um elemento de C' como uma soma formal,

> @i =@y + @y + -+ ay,, para algum s € N.
el

Proposigao 3.2. Seja (M;, pi;) um sistema direto com o conjunto dirigido de indices I,
e seja a i-ésima aplicacao injetiva \; : M; — @ M;.

i€l

i) Todo elemento de M pode ser escrito na forma u;(x;) para algum i € M; e algum

x; € Mz

it) Ni(z;) + D = D, se e somente se, p(x;) =0, para algum t > i.

Demonstragio. (i) Sendo p : C' = @;e; M; — M = C/D a projecao candnica, dado

x € M, existem iy, 1o, ...,4, € I tais que x;,, Tiy,...,x; #0e

v =p(d @) = plwa @+ @) = (@ xn o)+ D.
n=1

Seja k € I tal que iy, < k,Vs=1,2,---,r. A existéncia de tal k estd garantida,
pois I é um conjunto dirigido. Entao,
v=p() w,) = (vt +o+w)+D
n=1

= (@i, — Miye(Ts,) + pae(@s) + -+ 25— pir(3,) + pix(23,)) + D

Como xy, = piy k(i) + -+ + pir(xs,) € My, temos = = p(xy) = pg(xy).

(11) Se, pir(x;) = 0, para algum ¢ > i, entdo, A\y(pyu(z;)) = 0. Assim, considerando
D = ({Me(pje(z;)) — Aj(z;) = j < kex; € M;}), obtemos \;(z;) — Ae(pir(z;)) € D. Por-
tanto, \;(x;) + D = D.
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Para a reciproca, assumimos \;(z;) + D = D, isto é, \;(x;) € D.
J& que qualquer multiplo escalar de um gerador de D = {\z(pjx(x;)) — Aj(z;), onde j < k}
tem a mesma forma, existe uma expressao
Ai(i) =D [a(pgn(;) — Aj@)] € D
J
Escolhamos um indice ¢t € I maior do que qualquer um dos indices nesta expressao.

Claramente,

A(pie(mi)) = [Me(pae(wa)) — Ni(@a)] + Ni()
= [Ne(pae(i)) = Noa)] + D Mg (5)) = N (25)] -

Podemos reescrever cada um dos termos do lado direito como uma soma de geradores

em que o indice do lado direito é t da seguinte forma:

k(i) — Nj(5) = M) — A (@5)] + [N (e (— () — k(=g ()]

Pois i © pir = Wjt, pela definicao de sitema direto. Portanto, podemos escrever
Mepie(3)) = D [Nelpgely)) — Aja)]

ap6s uma alteracao de notagao. Além disso, podemos assumir que hd uma combinacao
entre todos os termos com o mesmo indice de modo que o elemento se expresse de forma

tinica como »_ A, (z,).
p

Concluimos que se, j # t, entdao \j(z;) = 0, daqui z; = 0, para o elemento
Ae(pie(x;)) tem a j-ésima coordenada 0. Se j = t, entdo A\¢(uw(z:)) — A\i(z¢) = 0 porque
fy € a identidade. Assim, cada termo a direita é 0, de modo que \;(p;(x;)) = 0, de onde
pit(ri) =0

|
Proposicao 3.3 (Propriedade Universal do Limite Direto). Seja N um R-mddulo e, para

v €1, seja a; : My — N um R-homomorfismo tal que o; = «; o p1;; sempre que i < j.

Entao, existe um unico homomorfismo o : M — N tal que a;; = oo u; para todo i € 1.

Demonstragio. Sejam {M;},., uma familia de R-médulos indexados por um conjunto
dirigido I, C' = @Mi, D = ({z; —pij(xi) - t,jel,i<j}y, up:C — M =C/De

1€l

lim M; == (M, {pi}iep)-
(Existéncia) Defina o seguinte R-homomorfismo

a: C — N
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Entao, a(D) = 0. De fato, se 3 [z, — pwi(zx)] € D, segue da defini¢do de & que

Q) [z — pra(an)]) = Y owlxn) — arlpma(ae)) = Y on(r) — () = 0.
Logo, a define um homomorfismo av: M = C/D — N.

(Unicidade) Suponhamos que exista outro o/ : M — N tal que a; = o o p;.

Entao,

o = ooy

alpi(:)) = o (piw:))

a(m) = o(m)

Logo,

a(Xz) =Y @) = Y (@) = o' (X ). (3.1)

Veremos a seguir que a Proposicao 3.3 garante que o limite direto ¢ inico a menos
de isomorfismos. Sejam M = lim M; = (M, {piticr) e M' = limg M;; = (M, {pi};c;) dois
R-modulos satisfazendo a propriedade universal do limite direto. Entao, para todo N
R-modulo e a; : M; — N, existem tnicos o : M — N e o/ : M' — N tais que o o u, = o,

e oo u; = «q, isto é, tais que os seguintes diagramas sao comutativos.

M Jla N e M’ J1a’ N
A TN
M; M;
Fazendo N = M’ e «a; := i} no primeiro diagrama temos que Jla : M — M’ tal
que
o i = ;. (3.2)
Fazendo N = M e o/ := p; no segundo diagrama temos que 3o’ : M’ — M tal
que
ool = . (3.3)
Segue das equagoes (3.2) e (3.3) que
(0 0a)op =ao(aom)=alou, = p
e que

(o a)op;=ao(a o) =aou =,
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Ou seja, os diagramas

o’oa / oo !
M i M e M 7 M
Mz Mz

sao comutativos. Logo, pela unidade da aplicacao dada na Proposicao 3.3 temos que

doa=1Ideaod =1Id.

Proposigao 3.4. Seja {M;},., uma familia de submddulos de um R-mdédulo, tal que para
cada par de indices i,j em I, existe k € I tal que M;+ M; C My,. Defina ¢ < j se M; C M;
e seja i; + M; — M; a inclusao de M; em M;. Entdo, hﬂMl =M, =UM,;. Em

particular, qualquer R-modulo é o limite direto de seus submddulos finitamente gerados.

Demonstracao. Para cada ¢ € I temos M; C > M; e, portanto, U M; C > M;. Por outro
lado, se y = > icrxi € X M; é qualquer soma finita, S = {i € [;x; # 0} e j € I é tal que
J > 1, para todo ¢ € S, entao ZMz C M;. Logo, > e M; C U M;.
= iel
Agora, provemos que U M; cumpre com a propriedade universal.
iel
Sejam pu; : M; — U M; o homomorfismo inclusdo, N um R-moddulo e, Vi € I,
iel
a; : M; — N R-homomorfismos tais que o; = «; o j1;; sempre que ¢ < j.

Defina
a: U M, — N
icl
r — o), sex =x; € My, para algum i € 1.

Vamos mostrar que a esta bem definida.

Sejam x € U M; tal que x = z; € M; e v = x; € M;. Sem perda de generalidade,
i€l
podemos supor que i < j. Portanto, a;(x;) = a;(pij(x;)) = au(x;), ja que pyj(x;) = ;.
Resta provar que a; = avo p;. De fato, oo p;(z;) = a(x;) = a;(x;), para todo ;.
Portanto, o o pu; = a;.
Para mostrar a unicidade de «, suponhamos que exista outro A-homomorfismo
B:|JM; — N tal que B o p; = a;. Dai,

i€l
Bx;) = Powilz), poisp;éaaplicacio inclusao
= a(r;), jéqueBopu=aq
= aop(x;), poisa;=aoyp

= «afz;), pois p; éa aplicagao inclusao.

Portanto, § = a. |
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Exemplo 3.3. Seja R um dominio de integridade e K seu corpo de fragoes. Sejam
I=R—-{0}CK,{eleRe:={a/é;a € R} C K. Defina

§<n < R:CR, ¢ {=1n ¢ R=R,.

E f4cil ver que e (1, <) é um conjunto parcialmente ordenado e um conjunto dirigido. De

fato, dados &, € I, as inclusdes naturais

f%g — }%EW ]%ﬁ — ]%ﬁﬂ
e
a an b 3
e T . n T e
garantem que, para ( = &n, temos € < (en < (.
Logo, segue da Proposicao 3.4 que
lim Re = > Re = |J Re (3.4)

gel gel

Como K = U Re, concluimos que K = hg Re.
¢el

Teorema 3.2. Seja R um anel, N um R-mddulo, e seja .F = {My; fun} um sistema
direto de R-mddulos. Entdo, im(My @r N) = (lim M) @ N.

(Em outras palavras, o produto tensorial comuta com limites diretos).

Demonstragio. Ver [13], Teorema Al, pag. 270. [ |

Veremos a seguir que o limite direto é uma ferramenta importante para provar a

proxima proposicdo que por sua vez serd util para estudar médulos sem torgao.

Proposigao 3.5. Sejam R um dominio de integridade e M um R-mddulo. Temos que:

i) Se M é qualquer, entdo ¢ livre de torcao.

M
T(M)
ii) Se f: M — N é um homomorfismo de modulos, entio f(T(M)) C T(N).

iii) Se 0 - M'" — M — M" é uma sequéncia ezata, entao a sequéncia 0 — T(M') —
T(M)— T(M") é exata.

i) Se M é um R-mddulo qualquer, entao T(M) é o nicleo da aplica¢io x — 1 ® = de
M em K®gr M, onde K € o corpo de fracoes de R.

M
Demonstragio. (i) Como T'(M) é um submoédulo de M, T ¢ um R-modulo.
F: T(i) = {6} Suponhamos que am = 0, para algum a € R nao nulo. Entdo
T (M) ’

am € T(M), isto é, 3b € R, nao nulo, tal que b(am) = 0. Como ba # 0, ja que R é

um dominio de integridade, m € T(M) e m = 0.
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(ii) Seja m € T'(M). Entao, m € M é tal que am = 0, para algum a € R nao nulo. Seja
f um homomorfismo de médulos. Entao, f(m) € N e af(m) = f(am) = f(0) = 0.
Assim, Ja € R, a # 0, tal que af(m) = 0. Portanto, f(m) € T(N).

(iii) Seja 0 — M’ Py M 2 M uma sequéncia exata de R-modulos, isto é, aplicacoes
tais que Im a@ = ker# e Im 8 = kerv. Entao, 3 ¢ injetiva e Im 5 = ker~y. Seja
0 % T(M") 2 T(M) 5 T(M"), onde @ = o [qay, B =5 lrury, 7= lran.
0 = ker 5.
De fato, ker 8 C ker 3 = 0 o que implica ker 5 = 0.
- Im 3 = ker7%.
De fato, Im 3 = {B(z) : x € T(M')} e kery = {z € T(M) : ~v(z) =0}.

0 — (M) o T(M) s T(M)
! ! ! (3.5)
0o — M S oM oM
(2) Seja y € Im B, isto é, y = B(z) = B(x), para algum = € T(M’'). Entdo,
Y(y) =7(B(x)) = v(B(x)) = (v o B)(x) = 0. Assim, y € ker7.
(C) Seja y € kery. Entao J(y) = v(y) = 0. Logo, y € kery = Im . Assim
- y = B(x), para algum x € M’
Também sabemos que y € T(M). Entdao, 3a € R, a # 0, tal que ay =
afB(x) = B(ax) = 0. Como f é injetiva, ax = 0, isto é, x € T'(M’). Portanto,
Blz) = B(z) =y € Im 8.

(iv) Devemos mostrar que T'(M) = ker ¢, onde

oM — K®rM

r — 1®x

(C) Sejax € T(M). Entao, existe a € R, a # 0, tal que ax = 0. Assim, em K®g M,

temos ) ]
go(:c):1®x:g®x:f®ax:—®0:0.
a a a

Portanto, T'(M) C ker ¢.
(D) Seja z € kerp. Entdo, l@x =0 em K®r M. Como K = lim R (Exemplo

3.3), pelo Teorema 3.2, temos que
K®r M = (@Rg) ®RM2@(R§ ®pr M),
onde Re := {a/&;a € R}. Sejam M :== Re@r M, <ne

Hen - M — M,
%@m — %@m
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Entéo, K @p M = lim(R; ®p M) = lim M ¢ um isomorfismo tal que a/{
m+— 1/£ ® (am). Como 0 = 1®x € K®g M, segue da Proposigao 3.2 que
0=1®z=e(l®z) em M, para algum & € [, isto é, 1@z =1/{® (Ex) =0
em R¢ ®p M. Mas R = R implica

Re@rM = R@pM = M
%@x = a®T = ax

donde concluimos que 0 = 1 ® x € K ®r M implica £ = 0 € R. Logo,
reT(M).

Definicao 3.5. Seja R um dominio de integridade com o corpo de fragoes L e seja M um

R-médulo. Definimos o posto de M, denotado por ranky M, por:
rankg M := dim; L ®p M.

Lema 3.1. Sejam R um dominio de integridade e M um R-modulo finitamente gerado,

livre de torcao e de posto 1. Entao, M ¢ isomorfo a um ideal de R.

Demonstracao. Seja K o corpo de fracoes de R. Como M ¢é livre de torcao, segue do item
(iv) da Proposigao 3.5, que o R-homomorfismo ¢ : M — K®g M, dado por ¢(m) =1®@m
é injetivo. Logo, M = ¢(M). Usando que rankg(M) = dimg(K ®r M) = 1, temos que
K &g M = K e, portanto, ¢p(M) é isomorfo a um R-submddulo de K. Identificando ¢(M)
com sua imagem em K, podemos supor ¢(M) C K. Sejam zy,...,x, € M, tais que
M = Rxy1+ ...+ Rx, e ¢(x;) = a;/b; € K, Vi=1,...,n. Entao,

gb(M):Rgo(xl)+...+R¢(xn):R%+...+R% = bp(M):=1CR,
1 n

onde b =biby...b, e I = Ray + ...+ Ra,. Logo, M = ¢(M) = I ideal de R. [ |

3.3 IDEAIS FRACIONARIOS

Um conceito que serda muito usado neste trabalho é o conceito de ideal fracionario

que descreveremos a seguir.

Definicao 3.6. Sejam R um dominio de integridade e K seu corpo de fragdes. Um
R-submoédulo M de K é um ideal fraciondrio de R se xtM C R, para algum x # 0 em R.
Em particular, os ideais de R, que de agora em diante serdao chamados ideais integrais, sao
ideais fracionarios. Qualquer elemento u € K gera um ideal fracionério, denotado por (u)

ou Ru, e chamado principal.
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Seja M é um ideal fracionario. O conjunto de todos x € K tais que M C R é

denotado por (R : M), isto é, (R: M) :={zx €K : =M C R}.

Lema 3.2. (R: M) é um R-submddulo de K.

Demonstragio. Como 0 € (R : M), entao (R: M) # 0.
Fax+ye(R: M), Ve,y € (R: M).
Sejam z,y € (R: M). Entdao, zM C R, yM C Re

(x4+yMCaM+yM CR=ax+yec (R:M).
Frax € (R: M),Vx € (R: M) eVa € R.
Sejam z € (R: M) ea € R. Entao, tM C R e
(ax)M = a(xM) C R=ax € (R: M).
Logo, (R : M) é um submddulo de K.

Observagao 3.2. Denotaremos por M~ o R-médulo (R : M).

Lema 3.3. Todo A-submdodulo M de K finitamente gerado é um ideal fraciondrio.

Demonstracio. Sejam xq, 9, ,x, € K geradores de M. Como z1,xs,---

T, € K,

podemos escrever x; = a;/b;, onde a;,b; € R e b; # 0, para todo i = 1,2,--- ,n. Seja

z="biby---b, # 0, entao

B aibabs -+ by, B azbibs -+ by, . anbiby - - by 1
X1 = , Lo = N .
z z z

Ou seja, x; = y;/z, com y;, z € R, para todo ¢ = 1,2,---  n. Dal segue que,

n\ 1 L
Mc<yl7y?7... ,y> (2 9a) © M=M= ~(yr,.... ).

z z z z
Logo, z2M C R e M é um ideal fracionario.

A reciproca do Lema anterior é verdadeira em anéis Noetherianos.

Lema 3.4. Seja R um anel Noetheriano. FEntao todo ideal fraciondrio € finitamente

gerado.

Demonstracao. Seja M um ideal fracionario, isto é, M C K é um R-submédulo e 3z € R,

z # 0, tal que zM C R. Primeiro, provaremos que zM é um ideal de R.

e Sejam zmy, zmy € zM. Entdo, zmy + zmy = z(myg +ms) € zM | j4 que M é um

R-submodulo.
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e Sejam zm € zM e a € R. Entdo, a(zm) = z(am) € zM | ja que M é um

R-submodulo.

Como zM é um ideal de R e R é Noetheriano, entao zM é finitamente gerado, isto é,

existem my, -+ ,ms € R, tais que zM = (mq,--- ,my).

Assim,

1 s
M:<m1’_”’ms>:<m1’_”7m>
z z z

é finitamente gerado. |

Definicao 3.7. Um R-submédulo M de K é um ideal invertivel se existe um submoédulo
N de K tal que M N = R. Nesse caso, 0 R-médulo N é tnico e igual a (R : M).

De fato,

NC(R:M) = (R:M)R, jaque (R:M)éum R — submbdulo,
= (R: M)MN, pois R= MN,
C RN, pela definicao, de (R : M)

= N, jaque N é um R — subméddulo,

Portanto, N = (R : M).
Observemos ainda que um R-moédulo M invertivel é um ideal fracionario, ja que
MN = M(R: M) = R implica que existem zy,--- ,z, € M ey, - ,y, € (R: M), tais

que szyz = 1. Logo, para qualquer x € M, temos
i=1

r=x1=> (yx)x;, comnyx € R, poisy; € (R: M). (3.6)

i=1

Entao, M é gerado por xy,xs,--- ,x, e, portanto, é fracionario pelo Lema 3.3.

Exemplo 3.4. Todo ideal fracionario principal nao nulo, M = (u), é invertivel, sendo

N = (u™!) seu inverso.

Os ideais invertiveis de um anel R formam um grupo com respeito a multiplicacao,

cujo elemento identidade é R = (1).

Observacgao 3.3. Seja ¢ : M — N, um R-homomorfismo de ideiais fracionarios de R, e
sejam my, my € M tais que mymy € M. Entao,

p(mimsy) = m1p(ma) = map(my).

ai
De fato, se m; = = com aq,as € R e ay # 0, temos que
2

asp(mima) = ¢(azmimy) = ¢(armsy) = a;¢(ms)
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= ¢(mims) = Zl¢(m2) = myp(my).

Analogamente, mostra-se que ¢(myms) = map(my).

Lema 3.5. Dois ideais integrais ou fraciondrios de R, M e N, sdo isomorfos como

A-mddulos, se e somente se, existe « € K — {0}, tal que M = aN.

Demonstragio. =) Sendo M e N, ideais fraciondrios, existem a,b € R — {0}, tais que
1 1
M=-1eN = EJ’ onde I, J sao ideais de A. Seja ¢ : M — N um R-isomorfismo de

a
modulos. Entao, fixado g € I C M, xy # 0, temos, Vn € N, n = ¢(m) e
axon = axop(m) = rop(am) = xop(zr), para algum x € I = axgn = ¢(xor) = xd(x0)

¢(xo)

Zo

= Ton = f<b(:1:'0) = 1oN = M¢(xy) = N = alM, com a = € K.
a

<) Trivial. [

Lema 3.6. Sejam R um dominio de integridade, e My, ..., M,, Ny, ..., N, ideais (integrais

ou fraciondrios) de R tais que
Mi®..eM,=ZN&...E&N,,

como R-modulos. Entao, existe a € K, nao nulo, tal que My ... M, = aN;...N,.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que M; e N; contém R, para
todo i e j. De fato, um ideal fraciondrio M = (1/a)l é sempre isomorfo a aM e 1 € alM.
Para cada i € {1,...,n}, sejae; = (0,...,1,...,0), onde 1 € M;. Entdo, para todo
i=1,...,n, ¢(e;) = X7y ayjv;, onde a; € Nj e vy = (0,...,1,...,0), com 1 € Nj;. Seja

r =Y, x;e;, tal que x; € M;, um elemento genérico de M; @ ... S M,. Temos que
o(z) = ¢(Z Tie;) = Z$i¢(€i) = Z%(Z Qijvj) = Z(Z T )V;.
i=1 i=1 i=1  j=1 j=1 i=1
Logo,
N = auMy + apMy + ... + o, M,
Ny = anM; + anpMy; + ... + ag M,
N, = auM, + apMy; + ... + o.M,

Seja § = det(wj) = Yyes, (sgno)R,. Entao, det(a;;)My ... M, C N;y...N,. Tomando
a inversa de ¢, teremos det(8;;)Ny... N, C My ... M,. Mas, ¢ o ' = Id, implica que
det(ay;) det(B;;) = 1, ou seja,

N1 c. NT C det(ﬁij)_lMl . Mr = det(aij)Ml e Mr-
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Lema 3.7. Sejam R um dominio de integridade e M wm ideal fraciondrio de R. Entdo
M ¢ invertivel, se e somente se, M for finitamente gerado e M,, a localiza¢io de M em p,

for um ideal invertivel de R,, para todo p ideal primo de R.

Demonstragio. =) J4 vimos que M invertivel implica M finitamente gerado e MM~ = R.

Seja p um ideal primo de R. Entao, M,M;" = R, e M, é invertivel em R,.

<) Reciprocamente, seja M um ideal fracionario finitamente gerado tal M, inver-
tivel, para todo primo p. Em particular, Mgy invertivel, para todo maximal 9. Como
M(R : M) =1 é um ideal integral de R, temos que Royy = Moy(R : M)y = Isy, ou seja,
I ¢ M. Como vale para todo maximal, temos que I = R. |

Lema 3.8. Seja R um dominio de integridade local. Entdao todo ideal fraciondrio de R

invertivel é principal.

Demonstracao. Seja M um ideal fracionario de R invertivel e 9t o tinico ideal maximal
de R. Sejam 1,...,7, € M eyy,...,y, € M~! tais que 3,_; 2,5, = 1. Como z;y; € R,
para todo i = 1,...,n, existe ao menos um j tal que z;y; ¢ M. Entao, existe a € R tal

que a(z;y;) =1 e m = (may;)r; = M = Rx;. |

Lema 3.9. Seja R um dominio de Dedekind. FEntdo, todo ideal fraciondrio de R ¢é

Tnvertivel.

Demonstragao. Seja M um ideal fracionario de R. Entao, existe a € R — {0}, tal que
aM = I é um ideal integral de R. Seja p um ideal primo de R. Como R é dominio
de Dedekind R, ¢ dominio de valorizacao discreta e, portanto, um dominio de ideais
principais. Como todo ideal principal é invertivel, segue do Lema 3.7, que [ é invertivel, e

por conseguinte, M é invertivel. ]

Proposicao 3.6. Seja R um dominio de integridade e M # {0} um ideal fraciondrio de
R. Entao,

i) M é um R-mdodulo livre, se e somente se, é um ideal principal.

it) M € um ideal invertivel, se e somente se, é um R-mddulo projetivo finitamente gerado

de posto 1.

Demonstragio. Ver [13], Teorema 11.3, pag. 80. |

3.4 ANEIS COMUTATIVOS COM CONDICAO MINIMA RESTRITA

Os conceitos e resultados apresentados nessa se¢ao sao encontrados em [10]. As
condicoes de cadeia ascendente e descendente no anel R serao frequentemente chamadas

de condicao mazrima e minima, respectivamente.
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Definicao 3.8. Um anel R serd chamado um anel com a condi¢io minima restrita, ou
simplesmente RM-anel, se para todo ideal I # {0} em R, R/I satisfaz a condi¢do minima
(isto é, R/I é Artiniano).

Observagao 3.4. Ideal proprio de R significa nao nulo e diferente de R.

Lema 3.10. R é um RM-anel, se e somente se, R é Noetheriano e todo ideal primo

proprio € mazximal.

Demonstragio. =) Suponhamos R um RM-anel. Entao, para todo ideal {0} # I, R/I
satisfaz a condi¢do minima. Pelo Teorema 2.7, R/I é Noetheriano e todo ideal em R/I,
diferente de R/I, é maximal. Afirmamos que R é Noetheriano. De fato, sejam I C R
um ideal e x € I. Se I # (z), (x) C I el C R/(z) ¢é finitamente gerado. Logo, se
I = (z1,...,7,), entdo I = (x1,...,7,,2). Agora, seja p um ideal primo préprio de
R e suponhamos p C m C R. Dado z € p, temos p C m C R/(x) e P C R/(x)
ideal primo. Logo, como todo ideal primo R/I é maximal, temos p = m ou p = R/(x).

Equivalentemente, p = m ou m = R, isto é, p é maximal.

<) Reciprocamente, seja R um anel Noetheriano tal que todo ideal primo préprio
¢ maximal. Entao, R/I é Noetheriano, para todo ideal I # {0} de R, e a dimensao (de
Krull) de R/I é igual a zero. De fato, para todo P C R/I primo, temos que P é primo
préprio ({0} # I C P) e, por hip6tese, maximal. Logo, P é maximal e R/I é Artiniano,

ou seja, R é um RM-anel. [ |

Corolario 3.1. Uma condicao necessaria e suficiente para que um anel satisfaca a condicao
minima, isto €, seja Artiniano, € que R seja um RM-anel com divisores de zero ou seja

um corpo.

Demonstragio. =)Se R satisfaz a condi¢do minima, entdo ele é um RM-anel. Além disso,
se ele nao tiver divisores de zero, entao (0) é primo e, pelo Lema 3.10, maximal. Logo, R

é um corpo.

<)Reciprocamente, seja R um RM-anel tal que R tem divisores ou é um corpo.
Entao, pelo Lema 3.10, R é notheriano e todo ideal primo préoprio é maximal. Se R nao
for um corpo, entdao R tem divisores de zero e, portanto, (0) ndo é primo, ou seja, todo

ideal primo de R ¢ maximal. [ |

Definicao 3.9. Dizemos que um anel R tem posto finito k se todo ideal em R for gerado

por k elementos.

Observacao 3.5. De acordo com a defini¢ao acima, se um anel tem posto k, entao tem

posto r, para todo r > k.

Exemplo 3.5. Dominios de ideais principais tem posto 1.
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Lema 3.11. Seja R um dominio de Dedekind. Entdo R tem posto finito igual a 2.

Demonstra¢ao. Primeiro vamos mostrar que para todo I C R um ideal nao nulo, R/I

¢ um dominio de ideais principais. De fato, usando que R é Noetheriano, temos que

I = ﬁ qi, onde g; ¢ ideal primério, \/q; = p;, € p; # p;, para todo i,j = 1,2,...,nei # j.

AléI;l:éiSSO, dim(R) = 1 implica que os ideais p; sio maximais e, portanto, dois a dois

comaximais. Logo, ﬁ G = ﬁ ¢;- Pelo Teorema 2.8, R dominio de Dedekind implica que
i=1 i=1 .

os ideais primarios de R sao poténcias de ideiais primos, ou seja, I = H pfi, com p; primo

ek; >0,Vi=1,...,n. Novamente, usando que os ideais p;, sao doi;:a1 dois comaximais,

temos que quaisquer poténcia dos p; sao dois a dois comaximais e

RoR R
SEFREA

Afirmamos que R/ pf ¢ um dominio de ideiais principais. De fato, R/ pf ¢ um anel local,

ja que os ideiais maximais de R/ pfi tem que conter pf i e, portanto, s6 podem ser p;. Logo,

R Q<R> ~ Rp
i\, PR,

Mas, R Dedekind implica R, dominio de valorizacao discreta (Teorema 2.8), logo R, é

dominio de ideais principais e R,/ pfiRp, também o é. Finalmente, dado a € I, temos que
I C R/{(a) ideal é da forma I = (b) e, por conseguintes, I = (a, b). [

Observacao 3.6. Um anel de posto finito é necessariamente Noetheriano, mas a reciproca
é falsa. Por exemplo, o anel de polinomios k[x, y], com k um corpo, é Notheriano mas nao

tem posto finito, ja que os ideais da forma

n n—1 ,n
<'I ) X y? et ‘/'Ey 7 y >
nao podem ser gerados por menos de n elementos.

Exemplo 3.6. Um anel R que satisfaz a condi¢cdo minima, isto é, Artiniano, tem posto
finito. De fato, R é Noetheriano e tem uma série de composigao finita. Além disso, se [(R)
for o comprimento de uma série de composi¢ao de R, entao, para todo ideal I C R, temos
I(I) <n. Mas, I = (xy,...,x), com {z1,...,x,} conjunto minimal de geradores, implica
que

(0) C (xq1) C{(x1,m9) C ... S {1, 29,..., 24 1) ST =k <n.

= = =

O teorema a seguir mostra que para dominios de integridade locais a condigao

minima restrita é necessaria e suficiente para que o anel tenha posto finito.

Teorema 3.3. Seja R um dominio de integridade local. Entdo, R tem posto finito, se e

somente se, satisfaz acondi¢io minima restrita.



Demonstragao. Ver [10], Teorema 9, p. 35.
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4 DECOMPOSICAO DE MODULOS LIVRES DE TORCAO

O objetivo desse capitulo é determinar, como em [4], as condigdes necessarias no
dominio de integridade R para que todo R-moédulo livre de torcao seja escrito como soma

direta de médulos de posto 1. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja R um dominio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro R, é
um R-mddulo finitamente gerado. Entdo, todo R-modulo livre de tor¢cao é uma soma
direta de modulos de posto 1, se e somente se, u*(R) < 2. Além disso, neste caso, todo

R-madulo livre de torcao de posto 1 ¢ um S-mddulo projetivo para um unico anel S tal
que RC S CR.

Para isso, precisaremos algumas defini¢oes e alguns resultados sobre modulos de

livres de tor¢ao. Durante todo este capitulo, modulo significara modulo finitamente gerado.

4.1 NOCOES BASICAS

Definigao 4.1. Seja M é um R-médulo. Definimos o inteiro positivo pg (M), como sendo

o menor numero de elementos necessarios para gerar M, isto é,

pr (M) :=min{n e N: M = (xy,...,z,),21...,2, € M}

p*(R) :=sup {ur(2A) : A é um ideal finitamente gerado de R} .

Lema 4.1. Seja M um R-maodulo finitamente gerado e b : M — N, um R-homomorfismo
sobrejetor. Entao pur(N) < pr(M).

Demonstra¢io. Suponhamos M = (myq, ..., my). Como ¢ é um R-homomorfismo sobreje-
k

tor, dado n € N, existe m € M tal que n = ¢)(m). Escreva m = > _ r;m;. Entao,
i=1
k
n = w(Z Timi)
i=1
k
n o= Y r(m), onde ¢(m;) € N

=1

e {(mq),...,¥(my)} gera N. Assim, N é R-mddulo finitamente gerado e

pr(N) < pr(M).

Lema 4.2. Seja MM um ideal de R. Entao, pur(R/M) = 1.
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Demonstragio. Observemos que o R-homomorfismo 1 : R — R/9N é sobrejetor e que

ur(R) =1, pois R = (1), como R-médulo. Logo, pelo Lema 4.1,
1 < pr(R/M) < pr(R) = 1.
|

Observagao 4.1. Se um anel R tem posto finito k, (ver Defini¢do 3.9), entao pu*(R) < k.
Reciprocamente, se R for Noetheriano e p*(R) < k, entdo R tem posto finito k.

Lema 4.3. Sejam 9 e N ideais mazrimais distintos de R. Entao,

R _R R

Mmoo Mmoo

Demonstracdo. A aplicacao

. R — g
v zm@m
ro— (r+Mr+M)

é claramente um homomorfismo, cujo nicleo é o ideal 2TNN. Para ver que v é sobrejetora,
sejam y € R/M @ R/MN e a,b € R tais que y = (a + M, b+ ). Como M, N, sdo
comaximais, temos que M+ N = R. Logo, a—b € R =M+ N e, portanto, a —b = m+n.

Sejar:=a—m=>b+n,istoé, a=r+meb=r—mn. Entao, temos que

y=(@+Mb+M)=(r+m+Mr—n+N)=(r+ND,r+N) =¢(r).

|
Lema 4.4. Sejam R um anel, M um ideal de R e M, N R-mddulos. Entdo,
MeN _ M o N
MM ®N) MM~ MN’
Demonstragio. E facil ver que M(M @& N) = MM & IMN, que a aplicacio
p.: e~y o M N
' MM @ IMN MM — IMN
(m,n) + MM ®@IMN +— (m+ MM, n+ IMN)
estd bem definida e um é R/9M-isomorfismo de médulos. n

Lema 4.5. Seja R um anel local com ideal mazximal ON. Entao,

M
MM’

pr(M) = pp(
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Demonstragio. Sejam: M — M/9MM a projecao candnica. Se {x1,...,z,} é um conjunto
de geradores de M, entdo {m(x1), 7(z2),...,m(x,)} é um conjunto de geradores de M /9MM.
Logo, ur(M/MM) < ur(M). Agora, seja {71, ...,¥x} um conjunto minimo de geradores
de M/9MM. Como 7 é sobrejetor, existem xq, ...,y € M tais que g7 = 7(x1),..., s =
m(xy). Seja N = (z1,...,2,) C M.

Afirmamos que M = 9MM + N.

(D) Obvia.

(C) Sejam € M. Entao,

m(m) = @i+ ...+ axlx

= am(zy)+ ...+ agm(zy)

k
= W(a1x1+...+akxk):>m—2aix,;EQJTM:>m€9)TM+N
i=1

(4.1)
Pelo Lema 2.2 (Nakayama), segue que M = N. Logo,
M
M) <k= .
pr(M) < HR(mM)
|

Lema 4.6. Seja R um anel local com ideal mazximal ON. Entao,

P )

Demonstra¢io. Temos que M /MM é um R-médulo tal que am := am := am, para todo
a € R e para todo m € M/OMMM. Logo, {77,...,T,} gera M/IMMM como R-mbdulo, se e
somente se, {71, ..., T, } gera M/9MMM como R/MM-mobdulo. Assim,

P )

|
Proposicao 4.1. O anel R ¢ local, se e somente se, ur € aditiva; isto é, se e somente se,
pr(M @ N) = pr(M) + pr(N),

para todo M e N R-modulos.

Demonstragio. (<) Suponhamos que ug é aditiva e que R nao é local. Sejam 9t e N
ideais maximais de R, distintos. Pelo Lema 4.2 temos que

R R R
MmN ‘ﬁ) = ,UR(ﬁ) = NR(&)

1 = pg(
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e, pelo Lema 4.3, temos que
() = a5 ® o)
Pilopaot ~— Mo ¥

Como pg é aditiva por hipdtese,

R R
1= = pp(2s o141,
MR(S).’RO’JI) MR(m)"i‘NR(m) +

Absurdo. Logo, R é local.

(=) Seja R um anel local com ideal maximal 9. Devemos mostrar que pg é

aditiva. Segue dos Lemas 4.5 e 4.6, respectivamente, que

pr(M © N) = pp (%) = px( Mg i).

Como R/t é um corpo, temos que

(A Ny () 4 pn ()
P lomar ¥ omn’ ~ e \omar! T HE ‘o

Novamente, pelos Lemas 4.6 e 4.5, respectivamente, temos

M N M

hg o)+ 1) = el M) + ().

) + 1r(

E)DTN) fr(

%\:a

Concluimos assim que pp(M & N) = up(M) + ur(N). |
Proposigao 4.2. Seja R um dominio de integridade com corpo de fragoes L. Entdo
dll’nL<L ®R M) S ,LLR(M),

com a igualdade acontecendo, se e somente se, M for um R-maddulo livre.

Demonstracao. Lembremos inicialmente que L ®g M é um L espaco vetorial com a

operagao:
Lx(LogM) — LopM
i=1 i=1
Seja p = up(M) e seja {mq,...,m,} um conjunto de geradores de M. Provaremos

que LQr M = (1®@my,...,1Q@m,).

(D) Obvia.

(C) Seja I ® m um elemento basico de L ® g M. Entao,

p

loam=1® (zp: rimg) =Y _(Ir;)(1 @ my).

i=1 =1
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Logo, L&r M = (1 ®my,...,1 ®m,), como L-espaco vetorial, e

Suponhamos agora que M ¢ livre, isto é, possui uma base, e seja {my,...,my}
base de M. Entao,

(LorM)=(1®my,...,1®m,), como L-espago vetorial. (4.2)
Devemos mostrar que 1 ® my,...,1 ® m, sao linearmente independentes sobre L.
Sejam a;/b; € L, para i = 1,...,p, ndo todos nulos, tais que

P (ai/b)(1@m;) =0 = b>" (a;/bi)(1@m;) =0, ondeb=b;...b,
=3P (a;b)) @m; =0, onde b =by...bi_1biy1...b,
=107 (a;b))m; =0 € L@ M.

Como R é um dominio de integridade, temos, pela Proposicao 3.5, que existe a € R
nao nulo, tal que
a(a;by)m; =0=a(a;b)) =0, Vi=1,...,p
i=1
pois {my,...,m,} é base de M. Sendoa #0e b, #0,Vi=1,...,p, temos a; =0, Vi =
1,...,p. Portanto, dim (L ®gr M) = p = ur(M).

Reciprocamente, suponhamos que dimy, L ® g M = pug(M). Devemos mostrar que

M é um R-moébdulo livre.

Sejam p = pr(M) e {my,...,m,} um conjunto minimo de geradores de M. Vamos
mostrar que {my, ..., m,} ¢ linearmente independente sobre R. De fato, se o; € R, para
1=1,...,p, sao tais que aym; + ... + a,m, = 0, entao:

1@ (mi+...+apmy) =10 =

a1(1®m1)++ap(1®mp):0

Como L ®pr M é gerado, como espago vetorial sobre L, por {1 @ my,...,1®@m,}
e dimy(L ®p M) = p, temos que ag = ... = a, = 0. Logo, {mq,...,m,} é linearmente
independentes sobre R e {my,...,m,} é base do R-médulo M. |

Observacao 4.2. Dados R um dominio de integridade e 9 um ideal maximal de R, o

anel Ryn é por definicao o anel de fracoes S™'R, onde S = R\IN.

Lema 4.7. Sejam R um dominio de integridade e M um ideal maximal de R. Sejam
A um Ron-mddulo gerado por (ai,...,a,) e B = (ai,...,a,) como R-submddulo de A.
Entao,

A Ry ®g B.
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Demonstracao. A aplicacao

g RngB — A

r
-b -b
(s’) ~ S

é claramente um homomorfismo R-bilinear. Devemos entao mostrar que o par (A, g) possui

a propriedade universal para o produto tensorial Ryy ®r B.

Sejam P um R-médulo e f : Ryn x B — P uma aplicacao R-bilinear. Mostraremos

que existe um R-homomorfismo h : A — tal que ho g = f, ou seja, que o diagrama

Ry x B~ P

A

A

é comutativo.
Existéncia do R-homomorfismo

Defina
h: A — P

Zgaz — Zf(g,a,)

1

Afirmamos que h é um R-homomorfismo.
/
T Tl
De fato, dados a = 3. —a;, @' = jai € Aer € R, temos que

i i

,',,l

h(a+rd) = h(zﬁai+r(zs—fai))

S; i

= S e
= h(a)+ rh(a’)

Além disso, para (r/s,b) € Ry X B, onde b = 3" a;a;, com «; € R, para todo i,
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temos

= Y fCana) = 3 f(Caa) = F(5, Y aar) = F(5,0).
Logo, hog = f.
Unicidade
Seja h' : A — P outro R-homomorfismo tal que h' o g = f. Entdo, hog="h'og.

Logo, para todo (r/s,b) € Ry X B,

h(g(,0)) = W' (g(~, b)) = h(~b) = I'(

b).
s s s )

T T r r
S

T
Finalmente, para todo a = > —a; € A,

h(a) = h(3" = —al =S h(H Sa) =S W Eay) = (Y Zay) = W (a).
S; ;
Portanto, h = h'. |

Defini¢ao 4.2. Um submédulo N de um médulo M é dito ser fechado em M se M /N for
livre de tor¢ao. Para um suconjunto S de M, definimos o fecho de S em M como sendo o

menor submoédulo fechado de M contendo S.

Exemplo 4.1. Sejam R um dominio de integridade e S um suconjunto de um R-moddulo
M. O conjunto
S ={m e M;3r € R\{0}, tal que rm € (S)},

é o fecho de S em M.

Para ver que S é um submédulo de M, sejam my,me € S e r € R. Sejam 7y e 79,

elementos nao nulos de R, tais que rymq,roms € (S). Entao,
7”17“2(m1 + T‘m2) = T’Q(Tlml) + 7”17“<7”2m2) € <S>»
e rire # 0, pois R é dominio de integridade.
Para ver que S C S, observe que 1.s € (S), para todo s € S.

Devemos agora mostrar que M/S ¢é livre de tor¢ao. De fato, rm = 0 em M/S,
implica que rm € S, isto é, existe t € R\{0}, tal que t(rm) = (tr)m € (S). Se r for ndo

nulo, teremos m € S, ou seja, m = 0.
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Para concluir, seja N um submédulo fechado de M contendo S. Entéao, para todo
m € S, temos rm = 0 € M/N, para algum 0 # r € R, j4 que rm € (S) C N. Logo,
=0¢

m M/N, o que implica que m € N e, portanto, S C N.

4.2 CONDICAO NECESSARIA PARA DECOMPOSICAO

A proposicao a seguir é o primeiro passo na dire¢ao de determinar condigoes
necessarias e suficentes no dominio de integridade R, para que todo R-médulo livre de

torcao se decomponha como soma direta de mdédulos de posto 1.

Proposicao 4.3. Seja R um dominio de integridade para o qual todo R-maodulo livre de
tor¢ao é soma direta de mddulos de posto no maximo k(k > 1). Entao, para cada ideal
mazximal M de R, p*(Rom) < k+ 1.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que a hipdtese sobre R é herdada por todo Ry,
onde M é um ideal maximal de R; isto é, se todo R-modulo livre de torcao é soma direta
de médulos de posto no maximo k, entao todo Ryp-moddulo livre de torcao é soma direta

de médulos de posto no maximo k, para todo 9t ideal maximal de R.

De fato, sejam 9 ideal maximal de R e A = (ay,...,a,) um Ry livre de torgao.
Pelo Lema 4.7, temos que A = Ryy ®p B, onde B = (a4, ..., a,) como R-mddulo. Além
disso, sendo A um Rgp-mddulo livre de torcao, temos que B é um R-modulo livre de torgao.
Usando a hipdtese sobre R, temos que B = By @& ... @ B; onde os Bls sao R-médulos de
posto < k, Vi =1,...,l. Entao,

AZRn@rB=Ryu®r (B1®...®B) =(Rm®grB1) ®... 0 (Rm Qg B)).

Para concluir, devemos mostrar que rankg,, (Rm®gB;) <k, i=1,...,l. Mas, rankg B; =
dimy(L ®g B;) <k, Vi, onde L é o corpo de fracoes de R e

rankg,, B, = dimp (L' ®g,, (Rm ®r B;))
= dimy, ((L/ Q Ron Rgm) KR Bi)
=dimy (L' ®r B;)
onde L’ é o corpo de fracoes de Roy. Como L' = L, temos que

rankRm Bz = dimL/(L' QR Bz) = dlmL(L QR Bz) < k.

Devemos agora mostrar que p*(Ryy) < k + 1. Para simplificar notagao, vamos
denotar Rgy por R e assumir que R é um anel local. A demonstracao desse fato sera feita

por contradigao.

k42
Suponhamos por absurdo que exista um ideal 2l = Z Ra; C R, com pgr(A) = k+2.
i=1
Sejam F' = R*2 e a = (ay,...,a510) € F. Afirmamos que

A={f(a); f € Homg(F,R)}. (4.3)
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(D) Seja f € Homg(F,R) e B = {ey,...,exr2} a base canoénica de F. Entao,

k+2 k+2 k+2 k42

fla) = f(Z: a;e;) = Z flaie;) = aif(e;) € Y Ra; =4

i=1 i=1
Portanto, {f(a); f € Homgr(F,R)} C .

(C) Seja = € A. Entdo, v = "2 a;x;, com x; € R, para todo i = 1,...,k + 2. Defina,

estendendo por linearidade, o R-homomorfismo f : F — R dado por f(e;) = ;.
k+2 k2

Entdo, f(a) = f(O_ aie;) = > a; = . Assim, x € {f(a); f € Homg(F,R)} e

i=1

A C {f(a); f € Homp(F.R)}.

Observe que 4.3 é uma descri¢ao invariante de 2. A escolha de outra base de F
nos dard um outro conjunto de geradores de 2. De fato, se {vy,...,vx42} for outra base
de F e a = Y"2bv;, com b; € R. Entdo

k+2
= {f(a);f € Homg(F,R)} = {z; bif (vi); f € Hompg(F, R)} = (b1, b2, ..., by2) -

Afirmamos que o ndo pertence a nenhum somando direto de F'.

Suponhamos por absurdo que F'= A® B e que a € A. Como R é um anel local, A
e B sdo livres (Teorema 3.1), isto é, A~ Rl e B~ R'. Entdio a € A= R', com | < k + 2.

Seja {v1,...,U,VU41,...,V42} base de F, tal que {vy,...,u} é base de A e
{vig1,. .., Ugs2} é base de B. Entao, a = bjvy + ... + by + Oupy + ... + Ovgyg €
A = (by,by,...,b). Absurdo, pois pr(d) =k + 2.

Agora, sejam K o fecho de {a} em F e A = F//K. Entao, A é livre de torgao e
ur(A) < k+ 2, pois F — F/K é sobrejetora e ur(F) =k + 2. Como a sequéncia

0—-K—>F—>A=F/K—0,
¢é exata e L é um corpo, temos que a sequéncia
0 >K®rL—>F®prL—A®rL —0,
é exata, donde concluimos que rankg(F) = rankp(K) + rankz(A). Mas

K ={z e F;3r € R\{0}, tal que rz € ()}
= {z € F;3r € R\{0}, tal que rz = sa, s € R}.

Logo, rankg(K) = dim;(L ®r K) = 1. De fato, dado um elemento bésico
l®x € L ®gr K, v € K e, portanto, existe r € nao nulo, tal que rz = sa, para
algum s € R. Entao,

l®x:l(1®az):i(l@?%)zi(l@.sa):l:(1®a):>L®RK:<1®a>.
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Assim, rank(A) = rank(F) — rank(K), implica rank(A) = (k+2) — 1=k + L.

Se mostrarmos que A é indecomponivel, isto é, ndao se escreve como soma direta de
modulos, teremos uma contradi¢ao, pois por hipotese, todo R-mddulo livre de torcao é

soma direta de submdédulos de posto < k.

Suponhamos entao que A = B @& C. Mostraremos que A, B ou C' é um modulo
livre. Usando a Proposigao 4.2, basta mostrarmos que rank(A) = u(A), rank(B) = u(B)
ou rank(C') = p(C). Temos que

rank(B) + rank(C') = rank(A) =k + 1
e, pela Proposicao 4.1,

1(B) + u(C) = p(A) <k +2.

Mas, rank(B) < p(B) e rank(C) < u(C). Entdo, ou rank(A) =k + 1 = p(A) ou
rank(A) =k +1 < u(A) = k + 2. No dltimo caso,

rank(A) = u(A) — 1 = rank(B) + rank(C) = pu(B) + p(C) — 1.

Se rank(C) < p(C), entéo

rank(C) < pu(C) —1 = pu(B) —rank(B) = rank(C) — u(C) -1 <0
= 1(B) < rank(B)
= (B) = rank(B)
= B ¢ livre.

Se rank(C) = p(C), C é livre. Logo, se A nao for livre, B ou C' sera.

Se A for livre, segue da sequéncia exata

F
0—>K—>F—>?:A—>O

que K é livre e, somando direto de A. Como « € K, isso é um absurdo, pois j4 mostramos

que « nao pertence a nenhum somando direto de A. Logo, B é livre ou C é livre.
Se B é livre (projetivo), seja f = mon: F — B,onden : FF - A= F/K e
m A= B®C — B sao as projecoes canonicas. Como a € K C F e B é projetivo, temos

que f(a) =0 e que sequéncia exata
0O -kerf - F - B — 0 (4.4)

se decompoe, isto é, ' = ker f & B. Mas a nao estd em nenhum somando direto de F,

entdao B = 0. Analogamente mostramos que C' livre implica C' = 0. ]

Lema 4.8. Sejam A1, s, ..., 2, ideais de um anel R, dois a dois comazximais, e sejam
ai, ..., q, elementos de um R-mddulo A. Entdo, existe o € A, tal que a = a;(mod 2; A),

para todo i =1,... 7.
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Demonstracao. Mostraremos por inducao em 7.

Ser = 2, A; e Ay comaximais implica que R = A; + As. Entao, 1 = u; + us
com u; € Ay e ug € Ay, Parae; =1 —wuy e eg =1 — uy, temos que e; = 0(mod 2Asy),

er =1 (mod ), e2 =0 (mod ;) e e; = 1 (mod 2Ay). Seja o = eja; + exara, entao

a = a; (mod A;A), parai=1,2.

Suponhamos a afirmacgao verdadeira para todo inteiro menor que r. Entao, existe
o € A, tal que
o =a; (mod A;A),Vi=1,...,r —1. (4.5)

Como . e A; N...NA._; sdo comaximais, pelo caso r = 2, existe a € A tal que

a=d (mod (A, N...NA_1)A) e a=a, (mod2.A). (4.6)

Entao, o —a/ € (1N...NA._1)A C LA, para todo i =1,...,r — 1. Isto é,

a=dad (mod ;A),Vi=1,...,r—1.

Segue das equagoes (4.5) e (4.6), que o = a;(mod A;A), para todoi=1,...,r. B

Proposi¢ao 4.4 (COHEN). Seja R um dominio de integridade Noetheriano para o qual
1w (Rop) < k, para todo ideal mazimal M. Entao, K —dim R <1 (dimensdo de Krull) e
w (R) < max{2,k}.

Demonstracao. Primeiro mostraremos que todo ideal primo préprio de R é maximal. De
fato, seja p um ideal primo proprio de R. Entao, p C 9, para algum 9N C R ideal maximal.
Como p*(Ron) < k, temos que Ryy tem posto finito. Logo, pelo Teorema 4.1, Rgy satisfaz
a condicao da cadeia minima restrita, ou equivalentemente, todo ideal primo préprio de

Rop é¢ maximal. Mas, pRoyy C Rgn € um ideal primo proprio. Logo, p R = 9N Roy.

Afirmamos que pRyy = MRy implica p = M. De fato, se pRyy = MRy, teremos
que, para todo m € M, existem p € p e b ¢ M tais que m/1 = p/b em Rgy. Logo, existe
a ¢ M, tal que a(p —bm) = 0 em R. Mas, R é dominio de integridade, entdo bm =p € p
em € p, pois b ¢ M e M C p. Portanto, M = p.

Da afirmagao anterior segue que (0) C p é a maior cadeia possivel de ideais primos
em R. Portanto, dim R < 1. Vale observar que R pode nao ter ideais primos préprios, isto

é, R pode ser um corpo e, nesse caso, dim(R) = 0.

Suponhamos agora que p*(Rog) < k = 1, isto é, pu*(Rm) = 1. Entao, 9MRoy é
principal, para todo 9t C R maximal. Temos ainda que dim(R) = 1 implica dim(Rgy) = 1
(todo ideal primo de Rgy é da forma pRyy, onde p é um ideal primos de R contido em

). Logo, pela Proposicao 2.25, temos que Ryy é um anel de valoriza¢ao discreta. Mas,
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todo primo de R é maximal, logo R, ¢ anel de valorizacao discreta, para todo p ideal
primo. Segue do Teorema 2.8 que R é um dominio de Dedekind. Portanto, pelo Lema
3.11, p*(R) = 2. Concluimos entdo, que para k = 1, u*(R) = 2 = max {2,k = 1}.

No que segue trataremos do caso, p*(Rm) < ke k > 1.

Seja A um ideal ndo nulo em R. Entao, exite somente um ntmero finito de ideais

maximais contendo 2. Para ver isso, usamos que R é um anel Noetheriano e, portanto,
n

pelo Teorema 2.6, 2l = ﬂ q;, onde q; sdo ideais primarios tais que seus radicais sdo ideais
i=1

primos distintos. Sejam p; = r(q;), Vi = 1,...,n. Entdo, pelo Teorema 2.9, os ideais p;

sao os primos minimais contendo q; e, pela Proposicao 2.11:

. € Assoc(Rl) : p; éisolado} =
b, SURRE J { os idears primos contendo A

Os elmentos minimais no conjunto de tOdos}

Como todos os ideais maximais contendo 2 pertencem ao 2° membro da igualdade,

concluimos que a cardinalidade de ideais maximais contendo 2l ¢ finita.

Sejam My, ..., M, os ideais maximais contendo 2 e
Q41 QG2 Qg .
Qlem—<1 AR 1>,‘v’z:1,...,n,

jéa que p*(Ron) < k. Sendo My, My, ..., M, ideais comaximais de R e aqy, aaq, ..., 1 € 2,

temos, pelo Lema 4.8, que existe ag € 2 tal que ag = a1 (mod M;A). Do mesmo modo,

para ay;, Qa;, - . .,y € A, existe a; € A, tal que ag = ayp (mod MA), Vi=1,... n.
o« o
Afirmamos que ARy, = <11, %, ey 11k>

(C) E 6bvia.

(C) Temos que a; = agp (mod MHA), ou seja, o — oy € NMA. Entdo,

_ 1
op =oaq1 + D 1mul, com mq,...,my € Ny
k
o a11 m; U U; ;i O
= — = +§ Z—’ Onde—zz§:b—”7j
1 1 1 o by 1

g 11 m; Aij Q4
= = —_J
1 1 + Z le bij 1 )

ap Qg ml a,] Qi
= —=—
1 1 +Z Z 1 b 1 )

i=1 j=1
l

Qg 11 m; ag | 011 mg ik | Ok
= — = — — )= +... ——)—

1 1 +(Z. 1 1 bﬂ) 1 + +(i:1 1 bik) 1

aq Q11 (051 m; Q41
:>7:7 _— _— ) d ) 5 emR 9

; 1+11+z21+ -+ 2, onde z = Zlbu 1 Rom,

aq 1 12 O-’lk
= = (= —_— _F

1 (1+Z1) 1 + 22 1 + ...t 2 1

Como, (1 + z1) ¢ My Roy,, temos que (1 + z1) é invertivel em Ryy, e
11 02 Qig Q1 Qg Qig

AR, = (— T T ) (T,T,..., ] ).
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. , ay QG2 Ak .
De maneira analoga, obtemos ARy, = ( —, —, ..., — ), Vi=1,...,n.
Y 7 1 ) 1 7 ) 1 Y Y )
Sejam, My, ..., M, os ideais maximais de R contendo ;. Como a; € 2, os ideais

maximais 9; estao entre os ;. Sem perda de generalidade, supomos 91 = My, Ny =
Mo, .o, Ny =M, MNay, -, N, Entao,

mRm,:<

a1 Q42 Qg
T )

Vi=1,...,ne

a1 Opyj2 Oln+j.k
Qmmﬁz<1,1 o B Ry

Vji=1,...,r —n, pois A  Roy

n+j’

Aplicando novamente o Lema 4.8, temos que existem a; € A, Vi =1,...,k, tais
que a; = aj; (mod M;A), Vi=1,...7, e ARy, = <0117012,...,a1k

Seja Ay = (a1,0a2,...,04) € R. Entdo, ARy, = ARy, Vj = 1,...,7 e, se
M # N, AgRon = ARoyn = Ron.

Concluindo, mos que Ay C A C R e se M C R for um ideal maximal, como a
sequeéncia

0—>Q(0—>2l—>§—>0,
0

¢é exata, segue da Proposicao 2.6, que a sequéncia

0 — AoRoqp — ARy — (;[[)Rgm —0
0

¢é exata. Mas, RAoRoyy = ARgy, implica (QT)Rgm = 0, VI C R ideal maximal, portanto,

0

Q[ = Q((]. [ |
Nesse ponto, podemos concluir a metade facil do teorema principal. Mais pre-

cisamente, é possivel afirmar que se R for um dominio de integridade Noetheriano, tal

que todo R-moédulo livre de torcao é soma direta de modulos de posto 1, entao, pelas

Proposigoes 4.3 e 4.4, u*(R) < 2.

Agora, comecaremos a parte mais dificil que é a decomposicao de certos médulos

livres de torcao.

Lema 4.9. Seja R um dominio de integridade Noetheriano com K —dim R <1 e sejam
B C 2 ideais nio nulos de R tais que A~ = B~1. Entio, se up(A) <2, A =B.

Demonstracio. Sem perda de generalidade podemos supor que R é local. Se R nao for
local, seja 91 um ideal maximal de R tal que B C A C 9N. Entao, B Ry C ARy C MRy €
(BRyp) ' = (ARgn) !, pois A~ = B~1. Além disso, dim R < 1 e ur(2A) < 2 implicam que
dim(Ryn) < 1 e piry, (ARm) < 2. Assim, mostrando a afirmagio no caso R regular, teremos

B Ry = ARgy, para todo ideal M maximal. Mais uma vez, usando que dim(R) < 1,
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podemos afirmar que todo ideal prérpio de R é maximal e, portanto, BR, = 2R,, para
todo ideal p primo. Logo, 2 = *B.

Supondo R local, mostraremos que se B # A, entdo AL # B~ Divideremos a

demonstracao em afirmagoes para facilitar o entendimento.
Afirmagao 1: Como pugr(2A) < 2, podemos escrever A = (a,b), com a ¢ B e b € B.

Seja M C R o tnico ideal maximal de R. Porque pgr(2A) < 2, temos que

R
dimK(mi;l) <2, onde K = o

Logo, ‘,)DQTIQL = (b,a), podendo a e b serem escolhidos de modo que a ¢ B e b € B.

Cosequentemente, temos 2 = (b, a).

Afirmagdo 2: Aumentando 28 se necessario, podemos supor que 2 = 3;
De fato, temos que A B e B CMA+ (b) =B
’ Tty  m° "= i

Além disso, como B C B’ C 2, entdo

Q[_l g (%,)_1 g %—1 _ Ql_l = (%/)—l — Ql_l.

Aqui é importante observar que B’ & 2, pois B’ = 2, implicaria MA + (b) = A, e
pelo Lema de Nakayama, 24 = (b) C 8.

Estamos ent@o na seguinte situacao: A = (b,a), a ¢ B, b € B e B = MA+ (b).
Afirmagio 3: Nas condigdes acima, existe y € B71, tal que y ¢ AL

Como dim R < 1 e R é um dominio de integridade, temos que dim(R/(b)) = 0.

Pelo Teorema 2.7, R/(b) é Artiniano. Consideremos entdo a seguinte cadeia em R/(b):

L COBC.. COPBCMBCBC L

(b)

Entao, existe k tal que 9B = MFHIB = .. e, pelo Coroldrio 2.1 do Lema de
Nakayama, 9t*B = 0. Ou seja,

M C (b) = ME (DM + (b)) C (b)
S L (a,b) + I () C ()
= Mr+la C (b) = Rb

Seja | = min{k : M*a C Rb}. Entdo, Ma C Rb e M'a ¢ Rb. Seja x € M1, tal que
ra ¢ Rb. Entdo, b~ 'a ¢ R e, portanto, xb~1 ¢ A=, Mas,

Mzra C Ma C Rb = Mra C Rb = Mzab ' C R = b "Ma C R.
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Das igualdades B = IMMA + (b) = Ma + (b), segue que

xb B8 = b 'Ma+ 20" 'Rb C R.
— ' = =
CR CR
Assim, y = 2b™! € B!, mas y = b~ € AL, Absurdo, pois por hipdtese, A~ = B~L,
Logo, B = 2. [ |

Proposicao 4.5. Seja R um dominio de integridade Noetheriano, tal que p*(R) < 2.
Entao, um submodulo projetivo fechado de um R-mddulo livre de tor¢ao é um somando

direto.

Demonstragio. Pelos Teorema 3.3 e Corolario 3.4 em [5], é suficiente provar que 2 =
(A~1)~!, para todo ideal ndo nulo A em R. Como p*(R) < 2 e, todo ideal em R, para
ideal primo p de R é estendido, temos que rank(R,) < 2, V ideal primo p em R. Entao,
pela Proposigao 4.4, dim R < 1. Por outro lado, sabemos que 24 C (A71)~! e, como
pr((RA~H71) < 2, segue do Lema 4.9, que A~ = ((A~1)~!)~'. Para concluir, observamos
que (A=H~H~t =2l |

Observacao 4.3. Na demonstragao da Proposicao 4.5, aplicamos o Lema 4.9 a A C
(A~H)~1 embora (A~1)~! nao seja necessariamente um ideal de R. Porém, para a demons-
tracdo do lema precisamos apenas que (2A71)~! seja gerado por no maximo dois elementos,

o que de fato acontece pois (A71)~!, por ser um ideal fraciondrio, é da forma
1
AN =1,
)=

para algum z € R e algum ideal I C R. De p*(R) < 2, segue que I é gerado por no

maximo dois elementos.

Lema 4.10. Seja R um dominio de integridade local Noetheriano com ideal maximal N

e fecho inteiro R. Suponhamos p*(R) = 2. Entdo,

i) Ry =9~ € um anel préprio finitamente gerado e inteiro sobre R.
it) Todo ideal nao principal A de R é um R-mddulo; isto €, R = .

um anel proprio finitamente gerado e inteiro sobre R, entio Ry C S e

Demonstragio. (i) Pela definigao de M1, temos que M C MM~ C R. Como M ¢ ideal
maximal de R, temos que IMM ! = M ou MM~ = R. Se MM~ = R, teremos

1=z + ... +Tuy,, onde z; € Mey, € M.

Mas 1 ¢ 9, logo z,y; ¢ M, para algum j = 1,...,n e, portanto, existe u € R tal que

u(z;y;) = 1. Nesse caso, M = (z;). Conclusdo: R é dominio de integridade Noetheriano,
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local, pu*(Ram) < 2 (j& que p*(R) < 2), dimR < 1 (Proposi¢ao 4.4) e 9t é um ideal
principal. Entao, R é um anel de valorizagao discreta (e também um DIP), o que implica

w*(R) = 1. Absurdo.
Logo, MM~ = M.

Para ver que R; = 91! é um anel, basta provarmos que ¢ fechado sob o produto.
Usando que MIM~! = M, temos que ma,mb € R, Vm € M e Va,b € M. Logo,
m(ab) = (ma)b € R, pois ma € M.

1 ¢ inteiro sobre R. Para provar isso, usaremos o truque

Afirmamos que Ry = 9N~
do determinante. Suponhamos 9 = (xy,...,z,), como R-médulo. Dado a € Ry, temos

ar; € M = (x1,...,x,), para todo i =1,...,n. Logo,

ary = a11r1 + apery + ... + a1pTy
ary = Q@911 + Gre + ... + a,T,
ar, = apuT1 + apre + ... + AT,
ou equivalentemente,
(CL11 — (Z) a12 Ce A1y T
921 (&22 — a) Ce Qon i)
. = (4.7)
(n1 (2 oo (apn —a) T 0
AEMyxn(R)

Multiplicando o sistema (4.7) pela matriz adjunta de A, temos que adj(A)AX =
adj(A)0 = 0. Logo, det(A)I,X =0, isto é, det(A)z; = 0, para todo i = 1,...,n. Como
M #0, 0 = det(A). Mas, det(A) é um polindmio ménico em a, coeficentes em R, de grau

no maximo n. Ou seja, a ¢é inteiro sobre R.
Para concluirmos o item (i) devemos mostrar que R; é prorpio, isto é, R & R;.

Primeiramente, observamos que, pela Proposicao 4.4, dim R < 1. Porém, dim R =
0, implicaria que R é um corpo e p*(R) = 1. Absurdo, pois por hipdtese u*(R) = 2.
Portanto, dim R = 1.

Afirmamos que 91 é primo de um ideal principal, isto é, exite a € R, tal que
\/@ =M. Dado, a € R, como R é Noetheriano, temos que (a) = q; N g2 N ...N¢,, onde
q; sdo primaérios e r(q;) = p; sdo ideiais primos distintos. Mas, dim R = 1, implica que
todo ideal primo nao nulo ¢ maximal e, como R ¢ local, r = 1 ¢ 91 = p;. Nesse caso, temos
que (Ra : M) # Ra. Para ver isso, usamos que \/@ = 91 implica 9M* C Ra , para algum
s > 0 e, portanto, (Ra : 9*) = R. Se (Ra : M) = Ra, terfamos Ra = (Ra : M°) = R e
M= R.
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Finalmente, se 9t é primo de um ideal principal, vamos mostrar que R # Rj.
Sabemos que (Ra : M) # Ra, podemos afirmar que existe z € (Ra : M) tal que = ¢ Ra.
Entdo, 29 C Ra e ¢ Ra. Logo, gingeggéR. Ouseja,geRlzi)ﬁ’leggéR.
Portanto, R # R;.

(i1) Seja R C A um ideal fraciondrio nao principal e seja B = 9 ~'A. Entao,
MB = MM 1A = MA, pois MM~ = M. Como A é um R-mddulo nao principal e
W (R) =2, dimR/m(mQ;m) =2e A= (a,b), com a,b linearmente independente sobre M.
Mas, OB = MMM 1A = MA, nos diz que a, b sdo linearmente independentes sobre B
e que = aK @ bK, onde K = R/, j& que pur(B) < 2. Portanto, B = (a,b), como
R-moédulo e M~1A = 2.

(737) Seja S um anel préprio finito e inteiro sobre R. Entao, S é ideal fracionério e,

se S nao for principal, por (i7), tem-se que RS = S. Entdao, Ry C R;S = S.
Para ver que p*(S) < 2, basta ver um S-ideal como um R-ideal. |

Lema 4.11. Seja R é um anel comutativo Noetheriano e 0 - A — B — C — 0 uma
sequéncia exata de R-mddulos finitamente gerados. Entao, a sequéncia se decompoe, se e

somente se, a sequéncia se decompoe localmente.

Demonstragio. Ver [14], Teorema 1 (3E), pag.21. |

Lema 4.12. Seja R um dominio de integridade Noetheriano local com ideal maximal N
e K —dimR = 1. Seja A um R-médulo livre de tor¢io e a € A\{0}, tal que {a} é um
somando direto de A. Entao, existe um inteiro n > 0 tal que se o/ = o (mod M™A), {'}

¢ um somando direto de A.

Demonstracao. Escrevamos A = Ay & B, onde

Ay ={a} ={ye€ A:3Jr e R\{0}, tal que ry € Ra}.

F: Existe a € R, a # 0, tal que aAg C Ra. Ay sendo um somando direto de um
moédulo finitamente gerado é finitamente gerado. Suponhamos Ag = Rx1+ Rxo+. ..+ Rxy,.
Como x; € Ao, Vi = 1,...,m, existem r; € R\{0}, tais que rx; € Ra. Entdo, a =
r7re...Tm € R énao nulo e aly C Ra.

F: Existe um inteiro n > 0 tal que M C a2N. Como R é Noetheriano, pelo
Teorema 2.6, (a) possui decomposi¢ao priméria, isto ¢, (a) = q,Ng,N...Nq; onde
pi =7(q;). Mas, R élocal e K—dim R = 1. Entdo, [ =1 e p, =M =r((a)). Logo, existe
um inteiro s > 0, tal que 9M* C (a). Assim, MM = MM C (a) M = aIN.

F: Seja n > 0 tal que M™ C aIM e seja @' = a(mod M™A). Entdo, podemos

escrever o = «+ 3, com B € B. De fato, o/ — a € MM A, implica

o =a+f, comfeMA=M(Ay® B)=M"A&M"'B =
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B = pPo+ P, onde By € AgM" e f e M'BC B =
By € M Ag C MaAy C MR = Ma.

Assim, fy = ma, para algum m € M e a+ Gy = (1+m)a. Desde que 1+ m é uma unidade

em R, Ay ={a(l+ m)} e, trocando « por (1 + m)a, podemos assumir que 5 = 5 € B.
F: Seja Ay = {o/} em A. Afirmamos que A N B = {0}. Seja v € Ay N B. Entao,
v € Ay = ty = s, para algum t € R\{0} e algum s € R,

e’yeB:>t’y€B=>tfy:$o/:3(a+ﬁ)=§g/+ s
DT

Logo,

sa=0=s=0(Aélivre de tor¢ao ) = ty=0=~v=0.

F: Seja A" = A @ B. Entao, A = A’. Para isso, é suficiente mostrar que Ay C A’
Seja v € Ay = {a}. Entdo, ay € aAy C Ra, ou seja, ay = ra € A, para algum r € R
e, portanto, ay = ra = r(a/ — ). Lembrando que, g € M"A C a9MA C aA, podemos

escrever 3 = af’, para algum 3’ € A. Entao,
ay=ra’ —raf = a(y+rp)=ra’ € Ay C Ay B=A"

Porém, ja que B é fechado em A (B = A/A), e af’ = § € B, temos que ' € B. Logo,
r3 € B C A’ e, finalmente, v € A'. [ |

4.3 CONDICAO SUFICIENTE PARA A DECOMPOSICAO

Na demonstragao do Teorema 4.4, faremos inducdo no comprimento I(R/R), onde
R é o fecho inteiro de R. O caso [(R/R) = 0 é o caso cldssico para dominios de Dedekind

que serd demonstrado na secao a seguir.

4.3.1 Decomposicao de mdédulos livres de torcao sobre dominios de Dedekind

O objetivo dessa se¢ao é mostrar que se R for um dominio de Dedekind, entao
todo R-médulo livres de torcao é soma direta de modulos de posto 1. Mais precisso,
mostraremos que se for um dominio de integridade no qual todo ideal finitamente gerado

¢ invertivel, entao todo R-moédulo livre de torcao é soma direta de médulos de posto 1.

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em [11].
Definicao 4.3. Sejam R um dominio de integridade e M um R médulo. Um submédulo

S de M é puro se
aS=SNaM, Va € R.
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Lema 4.13. Sejam M um R-mddulo. Entdo,

i) Qualquer somando direto de M é um submddulo puro;
it) Um submddulo puro de um submddulo puro é puro;
i11) O submdodulo de torgao de M é puro;

i) M/S livre de tor¢io implica S puro;

v) Se M for livre de tor¢ao, Nier Si, onde S; sao submddulos puros, é puro.

Demonstragao. i) Suponhamos M = S@G N eseja s € SNaM. Entdo, s = am = a(s;+n),
onde sy € S,mée M en € N. Logo,

s=a(s+n)=s—as=an€ SNN={0}=an=0=s=as; € S.

it) Sejam T C S C M submédulos de M tais que 5T = T NGBS, VB € R, e
aS=SNaM, YVa € R. Entao,

BT =TNRS=TN(SNEM)=(TNS)N(BM)=TnN M.

iii) Seja T (M) o submoddulo de tor¢ao de M. Entao, T (M) C T (M) N aM,
Va € R. Reciprocamente, se m € T(M) N aM, existe r € R, ndao nulo, tal que rm = 0.
Por outro lado, m = am;, para algum m; € M. Logo, r(am) = (ra)m; = 0, ou seja,
my € T(M).

iv) Seja S submddulo de M tal que M /S é livre de torgao. Se s € SN aM, entao

s = am, para algum m € M. Logo,

O=s=am=am=m=0=>meS, sea#0.

v) Sejam S; submédulos de M tais que aS; = S; N aM, para todo i e para todo
a € R. Entao,

a(m S) =(aS) =N (SinaM) = (ﬂ S;) Nabl.

|
Observagao 4.4. Sejam M um R-mdédulo e S um subconjunto de M. O fecho S de S de
um R-médulo M é puro, pois M/S é livre de tor¢ao. Logo, pelo item v) do Lema 4.13, a
intersecao de todos os submddulos puros S;, tais que S C .5;, é o menor submodulo puro

de M contendo S. E facil ver que S estd contido em qualquer submédulo puro contendo

S, portanto, ¢ o menor submédulo puro de M, contendo S.

Defini¢ao 4.4. Um R-médulo M é dito ser divisivel se aM = M, para todo o € R\{0}.
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Lema 4.14. Seja M um R-moédulo divisivel. Um submodulo N de M é divisivel, se e

somente se, € puro.

Demonstragao. Seja N submoédulo divisivel de M. Entao,
BN = N,V5 € R\{0} = SN =NNEM =NnpM,

ou seja, todo submodulo divisivel de um moédulo qualquer é puro. Reciprocamente,
suponhamos M tal que aM = M, para todo a € R\{0}, e seja N um submédulo puro de
M. Entao, BN =NNEM =NNM = M,V3 € R. |

Lema 4.15. Sejam M um R-mddulo, S um submddulo de M, tal que M/S = @ U; e T;
icl
a tmagem inversa de U; em M. Suponhamos que S é somando direto em cada T;. Entdo,

S ¢é um somando direto de M.

Demonstragio. Se T; = S @ W;, seja W = | JW;. Entao, M = S+ W e SNW = {0},
iel
pois
reSNW ix:Zleyi; yiEWief:Zi?:lE:GeM/S
=y eSVi=1,...,k=y, € SNW, ={0}.

Proposicao 4.6. Sejam R um dominio de integridade, M um R-mddulo e S C M um

submddulo, tal que M/S = @Ij e I; € isomorfo a um ideal invertivel de R, para todo
jeJ

j € J. Entao, S é um somando direto de M.

Demonstragio. Pelo Lema 4.15, podemos supor que M/S = I, onde I é um R-mo6dulo
invertivel. Suonhamos inicialmente que M é livre de tor¢cdo. Devemos mostrar que
M = S @& T, para algum submédulo 7' de M. Por hipétese, II-1 = R e, portanto, existem
a; € I, B; € I, tais que Y a5 = 1. Sejam m : M — M/S a projecao canonica e
f:M/S — I isomorfismo. Entao, para todo i, a; = f o w(z;), para algum z; € M. Dado
v €1 —{0}, sejam z = > (yf5;)x; € M e T o menor submédulo puro de M que contém o
submédulo gerado por z (veja Observagao 4.4). Mostraremos que que M = S & T.

F:SNT ={0}. Seye SNT,yc SeycT C {z} (Observacio 4.4). Logo,
existem 7,t € R, r # 0, tais que

ry =tz =2 t(yG)r = f(n(ry)) =rf(x(y)) =rf(0) =0
= t(v8;) X f(m(2;)) = 0= (t7) X Bioy; = 0
=ty=0=1¢t=0,(y#0e M é livre de torgao)
=ry=0=y =0, pois M ¢ livre de torgao.
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F: M = T 4+ S. Basta mostrarmos que n(T) = M/S. Como M/S = I =
(o, ..., ), sejam o = f(y1),...,x = f(yx), onde y; = w(x;) € M/S, para todo i. Se

mostrarmos que y; = 7(t;), para algum ¢; € T, o resultado segue. Seja,
ti= oy z = any QO (vB)E) = D (b =

f(r(ti) = f(W(Z(aiﬁj)%)) = Z(Oéiﬂj)f(yj) =
fr(t) = > (B)a; = a; = f(y:) = 7(t:) = yi.

Finalmente, se M nao for livre de torgao, seja ¢ : F = @R — M, um R-
iel
homomorfismo sobrejetor. Entao,

F=@PR-L M- M/S=PI,
el jeJ

e, para G = ker(m o ¢), temos que

F—F/G=M/S=PI;.

jedJ

Logo, pelo que acabamos de mostrar, F'= G @& H. Seja V = ¢(H) C M. Entao,

m(¢(F)) = m(6(G + H)) = m($(G)) + w(¢(H)) = m(o(H)) = 7(V),

ou seja, M = S+ V. Para ver que M é soma direta de S e V', observe que V = ¢(H) e
m(V) =mn(¢(H)). Logo, se s = ¢(h), para s € S e h € H, teremos

w(s)=m(p(h)=0=heG=heGNH={0}=s=0.
|

Teorema 4.2. Seja R wm dominio de integridade no qual todo ideal finitamente gerado é
invertivel e seja M um R-modulo com submaodulo de tor¢ao T'. Entao, T é somando direto
de M e M/T é isomorfo a uma soma direta de médulos de posto 1 (isomorfos a ideais

invertiveis).

Demonstracao. A demonstracao de que T é somando direto de M segue do Lema 4.6
assim que provarmos que M /T é soma direta de médulos invertiveis. Suponhamos M
livre de torgao e sejam z € M — {0} e I; o menor submddulo puro de M contendo o
submodulo gerado por z, isto é, I} = @, o fecho de {z} em M. Entao, I; é puro de
posto 1 e, por hipétese, invertivel. Como M /I é livre de posto estritamente menor que o
posto de M, usamos indugdo, temos M/} = [, @ ... D I,, onde os I; sdo invertiveis. Logo,
M=1& My, com My =Z I, ...5I,. [ |

Teorema 4.3. Sejam R um dominio de Dedekind e M um R-mdédulo finitamente gerado

e livre de tor¢do. Entdo, M € isomorfo a uma soma direta de modulos de posto 1.
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Demonstracao. Segue do Lema 3.9 que todo ideal de R é invertivel. Pelo Teorema 4.2, o

resultado segue. ]

Corolario 4.1. Sejam R um dominio de ideais principais e M um R-mdodulo finitamente

gerado e livre de tor¢cao. Entdo, M ¢é isomorfo a uma soma direta de modulos de posto 1.

Demonstracao. Todo dominio de ideais principais que nao for um corpo é um dominio de

Dedekind e pelo Teorema 4.3 o resultado segue. ]

4.3.2 Demonstracao do teorema principal

Agora provaremos o teorema principal que sera enunciado novamente a seguir.

Teorema 4.4. Seja R um dominio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro, R, é
um R-mddulo finitamente gerado. Entdo, todo R-modulo livre de tor¢cao é uma soma
direta de modulos de posto 1, se e somente se, p*(R) < 2. Além disso, neste caso, todo

R-madulo livre de tor¢ao de posto 1 é um S-maodulo projetivo para um unico anel S tal

que RC S CR.

Demonstrag¢io. (=) Se R for um dominio de integridade Noetheriano, tal que todo R-
modulo livre de tor¢ao A é soma direta de mdédulos de posto 1, entao, pela Proposicao 4.3,

1 (Rop) < 2, para todo ideal maximal 9t de R e, pela Proposicao 4.4, e p*(R) < 2.

(<) Para a demonstragao desta implica¢ao faremos indugdo no comprimento finito
[(R/R). Suponhamos [(R/R) = 0. Entao, R/R = {0}, ou seja, R = R e R ¢ integralmente
fechado. Como p*(R) < 2 por hipdtese, temos, pela Proposigao 4.4, que K — dim R < 1.
Se K — dim R = 0, como R é um dominio de integridade, R é um corpo e o resultado
segue da teoria de Algebra Linear. Se K — dim R = 1, entdo R é um dominio de Dedekind

e, pelo Teorema 4.3, o resultado segue.
Dividiremos o restante da demonstracao em trés casos: R local, semi-local e geral.

Primeiro Caso: R é um dominio de integridade local Noetheriano, cujo fecho
inteiro R ¢ um R-médulo finitamente gerado e u*(R) < 2. Seja A um R-médulo livre de

tor¢ao. Devemos mostrar que A é soma direta de moédulos de posto 1.

Sem perda de generalidade, podemos supor que A nao tem somando direto livre.
Seja Ag = {a} um submédulo fechado de posto 1. Pelo Lema 3.1, Ay é isomorfo, como
R-médulo, a um ideal de R. Se A, for ciclico, isto é, Ag = Rx, Ay é livre e, portanto,
projetivo. Entao, pela Proposicao 4.5, Ay é um somando direto de A, o que é absurdo,
pois por hipotese A nao tem somando direto livre. Logo, Ay nao é principal. Pelo Lema
4.10-(ii), Ap é um R;-mddulo, isto é, RiAg = Ag onde Ry = MM~ e M é o tinico ideal

maximal de R. Desde que todo elemento de A estd em um submodulo fechado de posto 1,
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temos que A é um R;-mo6dulo. Pelo Lema 4.10-(¢) e (i7), temos que Ig, (R/R;) < Ir(R/R)

e p*(Ry) < 2, respectivamente.

Observacao 4.5. Nao podemos terminar a demonstracao no caso local por inducao porque
Ry = M~ ! é semi-local. De fato, sendo R; inteiro sobre R, temos que dim R; = dim R
(Teorema 2.4) e q é um ideal maximal de Ry, se e somente se, ¢ N R = p for um ideal
maximal de R. Como dim R; = dim R < 1 todo ideal primo préprio de R; é maximal.
Entao, como M é um ideal de Ry (MR, = Ry), os ideais maximais de R; sdo os primos

de R; pertencentes a 1.

Tratemos entao de mostrar que A tem um somando direto de posto 1 no caso R

semi-local.

Segundo Caso: R é um dominio de integridade semi-local Noetheriano, cujo
fecho inteiro R é um R-mo6dulo finitamente gerado e p*(R) < 2. Seja A um R-mddulo

livre de torcao. Devemos mostrar que A tem um somando direto de posto 1.
Faremos indugdo no comprimento [z(R/R).

Se Ir(R/R) =0, R é dominio de Dedekind e A ¢ soma direta de médulos de posto

1 (Teorema 4.3). Portanto tem um somando direto de posto 1.

Suponhamos a afirmagao verdadeira se R for semi-local tal que [g(R/R) < r.

Devemos mostrar que a afirmacgio vale para anéis semi-locais tais que Igr(R/R) = r.

Seja 91 um ideal maximal de R e seja A um R-moédulo livre de torgao. Entao,
Agp é um Rgp-modulo livre de torgao. Como no caso local, supondo que Agy nao tem
somando direto livre, temos que Agy é um R;— moddulo livre de tor¢ao, para um anel R,
tal que Roy C Ry C Ron € lg, (Ron/R1) < lpy, (Ron/ Ron). Observemos neste momento que
ko (Rom/Ran) < lr(R/R) = r. Entdo, como R; é também semi-local, podemos usar a
hipotese de indugao e garantir que Agy tem um somando direto de posto 1 da forma m,

para algum « in A.

Sendo R semi-local, sejam 9My,..., 90N, os ideais maximais de R. Para cada
i=1,...,r, seja a; € A tal que o fecho de {o;} no Ryy,-mbédulo Agy, é um somando
direto. Pelo Lema 4.12, existe n; > 0 tal que se @ = «; (mod ;" Agy, ), entao @ em
Agy, ¢ um somando direto de Agy,. Como My, ..., M, sdo comaximais, M7, ..., M sdo
comaximais, quaisquer que sejam os inteiros positivos ny, ..., n,, entao podemos escolher
a € A, tal que a = a; (mod M Agy ), Vi=1,...,7. (Lema 4.3). Seja Ag = {a}, o fecho

de a em A. Desde que, o fecho comuta com a localizacao a sequéncia exata
0> A)—>A—> A/Ay—0

se decompoe localmente. Logo, pelo Lema 4.11, Ag é um somando direto de A.
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Terceiro Caso: R é um dominio de integridade Noetheriano, cujo fecho inteiro
R ¢ um R-médulo finito e p*(R) < 2. Seja A um R-médulo livre de tor¢do. Devemos

mostrar que A é soma direta de modulos de posto 1.

Seja I C R o condutor de R para R, isto é,
I={a€eR : aRC R} =Ann(R/R)

e sejam My, ..., M, os ideais maximais de R contendo I. Como dim R < 1, os ideais
T

maximais de R contendo [ sdo os primos pertencentes a I. Seja S = R — U ;. Entao,
i=1

Ag é um Rg-modulo e Rg é semi-local. Pelo caso semi-local podemos escolher a € A,

nao nulo, tal que o fecho de {a} em Ag é um somando direto do Rg-mddulo Ag. Seja

Ay = m o fecho de @ em A. Vamos mostrar que a sequéncia de R-mddulos,
0— Ay — A— A/Ay— 0,

se decompde localmente. Para 91 =9N;, com ¢ = 1,...,r, o reultado segue por construgao.
Para, 9 # My, ..., 9M,., Royy é um dominio de valorizacao discreta. De fato, se I #
My, ..., M,, entdo I € M. Logo, existe a € I, tal que a ¢ M, isto é, aR C R, a ¢ M.
Assim,

RC iRCRm:RngRm.

Por outro lado, segue da injetividade da aplicacio R — R, que Ryy C RRyy. Portanto,
Ron = RRyy = Ron e Roy ¢ integralmente fechado. Concluimos assim que Ry ¢ Noetheriano,

dim Ryny = 1 e é integralmente fechado, isto é, um anel de valorizacao discreta.

Entao, Rgy ¢ um dominio de ideais principais e, por conseguinte, (A/Ag)m ¢ Ron-
modulo livre. De fato, Ay fechado, implica A/Aq livre de torgao. Como Rgy é dominio de

valorizagao discreta, A/Ag livre de torgao é livre. Logo,
0—>Ag—>A— A/A)— 0

se decompoe como Rgp-mddulo, isto é, Ay é somando direto. Fianlmente, A = Ay @ B, e

por inducao no posto de A, B é soma direta de R-médulos de posto 1.

Para concluirmos a demonstracao do teorema, devemos ainda mostrar que todo
R-modulo livre torgao e posto 1 é um S-moédulo projetivo, para um tnico anel S, tal que
R C S C R. Seja A um R-médulo livre de torcao e posto 1. Entdo, pelo Lema 3.1, A = 2,
como R-moédulo, e A C R é ideal. Vamos mostrar que 2l é um S-moédulo projetivo para
um tnico anel S, R C S C R.

Para garantir a existéncia do anel S faremos indugao em no comprimento lp(R/R).
Suponhamos Izr(R/R) = 0, isto é, R ¢ integralmente fechado. Entdo, R é um dominio

de Dedekind e, pelo Lema 3.9, temos que 2 é invertivel, logo é um R-mddulo projetivo



66

(Proposi¢ao 3.6). Se lr(R/R) > 0, usamos a Proposicdo 2.24, para escrevermos 2 = [] g,
i=1
onde g; sao ideais priméarios e M; = r(q;) sdo maximais, Vi = 1,...,n. Se A for invertivel,

entao 2 é novamente um R-modulo projetivo. Se 2 nao for invertivel, entdao gq; nao é
invertivel, para algum i. Nesse caso, como na demonstracao do item (i) do Lema 4.10,

podemos mostrar que M; ' C R é um anel préprio sobre R e g é um 9M; -médulo. Mas

;2 =0 [T a; = [T a0 a0) = [T a0 = 2%,
=1 J#i J#i
implica que 2 ¢ um M; '-médulo. Como, [g(R/R) > ly-1(R/9M; ), pela hipStese de
inducdo, existe M1 € S C R tal que A é um S-médulo projetivo.

Finalmente, vamos mostrar que S é tnico. Se, R C S C R, entdo o corpo de
fragoes de R e S sdo iguais. Além disso, 2 um S-moédulo projetivo de posto 1 implica 2
invertivel, isto é, AA = 5. Mas AA~! = S implica S = {a € K: a2 C 2}. De fato, se
a € K for tal que a2l C 2, entao

ARAA T CAA ' =aSCS=acS={acK: aACA CS.

A outra inclusdo é obvia. [ |

4.4 APLICACAO DO TEOREMA PRINCIPAL

Nesta se¢ao, usaremos o Teorema 4.4 para descrever médulos livres de torcao
finitamente gerados sobre dois dominios de integridade especificos. A saber, os anéis de
funcoes regulares nos pontos singulares das curvas planas afins Y2 = X? + X3 e Y2 = X3

sobre um corpo k algebricamente fechado.

4.4.1 Curva Nodal

Sejam k um corpo algebricamente fechado e C C k? a curva plana definida pela
equagao
Y?-X?-X*=0.

E facil ver que p = (0,0) é o tnico ponto singular de C e que o anel das fungdes regulares
em p, denotado por R, é R =k[z,ylm, onde x = X,y =Y € k[X,Y]/(Y? - X? - X3) e

M = (z,y). Entdo, R é um anel local Notheriano de dimenséao igual a 1.
F: O corpo de fracoes de R é k(y/z).

De fato, sabemos que k(z,y) que é o corpo de fragoes de k[x,y] e de R. Como
y? = 22 + 23 em k[x,y], temos que x + 1 = (y/x)* e y = (y/z)® — (y/x) pertencem a
k(y/x). Logo, kl[z,y] C k(y/x) e, portanto, k(z,y) C k(y/x). Claramente, temos que

k(y/z) C k(x,y). Logo, k(x,y), o corpo de fracoes de k[x,y] e de R é igual a k(y/x).
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: O fecho inteiro de k[z,y| é k[y/x].

Das inclusoes k[z,y] C kly/x] C k(y/z) e da igualdade (y/z)* =z + 1 € K[z, y],
temos que k[y/x| é inteiro sobre k[x,y|. Para mostrar que os elementos inteiros de
k(x/y) estao em kly/z|, fagamos ¢ = y/x para simplificar as notagdes. Suponhamos
z = a(t)/b(t) € K(t) inteiro sobre k[z,y] = k[t* — 1,t* — t]. Entao, existe p(T) =
T+ ...+ a T+ ag € klx,y] = k[t? — 1,#3 — t][T], polindmio nao nulo, tal que

a(t)" a(t) _
b(t)n +"'+a1%+ao =0=
a(t)” + an_1a(t)"1b(t) + ... + a1a()b(t)" ' + agh(t)" = 0 =
a(t)” = —a,_1a(t)" 7 b(t) — ... — ara(t)b(t)" ! — agh(t)".

Como t é transcendente sobre k, podemos supor que a(t) e b(t) ndo tem fator comum e

portanto, iltima equacao segue que b(t) € k.
k: O fecho inteiro de R ¢ R = k[y/x]gn. Além diso, R = R + (y/x)R.

De fato, como localizagdo comuta com fecho inteiro, temos que

R = klz, ylm = klz, ylon = k[y/2]m.

De (y/z)? =x+ 1 € R, segue que R = R+ (y/z)R.

F: R/R é um k-espaco vetorial e dimy(R/R) = 1.

Vimos na afirmacido anterior que B = R + (y/x)R. Mas todo elemento em
R = k[z,y|sm é a localizagdo de um polindomio da forma f(z,y) = X a;;x'y’ + ago, onde
aij € k, para todo i,j. Logo, (y/z)R = R+ (y/z)k e R = R+ k(y/x). Dal segue que
R/R= k.

F: O ideal M C R C R é um ideal de R. De fato, M = (z,y) = 2R + yR,

2 2 3
Y Yy Yy -+
r(—) =y € (2, e =)= —=

=z +2° € (z,y)

Observe ainda que z = (y/x)?—1 = (y/x—1)(y/x+1) C R implica que (y/z—1)R

e (y/x + 1)R sdo os tnicos ideais maximais de R contendo 9.
I-: Todo ideal em R é principal.

Para simplificar as notagoes, vamos usar t = y/x e, nesse caso, teremos:

klz,y] = k[t* — 1,° —t], M = (z,y) = (¢* — 1,t> —t) e k[z,y] = k[t],
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R=Fk[t? = 1,t* —tlgn, R = k[tljm e M = (t* — D R.

Observemos que todo ideal em k[t] ¢ principal e, portanto, todo ideal em R = k[t]on

é principal. Mais do que isso, todo polinémio em k[t] pode ser escrito na forma

f)=0—-1"(t+1)"g(t), onde n,m € N, g(1) #0 e g(—1) # 0. (4.8)

Logo, todo ideal J em R = k[t]oy ¢ da forma
J=(t—1)"(t+ 1)"k[tl;m, para algum par (n,m) € N x N,

ja que g(1) # 0 e g(—1) # 0 é equivalente a g(t) ¢ M, ou seja, é invertivel em k[t]on.
Nesse ponto é importante salientar a seguinte propriedade do anel R. Sejam

J=(t—=1"t+1)"k[t]n e P = (t — 1)1t + 1)""™k[t]gn ideias de R tais que n,m € N.

Entéo, P C J e dimy(J/P) = 2. De fato, J/P é isomorfo a k x k, ou mais explicitamente,

J/P=(t—=1)"(t+1)"k+ (t—1)k|.

Logo, dimy(J/P) = 2.
F: Todo ideal em R é um ideal é gerado por no méaximo dois elementos.

Seja I C Rum ideal. Como R é local, temos que I C 9 C R. Segue da equacao 4.8
que todo elemento em R ¢ da forma f(t) = (t —1)"(t +1)™g(t), onde n,m € N, g(t) € kl[t]
e g(t) ¢ M. Sejam n, m os menores inteiros positivos tais que (t — 1)"(t + 1)"g(t) € I e
g(t) é invertivel em R. Entao,

t—D"t+D"g®)k+ (-1t + )" RCIC(t—1)"(t+1)"R.
Mas (t — 1D)*(t +1)™g(t)k + (t — )"t + )™M R ¢ (t — D)™ (¢t + 1)™ ' R implica

. t—1)"(t+1)"R . t—D"t+1)"R \
dimy ((t TRt 1 D)mg(Dk + (E— 1)t + 1)m+1R> < dimy ((t )+ 1)m+1R> =2

Logo,

. (t—1)"(t + )R
dimy ((t ")+ Dmg(t)k + (F — (e + 1)m+1R> =1

Por outro lado, (t — 1)"(t + 1)™g(t)k + (t — )"t + D)™ R G (t —1)"(t+1)"R,
pois (t —1)""(t+1)" € (t—1)"(t+1)™R, mas (t — )" (¢t +1)™ ¢ (t —1)"(t+1)™g(t)k +
(t — )" (t + 1) R ( lembre que g(t) é invertivel em 90).

Logo,

i < (t—1D"t+1)"R )
"\t =Dt + Dmg(tk + (t— Dt + 1) R
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Temos entao que
I=0t-D"t+D)"gW)k+(t—-1)"t+1)""R=(t—-1D"t+1)"R
ou
I=@t-1D)"t+1)"R=(t-1)"¢t+1D"R+(t—-1"t+1)""R,
jd que R =R+ (t+1)R como R-mddulo.

Usando o Teorema 4.4, temos que todo R-moédulo M livre de torcao e finitamente

gerado se decompode, isto é,
M=M®M;& ... M,,

onde M; sao R-modulos livres de torcao e posto 1, para todor=1,...,n.
Além disso, para cada M;, existe um tnico anel R C S; C R, tal que é M, é um
S;-mo6dulo projetivo. Mas, R/R = R/9 implica S; = R ou S; = R. Logo,
M= R PR
Temos também que R = M, como R-mbddulo o que nos permite escrever

M = R®* Hm®.

O caso cuspidal é andlogo e vamos apenas explicitar as diferencas.

4.4.2 Curva Cuspidal

Sejam k um corpo algebricamente fechado e C C K? a curva plana definida por

Y?— X% =0.

Entao, p = (0,0) é o tnico ponto singular de C e o anel das fungoes regulares em p,

é o anel
R = K[Q?, y]ima

onde r =X,y =Y € K[X,Y]/(Y?— X3 e M = (z,y). E facil ver que R é um anel local
Notheriano de dimensao igual a 1 .

> em K[z, 9],

: O corpo de fragoes de R é k(x,y) = k(y/z). De fato, como y*> = z
temos z = (y/z)?, y = (y/x)° em k(y/x). Logo, klz,y] C k(y/z) e k(z,y) C k(y/).
Claramente, temos que k(y/x) C k(z,y). Logo, k(x,y), o corpo de fragdes de k[z,y| e de

R, éigual a k(y/x).

F: O fecho inteiro de k[z,y] é k[y/x]. Entao, k[z,y] C kly/z] C k(y/x) e, como

(y/x)* = = € klz,y|, temos que k[y/x] é inteiro sobre k[r,y]. Para mostrar que os



70

elementos inteiros de k(z/y) estao em k[y/x], fagamos t = y/x para simplificar as notagoes.
Suponhamos z = a(t)/b(t) € K(t) inteiro sobre k[z,y] = k[t?,t*]. Entao, existe p(T) =
T+ ...+ a T+ ag € klz,y] = k[t?,t3][T], polindmio nao nulo, tal que

a(t)" alt)  _
b(t)n +---+a1@+ag—0:>
a(t)” + an_1a(t)"1b(t) + ... + a1a()b(t)" ! + agh(t)" = 0 =
a(t)” = —a,_1a(t)" 7 b(t) — ... — ara(t)b(t)" ! — agh(t)".

Como t é transcendente sobre k, podemos supor que a(t) e b(t) ndo tem fator comum e

portanto, ultima equacao segue que b(t) € k.
: O fecho inteiro de R é R = k[y/x]ogn. Além diso, R = R + (y/x)R.

De fato, como localizagdo comuta com fecho inteiro, temos que

R = k[z,ylm = klz, yloy = kly/x]m.

De (y/z)? = x € R, segue que R = R+ (y/x)R.
F: R/R é um k-espaco vetorial e dimy(R/R) = 1.

Vimos na afirmagdo anterior que R = R + (y/x)R. Mas todo elemento em
R = K[z, y]om é a localizagdo de um polinémio da forma f(z,y) = 3 a;;2'y’ + ago, onde
aij € k, para todo i,j. Logo, (y/z)R = R+ (y/z)k e R = R+ k(y/x). Dal segue que
R/R = L.

F: O ideal M C R C R é um ideal de R. De fato, M = (z,y) = 2R + yR,

y = g — yf — l; — 2
e(C)=yeloy) e y()="=—=1 €@y
= MR C (z,y) CR
Além disso, temos que 9 = (x) R, pois
(r,y)R = rR+yR = xR + x(%)ﬁ C zR.

Observe ainda que x = (y/z)? C R implica que (y/x)R é o tinico ideal maximal de
R contendo .

I: Todo ideal em R é principal.

Como no caso nodal, facamos ¢ = y/x. Nesse caso, teremos:
klz,y] = k[t?, 3], M = (x,9) = (2, %) e k[z,y] = k[t],

R = Kk[t*, t*]gn, R = k[t}sn e MM = (t*) R.
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Observemos que todo ideal em k[t] ¢ principal e, portanto, todo ideal em R = k[t]on

é principal. Mais do que isso, todo polinémio em k[t] pode ser escrito na forma

f(t) =t"g(t), onde n € N, t* { g(¢). (4.9)

Logo, todo ideal J em R = k[t]oy é da forma

J = t*"k[t]gn, para algum n € N.

Também nesse caso, temos que se J = t*"k[t]gn e P = t*"2k[t]gy sdo ideias de R
tais que n € N. Entao, dim(J/P) = 2. De fato,

J/P ="k + ).

Logo, dimg(J/P) = 2.
F: Todo ideal em R é um ideal gerado por no maximo dois elementos.

Seja I C R um ideal. Como R é local, temos que I C 9 C R. Segue da equacio
4.9 que todo elemento em R é da forma f(t) = t*"¢(t), onde nN, g(t) € k[t] e g(t) ¢ M.

Seja n o menor inteiro positivo tal que t**¢(t) € I e g(t) é invertivel em R. Entao,

t*g(t)k +t*"**R C I C t*"**R.

Mas t*"g(t)k + t*"*2R G t*" R implica

dim "R < dim @ =2
k t2ng(t)k + t20+2R F\nr2g | —

Logo,

] thE
dimy, — | <1.
t2rg(t)k + 22 R

Por outro lado, t*"g(t)k 4+ t*" ™R G t*" R, pois t*"*2 € t*" R, mas t*"*2 ¢ t*"g(t)k +
t2"2R ( lembre que g(t) é invertivel em 90).

Logo,

dim i =1
B t2ng(t)k._|_t2n+2§ o

Temos entao que
I =t"g(t)k +t*""*R =t""R

ou

jd que R = R+ tR como R-mdédulo.
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Usando o Teorema 4.4, temos que todo R-mdédulo M livre de torc¢ao e finitamente

gerado se decompode, isto é,
M:Ml@MQ@EBMn7

onde M; sao R-moédulos livres de torgao e posto 1, para todoi=1,...,n.

Além disso, para cada M;, existe um tnico anel R C S; C R, tal que é M; é um
S;-médulo projetivo. Mas, R/R = k implica S; = R ou S; = R. Logo,

M= R PR,
Temos também que R = 9, como R-médulo o que nos permite escrever

M = R®* Hme.
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