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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o resultado dado por Bass em [4], que determina
uma condição no domínio de integridade R para que todo módulo finitamente gerado e
livre de torção seja escrito como soma direta de módulos de posto 1. Mostramos que uma
condição necessária é que todo ideal em R seja gerado por dois elementos, ou seja, que
esses domínios sejam quase domínios de Dedekind. Em seguida, aplicamos o resultado na
descrição de módulos livres de torção e de posto finito sobre os anéis de coordenadas de
curvas singulares, cujas singularidades são nós ou cúspides.

Palavras-chave: Módulos livres de torção. Módulos de posto 1. Nós e Cúspides.



ABSTRACT

The aim of this paper is to present the result given by Bass in [4], which determines a
condition on the integral domain R so that every finitely generated torsion free module is
written as a direct sum of modules of rank 1. We show that a necessary condition is that
all ideal in R is generated by two elements, in other words, that these domains are almost
Dedekind domains. Then, we apply the result in the description of torsion free modules of
finite rank over the coordinate rings of singular curves, whose singularities are nodal or
cuspidal.

Key-words: Torsion free modules. Modules of rank 1. Nodal and Cuspidal.
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1 INTRODUÇÃO

Em [1] Serre perguntou quando um módulo projetivo sobre o anel de polinômios
em n variáveis, K [x1, ..., xn], sobre um corpo K, é livre. Seshadri mostrou que o resultado
é verdadeiro para n = 2. Mais precisamente, ele mostrou que todo R [x]-módulo M é
estendido, isto é, é da forma R[x]⊗RM0, para algum R-módulo M0, sempre que R for um
domínio de ideais principais [2] ou o anel de coordenadas de uma curva não singular afim
sobre um corpo algebricamente fechado [3]. Modificando o argumento de Seshadri em [2],
Bass [4] mostrou que R pode ser qualquer anel de Dedekind. Mais ainda, Bass exibiu um
exemplo, mostrando que uma condição no fecho inteiro de R é, em geral, necessária para
a conclusão.

Problemas como os listados anteriormente são frequentemente resolvidos mostrando-
se que um módulo projetivo é a soma direta de módulos de posto 1.

O objetivo desse trabalho é o de apresentar o resultado dado por Bass em [4] que
determina a condição no domínio de integridade R para que todo módulo finitamente
gerado e livre de torção seja escrito como soma direta de módulos de posto 1. Veremos
que uma condição necessária é que todo ideal em R seja gerado por dois elementos, ou
seja, que esses domínios sejam quase domínios de Dedekind.

As motivações para o estudo desse tema foram os trabalhos de Seshadri, [6], e
mais recentemente, [7] e [8], que caracterizam feixes livres de torção sobre curvas nodais e
cuspidais (o caso cuspidal é tratado em [8]) usando ternos na normalização da curva. O
ingrediente chave para para a determinação dos ternos é a descrição local do feixe F nos
pontos singulares, isto é, Fp ' O⊕ap ⊕m⊕bp , onde a+ b é o posto do módulo Fp e p é um
ponto singular (nó ou cúspide).

No Capítulo 2 listamos os principais resultados de Álgebra Comutativa que serão
usados no texto. Esses resultado não foram demonstrados porque se tratam de resultados
clássicos e porque a demonstração deles tornaria o trabalho muito extenso. No entanto,
citamos referências onde esses resultados podem ser encontrados.

No Capítulo 3 fazemos um breve estudo das propriedades de módulos livres de
torção, limites diretos, posto de um módulo, ideais fracionários e a definição de anéis com a
condição de cadeia restrita. Resultados esses que são fundamentais para o desenvolvimento
do trabalho.

No capítulo 4, apresentamos as condições necessárias e suficentes no domínio de
integridade R para que todo módulo livre de torção e finitamente gerado possa ser escrito
como soma direta de módulos livres de torção e posto 1. Mais precisamente, mostramos,
seguindo [4], que R deve ser um domínio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro R
é finito sobre R e tal que µ∗(R) ≤ 2, onde µ∗(R) é o máximo de µR(A), A ideal de R, e
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µ(A) é o número mínimo de geradores de A. Mostramos que esse é o caso de domínios de
Dedekind. Finalmente, aplicamos o Teorema para decompor módulos sobre os anéis das
funções regulares de duas curvas afins, cujas singulares são nó e cúspide.
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2 RESULTADOS BÁSICOS

Neste capítulo apresentamos os principais conceitos e resultados de Álgebra Comu-
tativa que serão citados no trabalho. Muitas demonstrações serão omitidas por se tratarem
de resultados conhecidos, mas citaremos referências onde tais resultados, junto com suas
demonstrações, podem ser encontrados.

De agora em diante, a palavra anel significará um anel comutativo com unidade,
que representaremos pela letra R.

2.1 ANÉIS E IDEAIS

Teorema 2.1. Todo anel R 6= {0} possui pelo menos um ideal maximal.

Demonstração. Ver [9], Teorema 1.3, pág.3. �

Existem anéis com exatamente um ideal maximal, como os corpos. Esta ideia levou
à seguinte definição.

Definição 2.1. Um anel R que possui exatamente um ideal maximal M é chamado de
anel local. O corpo K = R/M é chamado de corpo de resíduos de R.

Definição 2.2. Um anel R que possui um número finito de ideais maximais é chamado
de anel semi-local.

Definição 2.3. O radical de Jacobson R de R é definido como sendo a interseção de todos
os ideais maximais de R.

R :=
⋂

M⊆R
M, M ideal maximal de R (2.1)

A seguinte Proposição caracteriza o radical de Jacobson.

Proposição 2.1. x ∈ R se, e somente se, 1− xy é uma unidade em R, para todo y ∈ R.

Demonstração. Ver [9], Proposição 1.9, pág.6. �

Definição 2.4. Definimos o ideal quociente dos ideais a, b do anel R, como sendo o ideal
(a : b) := {x ∈ R : xb ⊆ a}.

Em particular, (〈0〉 : b) é chamado o anulador de b e é também denotado por
Ann(b), ou seja, Ann(b) = {x ∈ R : xb = 〈0〉}.

Se b for um ideal principal 〈x〉, escreveremos (a : x) no lugar de (a : 〈x〉).
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Definição 2.5. Definimos o radical do ideal a de R como sendo

r(a) := {x ∈ R : xn ∈ a, para algum n ∈ N∗} .

2.2 MÓDULOS

Definição 2.6. Se N,P são submódulos de M , definimos

(N : P ) := {x ∈ R : xP ⊆ N} ,

que é um ideal de R.

Em particular, o ideal (0 : M) = {x ∈ R : xM = 0} é chamado o anulador de M e
será denotado por Ann(M).

Proposição 2.2 (Lema de Nakayama). Seja M um R-módulo finitamente gerado e a um
ideal de R contido no radical de Jacobson R de R. Então, aM = M implica M = {0}.

Demonstração. Ver [9], Proposição 2.6, pág. 21. �

Corolário 2.1. Sejam M um R-módulo finitamente gerado, N um submódulo de M ,
a ⊆ R um ideal. Então, M = aM +N ⇒ M = N .

Demonstração. Ver [9], Corolário 2.7, pág. 22. �

Proposição 2.3 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam M , N R-módulos.
Então, existe um par (T, g) consistido de um A-módulo T e uma aplicação R-bilinear

g : M ×N −→ T,

com a seguinte propiedade:

Dado qualquer R-módulo P e qualquer aplicação R-bilinear f : M × N −→ P ,
existe uma única aplicação R-linear f ′ : T −→ P tal que f = f ′ ◦ g.

Além disso, se (T, g) e (T ′, g′) são dois pares com esta propriedade, então existe
um único isomorfismo j : T −→ T ′ tal que j ◦ g = g′.

Demonstração. Ver [9], Proposição 2.12, pág. 24. �

Observação 2.1. O módulo T acima é chamado de Produto Tensorial de M e N , e é
denotado por M ⊗R N ou apenas M ⊗N , se não há ambiguidade sobre o anel R.
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2.3 ANÉIS E MÓDULOS DE FRAÇÕES

Definição 2.7. Seja R um anel qualquer. Um subconjunto multiplicativamente fechado
de R é um subconjunto S de R tal que 1 ∈ S e S é fechado sob a multiplicação.

Definamos a relação ≡ sobre R× S como segue:

(x, s) ≡ (y, t) ⇔ (xt− ys)u = 0, para algum u ∈ S. (2.2)

Seja x
s

:= (x, s) e seja S−1R =
{
x

s
: x

s
∈ S−1R

}
.

É possível colocar em S−1R uma estrutura de anel definindo adição e multiplicação
das "frações" a

s
do mesmo modo como em álgebra elementar, isto é :

(x/s) + (y/t) := (xt+ ys)/st

(x/s)(y/t) := xy/st

Também temos um homomorfismo de anéis f : R→ S−1R definido por f(x) = x/1,
que não é injetivo em geral.

Observação 2.2. Se R é um domínio de integridade e S = R − {0}, então S−1R é o
corpo de frações de R.

O anel S−1R é chamado o anel de frações de R com respeito a S e tem a seguinte
propriedade universal:

Proposição 2.4 (Propriedade Universal do Anel de Frações). Seja g : R → R1 um
homomorfismo de anéis tal que g(s) é uma unidade em R1, para todo s ∈ S. Então, existe
um único homomorfismo de anéis h : S−1R→ R1 tal que g = h ◦ f .

Demonstração. Ver [9], Proposição 3.1, pág. 37. �

Exemplo 2.1. Seja p um ideal primo de R. Então, S = R − p é multiplicativamente
fechado. Nesse caso, escrevemos Rp para representar S−1R.

Proposição 2.5. O anel Rp é anel local é um anel local cujo ideal maximal é o conjunto
dos elementos da forma x/s, com x ∈ p.

Demonstração. Sabendo que Rp é um anel, devemos mostrar apenas que

M := {x
s

: x ∈ p e s ∈ R− p}
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é um ideal tal que todo x/s ∈ Rp −M é invertível.

Para ver que M é um ideal, sejam x/s e x′/s′ ∈M e y/t ∈ Rp. Então,

x

s
+ x′

s′
= xs′ + x′s

ss′
∈M

e
(y
t
)(x
s

) = xy

st
∈M,

pois x, x′ ∈ p e p é um ideal.

Para mostrar que M é o único ideal maximal de Rp, seja x/s ∈ Rp −M. Então,
x /∈ p e s/x ∈ Rp. Logo, 1 = (x/s)(s/x), ou seja x/s é invertível em Rp. �

Definição 2.8. O processo de passar de R a Rp é chamado localização de R em p.

A construção de S−1R pode ser estendida para um R-módulo M .

Definimos a relação ≡ sobre M × S como segue:

(m, s) ≡ (m′, s′)⇔ ∃t ∈ S tal que t(sm′ + s′m) = 0 (2.3)

Como antes, esta é uma relação de equivalência e o conjunto

S−1M = {m
s

: m ∈M e s ∈ S}

com as operações definidas por:

(m/s) + (m′/t) := (mt+m′s)/st e
(a/s)(m/t) := am/st, onde a/s ∈ S−1R,

é um S−1R-módulo.

Seja u : M → N um R-homomorfismo de módulos. Então, u define um S−1R-
homomorfismo de módulos S−1u : S−1M → S−1N , onde S−1u aplica m/s a u(m)/s.
Temos também que S−1(v ◦ u) = (S−1v) ◦ (S−1u).

Proposição 2.6. A operação S−1 é exata, isto é, se M ′ f−−→M
g−−→M ′′ é exata em M ,

então S−1M ′ S−1f−−−−→ S−1M
S−1g−−−−→ S−1M ′′ é exata em S−1M.

Demonstração. Ver [9], Proposição 3.3, pág. 39. �

Proposição 2.7. Seja M um R-módulo. Então, os S−1R-módulos S−1M e S−1R⊗RM
são isomorfos; mais precisamente, existe um único isomorfismo f : S−1R⊗RM −→ S−1M

para o qual f((x/y)⊗m) = xm/s, para todo x ∈ R, m ∈M , s ∈ S.

Demonstração. Ver [9], Proposição 3.5, pág. 39. �
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Proposição 2.8. Seja M um R-módulo. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

i) M = {0}.

ii) Mp = {0̄} para todos os ideais primos p de R.

iii) MM = {0̄} para todos os ideais maximais M de R.

Demonstração. Ver [9], Proposição 3.8, pág. 40. �

2.4 DECOMPOSIÇÃO PRIMÁRIA

Definição 2.9. Sejam R um anel e q um ideal de R. Dizemos que q é primário se:

i) q 6= R

ii) xy ∈ q, então x ∈ q ou yn ∈ q para algum n ∈ N∗

Lema 2.1. Sejam R um anel e q um ideal de R. O ideal q é primário se, e somente se,
R/q 6= {0̄} e todo divisor de zero em R/q é nilpotente.

Demonstração. (→) Como q é primário, então se segue diretamente da definição que
R/q 6= {0̄}. Agora, seja x̄ ∈ R/q, x̄ 6= 0̄ tal que x̄ é um divisor de zero. Então,
existe ȳ ∈ R/q, ȳ 6= 0̄ tal que x̄ · ȳ = 0̄. Como x̄ 6= 0̄ e ȳ 6= 0̄, vemos que x, y /∈ q.
Por outro lado, x̄ · ȳ = xy = 0̄, isto é xy ∈ q. Agora, como y /∈ q e xy ∈ q, então
xn ∈ q, para algum n ∈ N∗. Assim, x̄n = 0̄. Portanto, x̄ é nilpotente.

(←) Como, R/q 6= {0̄}, então q 6= R. Agora, sejam x, y ∈ R tais que xy ∈ q

– Se x ∈ q, então q é primário.

– Se y ∈ q, então q é primário.

– Se x, y /∈ q, então x̄ 6= 0̄ e ȳ 6= 0̄. Por outro lado, x̄ · ȳ = 0̄, pois xy ∈ q. Assim,
pela hipótese, existem m,n ∈ N∗ tais que x̄m = 0̄, ȳn = 0̄. Portanto, xm ∈ q,
yn ∈ q.

�

Proposição 2.9. Seja q um ideal de R, q primário. Então, r(q) é o menor ideal primo
contendo q.

Demonstração. Ver [9], Proposição 4.1, pág. 50. �

Definição 2.10. Se q é primário e p = r(q), então dizemos que q é p-primário.
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Proposição 2.10. Seja a um ideal de R. Se M = r(a) é maximal, então a é primário.
Em particular, as potências de um ideal maximal M são M-primárias.

Demonstração. Ver [9], Proposição 4.2, pág. 51. �

Lema 2.2. Se qi com 1 ≤ i ≤ n são p-primários, então q =
n⋂
i=1

qi é p-primário.

Demonstração. Ver [9], Lema 4.4, pág. 51. �

Definição 2.11. Uma decomposição primária de um ideal a em R é uma expressão de a

como uma interseção finita de ideais primários a =
n⋂
i=1

qi.

Diremos que a é decomponível se a admite uma decomposição primária. Neste caso, se

i) todos os r(qi) são distintos, e

ii) temos que
n⋂
j 6=i

qj * qj para 1 ≤ i ≤ n

a decomposição primária é dita minimal.

Observação 2.3. Notemos que, em geral, uma tal decomposição primária não precisa
existir. Porém, toda decomposição primária pode ser reduzida a uma minimal.

Definição 2.12. Sejam a um ideal de R e a =
n⋂
l=1

ql uma decomposição primária minimal

de a.
Assoc(a) = {r(ql) : l = 1, · · · ,m} .

Assim, se pl ∈ Assoc(a), então pl é um ideal primo associado a a.

Teorema 2.2 (1◦ Teorema de Unicidade). Sejam a um ideal de R e a =
n⋂
i=1

qi uma

decomposição primária minimal de a. Seja pi = r(qi) para i = 1, . . . , n. Então, os ideias
pi são precisamente os ideais primos da forma r(a : x), tais que x ∈ R. Portanto, não
dependem de uma decomposição particular de a.

Demonstração. Ver [9], Teorema 4.5, pág. 52. �

Os ideiais primos pi dados no Teorema 2.2 são chamados ideias associados ou
pertencentes a a. Os ideais minimais do conjunto {p1, · · · , pn} são chamados ideiais
minimais ou isolados pertencentes a a. Os outros são chamados primos mergulhados.

Proposição 2.11. Sejam a um ideal de R, a =
n⋂
i=1

qi uma decomposição primária minimal

de a. Seja p um ideal primo de R tal que p ⊇ a. Então, existe pj0 ∈ Assoc(a), pj0 isolado,
tal que pj0 ⊂ p.
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Em particular, os ideais primos isolados de Assoc(a) são exatamente os elementos minimais
no conjunto de todos os ideais primos que contém a.

Demonstração. Ver [9], Proposição 4.6, pág. 52. �

2.5 DEPENDÊNCIA INTEIRA E VALORIZAÇÃO

2.5.1 Dependência Integral

Definição 2.13. Sejam R1 um anel, R um subanel de R1 (tal que 1 ∈ R). Um elemento x
de R1 é dito ser inteiro sobre R se x é uma raiz de um polinômio mônico com coeficientes
em R, isto é, se x satisfaz uma equação da forma:

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 (2.4)

onde os ai são elementos de R.

Claramente, todo elemento de R é inteiro sobre R.

Proposição 2.12. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) y0 ∈ R1 é inteiro sobre R.

ii) R [y0] é um R-módulo finitamente gerado.

iii) R [y0] está contido em um subanel C de R1 tal que C é um R-módulo finitamente
gerado.

Demonstração. Ver [9], Proposição 5.1, pág. 59. �

Corolário 2.2. Seja yi com 1 ≤ i ≤ n elementos de R1, cada yi inteiro sobre R. Então,
o anel R [y1, y2 · · · , yn] é um R-módulo finitamente gerado.

Demonstração. Ver [9], Corolário 5.2, pág. 60. �

Corolário 2.3. O conjunto C dos elementos de R1 que são inteiros sobre R é um subanel
de R1 contendo R.

Demonstração. Ver [9], Corolário 5.3, pág.60. �

O anel C no Corolário 2.3 é chamado o fecho inteiro de R em R1. Se C = R, então
R é dito ser integralmente fechado em R1. Se C = R1, então o anel R1 é dito ser inteiro
sobre R.
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Teorema 2.3. Sejam R ⊂ R1 anéis, R1 inteiro sobre R e q um ideal primo de R1. Seja
p = q ∩R, a contração de q em R. Então, q é maximal, se e somente se, p for maximal.

Demonstração. Ver [9], Corolário 5.8, pág. 61. �

Teorema 2.4. Sejam R ⊂ R1 anéis, R1 inteiro sobre R e p um ideal primo de R1. Então
existe um ideal primo q de R1 tal que q ∩R = p.

Demonstração. Ver [9], Teorema 5.10, pág. 62. �

2.5.2 Domínios de integridade integralmente fechados

Um domínio de integridade é dito ser integralmente fechado (sem qualificação) se
for integralmente fechado em seu corpo de frações.

Proposição 2.13. Seja R um domínio de integridade. Então, as seguintes afirmações
são equivalentes:

i) R é integralmente fechado.

ii) Rp é integralmente fechado, para cada ideal primo p.

iii) RM é integralmente fechado, para cada ideal maximal M.

Demonstração. Ver [9], Proposição 5.13, pág. 63. �

2.5.3 Anéis de valorização

Sejam R um domínio de integridade, K seu corpo de frações. R é um anel de
valorização de K se para cada x 6= 0, x ∈ R ou x−1 ∈ R.

Proposição 2.14. As seguintes afirmações se cumprem:

i) R é um anel local.

ii) Se R′ é um anel tal que R ⊆ R′ ⊆ K, então R′ é um anel de valorização de K.

iii) R é integralmente fechado em K.

Demonstração. Ver [9], Proposição 5.18, pág.65. �
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2.6 CONDIÇÃO DE CADEIA

Seja Σ um conjunto parcialmente ordenado pela relação ≤.

Proposição 2.15. As seguintes condições sobre Σ são equivalentes:

i) Toda sequência crescente x1 ≤ x2, . . . em Σ é estacionária, isto é, existe n tal que
xn = xn+1 = . . .

ii) Todo subconjunto não-vazio de Σ tem um elemento maximal.

Se Σ é o conjunto de submódulos do módulo M , ordenado pela relação ⊆, então
tal condição i) é chamada condição de cadeia ascendente (a.c.c., do inglês ascending chain
condition) e ii) é chamada condição maximal. Um módulo M que satisfaça qualquer uma
destas condições equivalentes é dito ser Noetheriano1.

Se Σ é o conjunto de submódulos do módulo M , ordenado pela relação ⊇, então
tal condição i) é chamada condição de cadeia descendente (d.c.c., do inglês descending
chain condition) e ii) é chamada condição minimal. Um módulo M que satisfaça qualquer
uma destas condições equivalentes é dito ser Artiniano2.

Proposição 2.16. M é um R-módulo Noetheriano se, e somente se, todo submódulo de
M é finitamente gerado.

Demonstração. Ver [9], Proposição 6.2, pág. 75. �

Uma cadeia de submódulos de um módulo M é uma sequência {Mi}ni=0 de submó-
dulos de M tal que

M = M0 )M1 ) · · · )Mn = {0}. (2.5)

O inteiro positivo n é chamado comprimento da cadeia. Uma série de composição
de M é uma cadeia maximal, isto é, uma cadeia na qual não podemos inserir submódulos
extras. Isto equivale a dizer que cada quociente Mi−1/Mi, para 1 ≤ i ≤ n, é simples, ou
seja, não tem submódulos exceto 0 e ele mesmo.

Proposição 2.17. Suponha que M tem uma série de composição de comprimento n.
Então toda série de composição de M tem comprimento n, e toda cadeia em M pode ser
estendida para uma série de composição.

Demonstração. Ver [9], Proposição 6.7, pág. 77. �

Denotaremos por l(M) o comprimento de uma série de composição do módulo M .
Escreveremos l(M) =∞ se M não tiver uma série de composição.
1 Nome devido a Emmy Noether
2 Nome devido a Emil Artin
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Proposição 2.18. Um módulo M tem uma série de composição se e somente se satisfaz
a.c.c. e d.c.c..

Demonstração. Ver [9], Proposição 6.8, pág. 77. �

Considerando o caso particular de módulos sobre um corpo K, isto é, K-espaço
vetorial temos:

Proposição 2.19. Para um K-espaço vetorial V as seguintes condições são equivalentes:

i) dimensão finita.

ii) comprimento finito.

iii) a.c.c.

iv) d.c.c.

Além disso, se estas condições são satisfeitas, comprimento é igual a dimensão.

Demonstração. Ver [9], Proposição 6.10, pág. 78. �

2.7 ANÉIS NOETHERIANOS

Lembremos que um anel R é dito ser Noetheriano se satisfaz as seguintes três
condições equivalentes:

i) Todo conjunto não-vazio de ideais em R tem um elemento maximal.

ii) Toda cadeia ascendente de ideais em R é estacionária.

iii) Todo ideal em R é finitamente gerado.

Proposição 2.20. Se R é Noetheriano e ϕ é um homomorfismo sobrejetor de R sobre
um anel R1, então R1 é Noetheriano.

Demonstração. Ver [9], Proposição 7.1, pág. 80. �

Proposição 2.21. Se R é Noetheriano e S é qualquer subconjunto multiplicativamente
fechado de R, então S−1R é Noetheriano.

Demonstração. Ver [9], Proposição 7.3, pág. 80. �

Exemplo 2.2. Se R é Noetheriano e p é um ideal primo de R, então Rp é Noetheriano.
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Teorema 2.5 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é Noetheriano, então o anel de
polinômios R [x] é Noetheriano.

Demonstração. Ver [9], Teorema 7.5, pág. 81. �

Corolário 2.4. Se R é Noetheriano, então R [x1, x2, . . . , xn] é Noetheriano.

Teorema 2.6. Em um anel Noetheriano R todo ideal tem uma decomposição primária.

Demonstração. Ver [9], Teorema 7.13, pág. 83. �

2.8 ANÉIS ARTINIANOS

Um anel Artiniano é aquele que satisfaz a d.c.c. ou, equivalentemente, a condição
mínima sobre ideais.

Proposição 2.22. Em um anel Artiniano R todo ideal primo é maximal.

Demonstração. Ver [9], Proposição 8.1, pág. 89. �

Corolário 2.5. Em um anel Artiniano o nilradical é igual ao radical de Jacobson.

Proposição 2.23. Um anel Artiniano tem só um número finito de ideais maximais.

Demonstração. Ver [9], Proposição 8.3, pág. 89. �

Uma cadeia de ideais primos de um anel R, é uma sequência estritamente crescente
p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn de ideais primos de R; o comprimento da cadeia é n.

Definimos a dimensão de R como sendo o supremo dos comprimentos de todas as
cadeias de ideais primos em R. A dimensão de R é um inteiro n ≥ 0 ou +∞ (assumindo
R 6= {0} ).

Exemplo 2.3. Um corpo tem dimensão 0 e o anel Z tem dimensão 1.

Teorema 2.7. Um anel R é Artiniano, se e somente se R é Noetheriano e dimR = 0

Demonstração. Ver [9], Teorema 8.5, pág. 90. �

2.9 ANÉIS DE VALORIZAÇÃO DISCRETA

Proposição 2.24. Seja R um domínio Noetheriano de dimensão 1. Então, todo ideal
a não-nulo em R pode ser expressado únicamente como um produto de ideais primários
cujos radicais são todos distintos.
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Demonstração. Ver [9], Proposição 9.1, pág. 93. �

Seja K um corpo. Uma valorização discreta sobre K é uma aplicação sobrejetora v
de K∗ em Z (onde K∗ = K− {0} é o grupo multiplicativo de K) tal que

1. v(xy) = v(x) + v(y), isto é, v é um homomorfismo de grupos e

2. v(x+ y) ≥ min {v(x), v(y)}.

O conjunto consistido de 0 e todos os x ∈ K∗ tal que v(x) ≥ 0 é um anel, chamado
o anel de valorização de v. É frequentemente conveniente estender v a todo K colocando
v(0) = +∞.

Um domínio de integridade R é um anel de valorização discreta se existe uma
valorização discreta v do seu corpo de frações K, tal que R é um anel de valorização de v.

Proposição 2.25. Sejam R um domínio Noetheriano local de dimensão um, M seu ideal
maximal, K = R/M seu corpo residual. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

i) R é um anel de valorização discreta.

ii) R é integralmente fechado.

iii) M é um ideal principal.

iv) dimK(M/M2) = 1.

v) Todo ideal não-nulo é potência de M.

vi) Existe x ∈ R tal que todo ideal não-nulo é da forma
〈
xk
〉
, com k ≥ 0.

Demonstração. Ver [9], Proposição 9.2, pág. 94. �

2.10 DOMÍNIOS DE DEDEKIND

Teorema 2.8. Seja R um domínio Noetheriano de dimensão um. Então, as seguintes
afirmações são equivalentes:

i) R é integralmente fechado.

ii) Todo ideal primário em R é uma potência de um primo.

iii) Todo anel local Rp com p 6= 0 é um anel de valorização discreta.

Demonstração. Ver [9], Teorema 9.3, pág. 95. �

Um anel satisfazendo as condições de 2.8 é chamado um domínio de Dedekind.
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Corolário 2.6. Em um domínio de Dedekind todo ideal não-nulo tem uma fatoração única
como um produto de ideais primos.

Demonstração. Ver [9], Corolário 9.4, pág. 95. �
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3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capítulo, apresentaremos alguns resultados de álgebra comutativa que serão
importantes para o restante do trabalho.

Em todo lugar, a palavra anel significará um anel comutativo com unidade, que
normalmente será representado pela letra R.

3.1 MÓDULOS LIVRES DE TORÇÃO

Definição 3.1. Sejam R um domínio de integridade e M um R-módulo. Um elemento
x ∈M é um elemento de torção de M se Ann (x) := {a ∈ R; ax = 0} 6= {0}, isto é, se x é
anulado por algum elemento não-nulo de R.

Proposição 3.1. Sejam R um domínio de integridade e M um R-módulo. Os elementos
de torção de M formam um submódulo de M , chamado o submódulo de torção de M e
denotado por T (M).

Demonstração. De fato,

T (M) = {x ∈M : Ann(x) 6= {0}} = {x ∈M : ∃a ∈ R, a 6= 0 tal que ax = 0}

T (M) = {x ∈M : ax = 0, para algum não nulo a ∈ R} .

Sejam m1,m2 ∈ T (M). Então, existem a1, a2 ∈ R, não nulos, tais que a1m1 = 0
e a2m2 = 0. Logo, a1a2(m1 + m2) = (a1a2)m1 + (a1a2)m2 = a2(a1m1) + a1(a2m2) = 0.
Como R é um domínio de integridade, a1a2 6= 0 e m1 +m2 ∈ T (M).

Sejam a ∈ R, m ∈ T (M) e b ∈ R, não nulo, tal que bm = 0. Então, b(am) =
a(bm) = 0 e ab 6= 0. Logo, am ∈ T (M). �

Definição 3.2. Um R-módulo M é dito livre de torção se T (M) = {0}.

Exemplo 3.1. Seja R um domínio de integridade. Todo R-módulo é livre é livre de
torção.

Exemplo 3.2. Seja R um domínio de integridade. Todo R-módulo projetivo é livre de
torção. De fato, todo módulo projetivo é somando direto de um módulo livre.

Teorema 3.1. Seja R um domínio de integridade local. Então todo R-módulo projetivo
finitamente gerado é livre.

Demonstração. Seja S = {m1, . . . ,mr} um conjunto minimal de geradores de M , isto é,

nenhum subconjunto próprio de S gera M . Sejam F =
r⊕
i=1

R módulo livre e φ : F →M o
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R-homomorfismo sobrejetor definido por φ(ei) = mi, onde {e1, . . . , er} é a base canônica
de F . Então, como M é projetivo, F = K ⊕ M , onde K = ker(φ). Afirmamos que
K ⊂MF , onde M é o único ideal maximal de R. Suponhamos por absurdo que exista
y ∈ K tal que y /∈MF . Como K ⊂ F , temos que y = ∑r

i=1 ciei, com ci ∈ R, para todo
i e cj /∈ M para algum j. Mas 0 = φ(y) = φ(∑r

i=1 ciei) = ∑r
i=1 ciφ(ei) = ∑r

i=1 cimi, nos
diz que cjmj = ∑

i 6=j ciei e, portanto, mj = (cj)−1∑r
i=1 ciei, pois cj é invertível em R.

Absurdo, já que S é minimal. Logo, K ⊂MF e F = MF +M . Pelo Corolário 2.1 (Lema
de Nakayama), segue que F = M . �

Com o objetivo de estudar os elementos de torção de um R-módulos apresentaremos
o conceito de limite direto de módulos.

3.2 LIMITES DIRETOS

Definição 3.3. Seja R um conjunto não vazio. Dizemos que R é parcialmente ordenado e
escrevemos (R,≤) se:

i) x ≤ x, ∀x ∈ R (Reflexiva)

ii) x ≤ y e y ≤ x ⇒ x = y (Anti-simétrica)

iii) x ≤ y e y ≤ z ⇒ x ≤ z (Transitiva)

Definição 3.4. Um conjunto parcialmente ordenado I é chamado um conjunto dirigido
se, para cada par i, j ∈ I, ∃k ∈ I tal que i ≤ k e j ≤ k.

3.2.1 Construção do Limite Direto

Sejam R um anel, I um conjunto dirigido e {Mi}i∈I uma família de R-módulos
indexados por I. Para cada par i, j em I tal que i ≤ j, seja µij : Mi −→ Mj um
R-homomorfismo de módulos, satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) µii é a aplicação identidade de Mi, para todo i ∈ I, e

(2) µik = µjk ◦ µij sempre que i ≤ j ≤ k.

Dizemos nesse caso que os módulos Mi e os homomorfismos µij formam um sistema direto
M = (Mi, µij) sobre o conjunto dirigido I.

Construiremos a seguir um R-módulo M chamado o limite direto do sistema direto
M.
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Seja C =
⊕
i∈I

Mi e identificamos cada módulo Mi com sua imagem canônica em C.

Seja D o submódulo de C gerado por todos os elementos da forma xi− µij (xi) onde i ≤ j

e xi ∈Mi. Sejam M = C/D, µ : C −→M a projeção canônica e µi = µ |Mi
.

O módulo M , ou mais corretamente, o par consistindo de M e a família de
homomorfismos µi : Mi −→ M , é chamado o limite direto do sistema direto M e será
denotado por lim−→Mi. Segue da construção que µi = µj ◦ µij, sempre que i ≤ j.

Observação 3.1. Os elementos de C =
⊕
i∈I

Mi são famílias (xi)i∈I tais que xi ∈Mi, para

cada i ∈ I, e tais que xi 6= 0 somente para um número finito de índices i ∈ I. Por isso, é
usual representar um elemento de C como uma soma formal,

∑
i∈I

xi = xi1 + xi2 + · · ·+ xis , para algum s ∈ N.

Proposição 3.2. Seja (Mi, µij) um sistema direto com o conjunto dirigido de índices I,
e seja a i-ésima aplicação injetiva λi : Mi →

⊕
i∈I

Mi.

i) Todo elemento de M pode ser escrito na forma µi(xi) para algum i ∈ Mi e algum
xi ∈Mi.

ii) λi(xi) +D = D, se e somente se, µit(xi) = 0, para algum t ≥ i.

Demonstração. (i) Sendo µ : C = ⊕
i∈IMi −→ M = C/D a projeção canônica, dado

x ∈M , existem i1, i2, . . . , ir ∈ I tais que xi1 , xi2 , . . . , xir 6= 0 e

x = µ(
r∑

n=1
xin) = µ(xi1 + xi2 + · · ·+ xir) = (xi1 + xi2 + · · ·+ xir) +D.

Seja k ∈ I tal que is ≤ k, ∀s = 1, 2, · · · , r. A existência de tal k está garantida,
pois I é um conjunto dirigido. Então,

x = µ(
r∑

n=1
xin) = (xi1 + xi2 + · · ·+ xir) +D

= (xi1 − µi1k(xi1) + µi1k(xi1) + · · ·+ xir − µirk(xir) + µirk(xir)) +D

= (µi1k(xi1) + · · ·+ µirk(xir)) +D = µk(xk).

Como xk = µi1k(xi1) + · · ·+ µirk(xir) ∈Mk, temos x = µ(xk) = µk(xk).

(ii) Se, µit(xi) = 0, para algum t ≥ i, então, λt(µit(xi)) = 0. Assim, considerando
D = 〈{λk(µjk(xj))− λj(xj) : j ≤ k e xj ∈Mj}〉, obtemos λi(xi)− λt(µit(xi)) ∈ D. Por-
tanto, λi(xi) +D = D.
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Para a recíproca, assumimos λi(xi) +D = D, isto é, λi(xi) ∈ D.
Já que qualquer múltiplo escalar de um gerador deD = {λk(µjk(xj))− λj(xj), onde j ≤ k}
tem a mesma forma, existe uma expressão

λi(xi) =
∑
j

[λk(µjk(xj))− λj(xj)] ∈ D

Escolhamos um índice t ∈ I maior do que qualquer um dos índices nesta expressão.
Claramente,

λt(µit(xi)) = [λt(µit(xi))− λi(xi)] + λi(xi)

= [λt(µit(xi))− λi(xi)] +
∑
j

[λk(µjk(xj))− λj(xj)] .

Podemos reescrever cada um dos termos do lado direito como uma soma de geradores
em que o índice do lado direito é t da seguinte forma:

λk(µjk(xj))− λj(xj) = [λt(µjt(xj))− λj(xj)] + [λt(µkt(−µjk(xj)))− λk(−µjk(xj))]

pois µkt ◦ µjk = µjt, pela definição de sitema direto. Portanto, podemos escrever

λt(µit(xi)) =
∑

[λt(µjt(xj))− λj(xj)]

após uma alteração de notação. Além disso, podemos assumir que há uma combinação
entre todos os termos com o mesmo índice de modo que o elemento se expresse de forma
única como

∑
p

λp(xp).

Concluimos que se, j 6= t, então λj(xj) = 0, daqui xj = 0, para o elemento
λt(µit(xi)) tem a j-ésima coordenada 0. Se j = t, então λt(µtt(xt)) − λt(xt) = 0 porque
µtt é a identidade. Assim, cada termo à direita é 0, de modo que λt(µit(xi)) = 0, de onde
µit(xi) = 0

�

Proposição 3.3 (Propriedade Universal do Limite Direto). Seja N um R-módulo e, para
i ∈ I, seja αi : Mi −→ N um R-homomorfismo tal que αi = αj ◦ µij sempre que i ≤ j.
Então, existe um único homomorfismo α : M −→ N tal que αi = α ◦ µi para todo i ∈ I.

Demonstração. Sejam {Mi}i∈I uma família de R-módulos indexados por um conjunto
dirigido I, C =

⊕
i∈I

Mi, D = 〈{xi − µij(xi) : i, j ∈ I, i ≤ j}〉, µ : C → M = C/D e

lim−→Mi := (M, {µi}i∈I).

(Existência) Defina o seguinte R-homomorfismo

α̃ : C → N∑
xi 7→

∑
αi(xi)
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Então, α̃(D) = 0. De fato, se ∑ [xk − µkl(xk)] ∈ D, segue da definição de α̃ que

α̃(
∑

[xk − µkl(xk)]) =
∑

αk(xk)− αl(µkl(xk)) =
∑

αk(xk)− αk(xk) = 0.

Logo, α define um homomorfismo α : M = C/D → N .

(Unicidade) Suponhamos que exista outro α′ : M −→ N tal que αi = α′ ◦ µi.
Então,

α ◦ µi = α′ ◦ µi
α(µi(xi)) = α′(µi(xi))

α(xi) = α′(xi)

Logo,
α(
∑

xi) =
∑

α(xi) =
∑

(α′(xi) = α′(
∑

xi). (3.1)

�

Veremos a seguir que a Proposição 3.3 garante que o limite direto é único a menos
de isomorfismos. Sejam M = lim−→Mi = (M, {µi}i∈I) e M ′ = lim−→Mi = (M ′, {µ′i}i∈I) dois
R-módulos satisfazendo a propriedade universal do limite direto. Então, para todo N
R-módulo e αi : Mi → N , existem únicos α : M → N e α′ : M ′ → N tais que α′ ◦ µ′i = α′i

e α ◦ µi = αi, isto é, tais que os seguintes diagramas são comutativos.

M ∃ !α //
aa

µi

N>>

αi

Mi

e M ′ ∃ !α′ //
aa

µ′i

N>>

α′i

Mi

Fazendo N = M ′ e αi := µ′i no primeiro diagrama temos que ∃!α : M → M ′ tal
que

α ◦ µi = µ′i. (3.2)

Fazendo N = M e α′i := µi no segundo diagrama temos que ∃!α′ : M ′ → M tal
que

α′ ◦ µ′i = µi. (3.3)

Segue das equações (3.2) e (3.3) que

(α′ ◦ α) ◦ µi = α′ ◦ (α ◦ µi) = α′ ◦ µ′i = µi

e que
(α ◦ α′) ◦ µ′i = α ◦ (α′ ◦ µ′i) = α ◦ µi = µ′i.
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Ou seja, os diagramas

M α′◦α
Id

//
aa

µi

M==

µi

Mi

e M ′ α◦α′

Id
//

aa

µ′i

M ′
==

µ′i

Mi

são comutativos. Logo, pela unidade da aplicação dada na Proposição 3.3 temos que
α′ ◦ α = Id e α ◦ α′ = Id.

Proposição 3.4. Seja {Mi}i∈I uma família de submódulos de um R-módulo, tal que para
cada par de índices i, j em I, existe k ∈ I tal que Mi+Mj ⊆Mk. Defina i ≤ j se Mi ⊆Mj

e seja µij : Mi −→ Mj a inclusão de Mi em Mj. Então, lim−→Mi = ∑
Mi = ⋃

Mi. Em
particular, qualquer R-módulo é o limite direto de seus submódulos finitamente gerados.

Demonstração. Para cada i ∈ I temos Mi ⊆
∑
Mi e, portanto,

⋃
Mi ⊆

∑
Mi. Por outro

lado, se y = ∑
i∈I xi ∈

∑
Mi é qualquer soma finita, S = {i ∈ I;xi 6= 0} e j ∈ I é tal que

j ≥ i, para todo i ∈ S, então
∑
i∈S

Mi ⊆Mj. Logo,
∑
i∈IMi ⊆

⋃
i∈I
Mi.

Agora, provemos que
⋃
i∈I
Mi cumpre com a propriedade universal.

Sejam µi : Mi −→
⋃
i∈I
Mi o homomorfismo inclusão, N um R-módulo e, ∀ i ∈ I,

αi : Mi −→ N R-homomorfismos tais que αi = αj ◦ µij sempre que i ≤ j.

Defina

α :
⋃
i∈I
Mi −→ N

x 7−→ αi(xi), se x = xi ∈Mi, para algum i ∈ I.

Vamos mostrar que α está bem definida.

Sejam x ∈
⋃
i∈I
Mi tal que x = xi ∈Mi e x = xj ∈Mj. Sem perda de generalidade,

podemos supor que i ≤ j. Portanto, αj(xj) = αj(µij(xi)) = αi(xi), já que µij(xi) = xj.

Resta provar que αi = α ◦ µi. De fato, α ◦ µi(xi) = α(xi) = αi(xi), para todo xi.
Portanto, α ◦ µi = αi.

Para mostrar a unicidade de α, suponhamos que exista outro A-homomorfismo
β :

⋃
i∈I
Mi −→ N tal que β ◦ µi = αi. Daí,

β(xi) = β ◦ µi(xi), pois µi é a aplicação inclusão

= αi(xi), já que β ◦ µi = αi

= α ◦ µi(xi), pois αi = α ◦ µi
= α(xi), pois µi é a aplicação inclusão.

Portanto, β = α. �
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Exemplo 3.3. Seja R um domínio de integridade e K seu corpo de frações. Sejam
I = R− {0} ⊆ K, ξ ∈ I e Rξ := {a/ξ; a ∈ R} ⊂ K. Defina

ξ ≤ η ⇐⇒ Rξ ⊆ Rη e ξ = η ⇔ Rξ = Rη.

É fácil ver que e (I,≤) é um conjunto parcialmente ordenado e um conjunto dirigido. De
fato, dados ξ, η ∈ I, as inclusões naturais

Rξ −→ Rξη

a
ξ
7−→ aη

ξη

e
Rη −→ Rξη

b
η
7−→ bξ

ηξ

garantem que, para ζ = ξη, temos ξ ≤ ζ e η ≤ ζ.

Logo, segue da Proposição 3.4 que

lim−→Rξ =
∑
ξ∈I

Rξ =
⋃
ξ∈I

Rξ (3.4)

Como K =
⋃
ξ∈I

Rξ, concluímos que K = lim−→Rξ.

Teorema 3.2. Seja R um anel, N um R-módulo, e seja F = {Mλ; fµλ} um sistema
direto de R-módulos. Então, lim−→(Mλ ⊗R N) = (lim−→Mλ)⊗R N .
(Em outras palavras, o produto tensorial comuta com limites diretos).

Demonstração. Ver [13], Teorema A1, pág. 270. �

Veremos a seguir que o limite direto é uma ferramenta importante para provar a
próxima proposição que por sua vez será útil para estudar módulos sem torção.

Proposição 3.5. Sejam R um domínio de integridade e M um R-módulo. Temos que:

i) Se M é qualquer, então M

T (M) é livre de torção.

ii) Se f : M → N é um homomorfismo de módulos, então f(T (M)) ⊆ T (N).

iii) Se 0→ M ′ → M → M ′′ é uma sequência exata, então a sequência 0→ T (M ′)→
T (M)→ T (M ′′) é exata.

iv) Se M é um R-módulo qualquer, então T (M) é o núcleo da aplicação x 7→ 1⊗ x de
M em K⊗RM , onde K é o corpo de frações de R.

Demonstração. (i) Como T (M) é um submódulo de M , M

T (M) é um R-módulo.

`: T ( M

T (M)) =
{

0̄
}
. Suponhamos que am̄ = 0̄, para algum a ∈ R não nulo. Então

am ∈ T (M), isto é, ∃ b ∈ R, não nulo, tal que b(am) = 0. Como ba 6= 0, já que R é
um domínio de integridade, m ∈ T (M) e m̄ = 0̄.
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(ii) Seja m ∈ T (M). Então, m ∈M é tal que am = 0, para algum a ∈ R não nulo. Seja
f um homomorfismo de módulos. Então, f(m) ∈ N e af(m) = f(am) = f(0) = 0.
Assim, ∃ a ∈ R, a 6= 0, tal que af(m) = 0. Portanto, f(m) ∈ T (N).

(iii) Seja 0 α−−→M ′ β−−→M
γ−−→M ′′ uma sequência exata de R-módulos, isto é, aplicações

tais que Im α = ker β e Im β = ker γ. Então, β é injetiva e Im β = ker γ. Seja
0 α−−→ T (M ′) β−−→ T (M) γ−−→ T (M ′′), onde α = α |{0}, β = β |T (M ′), γ = γ |T (M).

`: 0 = ker β.

De fato, ker β ⊂ ker β = 0 o que implica ker β = 0.

`: Im β = ker γ.

De fato, Im β = {β(x) : x ∈ T (M ′)} e ker γ = {x ∈ T (M) : γ(x) = 0}.

0 −→ T (M ′) β−−→ T (M) γ−−→ T (M ′′)
↓ ↓ ↓

0 −→ M ′ β−−→ M
γ−−→ M ′′

(3.5)

(⊇) Seja y ∈ Im β, isto é, y = β(x) = β(x), para algum x ∈ T (M ′). Então,
γ(y) = γ(β(x)) = γ(β(x)) = (γ ◦ β)(x) = 0. Assim, y ∈ ker γ.

(⊆) Seja y ∈ ker γ. Então γ(y) = γ(y) = 0. Logo, y ∈ ker γ = Im β. Assim
y = β(x), para algum x ∈M ′.
Também sabemos que y ∈ T (M). Então, ∃ a ∈ R, a 6= 0, tal que ay =
aβ(x) = β(ax) = 0. Como β é injetiva, ax = 0, isto é, x ∈ T (M ′). Portanto,
β(x) = β(x) = y ∈ Im β.

(iv) Devemos mostrar que T (M) = kerϕ, onde

ϕ : M −→ K⊗RM

x 7−→ 1⊗ x

(⊆) Seja x ∈ T (M). Então, existe a ∈ R, a 6= 0, tal que ax = 0. Assim, em K⊗RM ,
temos

ϕ(x) = 1⊗ x = a

a
⊗ x = 1

a
⊗ ax = 1

a
⊗ 0 = 0.

Portanto, T (M) ⊆ kerϕ.

(⊇) Seja x ∈ kerϕ. Então, 1 ⊗ x = 0 em K ⊗R M . Como K = lim−→Rξ (Exemplo
3.3), pelo Teorema 3.2, temos que

K⊗RM = (lim−→Rξ)⊗RM ∼= lim−→(Rξ ⊗RM),

onde Rξ := {a/ξ; a ∈ R}. Sejam Mξ := Rξ ⊗RM , ξ ≤ η e

µξη : Mξ −→ Mη

a
ξ
⊗m 7−→ a

ξ
⊗m
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Então, K ⊗R M = lim−→(Rξ ⊗R M) ∼= lim−→Mξ é um isomorfismo tal que a/ξ ⊗
m 7→ 1/ξ ⊗ (am). Como 0 = 1 ⊗ x ∈ K ⊗R M , segue da Proposição 3.2 que
0 = 1⊗ x = µ1ξ(1⊗ x) em Mξ, para algum ξ ∈ I, isto é, 1⊗ x = 1/ξ⊗ (ξx) = 0
em Rξ ⊗RM . Mas Rξ

∼= R implica

Rξ ⊗RM ∼= R⊗RM ∼= M
a
ξ
⊗ x 7→ a⊗ x 7→ ax

donde concluímos que 0 = 1 ⊗ x ∈ K ⊗R M implica ξx = 0 ∈ R. Logo,
x ∈ T (M).

�

Definição 3.5. Seja R um domínio de integridade com o corpo de frações L e seja M um
R-módulo. Definimos o posto de M , denotado por rankRM , por:

rankRM := dimL L⊗RM.

Lema 3.1. Sejam R um domínio de integridade e M um R-módulo finitamente gerado,
livre de torção e de posto 1. Então, M é isomorfo a um ideal de R.

Demonstração. Seja K o corpo de frações de R. Como M é livre de torção, segue do item
(iv) da Proposição 3.5, que o R-homomorfismo φ : M → K⊗RM , dado por φ(m) = 1⊗m
é injetivo. Logo, M ∼= φ(M). Usando que rankR(M) = dimK(K⊗R M) = 1, temos que
K⊗RM ∼= K e, portanto, φ(M) é isomorfo a um R-submódulo de K. Identificando φ(M)
com sua imagem em K, podemos supor φ(M) ⊂ K. Sejam x1, . . . , xn ∈ M , tais que
M = Rx1 + . . .+Rxn e φ(xi) = ai/bi ∈ K, ∀ i = 1, . . . , n. Então,

φ(M) = Rϕ(x1) + . . .+Rφ(xn) = R
a1

b1
+ . . .+R

an
bn
⇒ bϕ(M) := I ⊆ R,

onde b = b1b2 . . . bn e I = Ra1 + . . .+Ran. Logo, M ∼= φ(M) ∼= I ideal de R. �

3.3 IDEAIS FRACIONÁRIOS

Um conceito que será muito usado neste trabalho é o conceito de ideal fracionário
que descreveremos a seguir.

Definição 3.6. Sejam R um domínio de integridade e K seu corpo de frações. Um
R-submódulo M de K é um ideal fracionário de R se xM ⊆ R, para algum x 6= 0 em R.
Em particular, os ideais de R, que de agora em diante serão chamados ideais integrais, são
ideais fracionários. Qualquer elemento u ∈ K gera um ideal fracionário, denotado por 〈u〉
ou Ru, e chamado principal.
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Seja M é um ideal fracionário. O conjunto de todos x ∈ K tais que xM ⊆ R é
denotado por (R : M), isto é, (R : M) := {x ∈ K : xM ⊆ R}.

Lema 3.2. (R : M) é um R-submódulo de K.

Demonstração. Como 0 ∈ (R : M), então (R : M) 6= ∅.

`: x+ y ∈ (R : M), ∀x, y ∈ (R : M).

Sejam x, y ∈ (R : M). Então, xM ⊆ R, yM ⊆ R e

(x+ y)M ⊆ xM + yM ⊆ R⇒ x+ y ∈ (R : M).

`: ax ∈ (R : M), ∀x ∈ (R : M) e ∀a ∈ R.

Sejam x ∈ (R : M) e a ∈ R. Então, xM ⊆ R e

(ax)M = a(xM) ⊆ R⇒ ax ∈ (R : M).

Logo, (R : M) é um submódulo de K. �

Observação 3.2. Denotaremos por M−1 o R-módulo (R : M).

Lema 3.3. Todo A-submódulo M de K finitamente gerado é um ideal fracionário.

Demonstração. Sejam x1, x2, · · · , xn ∈ K geradores de M . Como x1, x2, · · · , xn ∈ K,
podemos escrever xi = ai/bi, onde ai, bi ∈ R e bi 6= 0, para todo i = 1, 2, · · · , n. Seja
z = b1b2 · · · bn 6= 0, então

x1 = a1b2b3 · · · bn
z

, x2 = a2b1b3 · · · bn
z

, · · · , xn = anb1b2 · · · bn−1

z
.

Ou seja, xi = yi/z, com yi, z ∈ R, para todo i = 1, 2, · · · , n. Daí segue que,

M ⊂
〈
y1

z
,
y2

z
, · · · , yn

z

〉
= 1
z
〈y1, y2 · · · , yn〉 ⊂M ⇒M = 1

z
〈y1, . . . , yn〉.

Logo, zM ⊆ R e M é um ideal fracionário. �

A recíproca do Lema anterior é verdadeira em anéis Noetherianos.

Lema 3.4. Seja R um anel Noetheriano. Então todo ideal fracionário é finitamente
gerado.

Demonstração. Seja M um ideal fracionário, isto é, M ⊆ K é um R-submódulo e ∃z ∈ R,
z 6= 0, tal que zM ⊆ R. Primeiro, provaremos que zM é um ideal de R.

• Sejam zm1, zm2 ∈ zM . Então, zm1 + zm2 = z(m1 + m2) ∈ zM , já que M é um
R-submódulo.
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• Sejam zm ∈ zM e a ∈ R. Então, a(zm) = z(am) ∈ zM , já que M é um
R-submódulo.

Como zM é um ideal de R e R é Noetheriano, então zM é finitamente gerado, isto é,
existem m1, · · · ,ms ∈ R, tais que zM = 〈m1, · · · ,ms〉.

Assim,
M = 1

z
〈m1, · · · ,ms〉 =

〈
m1

z
, · · · , ms

z

〉
é finitamente gerado. �

Definição 3.7. Um R-submódulo M de K é um ideal invertível se existe um submódulo
N de K tal que MN = R. Nesse caso, o R-módulo N é único e igual a (R : M).

De fato,

N ⊆ (R : M) = (R : M)R, já que (R : M) é um R− submódulo,

= (R : M)MN, pois R = MN,

⊆ RN, pela definição, de (R : M)

= N, já que N é um R− submódulo,

Portanto, N = (R : M).

Observemos ainda que um R-módulo M invertível é um ideal fracionário, já que
MN = M(R : M) = R implica que existem x1, · · · , xn ∈M e y1, · · · , yn ∈ (R : M), tais

que
s∑
i=1

xiyi = 1. Logo, para qualquer x ∈M , temos

x = x.1 =
s∑
i=1

(yix)xi, com yix ∈ R, pois yi ∈ (R : M). (3.6)

Então, M é gerado por x1, x2, · · · , xn e, portanto, é fracionário pelo Lema 3.3.

Exemplo 3.4. Todo ideal fracionário principal não nulo, M = 〈u〉, é invertível, sendo
N = 〈u−1〉 seu inverso.

Os ideais invertíveis de um anel R formam um grupo com respeito à multiplicação,
cujo elemento identidade é R = 〈1〉.

Observação 3.3. Seja φ : M → N , um R-homomorfismo de ideiais fracionários de R, e
sejam m1,m2 ∈M tais que m1m2 ∈M . Então,

φ(m1m2) = m1φ(m2) = m2φ(m1).

De fato, se m1 = a1

a2
, com a1, a2 ∈ R e a2 6= 0, temos que

a2φ(m1m2) = φ(a2m1m2) = φ(a1m2) = a1φ(m2)
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⇒ φ(m1m2) = a1

a2
φ(m2) = m1φ(m2).

Analogamente, mostra-se que φ(m1m2) = m2φ(m1).

Lema 3.5. Dois ideais integrais ou fracionários de R, M e N , são isomorfos como
A-módulos, se e somente se, existe α ∈ K− {0}, tal que M = αN .

Demonstração. ⇒) Sendo M e N , ideais fracionários, existem a, b ∈ R − {0}, tais que
M = 1

a
I e N = 1

b
J , onde I, J são ideais de A. Seja φ : M → N um R-isomorfismo de

módulos. Então, fixado x0 ∈ I ⊂M , x0 6= 0, temos, ∀n ∈ N , n = φ(m) e

ax0n = ax0φ(m) = x0φ(am) = x0φ(x), para algum x ∈ I ⇒ ax0n = φ(x0x) = xφ(x0)

⇒ x0n = x

a
φ(x0)⇒ x0N = Mφ(x0)⇒ N = αM, com α = φ(x0)

x0
∈ K.

⇐) Trivial. �

Lema 3.6. Sejam R um domínio de integridade, eM1, . . . ,Mr, N1, . . . , Nr ideais (integrais
ou fracionários) de R tais que

M1 ⊕ . . .⊕Mr
∼= N1 ⊕ . . .⊕Nr,

como R-módulos. Então, existe α ∈ K, não nulo, tal que M1 . . .Mr = αN1 . . . Nr.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que Mi e Nj contém R, para
todo i e j. De fato, um ideal fracionário M = (1/a)I é sempre isomorfo a aM e 1 ∈ aM.

Para cada i ∈ {1, . . . , n}, seja ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), onde 1 ∈ Mi. Então, para todo
i = 1, . . . , n, φ(ei) = ∑r

j=1 αijvj, onde αij ∈ Nj e vj = (0, . . . , 1, . . . , 0), com 1 ∈ Nj. Seja
x = ∑r

i=1 xiei, tal que xi ∈Mi, um elemento genérico de M1 ⊕ . . .⊕Mr. Temos que

φ(x) = φ(
r∑
i=1

xiei) =
r∑
i=1

xiφ(ei) =
r∑
i=1

xi(
r∑
j=1

αijvj) =
r∑
j=1

(
r∑
i=1

xiαij)vj.

Logo,
N1 = α11M1 + α12M2 + . . . + α1rMr

N2 = α21M1 + α22M2 + . . . + α2rMr

... ...
Nr = αr1M1 + αr2M2 + . . . + αrrMr

Seja δ = det(αij) = ∑
σ∈Sn

(sgnσ)Rσ. Então, det(αij)M1 . . .Mr ⊂ N1 . . . Nr. Tomando
a inversa de φ, teremos det(βij)N1 . . . Nr ⊂ M1 . . .Mr. Mas, φ ◦ φ−1 = Id, implica que
det(αij) det(βij) = 1, ou seja,

N1 . . . Nr ⊂ det(βij)−1M1 . . .Mr = det(αij)M1 . . .Mr.

�
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Lema 3.7. Sejam R um domínio de integridade e M um ideal fracionário de R. Então
M é invertível, se e somente se, M for finitamente gerado e Mp, a localização de M em p,
for um ideal invertível de Rp, para todo p ideal primo de R.

Demonstração. ⇒) Já vimos queM invertível implicaM finitamente gerado eMM−1 = R.
Seja p um ideal primo de R. Então, MpM

−1
p = Rp e Mp é invertível em Rp.

⇐) Reciprocamente, seja M um ideal fracionário finitamente gerado tal Mp inver-
tível, para todo primo p. Em particular, MM invertível, para todo maximal M. Como
M(R : M) = I é um ideal integral de R, temos que RM = MM(R : M)M = IM, ou seja,
I *M. Como vale para todo maximal, temos que I = R. �

Lema 3.8. Seja R um domínio de integridade local. Então todo ideal fracionário de R
invertível é principal.

Demonstração. Seja M um ideal fracionário de R invertível e M o único ideal maximal
de R. Sejam x1, . . . , xn ∈ M e y1, . . . , yn ∈ M−1 tais que ∑i=1 xiyi = 1. Como xiyi ∈ R,
para todo i = 1, . . . , n, existe ao menos um j tal que xjyj /∈M. Então, existe a ∈ R tal
que a(xjyj) = 1 e m = (mayj)xj ⇒M = Rxj. �

Lema 3.9. Seja R um domínio de Dedekind. Então, todo ideal fracionário de R é
invertível.

Demonstração. Seja M um ideal fracionário de R. Então, existe a ∈ R − {0}, tal que
aM = I é um ideal integral de R. Seja p um ideal primo de R. Como R é domínio
de Dedekind Rp é domínio de valorização discreta e, portanto, um domínio de ideais
principais. Como todo ideal principal é invertível, segue do Lema 3.7, que I é invertível, e
por conseguinte, M é invertível. �

Proposição 3.6. Seja R um domínio de integridade e M 6= {0} um ideal fracionário de
R. Então,

i) M é um R-módulo livre, se e somente se, é um ideal principal.

ii) M é um ideal invertível, se e somente se, é um R-módulo projetivo finitamente gerado
de posto 1.

Demonstração. Ver [13], Teorema 11.3, pág. 80. �

3.4 ANÉIS COMUTATIVOS COM CONDIÇÃO MÍNIMA RESTRITA

Os conceitos e resultados apresentados nessa seção são encontrados em [10]. As
condições de cadeia ascendente e descendente no anel R serão frequentemente chamadas
de condição máxima e mínima, respectivamente.
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Definição 3.8. Um anel R será chamado um anel com a condição mínima restrita, ou
simplesmente RM-anel, se para todo ideal I 6= {0} em R, R/I satisfaz a condição mínima
(isto é, R/I é Artiniano).

Observação 3.4. Ideal próprio de R significa não nulo e diferente de R.

Lema 3.10. R é um RM-anel, se e somente se, R é Noetheriano e todo ideal primo
próprio é maximal.

Demonstração. ⇒) Suponhamos R um RM-anel. Então, para todo ideal {0} 6= I, R/I
satisfaz a condição mínima. Pelo Teorema 2.7, R/I é Noetheriano e todo ideal em R/I,
diferente de R/I, é maximal. Afirmamos que R é Noetheriano. De fato, sejam I ⊂ R

um ideal e x ∈ I. Se I 6= 〈x〉, 〈x〉 ⊆ I e I ⊆ R/〈x〉 é finitamente gerado. Logo, se
I = 〈x1, . . . , xn〉, então I = 〈x1, . . . , xn, x〉. Agora, seja p um ideal primo próprio de
R e suponhamos p ⊂ m ⊆ R. Dado x ∈ p, temos p ⊆ m ⊆ R/〈x〉 e P ⊂ R/〈x〉
ideal primo. Logo, como todo ideal primo R/I é maximal, temos p = m ou p = R/〈x〉.
Equivalentemente, p = m ou m = R, isto é, p é maximal.

⇐) Reciprocamente, seja R um anel Noetheriano tal que todo ideal primo próprio
é maximal. Então, R/I é Noetheriano, para todo ideal I 6= {0} de R, e a dimensão (de
Krull) de R/I é igual a zero. De fato, para todo P ( R/I primo, temos que P é primo
próprio ({0} 6= I ⊂ P ) e, por hipótese, maximal. Logo, P é maximal e R/I é Artiniano,
ou seja, R é um RM-anel. �

Corolário 3.1. Uma condição necessária e suficiente para que um anel satisfaça a condição
mínima, isto é, seja Artiniano, é que R seja um RM-anel com divisores de zero ou seja
um corpo.

Demonstração. ⇒)Se R satisfaz a condição mínima, então ele é um RM-anel. Além disso,
se ele não tiver divisores de zero, então 〈0〉 é primo e, pelo Lema 3.10, maximal. Logo, R
é um corpo.

⇐)Reciprocamente, seja R um RM-anel tal que R tem divisores ou é um corpo.
Então, pelo Lema 3.10, R é notheriano e todo ideal primo próprio é maximal. Se R não
for um corpo, então R tem divisores de zero e, portanto, 〈0〉 não é primo, ou seja, todo
ideal primo de R é maximal. �

Definição 3.9. Dizemos que um anel R tem posto finito k se todo ideal em R for gerado
por k elementos.

Observação 3.5. De acordo com a definição acima, se um anel tem posto k, então tem
posto r, para todo r ≥ k.

Exemplo 3.5. Domínios de ideais principais tem posto 1.
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Lema 3.11. Seja R um domínio de Dedekind. Então R tem posto finito igual a 2.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que para todo I ⊂ R um ideal não nulo, R/I
é um domínio de ideais principais. De fato, usando que R é Noetheriano, temos que
I =

n⋂
i=1

qi, onde qi é ideal primário, √qi = pi, e pi 6= pj, para todo i, j = 1, 2, . . . , n e i 6= j.

Além disso, dim(R) = 1 implica que os ideais pi são maximais e, portanto, dois a dois

comaximais. Logo,
n⋂
i=1

qi =
n∏
i=1

qi. Pelo Teorema 2.8, R domínio de Dedekind implica que

os ideais primários de R são potências de ideiais primos, ou seja, I =
n∏
i=1

pki
i , com pi primo

e ki > 0, ∀ i = 1, . . . , n. Novamente, usando que os ideais pi, são dois a dois comaximais,
temos que quaisquer potência dos pi são dois a dois comaximais e

R

I
∼=

R

pk1
1
⊕ . . .⊕ R

pkn
n

.

Afirmamos que R/pki
i é um domínio de ideiais principais. De fato, R/pki

i é um anel local,
já que os ideiais maximais de R/pki

i tem que conter pki
i e, portanto, só podem ser pi. Logo,

R

pki
i

∼=
(
R

pki
i

)
p

∼=
Rp

pki
i Rp

.

Mas, R Dedekind implica Rp domínio de valorização discreta (Teorema 2.8), logo Rp é
domínio de ideais principais e Rp/p

ki
i Rp, também o é. Finalmente, dado a ∈ I, temos que

I ⊂ R/〈a〉 ideal é da forma I = 〈b〉 e, por conseguintes, I = 〈a, b〉. �

Observação 3.6. Um anel de posto finito é necessariamente Noetheriano, mas a recíproca
é falsa. Por exemplo, o anel de polinômios k[x, y], com k um corpo, é Notheriano mas não
tem posto finito, já que os ideais da forma

〈xn, xn−1y, . . . , xyn−1, yn〉

não podem ser gerados por menos de n elementos.

Exemplo 3.6. Um anel R que satisfaz a condição mínima, isto é, Artiniano, tem posto
finito. De fato, R é Noetheriano e tem uma série de composição finita. Além disso, se l(R)
for o comprimento de uma série de composição de R, então, para todo ideal I ⊂ R, temos
l(I) ≤ n. Mas, I = 〈x1, . . . , xk〉, com {x1, . . . , xn} conjunto minimal de geradores, implica
que

〈0〉 ( 〈x1〉 ( 〈x1, x2〉 ( . . . ( 〈x1, x2, . . . , xk−1〉 ( I ⇒ k ≤ n.

O teorema a seguir mostra que para domínios de integridade locais a condição
mínima restrita é necessária e suficiente para que o anel tenha posto finito.

Teorema 3.3. Seja R um domínio de integridade local. Então, R tem posto finito, se e
somente se, satisfaz acondição mínima restrita.
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Demonstração. Ver [10], Teorema 9, p. 35. �
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4 DECOMPOSIÇÃO DE MÓDULOS LIVRES DE TORÇÃO

O objetivo desse capítulo é determinar, como em [4], as condições necessárias no
domínio de integridade R para que todo R-módulo livre de torção seja escrito como soma
direta de módulos de posto 1. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja R um domínio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro R, é
um R-módulo finitamente gerado. Então, todo R-módulo livre de torção é uma soma
direta de módulos de posto 1, se e somente se, µ∗(R) ≤ 2. Além disso, neste caso, todo
R-módulo livre de torção de posto 1 é um S-módulo projetivo para um único anel S tal
que R ⊆ S ⊆ R.

Para isso, precisaremos algumas definições e alguns resultados sobre módulos de
livres de torção. Durante todo este capítulo, módulo significará módulo finitamente gerado.

4.1 NOÇÕES BÁSICAS

Definição 4.1. Seja M é um R-módulo. Definimos o inteiro positivo µR (M), como sendo
o menor número de elementos necessários para gerar M , isto é,

µR (M) := min {n ∈ N : M = 〈x1, . . . , xn〉 , x1 . . . , xn ∈M}

e
µ∗(R) := sup {µR(A) : A é um ideal finitamente gerado de R} .

Lema 4.1. Seja M um R-módulo finitamente gerado e ψ : M → N , um R-homomorfismo
sobrejetor. Então µR(N) ≤ µR(M).

Demonstração. Suponhamos M = 〈m1, . . . ,mk〉. Como ψ é um R-homomorfismo sobreje-

tor, dado n ∈ N , existe m ∈M tal que n = ψ(m). Escreva m =
k∑
i=1

rimi. Então,

n = ψ(
k∑
i=1

rimi)

n =
k∑
i=1

riψ(mi), onde ψ(mi) ∈ N

e {ψ(m1), . . . , ψ(mk)} gera N . Assim, N é R-módulo finitamente gerado e

µR(N) ≤ µR(M).

�

Lema 4.2. Seja M um ideal de R. Então, µR(R/M) = 1.
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Demonstração. Observemos que o R-homomorfismo ψ : R → R/M é sobrejetor e que
µR(R) = 1, pois R = 〈1〉, como R-módulo. Logo, pelo Lema 4.1,

1 ≤ µR(R/M) ≤ µR(R) = 1.

�

Observação 4.1. Se um anel R tem posto finito k, (ver Definição 3.9), então µ∗(R) ≤ k.
Reciprocamente, se R for Noetheriano e µ∗(R) ≤ k, então R tem posto finito k.

Lema 4.3. Sejam M e N ideais maximais distintos de R. Então,

R

M ∩N
∼=

R

M
⊕ R

N
.

Demonstração. A aplicação

ψ : R −→ R

M
⊕ R

N
r 7−→ (r + M, r + N)

é claramente um homomorfismo, cujo núcleo é o ideal M∩N. Para ver que ψ é sobrejetora,
sejam y ∈ R/M ⊕ R/N e a, b ∈ R tais que y = (a + M, b + N). Como M, N, são
comaximais, temos que M+N = R. Logo, a− b ∈ R = M+N e, portanto, a− b = m+n.
Seja r := a−m = b+ n, isto é, a = r +m e b = r − n. Então, temos que

y = (a+ M, b+ N) = (r +m+ M, r − n+ N) = (r + M, r + N) = ψ(r).

�

Lema 4.4. Sejam R um anel, M um ideal de R e M,N R-módulos. Então,

M ⊕N
M(M ⊕N)

∼=
M

MM
⊕ N

MN
.

Demonstração. É fácil ver que M(M ⊕N) = MM ⊕MN , que a aplicação

ψ : M ⊕N
MM ⊕MN

−→ M

MM
⊕ N

MN
(m,n) + MM ⊕MN 7−→ (m+ MM,n+ MN)

está bem definida e um é R/M-isomorfismo de módulos. �

Lema 4.5. Seja R um anel local com ideal maximal M. Então,

µR(M) = µR( M

MM
).
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Demonstração. Seja π : M →M/MM a projeção canônica. Se {x1, . . . , xn} é um conjunto
de geradores deM , então {π(x1), π(x2), . . . , π(xn)} é um conjunto de geradores deM/MM .
Logo, µR(M/MM) ≤ µR(M). Agora, seja {y1, . . . , yk} um conjunto mínimo de geradores
de M/MM . Como π é sobrejetor, existem x1, . . . , xk ∈M tais que y1 = π(x1), . . . , yk =
π(xk). Seja N = 〈x1, . . . , xk〉 ⊆M .

Afirmamos que M = MM +N .

(⊇) Óbvia.

(⊆) Seja m ∈M . Então,

π(m) = a1y1 + . . .+ akyk

= a1π(x1) + . . .+ akπ(xk)

= π(a1x1 + . . .+ akxk)⇒ m−
k∑
i=1

aixi ∈MM ⇒ m ∈MM +N

(4.1)

Pelo Lema 2.2 (Nakayama), segue que M = N . Logo,

µR(M) ≤ k = µR( M

MM
).

�

Lema 4.6. Seja R um anel local com ideal maximal M. Então,

µR( M

MM
) = µ R

M
( M

MM
).

Demonstração. Temos que M/MM é um R-módulo tal que am := am := am, para todo
a ∈ R e para todo m ∈M/MM . Logo, {x1, . . . , xn} gera M/MM como R-módulo, se e
somente se, {x1, . . . , xn} gera M/MM como R/MM -módulo. Assim,

µR( M

MM
) = µ R

M
( M

MM
).

�

Proposição 4.1. O anel R é local, se e somente se, µR é aditiva; isto é, se e somente se,

µR(M ⊕N) = µR(M) + µR(N),

para todo M e N R-módulos.

Demonstração. (⇐) Suponhamos que µR é aditiva e que R não é local. Sejam M e N

ideais maximais de R, distintos. Pelo Lema 4.2 temos que

1 = µR( R

M ∩N
) = µR( R

M
) = µR(R

N
)
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e, pelo Lema 4.3, temos que

µR( R

M ∩N
) = µR( R

M
⊕ R

N
).

Como µR é aditiva por hipótese,

1 = µR( R

M ∩N
) = µR( R

M
) + µR(R

N
) = 1 + 1.

Absurdo. Logo, R é local.

(⇒) Seja R um anel local com ideal maximal M. Devemos mostrar que µR é
aditiva. Segue dos Lemas 4.5 e 4.6, respectivamente, que

µR(M ⊕N) = µR

(
M ⊕N

M(M ⊕N)

)
= µ R

M
( M

MM
⊕ N

MN
).

Como R/M é um corpo, temos que

µ R
M

( M

MM
⊕ N

MN
) = µ R

M
( M

MM
) + µ R

M
( N

MN
).

Novamente, pelos Lemas 4.6 e 4.5, respectivamente, temos

µ R
M

( M

MM
) + µ R

M
( N

MN
) = µR( M

MM
) + µR( N

MN
) = µR(M) + µR(N).

Concluímos assim que µR(M ⊕N) = µR(M) + µR(N). �

Proposição 4.2. Seja R um domínio de integridade com corpo de frações L. Então

dimL(L⊗RM) ≤ µR(M),

com a igualdade acontecendo, se e somente se, M for um R-módulo livre.

Demonstração. Lembremos inicialmente que L ⊗R M é um L espaço vetorial com a
operação:

· : L× (L⊗RM) −→ L⊗RM

(λ,
n∑
i=1

li ⊗mi) 7−→
n∑
i=1

(λ · li)⊗mi

Seja p = µR(M) e seja {m1, . . . ,mp} um conjunto de geradores de M . Provaremos
que L⊗RM = 〈1⊗m1, . . . , 1⊗mp〉.

(⊇) Óbvia.

(⊆) Seja l ⊗m um elemento básico de L⊗RM . Então,

l ⊗m = l ⊗ (
p∑
i=1

rimi) =
p∑
i=1

(lri)(1⊗mi).
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Logo, L⊗RM = 〈1⊗m1, . . . , 1⊗mp〉, como L-espaço vetorial, e

dimL(L⊗RM) ≤ p = µR(M).

Suponhamos agora que M é livre, isto é, possui uma base, e seja {m1, . . . ,mp}
base de M . Então,

(L⊗RM) = 〈1⊗m1, . . . , 1⊗mp〉 , como L-espaço vetorial. (4.2)

Devemos mostrar que 1⊗m1, . . . , 1⊗mp são linearmente independentes sobre L.

Sejam ai/bi ∈ L, para i = 1, . . . , p, não todos nulos, tais que
∑p
i=1(ai/bi)(1⊗mi) = 0 ⇒ b

∑p
i=1(ai/bi)(1⊗mi) = 0, onde b = b1 . . . bp

⇒ ∑p
i=1(aib′i)⊗mi = 0, onde b′i = b1 . . . bi−1bi+1 . . . bp

⇒ 1⊗∑p
i=1(aib′i)mi = 0 ∈ L⊗RM.

Como R é um domínio de integridade, temos, pela Proposição 3.5, que existe a ∈ R
não nulo, tal que

p∑
i=1

a(aib′i)mi = 0⇒ a(aib′i) = 0, ∀ i = 1, . . . , p

pois {m1, . . . ,mp} é base de M . Sendo a 6= 0 e b′i 6= 0, ∀ i = 1, . . . , p, temos ai = 0, ∀ i =
1, . . . , p. Portanto, dimL(L⊗RM) = p = µR(M).

Reciprocamente, suponhamos que dimL L⊗RM = µR(M). Devemos mostrar que
M é um R-módulo livre.

Sejam p = µR(M) e {m1, . . . ,mp} um conjunto mínimo de geradores de M . Vamos
mostrar que {m1, . . . ,mp} é linearmente independente sobre R. De fato, se αi ∈ R, para
i = 1, . . . , p, são tais que α1m1 + . . .+ αpmp = 0, então:

1⊗ (α1m1 + . . .+ αpmp) = 1⊗ 0⇒

α1(1⊗m1) + . . .+ αp(1⊗mp) = 0

Como L⊗RM é gerado, como espaço vetorial sobre L, por {1⊗m1, . . . , 1⊗mp}
e dimL(L ⊗R M) = p, temos que α1 = . . . = αp = 0. Logo, {m1, . . . ,mp} é linearmente
independentes sobre R e {m1, . . . ,mp} é base do R-módulo M . �

Observação 4.2. Dados R um domínio de integridade e M um ideal maximal de R, o
anel RM é por definição o anel de frações S−1R, onde S = R\M.

Lema 4.7. Sejam R um domínio de integridade e M um ideal maximal de R. Sejam
A um RM-módulo gerado por 〈a1, . . . , an〉 e B = 〈a1, . . . , an〉 como R-submódulo de A.
Então,

A ∼= RM ⊗R B.



47

Demonstração. A aplicação

g : RM ×B −→ A

(r
s
, b) 7→ r

s
b

é claramente um homomorfismo R-bilinear. Devemos então mostrar que o par (A, g) possui
a propriedade universal para o produto tensorial RM ⊗R B.

Sejam P um R-módulo e f : RM×B −→ P uma aplicação R-bilinear. Mostraremos
que existe um R-homomorfismo h : A→ tal que h ◦ g = f , ou seja, que o diagrama

RM ×B
g

��

f // P

A
∃ ! h

::

é comutativo.

Existência do R-homomorfismo

Defina
h : A −→ P∑ ri

si
ai 7→

∑
f(ri
si
, ai)

Afirmamos que h é um R-homomorfismo.

De fato, dados a = ∑ ri
si
ai, a′ =

∑ r′i
s′i
ai ∈ A e r ∈ R, temos que

h(a+ ra′) = h(
∑ ri

si
ai + r(

∑ r′i
s′i
ai))

= h(
∑

(ri
si

+ r(r
′
i

s′i
))ai)

=
∑

f(ri
si

+ r
r′i
s′i
, ai)

=
∑

(f(ri
si
, ai) + rf(r

′
i

s′i
, ai))

=
∑

f(ri
si
, ai) + r

∑
f(r

′
i

s′i
, ai)

= h(a) + rh(a′)

Além disso, para (r/s, b) ∈ RM × B, onde b = ∑
αiai, com αi ∈ R, para todo i,
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temos

(h ◦ g)(r
s
, b) = h(g(r

s
, b))

= h(r
s
b)

= h(r
s

∑
αiai)

= h(
∑

(r
s
αi)ai)

=
∑

f(r
s
αi, ai) =

∑
f(r
s
, αiai) = f(r

s
,
∑

αiai) = f(r
s
, b).

Logo, h ◦ g = f .

Unicidade

Seja h′ : A −→ P outro R-homomorfismo tal que h′ ◦ g = f . Então, h ◦ g = h′ ◦ g.

Logo, para todo (r/s, b) ∈ RM ×B,

h(g(r
s
, b)) = h′(g(r

s
, b))⇒ h(r

s
b) = h′(r

s
b).

Finalmente, para todo a = ∑ ri
si
ai ∈ A,

h(a) = h(
∑ ri

si
ai) =

∑
h(ri
si
ai) =

∑
h′(ri

si
ai) = h′(

∑ ri
si
ai) = h′(a).

Portanto, h = h′. �

Definição 4.2. Um submódulo N de um módulo M é dito ser fechado em M se M/N for
livre de torção. Para um suconjunto S de M , definimos o fecho de S em M como sendo o
menor submódulo fechado de M contendo S.

Exemplo 4.1. Sejam R um domínio de integridade e S um suconjunto de um R-módulo
M . O conjunto

S = {m ∈M ;∃ r ∈ R\{0}, tal que rm ∈ 〈S〉},

é o fecho de S em M .

Para ver que S é um submódulo de M , sejam m1,m2 ∈ S e r ∈ R. Sejam r1 e r2,
elementos não nulos de R, tais que r1m1, r2m2 ∈ 〈S〉. Então,

r1r2(m1 + rm2) = r2(r1m1) + r1r(r2m2) ∈ 〈S〉,

e r1r2 6= 0, pois R é domínio de integridade.

Para ver que S ⊂ S, observe que 1.s ∈ 〈S〉, para todo s ∈ S.

Devemos agora mostrar que M/S é livre de torção. De fato, rm = 0 em M/S,
implica que rm ∈ S, isto é, existe t ∈ R\{0}, tal que t(rm) = (tr)m ∈ 〈S〉. Se r for não
nulo, teremos m ∈ S, ou seja, m = 0.
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Para concluir, seja N um submódulo fechado de M contendo S. Então, para todo
m ∈ S, temos rm = 0 ∈ M/N , para algum 0 6= r ∈ R, já que rm ∈ 〈S〉 ⊂ N . Logo,
m = 0 ∈M/N , o que implica que m ∈ N e, portanto, S ⊂ N .

4.2 CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA DECOMPOSIÇÃO

A proposição a seguir é o primeiro passo na direção de determinar condições
necessárias e suficentes no domínio de integridade R, para que todo R-módulo livre de
torção se decomponha como soma direta de módulos de posto 1.

Proposição 4.3. Seja R um domínio de integridade para o qual todo R-módulo livre de
torção é soma direta de módulos de posto no máximo k (k ≥ 1). Então, para cada ideal
maximal M de R, µ∗(RM) ≤ k + 1.

Demonstração. Primeiro mostraremos que a hipótese sobre R é herdada por todo RM,
onde M é um ideal maximal de R; isto é, se todo R-módulo livre de torção é soma direta
de módulos de posto no máximo k, então todo RM-módulo livre de torção é soma direta
de módulos de posto no máximo k, para todo M ideal maximal de R.

De fato, sejam M ideal maximal de R e A = 〈a1, . . . , an〉 um RM livre de torção.
Pelo Lema 4.7, temos que A ∼= RM ⊗R B, onde B = 〈a1, . . . , an〉 como R-módulo. Além
disso, sendo A um RM-módulo livre de torção, temos que B é um R-módulo livre de torção.
Usando a hipótese sobre R, temos que B = B1 ⊕ . . .⊕Bl onde os B′is são R-módulos de
posto ≤ k, ∀i = 1, . . . , l. Então,

A ∼= RM ⊗R B = RM ⊗R (B1 ⊕ . . .⊕Bl) = (RM ⊗R B1)⊕ . . .⊕ (RM ⊗R Bl).

Para concluir, devemos mostrar que rankRM
(RM⊗RBi) ≤ k, i = 1, . . . , l.Mas, rankRBi =

dimL(L⊗R Bi) ≤ k, ∀ i, onde L é o corpo de frações de R e

rankRM
Bi = dimL′ (L′ ⊗RM

(RM ⊗R Bi))
= dimL′ ((L′ ⊗RM

RM)⊗R Bi)
= dimL′(L′ ⊗R Bi)

onde L′ é o corpo de frações de RM. Como L′ = L, temos que

rankRM
Bi = dimL′(L′ ⊗R Bi) = dimL(L⊗R Bi) ≤ k.

Devemos agora mostrar que µ∗(RM) ≤ k + 1. Para simplificar notação, vamos
denotar RM por R e assumir que R é um anel local. A demonstração desse fato será feita
por contradição.

Suponhamos por absurdo que exista um ideal A =
k+2∑
i=1

Rai ⊂ R, com µR(A) = k+2.

Sejam F = Rk+2 e α = (a1, . . . , ak+2) ∈ F . Afirmamos que

A = {f(α); f ∈ HomR(F,R)} . (4.3)
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(⊇) Seja f ∈ HomR(F,R) e B = {e1, . . . , ek+2} a base canônica de F. Então,

f(α) = f(
k+2∑
i=1

aiei) =
k+2∑
i=1

f(aiei) =
k+2∑
i=1

aif(ei) ∈
k+2∑
i=1

Rai = A.

Portanto, {f(α); f ∈ HomR(F,R)} ⊆ A.

(⊆) Seja x ∈ A. Então, x = ∑k+2
i=1 aixi, com xi ∈ R, para todo i = 1, . . . , k + 2. Defina,

estendendo por linearidade, o R-homomorfismo f : F −→ R dado por f(ei) = xi.

Então, f(α) = f(
k+2∑
i=1

aiei) =
k+2∑
i=1

aixi = x. Assim, x ∈ {f(α); f ∈ HomR(F,R)} e

A ⊆ {f(α); f ∈ HomR(F,R)}.

Observe que 4.3 é uma descrição invariante de A. A escolha de outra base de F
nos dará um outro conjunto de geradores de A. De fato, se {v1, . . . , vk+2} for outra base
de F e α = ∑k+2

i=1 bivi, com bi ∈ R. Então

A = {f(α); f ∈ HomR(F,R)} =
{
k+2∑
i=1

bif(vi); f ∈ HomR(F,R)
}

= 〈b1, b2, . . . , bk+2〉 .

Afirmamos que α não pertence a nenhum somando direto de F .

Suponhamos por absurdo que F = A⊕B e que α ∈ A. Como R é um anel local, A
e B são livres (Teorema 3.1), isto é, A ∼= Rl e B ∼= Rt. Então α ∈ A = Rl, com l < k + 2.

Seja {v1, . . . , vl, vl+1, . . . , vk+2} base de F , tal que {v1, . . . , vl} é base de A e
{vl+1, . . . , vk+2} é base de B. Então, α = b1v1 + . . . + blvl + 0vl+1 + . . . + 0vk+2 e
A = 〈b1, b2, . . . , bl〉 . Absurdo, pois µR(A) = k + 2.

Agora, sejam K o fecho de {α} em F e A = F/K. Então, A é livre de torção e
µR(A) ≤ k + 2, pois F → F/K é sobrejetora e µR(F ) = k + 2. Como a sequência

0→ K → F → A = F/K → 0,

é exata e L é um corpo, temos que a sequência

0→ K ⊗R L→ F ⊗R L→ A⊗R L→ 0,

é exata, donde concluímos que rankR(F ) = rankR(K) + rankR(A). Mas

K = {x ∈ F ; ∃ r ∈ R\{0}, tal que rx ∈ 〈α〉}
= {x ∈ F ; ∃ r ∈ R\{0}, tal que rx = sα, s ∈ R}.

Logo, rankR(K) = dimL(L ⊗R K) = 1. De fato, dado um elemento básico
l ⊗ x ∈ L ⊗R K, x ∈ K e, portanto, existe r ∈ não nulo, tal que rx = sα, para
algum s ∈ R. Então,

l ⊗ x = l(1⊗ x) = l

r
(1⊗ rx) = l

r
(1⊗ sα) = ls

r
(1⊗ α)⇒ L⊗R K = 〈1⊗ α〉.
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Assim, rank(A) = rank(F )− rank(K), implica rank(A) = (k + 2)− 1 = k + 1.

Se mostrarmos que A é indecomponível, isto é, não se escreve como soma direta de
módulos, teremos uma contradição, pois por hipótese, todo R-módulo livre de torção é
soma direta de submódulos de posto ≤ k.

Suponhamos então que A = B ⊕ C. Mostraremos que A, B ou C é um módulo
livre. Usando a Proposição 4.2, basta mostrarmos que rank(A) = µ(A), rank(B) = µ(B)
ou rank(C) = µ(C). Temos que

rank(B) + rank(C) = rank(A) = k + 1

e, pela Proposição 4.1,
µ(B) + µ(C) = µ(A) ≤ k + 2.

Mas, rank(B) ≤ µ(B) e rank(C) ≤ µ(C). Então, ou rank(A) = k + 1 = µ(A) ou
rank(A) = k + 1 < µ(A) = k + 2. No último caso,

rank(A) = µ(A)− 1⇒ rank(B) + rank(C) = µ(B) + µ(C)− 1.

Se rank(C) < µ(C), então

rank(C) ≤ µ(C)− 1 ⇒ µ(B)− rank(B) = rank(C)− µ(C)− 1 ≤ 0
⇒ µ(B) ≤ rank(B)
⇒ µ(B) = rank(B)
⇒ B é livre.

Se rank(C) = µ(C), C é livre. Logo, se A não for livre, B ou C será.

Se A for livre, segue da sequência exata

0 −→ K −→ F −→ F

K
= A −→ 0

que K é livre e, somando direto de A. Como α ∈ K, isso é um absurdo, pois já mostramos
que α não pertence a nenhum somando direto de A. Logo, B é livre ou C é livre.

Se B é livre (projetivo), seja f = π1 ◦ π : F → B, onde π : F → A = F/K e
π1 : A = B⊕C → B são as projeções canônicas. Como α ∈ K ⊂ F e B é projetivo, temos
que f(α) = 0 e que sequência exata

0 → ker f → F → B → 0 (4.4)

se decompõe, isto é, F = ker f ⊕ B. Mas α não está em nenhum somando direto de F ,
então B = 0. Analogamente mostramos que C livre implica C = 0. �

Lema 4.8. Sejam A1,A2, . . . ,Ar ideais de um anel R, dois a dois comaximais, e sejam
α1, . . . , αr elementos de um R-módulo A. Então, existe α ∈ A, tal que α ≡ αi(mod AiA),
para todo i = 1, . . . , r.



52

Demonstração. Mostraremos por indução em r.

Se r = 2, A1 e A2 comaximais implica que R = A1 + A2. Então, 1 = u1 + u2

com u1 ∈ A1 e u2 ∈ A2. Para e1 = 1 − u1 e e2 = 1 − u2, temos que e1 ≡ 0 (mod A2),
e1 ≡ 1 (mod A1), e2 ≡ 0 (mod A1) e e2 ≡ 1 (mod A2). Seja α = e1α1 + e2α2, então

α ≡ αi (mod AiA), para i = 1, 2.

Suponhamos a afirmação verdadeira para todo inteiro menor que r. Então, existe
α′ ∈ A, tal que

α′ ≡ αi (mod AiA),∀ i = 1, . . . , r − 1. (4.5)

Como Ar e A1 ∩ . . . ∩ Ar−1 são comaximais, pelo caso r = 2, existe α ∈ A tal que

α ≡ α′ (mod (A1 ∩ . . . ∩ Ar−1)A) e α ≡ αr (mod ArA). (4.6)

Então, α− α′ ∈ (A1 ∩ . . . ∩ Ar−1)A ⊂ AiA, para todo i = 1, . . . , r − 1. Isto é,

α ≡ α′ (mod AiA),∀ i = 1, . . . , r − 1.

Segue das equações (4.5) e (4.6), que α ≡ αi(mod AiA), para todo i = 1, . . . , r. �

Proposição 4.4 (COHEN). Seja R um domínio de integridade Noetheriano para o qual
µ∗(RM) ≤ k, para todo ideal maximal M. Então, K− dimR ≤ 1 (dimensão de Krull) e
µ∗(R) ≤ max {2, k}.

Demonstração. Primeiro mostraremos que todo ideal primo próprio de R é maximal. De
fato, seja p um ideal primo próprio de R. Então, p ⊂M, para algum M ⊂ R ideal maximal.
Como µ∗(RM) ≤ k, temos que RM tem posto finito. Logo, pelo Teorema 4.1, RM satisfaz
a condição da cadeia mínima restrita, ou equivalentemente, todo ideal primo próprio de
RM é maximal. Mas, pRM ⊆ RM é um ideal primo próprio. Logo, pRM = MRM.

Afirmamos que pRM = MRM implica p = M. De fato, se pRM = MRM, teremos
que, para todo m ∈M, existem p ∈ p e b /∈M tais que m/1 = p/b em RM. Logo, existe
a /∈M, tal que a(p− bm) = 0 em R. Mas, R é domínio de integridade, então bm = p ∈ p

e m ∈ p, pois b /∈M e M ⊂ p. Portanto, M = p.

Da afirmação anterior segue que (0) ⊆ p é a maior cadeia possível de ideais primos
em R. Portanto, dimR ≤ 1. Vale observar que R pode não ter ideais primos próprios, isto
é, R pode ser um corpo e, nesse caso, dim(R) = 0.

Suponhamos agora que µ∗(RM) ≤ k = 1, isto é, µ∗(RM) = 1. Então, MRM é
principal, para todo M ⊂ R maximal. Temos ainda que dim(R) = 1 implica dim(RM) = 1
(todo ideal primo de RM é da forma pRM, onde p é um ideal primos de R contido em
M). Logo, pela Proposição 2.25, temos que RM é um anel de valorização discreta. Mas,
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todo primo de R é maximal, logo Rp é anel de valorização discreta, para todo p ideal
primo. Segue do Teorema 2.8 que R é um domínio de Dedekind. Portanto, pelo Lema
3.11, µ∗(R) = 2. Concluímos então, que para k = 1, µ∗(R) = 2 = max {2, k = 1}.

No que segue trataremos do caso, µ∗(RM) ≤ k e k > 1.

Seja A um ideal não nulo em R. Então, exite somente um número finito de ideais
maximais contendo A. Para ver isso, usamos que R é um anel Noetheriano e, portanto,
pelo Teorema 2.6, A =

n⋂
i=1

qi, onde qi são ideais primários tais que seus radicais são ideais

primos distintos. Sejam pi = r(qi), ∀ i = 1, . . . , n. Então, pelo Teorema 2.9, os ideais pi
são os primos minimais contendo qi e, pela Proposição 2.11:

{pj ∈ Assoc(A) : pj é isolado} =

Os elmentos minimais no conjunto de todosos ideais primos contendo A


Como todos os ideais maximais contendo A pertencem ao 2o membro da igualdade,
concluimos que a cardinalidade de ideais maximais contendo A é finita.

Sejam M1, . . . ,Mn os ideais maximais contendo A e

ARMi
= 〈αi11 ,

αi2
1 , . . . ,

αik
1 〉, ∀ i = 1, . . . , n,

já que µ∗(RM) ≤ k. SendoM1,M2, . . . ,Mn ideais comaximais de R e α11, α21, . . . , αn1 ∈ A,
temos, pelo Lema 4.8, que existe α1 ∈ A tal que α1 ≡ αi1 (mod MiA). Do mesmo modo,
para α1i, α2i, . . . , αni ∈ A, existe αi ∈ A, tal que α2 ≡ αi2 (mod MiA), ∀ i = 1, . . . , n.

Afirmamos que ARM1 =
〈
α1

1 ,
α12

1 , . . . ,
α1k

1

〉
.

(⊆) É óbvia.

(⊆) Temos que α1 ≡ α11 (mod M1A), ou seja, α1 − α11 ∈M1A. Então,

α1 = α11 +∑l
i=1 miui, com m1, . . . ,ml ∈M1

⇒ α1

1 = α11

1 +
l∑

i=1

mi

1
ui
1 , onde

ui
1 =

k∑
j=1

aij
bij

α1j

1

⇒ α1

1 = α11

1 +
l∑

i=1

mi

1 (
k∑
j=1

aij
bij

α1j

1 )

⇒ α1

1 = α11

1 +
l∑

i=1
(
k∑
j=1

(mi

1
aij
bij

)α1j

1 )

⇒ α1

1 = α11

1 + (
l∑

i=1

mi

1
ai1
bi1

)α11

1 + . . .+ (
l∑

i=1

mi

1
aik
bik

)α1k

1

⇒ α1

1 = α11

1 + z1
α11

1 + z2
α12

1 + . . .+ zk
α1k

1 , onde zi =
l∑

i=1

mi

1
ai1
bi1
∈M1RM1 ,

⇒ α1

1 = (1
1 + z1)α11

1 + z2
α12

1 + . . .+ zk
α1k

1 .

Como, (1 + z1) /∈M1RM1 , temos que (1 + z1) é invertível em RM1 e

ARM1 = 〈α11

1 ,
α12

1 , . . . ,
α1k

1 〉 ⊂ 〈
α1

1 ,
α12

1 , . . . ,
α1k

1 〉.
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De maneira análoga, obtemos ARMi
=
〈
α1

1 ,
αi2
1 , . . . ,

αik
1

〉
, ∀i = 1, . . . , n.

Sejam, N1, . . . ,Nr os ideais maximais de R contendo α1. Como α1 ∈ A, os ideais
maximais Mi estão entre os Nj. Sem perda de generalidade, supomos N1 = M1,N2 =
M2, . . . ,Nn = Mn,Nn+1, . . . ,Nr. Então,

ARMi
=
〈
α1

1 ,
αi2
1 , . . . ,

αik
1

〉
,

∀i = 1, . . . , n e
ARMn+j

=
〈
α1

1 ,
αn+j,2

1 , . . . ,
αn+j,k

1

〉
= RNn+1 ,

∀ j = 1, . . . , r − n, pois A * RMn+j
.

Aplicando novamente o Lema 4.8, temos que existem αi ∈ A, ∀ i = 1, . . . , k, tais
que αi ≡ αji (mod NjA), ∀ j = 1, . . . r, e ARNj

=
〈
α1

1 ,
α2

1 , . . . ,
αk
1

〉
.

Seja A0 = 〈α1, α2, . . . , αk〉 ⊆ R. Então, A0RNj
= ARNj

, ∀j = 1, . . . , r e, se
M 6= Nj, A0RM = ARM = RM.

Concluindo, mos que A0 ⊆ A ⊆ R e se M ⊆ R for um ideal maximal, como a
sequência

0 −→ A0 −→ A −→ A

A0
−→ 0,

é exata, segue da Proposição 2.6, que a sequência

0 −→ A0RM −→ ARM −→ ( A
A0

)RM −→ 0

é exata. Mas, A0RM = ARM, implica ( A
A0

)RM = 0, ∀M ⊆ R ideal maximal, portanto,
A = A0. �

Nesse ponto, podemos concluir a metade fácil do teorema principal. Mais pre-
cisamente, é possível afirmar que se R for um domínio de integridade Noetheriano, tal
que todo R-módulo livre de torção é soma direta de módulos de posto 1, então, pelas
Proposições 4.3 e 4.4, µ∗(R) ≤ 2.

Agora, começaremos a parte mais difícil que é a decomposição de certos módulos
livres de torção.

Lema 4.9. Seja R um domínio de integridade Noetheriano com K− dimR ≤ 1 e sejam
B ⊂ A ideais não nulos de R tais que A−1 = B−1. Então, se µR(A) ≤ 2, A = B.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que R é local. Se R não for
local, seja M um ideal maximal de R tal que B ⊂ A ⊂M. Então, BRM ⊂ ARM ⊂MRM e
(BRM)−1 = (ARM)−1, pois A−1 = B−1. Além disso, dimR ≤ 1 e µR(A) ≤ 2 implicam que
dim(RM) ≤ 1 e µRM

(ARM) ≤ 2. Assim, mostrando a afirmação no caso R regular, teremos
BRM = ARM, para todo ideal M maximal. Mais uma vez, usando que dim(R) ≤ 1,
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podemos afirmar que todo ideal prórpio de R é maximal e, portanto, BRp = ARp, para
todo ideal p primo. Logo, A = B.

Supondo R local, mostraremos que se B 6= A, então A−1 6= B−1. Divideremos a
demonstração em afirmações para facilitar o entendimento.

Afirmação 1 : Como µR(A) ≤ 2, podemos escrever A = 〈a, b〉, com a /∈ B e b ∈ B.

Seja M ⊆ R o único ideal maximal de R. Porque µR(A) ≤ 2, temos que

dimK( A

MA
) ≤ 2, onde K = R

M
.

Logo, A

MA
= 〈b, a〉, podendo a e b serem escolhidos de modo que a /∈ B e b ∈ B.

Cosequentemente, temos A = 〈b, a〉.

Afirmação 2 : Aumentando B se necessário, podemos supor que A

B
∼=

R

M
.

De fato, temos que A

MA + 〈b〉
∼=

R

M
e B ⊆MA + 〈b〉 := B′.

Além disso, como B ⊆ B′ ⊆ A, então

A−1 ⊆ (B′)−1 ⊆ B−1 = A−1 ⇒ (B′)−1 = A−1.

Aqui é importante observar que B′  A, pois B′ = A, implicaria MA + 〈b〉 = A, e
pelo Lema de Nakayama, A = 〈b〉 ⊆ B.

Estamos então na seguinte situação: A = 〈b, a〉, a /∈ B, b ∈ B e B = MA + 〈b〉.

Afirmação 3 : Nas condições acima, existe y ∈ B−1, tal que y /∈ A−1.

Como dimR ≤ 1 e R é um domínio de integridade, temos que dim(R/〈b〉) = 0.
Pelo Teorema 2.7, R/〈b〉 é Artiniano. Consideremos então a seguinte cadeia em R/〈b〉:

. . . ⊆MkB ⊆ . . . ⊆M2B ⊆MB ⊆ B ⊆ R

〈b〉
.

Então, existe k tal que MkB = Mk+1B = . . . e, pelo Corolário 2.1 do Lema de
Nakayama, MkB = 0. Ou seja,

MkB ⊆ 〈b〉 ⇒ Mk(M + 〈b〉) ⊆ 〈b〉
⇒ Mk+1 〈a, b〉+ Mk 〈b〉 ⊆ 〈b〉
⇒ Mk+1a ⊆ 〈b〉 = Rb

Seja l = min{k : Mka ⊆ Rb}. Então, Mla ⊆ Rb e Ml−1a * Rb. Seja x ∈Ml−1, tal que
xa /∈ Rb. Então, xb−1a /∈ R e, portanto, xb−1 /∈ A−1. Mas,

Mxa ⊆Mla ⊆ Rb⇒Mxa ⊆ Rb⇒Mxab−1 ⊆ R⇒ xb−1Ma ⊆ R.
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Das igualdades B = MA + 〈b〉 = Ma+ 〈b〉, segue que

xb−1B = xb−1Ma︸ ︷︷ ︸
⊆R

+xb−1R︸ ︷︷ ︸
⊆R

b ⊆ R.

Assim, y = xb−1 ∈ B−1, mas y = xb−1 ∈ A−1. Absurdo, pois por hipótese, A−1 = B−1.
Logo, B = A. �

Proposição 4.5. Seja R um domínio de integridade Noetheriano, tal que µ∗(R) ≤ 2.
Então, um submódulo projetivo fechado de um R-módulo livre de torção é um somando
direto.

Demonstração. Pelos Teorema 3.3 e Corolário 3.4 em [5], é suficiente provar que A =
(A−1)−1, para todo ideal não nulo A em R. Como µ∗(R) ≤ 2 e, todo ideal em Rp, para
ideal primo p de R é estendido, temos que rank(Rp) ≤ 2, ∀ ideal primo p em R. Então,
pela Proposição 4.4, dimR ≤ 1. Por outro lado, sabemos que A ⊂ (A−1)−1 e, como
µR((A−1)−1) ≤ 2, segue do Lema 4.9, que A−1 = ((A−1)−1)−1. Para concluir, observamos
que ((A−1)−1)−1 = A. �

Observação 4.3. Na demonstração da Proposição 4.5, aplicamos o Lema 4.9 a A ⊂
(A−1)−1, embora (A−1)−1 não seja necessariamente um ideal de R. Porém, para a demons-
tração do lema precisamos apenas que (A−1)−1 seja gerado por no máximo dois elementos,
o que de fato acontece pois (A−1)−1, por ser um ideal fracionário, é da forma

(A−1)−1 = 1
z
I,

para algum z ∈ R e algum ideal I ⊂ R. De µ∗(R) ≤ 2, segue que I é gerado por no
máximo dois elementos.

Lema 4.10. Seja R um domínio de integridade local Noetheriano com ideal maximal M
e fecho inteiro R. Suponhamos µ∗(R) = 2. Então,

i) R1 = M−1 é um anel próprio finitamente gerado e inteiro sobre R.

ii) Todo ideal não principal A de R é um R-módulo; isto é, R1A = A.

iii) Se S é um anel próprio finitamente gerado e inteiro sobre R, então R1 ⊆ S e
µ∗(S) ≤ 2.

Demonstração. (i) Pela definição de M−1, temos que M ⊆MM−1 ⊆ R. Como M é ideal
maximal de R, temos que MM−1 = M ou MM−1 = R. Se MM−1 = R, teremos

1 = x1y1 + . . .+ xnyn, onde xi ∈M e yi ∈M−1.

Mas 1 /∈ M, logo xjyj /∈ M, para algum j = 1, . . . , n e, portanto, existe u ∈ R tal que
u(xiyi) = 1. Nesse caso, M = 〈xj〉. Conclusão: R é domínio de integridade Noetheriano,
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local, µ∗(RM) ≤ 2 (já que µ∗(R) ≤ 2), dimR ≤ 1 (Proposição 4.4) e M é um ideal
principal. Então, R é um anel de valorização discreta (e também um DIP), o que implica
µ∗(R) = 1. Absurdo.

Logo, MM−1 = M.

Para ver que R1 = M−1 é um anel, basta provarmos que é fechado sob o produto.
Usando que MM−1 = M, temos que ma,mb ∈ R, ∀m ∈ M e ∀ a, b ∈ M−1. Logo,
m(ab) = (ma)b ∈ R, pois ma ∈M.

Afirmamos que R1 = M−1 é inteiro sobre R. Para provar isso, usaremos o truque
do determinante. Suponhamos M = 〈x1, . . . , xn〉, como R-módulo. Dado a ∈ R1, temos
axi ∈M = 〈x1, . . . , xn〉, para todo i = 1, . . . , n. Logo,

ax1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

ax2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn
... ...
axn = an1x1 + an2x2 + . . . + annxn

ou equivalentemente,


(a11 − a) a12 . . . a1n

a21 (a22 − a) . . . a2n
...
an1 an2 . . . (ann − a)


︸ ︷︷ ︸

A∈Mn×n(R)

.


x1

x2
...
xn

 =


0
0
...
0

 (4.7)

Multiplicando o sistema (4.7) pela matriz adjunta de A, temos que adj(A)AX =
adj(A)0 = 0. Logo, det(A)InX = 0, isto é, det(A)xi = 0, para todo i = 1, . . . , n. Como
M 6= 0, 0 = det(A). Mas, det(A) é um polinômio mônico em a, coeficentes em R, de grau
no máximo n. Ou seja, a é inteiro sobre R.

Para concluirmos o item (i) devemos mostrar que R1 é prórpio, isto é, R  R1.

Primeiramente, observamos que, pela Proposição 4.4, dimR ≤ 1. Porém, dimR =
0, implicaria que R é um corpo e µ∗(R) = 1. Absurdo, pois por hipótese µ∗(R) = 2.
Portanto, dimR = 1.

Afirmamos que M é primo de um ideal principal, isto é, exite a ∈ R, tal que√
〈a〉 = M. Dado, a ∈ R, como R é Noetheriano, temos que 〈a〉 = q1 ∩ q2 ∩ . . . ∩ qr, onde

qi são primários e r(qi) = pi são ideiais primos distintos. Mas, dimR = 1, implica que
todo ideal primo não nulo é maximal e, como R é local, r = 1 e M = p1. Nesse caso, temos
que (Ra : M) 6= Ra. Para ver isso, usamos que

√
〈a〉 = M implica Ms ⊂ Ra , para algum

s ≥ 0 e, portanto, (Ra : Ms) = R. Se (Ra : M) = Ra, teríamos Ra = (Ra : Ms) = R e
M = R.
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Finalmente, se M é primo de um ideal principal, vamos mostrar que R 6= R1.
Sabemos que (Ra : M) 6= Ra, podemos afirmar que existe x ∈ (Ra : M) tal que x /∈ Ra.
Então, xM ⊆ Ra e x /∈ Ra. Logo, x

a
M ⊆ R e x

a
/∈ R. Ou seja, x

a
∈ R1 = M−1 e x

a
/∈ R.

Portanto, R 6= R1.

(ii) Seja R ⊆ A um ideal fracionário não principal e seja B = M−1A. Então,
MB = MM−1A = MA, pois MM−1 = M. Como A é um R-módulo não principal e
µ∗(R) = 2, dimR/M( A

MA
) = 2 e A = 〈a, b〉, com a, b linearmente independente sobre MA.

Mas, MB = MM−1A = MA, nos diz que a, b são linearmente independentes sobre MB

e que B

MB
= aK⊕ bK, onde K = R/M, já que µR(B) ≤ 2. Portanto, B = 〈a, b〉, como

R-módulo e M−1A = A.

(iii) Seja S um anel próprio finito e inteiro sobre R. Então, S é ideal fracionário e,
se S não for principal, por (ii), tem-se que R1S = S. Então, R1 ⊆ R1S = S.

Para ver que µ∗(S) ≤ 2, basta ver um S-ideal como um R-ideal. �

Lema 4.11. Seja R é um anel comutativo Noetheriano e 0 → A → B → C → 0 uma
sequência exata de R-módulos finitamente gerados. Então, a sequência se decompõe, se e
somente se, a sequência se decompõe localmente.

Demonstração. Ver [14], Teorema 1 (3E), pág.21. �

Lema 4.12. Seja R um domínio de integridade Noetheriano local com ideal maximal M
e K − dimR = 1. Seja A um R-módulo livre de torção e α ∈ A\{0}, tal que {α} é um
somando direto de A. Então, existe um inteiro n > 0 tal que se α′ ≡ α (mod MnA), {α′}
é um somando direto de A.

Demonstração. Escrevamos A = A0 ⊕B, onde

A0 = {α} = {γ ∈ A : ∃ r ∈ R\{0}, tal que rγ ∈ Rα}.

`: Existe a ∈ R, a 6= 0, tal que aA0 ⊆ Rα. A0 sendo um somando direto de um
módulo finitamente gerado é finitamente gerado. Suponhamos A0 = Rx1 +Rx2 + . . .+Rxm.
Como xi ∈ A0, ∀ i = 1, . . . ,m, existem ri ∈ R\{0}, tais que rixi ∈ Rα. Então, a =
r1r2 . . . rm ∈ R é não nulo e aA0 ⊆ Rα.

`: Existe um inteiro n > 0 tal que Mn ⊆ aM. Como R é Noetheriano, pelo
Teorema 2.6, 〈a〉 possui decomposição primária, isto é, 〈a〉 = q1 ∩ q2 ∩ . . . ∩ ql, onde
pi = r(qi). Mas, R é local e K− dimR = 1. Então, l = 1 e p1 = M = r(〈a〉). Logo, existe
um inteiro s > 0, tal que Ms ⊆ 〈a〉. Assim, Ms+1 = MsM ⊆ 〈a〉M = aM.

`: Seja n > 0 tal que Mn ⊆ aM e seja α′ ≡ α (mod MnA). Então, podemos
escrever α′ = α + β, com β ∈ B. De fato, α′ − α ∈MnA, implica

α′ = α + β, com β ∈MnA = Mn(A0 ⊕B) = MnA0 ⊕MnB ⇒
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β = β0 + β1, onde β0 ∈ A0M
n e β1 ∈MnB ⊂ B ⇒

β0 ∈MnA0 ⊆MaA0 ⊆MRα = Mα.

Assim, β0 = mα, para algum m ∈M e α+β0 = (1+m)α. Desde que 1+m é uma unidade
em R, A0 = {α(1 +m)} e, trocando α por (1 +m)α, podemos assumir que β = β1 ∈ B.

`: Seja A′0 = {α′} em A. Afirmamos que A′0 ∩B = {0}. Seja γ ∈ A′0 ∩B. Então,

γ ∈ A′0 ⇒ tγ = sα′, para algum t ∈ R\{0} e algum s ∈ R,
e γ ∈ B ⇒ tγ ∈ B ⇒ tγ = sα′ = s(α + β) = sα︸︷︷︸

∈A0

+ sβ︸︷︷︸
∈B

Logo,

sα = 0⇒ s = 0 (A é livre de torção )⇒ tγ = 0⇒ γ = 0.

`: Seja A′ = A′0 ⊕B. Então, A = A′. Para isso, é suficiente mostrar que A0 ⊆ A′.
Seja γ ∈ A0 = {α}. Então, aγ ∈ aA0 ⊂ Rα, ou seja, aγ = rα ∈ A, para algum r ∈ R
e, portanto, aγ = rα = r(α′ − β). Lembrando que, β ∈ MnA ⊆ aMA ⊆ aA, podemos
escrever β = aβ′, para algum β′ ∈ A. Então,

aγ = rα′ − raβ′ ⇒ a(γ + rβ′) = rα′ ∈ A′0 ⊆ A′0 ⊕B = A′.

Porém, já que B é fechado em A (B ∼= A/A0), e aβ′ = β ∈ B, temos que β′ ∈ B. Logo,
rβ′ ∈ B ⊆ A′ e, finalmente, γ ∈ A′. �

4.3 CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA A DECOMPOSIÇÃO

Na demonstração do Teorema 4.4, faremos indução no comprimento l(R/R), onde
R é o fecho inteiro de R. O caso l(R/R) = 0 é o caso clássico para domínios de Dedekind
que será demonstrado na seção a seguir.

4.3.1 Decomposição de módulos livres de torção sobre domínios de Dedekind

O objetivo dessa seção é mostrar que se R for um domínio de Dedekind, então
todo R-módulo livres de torção é soma direta de módulos de posto 1. Mais precisso,
mostraremos que se for um domínio de integridade no qual todo ideal finitamente gerado
é invertível, então todo R-módulo livre de torção é soma direta de módulos de posto 1.

Os resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados em [11].

Definição 4.3. Sejam R um domínio de integridade e M um R módulo. Um submódulo
S de M é puro se

αS = S ∩ αM, ∀α ∈ R.



60

Lema 4.13. Sejam M um R-módulo. Então,

i) Qualquer somando direto de M é um submódulo puro;

ii) Um submódulo puro de um submódulo puro é puro;

iii) O submódulo de torção de M é puro;

iv) M/S livre de torção implica S puro;

v) Se M for livre de torção, ⋂i∈I Si, onde Si são submódulos puros, é puro.

Demonstração. i) SuponhamosM = S⊕N e seja s ∈ S∩αM . Então, s = αm = α(s1 +n),
onde s1 ∈ S, m ∈M e n ∈ N . Logo,

s = α(s1 + n)⇒ s− αs1 = αn ∈ S ∩N = {0} ⇒ αn = 0⇒ s = αs1 ∈ S.

ii) Sejam T ⊂ S ⊂ M submódulos de M tais que βT = T ∩ βS, ∀ β ∈ R, e
αS = S ∩ αM, ∀α ∈ R. Então,

βT = T ∩ βS = T ∩ (S ∩ βM) = (T ∩ S) ∩ (βM) = T ∩ βM.

iii) Seja T (M) o submódulo de torção de M . Então, αT (M) ⊂ T (M) ∩ αM ,
∀α ∈ R. Reciprocamente, se m ∈ T (M) ∩ αM , existe r ∈ R, não nulo, tal que rm = 0.
Por outro lado, m = αm1, para algum m1 ∈ M . Logo, r(αm) = (rα)m1 = 0, ou seja,
m1 ∈ T (M).

iv) Seja S submódulo de M tal que M/S é livre de torção. Se s ∈ S ∩ αM , então
s = αm, para algum m ∈M . Logo,

0 = s = αm = αm⇒ m = 0⇒ m ∈ S, se α 6= 0.

v) Sejam Si submódulos de M tais que αSi = Si
⋂
αM , para todo i e para todo

α ∈ R. Então,
α(
⋂
i

Si) =
⋂
i

(αSi) =
⋂
i

(Si ∩ αM) = (
⋂
i

Si) ∩ αM.

�

Observação 4.4. Sejam M um R-módulo e S um subconjunto de M . O fecho S de S de
um R-módulo M é puro, pois M/S é livre de torção. Logo, pelo item v) do Lema 4.13, a
interseção de todos os submódulos puros Si, tais que S ⊂ Si, é o menor submódulo puro
de M contendo S. É fácil ver que S está contido em qualquer submódulo puro contendo
S, portanto, é o menor submódulo puro de M , contendo S.

Definição 4.4. Um R-módulo M é dito ser divisível se αM = M , para todo α ∈ R\{0}.
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Lema 4.14. Seja M um R-módulo divisível. Um submódulo N de M é divisível, se e
somente se, é puro.

Demonstração. Seja N submódulo divisível de M . Então,

βN = N, ∀ β ∈ R\{0} ⇒ βN = βN ∩ βM = N ∩ βM,

ou seja, todo submódulo divisível de um módulo qualquer é puro. Reciprocamente,
suponhamos M tal que αM = M , para todo α ∈ R\{0}, e seja N um submódulo puro de
M . Então, βN = N ∩ βM = N ∩M = M,∀β ∈ R. �

Lema 4.15. Sejam M um R-módulo, S um submódulo de M , tal que M/S =
⊕
i∈I

Ui e Ti

a imagem inversa de Ui em M . Suponhamos que S é somando direto em cada Ti. Então,
S é um somando direto de M .

Demonstração. Se Ti = S ⊕Wi, seja W =
⋃
i∈I
Wi. Então, M = S + W e S ∩W = {0},

pois
x ∈ S ∩W ⇒ x = ∑k

i=1 yi; yi ∈ Wi e x = ∑k
i=1 yi = 0 ∈M/S

⇒ yi ∈ S,∀ i = 1, . . . , k ⇒ yi ∈ S ∩Wi = {0}.

�

Proposição 4.6. Sejam R um domínio de integridade, M um R-módulo e S ⊂ M um
submódulo, tal que M/S ∼=

⊕
j∈J

Ij e Ij é isomorfo a um ideal invertível de R, para todo

j ∈ J . Então, S é um somando direto de M .

Demonstração. Pelo Lema 4.15, podemos supor que M/S ∼= I, onde I é um R-módulo
invertível. Suonhamos inicialmente que M é livre de torção. Devemos mostrar que
M = S ⊕ T , para algum submódulo T de M . Por hipótese, II−1 = R e, portanto, existem
αi ∈ I, βi ∈ I−1, tais que ∑αiβi = 1. Sejam π : M → M/S a projeção canônica e
f : M/S → I isomorfismo. Então, para todo i, αi = f ◦ π(xi), para algum xi ∈M. Dado
γ ∈ I − {0}, sejam z = ∑(γβi)xi ∈M e T o menor submódulo puro de M que contém o
submódulo gerado por z (veja Observação 4.4). Mostraremos que que M = S ⊕ T .

`: S ∩ T = {0}. Se y ∈ S ∩ T , y ∈ S e y ∈ T ⊂ {z} (Observação 4.4). Logo,
existem r, t ∈ R, r 6= 0, tais que

ry = tz = ∑
t(γβi)xi ⇒ f(π(ry)) = rf(π(y)) = rf(0) = 0

⇒ t(γβi)
∑
f(π(xi)) = 0⇒ (tγ)∑ βiαi = 0

⇒ tγ = 0⇒ t = 0, (γ 6= 0 e M é livre de torção)
⇒ ry = 0⇒ y = 0, pois M é livre de torção.
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`: M = T + S. Basta mostrarmos que π(T ) = M/S. Como M/S ∼= I =
〈α1, . . . , αk〉, sejam α1 = f(y1), . . . , αk = f(yk), onde yi = π(xi) ∈ M/S, para todo i. Se
mostrarmos que yi = π(ti), para algum ti ∈ T , o resultado segue. Seja,

ti = αiγ
−1z = αiγ

−1(
∑

(γβj)xj) =
∑

(αiβj)xj ⇒

f(π(ti)) = f(π(
∑

(αiβj)xj)) =
∑

(αiβj)f(yj)⇒

f(π(ti)) =
∑

(αiβj)αj = αi = f(yi)⇒ π(ti) = yi.

Finalmente, se M não for livre de torção, seja φ : F =
⊕
i∈I

R → M , um R-

homomorfismo sobrejetor. Então,

F =
⊕
i∈I

R
φ−→M

π−→M/S ∼=
⊕
j∈J

Ij

e, para G = ker(π ◦ φ), temos que

F → F/G ∼= M/S ∼=
⊕
j∈J

Ij.

Logo, pelo que acabamos de mostrar, F = G⊕H. Seja V = φ(H) ⊂M . Então,

π(φ(F )) = π(φ(G+H)) = π(φ(G)) + π(φ(H)) = π(φ(H)) = π(V ),

ou seja, M = S + V . Para ver que M é soma direta de S e V , observe que V = φ(H) e
π(V ) = π(φ(H)). Logo, se s = φ(h), para s ∈ S e h ∈ H, teremos

π(s) = π(φ(h)) = 0⇒ h ∈ G⇒ h ∈ G ∩H = {0} ⇒ s = 0.

�

Teorema 4.2. Seja R um domínio de integridade no qual todo ideal finitamente gerado é
invertível e seja M um R-módulo com submódulo de torção T . Então, T é somando direto
de M e M/T é isomorfo a uma soma direta de módulos de posto 1 (isomorfos a ideais
invertíveis).

Demonstração. A demonstração de que T é somando direto de M segue do Lema 4.6
assim que provarmos que M/T é soma direta de módulos invertíveis. Suponhamos M
livre de torção e sejam z ∈ M − {0} e I1 o menor submódulo puro de M contendo o
submódulo gerado por z, isto é, I1 = {z}, o fecho de {z} em M . Então, I1 é puro de
posto 1 e, por hipótese, invertível. Como M/I1 é livre de posto estritamente menor que o
posto de M , usamos indução, temos M/I1 ∼= I2⊕ . . .⊕ In, onde os Ii são invertíveis. Logo,
M = I1 ⊕M2, com M2 ∼= I2 ⊕ . . .⊕ In. �

Teorema 4.3. Sejam R um domínio de Dedekind e M um R-módulo finitamente gerado
e livre de torção. Então, M é isomorfo a uma soma direta de módulos de posto 1.
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Demonstração. Segue do Lema 3.9 que todo ideal de R é invertível. Pelo Teorema 4.2, o
resultado segue. �

Corolário 4.1. Sejam R um domínio de ideais principais e M um R-módulo finitamente
gerado e livre de torção. Então, M é isomorfo a uma soma direta de módulos de posto 1.

Demonstração. Todo domínio de ideais principais que não for um corpo é um domínio de
Dedekind e pelo Teorema 4.3 o resultado segue. �

4.3.2 Demonstração do teorema principal

Agora provaremos o teorema principal que será enunciado novamente a seguir.

Teorema 4.4. Seja R um domínio de integridade Noetheriano cujo fecho inteiro, R, é
um R-módulo finitamente gerado. Então, todo R-módulo livre de torção é uma soma
direta de módulos de posto 1, se e somente se, µ∗(R) ≤ 2. Além disso, neste caso, todo
R-módulo livre de torção de posto 1 é um S-módulo projetivo para um único anel S tal
que R ⊆ S ⊆ R.

Demonstração. (⇒) Se R for um domínio de integridade Noetheriano, tal que todo R-
módulo livre de torção A é soma direta de módulos de posto 1, então, pela Proposição 4.3,
µ∗(RM) ≤ 2, para todo ideal maximal M de R e, pela Proposição 4.4, e µ∗(R) ≤ 2.

(⇐) Para a demonstração desta implicação faremos indução no comprimento finito
l(R/R). Suponhamos l(R/R) = 0. Então, R/R = {0}, ou seja, R = R e R é integralmente
fechado. Como µ∗(R) ≤ 2 por hipótese, temos, pela Proposição 4.4, que K− dimR ≤ 1.
Se K − dimR = 0, como R é um domínio de integridade, R é um corpo e o resultado
segue da teoria de Álgebra Linear. Se K− dimR = 1, então R é um domínio de Dedekind
e, pelo Teorema 4.3, o resultado segue.

Dividiremos o restante da demonstração em três casos: R local, semi-local e geral.

Primeiro Caso: R é um domínio de integridade local Noetheriano, cujo fecho
inteiro R é um R-módulo finitamente gerado e µ∗(R) ≤ 2. Seja A um R-módulo livre de
torção. Devemos mostrar que A é soma direta de módulos de posto 1.

Sem perda de generalidade, podemos supor que A não tem somando direto livre.
Seja A0 = {α} um submódulo fechado de posto 1. Pelo Lema 3.1, A0 é isomorfo, como
R-módulo, a um ideal de R. Se A0 for cíclico, isto é, A0 ∼= Rx, A0 é livre e, portanto,
projetivo. Então, pela Proposição 4.5, A0 é um somando direto de A, o que é absurdo,
pois por hipótese A não tem somando direto livre. Logo, A0 não é principal. Pelo Lema
4.10-(ii), A0 é um R1-módulo, isto é, R1A0 = A0 onde R1 = M−1 e M é o único ideal
maximal de R. Desde que todo elemento de A está em um submódulo fechado de posto 1,
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temos que A é um R1-módulo. Pelo Lema 4.10-(i) e (ii), temos que lR1(R/R1) < lR(R/R)
e µ∗(R1) ≤ 2, respectivamente.

Observação 4.5. Não podemos terminar a demonstração no caso local por indução porque
R1 = M−1 é semi-local. De fato, sendo R1 inteiro sobre R, temos que dimR1 = dimR

(Teorema 2.4) e q é um ideal maximal de R1, se e somente se, q ∩ R = p for um ideal
maximal de R. Como dimR1 = dimR ≤ 1 todo ideal primo próprio de R1 é maximal.
Então, como M é um ideal de R1 (MR1 = R1), os ideais maximais de R1 são os primos
de R1 pertencentes a M.

Tratemos então de mostrar que A tem um somando direto de posto 1 no caso R
semi-local.

Segundo Caso: R é um domínio de integridade semi-local Noetheriano, cujo
fecho inteiro R é um R-módulo finitamente gerado e µ∗(R) ≤ 2. Seja A um R-módulo
livre de torção. Devemos mostrar que A tem um somando direto de posto 1.

Faremos indução no comprimento lR(R/R).

Se lR(R/R) = 0, R é domínio de Dedekind e A é soma direta de módulos de posto
1 (Teorema 4.3). Portanto tem um somando direto de posto 1.

Suponhamos a afirmação verdadeira se R for semi-local tal que lR(R/R) < r.
Devemos mostrar que a afirmação vale para anéis semi-locais tais que lR(R/R) = r.

Seja M um ideal maximal de R e seja A um R-módulo livre de torção. Então,
AM é um RM-módulo livre de torção. Como no caso local, supondo que AM não tem
somando direto livre, temos que AM é um R1− módulo livre de torção, para um anel R1

tal que RM ⊂ R1 ⊂ RM e lR1(RM/R1) < lRM
(RM/RM). Observemos neste momento que

lRM
(RM/RM) ≤ lR(R/R) = r. Então, como R1 é também semi-local, podemos usar a

hipótese de indução e garantir que AM tem um somando direto de posto 1 da forma {α},
para algum α in A.

Sendo R semi-local, sejam M1, . . . ,Mr os ideais maximais de R. Para cada
i = 1, . . . , r, seja αi ∈ A tal que o fecho de {αi} no RMi

-módulo AMi
é um somando

direto. Pelo Lema 4.12, existe ni > 0 tal que se α ≡ αi (mod Mni
i AMi

), então {α} em
AMi

é um somando direto de AMi
. Como M1, . . . ,Mr são comaximais, Mn1

1 , . . . ,M
nr
r são

comaximais, quaisquer que sejam os inteiros positivos n1, . . . , nr, então podemos escolher
α ∈ A, tal que α ≡ αi (mod Mni

i AMi
), ∀ i = 1, . . . , r. (Lema 4.3). Seja A0 = {α}, o fecho

de α em A. Desde que, o fecho comuta com a localização a sequência exata

0→ A0 → A→ A/A0 → 0

se decompõe localmente. Logo, pelo Lema 4.11, A0 é um somando direto de A.
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Terceiro Caso: R é um domínio de integridade Noetheriano, cujo fecho inteiro
R é um R-módulo finito e µ∗(R) ≤ 2. Seja A um R-módulo livre de torção. Devemos
mostrar que A é soma direta de módulos de posto 1.

Seja I ⊆ R o condutor de R para R, isto é,

I = {a ∈ R : aR ⊆ R} = Ann(R/R)

e sejam M1, . . . ,Mr os ideais maximais de R contendo I. Como dimR ≤ 1, os ideais
maximais de R contendo I são os primos pertencentes a I. Seja S = R−

r⋃
i=1

Mi. Então,

AS é um RS-módulo e RS é semi-local. Pelo caso semi-local podemos escolher α ∈ A,
não nulo, tal que o fecho de {α} em AS é um somando direto do RS-módulo AS. Seja
A0 = {α} o fecho de α em A. Vamos mostrar que a sequência de R-módulos,

0→ A0 → A→ A/A0 → 0,

se decompõe localmente. Para M = Mi, com i = 1, . . . , r, o reultado segue por construção.
Para, M 6= M1, . . . ,Mr, RM é um domínio de valorização discreta. De fato, se M 6=
M1, . . . ,Mr, então I * M. Logo, existe a ∈ I, tal que a /∈ M, isto é, aR ⊆ R, a /∈ M.
Assim,

R ⊆ 1
a
R ⊂ RM ⇒ RRM ⊆ RM.

Por outro lado, segue da injetividade da aplicação R −→ R, que RM ⊆ RRM. Portanto,
RM = RRM = RM e RM é integralmente fechado. Concluímos assim que RM é Noetheriano,
dimRM = 1 e é integralmente fechado, isto é, um anel de valorização discreta.

Então, RM é um domínio de ideais principais e, por conseguinte, (A/A0)M é RM-
módulo livre. De fato, A0 fechado, implica A/A0 livre de torção. Como RM é domínio de
valorização discreta, A/A0 livre de torção é livre. Logo,

0→ A0 → A→ A/A0 → 0

se decompõe como RM-módulo, isto é, A0 é somando direto. Fianlmente, A = A0 ⊕B, e
por indução no posto de A, B é soma direta de R-módulos de posto 1.

Para concluirmos a demonstração do teorema, devemos ainda mostrar que todo
R-módulo livre torção e posto 1 é um S-módulo projetivo, para um único anel S, tal que
R ⊆ S ⊆ R. Seja A um R-módulo livre de torção e posto 1. Então, pelo Lema 3.1, A ∼= A,
como R-módulo, e A ⊆ R é ideal. Vamos mostrar que A é um S-módulo projetivo para
um único anel S, R ⊆ S ⊆ R.

Para garantir a existência do anel S faremos indução em no comprimento lR(R/R).
Suponhamos lR(R/R) = 0, isto é, R é integralmente fechado. Então, R é um domínio
de Dedekind e, pelo Lema 3.9, temos que A é invertível, logo é um R-módulo projetivo
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(Proposição 3.6). Se lR(R/R) > 0, usamos a Proposição 2.24, para escrevermos A =
n∏
i=1

qi,

onde qi são ideais primários e Mi = r(qi) são maximais, ∀ i = 1, . . . , n. Se A for invertível,
então A é novamente um R-módulo projetivo. Se A não for invertível, então qi não é
invertível, para algum i. Nesse caso, como na demonstração do item (i) do Lema 4.10,
podemos mostrar que M−1

i ⊆ R é um anel próprio sobre R e qi é um M−1
i -módulo. Mas

M−1
i A = M−1

i

n∏
j=1

qj =
∏
j 6=i

qj(M−1
i qi) =

∏
j 6=i

qjqi = A,

implica que A é um M−1
i -módulo. Como, lR(R/R) > lM−1

i
(R/M−1

i ), pela hipótese de
indução, existe M−1

i ⊆ S ⊆ R tal que A é um S-módulo projetivo.

Finalmente, vamos mostrar que S é único. Se, R ⊆ S ⊆ R, então o corpo de
frações de R e S são iguais. Além disso, A um S-módulo projetivo de posto 1 implica A

invertível, isto é, AA−1 = S. Mas AA−1 = S implica S = {α ∈ K : αA ⊆ A}. De fato, se
α ∈ K for tal que αA ⊆ A, então

αAA−1 ⊆ AA−1 ⇒ αS ⊆ S ⇒ α ∈ S ⇒ {α ∈ K : αA ⊆ A} ⊂ S.

A outra inclusão é óbvia. �

4.4 APLICAÇÃO DO TEOREMA PRINCIPAL

Nesta seção, usaremos o Teorema 4.4 para descrever módulos livres de torção
finitamente gerados sobre dois domínios de integridade específicos. A saber, os anéis de
funções regulares nos pontos singulares das curvas planas afins Y 2 = X2 +X3 e Y 2 = X3

sobre um corpo k algebricamente fechado.

4.4.1 Curva Nodal

Sejam k um corpo algebricamente fechado e C ⊂ k2 a curva plana definida pela
equação

Y 2 −X2 −X3 = 0.

É fácil ver que p = (0, 0) é o único ponto singular de C e que o anel das funções regulares
em p, denotado por R, é R = k[x, y]M, onde x = X, y = Y ∈ k[X, Y ]/〈Y 2 −X2 −X3〉 e
M = 〈x, y〉. Então, R é um anel local Notheriano de dimensão igual a 1.

`: O corpo de frações de R é k(y/x).

De fato, sabemos que k(x, y) que é o corpo de frações de k[x, y] e de R. Como
y2 = x2 + x3 em k[x, y], temos que x + 1 = (y/x)2 e y = (y/x)3 − (y/x) pertencem a
k(y/x). Logo, k[x, y] ⊂ k(y/x) e, portanto, k(x, y) ⊂ k(y/x). Claramente, temos que
k(y/x) ⊂ k(x, y). Logo, k(x, y), o corpo de frações de k[x, y] e de R é igual a k(y/x).
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`: O fecho inteiro de k[x, y] é k[y/x].

Das inclusões k[x, y] ⊂ k[y/x] ⊂ k(y/x) e da igualdade (y/x)2 = x + 1 ∈ k[x, y],
temos que k[y/x] é inteiro sobre k[x, y]. Para mostrar que os elementos inteiros de
k(x/y) estão em k[y/x], façamos t = y/x para simplificar as notações. Suponhamos
z = a(t)/b(t) ∈ K(t) inteiro sobre k[x, y] = k[t2 − 1, t3 − t]. Então, existe p(T ) =
T n + . . .+ a1T + a0 ∈ k[x, y] = k[t2 − 1, t3 − t][T ], polinômio não nulo, tal que

a(t)n
b(t)n + · · ·+ a1

a(t)
b(t) + a0 = 0⇒

a(t)n + an−1a(t)n−1b(t) + . . .+ a1a(t)b(t)n−1 + a0b(t)n = 0⇒
a(t)n = −an−1a(t)n−1b(t)− . . .− a1a(t)b(t)n−1 − a0b(t)n.

Como t é transcendente sobre k, podemos supor que a(t) e b(t) não tem fator comum e
portanto, última equação segue que b(t) ∈ k.

`: O fecho inteiro de R é R = k[y/x]M. Além diso, R = R + (y/x)R.

De fato, como localização comuta com fecho inteiro, temos que

R = k[x, y]M = k[x, y]M = k[y/x]M.

De (y/x)2 = x+ 1 ∈ R, segue que R = R + (y/x)R.

`: R/R é um k-espaço vetorial e dimk(R/R) = 1.

Vimos na afirmação anterior que R = R + (y/x)R. Mas todo elemento em
R = k[x, y]M é a localização de um polinômio da forma f(x, y) = ∑

aijx
iyj + a00, onde

aij ∈ k, para todo i, j. Logo, (y/x)R = R + (y/x)k e R = R + k(y/x). Daí segue que
R/R ∼= k.

`: O ideal M ⊂ R ⊂ R é um ideal de R. De fato, M = 〈x, y〉 = xR + yR,

x(y
x

) = y ∈ 〈x, y〉 e y(y
x

) = y2

x
= x2 + x3

x
= x+ x2 ∈ 〈x, y〉

⇒MR ⊂M.

Na verdade, temos que M = 〈x〉R, pois

〈x, y〉R = xR + yR = xR + x(y
x

)R ⊂ xR.

Observe ainda que x = (y/x)2−1 = (y/x−1)(y/x+1) ⊂ R implica que (y/x−1)R
e (y/x+ 1)R são os únicos ideais maximais de R contendo M.

`: Todo ideal em R é principal.

Para simplificar as notações, vamos usar t = y/x e, nesse caso, teremos:

k[x, y] = k[t2 − 1, t3 − t],M = 〈x, y〉 = 〈t2 − 1, t3 − t〉 e k[x, y] = k[t],
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R = k[t2 − 1, t3 − t]M, R = k[t]M e M = 〈t2 − 1〉R.

Observemos que todo ideal em k[t] é principal e, portanto, todo ideal em R = k[t]M
é principal. Mais do que isso, todo polinômio em k[t] pode ser escrito na forma

f(t) = (t− 1)n(t+ 1)mg(t), onde n,m ∈ N, g(1) 6= 0 e g(−1) 6= 0. (4.8)

Logo, todo ideal J em R = k[t]M é da forma

J = (t− 1)n(t+ 1)mk[t]M, para algum par (n,m) ∈ N× N,

já que g(1) 6= 0 e g(−1) 6= 0 é equivalente a g(t) /∈M, ou seja, é invertível em k[t]M.

Nesse ponto é importante salientar a seguinte propriedade do anel R. Sejam
J = (t− 1)n(t+ 1)mk[t]M e P = (t− 1)1+n(t+ 1)1+mk[t]M ideias de R tais que n,m ∈ N.
Então, P ⊂ J e dimk(J/P ) = 2. De fato, J/P é isomorfo a k × k, ou mais explicitamente,

J/P ∼= (t− 1)n(t+ 1)m[k + (t− 1)k].

Logo, dimk(J/P ) = 2.

`: Todo ideal em R é um ideal é gerado por no máximo dois elementos.

Seja I ⊂ R um ideal. Como R é local, temos que I ⊂M ⊂ R. Segue da equação 4.8
que todo elemento em R é da forma f(t) = (t− 1)n(t+ 1)mg(t), onde n,m ∈ N, g(t) ∈ k[t]
e g(t) /∈M. Sejam n,m os menores inteiros positivos tais que (t− 1)n(t+ 1)mg(t) ∈ I e
g(t) é invertível em R. Então,

(t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R ⊂ I ⊂ (t− 1)n(t+ 1)mR.

Mas (t− 1)n(t+ 1)mg(t)k+ (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R  (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R implica

dimk

(
(t− 1)n(t+ 1)mR

(t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R

)
< dimk

(
(t− 1)n(t+ 1)mR

(t− 1)n+1(t+ 1)m+1R

)
= 2.

Logo,

dimk

(
(t− 1)n(t+ 1)mR

(t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R

)
≤ 1.

Por outro lado, (t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R  (t− 1)n(t+ 1)mR,
pois (t−1)n+1(t+ 1)m ∈ (t−1)n(t+ 1)mR, mas (t−1)n+1(t+ 1)m /∈ (t−1)n(t+ 1)mg(t)k+
(t− 1)n+1(t+ 1)m+1R ( lembre que g(t) é invertível em M).

Logo,

dimk

(
(t− 1)n(t+ 1)mR

(t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R

)
= 1.
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Temos então que

I = (t− 1)n(t+ 1)mg(t)k + (t− 1)n+1(t+ 1)m+1R = (t− 1)n(t+ 1)mR

ou
I = (t− 1)n(t+ 1)mR = (t− 1)n(t+ 1)mR + (t− 1)n(t+ 1)m+1R,

já que R = R + (t+ 1)R como R-módulo.

Usando o Teorema 4.4, temos que todo R-módulo M livre de torção e finitamente
gerado se decompõe, isto é,

M = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn,

onde Mi são R-módulos livres de torção e posto 1, para todo i = 1, . . . , n.

Além disso, para cada Mi, existe um único anel R ⊂ Si ⊂ R, tal que é Mi é um
Si-módulo projetivo. Mas, R/R ∼= R/M implica Si = R ou Si = R. Logo,

M ∼= R⊕a
⊕

R
⊕b
.

Temos também que R ∼= M, como R-módulo o que nos permite escrever

M ∼= R⊕a
⊕

M⊕b.

O caso cuspidal é análogo e vamos apenas explicitar as diferenças.

4.4.2 Curva Cuspidal

Sejam k um corpo algebricamente fechado e C ⊂ K2 a curva plana definida por

Y 2 −X3 = 0.

Então, p = (0, 0) é o único ponto singular de C e o anel das funções regulares em p,
é o anel

R = K[x, y]M,

onde x = X, y = Y ∈ K[X, Y ]/〈Y 2 −X3〉 e M = 〈x, y〉. É fácil ver que R é um anel local
Notheriano de dimensão igual a 1 .

`: O corpo de frações de R é k(x, y) = k(y/x). De fato, como y2 = x3 em K[x, y],
temos x = (y/x)2, y = (y/x)3 em k(y/x). Logo, k[x, y] ⊂ k(y/x) e k(x, y) ⊂ k(y/x).
Claramente, temos que k(y/x) ⊂ k(x, y). Logo, k(x, y), o corpo de frações de k[x, y] e de
R, é igual a k(y/x).

`: O fecho inteiro de k[x, y] é k[y/x]. Então, k[x, y] ⊂ k[y/x] ⊂ k(y/x) e, como
(y/x)2 = x ∈ k[x, y], temos que k[y/x] é inteiro sobre k[x, y]. Para mostrar que os
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elementos inteiros de k(x/y) estão em k[y/x], façamos t = y/x para simplificar as notações.
Suponhamos z = a(t)/b(t) ∈ K(t) inteiro sobre k[x, y] = k[t2, t3]. Então, existe p(T ) =
T n + . . .+ a1T + a0 ∈ k[x, y] = k[t2, t3][T ], polinômio não nulo, tal que

a(t)n
b(t)n + · · ·+ a1

a(t)
b(t) + a0 = 0⇒

a(t)n + an−1a(t)n−1b(t) + . . .+ a1a(t)b(t)n−1 + a0b(t)n = 0⇒
a(t)n = −an−1a(t)n−1b(t)− . . .− a1a(t)b(t)n−1 − a0b(t)n.

Como t é transcendente sobre k, podemos supor que a(t) e b(t) não tem fator comum e
portanto, última equação segue que b(t) ∈ k.

`: O fecho inteiro de R é R = k[y/x]M. Além diso, R = R + (y/x)R.

De fato, como localização comuta com fecho inteiro, temos que

R = k[x, y]M = k[x, y]M = k[y/x]M.

De (y/x)2 = x ∈ R, segue que R = R + (y/x)R.

`: R/R é um k-espaço vetorial e dimk(R/R) = 1.

Vimos na afirmação anterior que R = R + (y/x)R. Mas todo elemento em
R = k[x, y]M é a localização de um polinômio da forma f(x, y) = ∑

aijx
iyj + a00, onde

aij ∈ k, para todo i, j. Logo, (y/x)R = R + (y/x)k e R = R + k(y/x). Daí segue que
R/R ∼= k.

`: O ideal M ⊂ R ⊂ R é um ideal de R. De fato, M = 〈x, y〉 = xR + yR,

x(y
x

) = y ∈ 〈x, y〉 e y(y
x

) = y2

x
= x3

x
= x2 ∈ 〈x, y〉

⇒MR ⊂ 〈x, y〉 ⊂ R.

Além disso, temos que M = 〈x〉R, pois

〈x, y〉R = xR + yR = xR + x(y
x

)R ⊂ xR.

Observe ainda que x = (y/x)2 ⊂ R implica que (y/x)R é o único ideal maximal de
R contendo M.

`: Todo ideal em R é principal.

Como no caso nodal, façamos t = y/x. Nesse caso, teremos:

k[x, y] = k[t2, t3],M = 〈x, y〉 = 〈t2, t3〉 e k[x, y] = k[t],

R = k[t2, t3]M, R = k[t]M e M = 〈t2〉R.
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Observemos que todo ideal em k[t] é principal e, portanto, todo ideal em R = k[t]M
é principal. Mais do que isso, todo polinômio em k[t] pode ser escrito na forma

f(t) = t2ng(t), onde n ∈ N, t2 - g(t). (4.9)

Logo, todo ideal J em R = k[t]M é da forma

J = t2nk[t]M, para algum n ∈ N.

Também nesse caso, temos que se J = t2nk[t]M e P = t2n+2k[t]M são ideias de R
tais que n ∈ N. Então, dimk(J/P ) = 2. De fato,

J/P ∼= tn[k + tk].

Logo, dimk(J/P ) = 2.

`: Todo ideal em R é um ideal gerado por no máximo dois elementos.

Seja I ⊂ R um ideal. Como R é local, temos que I ⊂M ⊂ R. Segue da equação
4.9 que todo elemento em R é da forma f(t) = t2ng(t), onde nN, g(t) ∈ k[t] e g(t) /∈M.
Seja n o menor inteiro positivo tal que t2ng(t) ∈ I e g(t) é invertível em R. Então,

t2ng(t)k + t2n+2R ⊂ I ⊂ t2n+2R.

Mas t2ng(t)k + t2n+2R  t2nR implica

dimk

(
t2nR

t2ng(t)k + t2n+2R

)
< dimk

(
t2nR

t2n+2R

)
= 2.

Logo,

dimk

(
t2nR

t2ng(t)k + t2n+2R

)
≤ 1.

Por outro lado, t2ng(t)k+ t2n+2R  t2nR, pois t2n+2 ∈ t2nR, mas t2n+2 /∈ t2ng(t)k+
t2n+2R ( lembre que g(t) é invertível em M).

Logo,

dimk

(
t2nR

t2ng(t)k + t2n+2R

)
= 1.

Temos então que
I = t2ng(t)k + t2n+2R = t2nR

ou
I = t2nR = t2nR + t2n+1R,

já que R = R + tR como R-módulo.
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Usando o Teorema 4.4, temos que todo R-módulo M livre de torção e finitamente
gerado se decompõe, isto é,

M = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn,

onde Mi são R-módulos livres de torção e posto 1, para todo i = 1, . . . , n.

Além disso, para cada Mi, existe um único anel R ⊂ Si ⊂ R, tal que é Mi é um
Si-módulo projetivo. Mas, R/R ∼= k implica Si = R ou Si = R. Logo,

M ∼= R⊕a
⊕

R
⊕b
.

Temos também que R ∼= M, como R-módulo o que nos permite escrever

M ∼= R⊕a
⊕

M⊕b.
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