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RESUMO

Neste trabalho estudamos representacoes com peso maximo de algebras de Lie semissimples
de dimensao finita. A ideia é construir um espago de representagdo com peso maximo,
universal no sentido em que qualquer outro espaco com peso maximo é um quociente
deste. Esses espacos sao definidos como uma representacao torcida induzida por uma
representacao unidimensional de uma subdlgebra de Borel e sdo chamados médulos de
Verma. Os médulos de Verma M (A), onde A é um elemento do dual de uma subalgebra
de Cartan, foram construidos a partir dos trabalhos de Verma [15] e alguns resultados
foram obtidos por Bernstein-Gelfand-Gelfand [1]. A partir dessa construgao, fizemos
um estudo das propriedades gerais de modulos de Verma e uma caracterizagao das
representacoes de dimensao finita com peso maximo. O resultado principal, nesse sentido,
garante que as classes de equivaléncias das representacoes irredutiveis de dimensao finita
sao parametrizadas por [-uplas de inteiros nao negativos, onde [ é o posto da algebra.
Finalmente, fizemos um estudo da classe de submddulos que sao isomorfos a algum modulo
de Verma. Existe uma caracterizacao completa desta classe de submddulos. O resultado
principal, nesta caracterizagao, garante que um submoédulo de M () é isomorfo a M ()
se, e somente se, existe uma sequéncia finita de raizes positivas ligando A com p. Como
consequéncia desse resultado temos que M () é simples se, e somente se, os valores

assumidos por A em cada dual de raiz normalizada nao ¢ inteiro positivo.

Palavras-chave: Algebra de Lie semissimples. Algebra universal envelopante. Médulo de

Verma. Representacao com peso maximo. Representagao induzida.



ABSTRACT

In this work we study the highest weight representations of finite dimensional semisimple
Lie algebras. The idea is to build a universal highest weight representation space in
the sense that any other highest weight space is a quotient of this. These spaces are
defined as a twisted representation induced by a one-dimensional representation of a
Borel subalgebra and are called Verma modules. The Verma modules M (A), where A is
an element of the dual of a Cartan subalgebra, were built from Verma works [15] and
some results were obtained by Bernstein-Gelfand-Gelfand [1]. From this construction,
we made a study of the general properties of Verma modules and a characterization of
finite dimensional representations with highest weight. The main result in this sense,
ensures that the equivalence classes of finite dimensional irreducible representations are
parameterized by I[-tuples of non-negative integers, where [ is the rank of the algebra.
Finally, we made a study of the class of submodules that are isomorphic to some Verma
module. A full characterization of this class of submodules already exists. The main result
of this characterization, ensures that a submodule of M (\) is isomorphic to M () if and
only if there is a finite sequence of positive roots linking A with p. As a consequence we
have that M (A) is simple if and only if the values assumed by A in each normalized dual

root is not a positive integer.



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

UFJF Universidade Federal de Juiz de Fora

CAPES Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior



LISTA DE SIMBOLOS

Algebra de Lie

Algebra derivada

Subalgebra de Lie

Dual de b

Algebra de Borel

Algebra Nilpotente

Algebra Nilpotente Positiva
Algebra Nilpotente Negativa
Sistema Simples de Raizes
Sistema de Raizes

Conjunto das Raizes Positivas
Conjunto das Raizes Negativas
Conjunto dos Pesos de 11

Conjunto dos Pesos Dominantes

Conjunto das combinacoes lineares, com coeficientes inteiros, de elemen-

tos de 2

Conjunto das combinagoes lineares, com coeficientes inteiros nao negati-

vos, de elementos de X

Espaco de Peso associado a A
Grupo de Weyl

Céamara de Weyl

Algebra Universal Envelopante de g
Centro de g

Algebra Tensorial de g

Modulo de Verma



s[(2)

o

tr

M)

Médul ient
6dulo Quociente I

de M(\)

, onde K é o maior submoédulo de M (A) distinto

Classe de quocientes simples de M (\)

Compenente de A em b, em relagao a decomposicao de bh*
Compenente de A em K'h,, em relagdo a decomposicio de h*
Subespaco Racional de b

Normalizador de b

Representacao de g em V'

Representacao Adjunta

Algebra dos Operadores Lineares de um Espaco Vetorial de Dimenséo 2

sobre o Corpo K (espaco de matrizes 2x2 com coeficientes em K)
Espago de Raizes
Traco

Algebra dos Operadores Lineares do Espaco Vetorial V/



2.1
2.2
2.2.1
2.2.2
2.2.3
224
2.3
2.3.1

3.1
3.2
3.3

4.1
4.1.1
4.1.2
4.2
4.3

SUMARIO

INTRODUGCAO . . . . . ottt e e e e e e e e e e 11
DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES . ... .. 13
ALGEBRAS ASSOCIATIVASEDELIE . . . ... .. ... ...... 13
REPRESENTACOES E MODULOS . . . . . . . ... .. ... 15
Construcgoes com representagdées . . . . . . . . .. ... ... ... 16
Representacoes equivalentes . . . . . . . ... ... ... .. .... 17
Decomposicoes de representagoes . . . . . . . ... ... 17
Médulos . . . . . . .. 18
ALGEBRAS DE LIE SEMISSIMPLES . . . . .. ... ... ...... 19
Pesos associados a sistemas deraizes . . . . . . .. ... ... ... 25
REPRESENTACOES INDUZIDAS . . . . . . .o 27
ALGEBRA UNIVERSAL ENVELOPANTE . . . ... ......... 27
REPRESENTACOES INDUZIDAS . . . . . ... ... ... ...... 30
REPRESENTACOES INDUZIDAS TORCIDAS . . ... ... ..... 33
REPRESENTACOES COM PESO MAXIMO. . .. ...... 35
REPRESENTACOES DE sl(2,K) . . . . . .. .. .. ... .. ..... 35
Extensao do corpo . . . . . .. .. ... 35
Representacoes irredutiveis de s[(2,K) . . .. ... ... ... ... 37
ESPACOS DE PESOS . . . . . . . . . .. . .. . 41
MODULOS DE VERMA . . . . .. ..., 43
REPRESENTACOES DE DIMENSAO FINITA . ....... 51
REPRESENTACOES DE DIMENSAO FINITA . .. ... ....... 51
SUBMODULOS DE VERMA . . . . . v i i i it i 58
SUBMODULOS DE VERMA . . . .. ... ... 58

REFERENCIAS . . . o v e e e e e e e e e s s e e 89



11
1 INTRODUCAO

O termo algebra de Lie é uma referéncia ao matematico noruegués Marius Sophus Lie
(1842-1899). As algebras de Lie surgiram na década de 1870, nas pesquisas desenvolvidas
por Sophus Lie na tentativa de obter uma teoria para o estudo das equagoes diferenciais.
Utilizando as transformagoes de contato, Lie examinou um processo, criado por Jacobi, de
obtencao de novas solucgoes de equagoes diferenciais a partir de uma dada solugao. Esse
estudo levou Lie a tratar seus grupos de transformagoes através do que conhecemos como
“algebra de Lie”. Com essa descoberta, Lie abandona seu objetivo inicial relacionado com

as equagoes diferenciais e passa a pesquisar as algebras de Lie.

Nosso principal objetivo, neste trabalho, ¢ estudar representacoes com peso méaximo
de algebras de Lie semissimples. Nesse caso, a ideia é construir um espago de representacao
com essa propriedade, os chamados moédulos de Verma. A partir dessa construgao,
estudamos a estrutura de submoddulos dos médulos de Verma, obtendo uma caracterizacao

da classe de submoddulos que sdo isomorfos a algum médulo de Verma.
A seguir descrevemos cada capitulo da dissertacao.

No Capitulo 2, introduzimos os principais conceitos e resultados que sao utilizados
neste trabalho. Introduzimos os conceitos de algebras de Lie e de algebras associativas.
Estudamos alguns conceitos gerais sobre representagoes de algebras de Lie, de modulos
sobre algebras de Lie e estabelecemos uma relacao entre esses dois conceitos. Por fim,
fizemos um estudo das algebras de Lie semissimples, obtendo um sistema de raizes e
uma decomposicao da algebra em espagos de raizes. A partir dai, podemos definir pesos

associados ao sistema de raizes.

No Capitulo 3, estudamos o conceito de representacao induzida de algebras de Lie
e estudamos algumas de suas propriedades. Um dos conceitos centrais nessa defini¢ao é o
de algebra universal envelopante, que é uma algebra associativa gerada pela algebra de Lie
e que tem uma propriedade universal, no sentido em que toda representacao da algebra de
Lie se estende a uma representacao da algebra envelopante. Um resultado central sobre
algebras universais envelopantes é o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que fornece base

da algebra envelopante a partir de uma base da algebra de Lie.

No Capitulo 4, estudamos as representagoes com peso maximo de algebras de Lie
semissimples. O principal objetivo, nesse contexto, ¢ construir um espago de representacao,
com peso maximo, universal no sentido em que qualquer outro espaco com peso maximo é
um quociente deste. Esses espacos sdo definidos como uma representacao torcida induzida
por uma representacao unidimensional de uma subélgebra de Borel e sdo chamados modulos
de Verma. Os médulos de Verma foram construidos a partir dos trabalhos de Verma [15]

e diversos resultados foram obtidos por Bernstein-Gelfand-Gelfand [1].
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No Capitulo 5, estudamos as representagoes de dimensao finita de algebras de Lie
semissimples. O resultado principal, nesse sentido, garante que as classes de equivaléncias
das representacoes irredutiveis e de dimensao finita sao parametrizadas por [-uplas de
inteiros nao negativos, onde [ é o posto da algebra. Isso significa que as representagoes de
dimensao finita de algebras de Lie semissimples sao caracterizadas da mesma forma que

as representagoes irredutiveis de dimensao finita de s((2, K).

Finalmente, no Capitulo 6, estudamos uma classe de submodulos de modulos de
Verma. O objetivo é caracterizar os submédulos de M (A), sendo A um elemento do dual
da subélgebra de Cartan b, que sdo isomorfos a M (u), para algum u pertencente ao dual
de b. Nesse sentido, existe uma caracterizacao completa desses submodulos, a partir dos
trabalhos de Verma [15] e Bernstein-Gelfand-Gelfand [1]. O resultado principal, deste
capitulo, garante que um submoédulo de M () é isomorfo a M(p) se, e somente se, existe
uma sequéncia finita de raizes positivas ligando A com p (veja a definigdo na pégina 73).
Esse resultado é demonstrado primeiro quando A é um peso dominante (veja o Teorema
6.1.1) e depois o caso geral quando A é qualquer (veja o Teorema 6.1.2). Uma consequéncia
desses resultados é que M (A) é simples, isto é, ndo tem submédulo préprio e nao trivial
se, e somente se, os valores assumidos por A em cada corraiz normalizada nao é inteiro

positivo (veja o Teorema 6.1.3).
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2 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, introduzimos os principais conceitos e resultados que sao utilizados
nos demais capitulos deste trabalho. Introduzimos os conceitos de algebras de Lie e de
algebras associativas. Fizemos um estudo sobre representagoes de algebras de Lie, de
modulos sobre dlgebras de Lie e estabelecemos uma relagao entre esses dois conceitos. Por
fim, fizemos um estudo das algebras de Lie semissimples, obtendo um sistema de raizes e
uma decomposicao da algebra em espagos de raizes. A partir dai, podemos definir pesos

associados ao sistema de raizes.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [13] e [2]. Outras referéncias

que podem ser consultado esse assunto sao: [7], [9], [10] e [14].

2.1 ALGEBRAS ASSOCIATIVAS E DE LIE

Os espagos vetoriais considerados aqui sdo todos sobre um corpo K de caracteristica

Zero.

Uma algebra sobre K é um par (g, ) onde g é um espago vetorial sobre K e
Y :gxg— g éuma aplicacao bilinear. A aplicagdo ¢ é chamada produto. Usualmente,
denotamos o par (g, ) simplesmente por g. A dimensao de uma algebra é a dimensao
como espago vetorial. Uma &lgebra é dita abeliana se ¢(X,Y) = ¢(Y, X) para todo
XY eg.

Uma subalgebra de g é um subespaco vetorial  de g que é fechado para o produto,
isto é, (X,Y) € h para todos X,Y € b.

Dizemos que uma subélgebra i de g é um ideal a esquerda se p(X,Y) € i para

todo X € g e todo Y € i. De modo analogo definimos ideal a direita e ideal bilateral.

Sejam g uma &lgebra, i um ideal bilateral em g e g/i o espago vetorial quociente.
O espago g/i admite uma estrutura de algebra onde o produto é dado pela aplicacao @

definida por p(X,Y) = o(X,Y).
Um homomorfismo de g, em gy, onde (g1,¢1) e (g2, p2) sao dlgebras, é uma

transformacao linear p : g; — go que preserva o produto, isto é,

p(p1(X,Y)) = pa(p(X), p(Y)), para todos X, Y € g;.

Os homomorfismos inversiveis sdo chamados isomorfismos e quando existe um

isomorfismo entre duas algebras elas sao ditas isomorfas.

O nicleo ker(p) de um homomorfismo p : g; — g2 é, por defini¢do, o nicleo de p
como transformagao linear. Se p é um homomorfismo entao ker(p) é um ideal bilateral em

g1 e a imagem Im(p) de p é uma subdalgebra de go.
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Teorema 2.1.1 (de Isomorfismo). Se p: g1 — g2 € um homomorfismo de dlgebras entao

g1/ker(p) e Im(p) sdo dlgebras isomorfas.
Uma algebra (g, ) é chamada:

e Algebra associativa quando ¢ tem a propriedade

o( X, oY, 7)) = p(p(X,Y),Z) para todos X,Y,Z € g.

e Algebra de Lie quando ¢ tem as propriedades

— (X, X) =0 para todo X € g.
— (X, oY, 2)) +o(Z,p(X,Y)) + o(Y,p(Z, X)) = 0 para todos X, Y, Z € g.

No caso de algebra associativa o produto ¢(X,Y), em geral, é denotado por
e(X,Y) = XY ou p(X,Y) = XY. Dizemos que uma &algebra associativa g é uma
algebra com unidade se existe 1 € g tal que X1 = X = 1X para todo X € g. Nesse
caso, na definicao de homomorfismo aparece a condi¢ao adicional de levar a unidade na

unidade.

Nas algebras de Lie o produto é chamado de colchete e denotado por (-, ) = [+, ].
A segunda condicao que define uma algebra de Lie é conhecida por identidade de Jacobi

e pode ser reescrita na seguinte forma
(X, [Y, Z]] = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]].
Observacao 2.1.1. Numa dlgebra de Lie g o colchete é antissimétrico. Logo,

o As definicoes de ideal a esquerda, a direita e bilateral em g coincidem e, nesse caso,

eles sao chamados simplesmente ideais.

e g ¢ abeliana se, e somente se, [X,Y] =0 para todo X,Y € g, pois aqui o corpo tem

caracteristica diferente de 2.

Exemplo 2.1.1. 1. Toda dlgebra associativa admite uma estrutura de dlgebra de Lie.
De fato, definindo a aplicagdo [-,-] por [X,Y] = XY — Y X temos que [-,-] € um

colchete. O colchete definido dessa maneira é chamado comutador.

2. Sejam V' um espago vetorial sobre K e gl(V') o espaco vetorial dos operadores lineares
em V. Considerando o produto dado pela composicio de operadores temos que gl(V')
¢ uma dlgebra associativa. Portanto, gl(V') tem uma estrutura de dlgebra associativa

(dada pela composicio) e de dlgebra de Lie (dada pelo comutador).
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3. Consideremos o espago gl(n,K) das matrizes n x n, com entradas no corpo K.
O produto de matrizes define em gl(n,K) uma estrutura de dlgebra associativa e,

consequentemente, de dlgebra de Lie.

Se V' é um espaco vetorial sobre K, de dimensao n entio gl(n,K) é isomorfa a gl(V),

tanto como dlgebra associativa quanto como dlgebra de Lie.

4. Os espagos abaizro sao exemplos de subdlgebras de Lie de gl(n,K). FEsses exemplos
mostram que, em geral, uma subdlgebra de Lie de gl(n,K) ndo é uma subdlgebra

associativa.

a) sl(n,K) ={X € gl(n,K) : tr(X) = 0}.
b) so(n,K) ={X € gl(n,K): X* + X =0}.
0 -1

c) sp(n,K) ={X €sl(2n,K): XJ+ JX" =0}, onde J = Lo ) com 0 e 1

representando, respectivamente, a matriz nula e a matriz identidade de ordem

n xXn.

d) O subespago das matrizes triangulares superiores.

2.2 REPRESENTACOES E MODULOS

Sejam g uma dlgebra associativa (ou de Lie) sobre K e V' um espaco vetorial sobre

K. Uma representacao de g em V' é um homomorfismo p: g — gl(V) de g em gl(V).

O espaco V' se denomina espago da representacgao e a sua dimensao ¢ a dimen-

sdo da representacio. Dizemos que uma representacao p é fiel quando ker(p) = {0}.

Exemplo 2.2.1. Seja g uma dlgebra de Lie. A aplicacio ad: g — gl(g) definida por
ad(X)Y = [X,Y] é uma representagio de g em g, denominada representag¢ao adjunta

de g. O nicleo dessa representacao é o conjunto
{X €g:[X,Y]=0 para todo Y € g},
e é chamado centro de g e denotado por 3(g).

Notemos que se existe uma representacao fiel de g em V' entao, pelo Teorema
de Isomorfismo, g é isomorfa a uma subédlgebra de gl(V). O Teorema de Ado (veja
[13], capitulo 10) garante que toda dlgebra de Lie de dimensao finita é isomorfa a uma

subalgebra da algebra de Lie de matrizes.

Teorema 2.2.1 (de Ado). Se g € uma dlgebra de Lie de dimensao finita entdo existe uma

representacdo fiel p de g de dimensao finita.
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2.2.1 Construgoes com representagoes
Fixemos uma algebra de Lie g.
Soma direta de representacoes

Sejam pq, ..., p, representacoes de g em Vi,...,V,, respectivamente, e V =V| @

--- @V, asoma direta. A aplicacdo p: g — gl(V') definida por

p(X) (w1, on) = (p1(X)v1, s pu(X)vn)

¢ uma representacao de g em V' chamada soma direta de py,...,p, e denotada por
P1LD D pn.

Produto tensorial de representagoes

Sejam py, ..., p, representacoes de g em Vi, ..., V,, respectivamente, e V =V| ®

.-+ ® V, o produto tensorial. A aplicacdo p: g — gl(V') definida por
P(X)(Ula-~7vn) = pl(X>U1 ®U2 ® ®Un+ +Ul ® ®Un—1 ®pn(X)Un

¢ uma representacao de g em V chamada produto tensorial de pq, ..., p, e denotada

por p1 ® - -+ @ py.

Restricoes de representacgoes

Sejam h uma subalgebra de g e p uma representagao de g em V. Temos que p induz
uma representacao, de forma natural, de h em V', py : h — gl(V') dada por py(X) = p(X)

para todo X € h. Essa representacao é chamada restrigao de p.

Subrepresentacgoes

Seja p uma representagao de g em V. Dizemos que um subespagco W C V ¢é
invariante por p (ou por g) se p(X)W C W para todo X € g. No caso em que W é
um subespaco invariante, a aplicagao py : g — gl(W) dada por pw (X) = p(X)w é uma
representacao de g em W, denominada subrepresentacao de p a W. Os subespagos

invariantes da representacao adjunta sao ideais da algebra.

Representacoes quocientes

Sejam p uma representacao de g em V e W um subespaco invariante por p. A

aplicagao py, : g — gl(V/W) dada por py, (X)v = p(X)v define uma representagao de g
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em V/W. Nessa defini¢ao, o diagrama

v p(X) v

é comutativo, onde m: V' — V/W é a proje¢ao candnica.

2.2.2 Representacgoes equivalentes

Sejam g uma algebra de Lie, p; e ps representacoes de g em V) e em V5, respecti-
vamente. Uma aplicagao de p; a p, é uma transformacao linear P : V; — V5 tal que o
diagrama

Vi =14
Pl(X)J/ lpz(X)
Vi—=V,
comuta para todo X € g. Um operador de intercimbio de p; a ps é uma aplicagio de

p1 a pay que é um isomorfismo, e isso ocorre se e somente se P é um isomorfismo. Nesse

caso, dizemos que p; é equivalente ou isomorfa a ps. A relagao
p1 = po se, e somente se, p; é isomorfa a po
¢ uma relagao de equivaléncia no conjunto de todas as representacoes de g.

2.2.3 Decomposicoes de representagoes

Seja p uma representacao de g em V. Dizemos que p é

e irredutivel quando os tnicos subespagos invariantes sao os triviais {0} e V.

e completamente redutivel quando existem subespacos Vi, ..., V, invariantes por

p tais que as restricoes p; de p a V; sdo irredutiveis.

Na defini¢do acima cada p; é chamada componente irredutivel de p. Notemos
que se p é completamente redutivel e p;, i € {1,...,n} sdo suas componentes irredutiveis

entao p e p1 @ --- @ p, sao isomorfas.

Portanto, uma representagao completamente redutivel fica bem determinada se
sao conhecidas cada uma de suas componentes irredutiveis. Isso reduz o estudo de

representacoes completamente redutiveis ao estudo de representagoes irredutiveis.
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2.2.4 Mobdulos

Sejam V' um espaco vetorial sobre K e g uma algebra de Lie sobre K. Dizemos que

V é um g-moédulo a esquerda se existe uma aplicagao g x V — V tal que

1. X(v; +v9) = Xvy + Xvg, para todo v1,vo € Ve X € g;
2. (X7 + Xo)v = Xqv+ Xyv, para todo v € V e Xy, X5 € g;
3. X(kv) =k(Xv), paratodov eV, X egek €K,

4. [X,Y]v=X(Yv) =Y (Xv), para todo X, Y €gev e V.

Um g-submddulo de V' é um subespago W de V tal que Xw € W para todos
X egew e W. Dizemos que V é simples quando os tinicos g-submodulos de V' sao os

triviais, isto é, {0} e V.

Um g-homomorfismo de Vi em V5, onde V] e V5 sao dois g-mddulos a esquerda
é uma aplicagao ¢ : V3 — V5 tal que ¥(u+v) = ¥(u) + ¢ (v) e P(Xv) = X(v) para
todos u,v € V1 e X € g. Os g-homomorfismos inversiveis sao chamados g-isomorfismos

e quando existe um isomorfismo entre dois g-médulos eles sdo ditos isomorfos.

O ncleo ker(7)) de um g-homomorfismo ¢ : V; — V5 é, por defini¢ao, o conjunto
kerip = {v e Vi : ¢(v) = 0}.

Temos que o nucleo ker(y)) é um g-submédulo em V) e a imagem Im(v) de ¢ é um

g-submodulo de V5.

Sejam V um g-mddulo e W um g-submodulo de V. Dado v € V| o subconjunto
v+ W ={v+w:we W} échamado classe lateral de v associada a W. Algumas vezes
denotamos a classe lateral de v por ©. Denotemos por V/W o conjunto de todas as classes

laterais de elementos de V' dadas por W. Consideremos em V/W as seguintes operagoes

o (V1 +W)+ (va+ W)= (vy+v9) + W,

e X(v+W)=Xv+W VX eg

Com essas operagoes V/W tem uma estrutura de g-mddulo a esquerda, chamado médulo
quociente de V por W. A aplicacdo 7 : V — V/W dada por n(v) = v+ W é um

g-homomorfismo sobrejetor com kerm = W.

Teorema 2.2.2 (de Isomorfismo). 1. Se ¢ : V — U é um g-homomorfismo de modu-
los, entdo V/ker(y) e Im(v)) sao isomorfos.

2. Se Wi e Wy sao dois g-submaodulos de V', entao
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a) W+ IV e e sao isomorfos
Wy Win W, '
. Vi |
b) Se W, Cc Wy, CV 13 — .
) Se Wy C Wy C V' entao Wl e " s@o isomorfos

Dado um g-médulo a esquerda V', consideremos a aplicagao p : g — gl(V') definida
por
p(X)v=Xv

Pelas propriedades de g-mddulo temos que p é uma representacao de g em V.

Reciprocamente, dada uma representacao p de g em V', consideremos g x V. — V
definida por
Xv = p(X)v.

Pelas propriedades de representacao temos que esta aplicacdo define uma estrutura de

g-modulo a esquerda.

Portanto, os conceitos de representagao de g e de g-modulo a esquerda sao equiva-

lentes.

Observacao 2.2.1. Neste trabalho, utilizamos a linguagem de g-mddulo a esquerda ou de

representacdo de g, pensando na equivaléncia entre estes conceitos.

Valem defini¢oes e resultados analogos para g-moédulo a direita.

2.3 ALGEBRAS DE LIE SEMISSIMPLES

Dados dois subconjuntos A e B de uma dlgebra de Lie g, denotemos por [A, B] o
subespaco gerado por
{X,Y]: X €AY € B}.

Consideremos os subespacos g*) definidos, por inducio, da seguinte maneira
gV =g, ¢=gV= g.9], ..., g = [g(k—l)’g(k—l)].
Dizemos que g é

e Soltivel quando existe k tal que g*) = {0}.
e Semissimples quando nao contém ideal solavel, além de {0}.
e Simples quando tem dimensao maior do que um e seus tnicos ideais sdo os triviais.

Exemplo 2.3.1. A dlgebra das matrizes triangulares superiores (ndao necessariamente

com zero na diagonal) é solivel.
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Para as algebras soluveis vale o seguinte resultado.

Teorema 2.3.1. Sejam g uma dlgebra de Lie soluvel e p uma representacao de g de

dimensao finita. Se para todo X € g, p(X) é triangularizdvel, entao p é triangularizdvel.
Proposicao 2.3.1. Se g é simples, entdo g é semissimples.

Exemplo 2.3.2. sl(2,K) é simples e, portanto, semissimples.

De fato, sejam X, H eY os elementos de sl(2,K) dados por

() () ()

O conjunto {X, H,Y'} é uma base de s1(2,K) e os colchetes entre os elementos desta base
sao dados por
[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Se Z =aX +bH + Y € sl(2,K), entdo
ad(X)Z = =2bX +cH e ad(X)?Z = —2cX.

Logo, se Z # 0, entdo Z, ad(X)Z ou ad(X)*Z é miiltiplo nao nulo de X. Assim, se
1
h # {0} é um ideal, entio X € h. Como H = —[Y, X] eY = E[Y, H], temos que, H,Y € b

e h =sl(2,K). Portanto, sl(2,K) possui apenas ideais triviais, isto é, sl(2,K) é simples.

Para as algebras semissimples, vale o seguinte resultado.

Teorema 2.3.2 (de Decomposicao de Weyl). Seja g uma dlgebra de Lie semissimples de
dimensao finita sobre K. Se p é uma representacao de dimensao finita de g entdao p é

completamente redutivel.

O Teorema de Weyl reduz o estudo das representagoes de dimensao finita das

algebras de Lie semissimples de dimensao finita ao estudo das representagoes irredutiveis.

A forma de Cartan-Killing de g é a forma bilinear simétrica (-, -) definida por
(X,Y) =tr(ad(X)ad(Y))

para todo X,Y € g, onde ad : g — gl(g) é a representacio adjunta de g.

Denotando por g+ o ortogonal a g em relacio a forma de Cartan-Killing, isto é,
gt ={X e€g:(X,Y) =0 paratodo Y € g},

temos o seguinte critério, devido a Cartan.
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Teorema 2.3.3. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensao finita sobre K. Temos que

1. g € solivel se, e somente se, g’ C g+.

2. g é semissimples se, e somente se, a forma de Cartan-Killing de g é nao degenerada.

Consideremos os subespacos g definidos, por inducio, da seguinte maneira

g =9 ¢°=Ig9, ... ¢"=[0.9

Dizemos que g é nilpotente quando existe k tal que g* = {0}. O normalizador n(h) de

uma subalgebra h C g é definido por

n(h) = {X e g:ad(X)h=[X,h] Cb}.

Uma subdlgebra ) C g é chamada subdalgebra de Cartan de g quando ¢é nilpotente e

n(h) = b.

Dizemos que o par (g,h) é decomponivel quando g é uma algebra de Lie se-
missimples e h é uma subdlgebra de Cartan tal que ad(H) é triangularizavel para todo
H e

Exemplos de pares decomponiveis sdo: (a) (g, bh), onde o corpo é algebricamente
fechado e h é uma subdlgebra de Cartan qualquer, e (b) (g,h), onde g é uma forma real
normal de uma algebra de Lie semissimples complexa e f é uma subalgebra de Cartan

contida no espago simétrico de uma decomposi¢ao de Cartan (veja [13]).

Seja (g, h) um par decomponivel. Para cada a € h*, denotemos por g, o autoes-

paco generalizado de ad, isto é,
go={X€g:(ad(H) —a(H))"X =0, VH € b, e algum n > 0}.

Dizemos que a é um peso de g quando g, # {0}. Os pesos nao nulos de g sdo chamados
raizes de g, em relagdo a b, e denotado por II :=II(g, ). Os espagos g, com « € II, sdo

denominados espacos de raizes.

Teorema 2.3.4. Sejam (g,b) um par decomponivel, sendo g semissimples eIl = {ay, ..., o}
o conjunto de raizes de g, em relagio a h. Se (-,-) denota a forma de Cartan Killing de g,

entao

1.g=bDga, D D ga,-

2. dimg,, = 1, para todo 1 < j <n.
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3. b € uma dlgebra de Lie abeliana.

B

. ad(H)maj = a;(H)id para todo H e h el < j <n.

O

. [gaia gaj] - gai-i-ocj € [gai7go¢j] = ga,-—f—aj; se o + Q; e IL.

6. 8o,y 8-a;] € unidimensional.

7. §a; € 8o, SG0 ortogonais, em relagdo a (-,-), se o; + o # 0.

8. A restrigio de (-,-) a ga; X §-a, (em particular a b x b) é ndo degenerada.

9. Il € um conjunto gerador de h*.

B possivel considerar em g subélgebras isomorfas a s[(2,K). Para isso, seja a € h*.

Como (-, -), restrita a h é nao degenerada, a aplicacao h — h* dada por H +— (-, H) é um
isomorfismo. Assim, para cada « € h*, existe um H, € h tal que o(H) = (H, H,), para

todo H € h. Usando esse isomorfismo, a forma de Cartan Killing induz uma forma nao

degenerada em h*, que serd denotada também por (-, -), dada por
(a, B) = (Ha, Hg) = a(Hp) = B(Ha).

Como II gera b, o conjunto {H, : a € II} gera b.
2H,,

(o, )

Denotemos por H/, o elemento de b, dado por H., = . Notemos que H! tem

a propriedade
a(HL) = 2.

Seja h(«) o subespago de g gerado por H/. Assim, o subespago
g(a) = g-a ® h(a) ® ga
¢ uma subalgebra de Lie de dimensao trés. Vale a seguinte proposicao.
Proposicao 2.3.2. g(«) € isomorfa a sl(2).
Demonstracio. A ideia da demonstragao é comecgar considerando elementos X, € g, e

Y_ . € g tal que se [X,, Y o] = H.,. Assim, {X,, H.,Y_,} é uma base de g(«a) e valem

as seguintes relagoes
[H, X, =a(H)X,=2X, e [H,,Y ] =—a(H,)Y_,=-2Y_,.
A partir disso, consideramos a base {X, H, Y} de sl(2,K) definida no exemplo da
pagina 20 e definimos a aplicagao linear ¢ de sl(2,K) em g(«), tal que
p(X) = X, o(H) = H, e (V) = Yeq.

Devido as relagoes dos colchetes dos elementos das respectivas bases temos que ¢ é um

isomorfismo. N
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Como K tem caracteristica zero, ele contém o corpo dos racionais Q. O subespago

racional de b gerado por H,, a € II serd denotado por f,
bo = {arHo, + -+ arH,, :a; € Qa4 € I1}.

O conjunto das raizes ¢ finito, dai o espago vetorial hgp ¢ de dimensao finita sobre os

racionais.

2
Proposicao 2.3.3. 1. Se«a,p €1l, entdo <<6’ o;) € um numero inteiro.
a, o

2. A formula de Cartan-Killing restrita a hg € um produto interno.

Fixemos {wi,...,w;} uma base de bp. Sejam p, v € by tal que
U=aws+- - +aqw e v=>buw+- -+ buw.

A ordem lexicografica em hg, em relagao a essa base, ¢ definida por ;1 < v quando
@ = v ou quando a; < b;, onde i é o primeiro indice em que as coordenadas de p e v sdo
diferentes. De fato essa relacdo define uma ordem compativel com a estrutura de espaco

vetorial, isto é, se uy < wv,entao p+v<v+~vyexp < axv,sex > 0.
A partir daqui, fixa-se uma ordem lexicografica dada por uma base de hg.

Dizemos que uma raiz o € II é simples, em relagao a ordem fixada, quando o > 0

e nao existem raizes positivas 5 e v tal que a = g + 7.

O conjunto das raizes simples serd denotado por ¥ = {aq,...,aq}.

Proposicao 2.3.4. Se X ¢ o conjunto de raizes simples em 11, entdao:

1. % € uma base de by,

2. Se B € Il entdo existem inteiros nq,...,n;, todos com o mesmo sinal, tal que

f=mnao+--+mna.

Um conjunto satisfazendo as condi¢bes na proposicao é denominado sistema

simples de raizes.

Fixado um sistema simples de raizes, definimos
It={ael:a>0}, e II"=-II"={aell:a<0}

Consideremos os subespagos

=Y g, en = > g

acllt a€ell-
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que, na verdade, sao subdlgebras nilpotentes e isomorfas. Temos a seguinte decomposicao
de g,
g=n"ohdn".

A subélgebra de Cartan h normaliza tanto n* quanto n=. Assim, b = hdn' é
uma subélgebra e, como n* é um ideal de b, essa subélgebra é soltvel. A subdlgebra b ¢é

denominada algebra de Borel.
Para cada a € II, consideremos o operador linear r,, : h* — h* definido por

(A @)
(@, a)

ra(A) =X = ANH)a=\—2
o ¢ denominado reflexao em relacio a . Temos que se a € II, entao r2 = 1 e 7, preserva
a forma (-,-). Consequentemente, 7, (II) = II.

Proposigao 2.3.5. Se X = {«ay,...,q} € um sistema simples e II™ € o conjunto das

raizes positivas correspondente, entao, para todo i = 1,...,1 temos rq,(q;) = —a; e

ro; (7 = {ai}) = IIT —{ai},

O grupo de automorfismos de h* gerado por {r, : « € 11} é denominado grupo
de Weyl do par (g,h) e é denotado por W. Como w(II) = II para todo w € W e Il é

finito temos que W ¢ finito.

O conjunto dos elementos regulares em bg, denotado por

by = {8 € by (e, B) # 0,Va € 1T}

é aberto e denso, pois seu complementar é a uniao dos nucleos de um ntmero finito de
funcionais lineares nao nulos. As componentes conexas de by, sao cones conexos em by, e

sao denominadas camara de Weyl.

Proposicao 2.3.6. Seja C' uma camara de Weyl.

1. Se D € uma outra camara de Weyl, entdo existe w € W tal que wC = D.
2. Sew e W, entio w(C) =C se e sésew=1.

3. Se 8 é um elemento do fecho de C' e w € W, entio w(3) pertence ao fecho de C' se
e s6 se w(P) = .

4. Eziste ¥ C II tal que

C={peby: (o) >0, VYaeXl}
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O conjunto ¥ na proposi¢ao é um sistema simples de raizes associado a camara de
Weyl.

Como os elementos do grupo de Weyl sao isometrias em relagao a (-, ) temos que

se a €I, w e W e S € by, entao

—1
rwa(ﬁ) = Wr,w (ﬁ)
e a partir disso é possivel mostrar que as reflexdes em relagdo as raizes simples sao
suficientes para gerar WW.

Uma decomposigao de w € W em produto de reflexdes simples ¢ minimal (ou re-
duzida) quando a quantidade de reflexdes é a menor possivel entre todas as decomposicoes

existentes.

O nimero de raizes positivas que sdo levadas em negativas por w, n(w), coincide
com o numero de raizes simples que aparecem numa decomposi¢ao minimal de w. Por

isso, dizemos que n(w) é o comprimento de w.
Proposigao 2.3.7. Se ¥ = {ay,...,q}, w € W ew = 14, -+ Tq,,, € a decomposicio

reduzida de w, entao rq, - - To,0;41 € 7.

2.3.1 Pesos associados a sistemas de raizes

Fixemos um conjunto de raizes Il associado ao par (g, ) e um sistema simples de

raizes
Y={o,....q}.

O subgrupo aditivo de b*, gerado por II, é denotado por Q. Um elemento de Q ¢
denominado peso radicial. O subconjunto de Q que sd@o combinagoes lineares de > com

coeficiente inteiro nao negativo é denotado por 9, .
Proposicao 2.3.8. Se a € 11, entao QN Qo = Za.
Consideremos a seguinte relacao < em h*. Dados p e v em b*,
i <v, se esomentese, v—puc ..

Temos que <, assim definida, é uma relacdo de ordem parcial em bh*.

O conjunto P definido por
{peb” : p() €Z, Vo e1l}
¢ um subgrupo de h* e os elementos e P sao denominados pesos de II. Temos que

Q C P Chp.
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Denotemos por
O ={wy,...,w}
a base de h*, dual a base {H],

fundamentais associados a Il e ® é chamado sistema fundamental de pesos.

e H (’ll} Os elementos de ® sdo denominados pesos

Proposicao 2.3.9. ® ¢ uma base para o grupo P. Além disso, se ¥ € o sistema simples

de raizes associado a camara de Weyl C, entdo as sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. M(H)) € N, para todo o € 3.
2. As coordenadas de X, em relacao a P, pertencem a N.
3. ePnC.

4. Para cada w € W, as coordenadas de X — wA, em relacao a X3, pertencem a N.

Um elemento satisfazendo as condigoes 1. a 4. da proposicao anterior é denominado

peso dominante de II. O conjunto dos pesos dominantes de Il é denotado por P .
Denotemos por 0 a semissoma das raizes positivas, isto é,
1
0=-— Z Q.
2 a€ellt

Temos que

d=w+ -+ w

e 0(H!) =1 para todo o € X.
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3 REPRESENTACOES INDUZIDAS

Neste capitulo, introduzimos o conceito de representacao induzida de algebras de
Lie e estudamos algumas de suas propriedades. Um dos conceitos centrais nessa defini¢ao
¢é o de algebra universal envelopante, que é uma algebra associativa gerada pela algebra de
Lie e que tem uma propriedade universal, no sentido em que toda representacao da algebra
de Lie se estende a uma representacao da algebra envelopante. Um resultado central sobre
algebras universais envelopantes é o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, que fornece base

da algebra envelopante a partir de uma base da algebra de Lie.

A Secao 3.1 é baseada principalmente em [13] e as Segoes 3.2 e 3.3 sdo baseadas
em [2].

3.1 ALGEBRA UNIVERSAL ENVELOPANTE

Seja g uma algebra de Lie. Uma algebra associativa com unidade U é chamada
algebra universal envelopante de g se existe um homomorfismo (de algebras de Lie)
injetor ¢ : g — U tal que

e A imagem i(g) gera U como &lgebra associativa.

e Se p é uma representagao de g em V entao existe uma representacao (de algebra

associativa) p de U em V tal que o diagrama

U

comuta.

Proposicao 3.1.1. Duas dlgebras universais envelopantes de g sao isomorfas.

A ideia é construir uma &lgebra universal envelopante U(g) para cada g. Isso
garante a existéncia de uma &dlgebra dessas e, além disso, a proposicao afirma que U(g)

pode ser usada como algebra universal envelopante de g.
A construgao de U(g) é feita da seguinte maneira.

Consideremos a algebra tensorial de g

T(o) =Y (®*9),

k>0

onde ®’g =K, ®'g=g e ®"g representa g®---®g (k fatores). Um elemento

X;® - ® Xy, em T(g) é denotado, simplesmente, por X7 -+ Xj. Assim, os elementos em
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T (g) sao combinagoes lineares finitas de elementos da forma X - - - Xj. Definimos o produto
de dois elementos geradores X --- X e Y7 --- Y} por justaposicao Xi--- XiY;---Y,. Isso
define um produto associativo em 7 (g), j& que o produto tensorial é associativo. Logo
7 (g) tem uma estrutura de algebra associativa e, além disso, T (g) é gerada por g. No
entanto, a inclusao de g em 7 (g) nao é um homomorfismo, pois se X,Y € g entao [X,Y]
e XY — Y X sao diferentes em 7T (g), pois [X,Y] € ge XY —Y X é um elemento de ordem

dois.

Consideremos em 7 (g) o ideal bilateral Z, gerado por elementos da forma
XY -YX—-[X,Y]e€T(g) com X,Y €g.

Definimos U(g) como a dlgebra quociente U(g) = T (g)/Z.

Denotemos por i : g — T (g) a inclusdo, por 7 : T(g) — U(g) a projecao candnica

e por o a composta o = m o i da inclusao com a projecao canonica:
o:9—T(e) = Ug)
Como ¢ é um homomorfismo, vale a igualdade
o([X,Y])=0(X)o(Y) —o(Y)o(X) para todos X,Y € g.

Por abuso de notagao, escrevemos em U(g), X no lugar de o(X), X € g. Assim, a

igualdade acima, em U(g), se escreve
[X,Y]=XY —YX paratodos X,Y €g.

Além disso, como Z s6 contém elementos de ordem maior ou igual do que dois

temos que gNZ = {0}. Logo, o ¢ injetora.

Por fim, para ver que qualquer representagao p de g se estende a U(g) consideremos,

inicialmente, p; : 7(g) — gl(V') definida num gerador X --- X por

pr(Xy--- Xi) = p(X) - p(Xi).

Isso define uma representagao de 7(g) em V. Como p é uma representacio (de algebra de

Lie) segue que Z C ker(p;). Logo,

p:U(g) — gl(V)

dada por p(@) = pi(a) é bem definida e, na verdade, é uma representacao de U(g) que

estende p.

Portanto, U(g) é uma algebra universal envelopante de g.
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Exemplo 3.1.1. Seja g uma dlgebra abeliana. Logo, [X,Y] =0, para todos X,Y € g e,
assim, o ideal bilateral T em T (g) para obter U(g) é gerado por

XY =YX eT(g) tal que XY €g.

Logo, em U(g) vale XY =Y X para todos X,Y € g, isto é, U(g) € uma dlgebra associativa
e abeliana. Seja B ={Xy,...,X,} uma base de g. Os elementos de U(g) sdo combinagies

lineares de monomios do tipo
X, - X

i
com X;, € B. Como, em U(g), XY =Y X para todos X,Y € g, podemos reescrever esses

monomios na forma
S1 S
Xt X0

Portanto, U(g) é uma dlgebra de polindmios.
O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt fornece bases para U(g) em termos de base

de g. Nesse teorema nao se faz restricao sobre a dimensao de g. No entanto, enunciamos

abaixo uma versao para dimensao finita.

Teorema 3.1.1 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Se g é uma dlgebra de Lie e (X,..., Xy) é

uma base ordenada de g, como espago vetorial, entdo os elementos da forma
X{™ - X", com m; €N

formam uma base de U(g).

Seja h é uma subalgebra de Lie de g.

A A&lgebra universal envolopante U(g) tem uma estrutura de U (h)-médulo tanto a

esquerda quanto a direita. De fato, considerando a operacgao
Uh) x U(g) — U(g),

dada por
(h,u) — hu.
vemos que U(g) tem uma estrutura de U(h)-moédulo a esquerda.

De modo andlogo, definimos uma estrutura de U(h)-médulo a direita.

Proposicao 3.1.2. Se b é uma subdlgebra de Lie de g, entdo U(g), visto como U(b)-mddulo

tanto a esquerda quanto a direita, € livre.
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Demonstracao. Seja U um subespago vetorial complementar a h em g, isto é,
g=bhaU.

Fixemos bases ordenadas (Hy, ..., H,) e (Xi,..., X;) de h e de U, respectivamente. Assim,
as sequéncias
(Hyyoo o Ho X1, XS e (Xa,o oo Xo, Hiy oo H)

sao bases ordenadas de g.

Dados = (mq,...,m,) E N e v = (nq,...,n,) € N° denotemos por H* e X" os
elementos de U(g) definidos por HY = H{"* --- H" e XV = X" -+ - X7,

Pelo Teorema 3.1.1, os conjuntos
{H'X" :peN eveN} e {XYH':peN ev e N°}
sdo bases de U(g). Logo, o conjunto
{X":v e N}

¢ uma base de U(g) visto como U(h)-médulo a esquerda ou a direita.

Portanto, U(g), visto como U(h)-mddulo tanto & esquerda quanto a direita, é

livre. O

O centro de U(g) é denotado por Z(g).

Se p é uma representacao de g num espacgo vetorial V', entao existe uma extensao
p de p al(g). Assim, cada u € U(g) pode ser visto como um g-endomorfismo de V,
u : V. — V. Usamos a notacdo uy para indicar que estamos pensando no elemento

u € U(g) como um endomorfismo de V.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um g-modulo V' tem caracter central quando existe um
g-homomorfismo x : Z(g) — K tal que para todo z € Z(g), zv = x(2)Iy, onde Iy denota

a identidade de V. Nesse caso, x é chamado caracter central de V.

3.2 REPRESENTACOES INDUZIDAS

Sejam g uma algebra de Lie, h uma subalgebra de Lie de g e W um h-moédulo.
Consideremos a &lgebra universal envelopante de g, U(g), como um U (h)-médulo & direita.

Assim, podemos definir um U(g)-médulo a esquerda V', através do produto tensorial

V =U(g) Qui(n) W.

Definigado 3.2.1. O g-médulo V = U(g) Quu W ¢ denominado g-médulo induzido
por W e denotado por V = ind(W, g).
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Denotemos por 1 a representacao de h associada a estrutura de h-modulo de W e
por p a representacao de g associada a estrutura de g-moédulo de V', isto é, se v = ug ® wy,

com uy € U(g) e wy € W, é um elemento bésico de V', entdo para todo u € U(g),

p(u)(v) = p(u)(uo ® wo) = (uug) @ wo.

Definicao 3.2.2. A representacao p de g é denominada representacdo induzida por

n e denotada por p = ind(n, g).

Observagao 3.2.1. Como U(g) € um U(h)-mddulo a direita livre temos que a aplicagdo
w—1®w

de W em V' é um h-homomorfismo injetor, isto é, W € imerso em V por este homomorfismo

e assim identificado com um b-submodulo de V.

Através desta imersao, um elemento w € W se identifica com 1 @ w € V e, as
vezes, usamos a notacao w =1 ® w, representando a identificacao por esta imersao. O

g-mddulo V' é gerado por W, pois se u € U(g) e w € W, entao
u®@w=u(l®w)=uw,

isto €, os elementos basicos de V' sdo mailtiplos de elementos de W, por U(g).

A imersao de W em V, na Observacao 3.2.1, é universal, no sentido da seguinte

proposicao, que é uma consequéncia das propriedades do produto tensorial.

Proposicao 3.2.1. Sejam b uma subdlgebra de Lie de g, W um b-modulo e V' o g-modulo
induzido por W. Se V' € um g-mddulo, e : W — V' é um h-homomorfismo, entdo 1
pode ser estendido unicamente a um g-homomorfismo ¢ : V. — V', Além disso, 1 — ¢ é

uma aplicagdo bijetora de Homy(W, V') em Homgy(V,V").

Lema 3.2.1. Sejam f : g — K uma representagio unidimensional de g e N o niicleo de
f, emU(g). Se L € o ideal d esquerda e R o ideal a direita de U(g) gerados por X — f(X),
com X € g, entaio N = L ="TR.

Demonstragio. Temos que X — f(X) € N, para todo X € g, pois

F(X = f(X)-1) = f(X) = f(X)=0.
Como N é um ideal bilateral temos que £ C N.

Por outro lado, seja (X, ..., X,) uma base de g tal que f(X2) =---= f(X,) =0,
ou seja, Xy, ..., X, € NNg. Temos que Xs,..., X, € L pois,

X, — f(X;) =X, —0=X,
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para todo ¢ = 2,...,n. Cada elemento Xfl - XFn tal que ko + -+ + k, > 0 pertence a
L. De fato, nesse caso, existe j tal que k; > 0 e como £ ¢ ideal a esquerda segue que
XF ... Xk ¢ £ Dai, £ tem codimensdo < 1 em U(g) e, portanto, £ = N. De modo
analogo, temos R = N. O

Observagao 3.2.2. Sejam b uma subdlgebra de Lie de g, W um h-mdédulo e (X1, ..., X;)
uma base de um subespago complementar a by em g. O conjunto {X" : v € N*} € uma base

de U(g), visto como U(h)-mddulo a direita (veja a demonstrag¢ao da Proposicao 3.1.2).

Definindo V = ind(W, g), temos
V= X"oW).
vENS

De fato, dado um elemento bdsicov=u@w € V e escrevendo u = ky X"* + - -+ + k. X"

comky,....ks€eKeuvy,...,uv. € N° temos que

V=UuQRQ W = (Zk]XVJ) ®w:Zk](X”J®w) :Z(XVJ®(kJW))7

J J J

o que mostra que V C @ ens (X¥ @ W), concluindo a afirmagdo.

Seja p a representacdo de g associada ao modulo V. Se w € W, entdo
X'ow=X"1ow)=pX")1eow)=p(X")w.

Consequentemente, a restricio de p(X") a W, p(X"),,, € um isomorfismo do espago

lw

vetorial W no espago vetorial p(X*)(W), e V é a soma direta dos espagos p(X")(W)

V=D p(X")(W).

veNs

Seuw € U(g), entio p(u) pode ser calculado da sequinte maneira. Para cada v € N?,

ESCTeveEmMos

uX’ = Z X"y,

HENS

onde u,, € U(h). Assim, se w € W, entao pelo que foi feito acima, temos

plu) (p(X")w) = p(u) (X" @ w) = (uX") ©w =uX"(1Qw)
= > Xfu,, 1ow) =Y X" (u, @w)

peNs HENS

= Y XF(1ouuw) =Y X'u,w
pENS neENS

= > p(X") (ww).
pENS

Proposicao 3.2.2. Sejam h,n, W, p e V como nas definicoes 3.2.1 e 3.2.2, com W C V.

Se w € um gerador do h-mddulo W e L € o anulador de w em U(h), entdo:
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1. A aplicagio ¢ : U(g) — V definida por p(u) = uw, para todo u € U(g) € sobrejetora
e tem nicleo U(g) - L.
U(g)

2. Sewm

¢ um isomorfismo de g-modulos.

— V' € a aplicacao obtida de ¢ por passagem ao quociente, entdo

3. Sen € unidimensional e pode, portanto, ser identificada com uma forma linear em b,

entio U(g) - L é um ideal de U(g) a esquerda gerado por X —n(X), para todo X € b.

Demonstrag¢ao. Temos, por hipétese, que U(h)w = W. Dali,
U(g)w D U(gIW =V,

isto é, V = U(g)w e, assim, ¢ é sobrejetora.

Utilizando a notacao da Observagdo 3.2.2 e, para cada u € U(g), escrevendo

u= Y X"u, com u, € U(h), obtemos

veNs

uw = Z XY @ u,w

VENS
Logo,
w=0 & ZX”@UVU):O
& ww =0, Vv e N’
u, € L, Vv € N°
< uel(g)- L,

¢

e, assim, ker p = U(g) - £, mostrando a afirmagao (1).

Dados uy,us € U(g), temos

o(uy + us) = (u1 + u2)w = uyw + usw = p(ur) + @(us)

o(urug) = (urug)w = ug (ugw) = urp(usg),
de onde vemos que ¢ é um g-homomorfismo, concluindo a afirmagao (2).

A afirmagao (3) segue diretamente do Lema 3.2.1. [

3.3 REPRESENTACOES INDUZIDAS TORCIDAS

Sejam E um espaco vetorial de dimensao finita, u : £ — E um operador linear e
F um subespago de E que é invariante por u, isto é, u(F') C F. Denotamos o trago de um

operador u por tru e o escalar tru — tr(u‘F) por trgFu, isto é,

trgipu = tru — tr(up).
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Seja h uma subalgebra de Lie de g. Para cada H € b, denotemos por ady(H) o
operador linear ady(H) : g — g, dado por ady(H)(X) = [H, X]. O fato de h ser subélgebra

significa que h é invariante pelo operador ady(H). Além disso, dados Hy, Hy € b temos

tr(adg[Hy, Ho|) = tr (adg(Hy)ady(Hs) — ady(Hz)adg(Hy)) =0

tr(adg[Hy, Haly) = tr (ady(Hy)jyadg(Ha)y — adg(Ha)padg (H)jy) = 0.
assim, a aplicacao 6, : h — K definida por
1
0o (H) = §trg\r,adg<H)
¢ uma forma linear que se anula em [h, h]. Logo, ;5 é uma representagao unidimensional
de h.
Seja n uma representacao de h em W. Para cada H € b, escrevemos
N(H) = n(H) + 0y (H) - 1.
Como soma de representacoes é uma representacao, temos que 77 é uma representagao de

hem W.

A representacao ind(7, g) é chamada representagao torcida de g induzida por

n e é denotada por ind™(n, g).

O g-modulo associado a essa representacao € chamado g-médulo torcido indu-

zido pelo h-modulo W e é denotado por ind™ (W, g).
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4 REPRESENTACOES COM PESO MAXIMO

Neste capitulo, estudamos as representagoes com peso maximo de algebras de Lie
semissimples. O principal objetivo aqui é construir um espaco de representacao, com
peso maximo, universal no sentido em que qualquer outro espaco com peso maximo ¢ um
quociente deste. Esses espacos sdo definidos como uma representacao torcida induzida por
uma representacao unidimensional de uma subalgebra de Borel e sdo chamados moédulos
de Verma. Os médulos de Verma foram construidos a partir dos trabalhos de Verma [15]
e diversos resultados foram obtidos por Bernstein-Gelfand-Gelfand [1]. Este capitulo é
baseado em [2]. O assunto estudado aqui pode ser consultado também, por exemplo, nas
referéncias: [13], [10] e [7]

4.1 REPRESENTACOES DE sl(2,K)

4.1.1 Extensao do corpo

Sejam V um espaco vetorial sobre K, de dimensdo finita. Denotemos por K o fecho

algébrico de K e por Vi a extensdo de V dada por Ve =V @ K.

Para cada v € V, denotemos por v o elemento 7 = v ® 1 € V. Com essa notacao,
se B={vy,...v,} é uma base de V entdao, B = {v1,...7,} é uma base de Vg, visto como

espaco vetorial sobre K (veja [5], Secdo 1.13). Além disso, a aplicagio
veVimLoule VK

é linear e injetora, quando os espagos sao considerados sobre K. Assim, V' se identifica ao
subespago V ® 1 de Vi.

Seja C = {2 : k € I} uma base de K, visto como espago vetorial sobre K. Se

w € Vi entao existem ky,..., ks €l euy,...,us € V tal que
W= 2k, U+ + 25, Us = UL @ 2y + - + Us @ 2k, - (4.1)
De fato, existem z1,...,z, € K tal que

W= 2T1V1 + -+ TpUnp.

Como C é base, para cada j, existem ay;, ..., a5 € K tal que x; = ayjz5, + -+ + agj2k, .

Para cada ¢, consideremos u; € V definido por @w; = a; 101 + - - - + a;,0, € V. Temos que

w = (allzkl +---+ aslzk‘s)@l + -+ (alnzkl +---+ asnzks)@n
= (alﬁl +--- 4 Gfln@n)Zkl + -+ (&51@1 + -+ asn@n)zks

Zi U1 + -t 2 Us,

demonstrando a afirmacao.
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Consideremos, agora, uma transformacao linear 7': V — V. Denotemos por T a

extensdo de T' a Vg, isto é, T ¢ definida na base B, por

T(v;) = T(v;) = T(v;) @ L.
Para cada autovalor y € K de T denotamos por (VK)# o autoespaco de T associado a .

Lema 4.1.1. Utilizando a notagdo acima, temos:

1. se uy,...,us € V e ky,...,ks € I sao tais que zi,uy + -+ + 25, Us = 0, entao

==y = 0;

2. se u € K é um autovalor de T, entdo existe um subespaco W C V tal que (VK)M =
W @ K. Em particular, i é autovalor de T e V,, = W.

Demonstracao. Para cada j, sejam aij,...,a,; € K tal que u; = ajju1 + -+ + ay;vp,.
Assim,
0 = 2y Uy + -+ 2 Us
= Z (auﬁl + -+ anﬁn) + o+ 2 (alsﬁl + -+ CLnSUn>
- (allzkl + -+ alszks)ﬁl + -+ (anlzlﬂ + -+ anszks)@n~
Como B é linearmente independente temos que para todo 4, a; 2, + -+ + a;s2x, = 0 e,

como C ¢ linearmente independente temos que para todo j, a;; = 0, mostrando que u; = 0

para todo j.

Para mostrarmos a segunda parte, seja w um autovetor de T associado a . Por
(4.1), existem ky,..., ks € [ e uy,...,us € V tal que

W= Zg, Uy + -+ + 25, Us.
Como Tw = pw, temos
zi Tur + -+ 2 Tus = 2, (W) + -+ + 2, (1),
isto é,
2y (Tﬂl — ,U,ﬂl) + o+ 2, (Tﬂs — ,uﬂs) =0.

Por 1., Tu; = pu; para todo j, isto é, u; € (VK)/N para todo j. Como w # 0, existe j tal
que u; # 0 e, assim, existe W C V tal que W@ 1= (V @ 1) N (Vg), # {0}.

Por definicao de W, temos (VK)# O W ®K. Além disso, pelo que foi feito acima,

juntamente com (4.1) concluimos que (Vg), C W ® K, terminando a demonstracao. [

Utilizando a notagao acima, se p : g — gl(V') é uma representagao de g em V' entao

p se estende a uma representacao p de gg em Vi, chamada extensao de p.
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4.1.2 Representagdes irredutiveis de sl(2, K)

Sejam X, H e Y os elementos de sl(2, K) dados por

()= h) =)

O conjunto {X, H,Y} é uma base de sl(2,K) e os colchetes entre os elementos desta base

01
0 0

1
0

0 0 0

10

sao dados por

[H,X]=2X, [H,Y]=-2Y, [X,Y]=H.

Seja n € N. Denotemos por {ej, €, ...,e,41} a base canonica de K" ey =0 e

consideremos a aplicagdo linear p, : 5[(2, K) — gl(K"*!) definida na base {X, H,Y'} por

Pn(X)ei = MHi€i—1
pn(H)e; = (n—2i)e;
pn<Y)€i = €i+1,

sendo p; = i(n — i+ 1)e;_1, para todo 4, tal que 0 < i < n.

Observagao 4.1.1. Em relagao d base candnica, a matriz de p,(X) € triangular superior,
a matriz de p,(Y') € triangular inferior e a matriz de p,(H) é diagonal, sendo autovalores

0s nimeros inteiros na forma n — 2i. Notemos ainda que o maior autovalor de p,(H) é n.

Teorema 4.1.1. p, ¢ uma representagio irredutivel de s(2,K) em K",

Demonstracao. Notemos que para todo 0 <7 < n, valem

[pn(H), pn(X)]e; pr(H)pn(X)ei — pu(X)pn(H)e;
pipn(H)eiy — (n — 2i)pp(X)e;
pi(n = 2(i = 1))e;-

2uiei—1 = 2pn(X)e;

pu([H, X])e.

1— M(n - Qi)ei—l

Logo, pu([H, X]) = [pn(H), pn(X)]. De modo andlogo,

n(H)
n(H)
(n—

—2e;11 =

[on(H), pn(Y)]e; pa(Y)ei — pu(Y)pn(H)e;
€ir1 — (n = 2i)pp(Y)e;
2(i +1))ej41 —
—2p,(Y)e;
pu([H, X])ei,

p
p

(n — 2i)6i+1
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isto é, p,([H,Y]) = [pn(H), pu(Y)]. Além disso,
[n(X), pn(Y)lei = pu(X)pu(Y)ei = pu(Y)pn(X)es
= pu(X)eir1 — pipn(Y)eia
= Hi+16 — Hi€;
= (n—2i)e; = po(H)e;
= (X, Y])es,

e, assim, p,([X,Y]) = [pn(X), pn(Y)]. A partir dai, concluimos, pela linearidade de p,

que p, é um homomorfismo e, consequentemente, uma representacao de sl(2, K).

Seja W C K" um subespaco nio nulo e invariante por p,. Seja w € W — {0} e
escrevamos

wW=aie; + -+ Qp+1€n+1.

Seja i o menor indice tal que a; # 0. Temos que p,(Y)" "~ w = ae,q1. Como W é
invariante por p,(Y) e a; # 0 temos que e, 1 € W. Além disso, p(X)e,11 = finir1€n € COMo
W é invariante por p,(X) e p,41 # 0 temos que e, € W. Continuando aplicando p,,(X)

concluimos que ey, eg,...,e,41 € W e, assim, W = K"*1. Portanto, p, é irredutivel. [

Proposicao 4.1.1. Seja p uma representagao de sl(2,K) em V. Se existem p € K e
vg € V tal que p(H)vg = pvg, entao:

1. p(H)p(X)vo = (1 + 2)p(X)vo.
2. p(H)p(Y )vo = (1 —2)p(Y)vo.
3. Para cada i € N, seja v; = p(Y)'vg e denotemos v_; = 0. Se p(X)vy =0, entio

a) p(H)v; = (p — 2i)v;.
b) p(X)v; =i(p—i+ 1)v;_q.

c) O subespagco W, de V', gerado por {vg,v1,vs,...} € invariante por p.

Demonstragio. Como p é representacao, temos para todos 71, Z; € sl(2,K),

plZ1, Za) = p(Z1)p(Z2) — p(Z2)p(Z1),
isto é,
p(Z1)p(Za) = p(Za)p(Z1) + plZn, Zs),

assim, utilizando a relacao entre os colchetes dos elementos da base, obtemos

p(H)p(X)vo = p(X)p(H)vo + 2p(X)vo = (1 +2)p(X)vo

p(H)p(Y)vg = p(Y)p(H)vg — 2p(Y)vg = (1 — 2)p(Y")vo,
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o que mostra as afirmacoes (1) e (2).
Mostremos a afirmagao (3). Notemos que, por hipétese, (a) é verdadeiro para ¢ = 0.
Suponhamos, por indugdo, que p(H)v; = (1 — 2i)v;. Assim,
p(H)virn = p(H)p(Y)v; = p(Y)p(H)v; — 2p(Y)v;
= (n=20)p(Y)vi = 2p(Y)v; = (0 — 2(i + 1)) p(Y)v;
= (k=20 +1))vis1.
Logo, p(H)v; = (1 — 2i)v; para todo i.
De modo anélogo, por hipétese, (b) é verdadeiro para i = 0. Suponhamos, por
inducao, que p(X)v; = i(u — i+ 1)v;_1. Assim,
p(X)vizr = p(X)p(Y)vi = p(Y)p(X)vi + p(H)v;
= i(p—i+ D)p(Y)vioa + (p = 2i)v; = i(p — i + Dos + (0 — 20)v;
= D
Logo, p(X)v; = i(p — i+ 1)v;_; para todo i, concluindo os itens (a) e (b).

Finalmente, por (a), W é invariante por p(H), por (b), W é invariante por p(X) e
por defini¢do de v; e de W temos que W é invariante por p(Y'). Portanto, pela linearidade

de p segue que W é invariante por p, concluindo a demonstracao. O]

Teorema 4.1.2. Seja p uma representacio irredutivel de s(2,K) em V. SedimV =n+1,

entao p € equivalente a p,.

Demonstraciao. Suponhamos, inicialmente, que K é fechado algebricamente.

Como V tem dimensao finita, p(H) tem um autovalor, que denotamos por A. Seja
v € V um autovetor associado a A. Pela Proposi¢ao 4.1.1, p(H)p(X)v = (A + 2)p(X)v.
Suponhamos, p(H)p(X)v = (X + 2i)p(X)v. Assim,

p(H)p(X)™ o = p(H)p(X) (p(X)'v)
p(X)p(H) (p(X)'w) + p[H, X] (p(X)'v)

= (A +20)p(X) "o+ 2p(X) "o

= (A+2(i+1)p(X)" .

Logo, por indugao, se i é tal que p(X)w # 0, entao p(X)'v é um autovetor de p(H)

associado ao autovalor A + 21.

Como autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes
e V tem dimensdo finita, existe ig > 1 tal que p(X)®v =0 e p(X)° v £ 0.

Sejam vy = p(X)° v e p = X+ 2ig. Assim,

p(H)vg = pvg, e p(X)vg = 0.
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Para cada 7, seja
v = p(H)(Y ).

Pela Proposigao 4.1.1, cada v; # 0 é um autovetor de p(H) associado ao autovalor pu — 2i.
Como autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes temos
que existe um k tal que vy = 0. Seja s o primeiro inteiro tal que vy, = 0. Pelo que foi

feito acima e por definicao de v;, a acdo de p nos vetores vy, vy, ..., vs € dada por

p(H)vy = pvo, p(H)vy = (u—2)v1,..., p(H)vs = (1 — 25)vs

p(Y)vg = v1, p(Y)vr =va,..., p(Y)vs—1 = vs, p(Y)vs = 0.

Pela Proposigao 4.1.1, para todo ¢

p(X)v; =i(p— i+ 1)v;_q.

Utilizando novamente a Proposigao 4.1.1, temos que o subespago gerado por {vg, vy, ..., vs}
é invariante por p e como p é irredutivel temos que {vg, v1,...,vs} é uma base V' e, assim,
5 =n.

Agora, como
[(X,Y]=H e p(H)v, = (u—2n)v,

temos
(=20 = p(H)vn = p(IX,Y])va
= p(X)p(Y)vn — p(Y)p(X)vn
= 0—n(p—n+1)p(Y)v.
= —n(p—n+1)uv,.
Logo, p—2n = —n(u —n+1) e, consequentemente, u = n. Portanto, p é equivalente a p,,.

Finalmente, no caso geral, considerando o fecho algébrico K de K, V=V @ K e
p(H) a extensao de p(H) a Vg, obtemos um autovalor p de p(H). Utilizando o que foi
feito acima, temos que u € inteiro e como K é de caracteristica zero temos que p € K.
Pelo Lema 4.1.1, 1 é um autovalor de p(H) e repetindo o processo acima, mostramos que

p € equivalente a p,,, concluindo a demonstragao. O]

Corolario 4.1.2.1. Se p € uma representacio de sI(2,K) de dimensao finita, entdo existem

ni,...,n, € N tal que p € equivalente pp, @ pn, © -+ D py,.

Demonstragio. Seja V' o espago da representacao p. Como sl(2,K) é semissimples temos,
pelo Teorema de decomposicao de Weyl, que p é completamente redutivel, isto é, existem

subespacgos Vi, ..., V, invariantes por p tal que

V=Via---aV,
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e pyy, ¢ irredutivel. Se n; = dimV; — 1, entao pelo Teorema 4.1.2, pjy; é equivalente a py,.

Portanto, p ¢ equivalente a p,, @ pn, @ -+ @ py,. O

Corolario 4.1.2.2. Sejam p uma representacao irredutivel de s1(2,K) em V' e {vg, v1,...,vn}
a base de V', como no Teorema 4.1.2. Se A = n — 2i é autovalor de p(H), associado a v;

entao

1. Se A >0, entdo p(Y)"%v; = v,_; # 0.
2. Se A <0, entio p(X)¥ "v; = pivn_; # 0, onde p; = (i(i — 1) --- (n —i + 1)),
Demonstracao. Temos que
p(Y)" 2y = p(Y)" 72 p(Y ) vy = p(Y)" " "vo = vp
Como, neste caso, 0 < n—1i < n temos que v,_; € um dos vetores da base de V' e, portanto,
Un—; # 0, mostrando a afirmagao (1).

A afirmagdo (2) segue por inducao notando que p(X)v; = i(n —i+ 1)v;_;. O

4.2 ESPACOS DE PESOS
Seja (g, h) um par decomponivel (veja as notagdes na Segao 2.3), sendo g uma
algebra de Lie semissimples de dimensao finita, sobre um corpo de caracteristica zero K.

A ideia é estudar as representacoes de g a partir dos pesos da restricao da repre-

sentacao a subalgebra b.

Sejam V' um espago vetorial sobre K e p: g — gl(V') uma representagdo de g em
V. Consideremos a representagao de b em V, py : h — gl(V'), obtida por restri¢do de p a

h. A seguir denotamos a representagao p,, também, por p.

Para cada p € h* consideremos o subespaco
Vo={veV:p(H)v=pu(H)v, para todo H € h}.

Dizemos que p € h* é peso da representagao p (ou do médulo V') se V,, # {0}. Nesse caso,
V,, € chamado espaco de pesos associado a e a sua dimensao é chamada multiplicidade

de p. O conjunto de todos os pesos de V' (ou de p) é denotado por P(V).

Proposicao 4.2.1. Sejam V e W dois g-mddulos, ¢ : V. — W um g-homomorfismo
sobrejetor e U C'V um g-submodulo. Se V = @,ep- V. entio:

1. U=8@,cpUp e W =D,cp» W,. Em particular, cada peso de U é um peso de V';

2. para cada p, o(V,) = W,. Em particular, os pesos de W sao pesos de V' e se j é
peso de Ve o(V,) # {0} entdo p é peso de W.
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Demonstragao. Como U é submoédulo de Ve V' = @4+ V,,, temos que

U=@DUnv,)=DU,

pneh* pneh*
onde U, =U NV, CV,. Assim, se i é peso de U, isto é, U, # {0}, entdao V,, # {0} e,
portanto, u é peso de V.

Seja p dado. Se v € V,,, entao para todo H,

Ho(v) = (Hv) = p(H)p(v).

Logo, ¢(V,) C W,,. Assim, se w € W entao existem v € V e v; € V,,; tal que w = p(v)
ev =uv + -+ v, Dal, w= ¢ = @)+ -+ ¢v,). Pelo que foi feito acima,
o(vj) € W, e assim W = @,,cy- W), concluindo a demonstracio de (1).

Para terminar a demonstracao da proposicdo basta mostrar que ¢(V,,) O W,. Para

isso, notemos que se W, = {0} entao vale a inclusao.
Seja w € W, — {0}. Como ¢ é sobrejetor, existe v € V tal que w = ¢(v).
Escrevendo a decomposigao de v, v =wv; + -+ + v,, com v; € V., obtemos
p(H)w = Hw = Hp(vy) + -+ Hp(vy) = pa(H)p(v1) + -+ + pin(H)p(vn) € W

Tomando H tal que u(H) # 0 e ux(H) # 0, para todo 1 < k < n, vemos que existe j tal
que p; = p e p(v,) = 0 para todo k # j. Portanto, ¢(v;) = ¢(v) = w # 0 e isto conclui a

demonstragao. O

Proposicao 4.2.2. Seja p uma representacio de g em V.

1. Seaell epeb* entio p(ga)Vy C Vita-

2. A soma dos espacos de pesos @ V., € invariante por p.
ueb*

Demonstragcio. Se X € g, e v € V,, entao para todo H € b, temos

HXv = XHv+[H X]v=Xu(H)v+a(H)Xv
= (p+a)(H)Xv.
Isso mostra que Xv € V,4,. Consequentemente, p(ga)V, C V,4q €, assim, vale (1).
Escrevendo IT = {ay,...,a,} e W = @D V, temos que se X € g e v € W entdo
neb*

X=Xo+Xi+-+X, e v=vg+v1+-+7,

com Xg € b, Xj € go,, t; €h e wv; €V,,. Assim, denotando ag = 0 e go = b, temos por
(1),
Xv= ZXﬂ)j S @Vai+ﬂj C W,

2 2%
concluindo a demonstracao. O]
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4.3 MODULOS DE VERMA

Fixemos um sistema de raizes II e um sistema simples de raizes > C II. Denotemos

por § a semissoma das raizes positivas e por b a subalgebra de Borel associada a X.

Consideremos, ainda, a relacao de ordem, em b*, dada por O, (veja as definicoes e
) ) ) ) +

notagoes na Segao 2.3).
Seja A € h*. Consideremos a aplicacao linear 7, : b — K definida por
(H+ X) = \H),
ondeb=hadnt HeheX ent. Como [b,b] =n' temos, por defini¢io, que 7, se anula
em [b, b] e assim 7, é uma representac¢ao unidimensional de b.

Usamos a notacao K, para indicar que estamos pensando em K como espaco da

representacao 7 ou, equivalentemente, com a estrutura de b-mddulo definida por A.

Consideremos a representacao unidimensional 7, de b, definida por
aZ) =n(Z) + 9975(2)

e a representagdo torcida o = ind~(7y,g) = ind(7y, g), de g, induzida por 7, (veja as

definigoes na Secao 3.3).

Definicao 4.3.1. O espaco da representacdo o, isto €, o g-modulo induzido por Ky, é

denominado maédulo de Verma e denotado por M ().

Notemos que apesar da notagao M (A), para o médulo de Verma definido por A,
M(X) depende também de b e de X.

Para explicitarmos o médulo de Verma, desenvolvemos a expressao de 7.

Seja Z € b e escrevemos a decomposigao Z = H+ X, com H € he X € n™. Assim,
ady(X) € nilpotente, adg(H )y = 0 e n~ é invariante por ady(H). Como g se decompoe na

forma g=n" ® b n', temos que

u(2) = ytr{adg(H)u-).

Agora, se a € IT* entdo ady(H)|y_, = —a(H)id e da decomposicao n™ = @B,em+ 9-a;
obtemos . .
Oo0(2) = Etr(adg(H)‘n—) =—3 > a(H)=—46(H).

acllt

Logo,
ANZ)=ANH) = 6(H) = (A= 08)(H) = 1_s(Z),

isto é, T\ = Ta_s e, assim, 0 = ind(7y,g) = ind(Tr_s, ). Portanto, o médulo de Verma
M () é dado por
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M(X) = U(9) Qu) Ka-s

(veja a Secdo 3.2).

Proposigao 4.3.1. Se M(\) e U(n~) sdo considerados como n~ -mddulos a esquerda,

entao M(\) e U(n™) sdo isomorfos.

Demonstragio. Consideremos a aplicagao ¢ : U(n~) — M()N) definida por p(u) = u®
1. Por defini¢do, e pelas propriedades de produto tensorial, temos que ¢ é um n~-
homomorfismo injetor. Pelo Teorema 3.1.1, de Poincaré-Birkhoff-Witt, se (X,..., X;) é
uma base ordenada de n~ entdo { X" : v € N*} é uma base de U(n~), visto como espago

vetorial sobre K. Além disso, pela Observacao 3.2.2,

MO =B (X oK) =Un )1,

veNs

onde a segunda igualdade segue do fato que se u € U(n") e k € K entdo u® k = (ku) @ 1.

Logo, ¢ é sobrejetora e, portanto, é um n~-isomorfismo. O

Para cada raiz «, denotemos por X, um elemento nao nulo do espaco g,.

Lema 4.3.1. Se ay,...,a, €Il epy,...,p, €N, entao para todo H € b vale
(H,XZ -+ X0 = (pron - pacta) () X0 -+ X2z

Demonstracao. A demonstragao é por inducao, aplicada duas vezes. Primeiro em relacao

ao expoente p e depois na quantidade de termos n.

Seaclle H €h, entao
[H, X,] = a(H)X,,

e assim o resultado vale para p = 1.

Suponhamos, por hipdtese de indugdo, que para p > 1, [H, X?] = a(H)XP. Assim,

[H, XPT] = HXPT — XPHH = (HXP)X, — (XPH) X, + XP(HX,) — XP(XH)
= [H,X?|X, + XP[H, X,] = paXP™ + o(H)XP™
= (p+ Da(H)XE™.

Logo, [H, X?] = a(H)X? para todo p.
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Suponhamos o resultado verdadeiro com n fatores. Sejam ay,...,q,1 € Il e

P1s- -+, Pat1 € N Denotando m =n+1eu= XE --- XI", temos que se H € b, entao
[H,uXP"] = HuXP —uXPmH
= (Hu)XE» — (uH) X +u(HXE) — u(XE) H)
= [H,u]XE" 4 u[H, X5
(plal + -+ pnan)(H)UXgZ + pm@m(H)UXgTTZ
= (proat -+ pmoa) (H)XEL - X2,
concluindo a demonstracao. O]
Teorema 4.3.1. Seja A € h*. Se [I" = {ay,...,a,}, entdo:
1. para todo p € b*,
MN,= > X, X" ®K
com (p1,...,pn) € N tais que A — 6 — prag — +++ — ppuy, = 45
2. o0s pesos de M () tem a forma

A—é—Znaa

aeX

onde n, $ao inteiros nao negativos;
3. para todo 1 € b,

dim M(N), = #{(p1,...,pn) EN": A= —p=proy +---+p,} < 00;

4. M(\) = D e M<)‘)#"

5. M(\as = 10K, M\ =Un )My e UnTIM(\)ss = {0},

Demonstragio. Se H € h e u € U(n™), entdo

Hu®l) = (Hu)®1l=(Hu +ul)®1
(Hou @1+ (ul)®1
= [Hul®l+u® (H-1)
[Houl| @1+ (A=90)(H)u® 1. (4.2)

P1

Assim, se u é um mondmio da forma u = X?,, --- X" entdo, pelo Lema 4.3.1,

[Ha u] - _<p1a1 + - +pnan>(H)u
Substituindo essa tltima igualdade em (4.2), obtemos

Hu®l)=A—0—piag — -+ —ppa) (H)(u® 1).
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Pelo Teorema 3.1.1, de Poincaré-Birkhoff-Witt, os elementos de U(n~) sdo combinagoes
-+ XP . Pela Proposigao 4.3.1, os elementos de M (\)

sao da forma u ® 1, com u € U(n~). Portanto, u ® 1 € M()), se, e somente se, u é

lineares de mondmios do tipo X*%,,
combinagao linear de monémios do tipo X*,, --- X" satisfazendo =X — 3 — proyg —

-+« — Dpay,, 0 que mostra (1) e (2).

As demais afirmagoes sdo consequéncias do que foi feito acima: por exemplo,
os elementos na forma X

espaco M(A),. Dai: (a) pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, obtemos (4); e (b)

para concluir a afirmacao (3), falta mostrar que a dimensao é finita. Mas, fixando

e XPRocom g = A — 0 — piag — - — ppay, geram o

L=A—0—piog — - — Ppoy,, temos Xy --- X"% € M()N), se, somente se,
miay + -+ MpQy, = proy + -0+ Py,

Como as raizes positivas sdo combinagoes lineares das raizes simples com coeficientes
inteiros nao negativos, temos que a igualdade acima define um sistema linear nas varidveis
(mq,...,my) e com coeficientes inteiros nao negativos. Mas um sistema linear deste tipo

tem uma quantidade finita de solucoes e, portanto, M(A), tem dimensao finita, para todo
pebr

A afirmagao (5) é consequéncia direta de (1), (2) e (3). O

Um peso A é chamado peso méximo quando n*V) = {0}. Nesse caso, um elemento
nao nulo v € V), é chamado elemento primitivo. Um elemento primitivo associado a um

peso maximo A é denotado, em geral, por v,.

Pelo Teorema 4.3.1, A — ¢ é um peso méaximo de M(A) e 1 ® 1 é um elemento
primitivo associado a A — 9, isto ¢, 1 ® 1 € M () _s. O elemento 1 ® 1 é denominado

gerador candnico ou elemento primitivo canénico de M (\).

Notemos, ainda pelo Teorema 4.3.1, que A — ¢ é um peso maximo de M ()), em

relagdo a ordem dada por Q..

O préximo resultado, juntamente com o Teorema de Isomorfismo, assegura em
particular que se V' é um moédulo com peso maximo A entao V' é isomorfo a um quociente
de M(\+9).

Teorema 4.3.2. Sejam V um g-mddulo, X € b* e v um elemento de V\ anulado por n™.

Se V' é gerado por v como g-modulo, entdo:

1. existe exatamente um g-homomorfismo ¢ de M(A+9) em V tal que (1 ® 1) = v.

Este homomorfismo € sobrejetor.

2. V=V,

HED*
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3. Cada peso de V' pertence a A — Q. Cada V, tem dimensdo finita e dimV\ =1 se
V #{0}.

4.V =Umn)v.

5. Cada endomorfismo do g-maodulo V' é escalar.

6. O mddulo V' tem caracter central.

7. O homomorfismo ¢ de 1) é bijetor se, e somente se, V # {0} e uy € injetivo para

todo v € U(n™) — {0}.

Demonstragio. Consideremos o b-homomorfismo ¢ : Ky — V tal que ¢(1) = v. Pela
Proposicao 3.2.1, 1 se estende a um unico g-homomorfismo ¢ : M(A + ) — V. Pela
Observagao 3.2.1, temos que 1 € K, se identifica com 1®1 € M (A+0) e assim, ¢(1®1) = v.
Como v gera V' como g-mé6dulo temos que ¢ é sobrejetora, mostrando que a afirmagao (1)

é verdadeira.

Combinando a Proposi¢do 4.2.1 com o Teorema 4.3.1, obtemos as afirmagoes (2) e
(3).
Seja w € V. Pela Proposigao 4.3.1 e pelo item (1) deste teorema, existe u € U(n™)
tal que
w=pu®dl)=up(l®1l)=uv,

mostrando a afirmacao (4).

Seja 1) um g-endomorfismo de V. Para todo H € b, temos

H(v) = (Hv) = A(H)$(v).
Logo, ¥(v) € V). Assim, existe £ € K tal que 9(v) = &v.
Para todo u € U(g), temos
P(uv) = wh(v) = (uv),
isto é, 1 = & - 1. Isso prova (5).

A afirmagao (6) segue direto de (5) e da Definigao 3.1.1, de caracter central, na

pagina 30.

Para cada u € U(n™), temos

uy(v) =urp(l®1) = p(uy - 1®1) = pu®1).

Assim, se  nao ¢é injetora, entao existe u # 0 tal que

uy(v) = p(u® 1) =0,
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mostrando que wuy nao é injetor.

Por outro lado, se para todo u € U(n~) — {0}, tem-se uy injetor, entdo para todo
u # 0,
o(u® 1) = uy (v) £0.

Pela Proposigao 4.3.1, os elementos de M (A + §) sdo da forma u ® 1, com u € U(n™).

Logo, ¢ é injetora e, portanto, um isomorfismo. ]

O caracter central de M () é denotado por .

Proposicao 4.3.2. Seja A € h*. Se

MO = Y MO,
HFEA=ES

entao:
1. cada g-submddulo de M(\) distinto de M (\) estd contido em M(\).

2. existe um maior g-submodulo K de M (), distinto de M (X). Além disso, o g-mddulo
M(A)

¢ simples.

Demonstragdo. Seja W um g-submédulo de M (). Em particular, W é um h-submodulo
de M(X) e, assim,

W= WnMA\),.

peh*
Se W # M()), entao

W N M) ={0},
pois M (A)y_s tem dimensdo um e gera M () como g-médulo. Dai, W C M (\),, provando
a afirmagao (1).

A soma K de todos os g-submédulos de M (A), distinto de M (), é um g-submédulo
de M(M) e estd contido em M (). Consequentemente K ¢é distinto de M (\).

M(\
Temos que o g-modulo [(() é simples, ja que K é o maior g-submoddulo de
M(N). O
. M(X) . .
Denotamos o g-médulo 7o Por L(A). A imagem, em L(\), do gerador candnico

de M(X) é denominado gerador canénico de L(\).

Proposicao 4.3.3. Sejam V um g-modulo simples e A € h*. Se existe um elemento de

Vs, diferente de zero, anulado por w, entdo V' é isomorfo a L(\).
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Demonstragio. Pelo Teorema 4.3.2 (1), existe um g-homomorfismo sobrejetor ¢ de M ()
em V e pelo Teorema 2.1.1, do Isomorfismo,

M(A)
ker ¢

~
~

Como V é simples, temos que, para qualquer g-submédulo W de M(X), W C ker . Em
particular considerando K o maior submé6dulo de M (A), dado na Proposigao 4.3.2, temos

que K = ker . Portanto,

de onde segue a proposicao. O]

Lema 4.3.2. Sejam A uma dlgebra associativa, X, H e Y elementos de A e m € N.
1. Se [X,Y] =0, entdo [X,Y™] =0.
2. Se [H,Y]=-2Y e [X,Y]| = H, entdo
(X, Y™ =mY™ ' (H—-m+1).
Demonstracao. Para cada k > 1, temos

X, Yk-i-l] _ XYkt _yktly
= (XY")Y - (Y*"X)Y + Y*(XY) - Y¥(VYX)
= [X,YHY +Y*X,Y]. (4.3)

1. Suponhamos, por inducdo, que [X, Y*] = 0. Assim, por (4.3) temos que [X, Y] =0
e, portanto, por inducio, qualquer que seja k € N, [X,Y*] = 0.

2. Suponhamos, por inducdo, que [X,Y*] = kY* 1 (H — k + 1). Por hipétese,
oY = [H,Y] = HY — YH,
isto é, HY = Y H —2Y. Dai, e por (4.3), temos que

(X, Y"1 = kY Y H -k+1)Y +YrH
= YN k(H -k+1)Y +YH)
= Y (RHY — kY + kY + Y H)
= YU (RYH = 2kY — F*Y + kY + Y H)
= V*(kH - K —k+H)
= Y*((k+1)H — (k+1)k)
= (k+1)Y*(H —k)
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e, portanto, por inducao, qualquer que seja k € N, vale a igualdade
(X, Y =kY* Y (H -k +1),

concluindo o Lema.

O

Proposicao 4.3.4. Sejam A € b*, a € ¥ e m = A\(H]). Suponhamos que m € N. Sejam
v o gerador candnico de M(X), X_, um elemento de g_,, diferente de zero e v/ = X™ v.

Se V' é o g-submodulo de M(X) gerado por v, entdo V € isomorfo a M(r,\).

Demonstragio. Seja ¢ : U(n~) — M(A) o isomorfismo, dado na Proposi¢do 4.3.1. Como
X™ # 0, temos que

V=X"o=X"(191)=X", ©1=p(X",)#0.

Pelo Lema 4.3.1, para todo H € b,

[H,X™ | =—ma(H)X™

e assim,
Hv' = HX™wv=X" Ho+[H, X" Jv=(\—08)(H)v —ma(H)
= (A—ma—0)(H)V = (rq) —0)(H)v'.
Logo, v € M(A)ya—s. Se B € ¥ e f # a, entdo [gs, §—a| = 0, j& que f — o ndo é raiz. Em
particular, [Xg, X_,] = 0. Utilizando que v é um elemento primitivo em M () e o Lema

4.3.2, temos
X/BU/ = XTQXBU + [Xﬁ,X:na]U =04+0=0.

Se X, € go € tal que [X,, X_,] = H., entao pelo Lema 4.3.2; temos
[(Xo, XM ] =mX™ Y(H, —m+1),
e assim,
X' = X, X" v=X" X+ [Xq, X" Jv
= X" Xo+mX™ Y H, —m+1)v
= X" - 0+mX™ P (\NH,) —§(H.) —m+1)v
= mX"™ N (=5(H,) +1)v=0
pois §(H,) = 1, ver Se¢do 2.3.1. Como n't é gerado por g,, com a € ¥, temos que ntv’ = 0.
Finalmente, para todo u € U(n~) — {0}, uy ¢ a restri¢ao de upz(ny a V. Logo, uy é injetor.

Portanto, pelo Teorema 4.3.2 (7), V é isomorfo a M (r,\). O
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5 REPRESENTACOES DE DIMENSAO FINITA

Neste capitulo, estudamos as representagoes de dimensao finita de algebras de
Lie semissimples. O resultado principal aqui garante que as classes de equivaléncias
das representacoes irredutiveis e de dimensao finita sao parametrizadas por [-uplas de
inteiros nao negativos, onde [ é o posto da dlgebra. Isso significa que as representacoes
de dimensao finita de algebras de Lie semissimples sdo caracterizadas da mesma forma
que as representagoes irredutiveis de dimensao finita de s[(2,K). As principais referéncias

utilizadas aqui s@o [2] e [13]. Outras referéncias sobre esse assunto sao: [7], [14] e [10].

5.1 REPRESENTACOES DE DIMENSAO FINITA

Fixemos, daqui por diante, um par decomponivel (g, ) (veja as notagdes na Secao
2.3), sendo g uma &lgebra de Lie semissimples de dimensao finita, sobre um corpo de

caracteristica zero K.

Proposigao 5.1.1. Se V é um g-modulo de dimensdo finita, entao:

1. V - @Meb* VM’.
2. cada peso de V' pertence a P;

3. sep € um peso deV ew € W, entao wi é um peso de V- com a mesma multiplicidade

de p.

Demonstracio. Como g é semissimples, tem dimensao finita e V' é de dimensao finita
temos, pelo Teorema 2.3.2, de decomposicao de Weyl, que V' é completamente redutivel e,
assim, para provar a afirmacao (1) podemos supor que V' é simples. Pela proposi¢ao 4.2.2

(2), a soma @ V,, ¢ invariante por p. Dai, é suficiente mostrar a existéncia de um peso.
pneh*

Utilizando a notagdo do Lema 4.1.1, sejam gz = gQ K, h =h®K e pa
representacao de g em Vi obtida por extensao de p.

Como K é fechado algebricamente e Vz tem dimensao finita, para cada H € bhg
existe uma base de Vg tal que, em relagao a esta base, p(H) é triangular superior (veja [6],
Secao 6.4, Teorema 5). Pelo Teorema 2.3.1, p é triangularizavel. Assim, existe um peso

p € bz de Vi, em relagao a bg.
Para cada o« € II, consideremos a subalgebra ggz(c) definida por
oz(a) = (9r)_, ©K(H, ®1) @ (9g),, -

Pela Proposigao 2.3.2, gz(«) é isomorfa a s1(2, K). Assim, denotando por p,, a representagao
de gg(a), em Vg, obtida por restricdo de p temos que p é peso de p,. Pelo Corolario
4121, u(H, ® 1) € Z.
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Como o conjunto {H!, ® 1 : « € X} é uma base de b, temos que u(h® 1) C K. Pelo
Lema 4.1.1, existe um subespago W C V., W # {0}, tal que (Vg), = W K.

Logo, se v = entdo v é peso de p e V,, = W, provando a afirmacao (1).

A afirmagao (2) segue do fato, mostrado acima, que se p é peso de V entao
w(H!) € Z para todo o € II.

Sejam v um peso de V, sendo a multiplicidade denotada por m,, a € II, e
n =wv(H.) € Z. Sejam X, € g, ¢ X_, € g_, tal que [X,, X_,| = H., e seja também
v eV, —{0}.

Se n = 0, entdo r v = v e, assim, V,._, = V,,, mostrando que r,v e v tem a mesma
multiplicidade.

Consideremos agora n # 0.

Se n > 0, entao pelo Lema 4.3.1, [H, X" | = —na(H)X",, e, consequentemente,

HX" v = X" Hv+[H, X" |v
= v(H)X" v —na(H)X" v
= rov(H)X" v,

mostrando que X" (V,) C V,_,. Além disso, usando a identificacdo de g(«) com sl(2),
dada na Proposigao 2.3.2 juntamente com o Corolario 4.1.2.2, temos que X" v # 0. Logo,
a aplicagao

veV,» X" veV.,

¢ injetora e, portanto, dimV, < dimV,_,.

De modo anélogo, se n < 0, entao pelo Lema 4.3.1, [H, X" = —na(H)X," e,

consequentemente,

HX"v = X "Hv+[H, X "v

= v(H)X,"v—na(H)X
= rqv(H)X v,

«

™

[0}

mostrando que X_;"(V,) C V,_,. Além disso, usando a identificacdo de g(«) com sl(2),
dada na Proposicao 2.3.2, juntamente com o Corolario 4.1.2.2, temos que X "v # 0. Logo,
a aplicagao

veV,—» X "veV.,

¢ injetora e, portanto, dimV, < dimV,_,.

Assim, se n # 0, entao

dimV, <dimV,_ , <dimV,_ , , =dimV,,
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mostrando que dimV,_, = dimV,, isto é, r,v e v tem a mesma multiplicidade. Como
cada elemento do grupo de Weyl w € W é um produto finito de reflexdes, segue que wv e

v tém a mesma multiplicidade, concluindo a demonstracao. O

Lema 5.1.1. Se V' é um g-mddulo de dimensdo finita, entao existe um peso \ de V tal

que, para todo o € IIT, A+ a nao é um peso de V.
Demonstragio. Seja P(V') o conjunto de pesos de V. Pela Proposi¢ao 5.1.1, P(V) # ) e
P(V) é finito. Denotemos por n a quantidade de elementos em P (V).

Suponhamos por absurdo que para todo A € P(V), existe « € IT" tal que A + « €
PV).

Assim, fixando A € P(V), existem ay, ..., q, € II* tal que
Pyi={\ A+a1, A\ +a1+ag,..., A\ tar+as+ - +a,} CPV).

Como P, é um conjunto com n + 1 pesos de V', existem r e s inteiros, com 0 <r < s <n
tal que
Ao +ag+- o= A+a;+ay+ -+ a,

isto é, a,. 41 + -+ - + a, = 0, o que é uma contradicao, e isto demonstra o lema. O

Proposicao 5.1.2. Se V é um g-modulo simples e de dimensao finita, entdo:

1. existe um e somente um \ € b* tal que V' é isomorfo a L (A + ).
2. € Piy e X é um peso com multiplicidade 1.

3. se pu € um peso de V', entao p < X e (p, )y < (A, A).

Demonstracio. Como V tem dimensao finita, existe, pelo Lema 5.1.1, um peso A de V'
tal que, para todo « € II", A + a nao é um peso de V. Pela Proposicao 4.2.2 temos que
n' Vi = {0}, logo, a afirmacio (1) segue da Proposicao 4.3.3.

Sejam « € TIT, X, € go € X_o € g_q tal que [X,, X_,] = H.. Se v € V), entédo
X,v =0, e assim, do Corolario 4.1.2.2, A\(H/) € N. Consequentemente, A € P, .

Seja p um peso de V. Existe w € W tal que wu € Pyy. Pelo Teorema 4.3.2,
wp < A, Assim, temos que A +wp € Pry e A —wp € Q4 o que implica

0 < A+ wp, A —wp) = (A A) — (wp, wy).
Portanto, (u, p) = (wp, wp) < (A, A), concluindo a demonstra¢ao da proposigao. O
Seja wy a involugao principal de W, isto é, wy é o elemento de W tal que

wp(X) = —X. Se A é o peso maximo de V', entao, pela Proposi¢ao 5.1.1 (3), woA é um

peso de V e dim V,,,, = dim V), = 1. Além disso, vale a seguinte proposigao.
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Proposicao 5.1.3. Com a notagao acima, se p é um peso qualquer de V', entao p > woA.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que existe um peso u tal que p < wpA. Assim,

existem n, € N, nao todos nulos, tais que wo\ — pt = > ex No. Dai, aplicando wy nesta

igualdade e usando que wi =1 e que wy(X) = —X, obtemos
A — wop = Z NaWox = Z Nna(—a) = Z(—na)a € -9, — {0},
a€y acx acy
isto é, A < wou, contrariando o fato de A ser peso méximo. O

Lema 5.1.2. Sejam V', X ev € V, satisfazendo as hipéteses do Teorema 4.3.2. Denotemos
por X, um elemento nao nulo de g,, para cada o € 11, e por P(V) o conjunto de pesos de

V.. Se para todo 8 € X, X™yv € nulo, para algum inteiro m suficientemente grande, entdo:

1. P(V)CP.
2. WP(V) Cc P(V).
3.V tem dimensdo finita.

4.V € simples.

Demonstragio. Sejam p € P(V), f € X e v; = X' v, com i € N, m o maior inteiro tal
que v, # 0 e V() o subespago vetorial gerado por {vy,...,v,}. Pela Proposigao 4.1.1
(3¢c) e Teorema 4.1.2, V() ¢é invariante por

9(B) = g-s ©KH; @ gp.

A soma W de todos os g(/3)-submddulos simples e de dimensao finita de V' é inva-
riante por g (veja a Proposicao 1.7.9 de [2]). Além disso, W D V(5) e, consequentemente,
v =wvg € W. Logo, existe uma familia (W;);c; de g(f)-submddulos simples e de dimensao
finita de V' tal que

iel
Seja w € V,, — {0} e escrevamos w = wy + - - - + w,, com w; € W;. Como
Hiywy + - -+ Hyw, = Hyw = p(Hp)w = p(Hy)wy + - - - + p(Hp)w,,
isto é,
(Hwy — p(Hp)wn) + -+ + (Hyw, — p(Hg)w,) = 0,
cada W; é invariante por Hj e a soma ¢ direta temos que Hjw; = p(Hj)w; para todo j.

Seja n = p(Hp). Como w # 0, existe j tal que w; # 0. Assim, pela forma das
representagoes irredutiveis de sl(2,K) (veja Teorema 4.1.2), temos que n € Z. Logo,
P(V) C P, mostrando (1).
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Se n > 0, entao, pelo Corolario 4.1.2.2, X" ;w; # 0 para todo i tal que w; # 0,
dai X"sw # 0. Como w € V), temos, pela Proposicio 4.2.2, que X"gw € V), g, isto
é, Vi_npg # {0}. Logo, rgp = p—np € P(V). Se n < 0, entdo, pelo Corolario 4.1.2.2,
Xg"w; # 0 para todo i tal que w; # 0, dai X;"w # 0. Como w € V|, temos, pela
Proposicio 4.2.2, que Xz"w € V,_ng, isto é, V,,_ns # {0}. Logo, rgu = —npB € P(V).
Como os elementos do grupo de Weyl sao produtos finitos de reflexdes simples, temos que
WP(V) C P(V), mostrando (2).

Considerando a involugio principal wy € W temos que w2 = 1 e woX < A. Assim,

escrevendo ¥ = {a,...,q;} temos que existem ay,...,a; € N tal que

l
A — U)())\ == Z a; 0. (51)

i=1
Seja . um peso qualquer de V.

Pelo Teorema 4.3.2 (3), existem my,...,m; € Neny,...,n € N tal que

l

i=1

!
Wopt = A — Zniaia

i=1

pois wop € P(V). Aplicando wy a esta ultima igualdade, obtemos

1
(L= WA — Zniwoai.

=1

Como para todo 7, woa; € — temos que

!
p= woA + sz'Oéi,
i=1
onde (pi1,...,p) ¢ uma permutacao de (ny,...,n;) dada da seguinte forma: p; = n; se

woa; = —aj. Combinando esta dltima expressao de p com (5.2) obtemos

l
A — Wo = Z(pl + m;)ay.
i=1
Desta tltima igualdade, de (5.1) e da unicidade da expressao de A —wyA como combinagao
linear inteira dos elementos de > obtemos p; + m; = a; para todo ¢. Como p; > 0 temos
m; < a;. Logo, os pesos de V' sdo dados por l-uplas de inteiros (my, ..., m;) satisfazendo
0 < m; < a;. A quantidade de l-uplas com esta propriedade é finita e, portanto, P(V)
é finito. Como V' se decompoe como soma dos espagos de pesos (Teorema 4.3.2 (2)) e
os espagos de pesos tém dimensao finita (Teorema 4.3.2 (3)) temos que V' tem dimensdo

finita, mostrando (3).
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Pelo Teorema de decomposicao de Weyl, existem g-submoédulos simples Vi, ...,V

tal que
v:‘/l@...@‘/p_

Escrevendo v = vy + - - - 4+ v, com v; € Vj, obtemos para todo H € b,
Huvy + -+ Hv,= Ho=XH)v = XH)vy + -+ + AH)v,,

isto é,

(Huy — A(H)vy) + -+ (Hv, — AM(H)v,) = 0.
Como cada V; é invariante por h e a soma é direta temos que Hv; = A\(H)v; para todo j,
e todo H € b, isto é, v; € V) para todo j. Como dim V) = 1 existe j tal que v, = 0 para
todo k # j e, assim, v = v; € V}. Portanto, V; =V, isto é, V' é simples, mostrando (4) e

concluindo o lema. O

Proposicao 5.1.4. Sejam A € P,,, K o maior g-submddulo de M (A +0), v o gerador
canonico de M (A +0) e X_p um elemento ndo nulo de g_p, para cada € X. Se
mg = M Hp) + 1, entdo

K = > U@X Jv = > Un )X Jv

BeS peS

e, além disso, K tem codimensdo finita em M (X +0).

Demonstragdo. Seja 3 € ¥. Temos que mg = A(Hj) + 1 = (A + §)(H}) é inteiro positivo.
Assim, denotando por W(3) o g-submédulo de M (A + ¢§) gerado por XTﬂﬁ v temos, pelo
Lema 4.3.2, que

W(B) =Un" )X 5v

e W(B) £ M(\+9).

Logo, a soma W = Y 4.5 W () estd contida em K. Para cada 3 € 3, XTg ew

M(+6) M\ +4)

e assim representa o elemento nulo de . Pelo Lema 5.1.2, temos que

¢ simples e isto significa que K C W, mostrando que K = Y 5.5 W() Além disso, pelo

Lema 5.1.2, M +9)

M (X +9), concluindo a demonstracao. O

tem dimensao finita e, portanto, K tem codimensao finita em

Teorema 5.1.1. A aplicacio ¢ : A — [L (A4 9)] é uma bijecao entre o conjunto de pesos
dominantes Py e o conjunto de classes de equivaléncia de g-méddulos simples de dimensdo
finita.

Demonstragio. Se X € P, entdo, pela Proposi¢ao 5.1.4, L(A+¢) é simples e de dimensao

finita. Isto mostra que ¢ é bem definida.
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Além disso, se V' é um g-modulo simples e de dimensao finita, entao, pela Proposigao
5.1.2, existe exatamente um A € P tal que V' é isomorfo L(A+0), isto é, [V] = [L(A+9)].
A existéncia de A\ garante que ¢ é sobrejetora e a unicidade garante que ¢ é injetora,

concluindo a demonstracao. O]

Observacao 5.1.1. O Teorema 5.1.1 garante que as classes de equivaléncias das repre-
sentagoes irredutiveis e de dimensao finita sao parametrizadas por l-uplas de inteiros nao

neqativos.

De fato, se A € P,y entdo A(H|,) ¢ inteiro nio negativo para todo 1 < i < I.
Assim,
(A(Hg,), - AUHG,))

¢ uma l-upla de inteiros nao negativos.

Reciprocamente, se (ny,...,n;) € uma l-upla de inteiros ndo negativos, entdao

considerando o elemento A € b* tal que \(H,)) = n;, temos que A\ € Py .

Exemplo 5.1.1. As representacéoes irredutiveis e de dimensdo finita de sl(2,K) sdao
parametrizadas por um inteiro ndo negativo. De fato, dado n inteiro e ndo negativo, a
representagao p, de sl(2,K) em K", definida na Segio 4.1, é irredutivel, pelo Teorema

4.1.1 e além disso, pela Observagio 4.1.1, n é o maior autovalor de p,(H).

Reciprocamente, se p é uma representac¢io de dimensao finita de sl(2,K) em V
e sedimV =n+1 entao pelo Teorema 4.1.2, temos que p é equivalente a p,, isto é, o

maior autovalor de p(H) € n.
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6 SUBMODULOS DE VERMA

Neste capitulo, estudamos uma classe de submddulos de médulos de Verma. O
objetivo é caracterizar os submé6dulos de M (A), sendo A um elemento do dual da subalgebra
de Cartan b, que sdo isomorfos a M (), para algum u pertencente ao dual de h. Nesse
sentido, existe uma caracterizacao completa desses submoddulos, a partir dos trabalhos
de Verma [15] e Bernstein-Gelfand-Gelfand [1]. O resultado principal, deste capitulo,
garante que um submoédulo de M () é isomormo a M (u) se, e somente se, existe uma
sequéncia finita de raizes positivas ligando A com p (veja a definicdo na péagina 73). Esse
resultado é demonstrado primeiro quando A é um peso dominante (veja o Teorema 6.1.1) e
depois o caso geral quando A é qualquer (veja o Teorema 6.1.2). Uma consequéncia desses
resultados é que M () é simples, isto é, ndao tem submddulo préprio e nao trivial se, e
somente se, os valores assumidos por A no dual de cada raiz normalizada nao é inteiro
positivo (veja o Teorema 6.1.3). Este capitulo é baseado em [2]. O assunto estudado aqui

pode ser encontrado também em [8], [1] e [15].

6.1 SUBMODULOS DE VERMA

Neste capitulo, (g,h) denota um par decomponivel (veja as notagoes na Se¢ao
2.3), sendo g uma algebra de Lie semissimples de dimensao finita, sobre um corpo de

caracteristica zero K.

Lembremos da Definicdo 3.1.1, de caracter central, na pagina 30.

Lema 6.1.1. Seja V um g-modulo que tem caracter central x. Se W C V' é submodulo
de V entdo W e V/W tém caracter central x.

Demonstragio. Seja u € Z(g). Como y é caracter central de V' temos, em particular, que

1. u(w) = x(u)w, para todo w € W.

2. u(v+ W) =u(v)+ W = x(uw)v+W = x(u)(v+ W), para todo v € V.
Logo, x é caracter central de W e de V/W. [

A demonstragao do seguinte lema, que serd usado mais adiante, pode ser encontrada
em [2], p. 245.

Lema 6.1.2. Se A\, \' € b*, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

LoxXx = Xw-

2. N e WA.
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Defini¢ao 6.1.1. Seja p uma representacio de g em V. Uma série (Vy,Vi,...,V,) de

g-submodulos de V tal que V.= Vo D V4 D - DV, = 0 e os g-mddulos Vi , com
i1
0 <i < n, sao simples, é denominado série de Jordan-Holder.

Proposicao 6.1.1. Se A € h*, entdo

1. Cada subquociente simples de M(N\) € isomorfo a L(p) para algum
pwEWAIN(A—Qy).

2. M(X\) tem uma série de Jordan-Holder.

N
Demonstragio. a) Sejam N, N’ g-submoédulos de M (A) tal que N' C N e N é simples.
Pela Proposicao 4.2.1, N = @,,c+ IV,. Considerando a projegao canénica 7 : N — N/N’,

que é um homomorfismo sobrejetor, e utilizando a Proposi¢ao 4.2.1 novamente obtemos

N N N ) N
N Do+ (N’)# e cada peso de N é um peso de M (). Dai, os pesos de N pertencem

N
a\—0—Q.. Logo, existe um peso p de N tal que, para todo a € ¥, 4t — 0 + o ndo é um

N N
peso de N Isso significa que se T é um elemento nao nulo de <N’) , entao nt v = 0.
n—=o

N
Dai, e da Proposicao 4.3.3, N é isomorfo a L(u). Pelo Lema 6.1.1, o caracter central de

N
— e M()) sdo iguais, ou seja, x» = x, e pelo Lema 6.1.2 temos que 1 € WA. Isso prova

!
a parte (1) do lema.

b) Como U(g) é Noetheriano (veja o Corolario da Proposigao 2.3.6 de [2]) e M (\)
¢ gerado por um tnico elemento, temos que M () é um U(g)-mddulo Noetheriano (veja a

Proposigao 1.4 do capitulo 10 de [11] ou Lema 6.6 de [12]). Assim, cada g-submddulo N

nao nulo de M(\) contém um g-submédulo N’ tal que G ¢ simples.

Se M(A) nao tem série de Jordan-Holder, entao existe uma sequéncia decrescente

infinita (Ng, Ni,...) de g-submddulos de M () tal que cada N]Zil é simples. Por (a), para
cada i, existe p; € WAN(A— Q) tal que N;/N;41 é isomorfo a L(p;). Como WAN(A— Q)
¢ finito, pois o grupo de Weyl é finito, e como o conjunto {NNH RS N} ¢ infinito, existe
o € WAN (A — Q) e infinitos indices {iy,s,...} C N tal que N;, /N;, 41 ¢ isomorfo a

L(po) para todo k. Logo, N;, /N; 11 = N;_ /N, +1 para todos r,s € N. Assim,

N; N; N;
Ni1+1 N’iz+1 Ni3+1

Ni1 D) Ni1+1 D) NiQ D Ni2+1 DI (S

Seja p peso de Ny, /N;, 1. Temos que p é peso de N;, /N;, 41 para todo k, ja que dois
moédulos isomorfos tém os mesmos pesos, e 1 é peso de M(A), pela Proposigao 4.2.1. Para
cada k, seja Ty, € (N;, /Ni,+1),, Uk # 0. Pela Proposicao 4.2.1 existe vy, € (N;, ), C M(N),

tal que T = Uy. Assim, o conjunto {vy : k € N} é linearmente independente (e portanto,
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infinito) e esta contido em M (\),, o que contraria o fato de M (\), ter dimensao finita
(Teorema 4.3.2). O

Proposicao 6.1.2. Sejam A\, pu € b*. Se M(u) € isomorfo a um submddulo de M(N),
entao 1 € WA e it < A,

Demonstragio. Como M () é isomorfo a um submédulo de M () e p é peso de M (u)
temos pela Proposigao 4.2.1 (1), que p é peso de M(A). Assim, pelo Teorema 4.3.1 (2),
pEX—0— Q4 eistoimplica que p < A. Por outro lado, xx = x,, pois M (p) é isomorfo a
um submédulo de M(\) e dai temos pelo Lema 6.1.2 que p € WA. ]

Proposicao 6.1.3. Se \ € h*, entdo

1. eziste em M(X) um menor g-submddulo nao nulo N.

2. 0 mddulo N é isomorfo a M(u) para algum p € h*.

Demonstracio. Pela Proposicao 4.3.1, M(\) e U(n™), vistos como n~-médulos sao iso-
morfos. Além disso, dois ideais & esquerda, nao nulos, em U(n~) tem intersegdo nao nula.
Assim, dois g-submédulos nao nulos de M(A) tem interse¢do nao nula. Pela Proposi-
¢ao 6.1.1 (1), temos que M(A) contém um submddulo minimal N. Logo, N é o menor

submédulo nao nulo de M ().

Pela Proposigao 6.1.1 (2), temos que N é isomorfo a L(u) para algum p € h*. Para
cada u e U(n~) — {0}, uy = UM,
Teorema 4.3.2 (3) temos que N ¢ isomorfo a M (u). O

é injetivo (veja a defini¢do de uy na péagina 30). Pelo

Proposicdo 6.1.4. Se A\, it € b*, entdao o espago vetorial Homg (M (1), M (X)) € nulo ou

unidimensional sobre K. Cada elemento nio nulo de Homg (M (1), M (X)) € injetivo.

Demonstragio. a) Sejam v e v os geradores canonicos de M(\) e M(u), respectivamente,
ew: M(p)— M(N\) um g-homomorfismo. Existe u € U(n™) tal que p(v') = uv. Se ¢ nao
é injetivo, entao existe u’ € U(n~) tal que u'v’ # 0 e

/! !/

0=pu'v) =upl) = (uu)v.

Dai, v’ # 0 e v'u = 0, de onde temos u = 0, logo
P(M(p) = pU(n ') =U(n"Juv = {0}.

Assim, cada elemento diferente de zero de Homg (M (1), M (X)) é injetivo.

b) Sejam 1,2 € Homg (M (1), M(X)) tal que @1 (M (1)) = w2 M(p)). Sejam
uy, us € U(g) tal que v1(v') = uv e Ya(usv') = ugv. Definamos ¢ : M () — M (u) por
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(V') = ugv’. Temos que ¥ é um g-homomorfismo e ¢y 0 (V') = 1(v'). Assim, dado
ueUl),
p2 0 Y(ur') = u (p2 0 (V) = upy (V') = 1 (ur'),

isto é, o = 1 0. Pelo Teorema 4.3.2 (4) temos que 1) é escalar. Logo, ¢1 € ¢y sdo

linearmente dependentes.
¢) Suponhamos que M () é simples e sejam 1, 2 € Homg (M (1), M (X)) — {0}.
Como M (p) é simples, ker(yp;) = {0} = ker(y3). Pelo Teorema de Isomorfismo,

o1(M(p)) = M(p) = pa(M(p)).

Logo, ¢1(M(u)) e wa(M(p)) sao simples. Pela proposicao 6.1.3, temos ¢ (M (pn)) =
wa(M (1)) dai que o1 e o sdo linearmente dependentes.
d) Agora, passamos para o caso geral. Pela Proposicao 6.1.3, existe v € h* e

Y € Homg (M(v), M(p)) tal que M(v) é simples e ¢ é injetivo. Temos, por (c), que

dim Homg (M (v), M (1)) < 1.

A aplicacao f : ¢ — p ot de Homg (M (p), M(X)) para Homg (M (v), M () é
linear. Se f(y) =0, entdo p((M(v)) = 0, dai ¢ nao é injetivo e assim, de acordo com (a),

¢ = 0. Isso prova que f ¢ injetivo, de onde temos que dim Homy (M (p), M(N)) < 1. O

Se A\, € b*, entdo apenas dois casos sao possiveis:

e ou os g-homomorfismos de M (u) em M () sdo todos nulos;

e ou M(u) é imerso em M (M), e escrevemos M (u) C M(A) por abuso de notagao. Pela
Proposicao 6.1.2, fixando A, esse caso acontece apenas para um conjunto finito de

valores de pu.

Lema 6.1.3. Sew € W e X € h* entdo (w\)(H)) = \N(H],-.,,), para toda raiz c.

Demonstracao. Notemos inicialmente que se o, 8 € Il e k € K, entao Hynyp = kH, + Hp.
De fato, para todo H € b,

(H, Hya5) = (ko + B)(H) = ka(H) + B(H) = k(H, Hy) + (H, Hy) = (H, kH, + H).
Como (-, -) é ndo degenerada temos que Hyqis = kH, + Hz. Além disso, como para todo
acll, H =2H,/(a,«a), temos

B(H.) ) = B(H.) éHg) - 2<<;"§>> Hy = o HY) Hj,




62

Assim, usando a igualdade rgA = A — A\(H}) 3, obtemos

(re\)(Ho) = A(Ho—B(Ha)Hp) = X (Ho — a(HE) Hs) = A (Haa(i)s)
= A(H,pa)-

Logo,
(T,B1T52>‘)(H0¢) = (rﬁzA)(Hmla) = A(HTBQWHO‘)

e, por inducdo, segue que se w € W, w = rg ---1rs,, entdo (wA)(H,) = AN Hy-14)-

Portanto,

(WA (HL) = = wA(Hy) = A(Hyr0) = (M):A(H’_la),

(o, a)

1

ja que w™ é isometria. O]

Teorema 6.1.1. Sejam A\ € Pi, w € W ew = ro,Ta, , " Ta, Uma decomposi¢ao
reduzida de w (onde o, ..., € X). Se

A0 - )\7 /\1 - Ta1)‘07 )\2 - rag)\la ey >\TL - Tan/\n—l

entao

L Xd>M>2>NeN(H,, )eNpaai=0,1,....,n—1

2. M(XNg) D M(A\1) D-+- D M(\,).
Em particular, nesse caso temos wA < X e M(w\) C M(N\).

Demonstragio. Sejam i € {0,1,...,n—1} ew =1y, ---74,. Pelo Lema 6.1.3,

(WA)(H,,,) = MH,

(7N ’*10@41)‘

Como a decomposi¢ao Ta,,,Ta, - * Ta, € reduzida temos, pela Proposi¢ao 2.3.7, que w’ Loy €
II*. Dai, e do fato que A € Py, temos \(H/, € N. Logo,

'_1a¢+1)

Ai(H,, ) = (WA (H,, ) = A,

Q41 Qi1

e N.

/_1041'+1>

Em particular, temos que

Ai = A1 =N — o A = A — A+ )‘i(HézHl)aiJrl = Ni(H,,,, )i € Qy,

Q41

isto é, \; > A1, provando a afirmagao (1). A afirmacao (2) segue diretamente da

Proposigao 4.3.4. [

Lema 6.1.4. Seja a uma dlgebra de Lie nilpotente. Se X € a, u € U(a) e p € N, entdo
eziste | € N tal que X'u € U(a)XP.
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Demonstragio. Seja Lx (ou Ry) € End (U(a)) a multiplicacdo a esquerda (respectivamente
a direita) por X. Denotando por ad a representagao adjunta de U(a) temos que adX =
Lx — Rx. Assim, Ly, Ry e adX comutam. Temos que Lx = adX + Rx.

Se u € U(a), entao existe ¢ tal que (adX )% = 0, pois a é nilpotente. Assim,
X'u = Lu
= (RX + adX)lu
l l )
= > ( . ) Ry (adX)' u
i=0 \ ?
g [ . .

= Y| | (@dX)u) X' € tU(a) X'
i=0 \ ?
de onde segue o lema. O

Lema 6.1.5. Sejam A\, € h* e a € 3 tal que M(ropu) C M(pu) C M(N). Suponhamos
que p=\H.) € Z

1. se p <0, entao M(\) C M(raA).

2. sep >0, entao M(rop) C M(raX) C M(N).
Demonstracao. Notemos que para todo H € b,
(raA)(H) = MH) — AMHg)a(H) = MH) — pa(H).

Logo, se p = 0, entdo roA = A e, assim, M (\) = M(r,\).

Por outro lado, se p < 0 entao
(raA)(Hy) = A(Hg,) —pa(Hy) =p—2p=—p€EN.

Dal, e pela Proposigao 4.3.4, temos que M(X) = M(rq(roN)) C M(ro)).
Agora, suponhamos p > 0. Pela Proposigao 4.3.4, M(r,\) C M(A).

Sejam v e v’ os geradores candnicos de M(A) e M(u) respectivamente. Sejam
Xo € 9o € Xy € g, tal que [X,, X ] = H,. Como M(rou) C M(u) temos pela
Proposigao 6.1.2 que m = u(H}) € N. Pela Proposicao 4.3.4, M(r,u) é isomorfo ao
submédulo N de M (u), gerado por X™ o'. Pela Proposigao 6.1.4, M (r,u) é imerso em
M (1) de modo tnico, a menos de um escalar. Logo, M (rou) é o submédulo gerado
por X" v'. Analogamente, M (r,\) é o g-submédulo de M (A) gerado por X* v. Como
M(u) € M(N), existe u € U(n™) tal que podemos identificar v' com uwv e M(u) com o
g-submédulo de M () gerado por ww.

Para concluir que M (rou) C M(r,\) basta mostrar que X™ v' € M(r,\).
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Pelo Lema 6.1.4, existe um inteiro [ tal que X' u € U(n")X?,, de onde temos
XL o =X wweUmT)XP v © M(r,\).
Se | < m entdo existe k € Z, tal que m = [ + k. Daf, X™ v = X* X' v € M(r,)\) e,
assim, M (rop) C M(roN).
Suponhamos [ > m. Pelo Lema 4.3.2, temos
[Xo, XL = IXED(Hy, — 1+ 1)V =1 (u(Hy) — 0(H) — 1+ 1) X5
= I(m—-0)X" 1/
isto é,
Im— DX = Xo X 0 — XL X' = X X v € M(ro)\)
de onde temos X' v' € M(r,\).
Se l —1=m, entao X" v" € M(r,A). Suponhamos [ —1 > m. Pelo Lema 4.3.2,
(Xo, X0 = (1= DX"2(H, —14+2)V = (1 —1) (wH) —6(H.) —1+2) X2/
= (1=2)(m—1+1)X2/
isto é,
(I—Dm—1+DX" 2 = X, X" — XX 0 = Xo X € M(r))
de onde temos X' 20" € M(r,)).

Continuando esse processo, concluimos que X™v' € M(r,\) e, assim,

M (rop) C M(ryA) provando o lema. O
Lema 6.1.6. Sejam A\ € P, a € II'", p = r A e m = AH]). Sem € N, entio
M(p) € M(N).

Demonstragio. Se m =0, entdo = 1o\ = A — A(H))ao = A —0-a = A, provando o Lema.

Suponhamos m > 0. Pela Proposigao 2.3.6 (1), existe w € W e u/ € P, tal que
w=wy'. Sejam X' € h* tal que A = w\ e w =714, T4, | TayTa, & decomposicao reduzida

de w. Consideremos

)\0:)\/, )\1:Ta1)\0, )\QZT’QQ)\l, ey )\n:ran)\n,lz)\

NOZH/’ H1 =To o, U2 =Tagl1 5 -+ 5 Un = Ta,Un—1 = W

Como \g = w A = wlryu = wlrqww=tp = ry-1,400 temos que N\g € Wyy.
Juntando a isso o fato de py € P, concluimos pelo Teorema 6.1.1 que py > Ao e isso

significa que pg — Ao € Q.. Além disso,

P —An = —A=r A=A=XA—AH.)a—\=-\H.,)a=—-mae—-Q,.
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Escrevendo w; = rq,,, -+ 7q, temos,

— — -1y —
ANi =T Ta; 1" Tay A0 = Ta,Tag_y " TayW A =Ta, " Ta, A= WA

n

_ _ -1, _ _
i =ToToyy """ Ton o = ToyToyy """ TonW = Tayyy " Ta, b = Will.
Dai
~1 ~1
Wi = Wil = WiTo A = WiTqW;  (WiA) = WiTqW; A = Tya i

Logo, pu; — \; € Q4 ou \; — u; € Q.. De fato, se v; = w;«, entao

pi —Ai = Ty A= A=A — )\z‘(H;i)%‘ — A= _/\i(H:,i)% = _wi/\<H;i)%‘

Assim, v; € IIT se, e somente se, j; — \; € — Q.

Seja ¢ o menor inteiro tal que p; — A\; € Q4 e 1 — Aip1 € —Q4. Tal inteiro existe

pois g — Ao € Qy €, — Ay € —Q,. Agora, por (6.1), temos

i — Ai = Ta 1 Tagp i — TOéiJreréH»l)\i = Ty Mit1 — Ty >‘i+1

= Ta;y (:ui+1 - )‘iJrl) = rai+1(_m71+1) = —MTa; 1 Vi+1- (62)

Como 7y, Viq1 € Q € pu; — Ay € @, pela escolha de 7, obtemos

1
Toy1Vitl = _7(/% - /\z) € _Q+-
m
Logo 7a;,,7i+1 € II7. Notemos que ;41 € IIT, pois p41 — Aip1 € —Q4. Pela Proposicao
2.3.5, ;41 € a Unica raiz positiva que é levada em negativa pela reflexao r,, , e, assim,

Yi+1 = @ip1. Como,

Airl = Mit1 = A1 — Tagy Aitl
= ANif1— (>\i+1 - )\i+1<H;i+1>Oéi+1)
= Nip1(Hg,, )i

Q41

e A1 — pit1 € Q4 temos que Niyi(H. ) € N. Pelas relagoes Ay — piy1 € Qy €

Q41

Mit1 = Ta,. Ait1 € pela Proposigao 4.3.4 temos que
M (pit1) = M(ra, ., Aiv1) © M(Xiga). (6.3)

Por outro lado, temos que py € Piy, Wiys = Ta;, ***Tay ¢ a decomposigao minimal de
Wit2 €
Hiv2 = Ta o it1 = TaoTaig = Tag Ho-
Logo, pelo Teorema 6.1.1
M (rag.optiv1) © M(pis1) (6.4)
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Combinando (6.3) e (6.4) obtemos, do Lema 6.1.5, que

M(:UJH-Q) = M(rai+2/“Li+1) - M(Toéi+2)‘i+1) = M(AH-Q)

Suponhamos, por hipotese de inducgao, que se k > 1 é tal que i + k < n, entao
M (prive) C M(Nigr)-

Como pg € Pyy € Witki1 = Tajpyr " Ty € @ decomposicao minimal de wiy g1

obtemos, do Teorema 6.1.1, que

M(rai+k+1 luH-k’) - M(MZ-‘rk)

Isso, juntamente com a hipoétese de inducao e o Lema 6.1.5, nos da
M(Mi+/€+1) = M(rai+k+1:ui+k) - M(Toéi+k+1)\i+k) = M(Ai-i-k-i-l)‘
Portanto, M () = M (u,) C M(\,) = M(X). O

Denotemos por vy o gerador canénico de M(\).

Lema 6.1.7. Sejam \,u € h*. Se X e Y sao os conjuntos definidos por

X={ueUdn):[Hu =—p(H)u,YH € b}

Y= {u S I/{(ﬂ_) DUV € M()\),\_(;_M}

entao

1. X e Y sao subespagos vetoriais deUtU(n~) e X = ).

2. dimX =dim)Y < .

Demonstragao. Consideremos o isomorfismo ¢ : U(n~) — M(A), da Proposigao 4.3.1.
Como X = U(n"), temos, pela Proposicao 4.2.1, que p(X) = M(A),. Logo, X é um
subespago vetorial e tem dimensdo finita (pelo Teorema 4.3.1 (3)). Para concluir a

demonstragao basta mostrar que X = ).

Para todos u € U(n") e H € b, temos
[H,uvy = (Hu — uH)vy, = Huvy — uHuvy, (6.5)

ou equivalentemente,
Huvy = [H,u]vy + uHv,. (6.6)
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Se u € X entao [H,u] = —u(H)u, para todo H € h. Dai, e de (6.6),
Huvy = —p(H)uvy+u((A—0)(H)vy)
= —u(H)uvy + (A= 9)(H)uvy
= (= 6= p)(H)uwy,
para todo H € b, ou seja, uvy € M(X)y_s_,. Logo, X C V.
Por outro lado, se u € Y, entdao Huvy = (A — § — pu)(H)uw, para todo H € b. Dai,
e de (6.5),
[Hyiujvy = (A—=06— p)(H)uvy —u(X —0)(H)vy
= A=0—pu—A+9)(H)uv,.
= —u(H)uvy,

para todo H € b, ou seja, u € X. Logo, Y C X. O

Lema 6.1.8. Se u € h*, entdo o conjunto dos A € h* tal que M(\ — ) C M(\) é um

subconjunto algébrico de b*.

Demonstragio. Consideremos ¥ = {aq, e,...,oq}. Parai=1,2,... 1, definimos H; =
H) .. Se X; € go, € Y; € g_q, tal que [X;,Y]] = H;, entdo [X;,Y;] = 0 para i # j. Temos

que n~ é gerada por Y7, Y5, ..., Y. Dal,

(X, Un) ] cUMHh UM ) =UNT)DUN )H, © - DU )H,.

Consequentemente, para todo u € U(n~) existem unicos elementos w; o, U; 1, - - ., Uiy
de U(n™), tal que
[X,L', U] = ui’o + Ui71H1 —+ -4 U“Hl. (67)
Para todo A € h* definimos
g UmT) — Un))

por g(u) = (fi'(w),. .., fi(u)), onde

f?(u) = U0 + ()\ — 6)(H1)Ui71 + -+ ()\ - 5)(Hl)ui,l (68)

Temos que g* é linear.

Considerando o conjunto X, do Lema 6.1.7, e denotando por g3 a restricio de g*

a X, temos que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
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1. M(A—p) € M(N).
2. existe e € M(N)y_s—, tal que e # 0 e nte = 0.

3. existe u € X — {0} tal que n*uwvy = 0.

4. existe u € X — {0} tal que Xjuvy = --- = Xjuv, = 0.

5. existe u € X — {0} tal que [ Xy, ujvy = --- = [Xj,u]vy, = 0.
6. existe u € X — {0} tal que f{(u)vy = -+ = fM(u)vy = 0.
7. existe u € X — {0} tal que fMu) =---= f(u) = 0.

8. ker g3 # {0}.

9. det g3 = 0.

Mostremos as equivaléncias acima.

Para vermos que 1. ¢é equivalente a 2., notemos que se M(\ — u) C M()),
entao pela Proposigao 4.2.1, M(A — pu)x—s5-, C M(AN)r—s—,. Assim, tomando qualquer
e € M(\—p)r—s—, — {0}, temos que e € M(X)y_5_, ¢ nte=0.

Reciprocamente, pelo Teorema 4.3.2, existe um homomorfismo
o MO\ — 1) — M(\)
tal que ¢(vy_,) = e. Pela Proposigao 6.1.4, ¢ ¢ injetor. Logo, M (X — ) C M(A).

Para ver que 2. implica 3. seja v € U(n~) tal que e = uvy € M(X)r_5_,. Assim,
u € Y (na notac¢ao do Lema 6.1.7). Pelo Lema 6.1.7, u € X’ e como e # 0 temos que u # 0.

Além disso, se X € nt, entao
Xe=Xuvy =uXvy =0

e, portanto, n*te = 0.

Reciprocamente, sejam v € X — {0} tal que ntuvy, = {0} e e = uv,. Pelo Lema

6.1.7, temos que e = uvy € M(A)\_s_, €, além disso, e # 0 e n*e = {0}.
O fato de {Xj,..., X} ser base de n™ garante que 3. e 4. sdao equivalentes.
Agora, como para todo i =1,...,l, X; € n", temos que X;v) = 0 e assim
[X;, u]vy = Xjuvy, — uXvy = Xjuvy,
e isto mostra que 4. é equivalente a 5..

Pelas expressoes que definem [X;, u], em (6.7), e f(u), em (6.8), temos a igualdade

(X, uvy = f(w)vy,
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o que mostra que 5. e 6. sao equivalentes.

A equivaléncia entre 6. e 7. segue diretamente do fato que vy # 0, e entre 7. e 8.

da definicdao de g”.

Por fim, a equivaléncia entre 8. e 9. é um resultado bem conhecido de transformacoes

lineares em espacos vetoriais de dimensao finita (veja, por exemplo, [6]).

Para concluir a demonstracio, notemos que, det g3 ¢ um polinomio em ). Assim,
da equivaléncia entre 1. e 9., acima, o conjunto dos A tal que M (XA — u) C M()), coincide
com o conjunto dos A tal que det g3 = 0, o qual é um conjunto algébrico, concluindo a

demonstragao. O]

O seguinte Lema ¢ parte essencial do Teorema 6.1.2.

Lema 6.1.9. Sejam X € h*, a € [Tt e m = \(H)). Se m € N, entao M(r,\) C M(\).

Demonstragio. Seja A o conjunto de v € bh* tal que M (v — ma) C M(v), que é um

subconjunto algébrico de h*, pelo Lema 6.1.8.

Se H ¢ o hiperplano afim de h* que consiste dos elementos v € h* tal que v(H.,) = m,
entao temos P N'H C A. De fato, se v € PNH, entdo v € P e y(H.) = m € N. Pelo
Lema 6.1.6, M (y — ma) = M(r,(y)) C M(y). Logo, v € A.

Mostremos que P NH é denso em H, em relagao a topologia de Zariski (alguns
conceitos e resultados sobre a topologia de Zariski pode ser encontrados, por exemplo, na
referéncia (3], Se¢ao 1.6). Para isso, seja B = {wy,...,w;} a base de h* formada pelos pesos
fundamentais. Consideremos o isomorfismo entre h* e K! que associa a cada elemento
de h* as suas coordenadas em relagao a base B. Como B é base do grupo aditivo P e
(wi, A\) € Z para todo A € P e para todo 1 < i < [, temos que P se identifica com Z!.
Além disso, se ¥ = {ay,..., o}, Hi = H) e C = {H,...,H} entao B e C sao duais e,
assim, H, = wy(H})Hy + - +w(H])H;. Escrevendo n; = w;(H)) e v =E&uwi +---+&u
temos que

v(H.) =ni& + -+ &

Logo, com essas identificagoes, temos

/H:{(fl,---,fl)GKZin151+"'+nl&:m}-

Consideremos o polinémio f = njxy + noxs + - - - + nyxr; — m, nas indeterminadas
T1,...,T,. Dal,

H={¢eK : f(& =0},

isto ¢, H é um conjunto algébrico e assim P N'H C H = H, onde a barra denota o fecho,

na topologia de Zariski. Como f é irredutivel, P N"H nao pode ser proprio em H. Logo,
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do fato de P N'H C A, obtemos

H=PNH Cc A=A

Logo, se X € h* é tal que \(H!) =m € N, isto é, A € H entao A € A e, portanto,
M(ro\) = M(A—ma) C M()N),
concluindo o Lema. O]

Proposigao 6.1.5. Seja F' um g-mdédulo de dimensdo finita, e (fi,..., [s) uma base de
F tal que, para todo i, temos f; € F),,. Suponhamos que a ordenacao € tal que se p; > i,

entdo j < i. Se A € h*, entao:

1. O g-mddulo M(N\) @ F tem uma série de composi¢io
M(A)@F:MSDMsle"'DMo:O

M;
tal que, para todo i € {1,2,...,s}, A é isomorfo a M (X + ;).
i—1

2. 0 g-modulo M(\) ® F' tem uma série de Jordan-Holder.

Demonstragio. Sejam v o gerador candnico de M(A), e a; = v ® f;. Consideremos o

g-modulo M; definido por

M; =U(g)ay + - -- + U(g)ai.

Pela linearidade do produto tensorial na segunda coordenada, temos v ® F' C M.
Além disso, se u € U(g) e f € F, entdo

uwv® f) = (w) @ f +v& (uf),
isto é,
()R f=ulv® f) —v® (uf) € M.
Logo, (U(g)v) ® F C My e, portanto, My, = M(\) ® F.

%

Denotemos por b; a imagem de a;, pela projecao candnica, em . Assim, pela
i—1
- , M;
definicao de M;, b; gera o g-mddulo A
i1

Temos ainda,

Ha;= = Hwv® f;)=(Hv)® fi+v® (Hf;)
(A=0)(H)(v® fi) + wi(H) (v @ fi)
= A=0+w)(H)(ve f)

(A =0+ i) (H)a,
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Hy; = Hr(a;) = m(Ha;) = (A =0 + ) (H)(7(ai)) = (A =0 + ;) (H)bi,

M,
istoé,bz-€< l) )
M;—y A —6

Se a € II" e X, € gq, entao

Xaai - Xa<v & fz) = Xav & fz +v® Xafi =vR Xafia
pois X,v = 0. Pela Proposicao 4.2.2, X,a; € F),,,, e assim X,a; € v ® F,

Hita*

Como pu; + o > p; temos, pela hipétese na ordenacao dos pesos, que
FMiJra C Kfl b EB]Kfi—l-

De fato, seja w € F),, tq,
w:k1f1+"'+ksfs>

onde ky,...,ks € K. Dado H € b,
Hw =k Hfi+ - +kHfs = ki (H) f1 + - + ksps(H) fs.
Por outro lado,
Hw = (pi + o) (H)w = ky (i + ) (H) fi + -+ + k(i + @) (H) fs.

Assim, para todo j, k;(p; +a — pj) = 0. Se j > i entdo, pela hipétese na ordenagao dos

pesos, p; < p; e, assim, p; +a — p; > 0 e, consequentemente, k; = 0. Logo,

w=kfi+ -+EkafioieKfi® - DKfi.

Como X,f; € F,
Ki—1fi—1. Dai,

existem escalares kq,...,k € K tal que X, f; = ki fi +--- +

ita)

Xoa; = v@(Xofi) =ki(v® f1)+ -+ kia(v® fiz1)
= kiar +-+kiai1 € M

e, consequentemente, para todo X € n™,
Xb; = X7(a;) = n(Xa;) =0.
Logo, ntb;=0e M; =Um )a; + - +U(n7)a,.
Mostremos que M; é um U(n~)-médulo livre com base (a4, ..., a;).

Sejam uy,...,u; elementos de U(n~) que nao sao todos nulos, e p a maior das

filtracoes dos elementos nao nulos u;. Temos

war + -+ uwia; = (uv) @ fr+ -+ (uw) @ fi + (W) @ f1 + -+ + (ulv) @ fs,
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onde uf,...,u, tem filtragdo menor que p. Se j € {1,...,i} é tal que u; tem filtracao p,
entdo u; + uj # 0, daf (u; +u})v # 0 de onde

uray + -+ +ua; # 0.

M;—y
M (X + p;) como um g-médulo, pelo Teorema 4.3.2, provando (1).

Isso prova que ¢ um U(n~)-mobdulo livre e consequentemente é isomorfo a

Mostremos (2). Pela parte (1), o g-médulo M (A)® F possui uma serie de composigao
MMN®F=M;D> M, 1D---DMy=0,

) %

tal que A ~ M(\+ p;). Assim, pela Proposicao 6.1.1, para cada i, 7 tem uma
i—1 i1
série de Jordan-Holder, isto é, existe uma sequéncia de submédulos (Ng, Ny, ..., N,,), onde
I
N; = Miil’ j€A{0,1,...,r;}, tal que
M; M;
=NgDN;D---DN, ={0} =

M; ’ ' =10 M;i—

e cada quociente L simples.

i+1
Agora,
M;=LyD> Ly D--- DL” = M,_;.

e, pelo Teorema do Isomorfismo temos

Lj N Lj/Mi,1 _ N]
Liyi  Lja/Miy Njg

L.

isto é, cada quociente —2— é simples. Como i é arbitrrio concluimos que M(A\) ® F tem
Jj+1

uma série de Jordan-Holder, e isto termina a demonstracao da proposicao. O]

Seja F' um g-m6dulo de dimensao finita. Denotamos por P(F') o conjunto de pesos
de F'.

Corolério 6.1.1.1. Se A € h* e p; € P(F), entao LA+ ;) € JH (M(\) ® F).

M;
Mi—l

Demonstragao. Utilizando a notagdo da Proposicao 6.1.5 temos que M (X + p;) = e

que N é o submddulo maximal em M (X + p;). Assim,

(At ) i L/M_, L

onde M; e L; sao submoédulos de M (\) ® F. Portanto, L(A + ;) € JH(M(A\) @ F). O
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A partir de agora, a topologia usada em by, serd a topologia usual.

Se i € P, entao existe um tnico elemento p' em P, tal que p' € Wp.

Definicao 6.1.2. Denotamos um g-médulo simples de dimensao finita com peso mdximo

w por F,.
Lema 6.1.10. Se v € peso de F,, entao ||v| < |p|.
Demonstracio. Por definigao, F}, ¢ um g-médulo como peso maximo p' tal que p' = wp,

com w € W. Pela Proposicao 5.1.2 (3), ||v]| < ||#/||. Como w é uma isometria em relacao a

forma de Cartan-Killing, temos que ||/|| = ||wp|| = ||i||, concluindo a demonstragdo. [

Definigao 6.1.3. Um triplo (A, u, F) € dito admissivel quando satisfaz

1. X e by,

2. F é um g-mddulo de dimensdo finita;

3. e P(F);

4. Nao existe par (w,v) tal que w € W, v € P(F), wA < A

wA+v)>A+pu e A+peWA+v).

Sejam A\, \' € h*. Dizemos que uma sequéncia (71, .. .,7,) de elementos de I liga

A com A\ quando

N Zry N Zrgra N 2o =y o N = A

Aqui, a cAmara de Weyl correspondente a 3 serd denotada por C'™.

Em b, a forma de Cartan-Killing (que é um produto interno) (-,-) induz uma
norma e uma distdncia que denotamos, respectivamente, por || - || e d(-,-). Temos que,

(0, ) > 0 para todo v € IT". Definimos ¢y, ¢y € ¢3 por

Jll -
ol lal

—— +1; o= su w; || e c3= inf
g ¢ <5’ Ct> 2 19’21 H H 3 || 6 ||

§€Q4
onde w; sdo os pesos fundamentais e £ # 0.

Para cada a € TI, denotamos por =, o subespago ortogonal a a, em by, e por =, a

uniao = = Uuer Za-

Considerando K com um espaco vetorial sobre Q, obtemos um subespago K’ tal
que
K=Qo¢K.
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A partir desta decomposicao de K temos a decomposicao correspondente de h*,

dada por
" = b & K'b,

Essas componentes sao invariantes pelo grupo de Weyl W. De fato, cada u € by, se
escreve como combinacao linear de raizes simples, com coeficientes racionais. Dado w € W
temos que a imagem de uma raiz simples por w é uma raiz e, assim, se escreve como
combinacao linear das raizes simples, com coeficientes inteiros. Logo, wy se escreve como
combinagao linear das raizes simples, com coeficientes racionais e, portanto, wpu € hg. Dai,

segue que K'hg, também, é invariante por W.

Dado A € h*, denotemos por R\ a componente de A em b, e por S\ a componente
de A em K'hg, isto é,
A =R+ S,

com R € hg e I\ € K'hg,.

Lema 6.1.11. Se A € h* e w € W, entdo wRA = RwA e w3\ = SwA.

Demonstra¢io. Como A = RX + S\ e, pela linearidade de w, temos
wWRA + wSA = wA = Rw + SwA.

Pela invariancia, por w, das componentes na decomposicao de h* temos que wRA € by
e w3\ € K'hg. Logo, pela unicidade das componentes na soma direta, wRA = Rw e

WS = Sw. O

Um elemento A € h* é dito longe das paredes quando d(RA, =) > 2¢ice. Dada
uma camara de Weyl C, denotamos por C° o conjunto de A € h* que estdo longe das
paredes, tal que R\ € C.

Lema 6.1.12. Sejam A € b*, u € P(F) e C uma cimara de Weyl. Se R\ € C e
2¢1 || pl|< (RN E), entdo RA+ € C.

Demonstracao. Temos que,

A(RN, R+ ) =[| RA = (RA+ ) [|=[] 2 ] -

o0l
(0, @)
A(RA, RA + ) =[| p 1< 261 || o ll< d(RA, =),

Como ¢; = sup,ex + 1> 1, temos

Logo, d(RX, RA + ) < d(RA, Z) e como R € C concluimos que RA+p € C. O

Seja A € h*, denotamos a seguinte afirmagao por A(M):
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e Afirmacgao A(\): Se A € h* e L(\) € JH(M(N)), entao existe uma sequéncia de

elementos de IT* ligando X' com A.
Nosso objetivo é provar que A(\) é verdadeira, para todo A € h*.
Lema 6.1.13. Se R\ € C+, entdo A()\) é verdadeiro.

Demonstracio. Seja X' € h* tal que L(\) € JH(M(XN)). Assim, A < X e existe w € W
tal que A = w\'. Dal,

RN =N +SWN =) =X -Xe Q, Chp,

isto 6, SN =) =0e RN — \) € Q. Isso significa que RA < RN

Além disso, como
R+ SX =X = w)N = wRN + w3\

temos, pelo Lema 6.1.11,
RN = wRN, I\ = w3 N.

Como RMA € CF temos que RN = w™'RA < RA. Logo, R\ = RNV e, assim,
A=\, O

Lema 6.1.14. Se (A, u, F') € um triplo admissivel, entao L(A + pu) € JH(L(A\) ® F).

Demonstragio. a) Seja K o maior g-mddulo de M (\) distinto de M (A). Pela Proposicao
6.1.1, cada subquociente simples de K é isomorfo a L(v) com v € WAN (A — Q,). Em
particular, ¥ < A. Além disso, L(v) é um subquociente simples de M (v). Assim,

JH(K) C{L(v):ve WA v<A}tC |J JHM(v)) (6.9)

veEWA
v<AA

Se (11, ...,T,) é uma série de Jordan-Holder de K, entdao (T4 @ F,...,T,, ® F') é
uma série de composicao de K ® F', que pode ser refinada para uma série de Jordan-Holder
de K ® F, pela Proposicao 6.1.5 parte (2) (veja o Teorema 3.5 e o Lema 3.6 de [12]). Dali,
se N € JH(K ® F), entao existe ¢ tal que N = W;/W;,1, onde

E@F:WOleD"'DWSZE+1®F,

Wi/(Tip1 ® F)
Wi1/(Ti1 ® F)

¢é parte da série de Jordan-Holder de K ® F. Assim, N = , onde
Wi Wi LioF 1,

C C ~ ® F.
T ®F Tin®F Tia®F Ty

Logo, tomando S = T;/T;.; temos que S € JH(K)e N € JH(S® F).
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Por (6.9), existe v € WA tal que S € JH(M(v)), isto é, S = S1/55, onde
Sy C 51 C M(v). Logo, N = Ny/N,, onde

S ®F
Sy @ F

N2 CNl CS®F2<51/52)®F%
e, portanto, N € JH(M(v) ® F).
Pela Proposicao 6.1.5 parte (1), vemos que

JHK®F)c |J JHM(v+¢)).
s

b) Suponhamos que L(A + p) € JH(K ® F). Por (a), existe w € W e £ € P(F) tal que
wA < e

LA+ p) € JH(M(wA + €)) (6.10)
Definimos v = w™'¢ € P(F). Por (6.10) e pela Proposigao 6.1.1 temos

At pu<wh+E&=wA+wr =wA+v)

ApeWwr+§) =WA+v)
que contradiz a hip6tese de que (A, u, F') é admissivel.

c)Deb), LA+ pu) ¢ JH(K ® F). Pela Proposigao 6.1.5 temos
LOv+p) € JHMO) ® F).

Como

JH(M(\) ® F) = JH(L(\) @ F)|J JH(K © F)
segue que L(A+ p) € JH(L(\) ® F), provando o lema. O

Lema 6.1.15. Sejam (A, p, F') um triplo admissivel, e X' € h*. Se L(\) € JH(M(N)),
entio existe v € P(F) tal que LA+ p) € JH(M(N +v))

Demonstracao. Temos pelo Lema 6.1.14 que
LA +p) e JH(L(N) ® F).
Por hipétese, L(A) € JH(M(X)) e isso implica que
JH(LAND)®@F)c JHMN)® F)
e pela Proposicao 6.1.5

JHMN)oF)c |J JHMMN +v)).
veEP(F)

Portanto, L(A + u) € JH(M (N + v)). O
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Lema 6.1.16. Sejam C,C" camaras de Weyl, e \, N, u, i’ € b*. Suponhamos que:

e pehy WeP, NeWwk
e RN C, RA\+pucC;

e RN €', RN+ €.

Se (Y1, --y7) € uma sequéncia de elementos de IIT ligando N + p' com X\ + p, entdao

(Vs -y Yn) liga N com A.

Demonstragdo. Sejam

)\0 = )\/, )\1 = T’Y1)\07 )\2 = T'YQ>\17 cey )\n = r'yn)\n—l
e
vo =N+, 1 =1V, Vo =To,l1, ooy Uy = TopUp—1 = A+ [i.
Como Ry € C" e (y1,...,7) liga X + p/ com X+ p, temos vy > vy > -+ > 1, €,
assim, v; (H;M) é um inteiro positivo para ¢ =0,1,...,n — 1. De fato,

— R , — . / .
Vi — Vig1 = Vi — Ty Vi = Vi(H | )Yis1

Como v; — ;11 € Q4 temos que v; (Hﬁwl) € N.

Temos que 7,7, , - -7, transforma X em \; e X' + p/ em v;, isto é,

f— DEIEY f— DEEY /
Ai = Ty i1 Ty Ao = Ty i1 TV1)‘

Vi =Tyl TyyV0 = Ty Ty m " Ty (>‘/ + /~L/>
assim R\; e Ny; estdo em uma mesma camara. Além disso, \; — v; € P, dai \; (H%m)
é nao negativo. De fato, se \; — v; € P entdo (\; — v;) (H.) € Z, para todo a € II. Se
(N — 1) (H;m) =m; € Z, entao
)\1<H, ):mz—l—l/,(H’ )

Yi+1 Yi+1

Como Vi(H;m) > 0 e y; e \; estdo na mesma camara, concluimos que \; (H;i+ 1) > 0.
Consequentemente,

A=A > 2>\

Agora, seja w = 14,75, , -+ 7,. Como

w (RN + 1) = RwN 4+ ') =Ry, v, -y (N + 1) = Ry, = RN+ 1, (6.11)
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temos w(C’) = C e dai R\, = w(RN) € C. Por outro lado, como A € W), existe
w, € W tal que A = w,\, = w,w)'. Dai,

w A =w)\, isto é, w,'RA=wR\ € C.

Como R\ € C e w,'R\ € C temos R\ = w,'RA = wRN. De (6.11), wy' = p e como
w (N 4 ') = X+ p vemos que A\, = w)\ = \. Portanto, (v,...,7,) liga X' com \. O

Lema 6.1.17. Sejam A\, X' € b, p,pi' € hg. Se A > XN e A+ pu < N+, entao
fA=Xl<e(lpull+ 1)

Demonstragio. Se € € Q, — {0} entdo podemos escrever £ = Y- n,a, onde n, sao inteiros

0l a ]
(0, @)

nao negativos e que nao sao todos nulos. Como ¢; = sup,ey, ——-—— + 1 e para todo

a€ X, (6,a) >0 temos
o1l Fall< (s, a)

para todo a € Y. Logo,

Foll-NENs D nalldllllell< D naci(d,a) = ci(d, Y naa) = c1(d, €).

aEY aeX aeX

Dai, e da hipdtese A — X' € Q, — {0}, temos
O 1TA =A< er(d, A= X). (6.12)
Por hipétese, i — pu > X\ — X. Assim, escrevendo ¢/ — u+ N — A =Y k,a, com

ko € Z, obtemos (0, 1/ — p+ N — Ay = Y ko (0,a) > 0, isto é, (0, A — X) < (0, 1/ — p).

Combinando isso com (6.12) otbemos

[l IA=XNl<eldpw —p <co ol pll -+ 1),

concluindo a demonstracao. ]

Lema 6.1.18. Sejam A € b*, p € P e C uma camara de Weyl. Suponhamos que:

e RA\e (e
o 2¢; || pl[< d (RN, 2).
Se A(X + u) € verdadeiro, entao A(N\) € verdadeiro.

Demonstragio. Primeiramente, mostremos que a terna (A, u, F},) é admissivel. Sejam
weWerveP(F,) tal que wh < Aew(A+v) > A+ pu. Como p e wr sao pesos de F), e
dim F), < oo temos pela Proposicao 5.1.1 (2) que p, wv € P C bp.
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Pelo Lema 6.1.17, temos
A =wA < e ( pll + [ wv )
e, pelo Lema 6.1.10, || wv ||<|| p ||. Dal,

allpl+lTw ) <e(lwll+ 1 pl)=2ellnll<d®AE)

Logo, || RA — wRA [|<|| A — wA ||< d (RN, Z). Isso juntamente com o fato que £\ € C
implica que wRA € C. Assim, w = 1, contradizendo wA < A. Portanto, (A, p, F,) é

admissivel.

Agora, seja X € h* tal que L(\) € JH(M(N')). Como (A, i, F},) é admissivel temos,
pelo Lema 6.1.15, que existe /' € P(F,) tal que L(A + u) € JH(M (N + 1')).

Como A(X + p) é verdadeiro, existe uma sequéncia (7i,...,7,) de elementos de
IT* ligando X + p/ com A + p. Por outro lado, como L(\) € JH(M(X)) temos, pela
Proposigao 6.1.1, que X' € W, isto é, existe w’ € W tal que A = w’)\. Pelo Lema 6.1.10,

21 || ! |< 201 || 1 [|< d (RN, E) = d (RN, Z).

Consequentemente, se C’ é uma camara contendo R\, entao, pelo Lema 6.1.12, RN + ' €

C’. Portanto, pelo Lema 6.1.16, temos que (71, ...,7,) liga X com A. O]

Lema 6.1.19. Sejam A € b*, p € P, C uma camara de Weyl e v € IIT. Suponhamos que:

e 7 ¢ ortogonal a uma parede de C e (C,~y) < 0;
e RAcCe RN+ penr,C;

o 2¢ || ul|< d (RN Ep) para todo € IIT — {~}.
Se A(X + u) € verdadeiro, entao A(N\) € verdadeiro.

Demonstra¢io. Primeiramente, mostremos que a terna (A, u, F') é admissivel. Sejam
weWewrveP(F) tal que wh < A e w (A+v) > A+ u. Pela proposicao 5.1.2 (3) e pelos
Lemas 6.1.17 e 6.1.18 temos

I RA = wRA [ A —wA[[< e (| | + [ wv []) < 2¢0 || p[[< d(RA, Ep)

para todo 8 € IIT — {y}. Dai, e do fato que R\ € C, temos que w(RA\) € C ou
w(RA) € r,C.

e Se w(RA) € C, entao w(RA) = R\ e, assim, w = 1 contradizendo wA < A.
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e Se w(RA) € r,C, entdo r,w(RA) € C e assim r,w(RA) = RA, isto é, w = r,. Como
A= AH)y=rA=wh <\
temos que A\(H) > 0. Mas

2(RA,7)
L= RANH) = MH) >0
(v, 7) () = M)
e, assim, (RA,7) > 0, o que contraria as hip6teses A € C e (y,C) < 0.

Portanto, (A, u, F') é admissivel.

Seja X' € h* tal que L(\) € JH(M(X)). Como (A, p, F,) é admissivel, temos pelo
Lema 6.1.15 que existe p/ € P(F),) tal que L(A+ p) € JH(M(N + 1')). Em particular,
wePp.

Como A(X + p) é verdadeiro, existe uma sequéncia (71, ...,7,) de elementos de

IT* ligando N + p/ com A + p. Definimos

/
)\0 = )\ s )\1 = T’yl)\(h )\2 = T'YQ>\17 cey )\n = ’l”,yn)\nfl
e
!/ !/
=N+, 11 =Ty, Vo =TV, ooy Up =Tn Vp1 = A+ L.
Assim, 1, ..., 1, sdo congruentes médulo Q. De fato, temos que v; > v; 1, pois

(Y1, - +s7) liga X + g/ com A + p, dai temos que v; — v € Q4 C Q.

Notemos que \g—vp = X' —(N+p') = —p/ € P. Assim, considerando w; = 7., - - - 7y,
temos

Ni — v = wi(Ao — 1p) € P, (6.13)
pois A\g — 1y € P e P é invariante por W. Além disso,
Ai — Xic1 = (N =) + (1 = vimn) + (Wim — Aia).
Dai, e do fato que \; — v, v;_1 — \i-1 € Pev; — ;1 € P, temos que \; — \;_1 € P.

Logo, os elementos Ag, ..., A, sdo congruentes moédulo P.

Como L(X) € JH(M (X)) temos, pela Proposicao 6.1.1, que A € WX N (XN — Q,),
dai M e X\ também sao congruentes médulo P e existe w € W tal que A = w)'. Além
disso,

A= A=, = XN)+ (N =)
o que mostra que A\, e A\ sao congruentes médulo Q. Em particular, a aplicacao & tem o

mesmo valor em todos os pontos Ag, ..., An, Vo, ..., Uy, isto é,

%Vi = %)\z = %)\j,



81

para todo i e j. De fato, como \; —\; € Q@ C b, temos I (A; — A;) = 0 e assim S\; = I,
para todo 7, j. De forma andloga, como \;—v; € P C hg também temos que S (A; — ;) = 0

e assim Q\; = Q. Além disso, o valor 3); é fixado por r,,,...,7,,, pois para cada ¢

7’%%)\0 = %)\z = %)\0

Temos
2cr | wp' |< 2¢1 || pl|< d (RN, Zp)

para todo § € IIt — {v}. Consequentemente, pelo Lema 6.1.12,
RN+ wp' = RwN +wp' = Rw (N + )

pertence a C ou a r,C.

Suponhamos, inicialmente, que Rw (N + p/) € C. Assim, RN + ¢/ € w™'C. Como
A=w)\ eR)\ € C temos que RN = w™ IR\ € wC e assim NN, = w, RN e Rv,, = RA+p

pertencem a mesma camara, a saber r,C. Agora,
A = wp N = w,w A = (ww ) r A = w'ry A,
e assim, w'r,RA = R\, € r,C e isto implica que w’ =1 e, portanto, A, = r,A.
Como v € IT" existem nq,...,n; € Z, tal que v = nyay + - - - + nyoy e assim
MH)y = mAH,)ay + - + mA(H))ay.

Por outro lado,
)\(H;)'y =A—(\— )\(H;)’y) =A=1 A=A-), €09,

assim, A\(H))n; = m; € Z. Logo, se n; # 0, entdo A(H)) = m;/n; € Q. Assim,
A(H!) € QN Qy. Portanto, pela Proposigao 2.3.8, A\(H!) € Z.

2(R\
Por hipétese, A\(H) = u <0, logo 7 A > Xe (vi,...,7,7) liga X' com A,

(v, 7)
pelo Lema 6.1.16.

Suponhamos, agora, que Rw (X + ') € r,C. Assim, Rw (X' + ') e Rw,, (N + 1) =

R (A + p) estdo na mesma camara, dai w = w,, =1r,,7,, , - T4,, € cOnsequentemente,

_ I o
An = Ty Ty o T A= WA = A
Notemos que

@ Nivt — A =Ty A — A= )\i(H;iH)%H; €
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o )\, = w N = ww

Como R € C e 7,41 € IIT para todo i temos que \;(H. ) # 0 para todo i. Logo,

Yi+1
Ai > A1 ou \; < Ay para todo i.

Se \; > \;41 para todo 4, a prova esta concluida. Caso contrario, seja 7o 0 menor

inteiro tal que A\;;—1 < Ay,.
Mostremos que a sequéncia (Y1, ..., Yig—1s Yio+1» - - - » Yn, 7Y) liga X' com .

Em primeiro lugar, a sequéncia (71, ...,%,-1) liga A com \;,_;. Mostremos que

RAiy—1 € Ry;, estdo em uma mesma camara.

Temos
vi = wi(N + 1) = w N +wip = N+ wid

para todo i. Assim, v; — \; = w;u’ e
Vi —Vie1 = N Fwip’ — Nimg — w1’ < 0.

Em particular,

I Mo = wig 1= 1l wapd 1< e 1< 2 || el

>\i0 + w’io,u, S A'L'()—l + wio—ll’t/‘

Como \;, > \j,—1 temos, pelo Lema 6.1.17,
| Xio = Nig—1 IS cr([| wippt || + 1| wig—1t" []) = 2¢1 || ' [|< 2¢1 || ]

Agora, a bola fechada de centro R\;, e raio 2¢; || p || intercepta no méximo duas cdmaras.
Como Ry;, e R\;,—1 pertencem a essa bola, temos que Ry;, e N\;,_1 estdo na mesma
camara ou Rv;, e N\;, estdo na mesma camara. Isso segue do fato que R\, e R\, estao

em camaras distintas, ja que R\, = ry, ;1 (ou equivalentemente, RA;,—1 = 7, RA)).

Além disso, escrevendo 7; = 1., para todo i e w' =7y, - -1,41, temos

! /
A= Tn o Tig+1Ti0Tip4+1 " * 7“1)\ = w )\io

/ / /
At = Tn o Tigr1TigTiga1 - T1 (A + 1) = W',

e, assim, R\;; = 'R\ e Ry, = w1 (RA + p). Dai, e do fato que RX e R\ + p estdo
em camaras distintas temos que R\, e Rv;, estdo em camaras distintas. Logo, Rv;, e
RN;,—1 estdo na mesma camara. Assim, r;, transforma a camara contendo Rv;, na camara

contendo f\;,. Dai, valem as seguintes implicagoes

%)\ + H € T’YC = 9:Eyio = w/_l(é)%)\ + :u) € ’LU/_lT',yC = §R)‘io € T'iowl_lr'yc
= RA=w'R\, € wryw'r,C.
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Mas, R\ € C e, assim, w'r,w''r,C = C. Consequentemente, w'r;yw''r, = 1 e,
. / /71 . . 7 ~
portanto, r, = w'r;,w'~". Isso significa que 7, ¢ um produto das reflexoes r.,,...,r,, e
assim 7., (SA) = QA
A sequéncia (Viy41, - - -, Vn) liga v, com v,.

Como R\, e Ry, estdo na mesma camara, temos que R(r,A) e Ry, estao também

em uma mesma camara, pois v, = w'y;, e
/ /—1 / —1 !/ / /
TAA = Wripw A =wr,w WA, = WAy =W Nig—1.
Temos também
x _ _ Cx ) —
Sy =1 A) =S A+ p—1A) =X =7, SN+ S =0,
pois 7, SA = SA e p € P e, assim, v, — A € b,
Além disso, como
H = =
vii(H,))vi = vioa — 1y, Vi = Vi — Vi1 € Q,
e, por (6.13), v;_1 — \j_1 € P, temos que
/
Vip = Aig—1 = TigVig—1 — Nig—1 = Vig—1 — Aig—1 — Viofl(H%)%'o
temos que l/i_l(H%O) € Z. Como a sequéncia (Y41, - - -,7n) liga v4, com v, e
J— / JR—
TAA = Ty o T Ty A= T o T A1
temos que (Vig+1, - - -, 7n) liga Ajy—1 com r A
Temos
/ /—1 / / / /
A — A =wriw' " (W i) = A =wrig Ay —w' iy = w' (Ng—1 — Nyy) € Q,
pois A\j,—1 — i, € Q e Q é invariante por W. Temos também que

A=A = 7 (RA) 47 (SA) — RA— A
= 7,(RX) — RA,

pois 7, (SA) = SA.
Como (R, v) < 0, temos

Ty (RA) = RX = RA = RA(H))y — RA = —(RA,7)y € Qy,

e isso implica que ryA > A.

Portanto, (71, ..., Yig—1s Yig+1s - - - s Yn, 7Y) liga A com . O
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Lema 6.1.20. Seja C uma camara de Weyl. Se v € C entdo existemk € Nepec PNC
tal que kv € PNC e v+ peCP.

Demonstragao. Escrevendo v(H,, ) = m;/n; € Q com m; € Z, n;j € N, e k =ny---my
temos que kv € PN C.

Agora, tomemos wi,w},...,w; elementos, que sdo imagens por W, dos pesos
fundamentais, e que geram as paredes de C. Assim, tomando pu = p(w] + -+ - + wj), com
p € N suficientemente grande, temos que € PNC, v+ pu € Ced(v+ u, =) > 2cics, isto
é, v+pe P O

Lema 6.1.21. Sejam Cy e Cy camaras de Weyl com uma parede comum e tal que:

o FExiste v ortogonal a parede comum de Cy e Cy;
L4 <Cl7 7> < 0;

o Oy =1,C1.
Se v € Oy, entdo existe uy € P tal que v+ pu € CY.

Demonstragio. Como v € Cy, temos (v,7y) = r; < 0. Fixemos vy € Cy. Assim, (v5,7) =
ro > 0. Pelo Lema 6.1.20, existe k € N tal que kv, € PN 5. Fixemos um tal k£ com a
propriedade r; 4+ kry > 0. Temos

(v + kvo,y) = (v,7y) + k(va,y) =11 + kry > 0.

Logo, v + ke € Cy. Sejam dy = d(v9, =), do = d(v + ko, E) e d = min{d,, dy}. Tomando
n € N tal que nd > 2c¢;¢9 obtemos

p=nkro € PNCy e dv+p,Z) > nd > 2cics.
Logo, v + u € CY. O

Lema 6.1.22. Se A € um elemento de b* longe das paredes, entao A(\) é verdadeiro.

Demonstracio. Seja C' uma camara tal que R\ € C. Seja n o menor inteiro ndo negativo

tal que existem camaras Cy = C, C, ..., C, = CT com a seguinte propriedade:

(x) Parai=0,1,...,n—1, existe um elemento ~; de I ortogonal a uma parede comum
de C; e Citq, tal que (C;,y;) <0e Ciyq =1,,C;.

A demonstracao é por indu¢ao em n. Para n = 0, temos, pelo Lema 6.1.13, que
A(X) é verdadeiro.
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Suponhamos, por hipo6tese de indugao, que A(v) é verdadeiro para qualquer v

numa camara que tem a propriedade acima com k < n.

Pelo Lema 6.1.21, existe u € P tal que R\ + p € CY.

Sejam w),w), ..., w; elementos, que sdo imagens por W, dos pesos fundamentais, e

que geram as paredes de Cy = C de tal forma que wi,w),...,w;_; geram a parede comum
: = !/ !/ / /
de Cy e (. Assim, as paredes de C; sao geradas por wy,ws, ..., wW_q, Ty,W].

Para p um nimero inteiro suficientemente grande, temos
2er || o ll< d (RA + ple] + wh + -+ + wf_y), Za)

para « € IIT — {}.

Por outro lado, para quaisquer inteiros pq,...,p;—1 > 0, temos
RA+ prwy + -+ pw,_, € CF, (6.14)
RN+ p+ prw) + -+ pw)_, € CY. (6.15)

Para cada i € {1,2,...,1l} e todo v € h* longe das paredes, temos
2¢1 || Wi ||< 2¢109 < d(Rv, 2). (6.16)
Aplicando o Lema 6.1.18 sucessivamente obtemos
AN+ plwy + - +wi_y)) = A(N).

De fato, notando que a relagdo em (6.14) vale para quaisquer inteiros nao negativos

P1,---,Pi-1, usando a desigualdade em (6.16) e o Lema 6.1.18, temos as implicagoes

AA+pi+- Fwiy) = AQX+(p—Dwi +plwy+ - +wy))
= AQX+ (P - 2wt +p(wy + -+ wiy))
= ...
= AN +pwy+-+w_y))
= ...
= AA+pws+--+w_y))
= ...
= AN).

Como a relagao em (6.15) vale para quaisquer inteiros nao negativos pi, ..., p_1,

usando a desigualdade em (6.16) e o Lema 6.1.19, sucessivamente, como acima, temos

AN+ p+pw) +- - +w_y) = AN+ p(w) + -+ wj_y)).
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Finalmente, por (6.15), com p; = -+ = p;_1 = p, temos que
RA 4+ plwy + - +wj_,) € CY,

e como a camara CT é obtida de C} por n — 1 reflexdes com a propriedade (*) acima

temos, por hipétese de inducao, que
AN+ p+plef +-- +wy))
¢é verdadeiro, concluindo a demonstracao. O

Teorema 6.1.2. Se \, X' € b*, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. MO\ © M(X);
2. LO\) € JH(M(N));

3. existem yi,..., v, € IIT tal que N > 1y N > 1o,y N > oo >y oo ry X = A,

Demonstragao. Mostremos que (3) implica (1).

Definimos

_ / _ / _ _ !
A=A, M =1y N, oo Ay =T, A1 =T, T Ty A = A

Por hipétese, para todo 7, A;_1 > A;, isto é,
)\i—l(H;i)%' = Nic1 — Ty Aic1 = Ao — A € Oy

Assim, )\i,l(H; )y € Qr N Q. Pela Proposicao 2.3.8, )\i,l(H; )y: € Zy; e, portanto,

Ai—1(H],) € N. Aplicando o Lema 6.1.9 temos, para todo i, que M()\;) = M(r;\i—1) C
M(Ni1), ou seia,

M()\) = M(?”»yn)\nfl) C M(r’yn_1)\n72) c---C M(T’fyl)\o) C M()\()) = M()\/)

Portanto, M () C M(X).
Mostremos que (1) implica (2).

Como, por hip6tese, M(\) C M(N) temos que JH (M (X)) C JH (M(X)). Logo,
L(\) € JH (M(X) © JH (M(V)).

Mostremos que (2) implica (3), isto é, mostremos que A(\) é verdadeiro.

a) Seja C' uma camara tal que R\ € C. Pelo Lema 6.1.20, existe £ € PN C, tal
que R\ + € € C°. Assim,
RA+E+ (PNC) cC”
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Por outro lado, dado v € C, existe, pelo Lema 6.1.20, k € N tal que kv € PN C.
Assim, para p € N

1 k
1/—(§+k:y):y<1—>—§ — v, quando p — o0.
p p p

1 — — _
Logo, U (p) (f + (P N C’)) é denso em C'. Dai existem u € P N C' e inteiro n > 0 tal

peEN
que RA+p€C%e || RA— (1/n)u ||< 2673
1

b) Seja v € P(F),) tal que A + pu € W(A + v). Mostremos que existe um elemento

de W que transforma A\ em A e y em v.

Sejam wy, wy € W tal que w1C' = CF e wy(A +v) = wi (A + p). Como Ruw A € C+

temos
(0, RunA) > (0, RwaA). (6.17)
Como wyp € C™, temos que wy p é peso maximo de F),. Dal wyp > wqr e consequentemente
(0, wyp) > (0, war) (6.18)

Agora, (0, RwiA + wip) = (§, Rwa A + wor). Dad, temos a igualdade em 6.17 e 6.18, que
requer que RwiA = Rwo X e wip = wor. Além disso, SwiA = Swe\, dai wi A = wy, o
que prova nossa afirmacao.

c¢) Mostremos que (A, p1, F') é admissivel. Seja w € W e v € P(F},) tal que wA < A,
wA+v) > A+pe X+ peW(A+v). Entao

wR(n + DA < R(n+ DA, w(RA+v) > RX + 4.

Dal, e pelo Lema 6.1.17, onde substituimos A, X', u, ¢/ por R(n + D)X, wR(n + 1)\, —RnA +

1, —wRnNA + wr, respectivamente, temos
(n+1) [| R(wA = A) [[<a(| nRA—p || + || nRA = v ])

mas wA — XA € @ — {0}. Por (a),
C3 C3
1 < _— _— =
(n+1)cs cln261 + Cln201 nes

de onde temos uma contradicdo, que prova nossa afirmacao.

d) Suponhamos que L(\) € JH(M(X)). Por (c), e pelo Lema 6.1.15, existe
v € P(F,) tal que L(A+ p) € JH(M (XN +v)). Pelo Lema 6.1.22, existe uma sequéncia
(715 --+,7p) ligando X' + v com A + p.

Seja w € W tal que w\ = A. Entao, A +p € WX +v) = WA+ wv).

Por outro lado, R\ + € C e R\ € C. Por (b), existe uma camara C’ tal que
RA+wrv € ' e RA € C7, de onde RN +v € w (" e RN € wIC". Pelo Lema 6.1.16,

(715 -+, 7p) liga X' com A, concluindo a demonstracao do teorema. O
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Teorema 6.1.3. Se \ € b*, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. O g-mddulo M () € simples;

2. para todo o € IIT temos A\(H.) ¢ {1,2,...}.

Demonstra¢io. Suponhamos que exista a € I tal que A(H)) € {1,2,...}. Pelo lema
6.1.9 temos que M (roA) C M(X). Como 1o\ = XA — A(H.,)a # A, temos que M (r,\) é um

submédulo préprio e nao trivial de M (), mostrando que M () nao é simples.

Reciprocamente, suponhamos que M (A) nado é simples. Pela Proposicao 6.1.3,
existe p € h* com p # A tal que M (u) C M(X). Pela equivaléncia de (1) e (3) no Teorema
6.1.2, existe a € IT* tal que A > roA = A — A\(H])a, dai temos que A\(H]) é um inteiro

positivo. ]
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