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“There is a loneliness in this world so great
that you can see it in the slow movement of
the hands of a clock.

people so tired

mutilated

either by love or no love.

people just are not good to each other
one on one.

the rich are not good to the rich

the poor are not good to the poor.

we are afraid.

our educational system tells us

that we can all be

big-ass winners.

it hasn’t told us

about the gutters

or the suicides.

or the terror of one person

aching in one place

alone

untouched

unspoken to

watering a plant.”

Charles Bukowski, Love is a Dog from Hell

“Goodbye everybody, I've got to go
Gotta leave you all behind

And face the truth...”

Queen, Bohemian Rhapsody

“I've been working from seven to eleven every night

I said it kinda makes my life a drag, drag, drag, drag, Lord, that ain’t right
Since I've been loving you

I'm about to lose my worried mind

Said I've been crying, my tears they fell like rain

Don’t you hear, don’t you hear them falling...”

Led Zeppelin, Since I've been loving you.
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RESUMO

Deixado de lado durante anos na Mecanica Quantica, o Emaranhamento é
visto hoje em dia como uma fonte, um recurso a ser utilizado. Cabendo a
cada pesquisador aproveita-lo da melhor forma possivel. Usado para gerar
algoritmos mais eficientes, teleportar estados quanticos, e realizar tarefas
antes impossiveis, o emaranhamento pode ser um recurso ainda mais
estranho. Basta ver o fendmeno da catdlise, onde o emaranhamento extra
utilizado ndo é consumido. Aqui nosso objetivo é estudar um pouco mais
sobre a catélise em sistemas quanticos e obter uma maneira de dizer quais
estados sdo catalisadores em potencial.

Palavras-chave: Mecanica Quantica, Emaranhamento, Catalise, Majoragao,

Algebra Linear, Operadores.



ABSTRACT

Left aside for years in quantum theory, the entanglement is today a source, a
resource to be utilised. Each researcher should use it of the best way possible.
Used to generate faster algorithms, to teleport states and perform tasks before
impossibles, the entanglement may be a more strange source. Just watch the
catalysis phenomenon, where the extra entanglement utilized is not
consumed. Here our goal is studying just a little bit of catalysis in quantum
systems and get a way to say which states are potential catalysts.
Key-words: Quantum Mechanics, Entanglement, Catalysis, Majorization,

Linear Algebra, Linear Operators.
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Introducao

Simples: Vamos estudar a Catdlise de estados puros em sistemas qudnticos, e definir
Poderes Cataliticos para estados bipartites. Muito embora o tema seja claro e
direto, é necessdrio algum arcabougo tedrico para que, no minimo, a frase em
destaque faca sentido. Devemos primeiro entender o que significa catdlise,
estados puros, sistemas quénticos e estados bipartites. Feito isso deverdo ser
claras a motivagdo e a necessidade de se definir o “Poder Catalitico”.
Entender o significado desses termos quer dizer estudar um pouco de Fisica
Quantica, e é basicamente para isso que escrevemos o Capitulo 2. Esta é uma
dissertagdo de Matematica Aplicada, ou Fisica-Matematica, escrita para um
publico alvo que (infelizmente) talvez nunca tenha aberto um livro de
Mecanica Quantica, e é para esse leitor que o grosso do segundo capitulo é
escrito. L4, numa abordagem muito proxima aquela presente em [16, 22],
vamos dar uma pequena pincelada em Mecanica Quantica. Iremos desde os
postulados bésicos (numa visdo axiomatica), passando por assuntos centrais
como o emaranhamento, até topicos um pouco mais delicados, que nédo sido
usualmente vistos nos cursos regulares sobre o assunto, tais como critérios de
separabilidade, decomposi¢do de Schmidt e purificagdo. Palavras como
Oscilador Harmoénico, Pogos de Potencial, Func¢do de Onda, Métodos
Pertubativos, Espalhamento, Adigdo de Momento Angular, Bons Ntimeros
Quanticos... ndo serdo vistas por aqui, apesar de serem de interesse historico,
didéatico e fundamental para outras areas de pesquisa. Esse ndo é um texto
padrdo em Mecanica Quantica, para tanto citamos os usuais [2, 17, 12, 13, 14]
e o menos usual, mas 6timo [18]. Mas tudo isso ndo é suficiente, apenas
necessdrio. Para entender completamente o texto como um todo, tambem é
fundamental saber um pouco de Majoracao, e é com esse assunto que esta
dissertacdo se inicia. L4, numa maneira bem matematica (defini¢do, lema,

demonstragdo, exemplos, proposi¢do, demonstragdo, teorema, demonstracao,

ix



INTRODUCAO X

definicdo...), definimos a relacdo de ordem parcial que serd amplamente
utilizada no terceiro capitulo, mas além disso, tambem enunciamos vérios
dos lemas que serdo tteis nos capitulos que se seguem. Também definimos
matrizes duplamente estocésticas e (infelizmente apenas) enunciamos o
Teorema de Birkhoff.

Alguém poderia se perguntar porque comecamos com Majora¢do e ndo com
Mecanica Quantica, como seria de esperar. Por dois simples motivos:
Primeiro, veremos que a teoria da majoragdo entrard, sem ser convidada, mas
naturalmente, na se¢do destinada aos critérios de separabilidade. Segundo,
terminaremos o Capitulo 2 com uma pergunta que pode ser prontamente
respondida no Capitulo 3. Nesse tlitmo (central nesse trabalho) comegaremos
revendo o artigo [39]. Algumas perguntas podem surgir, e para aquelas que
vieram na cabeca do autor, serdo encontradas respostas, pelo menos parciais
em casos particulares. Os Poderes Cataliticos (parcial e total) serdo abordados
nas ultimas se¢des da dissertagdo. Concluimos o trabalho com algumas
palavras finais. Seguem tambem trés apéndices, a intencdo destes é ilustrar,
definir, ou mesmo discutir fatos importantes que ndo caberiam no corpo do
texto, mas que ndo poderiam ser deixados de lado. La vamos definir
Aplicagdes Completamente Positivas; apresentar a Calculadora para Catalise
(numa versdo beta); e por udltimo discutir um pouco de ndo-mensurabilidade.
Comentdrios Gerais: Quis deixar a dissertacdo o mais leve possivel, num
eterno didlogo com o leitor. Com notas de rodapé e comentarios entre
parénteses por todos os lados. Mas nem por isso a mesma perde a
profundidade ou mesmo o carater cientifico. Esta tudo aqui, organizado,
documentado, enunciado e em quase todos os casos provado. Apenas alguns
resultados foram enunciados sem demonstragdo, seja por questdo de espago
ou porque a prova demandaria muito mais defini¢des e lemas auxiliares que
fariam com que perdéssemos o caminho original. Todas as demonstracdes
tem alguma contribuigdo do presente autor, pelo menos no clareamento de
alguma passagem ou outra. Fiz um tremendo esfor¢o para que
demonstragdes ndo originais fossem vistas como tais (citando referéncias),
ndo me apossando dos créditos. Além disso, o texto é cheio de links, entdo
para aqueles que léem no computador, basta passar a seta do mouse sobre
um texto em azul e vocé serd levado diretamente para a pdgina certa.
Experimente o exemplo: Definicdo 1.1. Agora chega de blablabla e vamos ao

que interessa...



Capitulo 1
Majoracao

“Comparsion of two vectors quantities often leads to interesting inequalities...”
(R. Bhatia)

1.1 Introducdo

Mesmo sendo vaga a nogdo de “mais espalhado” ou “mais préximos”, dados
dois vetores x,y € R" podemos, com alguma boa vontade e muita intuicéo,
diferencid-los em termos do quanto suas componentes estdo “mais proximas”
ou “mais espalhadas”. Ndo surpreendentemente essa no¢do aparece numa
variedade de contextos e pode ser apresentada rigorosamente. O fato é que
essas situa¢Oes motivam a defini¢do de uma relacdo de ordem dada pela
sentenca “ x é majorado por y”, x < y.

Por exemplo, a desigualdade Y ; ¢(7) < YI' 1 8(vi), Vy € R", t.q. 7 =
% Y. 1y é verdadeira para todas fungdes convexas' g : R — R. Podemos
entdo nos perguntar quais sdo as condi¢des necessarias, e suficientes, para
que Y, g(xi) <YL, 8(yi) seja verdadeira quaisquer que sejam as fungdes
convexas. De fato® afim de que dados x,y € R" tenha-se Y[ ;g(x;) <
Y 18(i), Vg:R — R convexa, é necessario e suficiente que x < y.

Nao s6 em Matemadtica Pura, mas mesmo em Economia, onde é necessaria
uma comparacdo entre aquilo que é recebido com aquilo que é possuido,

usa-se a relagdo de majoragdo. Além disso, veremos que a nogdo rigorosa

Lembre-se que um conjunto X € V é convexo quando tx+ (1—-fly e X,Vx,y e X, t €
[0,1] e que uma fungdo f: X — IR, com dominio no convexo X, é convexa quando f[tx + (1 —
By < H(x) + (- O£ (), Vx,y € X, e t € [0,1].

*Veja [3].



CAPITULO 1. MAJORACAO 2

de “mais espalhados” ou “mais préximos” também é utilizada em Mecéanica

Quantica.

1.2 Defini¢des
Comegaremos com a seguinte defini¢do:

Definigdo 1.1. Sejam x,y € R" vetores arbitrdrios e x* € R" um vetor cujas
componentes sdo as componentes de x reescritas em ordem ndo-crescente. Entio
x é majorado por y, e escrevemos x < Yy, quando 25'(:1 xil < Zi'{:l yl.i, Vk e

{1,2,3,...,n — 1} com a igualdade verdadeira se k = n.

Proposic¢do 1.2. A majoragio é uma relagio reflexiva e transitiva sobre R". Além

disso é simétrica3 sobre (R™)*.

Demonstragio. Sejam x,y,z € R" arbitrérios.
i)
Como x* = x}, entao ¥ ; xl-i=1 =y, xiizl, V k € I, com a igualdade

verdadeira se k = n. Portanto x < x.

if)
Suponha que x <y e y < x, entdo:
x% < y% < x%, donde x% = y%. Logo x%—i—xﬁ < y%—kyﬁ <

x% + xﬁ, portanto xﬁ = y%. Prosseguindo obtemos xii = yii, V k € I,,, donde

xt = yi.

iii)
Suponha que x <y e y < z, entdo:
Seja k € I, qualquer. Como x <y e y < z, entdo Zi'(:l x; <

Zile yl.i < Zile zl.i. Além disso Y} ; xii =Y, yii =y, zii. Portanto x <
Z. O
-Exemplos-
1)
11 1 1 1 11
(E, E,,E) < (m,..., m,o) <. =< (5, 5,0,...,0) < (1,0,,0)

3Como veremos mais a frente, esta proposicdo garante que a majoragdo é uma relagao de
ordem parcial sobre o conjunto dos estados quénticos.



CAPITULO 1. MAJORACAO 3

2)
(0.4,0.4,0.1,0.1) £ (0.5,0.25,0.25,0) e (0.5,0.25,0.25,0) 4 (0.4,0.4,0.1,0.1)

3)

(0.4,0.4,0.1,0.1) ® (0.6,0.4) < (0.5,0.25,0.25,0) ® (0.6,0.4)

4)
(0.5,0.4,0.1) < (0.6,0.33,0.07)

Definicdo 1.3. Seja V" = {x = (x1,x2,..,x,) € R"; Y 10 = 1lex; >
0, Vi € I,} C R" o simplexo de probabilidades.

Lema 1.4. Seja x € V" arbitrdrio, entdo (l %,..., %) <x,ex=<(1,0,0,..,0).

n’

Demonstragio. Sem perda de generalidade suponha que x esteja ja ordenado
de forma ndo-crescente. Além disso para fixar as ideias suponha que x;, > 0.

Vamos mostrar a primeira afirmagdo, a segunda é trivialmente satisfeita.

11
nrn’cc

X1+ +x,1ogo 1= Y0 0 =20+ X+ X0 F b X < Dbt
xp, donde x; 1+ ...+ x, > 1 —% = ”T*l Como x1 > ... 2 X > Xj11 2> ... > Xy,

Suponha, por absurdo, que ( 1y £ x, entdo existe 1 € I,_1, t.q. % >

entio Ll < x4 .4 xp < (n—Dxpp, logo x1 > x> > x> x4 > 1,
portanto x1 +x2 + ... +x; > % + ...+ % = L um absurdo. O

n’
Definicdo 1.5. Sejam x,y € R". Dizemos que x é (fracamente) submajorado por y,
e escrevemos x < Y quando Zi'{:l xl.i < Zi'(:l y}, Vke{1,23,..,n} Analoga-
mente, se x,y € R" e x! € R™ é um vetor cujas componentes sio as componentes de

x reescritas em ordem ndo-decrescente, entdo dizemos que x é (fracamente) supermajo-

rado por y, e escrevemos x <y, quando Zﬁ»‘zl xl.T > Zﬁ‘:l y?, Vke{1,23,..,n}

Proposicdo 1.6. Sejam x,y € R" entdo:
1. X < Y se esomentese, Y4 (x;— )T <Y (yi—t)T, VieR;

2. x <Yy se, esomentese, Y (t—x;)T <YI (t—y)t, VieR
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Demonstracido. 1)
=)
Suponha que x < V.
Seja t € R arbitrério, entdo:
Se t > x%, como x+ estd em ordem nao-crescente, entdo t >

x% > xﬁ > > xi, donde 0 = (x; —t)*, Vi € I, portanto 0 = Y} ;(x; —

Se xy,, <t <xp, k€ I,_1, entdo:
Yo 1(xl—t)+—2 (x _t>+_2 1x _kt<21 1y -
SN ES Y (7R

(=)
Suponha que Y 4 (x; — )t <Y (yi—t)*, VieR.
Se t = Vi/ entio YL (yi— )" = X5, (yf —t) = Th y) —
Por outro lado Y5, x l =yk (x -t <yr (xli -t = i:l(xi -
t)*. Como Y ;(x; — t)+ <Y' (yi—t)7F, Vt€R,entio Y5, xﬁ’ —kt <
Zl 1 1/1 kt, V k € 1;. Portanto x < y.

2)
(=)
Suponha que x <“ y. Seja t € R arbitrario.
Se t < xI < xg < .. < xZ, entdo t —x; <0, vV j € I, donde
Lyt x) T =0 < T (- )t
Se xz <t < xZH, k € I,_1, entdo xj < .. < xZ < t

xZH <. <x, portanto Y/, (t —x;)T = Z (t—x ) = kt — Zl 1%
- e 1% T < T(t—y)™

<
I <

(=)
Suponha que Y ' ;(t—x)* <Y (t—y)t, VieR
Se t = yz, k € I, entio Y (t—y;)" = Zﬁ-‘:l(t—y?) =
): 1y Por outro lado kt — Z 1x = 2 1 (F— xlT) < Zile(t—x?ﬁ <
(t—x<) portanto kt — Z 1xT < Yyi (t—x)* <yb (f_]h)+ =
kt —Zl 1%, logo Z 1 xT > Zl 1]/T Como k € I, é arbitrério, entdo x < y.
O
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Lema 1.7. Sejam x,y € R" arbitrdrios. A fim de que x < y é necessdrio e suficiente
que Y (x; — Bt < Yisg (yi— b, VteRe Yis1Xi =Yg Vi

Demonstracdo. (=)

Suponha que x < y.

Como x <y, entdo Y 1% =Y/ 1y e x <o y, logo Y 4 (xi—1)T <
Yia(yi—t)", VEER.

(=)

Suponhaque Y/ ;(x; — )T <Y (yi—t)T, ViteRe Ll xi =Y v

Como Y! (xj—t)" < Y!',(yi—t)", Vt € R, entdo x < y, donde
2;‘:1 x} < 22‘21 yii, Vke{1,23,..,n} Além disso, como Y} ;x; =Y Vi,
entdo x < y. O

Antes de prosseguir, vamos fazer uma pequena parada e definir um novo
conceito que ajudard na vizualizacdo “geométrica” da afirmagdo x < y. Nosso
objetivo é mostrar que se x < y, entdo podemos obter x apenas permutando

e multiplicando as componentes de y numa forma bonitinha.

Defini¢do 1.8. Uma matriz quadrada D € M, (R) é (simplesmente) Estocdstica
quando todos os seus elementos sdo ndo-negativos e cada linha tem soma igual a
unidade. Se em adi¢do a ser Estocdstica, cada coluna de D tem soma igual a um,

entdio dizemos que a matriz D é Duplamente Estocdstica.

Defini¢do 1.9. Uma matriz quadrada P € M,,(R) é uma Matriz de Permutagio
quando cada linha e cada coluna tem uma iinica unidade e todas as outras entradas

nulas.

Segue diretamente das defini¢des acima que toda matriz de Permuta-
¢do é uma matriz Duplamente Estocéstica, e que toda matriz Duplamente
Estocastica é (simplesmente) Estocastica.

-Exemplos-

1)
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O exemplo trivial (e recorrente):

1 0 0
0 .. 0
]]_ pum—
0
0 0 1

2)
Seja T : R" — R" uma aplicagio linear dada por T(ey) =ej, T(e;) =er e
T(e;) =e;, Vi€ I, —{1,j}. Portanto:

0 1
0 0
[T =
1 0 0 0
00 01
3)
11 1
11 1 1 1
11 .1
Note que a matriz D acima é Duplamente Estocdastica, mas ndo é de
Permutacao.
4)
10 0
10 0
A =
10 .. 0

Ja a matriz A, no exemplo 4) é Estocastica, mas ndo é Duplamente Esto-

céstica, e muito menos é de Permutagéo.

Lema 1.10. Sejam P,Q € MR matrizes duplamente estocdsticas. Afirmamos que

T = PQ é duplamente estocdstica.
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Demonstragio. Como Py, Q;; > 0, Vi,j € iy, entdo Tj; = Yi_; PpQy =
Pi1Q1]‘ + PiZQZj + ... +Pinan >0, Vijé€ I,. Alémdisso, Z?:l Tij = Z?:l Zzzl
PpQrj = Lo (X Pr)Qij = 1- 241 Qkj = 1, Vj € I,. Analogamente
27:1 Tjj = Z?:1 Yi—1 PxQij =1, Vi€ I,. Portanto T é duplamente estocas-
tica. 0

Proposi¢io 1.11. O conjunto © = {D € My, (R); D é uma matriz duplamente

estocdstica} é um conjunto convexo.

Demonstragio. Sejam P,Q € ® e t € [0,1] arbitrarios.
Defina T = tP + (1 —t)Q. Basta mostrar que T é duplamente estocéstica.
Como P;;,Q;j >0, Vi,j€ I, et €0,1] entdo Tj;; = tP;; + (1 —t)Q;; >
0, Vi,j€ Iy Alémdisso Y' ) Ty = Y0l (1P + (1= 1) Qi) = t i Pj+ (1 —
B Yo Qij=t+1—t=1,Vje I;,. Analogamente Z;-‘Zl Tij=1Vj€ L.

O

Para terminar nosso pequeno pit stop enunciamos o teorema de Birkhoff[4]:

Teorema (Birkhoff) 1.12. As matrizes de permutagdo constituem os pontos extre-
mais do conjunto das matrizes duplamente estocdsticas. Além disso, o conjunto das

matrizes duplamente estocdsticas é o fecho convexo das matrizes de permutagio.

1.3 Alguns Lemas importantes

Come(;aremos com O:

Lema 1.13. Sejam x = (x1,%2,...,%Xn), ¥ = (Y1,Y2, -, Yn) € R", t.q. y1 > yp >
v > Yn. Seja X = {x1,..,xn}. Afimdeque x <y énecessirio e suficiente que
maxxycx, | x/|—=1{ Lxext Xi} < Yy, Y1 € I,_1, com a igualdade verdadeira se

| =n.

Demonstragio. (=)

Suponha que x < y.

Como x < y, entdo Ele xil < Zle y}, Viel,1e x% bt x) = y1+
o+ Yn. Seja I € I, 1 qualquer, como maxy:cx x/|—i{Lyex’ Xi} < 2521 xl,il

. I oy
entdo maxycx,x/|—{Xxex Xi} < Lo X7 < Licq Y-
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(=)

Suponha que X1 + .. + Xy = Y1 + . +Yn € maxycx x=i{Lxex Xi} <
Yiq i V1E L.

Em particular Y_, xl.i <Y ,y, V1€, Donde x < y. O

Lema 1.14. Afim de que x <y € necessdrio e suficente que x = Dy, t.q. D é uma

matriz duplamente estocdstica.

Demonstracido. (<)

Suponha que x = Dy.

Como D é duplamante estocdstica, o teorema de Birkhoff garante que
existem uma distribui¢do de probabilidade (p1, p2, ..., pm) € matrizes de per-
mutagdo Py, P,,..., Py t.q. D = Y", piP;. Portanto x = Y/ p;Piy. Como
Py <y, Vj€ Iy entdo x =Y 2, p;Piy < y.

=)
Suponha que x < y. Sem perda de generalidade suponha que x = x* e
y=y"
Inducdo em n.
i)Sen=1,
Comon=1e x <y entdo x =y =1y.
ii) Suponha o resultado vélido para x,y € R¥, logo:

Sejam x,y € R, tq. x <y. Como x < y, entdo x; <
y1- Defina | = {1 € [ty — {1}, vi < x1 < y1} # D. Seja jo = min],
entdo y;; < x1 < yy, portanto 3t € [0,1] t.q. x; = ty; + (1 — t)yj,. Defina
D' : R — R! dada por D' = 1+ (1 — )T, T a permutagio que
troca a primeira com a j-ésima entrada. Portanto D'y = D'(y1, ..., Yx11) =
(W1, Y2,Y3, - Yjo—1, tYjy + (1= Y1, Yjgi1s - Yit1)-

Defina x' = (x2, ..., Xk11) e ¥ = (y2,Y3, - Yjp—-1,tyjy + (1 —
BY1, Yjy+1, - Yks1)- Afirmamos que x' < y/, portanto existem uma distri-
buigdo de probabilidade {pj, ..., p},} e matrizes de permutagdo Pj, P, ..., P,
tq. X' =YL p;
soes de Pj, Pj, ..., P}, D’ naturais que atuam trivialmente na primeira entrada.

Ply’, logo x = YI"; piPiDy, onde Py, P,, ..., Py, D sdo exten-

Como o produto de duas matrizes duplamente estocdsticas é uma matriz
duplamente estocéstica, veja Lema 1.10, entdo o resultado é valido para k + 1.

Como x < y, entdo Y"1 x; < Yy, Vm € Iryq e
Y < Yy Além disso v = (y2,3, Y1 — X1+ Yjpr s Yi1). Como

i
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Yio < x1 < 11, entdo —Yio > —X1 2 —Yi, donde V1 -|-ij — X1 2 Yipehn +
Yj, — X1 < y1, portanto, com a = y1 +Yyj, — x1 tem-se que y; > a > yj, =
Yjo+r1 = - = Yky1- Como jo = min], entdo y1 > .. 2 yjp-1 >4 > Yjy = .. =
Yie+1-

Seja m {1,2,...,j0 —2}, como Y > .. > Yjo—1 > x1 2
Xp > .. > X, entdo Y' x; < Y yl. Por outro lado, se m € Ii, en-
~ r_ +1,, _ yjo—1 _
to YLy = Lilo ¥i = Lilp Vit yiyj — i+ L0 = By =
ity xi—x =L, x1 = Lty ).

O
Coroldrio 1.15. O conjunto T(y) = {x € R"; x <y} é convexo, Vy € R".

Demonstragio. Sejam x,z € T(y) e t € [0,1] arbitrarios. Defina { = tx + (1 —
f)z.
Como x,z € T(y), entdo o Lema 1.14 garante que existem matrizes

Dy, D, duplamente estocdsticas t.q. x = Dyy e z = D,y. Portanto:
(=tx+(1—t)z=tDyy+ (1 —t)D,y = [tDx + (1 — t)D;]y.

Por outro lado, o conjunto das matrizes duplamente estocéticas é convexo,
logo D = tDy + (1 — t)D; é duplamente estocastica. Entdo { = Dy, D
duplamente estocdstica, donde ¢ € T(y). O

Corolario 1.16. Sejam x,y € R". A fim de que x < y é necessdrio, e suficiente
que x = Yy piPy, t.q. (p1,p2, ..., Pm) € uma distribuicio de probabilidade e

Py, Py, ..., Py, sido matrizes de permutagio.

O Corolario 1.16 garante que se x < y, entdo x vive na envoltéria convexa

da 6rbita de y sob o grupo das matrizes de permutacéo [5].

Coroldrio 1.17. Sejam x,y € R". Se x < y, entido x ® z < y @ z, qualquer que
seja z € RF,

O Lema acima vai se mostrar importante no decorrer do texto. O fato a

ser ressaltado é que a “volta” dele ndo é, em geral, verdaderia.

Demonstragio. Sejam x,y € R" ez € R* arbitrérios, t.g. x <y, entdo:

O lema 1.14 garante que existe uma matriz duplamente estocds-
tica B t.q. x = By. Como 1 é duplamente estocastica, entdo B ® 1 é tambem
duplamente estocéstica, logo x = By = x®z = (B® 1)y ® z. Portanto
xRz <Yy®z. O
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Defini¢do 1.18. Sejam H, K dois operadores auto-adjuntos, e A(H) o vetor con-

tendo todos os auto-valores de H. Dizemos que H < K quando A(H) < A(K).

Teorema 1.19. Sejam H,K operadores auto-adjuntos sobre C". A fim de que
H < K ¢é necessdrio e suficiente que existam uma distribuicdo de probabilidade

(p1, P2, s Pm) € matrizes unitdrias {Uy, Uy, ..., Uy} t.g. H = Z}”:l p]-UjKU;‘.

Demonstracido. 4 (=)
Suponha que H < K.
Como H, K sdo auto adjuntos, entdo existem bases ortonormais de C",
{ur, ug,...,un} e {v1,02,..., v}, t.q. H=Y | A(H)jujui e K=Y ; A(K);v;v}.
Além disso, como H < K e portanto A(H) < A(K), entdo existem uma dis-
tribui¢do de probabilidade {p,; m € S C S} e matrizes de permutagdo
{Pr; 1€ S C Sy}, tqs AMH) =Y res prPrA(K).

Para cada 7w € S defina U,; = Z}Ll ujvjr(].), logo:

n n n

UUuz: = Z ujv;‘r(].) Up(Ui = Z U7 On(iym(j) = Zu;‘ui =1, Vres,
i,j=1 i,j=1 i=1

e analogamente

Uil, =1, Vr € S.

Portanto,

T=)Y pUKU;=) pnujv*n(j)Kvn(i)u? = Z'pnv;(j)Kvn(i)uju;‘.

mEeS T,5,1 0,1
Como K = E?:l )L(K)ivl*?];f, entdo Urr(j)KUrr(i) = Z?:l )\(K)lén(]’)lén(i)l = /\(K)rr(z)
On(j)n(iy donde T = Yoo i pad(K) n(iyOn(iyn(yjtti = Lomi PaA(K)iuiuf. Por
outro lado, como A(H) = Y5 prPrA(K), entdo A(H)j = Lres prA(K)

portanto T =Y} ; A(H)juju;‘ - H.

i

(=)

Suponha que exista uma distribui¢do de probabilidade {p,} e operadores
unitdrios {Ux} t.q. H = Y cscs, PrUKU}, além disso seja {uy, ..., 1, }
uma base de auto-vetores de H, entéo:

A(H)i = ) pruf UnKUsu; = Y prA(K)j uf Urv; viUnu; = ) Hu?‘llﬂijz/\(K)j.
7T 7'[[]'

,j

4Uma demonstragdo alternativa, numa roupagem que agradard muito mais aos fisicos, pode
ser encontrada em [22].

5No espirito de [6], cada 7w € S C S, representa uma permutagao nos indices dos vetores,
portanto PrA(K) = (A(K) 1y, s AK) n))-
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Defina Djj = Yres prlluj Urvjll?, ¥V i,j € In, entdo A(H); iy DyA(K);,
donde A(H) = DA(K). Afirmamos que D é duplamente estocdstica, portanto
o lema 1.14 garante que A(H) < A(K), logo H < K.
Como pr >0, VmreSe Hu;‘Unijz >0, Vi,je I, entdo
Dj; >0, Vi,j € I. Além disso, };_1 Djj = Y res Yimq Pr i Ur; v]’-‘u;;ui =
Yres PHU;'FU;( i1 Uikl )0j = Yres an;fufrunvj = YLrespn =1, Vj€ In
Analogamente 27:1 Dijj=1, Vi€ I.
O

E claro que a Teoria da Majoragdo nao se resume a meia-duzia de Lemas,
Teoremas e Proposic¢des. Ela é uma subarea da Matematica Pura por direito, e
existem grandes textos dedicados inteiramente a esse ordenamento parcial
[4, 7]. Os resultados acima demonstrados sdo necesséarios (suficientes?) e serdo
amplamente utilizados nos préximos capitulos desta dissertagdo. Podemos
agora prosseguir com nosso caminho e adentrar no maravilhoso mundo da

Mecénica Quantica.



Capitulo 2

Um pouco de Mecanica Quantica

“Quantum physics makes me so happy... It’s like looking at the universe naked.”
(Sheldon Cooper)

Nesse capitulo vamos discutir os postulados bésicos da Mecanica Quantica.
Nao abordaremos aqui muito dos assuntos que sdo usualmente encontrados
em livros padrdes na area [2, 12, 13, 15]. Estamos mais interessados nos
conceitos de Estados, Testes, Medicoes, Emaranhamento, Estados Reduzidos,
Purificagdo e Decomposi¢do de Schmidt, além claro de suas implicagdes e
aplicacdes. Esse capitulo é uma condicdo necessdria para que nao so as segdes
seguintes, mas a motivagdo desta Dissertagdo, sejam entendidas. O ponto de

vista adotado aqui é parecido com aquele visto em [16, 22].

2.1 Postulados Basicos da Mecianica Quantica

2.1.1  Qubits

Na Mecanica Cléssica [1] o estado de um sistema é representado por um
ponto no espaco de fase. Iremos adotar provisoriamente a seguinte defini¢do

para um sistema governado pela Mecanica Quantica:

Axioma 2.1. Para cada sistema quantico estd associado um Espago Vetorial H sobre
o corpo dos complexos, dotado de produto interno® e completo, chamado de Espago de

Estados®. O estado de um sistema é representado por um vetor normalizado ¥ € H.

*Por razdes historicas produtos escalares em Mecanica Quantica sdo lineares na segunda
entrada.
*Veja que néo dizemos qual espago vetorial é esse. Apenas dizemos que ele existe!

12
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Existe uma nota¢do mnemonica devida a Dirac que iremos usar por todo
o texto e que é padrdo na maioria dos textos envolvendo Mecanica Quantica3:
Para Dirac, o estado do sistema é representado por um vetor |¢) € H (1é-se
ket psi), e tdo importante quanto os kets e o espago H é o seu dual H' = {I :
H — C;l é linear} . Fixado |¢) € H podemos definir o funcional linear

fazer produto interno com |¢) por:

Pliyy (19)) = {l¥), |¢)), ¥ ¢ € H.

Vamos fazer Pl = (| e escrever Pl (|9)) = (¢ll) = (¢l¢) =
(lp),|¢)). A aplicagdo que acabamos de definir é conhecida como bra psi.

A um conjunto de alternativas classicamente distintas serd associado um
conjunto de vetores ortogonais em H, logo a dimensao do espago de estados
estd diretamente associada com o ndmero dessas alternativas.

Na teoria clédssica da informag¢do um Bit é a menor unidade de informacéo
que pode ser armazenada e transimitida de uma fonte para um receptor,
assumindo somente dois valores possiveis: Zero ou Um, Mais ou Menos, Sim
ou Nao, Para cima ou Para baixo, Com corrente ou Sem corrente... A situagéo é
andloga quando tentamos passar informagdo usando sistemas que sdo regidos
pela Mecénica Quéantica. Agora qualquer sistema com espago de estados
de dimensédo igual a 2 realiza um bit quantico* (qubit) e devemos sempre
observar qual sistema estd sendo usado para transmitir informacao, como o
receptor receberd a informacgdo passada, como o envio de informagao sera
feito, quais sdo as influéncias externas e se elas sio ou néo controlaveis. Vérios
sdo os sistemas que realizam qubits: Spin dos atémos de prata no aparato de
Stern-Gerlach[2], Polarizagdo de fétons[2] ou ainda um Experimento de fenda
dupla[17].

Mesmo sabendo como representar um estado e que um conjunto de alter-
nativas cldssicas distintas estd associado a um conjunto de vetores ortogonais,
ainda nado sabemos por exemplo como confirmar que um sistema estd ou ndo
num dado estado (ou que um qubit estd ou ndo no estado inicial de interesse).

Logo precisamos definir a no¢do de medigédo ou teste.

3Existem 6timos livros sobre Teoria Quéntica, que ndo usam a notagdo de Dirac, veja:
[18, 19, 24]. Aqui mantemos a notac¢do simplesmente pela tradigdo!
4Por isso nos interessam somente os espagos vetoriais de dimenséo finita!
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Axioma 2.2. Para um teste B com alternativas classicamente distintas a e b associa-
se a uma base ortonormal de H, B = {|a), |b) } . Aplicar um teste pode ser visto como

decompor um vetor na base, para em seguida selecionar apenas uma das alternativas.

Assim se estamos interessados em aplicar um teste B com duas alternativas
classicamente distintas a e b entdo, |¢) € H = |¢) = a|a) + A|b); a, A €
C. Os escalares a ¢ A foram chamados por Feynman de amplitudes de
probabilidade5, |a|?> é a probabilidade de que no teste B obtenhamos o
resultado rotulado por a e |A|?> é a probabilidade que no mesmo teste B

obtenhamos o resultado rotulado por b.

Proposicdo 2.3. Seja B = {|a),|b)} uma base ortonormal para o espago de estados,
entio H > |¢) = ala) + A|b) = [a> + A2 =1.

Demonstragio. Seja dado H > |¢) = ala) + Alb), entdo 1 = (|), |¢)) =

(ala) + A|bY,ala) + A|b) ) = &a(la),|a)) +&A(|a), |b)) + Aa (|b),|a))+ AA
(b), b)) = &> + |A]> = [a> + |A]* = 1. 0

Ja sabemos como representar um estado, como fazer medi¢des nesse estado
e também como prever probabilisticamente quais resultados sdo possiveis
num experimento. Mas ainda resta uma dtvida: “Apés um experimento que

discrimina entre duas alternativas distintas, para onde vai o sistema?”.

Axioma 2.4. (Reprodutibilidade.) Seja B um teste com alternativas classicamente
distintas a e b, com uma base p = {l|a),|b)} associada. Apds a medicio, se o
resultado obtido foi a, entdo o sistema passa a ser descrito por |a), se o resultado

obtido foi b, entdo o sistema passa a ser descrito por |b).

Sejam B um teste que discrimina entre as alternativas a e b e |¢) =
ala) + Alb) o estado do sistema antes da realizacdo da medi¢do. Suponha
que o resultado b foi obtido. Logo depois do teste o sistema é descrito
por |¢) = |b), portanto se realizarmos 0 mesmo teste novamente sobre esse
mesmo representante do sistema, a defini¢do 2.4 garante que sempre vamos
obter o resultado b com 100% de certeza. Contudo se realizarmos o mesmo
teste em outro representante do sistema podemos obter ao invés do resultado

b o resultado a [2].

5Diferentemente da Mecanica Estatistica [21], a Mecanica Quéntica é uma teoria probabilistica
a priori.
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2.1.2 2 Qubits

Podemos agora dar um passo além e discutir sistemas formados por duas
partes. A motivagdo natural é poder trabalhar com dois ou mais bits quanticos

simultaneamente.

Axioma 2.5. Sejam A e B dois sistemas regidos pela Mecanica Qudntica, com espago
de estados Hy e Hp tais que dimH, = n e dimHp = m, entdo o espago de estados

conjunto é Hy ® Hp.

Portanto, se {|a1),|az),...,|ay)} é uma base ortonormalde Ha e {|b1), |b2),
<y |bm)} € uma base ortonormal de Hp, entdo {|ay) ® |by),|a1) ®|b2),...]a1) ®
|bm), |a2) @ |b1), |az) & |ba), ..., |an) @ |bm)} é uma base ortonormal de Hy ®
Hp. Logo a dimensdo de Hy ® Hp é nm. No caso de bits quanticos cada
espaco de estados tem dimens&o igual a dois, portanto o sistema conjunto tem
dimens&o igual a 4 e usaremos a base computacional® {|00),]01),[10), [11)}.

Apesar de Hy ® Hp ser gerado por vetores [a;) ® |b;), esse espago ndo se

restringe somente a esses casos’. Citamos por exemplo os seguintes estados:®

L
"V
¥ =

V2

Ainda temos a associacdo entre alternativas distintas e vetores ortogonais

) (100) [11)); (2.1)

(|01) = [10)). (2.2)

em H, mas agora pode acontecer que o nliimero de alternativas classicamente
distintas seja menor que o niimero de vetores ortogonais, logo pode ocorrer
que para a mesma alternativa tenhamos dois ou mais vetores ortogonais

associados. Precisamos generalizar a definicdo 2.2.

Axioma 2.6. Seja H um espago de estados e |) € H um vetor normalizado. Um
teste com alternativas classicamente distintas, cada uma indexada por i, corresponde
a uma decomposigio ortogonal @; H;. Seja P; : H — H o projetor ortogonal sobre

H;, entdo a probabilidade de obter o i-ésimo resultado é dada por (|P;|).

Além disso:

Por questdes de economia, e aonde ndo houver confusio, a partir de agora vamos escrever
la) @ b) = |ab)

7De fato, os outros vetores que compdem H, ® Hp sdo os responséveis pelas tarefas que
somente a Teoria Quantica da Informacéo e a Computacdo Quantica podem realizar, tais como:
Teleportagdo, Codificagdo Superdensa, Fatoracdo de nimeros primos em tempo polinomial,
Catdlise, Algoritmos de busca mais rdpidos, entre outros[16, 22].

8Tremos vé-los novamente mais a frente.
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Definigao 2.7. Seja B um teste que discrimina entre alternativas classicamente dis-
tintas indexadas por i ao qual estd associada a decomposicio @; H;. Entdo se o

teste for aplicado ao estado representado por |¢) e a alternativa i for obtida, o estado

Pily)
AN

passard a ser descrito por |i;) = i

2.1.3 Generaliza¢des

Pode acontecer que ndo tenhamos como, ao preparar um sistema, conseguir
tirar o méximo de informagdo possivel para escrever seu representante |i)
apenas como uma combinagao linear simples de alguns outros kets. Tudo o que
sabemos é que o sistema pode assumir os estados {|¢1), [¢2), ..., |¢n)} com
respectivas probabilidades {p1, p2, p3, ..., pn} , entdo podemos nos perguntar:
“Como representar o estado de um sistema quando temos um conhecimento

incompleto? sobre ele?”.

Axioma 2.8. Para um sistema descrito pelo conjunto de pares {(p;, |¢;));i €

{1,2,3,...,n}} seu estado é dado pelo operador

=

p =) pilvi) (il

I
—

Axioma 2.9. Se o estado do sistema é inicialmente |;), entdo a probabilidade
de se obter o resultado m numa medicdo generalizada descrita pelos operadores
{M1, My, ooy My Ygoq MMy =1} € p(mli) = (il My M| 1) -

Proposigdo 2.10. Afirmamos que p(m|i) = (;| M, My |p;) = tr(M, My |9;) ($i]).

Demonstragio. De fato:
tr (M Mo 93 (i) = 2 (il My M [ 1) (i | 9) = i (el M3 M [11) Oixe =
(Wi MG, M |;) m

Como p(m) =Y}, pip(ml|i) é a probabilidade de obter o resultado m a
partir das probabilidades condicionais, entdo p(m) = Y1 ; pitr(M, My |;) (¥i]) =
tr(Myy, My Y1 pil) (¢i]) = tr(M;,Mmp). A préxima pergunta natural é:

“Qual é o operador densidade que representara o sistema quando obtemos

9U. Fano diz que um estado é misto quando ndo existe um conjunto de experimentos que
determina completamente todas as caracteristicas deste estado[28].
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o resultado com rétulo m?”. De fato se |¢;) é o estado antes da medi-

¢do, entdo definimos o estado do sistema apds obtido o resultado m por
m\ — Mun|1pi)

) V(Wi MG M)

Proposicdo 2.11. O operador densidade que descreve o sistema apds obtido o resultado

M,,pM;,

Stulom é oy = ————.
com rétulo m é py, (M, Minp)

Demonstracdo. *°©

n

ow = Y pUlm)lg!) (9] =

i=1

_ i p(m|i)pi Mu|9i) (i My,
= oplm) (@i M3, M)
tr (Mo Mo | 97) (i 1) - M [9:) (9; | M35,

_ iz pil r (M Mo [$2) (1)) ) _
p(m)

_ MwpM;, _ MupM;,
p(m) tr (M, Minp)

O

Poderiamos tambem supor que para um dado sistema conhecemos so-
mente um conjunto de operadores densidade {p1,p2,...,pn} com distribuicdo
de probabilidades {p1, p2, ..., pn}, entdo o operador densidade que descreve
o sistema nesse caso é p = Y.I' | pip; .

Feitas as motivagdes podemos passar para uma estrutura mais formal
e enfim enunciar a forma definitiva dos postulados basicos da Mecénica

Quantica:

¢ Para cada sistema governado pela Mecanica Quantica existe associado
um espago vetorial H sobre o corpo dos complexos, munido de produto
interno e completo, chamado de Espaco de Estados. O estado do sistema
é representado por um operador p : H — H auto-adjunto, positivo-

semidefinido, de traco 1;

* Medigdes (Generalizadas) sdo descritas por operadores {M; : H —
H; YL MfM; = 1} tal que i € {1,2,3,..,n}. A probabilidade de obter
o resultado com rétulo m é tr(M;,M,,p) e se esse resultado é obtido

entdo o sistema passa a ser descrito pelo operador p,;, : H — H dado
or o — _MupMm
PO om = (M M)’

'°Aqui usaremos o Teorema de Bayes [29].
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* O Espaco de Estados de um sistema composto de varias partes é o

produto tensorial dos Espacos de Estados de cada parte.

Podemos entdo nos perguntar: “Como os casos inicialmentes discutidos po-
dem ser recuperados com a descri¢do de um estado pelo operador densidade
p?”. De fato, se temos o conhecimento completo do estado de um sistema'*, en-
tdo o conjunto {(p1,|¢1)), (P2, 1¥2)), -, (P, |Pn))} tem a seguinte caracteris-
tica: pr = 1 para algum k € {1,2,3,..,n} e pj=0,Vj#k € {1,2,3,...,n}.
Logo p = |¢x)(¢x| e simplesmente podemos escrever que o ket |i) é o
representante do sistema. Reescreveremos esse resultado sob a forma de um

teorema:

Teorema 2.12. Seja A um sistema descrito pelo operador densidade p: H — H,
entdo tr(p2) < 1 com a iqualdade verdadeira se, e somente se, A estd num estado

puro.

Demonstragio. Seja p : H — H o operador densidade que representa A.
Seja a decomposicdo espectral de p dada por p = YI'; pil¢;) (¥;|, entdo
P> = pop = YLy Y pipilen) (Wil (il = Tia Xjq piepjley) (iloy =
i PEI) (il = tr(0?) = T3y (el (Tiy PF L) (i) [ = Ty Tiq P70 =
Y1 Pi-
Afirmamos que Y} pi <1.Defato 1= ()}, pi)(27:1 pj) = Lig Z};l pi-pj =
Yo Pipj+ Ty Xij Pikj = T 17 -

(=)

Suponha que o sistema esteja num estado puro, entdo py = 1 para algum
ke{1,2,3,.,n}.Como Y ;pi=1e0<p; <1, Vie{l,23,..,n},entdo
pi =0, Vi # k eportanto Y, p? = p? =1.

(=)

Suponha que Y, p? =1, entdo Yj_; p = 1 = Liy p} = Tios (pi -
pi) =0. Como 0 <p; <1, Vie{l23..,n} entdo 0 < piz <p <1,
logo (pi—p?) >0, Vie{1,2,3..,n},portanto Y} _;(pr —p?) =0 = py =
p:, V ke {1,2,3,..,n}. Logo:

i) Se todos termos forem nulos, entdo Y }_; px = 0, um absurdo.

U. Fano chama esses estados de Estados Puros
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ii) Se existirem dois ou mais termos iguais a 1, entdo Y} ; px > 1, um
absurdo.

Portanto exatamente um termo é igual a 1. Logo A é um estado puro [

2.1.4 Estados Reduzidos

Definicdo 2.13. Sejam Hy, Hp dois espagos vetoriais munidos de produto interno so-
bre o corpo dos complexos, {|a1),|az), ..., |an)} umabasede Hy, {|b1), |b2)..., |bn)}
uma base de Hp e T : Hy ® Hp — Ha ® Hp um operador. O trago par-

cial de T sobre Hp é um operador trg(T) : Hy — Ha com componentes>
[trp(T)]ij = L1 (aibi| T|a;by).

Seja p o operador densidade do sistema composto AB, entdo trg(p) =
pA 1 Hy — Hu é o operador densidade reduzido para o sistema A. Seja
também M uma propriedade (local) que queremos medir no subsistema A
a qual associamos um operador auto-adjunto M : Hy — H,. Como p” é
o tinico*3 operador com a propriedade tr(Mp?) = tr[(M ® 1p,)p], entdo os
resultados probabilisticos que seriam obtidos a partir da extensdao M ® 1p,
podem ser também obtidos apenas olhando para o teste local M aplicado
sobre o operador p”. Nesse sentido, o operador densidade reduzido é um
bom representante para o sistema A.

-Exemplos-

1) Se pA8 = p ® ¢ é 0 operador densidade do sistema AB entdo p* = p éo
operador densidade reduzido para o sistema A e pP = o é o operador densidade

reduzido para o sistema B.

2) Seja p = |p ) (ps] = (|oo>\72|11>)(<00\\72<11|

) o operador densidade para o
sistema AB num dos estados de Bell. Entdo p = %ll .

2.2 O Emaranhamento

“...um truque que os mdgicos quanticos usam para produzir fendmenos que nio podem ser imitados pelos

mdgicos cldssicos...”

(Asher Peres, sobre o emaranhamento)

*Poderiamos  definir: rp([yn) (2| @ [¢n)(g2l) = [p)(galtr(lpn{e2]) =
[p1) (W2l {pa2|p1); 1), |¥2) € Haelp1),|¢p2) € Hp, e extender por linearidade para os
outros casos. Além disso, assim como o produto tensorial, o trago parcial independe da escolha
de bases, veja [16].

3Veja [22].
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Comegaremos com a:

Definicdo 2.14. Sejam H 4 o espago de estados do sistema A, Hp o espaco de estados
do sistema B, e p o operador densidade que representa o sistema composto AB. Entdo
0 estado composto é Separdvel quando pode ser representado por p = Y ", piplA ® plB
tal que pf* e pP sio operadores densidades sobre Hy e Hp qualquer que seja
i€{1,2,3,..,m}, e (p1,p2 .., Pm) é um vetor de probabilidades. Caso contrdrio o

sistema AB é emaranhado.

Um caso particular de estados separaveis sdo aqueles representados por
p = pt®p8, p* um operador densidade sobre Hy e p? um operador
densidade sobre Hp. Esses estados sdo chamados de decomponiveis.

Contudo, em vérias situagdes, ndo é possivel apenas com a defini¢do saber
se um estado é ou ndo emaranhado. Portanto devemos buscar outros critérios

para decidir sobre a separabilidade de estados em sistemas compostos.

Teorema (Schmidt) 2.15. :*4 Seja |¢) o estado puro de um sistema composto AB,
entdo existem vetores ortonormais {|aq), |a2), ..., |an)} € Ha € {|B1),|B2), - |Bn)} €
Hg, tq. |9) = Y8 AiaiBi) , A >0, Vie{1,2,3,.,n} e i A2 =1

Demonstragio. Suponha que dimHs = n = dimHpg . Sejam {|ay), |az), ..., |an)}
uma BON de Hy e {|by),|b2), ..., |bn)} uma BON de Hg, logo |¢) € Hy ®
Hp = |yp) = ZZj:l 7Yijlaibj). Se M é uma matriz, entdo existem duas
matrizes unitdrias U e V, e uma matriz D diagonal com elementos nao-
negativos tais que M = UDV , entéo:

n

W) = Y updiola;) @ |by).
i1

Defina |a) = YL uilai) € Ha, [Bx) = Ljz1 vkjlbj) € Hp e de = Ay, logo
|p) = Y01 AklagBk) - Afirmamos que {|a1), |ap), ..., |ay)} € ortonormal. De
fato (ajlam) = Y7 (i) " wjm (oile) = i _q (ir) “wjmij = Yj'q (ui) “tim =
1 - Analogamente, {|B1),|B2), ..., |Bn)} € ortonormal. O

Uma segunda demonstragdo'> é dada abaixo:

Demonstragio. Sejam {|a;); i € I,} uma base para o espago Hy e {|b;); i €

I} uma base para o espago Hp. Como |) € Hy ® Hp, entdo |¢) =

4 A Decomposi¢do de Schimidt serd de extrema importancia mais a frente!
'5Esta feita pelo autor do presente texto.
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Y1 XLy vijlaibj) t.q. vij € C,V (i,]) € In X Iyy. Portanto existe uma transfor-
magdo T : C" — C" tal que [T]l-]- = 7ij, V (i,j) € Iy X Iy, .
O teorema de decomposi¢do a valores singulares [34] garante que existem

bases ortonormais « = {a;; i € I,} CC" e p={B;; i € I,} CC™ t.q:

K __
[T)g = 0 0
com D; = diag(uy, po, ..., r), v o posto de T*T e uy,Hy, ..., ur > 0 os valores
singulares da aplicacdo T : C" — C".

Portanto na base produto {|a;8;); (i,j) € In x Im} o estado do sistema
conjunto é representado por |i) = Y ; uilaiBi).

Além disso, 1 = (p[y) = Ti_y Tj_y piptj{aiBilaiBy) = iy pi- [

Segue diretamente do Teorema acima:

Coroldrio 2.16. |ip) € C" @ C™ é um estado produto se, e somente se, \? = 1 para

algum i € Lin (o n)-

Teorema 2.17. Seja AB um sistema composto num estado puro. Entdo AB é separduvel

se, e somente se, as matrizes densidades reduzidas correspondem a estados puros.

Demonstragio. Seja AB um sistema representado por |¢) € Hy ® Hp.

=)

O Teorema de decomposigédo de Schmidt garante que |¢) = Y/ | Aj|a;b;) .
Entdo existe somente um k € {1,2,3,..,n} tal que Ay # 0. Portanto o
operador densidade que representa o sistema AB é p = |agby) (axby|, logo
A = trg(p) = |ax)(ax| e pP = tra(p) = |by)(bx|. Entao os sitemas A e B

correspondem a estados puros.

(=)

Suponha que p” e p? correspondam a estados puros. Suponha, por
absurdo, que AB seja um sistema puro ndo-separavel (emaranhado) represen-
tado por |¢) = Y ; Aifa;b;), entdo existe mais de um coeficiente de Schmidt
nio-nulo. Sem perda de generalidade, suponha que {A1, Ay, ..., Ax} s@o co-
eficientes de Schmidt ndo nulos, logo |¢) = Y¥_, Aja;b;), k > 2, donde p =
L o1 Aidjlaibi) (ajbs, logo p = T AiAjla) (a6 = Ty AZ[a;) (a;| um ab-

surdo, uma vez que A corresponde a um estado puro. O
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-Exemplo-
1)
Os seguintes estados sdo emaranhados.*®
#4) = = (100) £ |11);
V2
1

#%) = 5 (101) £ 10)).

Caracterizamos o emaranhamento em sistemas compostos que sdo puros,
agora o préximo passo é obter critérios de separabilidade para estados mistos.
Para esses casos a situagdo muda de figura, e existem varios métodos que
permitem identificar se um estado é, ou ndo, emaranhado. Alguns deles
sdo ditos operacionais, ou seja, uma simples conta determina se um dado
estado é (ou ndo) emaranhado. Mas como nem tudo sdo flores, é de se esperar
que existam estados que se encaixem somente numa classe de critérios mais
“complicados”, mais técnicos, ndo-operacionais. Como o objetivo central deste
texto ndo é um conhecimento profundo acerca dos critérios de separabilidade
para estados mistos, omitiremos todas as demonstra¢des que virdo, muito

embora elas possam ser econtradas nas referéncias citadas.

2.2.1 Critérios de Separabilidade Operacionais

Seja T: Hy ® Hy — H; ® Hy um operador sobre um espago vetorial dotado
de produto interno sobre o corpo dos complexos, f1 = {|a1), |a2), ..., |an) }
uma base para Hy e By = {|b1), |b2), ..., |bn) } uma base para H, , entdo po-
demos obter as componentes de T na base produto f: T = (14 ®15)T(14 ®
1g) = (Zm,y |amby) (ambu|)T (Lo, |anby)(anby|) = Lo v (amby| T|anby)|amby)
(anby| = [T]p = (amby|T|anby) .

Definicdo 2.18. Sejam [ uma base produto para Hp ® Hp e L um operador sobre
Hy ® Hp, com componentes [L]g = Lyy,ny, entdo a transposta parcial de L com
respeito a uma base de H 4 é um operador sobre Hy ® Hp com componentes na base

produto dadas por [LEA] = LZ;{L,M = Luy,mv-

16Egtes estados “maximamente emaranhados”, mais conhecidos como Estados de Bell, estdo
associados com violagoes de localidade em Mecanica Quantica. Nao é o objetivo dessa dissertagdo
abordar Nao-Localidade ou Contextualidade, para tanto veja [25, 23, 27, 26].
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Critério de Peres-Horodecki [30, 31]: Seja p o operador densidade do sis-
tema composto AB, se p representa um estado separavel entdo os operadores
pT4, 08 sdo positivos semidefinidos. Para sistemas com espagos de estado
com dimensdo 2 x 2 ou 2 x 3, vale a reciproca do enunciado, logo: se p™4 é
positivo semidefinido entdo AB é separavel."”

Critério de Reducdo [33]: Seja AB um sistema composto descrito pelo
operador densidade p. Se p é separavel entao (p4 ® 1p) — p é positivo
semidefinido e (14 ® pB) — p é positivo semidefinido, tal que p? e p? sdo
as matrizes densidade reduzidas para H4 e Hp.

Critério da Majoracao[32]: Sejam'® p o operador densidade que repre-
senta AB, A o vetor cujas entradas sdo os autovalores de p, A4 e Ap vetores
cujas componentes sdo os autovalores dos operadores densidade reduzidos

p e pB. Se p é separavel, entio AV < A%, /\é.

2.2.2 Critérios de Separabilidade Nao-Operacionais

Mapas Positivos[33]: p representa um estado separével se, e somente se,
para cada mapa positivo A tem-se (1® A)(p) > 0.

Testemunhas do Emaranhamento[33]: A fim de que a matriz densidade
p seja emaranhada, é necessdrio e suficiente que exista um operador auto-
adjunto W tal que tr(Wp) < 0 e tr(Wpsep) > 0 qualquer que seja o estado

separavel psep. Dizemos que a Testemunha W detecta o emaranhamento de

o.

2.3 Purificacdo

Uma técnica amplamente utilizada em Teoria Quéntica da Informacéo e em
Computacdo Quantica, e que serd usada tambem nesse texto, é a chamada
Purificagdo. Como o préprio nome ja diz, a ideia por trds da Purificagdo é
tornar algo ndo-puro em puro, no nosso caso, vamos mostrar como enxergar
(em algumas situagdes) um estado misto como estado puro.

Suponha que é dado um estado representado por ps : Hy — Hy. Afir-
mamos que é possivel obter um espaco de estados Hpg, tal que o sistema

composto tem espago de estados H = H,y ® Hp, e é representado pelo vetor

7Para dimensdes superiores pode-se exibir estados que tém transposta parcial positiva e que
sdo emaranhados [20].
8Vale lembrar que a Majoragéo foi o assunto tema do nosso primeiro Capitulo, certo!?
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|AR) e trr(|AR)(AR|) = p4, ou seja o estado |AR) se reduz a p4 quando
olhamos somente para a parte original do sistema.
Este processo, puramente matematico, é chamado de Purifica¢do. O sistema
R acrescentado' ndo tem interpretagéo fisica direta, é apenas um apoio, uma
ferramenta de célculo.

Falta mostrar que a Purificacdo é sempre possivel, para isso enunciaremos

uma proposigao:

Proposicdo 2.19. Seja ps : Hy — Hp um operador densidade que representa um
sistema A. Entio existem um espago de estados Hpg, e um vetor*® |AR) € Hy ® Hg,
L. trr(JAR)(AR]) = py.

Demonstragio. Como p,4 € auto-adjunto, entdo existe uma base ortonormal
{‘1A>,|2A>,...,|1’1A>} de Hy tal que pa = 2?:1pi‘iA><iA|r P1,espPn = 0.
Seja Hr um espago vetorial com a mesma dimensdo de Hy, e seja |ir)
uma base de Hg. Defina |AR) = YI' | \/piliair) € Ha ® Hp. Portanto
|AR)(AR| = Yy \/Pi- Pjliair)(jajrl, logo trr(JAR)(AR|) = Y 1
(kr|(|AR)(AR|L @ |kr) = ¥fjx—1/PiPiokidkjlia) (jal = EiiAilia)(ial =
PA-

O

Terminamos a se¢do enunciando mais um Lema:

Lema 2.20. Sejam |AR1) e |ARy) purificagdes por um mesmo sistema de referéncia,
do estado p 4 : Hy — H,. Afirmamos que existe um operador unitdrio U atuando
sobre o sequndo sistema t.q. |AR;) = (1® U)|ARy).

Demonstragio. Como |AR1) e |ARp) sdo purificacdes do mesmo sistema,
representado por p4 : H4 — Hyu, dimH4 = n, entdo existem duas bases
ortonormais de Hg, B1 = {|i1); i € I} e o = {l|i2); i € I}, t.q. |ARy) =
Yity VPiliair) e |[ARz) = Yol \/piliaiz).

Defina U : Hg — Hy uma aplicacdo linear dada por Uli) = |i1), Vi€
I,. Como B1, B2 sdo ortonormais, entdo U é unitdria. Além disso (1 ®
U)[ARy) = (M@ U) Ty /Piliai2) = iy /Piliah) = [ARy). H

9Em geral o chamamos de Sistema de Referéncia.

*°De uma certa maneira estamos aumentando a dimensao do espaco de estados, numa forma
“esperta”, a fim de poder enxergar o sistema como puro. Mas sempre sabendo como voltar a
descrigao original.
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2.4 Operagoes Quanticas

Nas proximas sec¢des iremos usar, varias e varias vezes, a frase “Operagdes
Locais com Comunicagio Classica” (LOCC) ?*, portanto nada mais natural
que reservar um espago para definir, discutir e entender o qué sdo Operagdes
(locais) em Mecanica Quantica. Existem varias maneiras de defini-las, algumas
tem mais apelo intuitivo e outras mais operacionais. Para deixar a discussdo
mais limpa e concisa*?, vamos usar uma defini¢do com “axiomas fisicamente

motivados”?3. Antes disso fixemos algumas notagdes:

Definicao 2.21. Chamamos de IM o espago das matrizes quadradas com um tamanho
fixado, e © = {p € M; tr(p) = 1} o conjunto dos elementos em M que tém trago

igual a um.

Definicdo 2.22. Uma Operagido Quintica é representada por uma aplicagio P :

M; — My que cumpre as seguintes condigoes:
1. @ élinear®4;

2. & :M; — My é completamente positiva>;

3. tr[®(p)] € [0,1], Vp € D, = {p € My; tr(p) = 1}. Além disso, tr[P(p)]

é a probabilidade de ocorréncia do processo representado por p.

O item 3 é uma abstragdo matemdtica conveniente, garantindo que medi-
¢des tambem possam ser representadas via Operagdes Quanticas. Por exemplo,
se queremos realizar um teste representado por {|0),|1)}, podemos entdo
definir as operagdes quanticas ®;(p) = |i)(i|p|i)(i|, V p, com i € {0,1}. A

probabilidade de obter o resultado i, dado que o estado p estd em jogo é
Di(p)
tr[®; ()]
situacdo em que nenhuma medicdo é feita, ndo hd probabilidades, entdo a Ope-

. Numa

dada por tr[®;(p)]. Apés a medigao o sistema é descrito?® por

ragdo Quantica ® deve preservar o traco. Temos p = 1 = tr(p) = tr[®(p)]

de certeza da evolucdo do estado.?”

*'Em inglés Local Operation with Classical Comunication.

>2E tambem melhor adaptada a uma dissertagdo em matemadtica

*3Veja [22].

24Portanto, para todo vetor de probabilidades p = (p1, ..., pm) e para toda lista oy, ..., 0 € My,
tem-se que P(YLL, pipi) = L3y piP(pi)

*5Defini¢des e Resultados envolvendo aplicagdes completamente positivas se encontram no
Apéndice A.

26Lembrando que em Mecanica Quantica sempre usamos estados com representantes normali-
zados.

270 termo Canal Quantico é por vezes utilizado quando @ preserva o trago.
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O item 1 garante que preparar um estado Zile pip; e realizar uma Ope-
racdo CID(Zi-‘Zl pipi), é equivalente a aplicar, em cada estado p;, a mesma
Operacio @ é preparar o estado Y5, p;®(p;).

O item 2 também tem uma motivagdo fisica importante. Sejam R, e &
uma Operagio Quantica que atua sobre R. E natural imaginar que para
qualquer outro sistema Q a extensdo trivial de ®ao o sistema composto RQ,
também leve matrizes positivas em matrizes positivas®.

Nos textos de Informacdo Quantica e Computacdo Quantica é muito co-
mum rotular os sistemas em questdo com as letras A, B. Mais ainda, para dar
um carater mais descontraido (e aplicado) também se imagina que existem
dois cientistas, Alice e Bob, em dois laboratérios que sdo os responséveis
respectivamente pelos sistemas A, B. Assim muito da Teoria Quéntica da
Informacéo e da Computacdo tem usualmente a seguinte construcédo (histori-
nha): “Suponha que Alice e Bob compartilhem um estado |)... Alice entdo realiza
uma operagio no seu sistema... agora, condicionado (ou ndo) ao resultado comunicado
por Alice, Bob pode realizar a sequinte operagdo... e passando o resultado para Alice,

ela realiza uma operagdo em seu proprio laboratério...”.

Definicdo 2.23. Sejam A, B dois sistemas fisicos. Uma Operagido Local com Comu-
nicagdo Cldssica é um protocolo composto de operagdes locais, em que o resultado de
cada etapa pode ser comunicado classicamente®d entre as partes, de maneira que o

passo seguinte pode (ou ndo) estar condicionado a tal comunicagio.3°

-Exemplo-

1) Obtengio de Estados puros nio-emaranhados.

Suponha que Alice e Bob possuam wum qubit no estado |i) = %.

i) Primeira acdo de Alice:

Alice realiza um experimento, no subsistema dela, descrito pelos operadores M; =
diag(cos sinf), My = diag(sinf cosf) € M. Note que Y7 ; MiM; = 1.

ii) Sequnda agdo de Alice:

Ap6s a medigido, se for obtido o resultado 1, o sistema é descrito por |¢1) =
cos 0|00) + sin6|11), analogamente, se for obtido o resultado 2, a descrigio serd
|thp) = sin6]00) + cos O[11).

28| portanto, a menos de normaliza¢des, matrizes densidade em matrizes densidade.
*9Via telefone, e-mail, Skype, Facebook...
3°Por isso Local.
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Se 1 for o resultado obtido, ela aplica uma operagido NOT dada por:

01
1 0

NOT =

Entdo NOT ® 1|ip) = cos0|01) + sin 8]10). Alice agora envia o resultado do
experimento para Bob.

iii) Agdo de Bob:

Se o resultado for 1 Bob nio faz nada, caso contrdrio realiza uma operagio NOT
no subsistema dele, obtendo [ip1) = cos6|00) + sin6|11). Portanto em qualquer
um dos casos, Alice e Bob transformaram o estado inicial, com mdximo emaranha-
mento, |P) = % no estado |¢1) = cos6|00) 4 sinB|11). Note que se

6 € {0,%,m,...} oestado final nio é emaranhado!

O exemplo acima levanta vérias perguntas: “Dado um estado puro, quantos
pares de estados de Bell (estados com mdximo emaranhamento) podem ser obtidos via
LOCC 3'?”, “Dados n pares de Bell, quais sio os estados atingiveis por LOCC3*?”,
“Dados dois estados, existe um protocolo envolvendo apenas LOCC que leva um
no outro?”,”LOCC pode aumentar, diminuir ou manter constante fungdes como a
Entropia?”...

Existem varios trabalhos na direcdo de Transformagdes que envolvem
emaranhamento. Inicialmente o problema foi introduzido, e resolvido, em
dois diferentes caminhos: A Destilacdo de Emaranhamento e o Custo de
Emaranhamento (relacionados as duas primeiras perguntas anteriores) [35, 36,
37]. Aqui, como veremos mais adiante, nossa preocupagdo serd outra. Nessa
dissertacdo, estamos focados em responder a terceira pergunta.

Terminamos essa se¢do com a

Defini¢do 2.24. Dizemos que |x) é acessado a partir de |¢), quando existe um

protocolo envolvendo somente LOCC que leva |¢) em |x), e escrevemos ) —

1X)-

3'Na situagdo em que vdrias copias do estado incial estdo disponiveis (Limite Assintético).
32Também no limite Assintético.
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2.5 O Teorema

Ap6s tantas defini¢Ges, lemas, teoremas, proposicoes, mais defini¢des, mais
teoremas e alguns comentdrios, podemos enfim enunciar o Teorema central

desta Dissertagéo:

Teorema (Nielsen) 2.25. Sejam Hu, Hp, Hc, Hp espacos de estado de dimensdo
finita, |¢p) € Hy @ Hp e |¢) € He ® Hp. A fim de que |¢p) seja acessado por |¢),
¢ necessdrio e suficente que Ay < Ay, Ay um vetor cujas entradas sio os coeficientes

de Schmidt do estado |¢).

Demonstracio. (=)

Suponha que |) — |¢) por LOCC. Sem perda de generalidade pode-
mos assumir que o processo € feito com uma medicao de Alice {M;, My, ..My }
sobre o sistema dela, e um envio do resultado para Bob.

Do ponto de vista de Alice, ela comeca com o estado py = trp(|9)(¢])
e termina com o estado py = tra(|¢p)(¢|), entdo py = M, para algum
j € Ln

Como M;,/py = \/W V; é a decomposi¢do polar de M;,/py
com V; unitéria, e \/pT/,M]’fM]-\/FT = V]-*p]-p(PV]-, entdo Z}"Zl \/@M;M]\/FT =
Z}”:l ijj*quVj' donde py = Y4 ijj*pquj. Logo, o teorema 1.19 garante que
Py < Pg, portanto Ay < Agp.

(=)
Suponha que Ay < Ay.
Como Ay < Ay, 0 teorema 1.19 garante que existem uma distribuicao
de probabilidades {p1, p2, ..., pm} € operadores unitarios {Uj, Uy, ..., Uy} t.q.
oy = Lily pillippU;'.
Para fixar as ideias, suponha que py € inversivel33. Defina My, My, ..M, :
_1
Hy — Hc dadas por M; = \/pipgU/py,*,i € Im, logo T2y MiM; =
_1 _1 _1 _1
210y " Ui/Pig/PiPgU; py* = py* (EiZy UipipgU;)py* = 1. Portanto,
{M;:Hy — Hc;i € I} é uma medigdo no subsistema de Alice.
Suponha que Alice realiza a medigao {Mj, My, ..., My} e obtém o resul-
tado j, entdo |¢;) e (M; ®1)[¢), portanto p; o MipyM; = M;\/py /oy M =

3Caso py ndo seja inversivel, basta definir cada M; como acima em Hy — Ker{py} e sendo
identicamente nula em Ker{py}.
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\ /]IJJ‘p(pll;-kU]‘1 /PiPp = PjPe, donde pj = Kp]p¢ Como 1 = t?’(p]) = Kp], entao
Pj = Pg-
Portanto ]¢j> e |¢) sdo purificagdes do mesmo estado quéantico.

O lema 2.20 garante que Bob pode realizar uma opera¢do unitdria V t.q.

9) = @@ V)|¢y). O

Em linhas gerais o Teorema de Nielsen funciona da seguinte maneira: Se
|¢) — |¢), entdo |¢) pode ser colocado (via Teorema A1.1 se preferir) numa
forma “bonitinha” envolvendo |¢), mas ora, essa forma “bonitinha” nada
mais € do que a majoragao para operadores. Por outro lado, quando Ay < Ay
entdo também temos uma forma “bonitinha” para |¢), muito parecida com
a anterior, logo basta extrair dela uma medicdo para mostrar como obter
|¢). Existem, claro, varias outras demonstra¢des do Teorema de Nielsen. A
original, feita pelo préprio, se encontra em [38]. Nas elegantes34 notas de aula
do Watrous [19] aparece outro enunciado e outra demonstragdo, rigorosa e
elegante, mas muito mais extensa. Aqui, por motivos préaticos, usamos uma

prova mais limpa e concisa, muito parecida com aquela encontrada em [22].

-Exemplos-

1)

Suponha que Alice e Bob compartilhem o estado |i1), com vetor de Schmidt35
dados por A1 = (0.4,0.4,0.1,0.1). O Teorema de Nielsen garante que Alice e Bob
ndo conseguem atingir, apenas com LOCC, o estado |y,) com vetor de Schmidt
Ay = (0.5,0.25,0.25).

2)

Ainda no exemplo acima, note que A1 A Ay e também Ay A Aq. Assim, como jd
era de se esperar, a acessibilidade via LOCC é uma relagdo de ordem parcial.36

3)

Se |¢1), [$2) € C* @ C?, afirmamos que |¢1) — [2) ou [2) — [¢1).

Como |y1), ) € C*® C?, entdo existem p,q € (0.5, 1] t.g. A; =
(p,1—p)ery=1(q,1—q). Se |P1) — |¢2) ndo hd o que mostrar, caso contrdrio
A £ Ay, logo p > g, donde Ay = (q,1—q) < (p,1—p) = A1.

34 Apesar de conter alguns erros.

35Na verdade, em geral, pra tornar a discussdo mais limpa, olharemos para o quadrado dos
Coeficientes de Schmidt.

3%Note que esses exemplos jd fora discutidos na segéo 1.1.



CAPITULO 2. UM POUCO DE MECANICA QUANTICA 30

4)

Os Estados de Bell, [¢+) = w lp+) = '00>\i[2‘11>, s6 sdo atingfveis via

LOCC por eles mesmos.

5)

Os estados com vetores de Schmidt Ay = (0.5,04,0.1)e A, = (0.6,0.2,0.2)
ndo sdo compardveis, ou seja, nem |) — |Pq), nem 1) — |iPo).

6)

Sejam A1 = (0.4,0.4,0.2) e Ay = (0.5,0.4,0.1). Como Ay < Ay, mas Ay £ Aq,
tem-se que |h2) — [ih1) e [$2) - [11).

No exemplos 1),2) e 6) vimos que existem estados que ndo sdo diretamente
atingiveis via LOCC. Portanto existem pares de estados |¢1), [¢) tais que

|yn) - |¢n), mas seré esse o fim?



Capitulo 3

Catalise

“’Entdo vocé estd estudando as enzimas da Mecinica Qudntica!”
(S. R. Barbosa)

3.1 Introducdo

Terminamos o capitulo anterior com o Teorema de Nielsen, alguns exemplos
e uma pergunta no ar: “Mas serd esse o fim?”. Obviamente a resposta ¢ NAO,
como poderia ser deduzido pelo leitor mais malicioso. Temos, portanto, que
explicar porque ndo consideramos |i1) — |¢») como um ponto final da
nossa discussdo.

A ideia central, ndo s6 deste capitulo, mas da dissertacdo inteira, veio
do trabalho de D. Jonathan e M. Plenio, sobre a possibilidade de tornar
uma transformacdo antes impossivel em possivel [39]. Em linhas gerais, eles
mostraram que existem casos onde Alice e Bob ndo conseguem, via LOCC,
levar [i1) em |¢p), mas com a ajuda de um |¢) advindo de um repositorio
de estados emaranhados (ou de um Banqueiro de Emaranhamento), Alice e
Bob poderiam agora realizar a tarefa, sem danificar o estado que foi a eles
confiado.

Em geral, o0 Emaranhamento é sempre visto como um recurso para realizar
tarefas em Informagdo e Computagdo Quanticas [40], mas sempre é natural
que como recurso ele seja consumido, total ou parcialmente, durante o pro-
cesso. Contudo, o emaranhamento é um recurso tdo estranho e complexo, que

pode ser usado sem ser consumido. Esse é o ponto chave, fundamental da

Ref. [39].

31
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3.2 Pedindo Emprestado

Imagine a seguinte situacdo: Alice e Bob compartilham um estado emaranhado
|$1) € Hy ® Hp, e querem por meio de LOCC obter o estado |¢») € Hc ® Hp.
Sabemos, via Teorema 2.25, que para alguns pares de estados existe um proto-
colo garantindo que [1) — |¢7) (basta que Ay < Ap). Para tornar a situagdo

mais interessante, suponha que ndo seja esse o caso, logo |i1) - [¢2).

Alice Bob LQCC Alice Bob

[, > [vs>

Figura 3.1: Primeira tentativa. [39]

Suponha agora que uma terceira pessoa (Chris)' entra em cena, e concorda
em emprestar um outro estado emaranhado |¢) para Alice e Bob, mas com a
seguinte condicdo: Alice e Bob deverdo devolver para Chris 0 mesmo estado
|¢) intacto ao final do processo! Serd que agora Alice e Bob podem, usando

|¢), transformar |ip1) em [¢P,) sem estragar o empréstimo de Chris?

) Alice = Bob )
o iv0 e  eie
[v,> o i V>
/ o> \
6> o>

Figura 3.2: Tentativa com ajuda.

Defini¢ao 3.1. Uma transformagio entre dois estados quaisquer |P1), |) é uma
trasformagdo local auxiliada pelo emaranhamento (ELOCC) quando (1) -+ |io)
via LOCC, mas existe um estado |¢) t.q. |Pp1¢) — [Pa¢p) via LOCC. Ao estado

*Originalmente Chris seria um Banqueiro ou um Agiota, mas como veremos é melhor que
Chris seja somente um amigo da dulpa dinamica Alice e Bob.
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|¢) damos o nome de Catalisador?.

-Exemplos-

1)

Suponha que Alice e Bob compartilhem o estado |1p1) = +/0.4|00) + 1/0.4|11) +
V0.1|22) ++/0.1|33) e querem levd-lo ao estado |ip) = 1/0.5/00) + 1/0.25|11) +
V0.25(22). Jd vimos que |1) = |¢). Contudo, se Chris empresta o estado
|p) = 1/0.6/00) + +/0.4|11), entdo:

[p1) @ |¢) ~ (0.24,0.24,0.16,0.16,0.06,0.06,0.04,0.04),

1) ® |¢p) ~ (0.30,0.20,0.15,0.15,0.10,0.10,0.00, 0.00).

Donde |p1¢) — |a¢), ou seja, agora a transformagio é possivel e o estado

emaranhado |¢), emprestado por Chris, nio é consumido durante o processo. Portanto
ELOCC

Y1) —— |¢2).

2)

Via de regra, todos os artigos sobre catdlise sempre apresentam o exemplo anterior,
originalmente em [39], nunca um exemplo diferente. Cabe entdo produzir um novo
exemplo:

Suponha que Alice e Bob compartilhem o estado |ip1) = +/0.5/00) + +/0.4|11) +
v/0.05|22) ++/0.05|33) e querem por meio de LOCC leva-lo até |4,) = +/0.7]00) +
V0.15[11) ++/0.15]22). O teorema de Nielsen garante que |ip1) — |p2) e também
) = [¢1). Contudo |¢) = vO7/00) + VO3|11) e [x) = VOT5]00) +
v/0.25|11), sdo dois posstveis catalisadores.

3)

Afirmamos que nenhuma transformagio pode ser catalisada por um estado “balan-
ceado” |¢p) = ﬁ(zl};lﬁi)), qualquer que seja p € IN.

Seja p € IN qualquer. Suponha por absurdo que existe um par de esta-
dos |¢;) e ‘¢f>, com vetores de Schmidt ordenados (ay,...,an) € (B1, ..., Bm)

ta. |9+ |9r), mas |pig) \¢f4>>- Como [9,9) — |wg), en-
tdo, em particular, Y|_, \fl <y, f’ V1 e {1,2,..,max{np,mp}}, logo

2A imagem aqui é bem clara, o estado adicional atua como um catalisador em quimica,
facilitando ou permitindo rea¢des quimicas.
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Zle a; < 25:1 Bi, VI € {1,2,..,max{n,m}}. Portanto Ay < A¢f, donde
ly;)) — ‘lpf>, um absurdo.

O exemplo 1) simplesmente mostra que existem ELOCC. Por outro lado,
exemplo 2) responde a uma pergunta que poderia ja ter surgido: “O catalisador
de cada transformagio é 1inico?” e levanta uma conjectura: Podem existir
infinitos catalisadores para uma dada transformagao! Voltaremos nesse mesmo
exemplo na se¢do 3.4. O exemplo 3) aborda uma outra questdo: a possibilidade
de um dado estado |¢) ser catalisador, 14 mostramos que existe, sim, um

estado que ndo pode catalisar ninguém3.

3.3 Quando a Catilise nao é Possivel e a Anti-Catalise
Comegamos pelo:
Teorema 3.2. Ndo existe catdlise em C2eCkk>2.

Demonstragio. Sejam |i;),

l[Jf> €eC’xCr tq. |y;) - ’¢f>. Suponha, por
absurdo, que existe |¢) com coeficientes de Schmidt ordenados (d1,62, ..., 5),
tq. [pid) = |95¢)-

Como |¢;), 1/)f> € C2® CkK, entdo existem p,q € [0.5,1) t.q. os

coeficientes de Schmidt de |¢;) e ’¢f> sdo Aj = (p,1—p)Ar=(9,1—9).
Além disso, como |ip;p) — ‘zpf¢>, entdo A; ® Ay < Af ® Ayp. Portanto

le> €
C?® C?, entdo p > g, um absurdo. O

d1p < 619, donde p < gq. Por outro lado, como |¢;) — ‘I,Uf>, e |y),

Lema 3.3. Sejam A; = (a1, ..., &n), Ap = (B1,--s Bn) € R" os vetores de Schmidt

ordenados de |¢;), ¢f>. A fim de que |i;) ELOCC,
aléﬁl eanz,ﬁn-

1pf> é necessdrio que

Demonstragdo. Seja Ay = (41, ...,6¢) o vetor de Schmidt ordenado do catali-
sador |¢), t.q. |Pip) — ‘¢f¢>. Sejam A; @ Ay = (71, Tuk) € Af @Ay =
(Y4 Vi) 0s vetores de Schmidt ordenados dos estados [¢;¢) e ’1/) f<p>.
Como |¢;¢) — ‘¢f¢>, entdo A; @ Ay < Ay ® Ay. Portanto ay -6y =
11 < 9] = B1- 61, donde a3 < By. Por outro lado Z?ifl 7 < Zg;l 7!, logo

3Veja a secdo “Sobre a conjectura de Nielsen”.
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1 _Z?kl vi = 1-— anl ')/lr como Yy =1 _Z?kl Yi € ’Ynk = Z:lkl 'er
entdo ay - & = Yuk > YV} = Pudx. Portanto a, > B, O

Teorema 3.4. Nio existe catdlise em C3 ® CK; k >3

Demonstragio. Sejam A; = (aq,az,43),Af = (B1, P2, B3) € R?, t.q. A; £ Ap.
Como A; A Ag, entdo ag > By, 0u a1 < By e ay +az > f1+ Po.
Se for ay > B, entdo o Lema 3.3 garante que ndo pode existir catélise,
caso contrario a1 < 1. Se for a1 +ap > B1 + B2, e portanto a3 < 3, entdo,
novamente, o Lema 3.3 garante que ndo pode existir catélise, caso contrdrio

a3 > B3. Portanto ndo existe catalise em CPeCk k> 3. O

Teorema 3.5. Ndo existe catdlise entre |¢;) € C*®@C" e ‘¢f> € C2®C", tg.
n>4em>2.

Demonstragio. Sejam [ip;) € C*@C" e ’¢f> € C3>®C™. A decomposigio de
Schmidt Teorema 2.15 garante que podemos olhar somente para os respectivos
vetores de Schmidt A; = (ay,...,a4) € R* e Af = (B1,B2). Suponha, por
absurdo, que existe Ay = (Jy,...,0) € R, tq. A A Aredi@Ap <A ® Ay

Como A; £ As, entdo a; > By, caso contrdrio obtem-se ou
a1 + ap > 1, um absurdo, ou a7 + ap + a3 > 1, um absurdo. Por outro lado
Ai®@Ap < Af® Ay, entdo a161 < B10y, donde a7 < 1, um absurdo. O

Lema 3.6. Sejam

¥i),

|¢). Entio |¢>®k 6 tambem um catalisador (da mesma tranformagio), qualquer que

> estados tais que |{;) ELoce, ‘1/) > com catalisador

seja k € IN.
Demonstracdo. Basta usar o corolario 1.17. O

Em linhas gerais, o Teorema 3.2 mostra que, para 2 qubits, se |;) - ‘1]) f>

ELOCC, ’ ¢f> entio ;)

teria os mesmos coeficientes de Schmidt+ de ’1/) f>, um absurdo. Por outro

entdo ‘tpf> — |¢;), se além disso tivéssemos |ip;) ———

lado, o Teorema 3.4 mostra que em C> ® C3, ndo h4 liberdade suficiente para
que ocorra a majoragdo A; ® Ap < Ay ® Ag. Os Teoremas 3.2, 3.4 3.5 sdo, por-
tanto, teoremas de impossibilidade e, aliados ao exemplo 1), fixam a dimensao
minima onde pode acontecer a catalise. E necessério que o estado inicial more
pelo menos em C* ® CK, com k > 4. O que mostra que os casos mais simples

da catdlise ndo ocorrem em espagos, assim, tao triviais! J4 o Lema 3.6 diz que

4Sendo portanto equivalentes por uma rotagdo unitaria [39].
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se um dado estado é um catalisador de uma transformacao, entdo qualquer
poténcia dele mesmo é um catalisador da mesma transformagdo. Aqui a
conclusdo 6bvia é que aumentar a liberdade (usando o mesmo catalisador)
de onde ja ocorre a majoragdo ndo leva a nenhum resultado novo. Podemos
também usar o mesmo Lema 3.6 para afirmar que néo existe algo como anti-
catélise, ou seja, se uma dada transformacéo ja ocorre (via LOCC), entdo o
acréscimo de um estado (tal como feito em [39]) ndo impede o acontecimento
dessa transformagdo. Ndo podemos, por exemplo, proteger o sistema de uma
transformacdo indesejada usando o mesmo truque de adicionar um estado
extra.’

Dito isto, iremos nos concentrar nos mais simples dentre os casos mais
simples. Nesse texto iremos apenas olhar para catalisadores com coeficientes
de Schmidt da forma Ay = (p,1—p); p € [0.5,1) e mesmo assim, como
veremos, eles sdo extremamente interessantes, bonitos e complicados.

Terminamos com a definigdo:

Definicdo 3.7. Sejam® A; € R”, AreR™e Ay € R, Dizemos que |y;) acessa
diretamente ’¢f> quando A; < Ag. Por outro lado, dizemos que [i;) ¢-acessa
’¢f> quando Aj A Ag, mas A; ® Ay < Ay @ Ag. Analogamente, dizemos que ‘¢f>
é ¢p-acessado por |;) quando quando Aj A Ag, mas Aj @ Ay < Af @ Ag.

3.4 Algumas Perguntas
A discussao acima pode ter levantado algumas perguntas, como por exemplo:

1. Dado Ay € RF, existem Ai,Ap € R", t.q. A A Ap, mas A ® Ay <

2. Dados Ay € RK, Aj, A f€ IR", existem condi¢des necessérias e suficientes
para que tenhamos A; A Afe A ®Ap < Ar @ Ap?;
3. Dado Ay € R¥, como deve ser o conjunto dos A;, )\f e R A £

/\f, e )kl'®/\4; < )Lf@/\¢?;

4. Dados Ay € R e Ay € R", como deve ser o conjunto dos A; € R”, t.q.
/\i 74 )\f, mas /\1’ ® A(p =< /\f ® /\4)7,

5Esse fato poderia ser considerado como um Non Watchdog effect [42]. Veja tambem [43], [44].
%Via de regra, Aj,Af Ay sdo os coeficientes de Schmidt (ao quadrado) dos estados

[$i),

P >, |¢) respectivamente.
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5. Dados Ay € R e Ai € R", como deve ser o conjunto dos Af € R% tq.
Ai A Af’ mas A; ®)\¢ < /\f ®/\4)?.

O primeiro questionamento estd diretamente ligado a conjectura de Ni-
elsen, ou seja, das condigdes em que um estado |¢) pode atuar como um
catalisador. J4 o segundo item é de ordem mais operacional: normalmente,
em matemadtica, temos uma defini¢do e queremos obter um método, uma
caracterizagdo que facilite a vida, e que permita ndo ter que aplicar a definigdo
recorrentemente’. As trés ultimas perguntas, que a priori podem parecer
meio forcadas, versam sobre a estrutura geométrica, topoldgica, e por que
ndo algébrica, dos conjuntos, ou seja, se eles sdo convexos, abertos, fechados,
densos, conexos, compactos... ou mesmo admitem uma medida natural, com
respeito a qual podemos comparar diferentes conjuntos?

Nas préoximas se¢des nos dedicaremos a tentar responder as perguntas
acima. Para algumas, como veremos mais adiante, conseguiremos apenas
uma resposta parcial, num caso particular, uma vez que a solucado geral se
mostra mais complicada. Mas mesmo as respostas parciais tém se mostrado

satisfatorias.

3.5 Sobre a existéncia do Catalisador

Comegaremos com O:

Teorema (Sun, Duang e Ying) 3.8. Sejam A; = (aq, a0, a3, zx4),/\f = (B1,B2, B3, Bs) €
V4, tg. )\i = A )\i = Afe A A Ap. A fim de que exista um catali-
sador com coeficientes de Schmidt Ay = (p,1—p);p € (0.5,1), é necessdrio

. . a1+ o Q
e suficiente que max{ lﬁ ﬁﬁf’l,l /3‘; 54} < nﬂn{alﬂ2 f; /5; a3+a4} e
a1 < B1, &y +ap > P14 B, ag > Py Além disso, no caso afirmativo, se
M +ar—p a4—Py B1—x
mﬂx{ ﬂ2+ﬁ3 ’1 - /5371)43} < p < Wlln{llerch’ Xy — ‘32 1 - 0(3+IX4} entao |17b1>

acessa ‘1/;f>.

Demonstracio. (=)
Suponha que A; AAf e A; @Ay < Af® Ay

7Apenas para ilustrar: em R sabemos que uma sequéncia converge, se e s se, é de Cauchy,
ou que toda sequéncia monétona limitada é convergente. Para convergéncia de séries temos o
critério da integral, ou os testes da razdo, o da raiz, e o teste de Raabe[45, 46].
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Sejam A; @Ay = (a1p, ..., a4p,01(1—p), .., a4(1—p)) e A @Ay = (B1p, - Bap, s B1(1 —
p), - Ba(1=p)). Sejam (A; @ Ag)t = (a1, a2, ..., an) € (Af®@Ag)t = (by, by, ..., by).
Como (B1,B2,...,Bn) €é ordenado e p € (0.5,1), entdo:

Bip = Bap = Bap = Pap- (3.1)
B1(1—p)>..>Bs(1—p). (3.2)
Bip > Bi(1—p), Vi€ 4. (33)

Afirmamos que p1p > p1(1—p) > pop > ap > p2(1—p) = B3(1—p) >
Bap = Ps(1—p).

Como A; ® Ay < Af @ Ay, entdo Zle a; < 25:1 b, VI € I,
donde by + by > a1 +ay; > ayp + app. Além disso, como A; A Are A®
Ap < Af ® Ay, entdo segue da definicao® que aj +ay > B + B, portanto
b1 4+ by > B1p + Bap, donde by > Bop. Usando a desigualdade (3.1) obtem-se
que by = p1(1—p) e bz = Pap.

Analogamente, como aj +a; + a3z +as > a1p + axp +ag(1 —
p)+ax(l—p) =a;+ay entdo by +by +b3+by > a1 +...+ay4 > ag +ap >
1+ B2, donde by > —P1p — P1(1 —p) — Pap + f1 + P2 = P2(1 — p), logo
by > B2(1 — p), portanto by = B3p.

Como A; < Ag, entdo az +ag > by + bg. Além disso, a7 +ag <
a3(1 —p) +ay(1—p), donde by +bg < (a3 +ay)(1—p) < (B3 +Ba)(1—p).
Como bg = B4(1—p), entdo By < B3(1—p), logo by = Bap. As desigualdades
(3.1), (3.2), (3.3) implicam que bg = B3(1 —p), bs = B2(1 —p).

Afirmamos que 22 <p<min{ s B }

P2tPs Bi+P2” Bs+Ps

L < pa < oy oy b > fall - p)
‘316_1‘32 > p Aaad (1_17):31 > p‘BZ;
ﬁﬁm >p <= (1-p)Bs > pPa.

Como as desigualdades (3.1), (3.2), (3.3) sdo verdadeiras, segue

B ; B B
que ﬂzfﬂs <p< mzn{ﬂljﬁz, ﬁ3+3ﬁ4}‘

Daqui pra frente usaremos repetidas vezes® o Lema 1.13.

8Veja a Definigdo 1.1.
9Mais ainda, essa é a parte mais “chatinha” da demonstracdo. Para facilitar a leitura,
omitiremos alumas passagens, mas nado tantas quantas foram omitidas no original [47].
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i)
m <h<—=wm<p

ii)
Como a1 +ap < by + by pode ser reescrita como by + by > max{aip +
a1(1 = p),a1p + azp}, entdo 1 = Pr1p+p1(1 —p) = by + by > max{asp +
a1(1 — p),a1p + app}, portanto aq +ay < by +by <= B1 > a3 e p1 >

(l’Cl +Déz)p —p < 061@“2 e ,31 > .

iif)

a1 +ay+az < by +by+ by <= max{ajp+ap+azp,a1p+a1(l—p)+axp} <

B1 B1— a1
<by+by+bzs=p1+ —=p< ep < ———.
1+b2+ bz = B1+ Bop p P p v — B

iv)
4

4
Y ai+ <) bj<= Bip+p1(1—p)+ P2+ pP3p >
i1 i=1

> max{ayp +a1(1—p) +azp + az(1 = p),a1p + a2p + azp + a1 (1 - p),

D£1—|-062—‘31
a1+ 00 +a3+a =p>——,
p(a 2 3 4)} p= B+ B3

B1— a1 B1

p < ,
a+az—Pr— B3 1—Pr— B3

Se ay 4+ a3 — B2 — B3 = 0, entdo a respectiva desigualdade pode ser descartada.

v)

o
o

I
L
I

a; <Y b <= B3(1—p)+Pap+Ps(1—p) =bsg+by+bg <ag+ay+ag <

1

< min{ay(1—p) +a3(1—p) +as(l—p)as(l—p) +asp+as(1-p)} <=

—p<1- 2 ele—L‘B‘L.
&y + a3 + oy — B3 B3 — a3

vi)
6 6

Y a; <) bj < ay+ag > by+bg < Bup+Pa(1—p) < min{ayg, a3(1—p)+as(1—p)} <=
i=1 i=1

Ba
= <wagep<l— ——.
'34_ 4EP= K3 + 0y

vii)
7 7
Za,-g Zbi<:>€l32bg<:>0(42‘34.
i=1 i=1

p1 B3 P P B1—

Portanto » < , , , ’ ’
p= B1+ B2 B3+ P4 a1 +ary ar+ar+az— B ar—po
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p1—m 1 1_ P4 1_ P
a2+a3—ﬁ2—ﬁ3’1—ﬁ2—ﬁ3’ 062+0C3+064—ﬁ3/ K3 + 0y
P>1— ,34 061—‘1-0(2—,31
,33—063 B2+ B3

Por outro lado, como B1 > a1 > ap > fo > B3 > a3 > ag > Py e

a1+ ap > B1 + Bo, entdo:

ﬁlﬁfﬁz ~ aléjaz; (3-4)

ﬁsﬁf/ﬁ -1 ﬁs%[ﬁ - ay,[ffa; (3-5)
alilaz < a1+a2€1ﬁl_ﬁ2i (3.6)

oqé—llxz < ﬁlil/sz < ﬁlil/;4 = 1_521_ By (3.7)
_a2+a3%a4ﬁ3 >1_,xﬁla4? (38)

e bt (3-9)

ay+az+p1— B3 ax— P2
Logo existem 6 desigualdades desnecessdrias envolvendo p e os coeficien-
tes de Schmidt &1,43, ..., B1, ..., Bs. Portanto max{ %2~ Brq_ “4 ’34} <p<

PatpPs3 Bs—a3
min{g i B - o)
(=)
Suponha que a1 < By, a1 +az > P14+ P2, ag > Pu, € m“x{algzﬂzﬁsﬁ]’l B
“‘; g‘;} <p< mzn{alﬂ(2 f; g; 1-— a3+a4} entdo:
Seja p € (0.5,1.0)N [max{“lgzajﬂfl,l - 'E‘;ji },min{alﬁjaz, f;:g;,l — aﬁfm }]

arbitrario. Como todas as setas da parte (=) da demonstrac¢do tém dois
sentidos, entdo 25:1 a; < Zf:l b;, V€ Ig, e 218:1 a; = Z?:l b;.

Em particular |¢;) ¢-acessa 1pf>. O
-Exemplos-

1)

Sejam |;), l/)f> com vetor de Schmidt dados por A; = (0.4,04,0.1,0.1) e

Af = (0.5,0.25,0.25). Logo:

max{“l+“2_ﬁ1,la4_ﬁ4} :max{ ,1
P2+ B3 3 — a3 3

3
5
m{ B pi-m B }_mm{

aq +0¢2’062—ﬁ2’ a3 + 0y
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Portanto |¢;) - ‘1pf>, mas |P;p) — ‘¢f47>/ qualquer que seja |¢p) com
coeficientes de Schmidt Ay = (p,1—p); p € [0.600,0.625].

2)

Sejam |;), 1[Jf> com coeficientes de Schmidt dados por A; = (0.5,0.4,0.05,0.05)
eAp= (0.7,0.15,0.15). Logo:

max{al+“2_ﬁ1,1—“4_ﬁ4}_max{z,l}_2,
B2+ B3 B3 — a3 3°2 3
min{ h1 ,51_061,1— Ps }:min{7,4}:7.

a1+ oy’ xy — B2 o3+ 0y 9°5 9

Portanto [95) = [yy), mas [9i9) — [9y4), qualguer que seo g} con
coeficientes de Schmidt Ay = (p,1—p); pe [%, %}

Estabelecemos portanto as condi¢des (necessdrias e suficientes) onde faz
sentido falar de catélise, mas ndo s6 isso, o Teorema 3.8 garante que exceto em
alguns casos existe ndo somente um tnico catalisador, mas uma infinidade
deles, basta olhar para os exemplos 1) e 2). Contudo, note que a existéncia
do catalisador s6 é garantida para estados finais e iniciais vivendo em até
C* ® C*e catalisadores em C? ® C?, ou seja, apenas uma resposta parcial é
obtida para a pergunta: "Quais sdo as condicdes necessdrias e suficientes para a
catdlise?”. Ainda assim, como vimos, a demonstragdo do teorema é ardua e
cheia de detalhes técnicos.™

E esse teorema, ou uma variante dele, que transformara a conjectura de
Nielsen em um teorema e permitird a discussdo sobre o volume de certos

conjuntos.

3.6 Conjectura de Nielsen

"I conjecture that if z is a non-uniform vector, then there exist x and y such that x Ay, but
IRz<YyRz."
(M. A. Nielsen)

Teorema 3.9. Seja z = (21,2, ...,2) um vetor de probabilidade ndo-uniforme, com
z1 > zx > 0, entdo existem x = (x1,Xx2,%3,%4),y = (y1,Y2,¥3,v4) € R* t.q.
xAyex®z<y®z

1056 para registrar, o artigo original de Jonathan e Plenio [39] veio em 1999 e somente seis
anos depois, em 2005, vieram as condigdes necessarias e suficientes, no caso particular, para a
ocorréncia da catalise [47].
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A fim de demonstrar o Teorema acima, vamos usar a seguinte ideia: dado
um vetor z de probabilidades ndo-uniforme, iremos obter (espertamente) dois
outros vetores auxiliares x e y, com x <y, e x ®z < y ® z, tal que todas as
desigualdades da segunda relacdo de majoragdo sdo estritas. Veja um exemplo

na figura abaixo.

Somas Parciaisde y \tensor z Somas Parciais de x \tensor z

11/5 11f5

1 1

4/3 4f3

3/5 M Somas Parciais de y 3/5 M Somas Parciais de x

\tensorz \tensorz

2/5 2/5

1/s 1/s I

o LIRS s S s s B s B s e ey e o I||||||||||||||||||||

1 3 5 7 9 11 13 15 17 18 1 3 5 7 9 11 13 15 17 1%

Comparacdo em cada passo.

1/5
9/50

4/25

7/50

3/25

1/10 B Comparacde em cada
2/35 passo.

3/50

1/25 I I -

7 11,

1

Figura 3.3: Aqui x = (3, 3, 1/
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Feito isso, uma pequena pertubagdo em x,y leva aos vetores procurados

no enunciado do Teorema 2.25.

Demonstragio. Para fixar as ideias suponha que z; > zp > ... > z; > 0. Sejam
«,B dados por a +p =1 e %‘; = % Note que como z; > zx > 0, entdo
azl > B. Logo a > B.

Sejam x = (x1,..,x4),y = (y1,..,ya) € R* dados por x; = x = Ja+
}Iﬁ,x3:x4=}lﬁey1:a,y2=y3=%ﬁ,y4=0. Como o« > B >0e
a+p=1entio x=xt, y=yt eyt x,=1= Z?zl y;. Afirmamos que
x=<y.

Como x; = %zx—i—}iﬁ <a =1y, x1+x = oc—l—%,B =1+
Y2, ex1+x2+X3=0c+§ﬁ< 1=y +y2+y3 entdo x < y.
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Além disso, o coroldrio 1.17 garante que x ® z < ¥ ® z. Afirmamos que
todas as desigualdades da majoracdo entre x ® z e y ® z sdo estritas, ou seja,
Vi (xoz) <Yl (y@2)t, Vie{1,2,3,..,4k—1}.

Suponha inicialmente que !/ é um ndmero par.
i) Se 1 <1 <k, entdo:

Y (x@2)f = (0‘ + %ﬁ) YAz e i (yo2) =a Xl z

donde Y!_, (y ®z) —Yl o (x® z)l = Zl 2(aziy1/0 — Bzi) > 0;
ii) Se k+ 1 < I < 2k, entdo:

Lozl = (a+ 1) B2z e T (yo2)f = T, (v
z)ll + Zf:kﬂ (y® z) = zle 12i + Zf»:kﬂ (y® z)l.. Note que como z é um
vetor de probabilidades, tem-se que Zile z; = 1, por outro lado uma ex-

pressdo fechada para Zf:k 412 demanda a andlise da paridade de k. Va-

mos nos contentar somente com a limitagdo Zg,k 1% = 3 ﬁ Zl 1%i- As-
sim T, (y®2)f > a+3BYifz, entio T (y@2)f - L (x@2)f >
ay 1/24+1%i — 1B 251/2k+1 Como as duas somas contém k — é termos e

xzj > g Zj, Vi,j € I, entdo Zz 1(}/®Z) Z 1(x ®Z)ii > 0‘21‘:1/2+1Zi -
1/2
%ﬁ Zzl/ k1% >0;

iii) Se | = 2k, entdo:
Analogamente, Y (x® z) =y 1(x ® z) =a+5 £e
y 2 (y@z)L = +Zl kH(y@z)i >a+ 1Bz +5 Zl 1 zi, donde leil(xéé
Z)z’ —y* (y®z) 1Bz1 — 3Bz > O;
iv) Se 2k + 1 <1 < 3k, entéo:

1 1/2—k

Y (x@z)f =a+ /3+ /s 2 z;.

i=1

Com o mesmo argumento do item iii) tem-se que:

1

Y (y@z)) =

i=1 i

2k 1 1-2k

yoz)i+ Y (y®2); +Z o2 >at . B+ ﬁZzz

1 i=k+1 2k+1

M»

Donde Yi_ 1(y®z) —yi 1(x®z)¢>a+2ﬁ+2ﬁzl 2z~
a+ip+ipyritz >0
v)Se 3k+1 <1 < 4k.
Como yy4 = 0 tem-se que y_ 1(y®z)¢ = 1, obtemos facil-
mente que Y i_ 1(y®z) -y 1(x@z)¢>0.



CAPITULO 3. CATALISE 44

Por outro lado, suponha que, ! é impar.

Como [ é impar, entdo [ +1 é pare [ —1 é par. Portanto

!

todas as somas do tipo Zfﬂ (x®z); recaem sobre algum dos casos anteriores,

logo:

-1 I+1 - 41
Y (x@z)] +2x®z¢ Z(y@z +Y (yoz)}, Vi€ {1,35,..,4k—1}.

i=1 i= i=1

—_

Como [ é impar, entdo os termos do lado esquerdo da desi-
gualdade aparecem aos pares, donde Y_; (x ®z) =5 [Zl [(x® z) +r xw z)ﬂ :
Por outro lado Y} ,(y® z) > {Zl 1(y®z) + Yy ®2); } Portanto
i 1(y®z) -y 1(x®z)i >0, VI1e{1,2,..,4k—1}.

Como todas as desigualdades na majoragdo sdo estritas, entdo existe
€>0,tq ¥=(x1+ex2+€x3—€x3—¢€) @z < (Y1,Y2,Y3,Y4) @ z. Como
¥+ =a+iB+2e>a+3B=y;+y entdo ¥ Ay. O

A demostragdo acima ndo é original, e os créditos vao para S. Daftuar e M.
Klimesh [48]. Aqui apenas modificamos uma passagem ou outra, expandindo
alguns passos e suprimindo outros com o intuito de deixd-la mais clara ao
leitor. Para o caso particular em que z é um vetor de probabilidade nao
uniforme em R? existe um resultado com um approach diferente daquele

proposto por Daftuar e Klimesh, veja o teorema 3.11 ao fim desta secéo.

Corolario 3.10. Os uinicos estados que ndo atuam como catalisadores tém a seguinte

forma |¥p) = f): _,|ii), p€N.

O corolério anterior mostra que nem estados produtos (p = 1), nem esta-
dos “maximamente emaranhados" (p # 1) podem atuar como catalisadores.
Claro, que tecnicamente, esse fato ja era esperado, uma vez que ambos os
tipos de estados tém vetores de Schmidt que ndo contribuem para a relagdo
de majoragdo, logo acrescenta-los ao jogo ndo leva a qualquer mudancga. Por
outro lado a forca do corolério 3.10 reside no fato que esses sdo os tinicos
vetores que ndo podem atuar como catalisadores, ou seja, qualquer que seja o
estado ¢, se seu representante ¢ diferente daquele |¥,), é possivel obter uma
transformagdo que tem ¢ como catalisador.

Admitiremos sem provas o resultado de P. Anspanch:

Teorema 3.11. Sejam A; = (ay,...,a4), A = (B1, ..., B4) 08 coeficientes de Schmidt
l/Jf>. A fimde que Aj A Ag, mas A @ Ay < Ap; Ap =

ordenados dos estados |1;),
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(p,1—p), p € (05,1.0), é necessdrio e suficiente que 3e; < 0,e, > 0,e3 > 0
tg. pr=w1+e€, fpp=ar—€1—€, f3=nze2+€3, Py =ns—€3 e M=

Xp—€1 A4—€3 € i %t€s €) _ ; ; 5
max(a]+€], Ty 61) < mzn(are], €z> = M. No caso afirmativo |¢p) é um

catalisador quando M < 177” < m.

Ainda em [49], Anspach mostrou que dados quaisquer My > 0, e 0 <

my < 1, existem estados |¢;),

lpf> com coeficientes de Schmidt A; =
(ocl,...,tx4),)\f = (B1,-Ps), tq. M = My e m = my. Mas ora, seja
p € (0.51.0), entdao 1 > 1777} > 0, portanto para My = 177’7 = my, exis-
tem A;,Ap € RY tq. Aj AAg, mas A; @ (p,1—p) < Af® (p,1—p). Ou seja,
qualquer estado com coeficiente de Schmidt Ay = (p,1—p); p € (0.5,1.0) é
um catalisador!

O leitor mais curioso verd que a demonstragdo de 3.11 é tdo trabalhosa'"
quanto 3.8. Por outro lado a afirmagdo acima é construtiva: é possivel, dado p,
construir os estados em questdo, sem apelar para a continuidade das fung¢ées

na majoracdo. Nao hd, em [49] nenhuma mencédo a ““vetores de probabilidade

ndo uniforme atuam como catalisadores”.. ™

E por isso ndo estd presente aqui.

>Como o autor ndo deixou nenhum modo de comunicagdo (eletrdnico) explicito no artigo,
entdo ndo tem como saber se 0 mesmo ndo percebeu o fato (indiretamente provado, no caso
particular), ou se foi somente lapso no momento da escrita.



Capitulo 4

Poder Catalitico

“...algo como o Poder Catalitico...”

(Marcelo Terra Cunha)

4.1 Algumas Palavras

Sabemos desde o colégio que temos % de chance de tirar a face 4 ou a face

2 num jogo honesto de dados, que temos 1 de chance de ganhar um cara-
1
6
C60
o que estamos fazendo é o seguinte processo: Primeiro contamos quais séo

ou-cora, e que temos de chance de ganhar na Mega-Sena. Basicamente
os resultados possiveis (no caso do jogo de dados: {1,2,3,4,5,6}), depois
contamos quais sdo os resultados que nos interessam ({2,4}) e entdo dividi-
mos o segundo nimero pelo primeiro para saber quais sdo nossas chances.
Poderiamos reescrever a ultima setenca usando teoria da medida: Usando
sempre a medida de contagem, primeiro obtemos o volume do conjunto de
resultados possiveis, depois o volume dos resultados que nos interessam, e
entdo fazendo a divisdo obtemos nossas “chances” (quanto de um volume
cabe no outro).

O leitor poderia se perguntar: “Ora, o que tem tudo isso a ver com
Catélise, ou com Mecéanca Quantica?”, e a resposta seria... tudo! Falamos nos
capitulos anteriores de estados puros, mistos, emaranhados, com transposta
parcial positiva, e maximamente emaranhados. E uma pergunta legitima
saber se é mais provavel encontrar estados puros do que mistos, ou se estados
emaranhados ocorrem com mais frequéncia em Mecénica Qudntica, ou ainda,

se em dimensdes superiores é facil encontrar estados emaranhados com

46
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transposta parcial positiva’. Ok! Falamos o que essa histéria de probabilidades
tem a ver com Mecanica Quantica, mas para fazer sentido, falta mostrar como
tudo isso se encaixa no nosso caso.

Ja sabemos que para qualquer vetor de probabilidades nao-uniforme z,
existe um par de vetores x,y € R* t.q. x z-acessa y (teoremas 3.9 e 3.11, nO
caso particular). Mas dentro do contexo de catalise uma pergunta razoavel
seria: “Dados zq e zp ndo uniformes, quem catalisa mais transformagdes?”. Para
tanto, é claro que vamos acabar calculando o tamanho, o volume (mesmo
que abstrato) de alguns conjuntos. A titulo de exemplo e tendo em vista o
teorema 3.8, vamos posteriormente nos concentrar s6 naqueles casos? em que
os estados finais e iniciais tem vetores de Schmidt A;, Ay morando em R*
e os catalisadores tem a forma Ay = (p,1—p); p € [0.5, 1.0], pois aqui a
catélise é muito bem caracterizada em termos dos coeficientes de Schmidt,
no sentido de que existem critérios para determina-la. Mas por enquanto
tentaremos manter a maior generalidade possivel.

A pergunta acima tem 6timas motiva¢des?, é simples, direta e até esta
bem formulada. Mas sua resposta ndo é nem de longe igualmente simples
e direta. Note que a catdlise é um processo que envolve a transformacdo de
dois estados: um inicial |i;) e um final ‘¢f>. Logo existem duas maneiras
de se calcular o “Poder Catalitico Total” de um candidato a catalisador |¢).
Podemos comegar olhando para o Poder Catalitico Parcial - Fixado o estado
inicial, ou seja, para o tamanho, o volume com respeito a medida pconjunto
Egi = {‘¢f> e C"oC"; ;) ELoce, ‘¢f>, com catalisador |¢)} e depois
integrar sobre o conjunto A de todos os possiveis estados iniciais, obtendo

algo como:

#(Ey,i)dv. (4.1)

Mas tambem poderiamos comecar olhando para o Poder Catalitico Parcial

i) = |

A

- Fixado o estado final, ou seja, o volume com respeito a v do conjunto

Eq,,f = {ly;) € C"=xC; |y;) ELOCE, ‘¢f>, com catalisador |¢)}, integrar

sobre o conjunto B de todos possiveis estados finais e obter:

*Veja por exemplo: [50], [51], [53], [54] e [55].

*E mais provéavel achar pares de estados que sdo catalisados por z; ou z?

3Possiveis generalizacdes serdo brevemente discutidas.

4Basta pensar que um laboratério quer saber qual produgdo de catalisadores é mais rentavel.
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PCl(9) = [ v(Ey i 42)

Mas a primeira pergunta que vem a mente é: “Os dois Poderes Catali-
ticos Totais acima definidos sdo iguais?”. Com uma boa dose de intuicdo
podemos acreditar que sim, mas existe uma assimetria na demonstracdo do
teorema 3.8 que poderia ser transmitida para essa defini¢do, devendo assim
ser interpretada fisicamente, pois seria no minimo estranho ter importancia
no resultado final o fato de comegar fixando o conjunto E~¢,i ou E~¢/ - Outro
ponto a se destacar, e esse ndo tem como escapar, é que o Poder Catalitico
depende diretamente das medidas adotadas. Ademais, ainda que tenha ficado
oculto na discussdo acima, o conjunto que estamos interessados em medir é

dado por

1,L7f>) eCoC xC"C™; |v;) ELoce, ‘¢f>, com catalisador

Ep = {(lyi),

cujas fatias sdo os ja conhecidos E(I,’i e E(P,f' 0 que permite reconhecer A
como E~4,’f, e B como Ey;. E o tamanho do conjunto Ey que nos dird quanto
um catalisador |¢) é (quantitativamente) melhor que outro.

E claro que numa primeira (e intecionalmente bem geral) abordagem nao
estamos preocupados em discriminar quais medidas iremos adotar. Como
veremos na proxima segdo, exigiremos delas apenas algumas propriedades
que sdo lteis (e razodveis) para obter resultados interessantes. Contudo seria
um pecado deixar dizer que destacadamente existe uma classe de medidas
que faz sentido ndo s6 em Mecanica Quantica, mas que reune uma condigao
necessdria para que o nosso problema fique bem posto. Estamos falando
daquelas medidas que sdo invariantes perante Transformagdes Unitarias, da
qual a Medida de Haar é um exemplo [59].

Tornemos agora a discussdo anterior um pouco mais rigorosa...

4.2 Poder Catalitico Total

“Dados dois possiveis catalisadores |¢), |¢'), quem catalisa mais transformacdes?”

Quando dizemos que estamos interessados em saber o volume do con-
junto Ey, ou de suas fatias Eg;, Eg ¢, 0 que estd em jogo é a definicdo de uma

medida bem adaptada ao nosso caso e a aplicacdo dessa medida no conjunto

5Lembre-se que estamos sempre olhando para os Coeficientes de Schmidt de um estado!

)},
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Ey. Mas para definir uma medida devemos antes tomar alguma c-algebra
que se encaixe bem na nossa situagdo. Antes de definir quais estruturas ire-
mos considerar, uma discussdo deve ser feita: Como o fénomeno da Catélise
depende exclusivamente dos Coeficientes de Schmidt, sendo irrelevante consi-
derar unitdrias locais, faz todo sentido, entdo, descrever nossos conjuntos de
interesse olhando somente para a Decomposi¢do de Schmidt de cada estado.
Cada conjunto fica associado a uma contra-parte que mora no simplexo de

probabilidades correspondente:

Eg — Ep = {(A;, Ag) € Vminlrlh soymintmnd 3 4 A e A @Ag < Af® Ag);

(4.33)
Eg; > Eg;i = {Ap € VMHmmy 0 4 d e mas ;@ Ag < Af @ Ag}; (4.3b)

E¢,f —> Ed),f = {)\1‘ S Vmin{r,l}; /\l‘ 74 )\f mas /\i ®)\¢ < /\f ®/\‘P}' (4.3C)

A fim de poder determinar o volume de Ep,; seja (X, X, : X — R)
um espaco de medida t.q. cadaEy; é X-mensurdvel. Analogamente seja
(Y,Y,v:Y — R) um espago de medida t.q. Es¢ é Y-mensurdvel. Dessa
maneira, podemos determinar o “tamanho” de cada uma das fatias de Ey,
mas podemos ir além. De posse das c-algebras X,Y é possivel definir a menor
o-dlgebra Z = X x Y que contém todos os conjuntos da forma A x B, A € X
e B €Y, agora com a ajuda do Teorema da medida produto [57] obtemos uma
medida® (u xv):Z — R tq. (4 xv)(AxB)=u(Ayv(B),Y AxB; AcX
e B €Y. Eessamedida u x v que nos dird o volume do conjunto dos
estados que sdo catalisados por ¢. Se o conjunto E4 for Z-mensuravel’, e
cada medida y,v for o-finita (e portanto tambem p x v), entdo o Teorema de

Fubini [57] garante que:

PCu(9) = [ iEpiv = [ dlexv) = [[v(Eg )i =PCL9) G4

Ou seja, obtemos o seguinte resultado: Para espacos de medida bem-
adaptados o Poder Catalitico Total independe da ordem em que comegamos a
calcular. Podemos fixar os estados iniciais e integrar, e posteriormente integrar

sobre os possiveis inicios, ou fixar os finais e depois integrar sobre estes. E

5Que ¢é tnica caso p,v sejam o-finitas.
7Veja Apéndice 4.



CAPITULO 4. PODER CATALITICO 50

apenas uma questdo de escolha, comodidade, facilidade, ou tratabilidade das
contas comecar por um, ou outro, Poder Catalitico Parcial. Contudo devemos
destacar que apesar de independer da ordem de integragdo, o Poder Catalitico
Total depende da estrutura dos espagos de medidas que irdo ser adotados.®
Antes de passar para o exemplo final que fecha este capitulo, seria injusto
deixar de comentar com o leitor mais alguns fatos. Estamos interessados
apenas em medidas com caréter, ou interpretacdo geométrica razodveis, no
seguinte sentido?: se dado o conjunto Ey, for possivel colocar uma bola, um
bloco de medida de Lebesgue ndo-nula dentro dele, entdo diremos que Ey tem
um tamanho considerével (ndo tem-medida nula), e da mesma forma se Eg
for magro o suficiente para que nenhuma bola, ou bloco seja inserido dentro
dele, entdo ele tem tamanho desprezivel (medida-nula), em outras palavras
vamos nos concentrar apenas naquelas medidas que sdo bem comportadas
com respeito a medida de Lebesgue.™. Dito isso ficamos livres para, pelo
menos num primeiro momento, nos concentrar apenas nas medidas usuais de
Lebesgue. Além disso, pode néo ter ficado clara a mensurabilidade (em geral)

do conjunto Eyp, para tanto recomendamos a leitura do Apéndice C.

4.3 Um pequeno exemplo: Poder Catalitico Parcial - Fixando

o estado final

“... with a few rare exceptions the entities which are studied and analyzed in mathematics may

’

be regarded as certain particular sets or classes of objects...”

(P. Suppes)

Nosso' objetivo aqui é usar um exemplo para “por a mao na massa” e
medir, de uma maneira que ficara clara mais abaixo, o tamanho, o volume
do conjunto dos estados iniciais |i;) que ¢$-acessam um certo estado final
‘lpf> , onde ‘¢f> e |p) sdo previamente fixados. E claro que a situagdo
serd discutida em termos dos coeficientes de Schmidt (ordenados) de cada
estado em jogo, e como ja foi dito anteriormente, vamos nos preocupar apenas
com estados iniciais e finais que tém no maximo 4 coeficientes de Schmidt

ndo-nulos, e catalisadores da forma (p,1— p).

8De qualquer maneira devemos ressaltar, mais uma vez, que é interessante obter um resultado
geral, "independente” das medidas adotadas.

9Lembre-se que escolhemos trabalhar apenas num simplexo de probabilidades, ou seja, num
sub-conjunto do espago euclideano.

°Algo como p(S) =0 <= A(S) =0, V S, onde A é a medida de Lebesgue.

O exemplo aqui tratado, foi obtido com a colaboragdo de J. A. dos Santos.
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Para evitar repeti¢des desnecessarias durante o resto desta se¢do, vamos
fixar algumas notagdes: A; = (a1, a2,a3,a4), £.9. a4 >0, Ar = (B1, B2, B3, Pa)
e Ap = (p,1—p), tg.p € (05, 1.0) serdo respectivamente os vetores de
Schmidt dos estados |¢;),

P f> e |¢). Além disso pediremos também que
B1 > B2 > B3 > Pa > 0. Essa tltima cadeia de desigualdades™ serd a
garantia que algumas das condi¢des que obteremos sdo, além de necessdrias,
suficientes. Agora podemos comegar.

Estamos interessados no conjunto:*3
Eyp= {Ai — (@1, 08) € VE A A A, A @ Ag < A ®/\4,}, (4.5)

Mas ora, se A; € Ep,f, entdo o estado inicial ndo acessa diretamente o
estado final, mas o ¢-acessa. Portanto, da demonstracdo do teorema 3.8,

tem-se que A; = (aq,ap, a3,04) obedece as desigualdades:

a1 +ap > B+ Bo; (4.6a)

B1> a1 > x> o> B> a3 > ay > Py (4.6b)

a1 < Preagtap < ﬁ;; (4.6¢)

aq +062P§,31+,32P€0€1+062+063§'[;1+ﬁ2; (4.6d)

1< Bt ot py emt o < o+ (Bt ol (4.6¢)

w + (a2 +a3)p < B+ (B2 + B3)p; (4.6f)

ay +az+ay > B3+ 1/%17 e az(1—p)+as > B3(1—p)+Ba (4.6g)
B4

a3+ oy > T_, ¢ < Ba. (4.6h)

Portanto o conjunto para o qual devemos olhar inicialmente é formado
pelos a = (a1, ap, a3,04) € V* que satisfazem as desigualdades (4.6). Explici-

tamente:
Ep,f:{DCEV4; a1 t+ap > Pr+Po, fr > > ax > Po> B3 >az > ay > Py,

B1

061+062§ﬁ;, a1 +azp < B+ Bop, 0&1+“2+0¢3§?+ﬁ2, ap + a3 +ay >

>Note: Pedir que algumas desigualdades sejam estritas nédo altera, em geral, os resultados
que envolvem medidas.

BAqui V4 = {(x1,.,04) €ERY T2 %=1, 1> x; > x2 > x3 > x4 > 0}, e 0 indice p diz
respeito ao catalisador ¢ = (p,1—p).
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1%}, a3(1—p)+as > B3(1—p)+Pa, a3 +ag> 113_4;9,

wy +apy < B+ (B2 +B3)p, w1+ (a2 +az)p < B1+ (B2 + B3)p}-

B3+

Note que sempre teremos a1 + ap + a3 + a4 = 1, ou seja uma variedade de
dimensao 3 dentro do espaco euclideano R*. Portanto qualquer medida em
R* com algum apelo geométrico, como por exemplo a medida de Lebesgue,
nos dard a informagdo de que o conjunto E,¢ tem medida nula. Para
contornar esse fato, vamos usar a projecao candnica 7 : R* — R® dada por
7t(x1, X, x3,%4) = (x1,%2,%3), V(x1,...,%4) € R%, e nos concentrar no conjunto
m(Epf) € IR3. Feita a projegdo, um pouco de trabalho com as desigualdades

nos leva ao seguinte conjunto:

+
m(Epy) = {(“1,“2,063) €R%; w <ap <Py, pr+pr—a <ax <

mi”{“lf min{ﬁrf/ B+ (B2 +pa)p, 1~ 1[3_4;7} - M,if +p2 - %, }

1—wa— 1
% <uaz < p(ﬁ1+l32+P,33—061—0¢2)}-

H(E},,f)

Figura 4.1: Representacdo esquemadtica da projegdo.
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Antes de prosseguir, devemos analisar quais sdo as condigdes necessdrias,
e suficientes (se essas existirem), para que o conjunto ao qual estamos olhando

seja ndo-vazio.

Lema 4.1. A fim de que 71(E, s) seja ndo-vazio é necessdrio e suficiente que p €
B2 ; { B1 B3 }) 1

(ﬁerﬁs’mm FitBa Botbi f) © (2. 1)-

Demonstragio. A fim de que 7t( p,f) seja ndo-vazio é necessério, e suficiente,

que tenhamos mzn{ B - o 50 P14 p(B2+ ,33)} > B1 + B2. Logo:

ﬁ1+ﬂz<ﬁ;<=>P ﬁﬁlﬁZ- (4.72)

B1+B2<1—- Pa <— P4 <B3+Ps<=1—-p> Pa = p< B3

1-p 1-p B3 + PB4 B3+ Ba
(4.7b)
Bi+B2<PB1+p(B2atps) <= p> ﬁzﬁ- By (4-7¢)

Logo 7t(Ep,f) énao vazio se, e somente se, p € (ﬁffﬁs, min{ /Sllilﬁz’ 153%54 }) .

O
Alguém poderia se perguntar porque nido analisamos a desigualdade
que vem com a3, ou seja, %(ﬁl + B+ pBs—a1 —ap) — (1 —ag —ap) =
ZJ p1+ B2+ M — (a1 + txz)} > 0. Essa ulima desigualdade é equiva-
lente aw+ap < ,Bl + B+ p(ﬁ3 ﬁ4) . Contudo a construgao de 7(E, ) jd &
suficiente para mostrar que mzn{le, mm{ﬁ1 B1+ (B2+B3)p, 1 ﬁ“ }} <
B1+ By + BEEEY B — /S 1) deixando portanto a andlise desnecesséria.
O Lema 4.1 é fudamental para a definicdo do poder catalitico parcial, uma
vez que se 71(E, r) = @, entido nao existe estado inicial que ¢-acessa ’¢f>.

Além disso, para o leitor mais atento poderia ter surgido a pergunta: “O

intervalo < B i B/ mm{ ,BlﬁJrl,Bz ﬁff&l }) é sempre ndo-degenerado?”

Lema 4.2. O intervalo ( 5 *i B mzn{ 51*11}32 ﬁ3i3ﬁ4 }) é ndo-degenerado se, e so-
mente se, 13 — B35 >0 e B3 — Bafs > 0.

Demonstracio. Basta analisar a desigualdade min{ ﬁfﬁﬁz, ﬂﬁfﬂ " } ﬁff[% O

Veja que o Lema 4.2 pode ser parafraseado em termos de médias geomé-
tricas, ou seja, o intervalo em questdo é ndo-degenerado se, e somente se, 3,
for maior que a média geométrica de P, B3, e, além disso, B3, for menor que

a média geométrica entre 3, Ba.
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Para aquelas questdes que envolvem geometria, e para alguns tipos de
medida também, o interior do conjunto 77(E, ) é importante. Portanto faz

total sentido enunciar o seguinte resultado:

Lema 4.3. O interior do conjunto 7t(E,s) é

+
A= {(ucl,az,ocg) E]R3; % <y < PB1, Br+Br—ar <ap <

min{oq, min{'B;/ B+ (B2 +pa)p, 1= 1'B—p}_a1"81ﬂ1+ﬁ2_0;’l’},

1—a1—ar 1
f <agz < E('Bl +,32+P,53 — K7 —0(2)}.

A fim de demonstrar o Lema 4.4 basta lembrar que para obter o interior
de qualquer conjunto definido por um ntimero finito de desigualdades, basta
tornar todas aquelas desigualdades que ndo sdo estritas em desigualdades
estritas. Vale notar que tanto 77(E, ¢) quanto seu interior pode ser visto como
unides e intersecdes finitas de imagens inversas de fun¢ées continuas.™#

Aqui ha um ponto muito peculiar, o lema 4.3 garante que o conjunto
m(Ep ) € razoalvelmente parecido com seu interior, apenas algumas desi-
gualdades foram transformadas em desigualdades estritas. Sendo assim,
para medidas p (bem comportadas) tem-que u(7t(E, ¢)) = p(int(m(E,y))).

Ademais:
Lema 4.4. O conjunto 7t(E, ) évazio se, e somente se, int(7(E,)) é vazio.

Demonstragdo. (=)

Se 7t(E,f) for vazio, entdo int(7t(E, ) € vazio, uma vez que intA C A
qualquer que seja o conjunto A.

(=)

Se int(7t(E, ) = @, pelos mesmos argumentos usados no Lema 4.1, segue

B ; B B _
que p ¢ <ﬁ2fﬁ3,mzn{ﬁliﬁz, 53+3/34 }), donde 7(E, ) = @.

O

O lema 4.3 diz que naqueles casos em que int(7t(E,r)) é ndo-vazio', exis-
tem estados iniciais que sdo ¢-levados em ‘1,1) f> com a seguinte propriedade:
Pequenas variacoes desses estados, pertubagdes nos coeficientes de Schmidlt,
geram estados com a mesma caracteristica (sdo ¢-levados em ‘1,[)f>). Ainda

independente da medida adotada podemos enunciar mais um resultado:

4Esse fato sera amplamente usado no Apéndice C.
'5Veja as proposigdes 4.1, 4.2, 4.4.
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Teorema 4.5. A fim de que seja acessivel via catdlise é necessdrio, e suficiente
f

que min{ ﬁllilﬁz’ ﬁfﬁm} > ﬁzﬁfﬁs' No caso afirmativo ‘¢f> é ¢-acessivel desde
B ' B g
que p € (,Bzfﬁ3’mln{,31+1ﬁ2’ /53+3/34 }), com A @Ay — Af®@Ag, VA; € Ep g

-Exemplos-
1)
Seja Ay = 55(9,8,2,1).
Como ﬁzizﬁa =35, ﬂllilﬁz =7 e /536354 = 2, entdo n(Epf) =0, Vpe

(0.5,1.0). Mostramos assim que existe pelo menos um estado final tal que a catdlise
via |¢) ~ (p,1— p) é impossivel! Portanto, se ele nio for acessado diretamente,
entdo também ndo o é com a ajuda de ¢.
2) Fixados B;:
Seja Dy = {(ocl,rxz,ucg) € R53; ﬁl;—’gz <ay <Py, 1+ Br—ar <ay <min{ay,1—2B4 —az},
1_”‘%“2 <az<1—PBy—a;— ocz} o conjunto dos estados que podem acessar
(B1, B2, B3, Ba) via catdlise. Apenas a titulo de exemplo, usando a medida de Lebesguie,

tem-se que:

B1 min{ay,1—ay—2p4} 1—a1—ar—By
V(Df) = //;51+52 dﬂél/ 1-aq } leZ /1“12“2 dlx?’ =

T max{p1+Ppr—a1,—3
//51 p /min{ﬂél,l*ﬂéz*zﬁzl} P 1—a;—ap—By p
= Ll 1] /7 B as3.
bt Br+pa— e

i) Se B1 > % — B4, entio:

ﬁl o 1 aq X
A(Df) - /M dwl /‘51+/32*0€1 a2 (2 2 2 'B4> -

2

i (ﬁ ,32)3 (ﬁ .32)2(1 28 ) (182 182)<131 182)
st — % : s -
Bl (BitB2)®  (B1—P2)’B1 , (B1—B3)(B1th2)
T B f(Br.p2).

Como 9,f(B1, B2) = _(/31;7!32)2 <0e f(B1,B1) =0, entdo A(Dys) > 0.
ii) Se B < % — By, entdo:

1-28, a 1 o
A(Df) - /gl+52 dlxl /,31+ﬁ2*0¢1 dle (2 B ? N 7 N ﬁ4> +

2
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B 1—a1—2p4 1 o a
+/ du / du ( —————— ) =
1-2p4 ! Br1+B2—m1 2\2 2 2 P

1_ 3
=20 T 30 g BT o] Bty
o - G- )G — - B2 0

Figura 4.2: Relacao entre Dy e 7t(E, ).

Mas o que todos esses Lemas, Teoremas e Proposi¢des querem realmente
dizer? Primeiro de tudo, deve-se notar que, com bastante esforco, obtivemos
uma forma explicita e bonitinha para o interior do conjunto 7(E, ). Nem
sempre isso é possivel, e a tinica garantia que se tem é que ele estd contido
em algum outro conjunto, ou que ele contem alguém. No nosso caso fica
mais facil saber quando ele é ndo-vazio, e portanto quando medidas com
interpreta¢es geométricas usuais sdo ndo-nulas.

Segundo, o teorema 4.5 pode parecer, num primeiro momento, contradité-
rio com o resultado de Sun, Duang e Ying [47], mas ndo o é. A abordagem la
é diferente (apesar de ter sido amplamente utilizada aqui), e os interessava
saber a existéncia de um catalisador se fossem dados estados finais e iniciais,
enquanto que aqui é fixado somente o estado final ‘lp f>, e a pergunta é: dado
um estado com vetor de Schmidt Ay = (p,1 — p), qual o tamanho do conjunto
dos estados iniciais que ¢-acessam ’1/) f>? Ou seja, os estados iniciais sdo
livres!

Terceiro, contrariando as espectativas, o teorema 4.5 garante que exsitem
varios estados que se ndo forem acessados diretamente, entdo também ndo o

serdo via catdlise, com catalisadores da forma (p,1 — p).
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Quarto, era esperado que somente ndo atuariam como potenciais catali-
sadores'® estados com p € {0.5,1.0}, mas vimos que esse fato depende dos
coeficientes B1, B2, B3, B4 € que por exemplo, se o poder catalitico parcial for a
medida do conjunto 77(E, ) e se a medida for a de Lebesgue entao teriamos

algo como:

T

B2 . B Bs
B2+ B3 mm{ﬁlJr,Bz' /53+,B4}

Figura 4.3: Poder Catalitico Parcial com medida de Lebesgue.

Por dltimo, mas ndo menos importante, o exemplo 2) mostra que inde-
pendente do estado final, existe sempre a necessidade de se falar em meios
alternativos de acessa-lo, seja por catalise ou de outras maneiras aindas desco-
nhecidas. Uma vez que Dy é sempre ndo-vazio e possui medida de Lebesgue
nao-nula'’, entdo dado Af = (B1, B2, B3, Bs) € sempre possivel construir va-
rios estados com vetor de Schmidt A; = (aq,..,.a4) t.q. esses estados podem
acessar via catélise ’1/) f>.

Todos os fatos discutidos até aqui dizem que podemos encarar como um
bom candidato a poder catalitico parcial (fixado o estado final) o valor de uma

medida sobre o conjunto 77(E, ¢). Chegamos entdo a definigao:

Definicdo 4.6. Seja ‘¢f> com coeficientes de Schmidt dados por B1 > Bo > B3 >
Ba > 0, entdo o poder catalitico parcial (fixado o estado final) do catalisador |¢)
com vetor de Schmidt Ay = (p,1 —p) € dado por PC}l(cp) = u(nt(Epyf)), tg.
u: X — R é uma medida.

Assim, independente da medida u adotada, para alguns valores de
B1, B2, B3, B4 sempre teremos PC?((/)) = u(mt(Epys)) =0, Vp € [05,1.0] (veja

6No sentido de ter 71(E, ¢) com medida nula.
7 Apesar de ser altamente artificial!
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os exemplos anteriores e também o lema 4.2). Mas mais ainda, sabemos que
se B1Bs > P3 e B3 > BB, entdo ainda assim podemos ter PC}’(cp) = 0, basta
escolher p fora do intervalo (ﬁ, min{%, ﬁ}), logo n(Ep,f) =Q,
uma vez que u(@) = 0. Por outro lado, se B1B3 > B3 e B3 > PoPas e
pe (ﬁﬁfﬁymin{ ,Bllirlﬁz’ ﬁffm }), entdo int(7t(E,f)) # O, nesse caso usando
yu como a medida de Lebesgue sabemos que PC}'((p) # 0. A fim de que

ndo ganhemos mais nenhuma indesejada informacao adicional sobre o poder
catalitico, é natural pedir que trabalhemos somente com medidas y tais que
A < yu,onde A é amedida de Lebesgue. Dessa forma asseguramos o carater

geométrico do poder catalitico parcial, pois se PC}‘((I)) # 0, entdo tambem
PC}(¢) # 0.



Capitulo 5

Comentarios Finais e Trabalhos

Futuros

Bom, chegamos ao final deste trabalho de dissertacdo’, mas felizmente ndo
chegamos ao final da pesquisa sobre poder catalitico, muito menos sobre a
catdlise. Além de termos cumprido com o que se espera de uma dissertagao

de mestrado ao:

* Rever, e ampliar com mais exemplos, o artigo de D. Jonathan e M. Plenio

[39];

* Estudar a fundo o processo de catélise, para isso se baseando nos artigos
[47, 49, 38] e como consequéncia tendo que gastar algum tempo debru-
¢ado em textos sobre Majoragdo [3, 4, 7, 8] e Aplicagdes Completamente

Positivas [8, 9, 11];

* Rever bibliografia padrdo da 4rea a fim de ampliar os horizontes e buscar

uma boa defini¢do de volume em conjuntos advindos da Mecénica

Quantica [52, 53, 54, 50, 51];

Também nos deperamos com o interessante fato de que escrever um texto de
Mecanica Quantica para um publico alvo ndo-fisico nos levou ao encontro
de 6timas referéncias sobre o assunto (6timas mesmo), tais como: [19, 24].
Mas mais ainda, aqui também produzimos conhecimento novo, ao enunciar
varios resultados na Se¢do 3.6.2 e propor alguns quantificadores (O Poder

Catalitico Parcial e Total). Muito embora obtemos resultados relevantes,

*Espero que tenham gostado.

59
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nosso trabalho ainda ndo terminou, muito pelo contrario, isso foi s6 um
comego. Aqui apenas olhamos para os casos em que A;, Ay tém no maximo 4
componentes ndo-nulas, mas pode-se tentar tambem generalizar um pouco
mais os resultados, mais especificamente o teorema? 3.8, permitindo agora que
ly;) e ‘¢f> morem em C° ® C, com catalisador ainda em C? @ C?, feito isso,
um caminho natural para se encontrar versdes mais fortes do teorema 3.8 deve
surgir. Tambem pode-se procurar atacar as situagdes acima numericamente,
principalmente nos casos de dimensdes muito altas, sorteando vetores de
Schmidt de acordo com a medida adotada e comparar os volumes obtidos. Ja
que falamos de medidas, pode tambe ser interessante entender quais restrigdes
aparecem quando pedimos que duas medidas sejam absolutamente continuas
(além do teorema de Radon-Nykodim [56, 57, 58, 59], é claro) ou equivalentes;

Para aqueles que leram o original [39], sabem que aqui apenas falamos
de transformacgdes deterministicas, mas é de conhecimento geral que anexar
um emaranhamento extra tambem aumenta a probabilidade de ocorréncia de
uma transformagdo. Ou seja podemos refazer toda essa dissertacdo (e tambem
as bolinhas acima) pensando somente naqueles catalisadores que aumentam a
probabilidade total de ocorréncia (claro que para isso devemos entender um
pouco mais sobre transformagdes assistidas que aumentam a probabilidade,
bons pontos de partida seriam: [60, 61]). Além disso, aqui apenas falamos
de tranformacdes entre estados puros (o teorema de Nielsen 2.25 s6 é vélido
nesses casos), mas bem poderiamos tentar fazer o mesmo para estados mistos
(descritos exclusivamente por um operador densidade), estando inclusive
mais proximos de realiza¢des experimentais. Artigos com essa tonica também
tém sido escritos, veja por exemplo: [63, 64].

Saindo um pouco da discussao acerca do poder catalitico, mas ainda dentro
do contexto de catdlise, o Lema 3.6 levanta uma pergunta interessante e que
pode ser formulada num contexto "aplicado”: Suponha que uma fabrica de
estados-catalisadores consegue produzir3 apenas um dado estado, digamos
|¢). Serd que é possivel, apenas com vdrias cOpias desse vetor, catalisar
qualquer transformacdo*? Rigorosamente: Sejam |«), |B) dois estados tais
que |a) ELOCC, |B), com catalisador |x). Dado |¢) arbitrario, existe k €

N t.q. |4)>®k é também um catalisador para |a),|8)? E claro que se |¢)

>Basicamente tem-se que se preocupar com o reordenamento dos coeficientes
3com rapidez, agilidade, baixo custo, com boa margem de lucro...
4Qualquer tranformacido que admite um catalisador, claro!
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1 1

for alguém do tipo (..., 5

) ou (1,0,0,...,0), entdo ndo existe tal k € N,

mas todas as outras possibilidades precisam ser exploradas. Convém notar
101

que alguém do tipo (5, ..., ;) apesar de ndo ser um catalisador, pode ser
transformado em um, para entdo a posteriori poder realizar catélise, de
maneira que no final do processo ele ndo aparece (como é requerido pela
teoria), mas sim um “subproduto” deste. Acabamos de ver que relaxar uma
das hipéteses sobre a catdlise tambem gera resultados interessantes, nesse
sentido obtemos uma resposta positiva (pelo menos no caso C? ® C?) para a
pergunta: “Todo estado emaranhado é util?”.[68]

Em resumo acho que o trabalho cumpriu e superou as expectativas. Ren-

dendo frutos e deixando pontos para pesquisas futuras...



Apéndice A

Aplica¢des Completamente

Positivas

Destinamos este primeiro apéndice para definir Aplica¢cdes Completamente
Positivas, além, é claro, de obter e discutir alguns resultados. Em vista
da proximidade da abordagem feita aqui com a que pode ser encontrada
em [8], vamos comegar fixando algumas notac¢des e s6 entdo partir para
uma definicdo formal. Terminamos o capitulo com uma aplicacdo direta em
Mecanica Quantica.

Notagdes: Aqui A = [a;j] representard uma matriz com entradas nimeros
complexos a;;, enquanto que A = [[A;j]] significard uma matriz cujas entra-
das sdo matrizes A;;. A menos que dito explicitamente o contrario, {e;}};
¢ a base candnica do R" e {E;; = eie]’-‘}zjzl é a base canodnica do espaco de

matrizes m X m, com entradas reais. Passemos agora para as definigdes:

Defini¢do A.1. Uma aplicagio linear ® : M,, — M, é positiva quando ®(A) >
0, VA>0e M,.

Defini¢do A.2. Seja M, (M,,) o conjunto das matrizes m X m t.q. a i, j-ésima
entrada é uma matriz [a;] € My(C). Cada aplicagio linear ® : M, — My
induz outra aplicagdo linear @y, : My, (M) — M,,(My) dada por ®,,(A) =
Su([[A5]) = (@A), VA = [[Aj]] € Mu(My). A aplicagio ¢ m-
positiva quando Py, € positiva. A aplicagio ® é completamente positiva® quando é

m-positiva para todo m € IN.

"Uma defini¢ao equivalente a esta diz que uma aplicagdo ® é completamente positiva quando
@ ® 1y é positiva, qualquer que seja o espaco de estados H, veja [62].
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-Exemplos-

1)
Seja ® : My — M, dada por ®(A) = AT. Afirmamos que ® é positiva, mas
ndo é 2-positiva, e portanto ndo é completamente positiva.
Seja My > A > 0 arbitrdria. Como A > 0, entdo existe uma matriz
B tg. A = B*B. Portanto AT = (B*B)T = BTB*, defina C = B*, entio
AT = BTB* = C*C. Donde ®(A) = AT é positiva?, portanto ® : My — M, é
positiva.
Por outro lado, vamos agora mostrar que existe uma matriz A positiva com

®,(A) ndo positiva. Seja A = [[E;j]], entdo:

1001 100 0
0000 0010
[[Ey]] = 00 0 0 = Py([[Ey]]) = [[@(Ey)]] = 01 0 0
1001 0001

Portanto det(Py([[E;j]]) — A1) = (1 —A)3(1+ A). Logo @, ndo é positiva.

2)

Seja V€ M, «x(C). Afirmamos que a aplicagio ® : M, — My dada por
P(A) = V*AV, é completamente positiva.

Seja m € IN arbitrdrio, entdo:
BullAg]) = [®(4p)]] = A2 V) [AGASV), ¥ [[Ag]] € Mau(M,).

Em particular, se [[A;j]] > 0, entdo (x, (1@ V*)[[A;]](1eV)x) = (1 V)x, [[A;]](1
V)x) >0, VxeC*s3

O exemplo 2 permite enunciar a proposicao:

Proposi¢do A.3. Se Vi, Vs, ..., Vi, € M, (C), entdo a aplicagio ® : M, — M
dada por ®(A) =Y, VFAV;, ¥ A € M, é completamente positiva.

Demonstragio. Seja m € IN arbitrario, entédo:
1

l
D[[Ay]] = [[®(A))])) = H; Vi AV = ;HVI‘*AVi”-

*Veja [8].
3Analogamente V*AV ¢ positivo para todo A > 0.
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Como a soma de matrizes positivas é uma matriz positiva, entdo @, [[A;]] >

0, se [[Ajj]] > 0. Logo @, é m—positiva, donde @ é completamente posi-

tiva.

O

Vimos entdo que toda aplicagdo que é expressa na forma de uma soma

A — Zf:l V*AV; é completamente positiva. Por outro lado, pedir que

uma aplicagdo seja completamente positiva é uma exigéncia muito restritiva,

e portanto cabe naturalmente a pergunta: "Qual a consequéncia de uma

aplicagdo ® ser completamente positiva?”

Teorema (Choi, Kraus) 1. Se @ : M, — My, é uma aplicagio linear completa-
mente positiva, entdo existem Vi, Vo, ..., Vi € M,k (C), t.q. ®(A) = Zgl VAV,

Demonstracdo. 4

Seja v € C" arbitrario. Podemos entdo escrever:

X2

X1

Xn

;xiECk

Cada v € C™ ¢ portanto identificado com a matriz V* = (x1,x,..., x)

t.q. x1,..,%0 € Ck sdo as colunas de V*.

Além disso:

V*E sV = (X1, ..., Xn)eres (X1, .oy Xn )™

X11 X271
X12  X22
X1k X2k

Xnk

1

0

X11

X12

X1k

(0...15..0)

X21

X232

X2k

X11

X21

Xn1

X12

X2

Xn2

X12

X22

Xn2

4Demonstragdo, sem nenhuma contribuigdo original, apenas esclarecimentos, retirada de [8].

X1k
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(X531, oo Fsn) = XpX7.

Como v € C™, entdao vo* pode ser representado por uma matriz em
M,k <1k (C), portanto pode ser representado por uma matriz em blocos em

M, (IMy), logo:

X11
X oo XX oo X11¥n
X1k
UU* = (fll, veey X1k, veey an, ceey xnk) = xlkfll o .. xlkflk o .. xlkxnl
Xn1
XpkX11 v XpkX1k v XpkXnl
Xnk
= [[xrx;]] = [[V'EwsV]].
Além disso, como [[E;j]] = [[ere{]] é uma matriz em blocos cujaa r,s—ésima
entrada é E,;, entdo:
€1
€2
[[Ers]] = (e1,€,.. 1)
en

Donde [[E]] é positiva.
Como @ : M, — M é completamente positiva, e portanto n—positiva,

entdo [[P(Es)]] € positiva em M, (M) = M,4(C). O teorema espectral

garante que existem vetores v1,0, ..., v € C% t.q. [[®(Ers)]] = L%, vjv; =
L[V ErsVil] = [[E2) Vi ErsVi]- Portanto ®(Eys) = Yy Vi ErsVy, ¥ r,s €
L.

Como @ é linear, entdio ®(A) = O( ijl a;;E;j) = Zijl a;®(E;) =
Yl YIS ag Vi EgVi = D%, VP AV, VA € My O

Escélio 2. Toda aplicagio linear @ : M,, — My n—positiva é completamente

positiva.

X11 %k

X1k Xnk

Xk Xnk
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Corolario 3. Seja @ : M,, — My como no teorema 1. Se Z?ﬁl ViV:* =1, entio
tr(A) =tr(®(A)), VA € M,.

Demonstragio. Seja A € M, arbitraria:
Como ®(A) = Y15, V¥ AV, entdo tr(®(A)) = tr(L1%, VFAV,) = Y15, tr(VFAV;) =
tr(ALK, ViVE) = tr(Ally) = tr(A). O

Corolario 4. Seja ® : M, — My como no teorema 1. Se @ preserva o trago,
entdo Y%, ViV = 1.

Demonstragio. Sejam r,s € I, arbitrarios. Como ¢ é completamente positivo
e preserva o trago, tem-se que:

Ors = tr(Eys) = tr(®(Eys)) = fV(Z?L VIErsV;) = Z?:k1 tr(ErsViV) =
tr(Ers L%y ViV)') = (T2 ViV s O

A representagdo tal como no teorema 1 é um dos motivos do amplo uso
de aplicagdes completamente positivas. Esforcos em obter uma representagao
“bonitinha” para aplica¢des positivas ndo foram muito bem sucedidos. Veja
por exemplo [9, 10, 11]. Apesar de ser uma representacdo bem ttil e agradavel
de se trabalhar, a representacdo em soma também tem seus pontos fracos,
uma vez que pode acontecer dela ndo ser tnica.

-Exemplo-

1)

Sejam ®,¥ : M? — M? aplicagdes completamente positivas dadas por
O(M) = Y2, EME; e ¥(M) = Y7, F* MF,, tais que:

E 1 1 0 1 1 0
= — e = — ,
T v2lo =2\ 0 21
1 0 0 0
Flz e F2:
0 0 01

Como F| = %El +E e F = %El — Ey, entdo ¥(M) = FfMF +
FfMF, = 1((Ef + E3)M(E; + E2) + (Ef — E3)M(Ey — E2)) = EfME; + EsMEy =

(M), qualquer que seja M € M.

Esse dltimo exemplo tem bastante interesse fisico, pois diz que medi¢des

na base {|0),|1)} sem registro do resultado obtido (descrito por ¥), sdo
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equivalentes ao seguinte processo (descrito por ®): condicionado ao resultado
de um jogo de cara ou coroa, aplicamos ou o operador 1, ou o operador Z
no sistema. Mais exemplos de aplicacdes completamente positivas (operagdes

quénticas) podem ser encontradas em [22].



Apéndice B
Uma Calculadora para a Catalise

Aqui a automacdo das “continhas” envolvidas com a catélise, mais preci-
samente com a majoracgdo e o produto tensorial, surgiu quando ansiamos
responder a conjectura de Nielsen'.

A tentativa inicial foi pegar um vetor de probabilidade qualquer e mostrar
que ele poderia ser um catalisador, contudo fizemos isso com “ndmeros” e
ndo “letras” para ver como o processo poderia funcionar. Sdo, portanto, varios
ansatz, ou chutes, produtos, somas e comparag¢des simples, mas laboriosas
e que tomam tempo. A solucdo encontrada foi escrever e implementar uma
rotina que fazia tudo isso automaticamente, ndo importando a dimensao dos
estados em jogo.

Para evitar perda “desnecessaria” de espago, e aproveitar as facilidades
do mundo virtual, escolhemos colocar na grande rede o cédigo fonte da
rotina citada acima e algumas figurinhas da mesma em ag¢do.? Seguem abaixo
os links para vizualizagdo, ou mesmo o download, da “Calculadora para a
Catélise”, qualquer sugestdo visando um algoritmo mais limpo, ou mais

rapido, é muito bem-vinda3!
¢ Coédigo em C;
¢ Inicio do Programa;

® Definindo os estados;

*Todo vetor de probabilidade ndo uniforme pode atuar como um catalisador.

2Os leitores interessados verdo que a combinagédo cddigo em C + imagens ocupariam cerca de
10 paginas aproximadamente. Além disso, para aqueles que possuem apenas a versdo impressa
deste texto, os links estdo disponiveis em www.mat.ufmg.br/~tcunha/dissertacristhiano.pdf.

3Uma nova versdo com mais funcionalidades, e mais eficiente estd em fase de preparagao.
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https://www.dropbox.com/s/eajj9y91jwr1cj1/Uma_calculadora_para_catalise.txt
https://www.dropbox.com/s/56o3x80j5zrkz6l/Programa_de_catalise_inicio.png
https://www.dropbox.com/s/wu5fdr3wbfqhpmb/Programa_de_catalise_suaescolhafoi1_1.png

APENDICE B. UMA CALCULADORA PARA A CATALISE

¢ Verificando a Majoragdo-Parte [;
* Etapa do Catalisador;

¢ Verificando a Majoragao-Parte II.
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Apéndice C

Mensurabilidade de certos

conjuntos

”... 0 fato relevante é que a nio mensurabilidade nio ocorre quando os conjuntos sdo definidos
construtivamente, por leis de pertinéncia, nem quando as fungdes sio definidas por formulas,

como ocorre usualmente nas aplicagdes.” (C. Isnard)

Na secdo 3.6.2 fizemos a seguinte afirmagao: “'E essa medida p x v que
nos dird o volume do conjunto dos estados que sio catalisados por ¢. Se o conjunto
Ey for Z-mensurdvel, e cada medida y,v for o-finita (e portanto também pu x v),
entdo o Teorema de Fubini [57] garante que...”. E claro que o ponto-fino dessa
afirmacdo é o condicional Se, pois para que as afirmagdes posteriores fagam
sentido desejamos que o conjunto E estejana c-dlgebra Z que foi construida
de maneira peculiar, ela é o produto de c-dlgebras em que cada fatia de E,
é mensuravel. Para o leitor mais preocupado com os detalhes pode surgir
a pergunta: “"Pode-se caracterizar a mensurabilidade de um conjunto via
mensurabilidade de cada uma de suas fatias?”. A priori sabemos o seguinte

resultado:

Teorema C.1. [57]
Sejam X,Y duas o-dlgebrase Z = X x Y. Se E € Z, entdo cada uma das fatias
Ex={yeY; (x,y) €E} e E, ={x € x; (x,y) € E} é mensurdvel.

Basicamente o que estamos procurando é uma reciproca para este teorema.

Seria ideal que a seguinte conjectura fosse verdade:
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Conjectura C.2. Sejam XY duas o-dlgebrase Z =X x Y. Seja EC Z =X XY,
um conjunto tal que Ex € Y, e E, € X, V (x,y) € X X Y, entdo E € Z.

Valendo a conjectura acima, ndo precisarfamos nos preocupar com a
mensurabilidade do nosso conjunto de interesse Ep, uma vez que cada uma
de suas fatias ja sdo mensurédveis. Mas como veremos, isso nem sempre é
verdade! Acompanhe:

-Contra-Exemplo-

1)

Sejam (X,X,u), (Y,Y,v) dois espagos de medida t.q. X = [0,1] =Y,
X =Y =B os borelianos sobre [0,1] e 4 = v a medida de Lebesgue. Seja T
um conjunto ndo-enumerdvel, com a cardinalidade de IR, bem-ordenado, com
a propriedade de que cada t € T tem no médximo um ndmero enumeravel de
antecessores. Defina s : [0,1] — T como uma bije¢do.

Defina E = {(x,y) € [0,1] x [0,1]; s(y) < s(x)}. Logo E, = {x €
[0,1]; (x,y) € E} = {x € [0,1]; s(y) < s(x)} C [0,1] tem complementar
enumeravel qualquer que seja y € [0,1], donde u(Ey) = u([0,1] — C(Ey)) =
ul0,1 — u(Ey)) = 1, ¥y € [0,1]. Analogamente Ex = {y € [0,1]; s(y) <
s(x)} € [0,1], é enumeréavel, portanto mensuréavel e possui medida nula
qualquer que seja x € [0,1]. Cada fatia de E é mensuravel, suponha por
absurdo que o proprio E seja um conjunto mensurével.

Como E é mensuravel, o Teorema de Fubini garante que:

0= /01 v(Ex)du = /01 u(Ey)dv = 1.

Donde 0 = 1, um absurdo. Logo E ndo é mensurdvel. Portanto
obtemos um conjunto E t.q. cada se¢do é mensuravel, mas ele mesmo nio o
é!

Note que o exemplo acima é extremamente dependente do conjunto nao-
enumeravel, bem-ordenado T, t.q. cada elemento tem no médximo enumeraveis
antecessores [65]. Bom, por um lado tal resultado é esperado, pois respeita
o “principio de Isnard” segundo o qual apenas conjuntos bem patolégicos
ndo sdo mensuraveis. Imagine (se é que isso é possivel) o quanto estranho
ndo é o conjunto E definido no exemplo acima! Podemos citar também
uma construgdo, devida a Sierpinksi, parecida com a anterior [66]. Contudo,

por outro lado, provamos que a conjectura é muito forte e é, em geral, falsa.

Portanto a mensurabilidade de Ey ndo é em geral garantida! Esse fato poderia
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por todo o trabalho a perder, pois poderia ser inclusive que o nosso conjunto
de estados que sdo catalisaveis ndo fosse mensuravel, nem mesmo a Lebesgue.
Mas aqui invocamos novamente o “principio de Isnard” para salvar nossa vida:
O conjunto Ey é dado de maneira construtiva, com relagdes de pertinéncia
e férmulas/expressdes, portanto o mesmo deve ser mensuravel! Seria no
minimo estranho que um conjunto definido por varias desigualdades ndo

fosse Lebesgue mensuravel, e é esse aspecto que vamos explorar:
Proposicdo C.3. O conjunto Ey é mensurduvel a Lebesgue.

Demonstragio. Para fixar as idéias, e sem perda de generalidade, suponha
que Ay € VE A = (@, .ttm) € VM Ar = (B1,- Bm) € V™. Logo Ep =
{(AAf) €V XV A A Ap, e L@ Ay < Af @ Ap ).

Defina M = {(A;,Af) € V" x V" A A Art e My = {(A,Af) €
VM x V™ A @Ay < Af®Ap}, logo Ey = MM Mg. Como a intersecao de
conjuntos mensuraveis é um conjunto mensuravel, entdo basta mostrar que
M, My sdo mensuraveis. Vamos mostrar apenas que M é mensurével, e um
raciocinio completamente andlogo garante que M, € mensurével.

Defina My = {(A;,Af) € V" x V™01 > B}, My = {(Aj,Af) €

V" x V™ ap < By, a1 +ax > Br+ ok, M1 = {(A,Af) € VT x
V™ aq < Broag+ag < Br+Pry o Ti 2 (e — Bi) <0, Y Hey — i) > 0}
Logo M = Ujey,, , M. Afirmamos que M; é mensurével qualquer que seja
i € I,_1, portanto M é mensuravel.

Defina f: V" x V" — R" dada por f(«,B) = (21 — B1, a1 —
B1+az — Ba, ., L (i — Bi),0). Como as componentes de f sdo combina-
¢Oes lineares das varidveis, entdo f é continua.

Seja i € I,,_; arbitrdrio. Entdo (/\i,)tf) € M; implica que
a1 < P,y + oot < Br+ o+ Bis1, ear + o+ a; > B+ ...+ Bi. Logo
(AisAf) € My <= Ty (aj—Bj) <OVt € {1,23,.,i-1}, e Yi(aj -
Bi) >0 (A;,Af) € fH([=1,0] x [-1,0] X ... x (0,1] x [=1,1] x [=1,1] x
.. x {0}). Como [-1,0] x [-1,0] X ... x (0,1] x [-1,1] x [-1,1] x ... x {0} é

um retdngulo em R” tem-se que M; é mensuravel. O

A proposicdo acima mostra que enquanto nos concentramos na medida
de Lebesgue, o conjunto Ey é mensuravel, independente de ¢, inclusive

também independente da dimensédo do catalisador. Como j4 foi discutido na

*Na verdade esta demonstracio foi obtida por Raphael Drumond e o autor.
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se¢do 3.6.2, vamos olhar, num primeiro momento, apenas para a medida de
Lebesgue, portanto estando dentro das hipéteses, garantimos que nosso Ey €
“sempre” mensuravel! Dessa maneira, podemos dizer que a particula Se, que
originou a discussdo, pode ser desprezada.

Aqui nesse texto o que queriamos, e conseguimos num caso bem adaptado,
era que nosso conjunto de interesse fosse mensuravel. Mas essa ndo € a
primeira vez que uma discussdo desse tipo é feita em Mecanica Quantica, em
[67], I. Pitowski propde um modelo deterministico para o spin, usando para
tal a ndo-mensurabilidade de certas fung¢des (e para esse tltimo o Axioma da
Escolha e a Hip6tese do continuo®). Ndo deixa de ser surpreendente como
tépicos sutis de teoria de conjuntos possam aparecer “naturalmente” dentro

de outras dreas do conhecimento.

2Como ja era de se esperar, pelo “Principio de Isnard”.
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