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“Historicamente falando, a matematica e a logica tém sido dominios de estudo
inteiramente distintos. A matematica tem estado relacionada com a ciéncia e a légica com
o idioma grego. Mas ambas se desenvolveram nos tempos modernos: a légica tornou-se
mais matematica e a matematica tornou-se mais logica. Em consequéncia, tornou-se
agora inteiramente impossivel tragar uma linha divisoria entre as duas; na verdade, as
duas sdao uma.”[25]

Bertrand Russell



RESUMO

O uso da Légica é de fundamental importancia no desenvolvimento de teorias matematicas
modernas, que buscam deduzir de axiomas e conceitos primitivos todo seu corpo de
teoremas e consequéncias. O objetivo desta dissertagao é descrever as ferramentas da
Logica Formal que possam ter aplicagoes imediatas nas demonstragoes de conjecturas
e teoremas, trazendo justificativa e significado para as técnicas dedutivas e argumentos
normalmente utilizados na Matematica. Além de temas introdutoérios sobre argumentagao
e ambito da logica, o trabalho todo ¢ apresentado por método sistematico em busca de
um critério formal que possa separar os argumentos validos dos invalidos. Conclui-se
que com uma boa preparacao inicial no campo da Légica Formal, o matematico iniciante
possa ter uma referéncia sobre como proceder estrategicamente nos processos de provas de
conjecturas e um conhecimento mais profundo ao entender os motivos da validade dos

teoremas que encontrara ao se dedicar a sua area de formacao.

Palavras-chave: Logica matematica. Demonstracao. Argumento.



ABSTRACT

The use of Logic is of fundamental importance in the development of modern mathematical
theories that seek deduce from axioms and primitive concepts all your body of theorems
and consequences. The aim of this work is to describe the tools of Formal Logic that
may have immediate applications in the statements of theorems and conjectures, bringing
justification and meaning to the deductive techniques and arguments commonly used in
Mathematics. In addition to introductory topics on argumentation and scope of Logic,
all the work is presented by systematic method in search of a formal criterion that can
separate the valid arguments of the invalids. It follows that with a good initial preparation
in the field of Formal Logic, the novice mathematician could have a reference on how
to strategically proceed in conjectures evidence processes and a deeper knowledge to

understand the reasons for the validity of theorems found on their training area.

Key-words: Mathematical logic. Demonstration. Argument.
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1 INTRODUCAO

E comum observar, nos perfodos iniciais de um curso de graduacao em Matematica,
alunos que sentem dificuldades em demonstrar ou provar certas afirmacoes matematicas
ou até mesmo acompanha-las e entendé-las na leitura de livros-textos. Essa deficiéncia
normalmente é fruto de um ensino basico onde se privilegiou a instrugdo dos alunos quanto
a verdade ou falsidade de varias afirmagoes, dando pouca énfase em como justificar de
forma vélida ou argumentar em defesa do que se quer afirmar [12]. Vindo de uma educagao
deste tipo, os futuros professores ja comecam a enfrentar dificuldades logo no inicio de sua
formagao, em que devem encarar a verdadeira natureza dedutiva da matematica e seus

fundamentos e nao somente a aplicacao de conhecimentos prontos em casos praticos.

A falta de preparacao do professor de Matematica quanto a esse ponto fundamental,
que é a argumentagao dedutiva na Matematica, pode levar a continuagao de um ciclo onde
mais alunos no Ensino Bésico estardo pouco preparados para argumentar e defender suas
proprias posigoes intelectuais, prejudicando o que é fundamental para o desenvolvimento
tedrico de varios ramos do conhecimento humano com énfase em abordagens logicas, como
o Direito, a Filosofia, a Linguistica, as Ciéncias da Computagao, Ciéncias da Comunicacao,

Tecnologias de Informagao e também a prépria Matematica [4].

Este trabalho foi elaborado visando ilustrar e, no mais, dar um pequeno incentivo
ao uso da Logica (principios e teoremas elementares) na vida dos professores e futuros
professores que, com suas tutorias, influenciarao os alunos de qualquer nivel de formacao

quanto a essa importante abordagem.

No Capitulo 2 sera feita uma introducao geral ao conceito de argumento e formaliza-
¢ao dedutiva, mostrando alguns exemplos de argumentos validos e falacias comuns. Depois
é feito um estudo sobre o campo de acao da Légica ao diferenciar e especificar os conceitos
de descoberta (processo criativo) de justificagio (processo légico-formal). No Capitulo
3 serao apresentados os tipos basicos de argumentagao, onde se definird os conceito de
deducao e inducdo, mostrando suas principais caracteristicas, vantagens, desvantagens e

uso nas ciéncias em geral.

No Capitulo 4 sera iniciado o estudo da Logica Formal com o Calculo Proposicional.
Neste capitulo sera apresentado o conceito de proposicao e suas propriedades binarias. A
partir dai, com o conceito de proposicio (atémica ou simples), serd definida a proposigdo
composta com o uso de conectivos e as propriedades que cada um deles tem de alterar o

valor-verdade de uma proposi¢ao composta a partir de seus componentes atomicos.

Logo em seguida, com as regras de formagao para formulas bem formadas (fbf), o
uso dos conectivos é ampliado no que se denomina férmula proposicional. O método da
tabela-verdade é introduzido para mostrar o valor-verdade das formulas proposicionais

a partir se suas proposi¢oes componentes e conectivos aplicados. Serd usado a tabela-
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verdade para demonstrar os conceitos de tautologia, contradicao e contingéncia, que serao
fundamentais, junto com outros teoremas para formular a definicao de equivaléncia que
se aplica a todas as leis da algebra de proposi¢oes. Sera definido também o conceito de

implicacao logica, através dos conceitos de tautologia e contradicao.

Com base nisso, o conceito de argumento sera apresentado de maneira formal, onde
culminara com a demonstracao de um critério de validade que justificard os principais
argumentos validos que podem ser usados na Matematica, com uma pequena ilustracao de

seu uso.

No capitulo 5 a linguagem do Célculo Proposicional serd expandida, para uma
maior abordagem dos casos de demonstragoes, no que se denomina Calculo de Predicados,
que se incluem os simbolos V (“para todo”) e 3 (“existe”), suas regras e equivaléncias

béasicas, ilustrando também seu vasto uso nas afirmacoes matematicas e nos teoremas.

No Capitulo 6, com as linguagens da Légica Formal em maos, serdo abordadas
as técnicas e estratégias basicas para as demonstragoes de teoremas matematicos ou
conjecturas em geral e, por ultimo, no Capitulo 7, um Plano de Curso da disciplina de

Légica para os periodos iniciais da graduacao em Matematica.
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2 O CAMPO DE ACAO DA LOGICA

Neste capitulo, para explicar o ambito da Légica, serao apresentados de maneira
informal os conceitos de argumentos e inferéncias, ligados respectivamente aos de justi-
ficagdo e descoberta. Na primeira secao sera ilustrado o que seria uma formalizacao de
um argumento, processo que omite o conteido de suas afirmagoes, deixando em evidéncia
somente seu formato, isto é, os componentes para sua validade ou nao. Serdao mostrados
alguns exemplos de argumentos validos e invalidos, suas formalizacoes e usos em diferentes
contextos cientificos. Na secdo posterior, serd mostrada a utilidade dos processos de

descoberta nas ciéncias e na Matematica.

2.1 ARGUMENTOS E INFERENCIAS

Frequentemente estamos em contato com artigos de jornais, aniincios de vendas
e propagandas politicas que nos tentam convencer de que certa opiniao é a correta,
precisamos de um determinado produto ou que Fulano é o melhor representante politico.
Ao tentar nos convencer de tais coisas, nos sao apresentados argumentos, que seriam a
conclusao a ser aceita acompanhada de varias outras afirmagoes que se relacionam com
esta, buscando apoia-la e dar corroboracao. Um argumento poderia ser assim definido
como um conjunto de enunciados em que um deles é a conclusdo a qual se deseja provar
ou evidenciar e os outros enunciados, chamados de premissas, cumpririam este papel [26].
Provar e evidenciar sdo conceitos diferentes em muitos aspectos. As evidéncias sdo usadas
para tornar provavel ou aceitavel a conclusdo e prestam a argumentos chamados indutivos
[4]. Sao os exemplos dos artigos de jornais, publicidades, justificagiao de teorias nas ciéncias
naturais e debates juridicos. J& as provas, no sentido légico [6] (ndo confundir com “provas
de um crime” ou “provas histéricas”) nos dao a garantia de que a conclusio é verdadeira e
se prestam a argumentos chamados dedutivos [4]. Como estes sao de aplicacao fundamental
na Matematica, iremos toméa-los como exemplo para explicar conceitos fundamentais do

ambito da Logica.

Uma afirmacao pode ser suficientemente 6bvia para convencer alguém de sua
veracidade, mas quando nao, surge o problema da prova ou evidenciagao e ai a necessidade
de argumentar. Porém, no sentido légico de prova, é preciso destacar que um bom
argumento nao necessariamente deve convencer uma pessoa da veracidade da conclusao.
Argumentos logicamente validos podem nao ser convincentes, ao passo que argumentos
logicamente invalidos podem nos levar facilmente a enganos sobre determinados fatos e
juizos. O papel da Loégica ¢ identificar e separar estes dois tipos de argumentos, assim

como ensinar a formuld-los [26].

Para entender melhor esta diferenca, cabe definir o que é a validade de um argumento.

Dizemos que um argumento ¢ valido se sua conclusao é verdadeira sempre que as premissas
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também forem [26]. E se as premissas nao forem verdadeiras? Af ndo podemos afirmar
nada sobre a veracidade da conclusao. Porém, isso ndao muda em nada a validade do
argumento, pois na definicdo dada nao é afirmado em momento nenhum que as premissas
deveriam ser verdadeiras e sim que “se” elas fossem, a conclusao também seria. Falando
de outra forma, em um argumento valido nunca ocorre o caso em que as premissas sao
verdadeiras e a conclusao falsa. J4 num argumento invalido, a conclusao pode ser falsa
mesmo no caso em que as premissas sejam verdadeiras. Existe ai entdo nosso primeiro
obstaculo a ser enfrentado e é o que a maioria das pessoas possui inicialmente, a dificuldade
de entender a separacao entre contetudo de verdade das premissas e da conclusao, e o
componente logico do argumento como um todo, que relaciona formalmente as premissas
com a conclusao tornando-o valido ou invéalido. Entao o ambito da Loégica é estudar o
componente logico dos argumentos e nao o de determinar o conteiido de verdade dos
enunciado. Determinar se certas afirmagcoes sao verdadeiras ou falsas é papel para a ciéncia

ou a observagao do mundo externo ao discurso [4].

Vamos exemplificar.

Exemplo 2.1.1. Podemos comecar com um exemplo de um argumento vdlido.

1. Todas as cachorras sao mamiferas.
2. Afrodite é uma cachorra.

3. Portanto, Afrodite é mamifera.

Neste exemplo, que é uma representacao formal de um argumento, a palavra
“portanto” tem um papel fundamental que é de separar as premissas da conclusao. As
afirmagoes 1 e 2, antes da palavra “portanto”, sdo as premissas e a afirmacao “Afrodite
¢ mamifera”, que esta depois, é a conclusao. Outras palavras ou locugoes também se
prestam a esse papel como “entao”, “logo”, “consequentemente”; “segue-se que”, “dai”,

“assim”, “isso implica que”, etc.

Primeiro podemos analisar o conteiido de verdade dos enunciados que compoem
o argumento. A premissa 1 expressa realmente um fato, ja que todos os cachorros sao
mamiferos (independente do sexo). A premissa 2 pode ser verdadeira ou falsa, dependendo
do dominio de discurso, ou seja, sobre o conjunto de coisas das quais estamos falando e
que podem dar uma interpretacao para a sentenca. Podemos considerar dois casos. Se por
acaso estivermos falando de deuses gregos, entao a proposicao é falsa, pois a deusa Afrodite,
por defini¢do, nao é uma “cachorra”. Porém, se estou falando de uma cachorra que tem

r nom rodi nta r ica rd expr ndo um ra ver ira.
or nome “Afrodite”, entdo a proposicao estara expressando fato e sera verdadeira

Independente desses dois casos, a validade do argumento nao é afetada, pois fica

claro pela definicao que demos acima que se as premissas forem verdadeiras, a conclusao
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obrigatoriamente também sera. Ou seja, a definicao de validade nao apela para nenhum
dos casos especificos acima e sim para o fato de que se for o caso em que as premissas
sejam verdadeiras, a conclusao também sera. E se for o caso em que a premissa 2 é falsa,
ja que podemos nao saber sobre o que o argumentador esta falando? Neste caso nao
poderemos concluir nada sobre a verdade da conclusao através do argumento, mesmo
que, independente disso, ja soubéssemos que a deusa Afrodite ndo é mamifera. A questao
tratada aqui é que se ela fosse cachorra, entdo seria mamifera, e isto o argumento expressa

validamente, nao importando se ela é ou nao de fato.

Sobre a questao do componente de verdade em um argumento podemos dizer que
quando ocorre que um argumento é valido e que as premissas sao todas verdadeiras em
alguma interpretacdo, chamamos este argumento de sdlido ou correto [4]. Estes, sem
duvida, sao os melhores de todos os argumentos, pois nesses a conclusao é necessariamente
verdadeira para aquela interpretagao. Nao se deve portanto cometer o erro de interpretar as
premissas em um dominio de discurso e a conclusao em outro. Desta forma um argumento
solido podera chegar a conclusoes absurdas. As vezes isso ocorre em argumentos onde

determinados termos nas premissas e na conclusao sao sutilmente ambiguos.

Exemplo 2.1.2. Podemos tratar agora de um argumento invdlido muito frequentemente

cometido. E a chamada “afirmacao do consequente”.

1. Se a Afrodite tomar veneno ela morre.
2. Afrodite morreu. (neste caso a cachorral)

3. Portanto, Afrodite tomou veneno.

Muitas vezes nao fica claro para uma pessoa que a ocorréncia de um determinado
fato pode nao ter somente uma causa ou condi¢cdo para que ocorra. Neste exemplo, a
premissa 2 nao possui somente uma causa. Por isso, passa despercebido que argumentar
desta forma nao é valido. Observe que mesmo se as duas premissas fossem verdadeiras,
a conclusao poderia ser falsa. Afrodite poderia ter sido morta atropelada e sem tomar
o veneno, por exemplo. Um argumento invdlido também é chamado de faldcia e esta
especifica é uma faldcia formal, isto é, relacionada ao componente légico do argumento,
e chamada “faldcia da afirmacao do consequente” [4], pois busca provar uma causa ou
)

condi¢ao usando como apoio uma consequéncia dela [11]. Como vimos, esta “consequéncia’

pode nao ter uma causa unica.

Se introduzirmos o simbolo “A” para representar a sentenca “Afrodite tomou
veneno”, “C” para representar a sentenca “Afrodite morreu”, e o simbolo “—” para

', a premissa 1 podera ser formulada como

representar “implica que“ ou “se..., entao...
A — C. A sentenca assim formalizada da premissa 1 é chamada de condicional. Em

um condicional, o que expressa a causa ou condigao é o “A”, chamado antecedente do
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condicional e, “C” é dito o consequente, que expressa o efeito ou a consequéncia. Com a
formalizacao simbodlica das premissas, fica mais facil observar a forma que elas tomam no
argumento e analisar somente o componente l6gico sem se preocupar com o conteido de
verdade que cada uma expressa. A faldcia da afirmacao do consequente possuird entao a

forma

1. A= C
2. C

3. A

No contexto matemético ¢ muito comum afirmagoes do tipo citado abaixo [11].

Exemplo 2.1.3. (Faldcia da afirmagao do consequente).

1. Se z é par, entao ele é divisivel por 2.
2. x é divisivel por 2.

3. Portanto, © € par.
Este argumento possui a forma da faldcia da afirmagdo do consequente.

o A: “x épar”.
o C: “x é divisivel por 2”.

1. A= C
2. C
3. A

Ou seja, formalmente ele busca provar a veracidade do antecedente (causa ou
condigao) através de uma consequéncia dele. J& vimos que formalmente isto nao é valido,
pois a consequéncia mencionada pode nao ter uma tnica causa. Porém, o que causa
confusao neste exemplo é o fato de sabermos que a wnica causa para um numero ter a
propriedade de “ser par” é equivalente a ele ter a propriedade de “ser divisivel por 2” e
esse conhecimento prévio que temos de coisas que nos parecem trivial é que torna dificil
a separacao entre a analise do contetido de verdade das premissas da andlise formal do

argumento.

Na analise formal, que resulta em dizer se o argumento é valido ou nao, nao
podemos levar em consideragao o que sabemos sobre cada premissa [4]. Neste exemplo, o

que sabemos sobre a paridade de um numero s6 ¢é util da premissa 2 para a conclusao, pois
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quando ouvimos ou lemos que “zx é divisivel por 2”7, nosso conhecimento prévio nos leva
automaticamente a aceitar a conclusao. No entanto, o argumentador pretende também se
basear na premissa 1 para chegar a conclusao e esta estabelece somente que uma condicao
sufuciente para que um numero seja “divisivel por 2”7 é que ele seja “par”. Ou seja, basta
0 nimero ser par que, como consequéncia disso, sera divisivel por 2. Ela nao afirma em
nenhum momento que esta é a unica condi¢ao, mesmo sabendo-se que é, e também nao
afirma o contrario, que a condicdo para “ser par” é ser “divisivel por 2”7, como segue-se
da premissa 2 para a conclusdao. Portanto, ndo podemos ir além do que foi colocado na
premissa 1 e concluir em conjungdo com a premissa 2 (afirmagdo do consequente) que

necessariamente x é par.

De fato, todas as premissas e também a conclusao podem ser verdadeiras (x=12,
por exemplo), mas argumentar assim nao constitui um passo valido em uma demonstracao
e nem a prova de que 12 é par, por exemplo. A razdo disso é porque, mais uma vez
lembrando, a validade de um argumento nao depende do contetdo de verdade das premissas
e conclusdo e sim da forma como eles estao encadeados, tornando necessaria a veracidade

da conclusao caso as premissas sejam verdadeiras.

O argumento valido seria

Exemplo 2.1.4. Corregio do exemplo 2.1.3 (Modus Ponens).

1. Se z for divisivel por 2, entdo ele é par.
2. x é divisivel por 2.

3. Portanto, © € par.

Ou também

Exemplo 2.1.5. Outra alternativa para a corregio do exemplo 2.1.5.

1. x € par se, e somente se, ele é divisivel por 2.
2. x é divisivel por 2.

3. Portanto, x € par.

O exemplo 2.1.4 é valido por afirmar na premissa 2 que o nimero x satisfaz a
condicao da premissa 1, isto é, ser divisivel por dois. Logo, supondo verdadeira a premissa
1, = obrigatoriamente deve ser par. Esta forma de argumentar também é chamada de
“afirmacao do antecedente” ou modus ponens (em latim, “modo de afirmar”) [4], pois prova
uma consequéncia usando como apoio a causa ou condi¢ao para tal [11]. O exemplo 2.1.5

¢é valido pois expressa na premissa 1 que a condi¢ao para um numero ser divisivel por
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2 é unicamente ele ser par. Portanto, se x é divisivel por 2, ndo ha outra forma a nao
ser concluir que ele é par. Os exemplos 2.1.4 e 2.1.5 podem ser exemplos de argumentos
sélidos (além de validos, suas premissas sao verdadeiras) se =12, por exemplo. Fica
apresentado entdo o argumento valido modus ponens e sua falacia associada, a “afirmacao

do consequente”.

A formalizacado do argumento modus ponens é

1. A= C
2. A

3. ..C

Sera abaixo exemplificado mais uma faldcia frequentemente cometida. A “falacia

da negacao do antecedente”.

Exemplo 2.1.6. Negacao do antecedente.

1. Se a Afrodite tomar veneno, ela morre.
2. Afrodite ndo tomou veneno.

3. Portanto, ela nao morreu.

Mesmo sendo convincente, este argumento nao é valido. E facil ver que mesmo as
duas premissas sendo verdadeiras, a conclusdo pode ser falsa. Afrodite pode ter morrido
de outras formas mesmo nao tomando o veneno. Esta falacia chama-se “negacao do
antecedente” [4] por tentar erroneamente provar que uma consequéncia nao ocorreu usando
como apoio a auséncia de uma causa ou condi¢ao para tal [11]. Como é bem sabido, um
fato nao necessita de uma causa ou condi¢do Unica para ocorrer, a nao ser que alguma

premissa diga isso.

A forma desta faldcia é

1. A= C
2. 1A

3. ..C

W

Onde o simbolo “—* antes de cada sentenca significa “nao é o caso que...” e representa sua

negacao.
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Formulando esta faldcia em um contexto matemético [11].

Exemplo 2.1.7. (Faldcia da negagao do antecedente).

1. Se z € par, entdo ele € divisivel por 2.
2. T nao € par.

3. Portanto, ele ndao é divisivel por 2.
Formalmente é a faldcia da negagcio do antecedente.

o A: “x é par”.
e C: “x é divisivel por 2”.

1. A= C
2. =A
3. .C

Este é mais um exemplo de erro comum em passos de demonstragoes matematicas.
Mesmo que tenhamos x=13, este argumento continuaria sendo uma falacia. Veja que a
premissa 1 nao afirma que a 4nica condicao para que um nimero seja divisivel por 2 ¢ ele
ser par, mesmo sabendo-se que é. Porém, como a veracidade das premissas ou conclusao
nao influencia na validade do argumento, a negagdo do antecedente na premissa 2 o torna
invalido.

O argumento abaixo é valido e embora nao tenha a mesma conclusao do anterior,

ele mostra a forma correta de negar e introduz o conceito de condi¢ao necessaria [11].

Exemplo 2.1.8. (Modus Tollens).

1. Se a Afrodite tomar veneno, ela morre.
2. Afrodite nao morreu.

3. Portanto, ela nao tomou veneno.
O modus tollens é formalmente expressado pela formula abaixo [4].

1. A= C
2. =C

3. .0A



18

A premissa 1 diz que a morte é uma condi¢do necessdria para quem toma veneno,
mas a premissa 2 nega que esta condi¢ao tenha ocorrido. Portanto, ndo importa o que
tenha realmente acontecido, supondo estas premissas verdadeiras, temos a certeza de que
veneno a cachorra nao tomou. Esta forma de argumento valido chama-se “negacao do
consequente” ou modus tollens (em latim, “modo de negar”) [4], pois prova que uma causa

ou condi¢ao nao ocorreu usando como apoio a auséncia da consequéncia delas [11].

Como ficou estabelecido nos paragrafos anteriores, o problema central da Logica ¢é
analisar e formular argumentos e decidir sobre sua validade ou invalidade. Ou seja, nao cabe
a Logica decidir se certos enunciados sao verdadeiros ou falsos. Cabe agora dizer mais uma
coisa que a Légica nao é: uma ferramenta para resolver problemas, como frequentemente é
aceito [26]. Os processos psicoldgicos e criativos de um raciocinio dependem principalmente
da experiéncia acumulada na resolucao de certos tipos de problemas, onde a mente busca
por analogia um caminho aceitavel para se ir de um passo a outro em busca da solucao.
Cada passo dependendo exclusivamente da crenca particular da pessoa de que aquele é
o caminho certo para chegar a solugdo. Sendo que muitas das vezes a concentracgao se
dispersa levando a mente para pensamentos totalmente irrelevantes ao problema. Estes
processos, diferentes de um argumento e dos quais a Logica nao possui métodos e receitas,
chama-se inferéncia [26], e é objeto de estudo da Heuristica, matéria de preocupagao dos

psicologos, filésofos e também matemaéticos [23].

2.2 DESCOBERTA E JUSTIFICACAO

Os conceitos de descoberta e justificacao estao intimamente relacionados com os
conceitos de inferéncia e argumento, respectivamente [26]. A descoberta é resultado de
uma inferéncia e, quando alguém faz uma afirmacao, ela estd relacionada a pergunta
“de que modo esta afirmacao foi concebida?”. Ja a justificagdo de um enunciado é um
argumento e, para uma afirmacao qualquer, esta relacionada a pergunta “que razoes temos
para aceitar esta afirmacgao como verdadeira?”. Como é possivel ver, sao perguntas com
respostas totalmente diferentes. Veja o famoso exemplo de Newton e a descoberta da Lei
da Gravitagao Universal. Segundo contam, ele ao se repousar sobre uma macieira, teve
um insight sobre o funcionamento da gravidade ao ver uma maga caindo no chao. Outro
exemplo famoso e muito citado nos meios cientificos é sobre a descoberta da estrutura dos
anéis de benzeno por August Kekulé que, relatado pelo mesmo [13], inferiu isso depois
de um sonho em que “uma cobra mordia o préprio rabo”. Nenhum destes dois exemplos
constitui de forma alguma uma maneira de justificar a veracidade da tais leis e fatos. A

justificacao s6 pode ser feita mediante observagoes, experimentos e argumentos.

A confusdo que ocorre em tratar os conteidos do contexto da descoberta como se
fossem do contexto da justificacdo é chamada de faldcia genética, um exemplo de faldcia

informal (nao ligada ao componente logico do argumento) em que se considera fatores
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na descoberta, ou génese, de um enunciado como fatos relevantes para a sua veracidade
ou falsidade [26]. Por exemplo, se um nazista condenasse a teoria da relatividade porque
Einstein era judeu. Ou afirmar que as “vias de Aquino” sao falsas porque ele passou a
acreditar em Deus quando crianca através de seus pais. Porém, nem todos os argumentos
que misturam estes dois contextos sao invalidos. Existem formas corretas de se usar
os chamados “argumentos de autoridade” e “argumentos contra a pessoa” [26], em que
podemos apoiar ou rejeitar uma afirmacao usando como apoio uma autoridade que seja
confidvel e possua grande conhecimento com evidéncias confirmatorias a respeito de um
assunto. Estes, no caso, seriam exemplos de argumentos indutivos. Nao consistiriam
de provas cabais, mas de apoios a provavel veracidade ou falsidade de uma afirmacao.
Autoridades com mesma competéncia ainda podem discordar. Como grande parte das
informagoes e conhecimentos que temos do mundo vem de uma instrugao obtida através
terceiros, seria impossivel desenvolver trabalhos cientificos e transmitir conhecimentos sem

citar alguma pessoa, obra ou instituicao.

Muitas coisas podem influenciar no processo de descoberta, como: a condic¢ao
social e religiosa, curiosidade, inteligéncia inata, imaginacao fértil, poder de percepcao,
experiéncia e conhecimentos gerais. Nenhuma dessas coisas o estudo da Logica pode
substituir. Em novos termos, a légica nao ensina métodos para a descoberta e sim para a
analise e construcao de justificacoes. Nao se deve esperar que o estudo da Logica fornecera
um conjunto de regras para guiar o raciocinio na solugao de problemas ou fornecer os passos
a tomar nas inferéncias. A histéria da humanidade mostrou que importantes descobertas

e solugdes de problemas surgiram de livres jogos de imaginacao e inteligéncia [26].

A Matematica, por exemplo, longe de ser somente um grande sistema hipotético
dedutivo em que proposig¢oes provam as outras e assim por diante, ela é também um
campo muito fértil para descobertas que envolvem as propriedades de seus entes, como
propriedades de ntmeros primos, angulos, etc. De fato, a par de um conhecimento
basico, um matematico pode se colocar livremente a experimentar afirmagoes sobre algum
ente matematico e fazer conjecturas. Uma conjectura, no campo matematico, seria um
resultado enunciado a partir da consideragao e verificagio de casos particulares [27].
No contexto da justificagdo, a Matematica nao é uma ciéncia experimental, portanto
atividades deste tipo em que alguns exemplos sao verificados nao constituem provas de
que as propriedades valham para todos os casos. Porém, o ato de conjecturar, é 1til e abre
caminho para descoberta de teoremas novos que serao incluidos no corpo da Matematica
apds serem apresentadas provas como justificativas. As inferéncias que sdo passos do
processo de descoberta podem se tornar posteriormente argumentos para dar justificativa
a um enunciado. Neste caso, tudo que se pode justificar ja se sabe que é verdade, pois
passou anteriormente pelo processo da descoberta. Cabe lembrar que uma justificagao
inadequada ou a falta dela nao constitui uma prova de que o enunciado é falso, pois nada

impede que posteriormente boas provas possam ser obtidas.
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Serao mostrados agora, no ambito da Aritmética, alguns exemplos que ilustram o
contexto da descoberta e da justificacao na Matematica, onde pode-se entender a diferenca

entre como um teorema foi concebido e que provas temos para aceita-los como verdadeiros.

Exemplo 2.2.1. (Uma conjectura que se mostrou falsa). Baseado na verificagio de cinco
casos (n=0, 1, 2, 3 e 4) o matemdtico Pierre de Fermat (1601-1665) conjecturou que todo
nimero inteiro da forma 22" + 1, conhecidos agora como nimeros de Fermat, sdo primos.
Porém, FEuler mostrou em 1739 que o numero 22" 4 1, isto €, para n=>5, é divisivel por

641. Isso provou que a conjectura de Fermat era falsa [20].

Este se tornou um classico exemplo de que nao basta verificar que uma propriedade
valha para alguns nimeros para concluir que ela valha para todos. De modo geral, nao é

com experiéncias que se prova algo na Matematica.

Exemplo 2.2.2. (Uma conjectura que se mostrou verdadeira). Usando seus métodos,
Fermat mostrou que ndo existem inteiros positivos x, y e z, tais que x> + vy = 2°. Indo
além, ele afirmou, na margem de seu exemplar de Bachet da Aritmética de Diofanto, saber
provar que o mesmo valia para qualquer poténcia a partir da terceira. Ou seja, que nao
existem inteiros positivos x, y e z, tais que x™ + y" = 2", para n > 3. Porém, acrescentou
que nao poderia escrever a prova, pois a margem era estreita demais para isso. Fste ficou
conhecido como o “Ultimo teorema de Fermat” e a busca de grandes matemdticos durante
0s séculos para provar esta afirmacao levou a grandes desenvolvimentos e descobertas novas
dentro da Aritmética. Somente 350 anos depois que, em 1995, o matemdtico inglés Andrew
Wiles deu uma prova, encerrando este grande capitulo da historia das ciéncias, em especial
da Matemdtica [15].

Exemplo 2.2.3. (Conjecturas que ainda ndo foram provadas) [15].

1. Sempre existe um nimero primo entre n* e (n + 1)2.
2. Existem infinitos nimeros primos na forma n* —n + 41.
3. A sequéncia de Fibonacci contém infinitos nimeros primos.

4. BEzistem infinitos numeros primos gémeos, isto €, niumeros primos que diferem de 2
unidades. Por exemplo, (3, 5), (5, 7), (17, 19), (107, 109), etc.

5. (conjectura de Goldbach) Todo nimero natural par maior do que 8 pode ser escrito

como a soma de dois primos.

Estes exemplos sao de questoes em aberto, onde apesar de nao terem sido provadas

pelos métodos corretos, nao deve-se concluir com isso sua falsidade.
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Como a Matematica forma um corpo de conhecimentos com uma linguagem que é
hipotético-dedutiva, podemos considerar razoavelmente que todo “conhecimento novo” ou
dito “novo teorema”, apds provado, se mostra somente uma reformulacao sintetizada que
torna explicito os conhecimentos ja estabelecidos por teoremas anteriores. Ou seja, uma
teoria ou ramo da Matematica nao passa de um grande “argumento”. Porém, é de se aceitar
que estas passagens nem sempre sao triviais e o papel da demostragao é genuinamente
uma tarefa esclarecedora. Outra situagao importante que envolve as demonstragoes é o
fato de que a criacdo de uma técnica para uma demonstragao especifica de um ramo da

Matematica pode também ser 1til em outros ramos.
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3 TIPOS DE ARGUMENTACAO

Neste capitulo serao tratados os argumentos dedutivos e os indutivos, mostrando
suas principais caracteristicas e propriedades. Na deducao, aplicada a Matematica, sera
mostrado como funciona o método axiomdtico. Na inducdo, aplicada as teorias cientificas

em geral, serao ilustrados alguns processos causais e a falseabilidade.

3.1 DEDUCAO

-

E muito comum ver em livros de Matematica ou outras fontes a dedug¢ao sendo
definida como um argumento que “parte de uma afirmacao geral e conclui uma particular”
[27]. O conceito de generalidade expressa um Todo, isto é, uma afirmacao para todos
os elementos de um conjunto. Ja o conceito de particularidade se refere a uma parte
qualquer deste conjunto de coisas, mesmo que seja somente um dos elementos deste
conjunto. Quando estamos nos referindo a exatamente um elemento, é o que expressa o
conceito de singularidade. No caso, a definicdo comum de dedugao se refere a argumentos
em que, concluem-se propriedades de uma parte de um conjunto a partir de premissas
que falam de todos os elementos deste conjunto. De fato, a maioria dos argumentos
dedutivos conhecidos sao desta forma, mas a dedugdo nao é somente isso. Dedugao é
melhor definida como um argumento em que se as premissas forem verdadeiras,
entao a conclusao também serid. Ou de outra forma, um argumento formalizado
em que, qualquer que seja a interpretacao, nao existe o caso das premissas serem
verdadeiras e a conclusao falsa. Uma deducao é um argumento vdlido. Um argumento
invalido é um argumento indutivo ou um erro de dedugao. No primeiro caso a conclusao
pode ter uma boa probabilidade de ser verdadeira se as premissas também forem, no
segundo a veracidade da conclusao independe das premissas, como foi mostrado no Capitulo
2.

Os exemplos a seguir mostram trés casos de deducgao, sendo que dois deles nao

partem de afirmacoes gerais para particulares.

Exemplo 3.1.1. (Do geral para o particular)

1. Todo homem ¢ mortal.
2. Socrates € um homem.

3. Portanto, Socrates é mortal.
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Exemplo 3.1.2. (Do geral para o geral)

1. Todo mamifero tem um coragdo.
2. Todo cavalo é um mamifero.
3. Portanto, todo cavalo tem um coracao.

Exemplo 3.1.3. (Do particular para o particular)

1. Alguns gregos sao matemdticos.

2. Portanto, Alguns matemdticos sao gregos.

As premissas de um argumento dedutivo visam dar uma prova para a conclusao.
Ou seja, a veracidade da conclusdo de uma deducao possui uma relagao de necessidade com
a veracidade das premissas. Porém, a conclusao de uma dedug¢ao nao é um conhecimento
novo. Toda informacao expressada na conclusao ja esta de forma implicita expressada
nas premissas. Por isso ocorre a necessidade da conclusao ser verdadeira se as premissas
também forem. Isso de certa forma é uma desvantagem da dedugdo, pois ndo podemos
com ela alcangar conhecimentos novos do mundo. Sé se prova algo quando ja se sabe que
¢é verdade. O papel da dedugao no entanto é sintetizar, reformular ou tornar ébvio alguma
informagao. Isto é muito 1til, pois nem todas as informacgoes sao trivialmente aceitas
como verdadeiras assim que enunciadas e muitas delas possuem a necessidade de serem
verdadeiras se outras anteriores supostamente sao. Esta elucidacao é o principal papel da
dedugao [26].

No ambito da Matematica é preciso definir conceitos e provar as propriedades
destes conceitos. Definir um conceito é explica-lo usando termos que ja definem conceitos
anteriores e provar uma propriedade ou uma afirmacao é deduzi-la de afirmacoes provadas
anteriormente usando regras de argumentacao véalidas fornecidas pala Logica. Porém, nao
é possivel fazer este regresso de defini¢oes e provas ad infinitum [12].

Um matematico também nao pode cometer as mesmas circularidades que se
encontram as vezes em defini¢oes de dicionarios. Por exemplo, ndo seria bom definir “bola”
como “algo esférico” e ao mesmo tempo “esférico” como “algo em forma de bola”. Por isso
parte-se de poucos termos sem defini¢cao, chamados conceitos primitivos e usa-se estes
conceitos para definir os outros que serao introduzidos. O propésito é dar uma definigao
exata que tire qualquer ambiguidade. Cabe lembrar que os conceitos matematicos podem
nao so6 representar entes matematicos como “angulo”, “raiz”, por exemplo, mas também

relagoes como “pertence”, “é maior que”, etc.

As provas também devem partir de poucas afirmagoes sem provas (hipoteses

bésicas) para que se possa deduzir as outras. Estas afirmagoes, chamadas axiomas
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ou postulados, possuem em sua estrutura os conceitos primitivos e, as afirmagoes ou
propriedades provadas por elas sao chamadas de teoremas. Uma prova mateméatica
entao pode ser entendida como uma dedugao onde cada passo toma como premissa
um teorema, um axioma, uma definicdo ou um conceito primitivo. Por isso a
necessidade de se aprender a fazer argumentos vélidos, fazendo com que o estudo da Légica

se torne propedéutico.

Exemplo 3.1.4. Desenvolvimento axziomdtico da Geometria Plana [17].

1. Termos indefinidos: “reta” e “ponto”.
2. Relagoes indefinidas: “esta em” e “entre”.
3. Alguns axiomas:

a) Axioma de incidéncia: Dois pontos diferentes estio em uma e somente

uma reta.

b) Axioma de ordem: Dados trés pontos quaisquer que estao uma reta, ndo hd

mais do que um que estd entre os outros dois.

Exemplo 3.1.5. Desenvolvimento axiomdtico da Teoria dos Conjuntos [17].

1. Termos indefinidos: “elemento” e “conjunto”
2. Relacao indefinida: “pertence”.
3. Alguns axiomas:

a) Axioma de extensdo: Dois conjuntos A e B sao iguais se cada elemento de

A pertence a B e cada elemento em B pertence a A.

b) Azioma de especificacdo: Seja A um conjunto qualquer e seja P uma
propriedade qualquer que possa ser atribuida a elementos de A. Existe assim

um conjunto B cujos elementos pertencem a A e possuem tal propriedade.

A organizacao e rigor axiomaticos na Matematica ficou bem estabelecida no fim do
século XIX e inicio do XX, apés a contribuicao de grandes matematicos como Cauchy;,
Weierstrass, Bolzano, Cantor, Frege, Hilbert, Bourbaki e outros [5]. Porém o método
axiomatico é muito mais antigo que isso e teve seu inicio na Grécia antiga com Os Elementos
de Euclides, a primeira e mais influente obra matematica a expor da forma axiomatica a
Geometria. O método exposto por Euclides em sua obra tornou-se admirado por varios
pensadores de varias areas do conhecimento por carregar o peso de todas as suas afirmagoes

sobre poucas e firmes bases. Tentou-se seguir seu modelo em varias outras ciéncias, por
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exemplo a Fisica por Arquimedes. Porém, somente a Geometria manteve este status até

dois séculos atras com o inicio do uso do método axiomatico pela Aritmética [21].

Por cerca de dois mil anos acreditou-se que o mundo era como exposto pela
geometria euclidiana, pois seus postulados eram intuitivos, tinham significacdo costumeira
dos termos e tratavam de um mundo visivel, com exce¢ao de um que curiosamente nao

era tao evidente assim aos antigos. O famoso “axioma das paralelas”:

“E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e
do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongada as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estao os menores do que dois
retos.” [5]

Ele afirmava, nao nos mesmos termos, mas algo logicamente equivalente a “por
um ponto s6 se pode tracar uma unica reta paralela a uma reta dada”[7]. Tentou-se
entao por séculos provar este axioma através dos outros. Achava-se que ele seria um
teorema e nao um axioma. Somente no século XIX com os trabalhos de Gauss, Bolyai,
Lobachewsky e Riemann é que se ficou provado a impossibilidade de provar o axioma das
paralelas a partir dos outros [21]. Mais que isso, a hegemonia de Euclides na Geometria
foi derrubada, passando-se a construir outros sistemas geométricos com a mudanca de
certos axiomas. Destruiu-se entao a crenca de que os axiomas devem ser estabelecidos por
sua auto-evidéncia e o trabalho do matematico puro passou a ser o de deduzir teoremas de
hipoteses postuladas e nao cabe a ele decidir se os axiomas sao verdadeiros ou nao. Este é
o significado do famoso epigrama de Russell:“a matematica pura é o assunto em que nao

sabemos acerca do que estamos falando e se o que estamos dizendo ¢é verdade” [21].

Esta revisao na Geometria incitou uma revisao em outras areas axiomatizadas. O
significado costumeiro dado aos termos, como nos exemplos anteriores, ajudam de fato a
descobrir e aprender os teoremas, pois sentimos que entendemos suas varias inter-relagoes e
facilita a elaboracao de seus enunciados. Porém, a validade de um argumento matematico
nao depende de qualquer significado dado aos termos. Fugindo dos significados familiares
dos termos, os 1inicos que precisamos considerar sao os que estao expressos nos axiomas
que os contém, de tal forma que buscar-se-a como tarefa primordial explorar as puras

relagdes légicas entre os enunciados [21].

Ernest Nagel, no livro a “Prova de Gédel”, faz uma analogia interessante entre a
Matematica e o jogo de xadrez que deixa em evidéncia toda a estrutura e organizacao

dessa ciéncia exata.

“O xadrez é jogado com 32 pegas de propositos especificados, sobre um
tabuleiro dividido em 64 quadrados onde as pecas podem se movimentar

segundo regras fixadas. O jogo obviamente pode ser desenvolvido sem que
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se atribua qualquer ‘interpretacao’ as pegas ou as varias posi¢oes sobre o
tabuleiro, embora uma tal interpretagao possa ser fornecida, caso se deseje.
Por exemplo, poderiamos estipular que um dado peao de representar um certo
regimento em um exército, que uma certa casa representa uma certa regiao
geografica assim por diante. Mas semelhantes estipulagdes (ou interpretagoes)
nao sao costumeiras; tampouco as pegas nem as casas nem as posicoes das
pecas sobre o tabuleiro significam algo fora do jogo. Neste sentido, as pecas
e suas configuragoes sobre o tabuleiro sao ‘isentas de significado’. Assim o
jogo é analogo a um calculo matematico formalizado. As pecas e as casas do
tabuleiro correspondem aos signos elementares do calculo; as posicoes legais
das pecas sobre o tabuleiro, as formulas do cédlculo; as posi¢oes iniciais das
pecas no tabuleiro, aos axiomas ou féormulas iniciais do calculo; as as posicoes
subsequentes das pegas no tabuleiro, as férmulas derivadas dos axiomas (i.e.,
aos teoremas); e as regras do jogo, as regras de inferéncia (ou derivagao) para

o calculo.” [21]

A intensa formalizacdo da matemética ajudou a derrubar as barreiras da interpre-
tacao habitual que limitavam o desenvolvimento de novos sistemas de postulados. De fato,
muitos deles, apesar de nao poderem ser aplicados de forma intuitiva como a Geometria e
a Aritmética, consistem de sistemas de grande valor e interesse matematico. A intuicao
(isto é, o senso comum) nao é um guia seguro para as ciéncias e ndo pode ser considerada

como um critério de verdade e fecundidade para as teorias. Como afirma Nagel:

“A intuicao é, em primeiro lugar, uma faculdade elastica: nossos filhos
nao terao provavelmente dificuldade em aceitar como intuitivamente 6bvios os
paradoxos da relatividade, assim como ndés nao nos assustamos com ideias que

eram tidas totalmente como nao intuitivas ha um par de geragoes.” [21]

3.2 INDUCAO

Diferente do argumento dedutivo, o argumento indutivo nao serve para dar uma
prova, no sentido l6gico do termo, a conclusdo. Suas premissas servem para dar evidéncias
ou sustentar uma provavel veracidade da conclusao. Portanto, podemos dizer que os
argumentos indutivos sao inwvdlidos, pois ¢ possivel as premissas serem verdadeira e a

conclusdo falsa.

Exemplo 3.2.1. Argumento indutivo

1. Todos os cavalos observados até hoje tinham um coragdo.

2. Portanto, todo cavalo tem um coracao.
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No entanto, ndao devemos confundir a invalidade do argumento indutivo com uma
aparente inutilidade. O conceito de validade, como ja foi dito antes ¢ um conceito aplicado
a dedugoes, onde ou as premissas provam a conclusao ou nao provam. Nao existe meio
termo. Um argumento invalido poderia ser também um erro de deducao, pois é obvio
que neste caso as premissas nao provam a conclusao. No caso do argumento indutivo,
mesmo as premissas nao provando a conclusao, elas podem ser relevantes para sustentar
que a conclusao é verdadeira. Quanto melhor forem as premissas usadas, mais forte sera
esta relagao e mais provavel a conclusao se mostrara. A conclusao nao possuird uma
necessidade de ser verdadeira caso as premissas também sejam. Dizemos neste caso que a
conclusao é contingente. Ou seja, poderia ser ou nao ser verdadeira (com diferentes graus
de probabilidade) [4].

Longe de serem intteis, a desvantagem de nao possuir conclusao necessaria ¢é
compensada com o fornecimento de uma informacao nova que nao esta implicita nas
premissas. Podemos ver no exemplo que a premissa 1 faz uma afirmacgao para somente
uma parcela observada de cavalos. De fato, ndo seria pratico observar se todos os cavalos
do mundo possuem realmente um coracao. Porém, a conclusao afirma que todos os
cavalos, incluindo aqueles que nao foram observados, possuem um coracao. Esta afirmacao
geral com certeza nao se encontra nas premissas, mas ¢ uma conclusao razoavel e muito

provavelmente é verdadeira.

Os argumentos indutivos sao largamente utilizados nas ciéncias naturais, bioldgicas
e humanas onde se tratam de afirmacgoes contingentes e ajudam a tornar pratico concluir,
com grande probabilidade, através de experimentos particulares, lei gerais do universo
pesquisado. Esta tutil forma de conceber conhecimentos novos do mundo possui também
uma fraqueza sutil. No exemplo anterior, se descobrissemos apenas um cavalo que nao
tivesse coragdo, isso seria o suficiente para mostrar que a conclusao ¢ falsa. A busca
destes chamados contra-exemplos ¢ o que se chama de falsear uma teoria. O filésofo
austriaco Karl Raimund Popper (1902-1994) foi um grande critico do método indutivo
como demarcador da ciéncia. Segundo a concepcao tradicional de ciéncia, o ponto de
partida sao os dados observaveis e empiricos. Estes dados sao acumulados e transformam-se
em hipoteses que, apos verificadas, passam a se tornar teorias através do método indutivo.
Porém, como vimos, nao ha nenhuma necessidade 16gica que justifique “saltar” de uma
parcela observavel de dados para leis gerais. No seu livro Logik der Forschung ou “A
Légica da Descoberta Cientifica” [24], uma obra mestra de nosso tempo, ele defende que
a verificacdo nao deve ser o critério para a demarcacao do que é cientifico ou néo e, ao
invés disso, toda boa teoria cientifica é aquela que prevé sua falseabilidade e resiste a estes

testes negativos.

Os argumentos indutivos podem ser divididos em trés grandes grupos e em geral

nao sao somente argumentos que “partem de uma afirmagao particular e conclui uma
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geral” como sao frequentemente definidos. Uma indugao é um argumento em que se as

premissas sao verdadeiras, a conclusao provavelmente também sera .

Temos em um grupo os argumentos analdgicos. FEstes se baseiam na ideia
de que se duas coisas compartilham algumas propriedades relevantes, provavelmente

compartilharao outras propriedades.

Exemplo 3.2.2 (Argumento analdgico). Antes, eu tive dois carros da marca X e eles
apresentavam um alto consumo de combustivel e precisavam de poucos reparos. Recente-
mente comprei outro carro da marca X. Portanto, terei um alto gasto com combustivel e

precisarei de poucos reparos.

Um outro grupo de argumentos indutivos é o mais comumente usado. As infe-
réncias estatisticas. Neste grupo, um padrao frequentemente observado é usado como

apoio a generalizacao por um argumento que usa regularidade estatistica.

Exemplo 3.2.3 (Inferéncia estatistica). Um levantamento com 1000 estudantes universi-
tarios brasileiros mostrou que 80% deles sonham em ganhar mais dinheiro em suas vidas
que seus pais. Portanto, a vasta maioria de todos os estudantes universitdrios espera

ganhar mazis dinheiro em suas vidas que Seus pais.

Por ltimo temos os argumentos causais, onde ocorre uma inferéncia baseada

no conhecimento de causa e efeito.

Exemplo 3.2.4. A lumindria do meu quarto nao estava funcionando. FEu troquei a
lampada por uma que funcionava e mesmo assim ela nao acendeu. Levei ela para um outro
comodo da casa onde a tomada funcionava e mesmo assim ela nao acendeu. Portanto, o

defeito deve estar nos fios da lumindria.

Observe neste exemplo que se considera varias causas possiveis para uma tUnica
consequéncia, o nao funcionamento da luminaria. A eliminacdo das causas possiveis e
enumeradas é um dos métodos basicos propostos pelo filésofo inglés John Stuart Mill
(1806-1873) para o estabelecimento de relagbes causais. Seus métodos sao largamente

usados em pesquisas cientificas, por exemplo, nas pesquisas médicas [22].

Uma observacao deve ser feita aqui. Nao se deve confundir a inducao apresentada
neste capitulo com a chamada indugao matematica que, apesar de levar o nome de

“inducao”; é uma forma de dedugao (v. Apéndice).
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Quadro comparativo

Argumentos dedutivos

Argumentos indutivos

Papel das premissas

Provar a conclusao.

FEvidenciar a conclusao.

Papel informativo da conclusao

Ndao é um conhecimento novo
que jd ndo esteja implicito nas

premissas.

E um conhecimento movo que

ndo estd nas premissas.

Relacao premissa-conclusao

Se as premissas sdo verdadeiras,

a conclusao mnecessariamente é

Se as premissas sdo verdadeiras,

a conclusdo provavelmente € ver-

V0S.

verdadeira. dadeira.
Vantagens A necessidade da conclusdo. A conclusao expressa conheci-
mento novo.
Desvantagens Nao produz conhecimentos no- | A conclusdo € contingente.
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4 CALCULO PROPOSICIONAL

Aqui se inicia o estudo formal da Légica, onde em seis se¢oes serao apresentados os
fundamentos da linguagem e operacoes do Calculo Proposicional, que sera de fundamental
importancia tedrica para a justificagao das técnicas dedutivas normalmente utilizadas
na Mateméatica. E neste capitulo que serd introduzido de maneira formal o conceito de
argumento e validade, assim como o critério formal para decidir se um argumento é valido
ou nao, apresentando assim as principais equivaléncias logicas e passos validos que podem

ser usados durante uma demonstracao.

4.1 ASPECTOS GERAIS DAS PROPOSICOES

Neste estudo, uma proposicdo sera classificada como um conceito primitivo. Ou
seja, nao daremos uma definicdo para este termo. No entanto, elucidaremos seu significado
apresentando suas principais propriedades para os propoésitos de estudo do Calculo Pro-
posicional classico. Primeiro podemos determinar que uma sentenca em uma linguagem
natural ou artificial é uma sequéncia de simbolos gramaticalmente correta e completa. Ea
formula da linguagem. A proposicao, no entanto, é um conceito abstrato que representa o
conteudo informacional de uma sentenca, isto ¢, o significado ou ideia contido na sentenca.
Uma proposi¢ao é o conteido informativo expressado por uma sentenca declarativa que
afirma fatos ou fazem juizos sobre coisas. Portanto, uma proposi¢cao nao podera
ser representada por uma palavra isolada, por locucao substantiva, uma pergunta, uma

exclamagao ou uma ordem.

Exemplo 4.1.1. Sentencas ou expressoes linguisticas.

. A casa € rustica.

~

2. 2+3>6.

3. Casa.

4. A casa ristica.
5. Quem estd ai?
6. Atenda a porta.

7. Bem wvindo!

Neste exemplo somente (1) e (2) expressam proposigoes.

A proposicao, por ser uma afirmacao informativa, possui a caracteristica se ser
verdadeira ou falsa em um determinado contexto, os chamados valores-verdade, e este é o

primeiro dos trés principios que servirdao de base para o Célculo Proposicional. Sao eles:
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e Principio da bivaléncia (PB): Os valores-verdade que uma proposi¢ao pode

assumir sao verdadeiro ou falso.

e Principio do terceiro excluido (PTE): Uma proposi¢ao sempre é verdadeira ou

falsa.

e Principio da nao contradi¢gdo (PNC): Uma proposi¢ao nunca é verdadeira e

falsa.

Estes principios foram formulados pela primeira vez pelo filésofo grego Aristoteles
(384-322 a.C.) na obra Metafisica [3]. O PNC no livro IV e o PTE no livro X. Esta
portanto nao ¢é a formulacao original destes principios. Podem ser encontradas muitas
outras formulagoes equivalentes. O PB indica que uma proposicao podera ser verdadeira
ou falsa e o PTE complementa esta informacao afirmando que qualquer proposicao sempre
tera um desses valores, isto é, nao pode acontecer de uma proposi¢cao nao ter nenhum
desses valores ou, equivalentemente, ter um terceiro valor qualquer (por isso o nome
“terceiro excluido”). Logo, sempre que uma proposicao nao for verdadeira, ela serd falsa
e, sempre que ela nao for falsa, sera verdadeira. O aspecto final de uma proposicao é
completado com o PNC afirmando que mesmo que uma proposicao seja verdadeira ou
falsa ela nunca terd estes dois valores concomitantemente. Resumindo, uma proposicao

é sempre verdadeira ou falsa e nunca ambas.

Estes principios definem intuitivamente uma funcao I : P — {V,F} entre o
conjunto das proposicoes P e o conjunto dos valores-verdade {V, F'}, onde V' é “verdadeiro”

e I é “falso”.

e PB: Este principio define que o contradominio é formados apenas pelos valos V e F.

e PTE: Este principio define que toda proposicao, sem excegao, esta associada a

algum destes valores-verdade. Ou seja, P é o dominio.

e PNC: Este principio define que cada proposi¢ao estd associada a somente um

valor-verdade.

Denotaremos por I(p) o valor-verdade ou interpretagao da proposi¢ao p e diremos
I(p) =V se a p for verdadeira e I(p) = F se p for falsa. Uma interpreta¢io I para uma

linguagem consistem em dois componentes:

e Dominio de discurso: O dominio de discurso da interpretacao I é o conjunto das
coisas sobre a qual I interpreta a linguagem como estando falando. Por exemplo,
quando dizemos “para todo x” ou “para algum x”, estamos nos referindo, de acordo

com a interpretagao I, ao “x” elemento do dominio de discurso.



32

e Denotacao: Para cada palavra, expressao ou simbolo nao légico em uma sentenca
existe um elemento do dominio de discurso ao qual ela denota, isto é, representa seu

significado.

I(p) = V equivale a dizer que na interpretagao I os individuos do dominio de
discurso que as constantes ou simbolos na sentenga de p denotam encontram-se relacionados

na mesma forma que a relagdo da sentenca expressa.

As proposicoes que nao respeitam algum destes principios nao serao consideradas
neste estudo do Calculo Proposicional. Enunciados vagos, enunciados a respeito do futuro
e enunciados paradoxais nao serao considerados proposi¢oes neste sistema. Como exemplos

abaixo.

Exemplo 4.1.2. “A dgua esta morna” O conceito de morno e tépido, assim como
beleza, tonalidades de vermelhos, alto e baizo nao sao bivalentes, isto €, possuem diferentes
“graus” de verdade e sao estudados com mais precisao em um ramo da Logica ndo-cldssica

denominado Légica Multivalorada [10].

Exemplo 4.1.3. “Amanha ird ocorrer um assalto no Banco Central”. Este enunciado
nao pode ser verdadeiro e nem falso, pois as condicoes objetivas sob as quais poderiamos
determinar se ele é verdadeiro ou falso ainda nao ocorreram. Ela fere o PTE por ndo
possuir nenhum dos valores-verdade estabelecidos pelo PB ou possuir um terceiro valor,

por exemplo: “talvez”, que o defina melhor no presente.

Exemplo 4.1.4. “Este enunciado € falso” Esta € a famosa antinomia do mentiroso.

Se este enunciado for verdadeiro, entao ele € falso e se ele for falso, entao serd verdadeiro,

fato este que fere 0 PNC.

Existem varios sistemas l6gicos habilitados a trabalhar com estes tipos de enunciados
e argumentos que os contenham. Estes sistemas, como podemos ver, podem ser concebidos
excluindo de seu corpo axiomatico algum dos principios que serao utilizados neste estudo
e, conseguem trazer importantes e férteis contribuicoes para a Logica Moderna. O sistema
de Célculo Proposicional que estudamos aqui faz parte do que é chamado de Ldgica
Classica, desenvolvida inicialmente por Aristoteles e dois milénios depois aprimorada pelo
matematico George Boole (1815-1864) e sistematizada em sua forma final pelo filésofo
e matematico Gottlob Frege (1848-1925) [22]. As Légicas que rejeitam algum dos trés
principios acima ou acrescentam outros elementos para tratar de sentencas em que a Ldgica
Cldssica nao tem o poder de abordar sao chamadas Ldgicas Nao-Classicas, tendo como
alguns exemplos a Légica Difusa pelo matematico Lofti Zadeh em 1960 [14], a Ldgica

Modal [22] e a Ldgica Paraconsistente [8].



33
4.2 CONECTIVOS: PROPOSICOES SIMPLES E COMPOSTAS

Definigao 4.2.1 (Conectivos). Palavras ou expressoes usadas para formar proposicoes a

partir de uma ou mais proposicoes.

No calculo Proposicional sao utilizados cinco conectivos, como resumido na tabela

abaixo.
Conectivo Simbolo | Denominagao
E falso que ... = Negagao
e A Conjuncao
ou \% Disjuncao
Se ..., entao ... — Condicional
. se, e somente se, ... > Bicondicional

As proposigoes sao divididas entre proposicoes simples (ou atomicas) e proposigoes

compostas (ou moleculares).

Definig¢ao 4.2.2 (Proposicao simples). Uma proposi¢ao que nao contém conectivos.

As proposicoes simples sdo representadas pelas letras minusculas p, q, r, ..., chama-

das letras proposicionais atomicas.

Exemplo 4.2.1. (Exemplos de proposi¢oes simples):

e p: “Carlos € careca’.
o q: “Thiago é estudante”
o r: 5+ 7=11.

Definigao 4.2.3 (Proposi¢ao composta). Uma proposicao que contém algum conectivo.

As proposicoes compostas sao representadas pelas letras maitsculas P, Q, R, ...,

chamadas letras proposicionais moleculares.

Exemplo 4.2.2. (Exemplos de proposicoes compostas):

o P: “F falso que Carlos ¢ careca’

e P: “Carlos é careca ou Leandro estd enganado’.

Q: “Thiago é estudante e (Thiago) tem uma cachorra’

R: Seb+x =11, entdox = 7.
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Visto que cada uma delas é formada por uma ou mais proposi¢oes simples modifi-

cadas ou ligadas por conectivos.

O valor-verdade de uma proposicao composta é univocamente estabelecido pelo
valor-verdade das proposi¢oes simples componentes de acordo com as regras de operagao

dos conectivos.

A negacao é um conectivo monddico, isto é, que modifica somente uma proposicao
seja ela simples ou composta. As vezes recebe também o nome de modificador em vez de
conectivo. Ela é usada incluindo o simbolo “—” antes da letra proposicional. Assim, se

temos uma proposicao p, sua negacao sera denotada por —p e podera ser lida como “néo é
proposicao p, gag p pep

WA

o caso que p”, “é falso que p” ou simplesmente “nao p”. O simbolo de negagao pode ser
incluido mais de uma vez na frente de uma letra proposicional. Por exemplo ——p pode ser

lido como “nao é o caso que ¢ falso que p” e assim por diante.

Exemplo 4.2.3. Negacao.

e p: “O mordomo € o culpado’
e —p: “O mordomo ndo é culpado’
o ——p: “E falso que o mordomo ndo ¢ culpado”
o ———p: “Ndo é o caso que € falso que o mordomo nao €é culpado”
e ¢: Hx = 100.
e —q: bx # 100
e r: “f € continua’.
o —r: “f é descontinua’
A principal propriedade seméantica da negagao é enunciada por V;: se p for

verdadeira, —p é falsa e se p é falsa —p é verdadeira. O que nos permite construir

a tabela abaixo.

p|p
V| F
F|V

Sendo I(p) a denotagao para o valor-verdade da proposi¢ao p, a negacao fica

portanto determinada pelas equagoes =V = F, =F =V e I(—p) = =1 (p).

No exemplo acima, se o valor-verdade da proposicao p fosse verdadeiro, quer dizer

I(p) =V, entéo o valor-verdade de ———p, isto é I(———p), poderia ser calculado por
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I(mmp) = Y
= - F
= -V
- F (4.1)

Serao tratados agora da sintaxe e semantica dos conectivos diddicos, isto é, da
denotacgao e interpretagao dos conectivos que formam proposi¢coes compostas a partir
de exatamente duas outras proposicoes, seja cada uma delas simples ou composta. Sao
eles a conjungao, a disjuncgao, o condicional e o bicondicional. Estes conectivos sao

utilizados sendo incluidos entre as duas letras proposicionais.

Desta forma, sejam p e ¢ duas proposi¢oes. Sua conjungao é denotada por pAq e

selé “peq”
Exemplo 4.2.4. Conjungao.

o p: “Luiza estuda Légica’

e ¢: “Nayara estuda Matemdtica”

p A q: “Luiza estuda Logica e Nayara estuda Matemdtica”

r: “2 € par”.

s: “2 € primo”.

e rAs: “2¢épare 2 € primo”.

A propriedade semantica da conjuncao é enunciada por V3: p A ¢ s6 sera ver-
dadeira se p for verdadeira e ¢ for verdadeira. Usando esta propriedade e o PTE
podemos construir a tabela abaixo com todas as interpretacoes possiveis para as duas

proposigoes componentes e sua conjungao.

pP/Aq

p
v
v
F
F

o< <R

A
\Y
F
F
F

A conjuncao fica portanto determinada pelas equacoes VAV =V, VA F =
FANV=FANF=FellpNq)=I1(p)NI(q).
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A tabela indica que se ao menos uma proposi¢cao componente da conjuncao for
falsa, a conjuncao sera falsa. Por exemplo, a proposicao “3 é par e 3 é primo” ¢ falsa, pois

é uma conjunc¢ao entre a proposicao p: “3 é par” e ¢: “3 é primo” e, neste caso, p é falsa.

A disjuncao tem caracteristicas semelhantes a conjuncao. Dadas as proposicoes p

e ¢, sua disjuncao ¢ denotada por pV q e se Ié¢ “p ou "

Exemplo 4.2.5. Disjuncado.

e p: “x pertence a A’
e ¢: “x pertence a B’

e pV q:“c pertence a A ou x pertence a B”.

A propriedade seméantica da disjuncgao é V3: pV g s6 é falsa se p for falsa e ¢
for falsa. Junto com o PTE construimos a tabela abaixo com todas as interpretacoes

possiveis para cada proposicao componente e a disjuncao.

pvyq

p
v
v
F
F

< || <<
bl < <<

A disjuncao fica portanto determinada pelas equagdes VVV =VVF = FVV =V,
FVF=FellpVvq) =I1(p)VI(g).

A tabela mostra que se no minimo uma proposicao componente for verdadeira, a
disjuncao também sera verdadeira. Ou seja, se p for verdadeira, se g for verdadeira ou
se ambas, p e ¢, forem verdadeiras, a disjun¢ao p V ¢ se torna verdadeira. Dessa forma,
diferente da conjungao, a proposicao “3 é par ou 3 é primo” é verdadeira, ja que de fato 3

¢ primo.

O fato de nao ser excluido a possibilidade de ambas as proposi¢oes componentes
serem verdadeiras é o que caracteriza o “ou” da conjungao como “ou” inclusivo (no sentido
de “e/ou”). O “ou” ezclusivo aparece naturalmente em contextos como o da proposi¢ao
“hoje é sabado ou hoje é domingo”, onde nao ha possibilidade de hoje “ser sabado” e “ser
domingo” simultaneamente. De forma geral, o “ou” utilizado no Céalculo Proposicional e
também na Matemaética é inclusivo, a nao ser que se diga o contrario ou o contexto nao

permita.
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Este problema aparece porque no portugués existe somente uma palavra (“ou”)
para designar o “ou” inclusivo e o exclusivo. Em latim, por exemplo temos as palavras “vel”
e “aut” para “ou” inclusivo e exclusivo, respectivamente. Para superar esta dificuldade,
sera usada a forma “ou ... ou ..” para designar o “ou” exclusivo. Assim, quando for
dito “ou Paulo é professor ou Paulo é médico”, por exemplo, estaremos excluindo a

) )
possibilidade dele ser “professor” e “médico” simultaneamente. A proposi¢ao “ou p ou ¢”
poderd ser formalizada como (pV q) A =(p A q). Se tomarmos p: “Paulo é professor” e
q: “Paulo é médico”, esta formalizacao se traduz literalmente como “Paulo é professor ou

Paulo é médico e é falso que Paulo é professor e Paulo é médico”.

O conectivo condicional ja foi apresentado no Capitulo 2. Porém, ele sem duvida
¢ de suma importancia para a Logica e a Matematica e merece uma explanacao mais
completa. Dadas as proposicoes p e ¢, temos o condicional p — ¢ ou ¢ — p. Vimos que a
proposicao antes do “—" é o antecedente e a proposi¢ao que vem depois é o consequente. A
tabela abaixo lista as varias formas de se ler ou expressar um condicional e sera ttil para
a analise de enunciados de teoremas e suas demonstragoes, que apresentam em grande

parte estas formas.

p—q
Se p, entao q.

p implica q.
Se p, q.
Dado p, q.
Quando p, q.
p somente se q
p € condicao suficiente para q.
q se p.

q, Pois p.

q quando p.

q desde que p.
¢ sempre que p.

q é condicao necessaria para p.

Tomando como exemplos proposi¢oes sobre triangulos na Geometria Plana como p:
“T é equilatero” e q: “T é isosceles”. O teorema que afirma p — ¢ pode ser encontrado
expressado, com pequenas modificagoes, nas formas apresentadas na tabela acima, além
de poder ser utilizado em qualquer uma dessas formas em um passo de uma demonstragao.

A tabela a seguir ilustra isso.
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p—q
Se T ¢ equilatero, entao T é isosceles.

T ser equilatero implica que T é isésceles.
Se T ¢ equilatero, T é isésceles.
Dado que T é equilatero, T é isésceles.
Quando T ¢é equilatero, T é isésceles.
T é equilatero somente se T é is6sceles
T ser equilatero é condigao suficiente para T ser isésceles.
T é isosceles se T é equilatero.
T é isosceles, pois T é equilatero.
T é isésceles quando T é equilatero.
T ¢ isésceles desde que T seja equilatero.

T é isosceles sempre que T é equilatero.

T ¢ isosceles é condicao necessaria para T é equilatero.

Existem algumas proposi¢oes que podem ser associadas a uma proposicao condicio-
nal. Elas sao obtidas negando ou mudando a posicao do antecedente e do consequente em
relagdo ao conectivo. Sao elas a reciproca, a contrdria e a contrapositiva, como mostra a

tabela abaixo.

Proposicao associada | Formalizacao Exemplo
Condicional p—q Se T ¢é equilatero, entao T ¢é isésceles.
Reciproca q—p Se T é isosceles, entao T é equilatero.
Contraria -p — g Se T nao é equilatero, entao T nao é isdsceles.
Contrapositiva —q — p Se T nao é isésceles, entdao T nao é equilatero.

A propriedade seméantica do condicional é enunciada por Vy: p — ¢ s6 é falsa
quando p é verdadeiro e ¢ é falso. Esta propriedade junto com o PTE nos leva a
tabela abaixo dos valores-verdades do condicional em fun¢do dos possiveis valores-verdade

do antecedente e consequente.

p
vV
v
F
F

i< T <|=
<l<|=|<|]

O condicional fica portanto determinada pelas equagées V -V =F -V = F —
F=V,VoF=Fellp—q) =I1(p) — 1(q).

As duas ultimas linhas da tabela nao sdo muito intuitivas, mas devemos pensar no

condicional “se p, entdo ¢q” querendo dizer que sempre que p é verdadeiro, também é
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verdadeiro ¢ e nao que é necessdrio que p seja verdadeiro, mas sim que é suficiente. Ou
seja, p — q assegura que: € falso o caso em que p e nao ¢. Observe que esta tltima
proposicao grifada pode ser formalizada como —(p A —¢q). Esta formalizacao pode ser usada
para provar que qualquer uma das linhas estao corretas usando somente as operacoes de

conjunc¢ao e negacao ja estabelecidas.

Por exemplo, na terceira linha temos I(p) = F e I(q) =V, portanto

I(~(pA—q) = —I(pA—q)
= =(I(p) N1(—q))
= ~(I(p) A~I(q))
A=V)
A F)

I
J

F
F

|
J

|
J

(
(
(
(F)

Il
<
—
=
[\
N~—

Na quarta linha temos I(p) = F' e I(q) = F, portanto

I(p) AN =I(q))
F A—F)
FAV)

I(=(pA—q) = -

|
J

A
A

I
J

Il
J

(
(
(
(

F)

Il
<

(4.3)

Como mostra a tabela.

No capitulo 2 foi afirmado que, no condicional “A — C”, o antecedente “A” poderia
representar a causa ou condi¢do e que o consequente “C'”” poderia representar o efeito ou
consequéncia. Porém, na semantica do condicional apresentada nesta se¢ao foi deixado
em evidéncia que, no condicional “A — C”, “A” seria a condi¢cdo suficiente para “C” e
“C'” seria a condi¢ao necessaria para “A”. Cabe ressaltar agora a distingao entre causa e

condicao.

O conceito de condicao expressado pela semantica do conectivo condicional é mais
amplo que o conceito de causa e de certa forma abrange este. Toda causa pode ser
uma condicao suficiente e todo efeito pode ser uma condicdo necessaria desde que sejam
formulados em uma proposi¢ao condicional causa — efeito [26]. Desta forma basta que
a condi¢ao (suficiente) da ocorréncia da causa seja preenchida para que o efeito ocorra e
se a condi¢do (necessaria) da ocorréncia do efeito nao for preenchida, saberemos que sua

causa também nao ocorreu.
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Exemplo 4.2.6 (Causa — E feito).

e Causa: Afrodite tomar veneno.
e Efeito: Afrodite morrer.

e Se Afrodite tomar veneno, entdo ela morre.

Podemos ver neste exemplo que o antecedente, condi¢do suficiente para o conse-
quente, é uma causa e que o consequente, condi¢do necessdria para o antecedente, é um
efeito. Porém nem toda condicao suficiente é uma causa e nem toda condi¢dio necessdria é

um efeito, como no exemplo abaixo:

Exemplo 4.2.7 (Condicao suficiente — Condigao necessaria).

o Condigao suficiente: Marte ser um planeta.
e Condigcao necessdria: A grama ser verde.

e Se Marte é um planeta, entdo a grama é verde.

Na proposicao “Se Marte ¢ um planeta, entao a grama ¢é verde” temos a antecedente
“Marte é um planeta” e o consequente “A grama é verde” ambos verdadeiros. Logo, pela
primeira linha da tabela do conectivo condicional esta proposicao é verdadeira. Ou seja,
“Marte é um planeta” é uma condicdo suficiente para “A grama é verde” e, da mesma forma,
“A grama é verde” é uma condicdo necessdria para “Marte é um planeta”. No entanto,
nao existe nenhuma relagao causa-efeito entre Marte ser um planeta e a grama ser verde.
Ou seja, o que o conectivo condicional expressa com os termos “condicdo suficiente” e
“condigao necessaria” é somente uma relagdo entre os valores-verdade do antecedente
e do consequente, independente de qual proposi¢ao sejam eles ou da conexao real que possa
existir ente eles. Em casos particulares o condicional pode expressar relacao causa-efeito,

mas nao necessariamente.

O 1ltimo conectivo a ser tratado é o bicondicional. Dados duas proposi¢oes p
e ¢, o bicondicional entre eles é denotado por p <+ ¢. O bicondicional é a simplificagao
da conjun¢ao (p — ¢) A (¢ — p). Por isso o nome “bicondicional”. Ou seja, ele afirma
que o condicional e a reciproca sao verdadeiros. Portanto, o bicondicional s6 é verdadeiro
quando o condicional e sua reciproca associada sao verdadeiros. A tabela a seguir ilustra
as principais formas de se ler um bicondicional e deixa em evidéncia sua relagao com o

conectivo condicional.

p<rq
p se, e somente se, q.

Se p, entao ¢ e se ¢, entao p.

p € condicao suficiente e necesséaria para q.
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Baseado na seméantica do condicional e da conjun¢ao podemos resumir a propriedade
semantica do bicondicional em V5: p <> ¢ s6 é verdadeiro quando p e ¢ possuem
os mesmos valores-verdade. Isso junto com o PTE nos da a tabela abaixo dos

valores-verdade do bicondicional em funcao de suas componentes.

p|q|pPsg
V|V \Y
V| F F
F|V F
F|F \Y

O bicondicional fica portanto determinada pelas equacoes V <>V = F < F =V,
Ve F=F&V=Fellp+q) =1I1(p) < I(q).

Pode ser observado que na segunda e terceira linha da tabela o bicondicional deve
ser falso, pois em cada uma enquanto o condicional (p — ¢) é verdadeiro, a reciproca

(¢ — p) é falsa e vice-versa.

4.3 FORMULAS BEM FORMADAS

A linguagem formal do Célculo Proposicional é constituida de trés conjuntos de

simbolos:

e Letras proposicionais: conjunto das letras mintsculas p, ¢, r, ..., usadas para
designar proposicoes simples. Ocasionalmente, podera ser acrescentado subscritos

numéricos para representar outras letras sentenciais. Por exemplo, pq, ps, etc.
e Conectivos: =, A\, V, =, <.

e Paréntesis: (, ).

As letras proposicionais sao os simbolos nao-logicos e os conectivos e paréntesis sao
os simbolos l6gicos. Observa-se que as letras proposicionais moleculares P, (), R, ..., usadas
para denotar proposi¢oes compostas nao sao consideradas simbolos do sistema. De fato,
mesmo sendo chamadas de “letras proposicionais”, elas s6 sao usadas para abreviar férmulas
compostas, em que pode haver a ocorréncia de mais de uma letra sentencial atomica.
Desta forma, o termo “letras proposicionais” se refere a somente letras proposicionais

atOomicas.

Além dos simbolos, a linguagem deve possuir uma regra de formagdo ou regra
gramatical. Ou seja, se considerarmos formula ou senten¢a do Calculo Proposicional
qualquer sequéncia de simbolos da linguagem (sejam eles simbolos 16gicos ou nao-16gicos),

a regra de formacao permite diferenciar o que é uma formula ou sentenca sem sentido
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de outra significativa e completa, chamada de formula bem formada (fbf). Para enunciar
as regras de formacao do Calculo Proposicional, serdao usadas letras gregas para denotar
formulas. Evita-se desta forma o uso de letras pertencentes ao vocabulario do Célculo

Proposicional.

Definig¢ao 4.3.1 (Férmula bem formada). .

1. Qualquer letra proposicional é uma fbf.
2. Se ¢ é uma fbf, entao —¢ é uma fbf.

3. Se ¢ e sao fbf, entao (¢ ANY), (¢ V), (¢ — V) e (¢ <> ) sdo fbf.

[1PSeh]

Como exemplo disso temos que, pela regra 1, “p” e “q” sao fbf. Dai “—~¢” é uma
fbf pela regra 2. Desta forma, pela regra 3, “(p A —¢)” é uma fbf. Portanto “—(p A —¢q)”
também é uma fbf pela regra 2.

Ou ainda, pela regra 1 “p” é uma fbf e, portanto, pela regra 2, “—p” é uma fbf.

Novamente pela regra 2 “——p” é uma fbf. Pode-se aplicar sucessivamente a regra 2 e

concluir que “————=p” é uma fbf, por exemplo.

A regra 3 estipula que além de introduzir o conectivo didadico deve-se incluir um
par de paréntesis correspondentes. Por isso, tecnicamente, “p A ¢” nao é uma fbf e sim
“(pAq)”, por exemplo. Contudo, serd tomado a liberdade de omissao dos paréntesis nestes
casos simples, pois nao tras dificuldades significativas para o entendimento da férmula.
O propdsito da inclusao dos paréntesis na regra 3 é o da necessidade de existir alguma

regra que ensine como usa-los, mostrando, por exemplo, que “((A(p” nao é uma fbf e que
“b—=q)N(qg—p)”é.

Definigao 4.3.2 (Subférmula bem formada). Uma subférmula bem formada (subfbf) é

uma parte de uma fbf que é uma fbf.

Assim “p” é uma subfbf de “=(p A ¢)”, e “=r” é uma subfbf de “——r". Cada fbf é

considerada uma subfbf dela mesma.

Uma particular ocorréncia de um conectivo em uma fbf é denominada o escopo da

ocorréncia daquele conectivo na férmula.

Definigao 4.3.3 (Escopo). O escopo de uma ocorréncia de um conectivo em uma fbf é a

menor subfbf que contém aquela ocorréncia.

Assim, na fbf “(=p A (¢ — —r))”, 0 escopo da primeira ocorréncia de “=” é “—p” e
o da segunda ocorréncia de “=” é “=r” o escopo de “—” é “(q¢ — —r)” e 0 escopo de “A”
¢ a férmula toda. Na férmula “=(p A (¢ V r))” o escopo de “V” é “(gV r)”, o escopo de “A”

é“(pA(qgVr))” eoescopo de “=" é a férmula toda.
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Cada fbf tem exatamente um conectivo cujo escopo é a férmula toda.

Definigao 4.3.4 (Conectivo principal). Conectivo cujo escopo € toda fbof onde ele ocorre.

Desse modo a férmula“(—p A (¢ — —7))”, cujo conectivo principal é “A”, é chamada
) bl
de conjung¢do, independente da ocorréncia de outros conectivos. Da mesma forma “—(p A

(g Vv r))”, cujo conectivo principal é “=”, é uma negacao.

4.4 FORMULAS PROPOSICIONAIS E TABELAS-VERDADE

Pela Definicao 4.3.1, temos que qualquer proposicao simples ou composta pode
ser expressa por uma fbf. Neste sentido, considerando as letras proposicionais p, q, r, ...,
como variaveis e combinadas com os simbolos =, A, V, —, <>, pode-se formar expressoes

que serao chamadas de formulas proposicionais

o(p,q,r,...).

O valor-verdade de uma férmula proposicional é univocamente determinado pelo
valor-verdade de suas proposicoes componentes, aplicando seguidamente as operacoes

definidas pelos conectivos caso seja composta.

I(é(p,q,7,...)) = &(L(p), I(q), I(r),...).

Uma forma de mostrar por extensao a relacao entre os valores-verdade de p, ¢, r, ...
e ode ¢(p,q,r,...) é o uso da tabela-verdade, um conceito ampliado do das tabelas usadas
para cada conectivo na secao 4.2. Na tabela-verdade cada linha mostra o valor-verdade de
o(p,q,r,...) em fungao de alguma interpretacao de p, ¢, r, .... Assim, o valor-verdade da

formula proposicional pode ser mostrado em todas as interpretacoes possiveis.

Exemplo 4.4.1. A férmula proposicional ¢(p) = p, tem valor-verdade V se I(p) =V e
valor-verdade F se I1(p) = F.

Exemplo 4.4.2. O valor da férmula proposicional ¢(p,q,r) = —pV (¢Ar) para I(p) =V,
I(q) =F eI(r) =V, ou, de outra forma (p,q,r) = (V,F,V) € falso, pois

I(¢(p,q,r)) = I(-pV(gAT))
= I(-p)VI(gAr)
= ~I(p)V (I(q) NI(r))
= —VV(FAV)
= FVF
= F
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Teorema 4.4.1 (Teorema das linhas). A tabela-verdade de ¢(p1, pa, ..., Pn) possui 2™ linhas.

Demonstragio. Cada letra proposicional p; (1 < i < n) possui, pelo PTE, exatamente
duas interpretagoes I(p;) = V ou I(p;) = F. Como ¢ possui exatamente n letras

proposicionais, temos 2 x 2 x ...2 = 2" linhas, uma para cada interpretacao possivel. [
—_—

n

Para a construgao pratica de uma tabela-verdade, escreve-se a férmula no lado
superior direito da tabela e lista-se em ordem, a esquerda da férmula, as letras proposicionais
c%mponentes. Posta a primeira letra proposicional p;, na coluna abaixo dela deve-se atribuir
22 = 2""! valores V seguidos de igual quantidade de valores F. Abaixo da segunda letra

n
proposicional py atribui-se — = 2"72 valores V, seguidos de 2”2 valores F, seguidos de

2"=2 valores V e seguidos, finalmente, de 272 valores F. O procedimento é repetido para
n

todas as letras proposicionais p; (i < n) que recebem alternadamente el 2" valores

V seguidos de igual nimero de valores F, terminando na ultima letra proposicional p,,

onde a coluna abaixo possui 2"~ = 1 valor V e F alternadamente.

Por exemplo, se a férmula proposicional tiver 3 letras proposicionais p, g e r, ela
tera, pelo Teorema 4.4.1, 23 = 8 linhas e na coluna sob p teremos 4 valores V seguidos
de 4 valores F. Na coluna sob ¢ teremos 2 valores V, seguidos de 2 valores F, seguidos
de 2 valores V e, finalmente, seguidos de 2 valores F. Por tltimo, sob r teremos V e F

alternadamente. A construcao pratica fica ilustrada como abaixo.

o(p,q,7)

Himimig << < <|s
M| << |H"| "< <<
Hi<|H <" <" <3

Apéds o estabelecimento de todas as interpretagoes possiveis para as letras propo-
sicionais, ¢ preciso calcular o valor-verdade de ¢(p1, pa, ..., pn) em cada uma. Para isso,
sob a formula proposicional a direita, traga-se uma coluna para cada letra proposicional
e uma coluna para cada um dos conectivos contido nela. Entao calcula-se o valor da
formula determinando-se, em ordem, o valor-verdade das menores subfbfs, passando para
as subfbfs cada vez maiores até chegar na féormula toda. A coluna com o valor-verdade de
cada subfbf e fbf é a que esta escrita abaixo de seu conectivo principal. Por exemplo, a

tabela-verdade de ¢(p,q) = —(p A —q) teria 22 = 4 linhas e comegaria como
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p
vV
v
F
F

b < ||| <<

Repete-se as colunas de p e ¢ em cada ocorréncia delas na férmula proposicional.

AN

HiH <<
H <|H| <<
Him <<
Hi i< = <=2

Calcula-se o valor-verdade da menor subfbf até a féormula toda, deixando em
evidéncia a coluna do conectivo principal para mostrar que esta é a coluna dos valores-

verdade da férmula.

b <] <=
< || <<=

i < < |
—lE < "<

w| ™| ™| <|™| >

NIV EH - IR
o | < | < |

A numeracao abaixo mostra a ordem dos procedimentos no calculo, desde a
atribuicao de valores para as letras proposicionais (1), passando pelo célculo das subfbfs

(2) e (3), e chegando aos valores da férmula proposicional para cada interpretacao (4).

A ordem de procedimento em um calculo proposicional deve sempre privilegiar o
que esta entre paréntesis. Porém, na auséncia desses, serd tomado como convenc¢ao que a

ordem de procedéncia em que se deve calcular cada conectivo é

2. NeV,
3. —

4. <.
Portanto, o conectivo mais “fraco” é “=” e o mais “forte” é “<»”. Assim, a proposicao

p—q<>SAT
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¢ uma bicondicional e ndo uma condicional ou conjuncao. Para converté-la em uma

conjungao, por exemplo, sera necessario acrescentar um paréntesis:
(p—=>q<s)Ar

e, analogamente, para converté-la em uma condicional:
p— (g sAT)

O consequente da condicional anterior ¢ um bicondicional. Para transformé-lo em

conjuncao, basta escrever:
p— (g s)AT).

4.5 TAUTOLOGIAS, CONTRADICOES E CONTINGENCIAS

Algumas proposi¢oes possuem um unico valor-verdade independente da interpre-
tagdo. Por exemplo, a proposicao “se hoje é quinta-feira, entdo hoje é quinta-feira”, é
verdadeira mesmo que hoje nao seja quinta-feira. Da mesma forma, seria verdadeira se a
proposicao fosse “se o Brasil é um pais, entao o Brasil é um pais” ou “se Paulo é médico,
entao Paulo é médico”, mesmo que o Brasil ndo fosse um pais ou Paulo nao fosse médico.
Isso indica que o que faz estas proposicoes serem verdadeiras nao é sua instancia particular
e sim sua férmula. Neste exemplo ¢(p) = p — p. De fato, a tabela-verdade desta formula
indica que ela possui o valor-verdade V em todas as linhas independente de I(p) =V ou
I(p)=F.

piUpP|—=|P
VI{IV|V ]|V
FIF|V]|F

Pode-se definir portanto,

Definigao 4.5.1 (Tautologia). A férmula proposicional ¢(p,q,r,...) é uma tautologia se,

e somente se, para qualquer proposicao po, qo, To, ---; ¢(Po, o, To, ---) for verdadeira.

Uma férmula proposicional tautoldgica serd denotada por T e sua tabela-verdade
se encerrara somente com V em seu conectivo principal. Caso a formula possua somente
valores F em seu conectivo principal ela sera chamada de contradicdo e sera denotada por

1. Temos portanto,

Definigao 4.5.2 (Contradigao). A férmula proposicional ¢(p,q,r,...) € uma contradi¢io

se, e somente se, para qualquer proposicao po, qo, To, ---; ®(Po, o, To, ---) for falsa.
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Um exemplo de contradi¢ao é o bicondicional ¢(p) = p <> —p, como mostra a

tabela-verdade.

plp|<| P
V{IV|F|F |V
FIlF|F|V]|F

113121

Teorema 4.5.1. [17, Observacio 14.2] ¢(p,q,r,...) € uma tautologia se, e somente se,

—¢(p,q,r,...) € uma contradigio.

Demonstragio. Se ¢(p,q,r,...) é uma tautologia, entdo é verdadeira em todas as interpre-
tagoes possiveis. Logo, por Vi, =¢(p, ¢, 1, ...) serd falsa em todas as interpretagoes possiveis

e, portanto, sera uma contradicao.

Reciprocamente, se ¢(p,q,r,...) é uma contradigdo, entao ¢é falsa em todas as
interpretagoes possiveis. Logo, por Vi, =¢(p, q,, ...) é verdadeira em todas as interpretagoes

possiveis e, portanto, ¢ uma tautologia. O

Teorema 4.5.2 (Principio da substituicao para tautologias). [17, pdg. 278] Se ¢(p, q,r,...)

¢ uma tautologia, entdo, para quaisquer formulas proposicionais ¢1, ¢z , @3, ...; ¢(P1, P2, O3, ...

¢ uma tautologia.

Demonstragio. Seja ¢(p,q,r,...) uma tautologia. Assim ela nado depende dos valores
particulares de p, ¢, r, .... Logo, substituindo p por ¢y, ¢ por ¢o, r por ¢s, ..., teremos

ainda uma tautologia. O

O Teorema 4.5.2 é uma generalizacao do conceito de tautologia e, junto com o
Teorema 4.5.1, versam sobre como construir ou identificar tautologias e contradi¢oes a
partir de subfbfs. Por exemplo, se ¢(p) = p — p é uma tautologia, pelo Teorema 4.5.2,
o((pVq) —p) =(pVq) —p) — ((pVgq) — p) também é uma tautologia e, pelo Teorema
451, =(((pVq) = p) = ((pV ¢q) — p)) é uma contradi¢ao. O principio de substituigao

pode ser igualmente formulado para contradigoes.

Teorema 4.5.3 (Principio da substituigao para contradicoes). [1, pdag. 46] Se ¢(p,q,r,...) é

uma contradi¢do, entao, para quaisquer formulas proposicionais ¢1, ¢z , @3, ...; ¢(P1, P2, P3, ...

¢ uma contradicao.

Demonstragio. Se ¢(p,q,r,...) é uma contradigdo, pelo Teorema 4.5.1, =¢(p, q,r,...) é
uma tautologia. Assim, pelo Teorema 4.5.2, =¢(¢1, da, @3, ...) é uma tautologia. Portanto,

novamente pelo Teorema 4.5.1, ¢(¢p1, P2, @3, ...) € uma contradicao. O]

)
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O caso em que a féormula proposicional ndo possui um tinico valor-verdade sera
denominado contingéncia. Por exemplo, ¢(p,q) = —(p A =q), como foi mostrado pela

tabela-verdade na secao anterior. Toda letra proposicional é contingente, pois dado
¢(p) =p, I(p) =V ou I(p) = F.

Os conceitos de tautologia, contradigdo e contingéncia sao fundamentais no estudo
da deducao logica. Saber identificar uma tautologia serda importante para separar os
argumentos validos dos invalidos. J& as contradi¢oes devem ser evitadas em qualquer base
de um sistema teodrico. O método da tabela-verdade sera fundamental para decidir se uma
proposicao ou férmula proposicional é uma tautologia ou uma contradicao, basta haver
somente a ocorréncia do valor V no conectivo principal caso seja tautologia e somente a
ocorréncia do valor F caso seja contradigao. A proposicao sera contingente se existir ao

menos uma interpretagao que a deixe com valor-verdade diferente de outras linhas.

4.6 DEDUCAO NATURAL

4.6.1 Equivaléncia logica e regras de substituicao

Agora, serao estudadas as proposi¢oes que possuem sempre os mesmos valores-
verdade de outra em cada interpretacao de suas proposicoes componentes. Essas proposi-
¢oes sao tuteis, pois em qualquer passo de uma deducao ou prova uma pode ser substituida
pela outra se isto servir para tornar algum ponto mais evidente ou dar prosseguimento
ao processo de prova. Serao estudadas as propriedades de suas férmulas proposicionais

diante da relacao de equivaléncia logica.

Definigao 4.6.1 (Equivaléncia logica). Sejam ¢(p, q,r,...) e ¥(p,q,r,...) formulas propo-
sictonais com as mesmas letras proposicionais. Elas sao logicamente equivalentes se, e
somente, se assumem o mesmo valor-verdade para cada atribuicdo de valor-verdade as

letras proposicionais.

Denotamos que ¢(p, q,r, ...) é logicamente equivalente a ¥ (p,q,r,...) por

¢(p7Q7T7 ) = w(p7Q>r7 )

E importante que as féormulas estejam nas mesmas letras proposicionais, pois, caso
contrario, nao faria sentido dizer que elas assumem o mesmo valor-verdade para cada
atribuicao de valor-verdade as letras proposicionais . Portanto, nao basta somente que
suas tabelas-verdade sejam idénticas. Por tabelas-verdade idénticas entende-se que
em cada linha as férmulas possuem os mesmos valores-verdade atribuidos as suas letras
proposicionais e conectivo principal. Nao entende-se necessariamente que elas tenham as
mesmas letras proposicionais ou a mesma sequéncia de simbolos, o que equivaleria a dizer

que cada féormula proposicional s6 é logicamente equivalente a si mesma. Por exemplo, se
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possuir tabelas-verdade idénticas fosse condigao suficiente para a equivaléncia logica, entao
p — q seria logicamente equivalente a r — s pela possibilidade de serem construidas desta
forma. De modo geral, para qualquer proposicao contingente, seria possivel encontrar
outra logicamente equivalente a ela, mas com letras proposicionais diferentes. Dai, em
qualquer passo da prova, seria valido substituir uma por outra e qualquer coisa poderia
ser deduzida de qualquer outra coisa, o que nao é desejado para um sistema de deducao
natural. Possuir tabelas-verdade idénticas é uma condigcao necessaria da definicao de
equivaléncia logica e s6 é uma condigao suficiente se for postulado que as féormulas

possuem as mesmas letras proposicionais.

Teorema 4.6.1. [19, pig. 19] Existem 2?") férmulas proposicionais distintas ndo-

equivalentes com as mesmas n letras proposicionais.

Demonstragio. Pelo Teorema 4.4.1 (Teorema das linhas), existem 2" atribui¢oes possiveis
de valores-verdade para as n letras proposicionais. Como em cada uma destas atribuicoes
a formula proposicional pode assumir o valor V ou F, existem, portanto, 22*) férmulas

proposicionais distintas nao-equivalentes com as mesmas letras proposicionais. O

Por exemplo, um conjunto de 4 férmulas proposicionais distintas nao-equivalentes

com apenas uma letra proposicional p é

p|l-p|pVp|pAp
V| F \Y F
F|V \Y F

Qualquer férmula ¢(p) diferente serd equivalente a uma dessas.

Um conjunto com 16 férmulas proposicionais distintas nao-equivalentes com 2

letras proposicionais p e q é

plq|p|q|pVp | pA-Dp|pVqg|pAg

VIV|F |F Vv F vV vV

F|V|V|F Vv F Vv F

VIF|F |V vV F Vv F

F|F|V |V Vv F F F
p—=q|peq|~peq | qg—=p | pA-g | pV g | a(g—p) | ~(p—aq)
Vv \% F Vv F F F F
vV F V F F Vv Vv F
F F Vv V F Vv F Vv
Vv Vv F \% \% Vv F Vv
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Qualquer outra féormula com as mesmas letras proposicionais é equivalente a uma

dessas.

Teorema 4.6.2. [17, Teorema 14.1] A relagio entre as proposicées definidas por ¢(p,q,r, ...)

w(p,q,r,...) € reflexiva, simétrica e transitiva. Em outras palavras.

1. Para cada ¢(p,q,r,...), &(p,q,7,...) = &(p,q,T,...).
2. Se ¢(p,q,r,...) =U(p,q,r,...), entdo P(p,q,r,...) = ¢(p,q,T,...).

3. Se ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...) e Y(p,qr,..) = x(pq,r,...), entio ¢(p,q,r,...) =
X, g7, ...).

Demonstragio. 1. Qualquer férmula proposicional ¢(p,q,r,...) sempre terd a tabela-

verdade idéntica a sua prépria tabela-verdade.

2. Se ¢(p,q,r,...) = ¢(p,q,r,...), entdo ¢(p, q,r,...) possui tabela-verdade idéntica
a de ¥ (p,q,r,...). Logo ¥(p,q,r,...) possui tabela-verdade idéntica a de ¢(p, ¢, 7, ...) e como

ambas possuem as mesmas letras proposicionais, ¥ (p, q,r,...) = ¢(p, q,r, ...).

3' Se ¢(p’ Q7 r? "') = w(p7 q7 T? "') € w(p7 q7 T’ "') = X(p7 q? r’ "')7 enté:o ¢(p7 q? /r.’ "')
possui tabela-verdade idéntica a de ¥(p,q,r,...) e, ¥(p,q,T,...) possui tabela-verdade

idéntica a de x(p, q,r,...), além de possuirem as mesmas letras proposicionais. Portanto,

¢(p7q7r7"') EX(p7q7/r7"')' D

Teorema 4.6.3. [17, Teorema 14.2] ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,7,...) Se, e somente se, o0
bicondicional “¢(p,q,r,...) <> ¥(p,q,r,...)”" for uma tautologia.

Demonstragio. ¢(p,q,r,...) =19(p,q,7,...) se, e somente se, elas assumem valores-verdade
iguais a cada atribuicao de valores-verdade as letras proposicionais, fazendo, por Vs,
que o bicondicional “¢(p,q,r,...) <> ¥(p,q,r,...)" seja sempre verdadeiro em todas as
interpretagoes possiveis. Isto ocorre se, e somente se, “¢(p, q,7,...) <> ¥(p,q,7,...)" é uma

tautologia. O]

Este teorema permite fazer um uso mais rapido do método das tabelas-verdade para
provar equivaléncias. De fato, dados duas formulas proposicionais ¢(p, ¢, 7, ...) e ¥(p, q,r, ...)
com as mesmas letras proposicionais, em vez de construir duas tabelas-verdade, uma para
cada férmula, e depois comparar se sdo idénticas, basta construir uma tabela s6 para a

férmula bicondicional “¢(p, g, 1, ...) <> ¥(p, q,T,...)" e verificar se ela é uma tautologia.

Corolario 4.6.4. [17, Coroldrio 14.1] Se ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...), entdo, para qualquer
férmula proposicional X1, X2, X3, ---; (X1, X25 X3, ---) = Y (X1, X25 X35 -+-)-
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Demonstra¢io. E consequéncia direta do Teorema 4.5.2 (principio da substituigao) e do
Teorema 4.6.3. De fato, se ¢(p,q,7,...) = ¥(p,q,r,...), pelo Teorema 4.6.3, ¢(p, q,T,...) <>
¥(p,q,r,...) é uma tautologia, logo, pelo Teorema 4.5.2, ¢(x1, X2, X35 ---) > W (X1, X2, X3» ---)

é uma tautologia. Portanto, novamente pelo Teorema 4.6.3, (X1, X2, X3, ---) = ¥ (X1, X2, X35 ---)-

O

O Corolario 4.6.4 generaliza o conceito de equivaléncia légica. Como uma férmula
proposicional é a férmula de uma proposicao simples ou composta, se uma equivaléncia
l6gica for provada para formulas com apenas proposicoes simples componentes, o Corolario
4.6.4 garante que a equivaléncia entre estas formulas pode ser provada quando ocorrem

proposicoes compostas no lugar das simples.
Sejam as seguintes proposi¢des simples p, ¢, r, v e f, onde v é uma proposicao
verdadeira e f é uma proposicao falsa. As letras v e f sdo consideradas constantes do

calculo. Enuncia-se seguinte Teorema:

Teorema 4.6.5 (Algebra de proposices). [17, Teorema 14.4] Sao verdadeiras as equiva-

léncias logicas abaixo.

leis idempotentes

(la). pVp=p (1b). pAp=p
leis associativas

(2a). (pVq)Vr=pV(qVr) (2b). (pANg@) AT =pA(qAT)
leis comutativas

(3a). pVq=qVp (3b). pAGq=qAp

leis distributivas

(4a). pNV (gAr)= (Vg NpVr)| (4b). pA(gVr)=(pAgV(pAT)
leis de identidade

(5a). pV f=p (5b). pAV=p

(6a). pVv=v (6b). pANf=Ff
leis complementares

(7a). pV —p=wv (7). pN—p=f

(8a). =—p=p (8b). vw=f, ~f=v
leis de De Morgan

(9a). ~(pVq) =-pA—q (9). =(pANq) =-pV —q

implicacdo material

(10a). p = q=—-pVq (10b). p = q¢ = —=(p A —q)
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contraposicao

(11). p = q=—q— —p

exportagcao-importagao

(12). pAq—r=p—(g—1)

reducao ao absurdo

(13). p—>q=pA-qg— f
equivaléncia bicondicional

(14a). p> q=(PAqQV(=pA=q) | (14b). p= q=(p— q) N (g — D)

Demonstracio. Aplicando o Teorema 4.6.3, é possivel mostrar, através do método da
tabela-verdade, que o bicondicional associado a cada equivaléncia logica da algebra de

proposicoes ¢ uma tautologia. O

Pelo Corolario 4.6.4, o Teorema 4.6.5 continua valido se substituirmos as letras

proposicionais p, ¢, r, v e f, pelas formulas proposicionais ¢, ¥, x, T e L, respectivamente.

Algumas equivaléncias do Teorema 4.6.5 sdo particularmente muito tteis em
demonstragoes matemadaticas e sdo frequentemente utilizadas como estratégias iniciais
para provas de teoremas. Além disso, alguns deles expressam principios e teoremas do
proprio Célculo Proposicional e, no geral, informam por quais formulacoes equivalentes
podemos substituir uma proposicao em qualquer momento da argumentacao para auxiliar

no procedimento de prova. Por isso sao também chamadas de Regras de Substitui¢ao [4].

As equivaléncias (7a), (7b) e (8b) das leis complementares representam as formula-

¢oes do PTE, do PNC e do Teorema 4.5.1 sobre tautologias, respectivamente.

As leis de De Morgan nos informam qual a forma correta de negar uma conjungao
ou uma disjunc¢ao. Por exemplo, é comum ver alunos negando a proposicao “x pertence
a A e x pertence a B” como “x nao pertence a A e x nao pertence a B”. Porém, o
que afirma a equivaléncia (9b) é que negar que duas proposi¢des sdo ao mesmo
tempo verdadeiras é afirmar que ao menos uma é falsa. Portanto, a negacgao
correta do exemplo seria “x nao pertence a A ou x nao pertence a B”. O mesmo ocorre
quando a proposicao a ser negada é uma disjuncao, como “x pertence a A ou x pertence
a B”. A equivaléncia (9a) afirma que negar que pelo menos uma das proposicoes
é verdadeira equivale a afirmar que ambas sao falsas. A negacao correta seria “x

nao pertence a A e x nao pertence a B”.

A equivaléncia (10b), como mencionada na segao 4.2, ¢ uma das formas de ex-
pressar um condicional. Ela diz que afirmar um condicional equivale a negar que o

antecedente seja verdadeiro ao mesmo tempo que o consequente seja falso.

Outra equivaléncia muito importante é a (8a), também chamada de dupla negagao.

Ela diz que negar a negagao de uma proposicao equivale a afirma-la. Junto com
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a equivaléncia (10b) ela é 1til para nos dar a forma correta de negar uma proposi¢ao

condicional.

p—q=-(pA—q)
~(p = q) = =(p A g)
—(p—q) = (pA—q)

Onde, na segunda linha, foram negadas os dois membros de (10b), e na terceira linha
aplicada (8a) no segundo membro, resultando na equivaléncia légica afirmando que
negar uma proposic¢ao condicional equivale a afirmar o antecedente e negar o
consequente. Por exemplo, negar a proposicao “se x pertence a A, entao = pertence a B”

equivale a afirmar “x pertence a A e x nao pertence a B”.

Grande parte dos teoremas na Matemaéatica sdo proposicoes condicionais. Saber a
forma correta de negar um condicional é saber quais os casos em que estes teoremas seriam
falsos. Tratando-se de uma conjectura na forma condicional, saber nega-la corretamente é
ter um guia para a busca de um falseamento, isto é, um contra-exemplo. No exemplo do
paragrafo anterior, se fosse encontrado um x que pertencesse a A e ndo a B, o condicional

seria falseado e esse x seria o contra-exemplo.

As equivaléncias (11), (12), (13) e (14b) sao muitas das vezes usadas como métodos
ou técnicas iniciais de demonstragoes. A equivaléncia logica (11) diz que afirmar uma
proposicao condicional equivale a afirmar sua contrapositiva. Por exemplo, dizer
“se T é equilatero, entao T é isosceles” equivale a dizer “se T nao € isésceles, entao T nao
é equilatero”. Se fosse pedido para provar uma dessas proposigoes, seria possivel provar

uma ou outra, escolhendo a mais facil para isso.

A equivaléncia (12) é também chamada de técnica de condicionalizagdo, prova do
condicional ou simplesmente demonstracao condicional. Dado um conjunto de premissas,
é pedido que prove certa afirmacao condicional. Na férmula “p — (¢ — r)”, “p” seria a
premissa e “(q¢ — r)” seria o teorema a ser provado. Algumas vezes pode ser dificil provar
um condicional e este método busca facilitar este problema. Independente do conjunto de
premissas, a equivaléncia (12) afirma que se pode incluir o antecedente “g” do teorema a
esse conjunto e a partir disso provar somente o consequente “r”, como mostra a féormula
logicamente equivalente “(p A ¢) — r”. Ou seja, o antecedente se torna uma das hipdteses
e 0 que sera preciso provar nao ¢ mais um condicional. Resumindo, como método de prova,

a lei de exportacao-importagdo justifica que um teorema da forma
“Seja p. Se ¢, entao r.”

é logicamente equivalente a forma
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“Sejam peq. r.”

A equivaléncia (13) é a formulagao da famosa redug¢io ao absurdo. Usada como
método de prova, essa equivaléncia diz que para se provar uma afirmacgao a partir de
um conjunto de premissas, basta mostrar que as premissas em conjun¢ao com a negacao
da afirmacao a ser provada geram uma contradi¢ao. Na formulagao de (13), “p” seria a
premissa e “q” a afirmagao a ser provada. Pela importancia deste método de demonstracao
a tabela a seguir mostra, pelo Teorema 4.6.3, que o bicondicional (p — q) <> (p A—q — f),

associado a esta equivaléncia logica, é uma tautologia.

]
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Observa-se que cada membro do bicondicional é um condicional nas letras pro-
posicionais p e ¢ (f é uma constante) e apesar de terem férmulas diferentes a primeira
coluna 2 da esquerda para a direita e a coluna 4 indicam que elas possuem tabelas-verdade
idénticas. Portanto, por Vs, o bicondicional é verdadeiro em todas as atribui¢oes possiveis

de valores-verdade as letras proposicionais, isto é, uma tautologia.

A equivaléncia (14b) é a formulagdo da estratégia bésica para se demonstrar
afirmacoes bicondicionais. Como estratégia de prova, essa equivaléncia justifica que para
provar o bicondicional “p <+ ¢”, é preciso provar o condicional “p — ¢” e a reciproca

“q — p”. Por exemplo, para provar a proposicao
(a) “z é par se, e somente se, x é divisivel por 2”

deve-se provar que se x é par, entao ele é divisivel por 2 e que se x for divisivel por 2,

entao ele é par.

Aplicando a lei da contraposi¢io (11) em “q — p”, temos que ¢ — p = —p — —q.
Ou seja, a reciproca de um condicional é logicamente equivalente ao seu contrario. Se for
mais facil entao, pode-se usar como alternativa para provar um bicondicional “p <> ¢”,

43

provar “p — ¢” e depois provar “—p — —¢”. Neste caso, para provar o exemplo (a),
seria possivel usar a alternativa de provar que se x é par, entao ele é divisivel por 2 e

seguidamente provar que se ele for impar (nao for par), entao ele ndo é divisivel por 2.
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4.6.2 Implicagao logica, argumentos validos e regras de inferéncia

Serao estudadas agora as implicacoes ldgicas, isto é, as formas corretas de deduzir,

além das maneiras de identifica-las e distingui-las das formas erradas ou falacias.

Definig¢ao 4.6.2 (Implicagao logica). Dizemos que a férmula proposicional ¢(p,q,r,...)
implica logicamente 1(p, q, T, ...) se, e somente se, Y(p,q,r,...) for verdadeira todas as vezes

que ¢(p,q,r,...) for verdadeira.

Denotamos a relagao de implicagio logica entre ¢(p,q,r,...) e ¥(p,q,r,...) por

¢<p7 q7 T? "') :> w(p7 q? r? "')

e lemos “¢(p, q,r, ...) implica logicamente v (p, q,r, ...)".

Teorema 4.6.6. [17, Teorema 14.5] ¢(p,q,7,...) = ¥(p,q,7,...) se, e somente se, o
condicional “¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...)”" for uma tautologia.

Demonstracio. ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...) se, e somente se, sempre que ¢(p,q,r,...) for
verdadeira, ¥ (p, ¢, T, ...) também for. Logo, ndo ocorre o caso de ¢(p, q,r,...) ser verdadeira
e ¥(p,q,r,...) falsa, fazendo, por Vj, que o condicional “¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...)”" seja
verdadeiro em todas as interpretacoes possiveis das letras proposicionais. Isto ocorre se, e

somente se, “¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...)" for tautologia. O]

Diferente da equivaléncia ldgica, que representa uma relagao de equivaléncia (Te-
orema 4.6.2), na implicag¢io ldgica as férmulas ndo precisam estar nas mesmas letras
proposicionais. O que interessa ¢ somente uma determinada relagao entre os valores-
verdade das formulas. Se ¢(p, q,r,...) implica logicamente ¢ (p, q,,...), ndo ocorre o caso

em que ¢(p,q,r,...) é verdadeira e ¥(p, q,r,...) é falsa.

Teorema 4.6.7. [17, Teorema 14.6] A relagao nas proposicoes definidas por ¢(p, q,r,...) =

w(p,q,r,...) € reflexiva, anti-simétrica e transitiva, isto é:

1. Para todo ¢(p,q,r,...), ¢(p,q,7,...) = d(p,q,7,...).

SN~—r
Il

2. Se ¢(p,q,r,...) = V(p,q,7,...) e v(p,q,r,..) = &(p,q,r,...), entao ¢(p,q,r, ...
w(p7 q7T7 "')'

4

3. Se ¢(p,q,r,...) = Y(p,q,7,...) eY(p,q,r,...) = x(p,q,r,...), entao ¢(p,q,r,...)
X(p’ Q7T7 "')'

Demonstragio. 1. Pela definigao de tautologia e por Vi, o condicional “¢(p,q,r,...) —
o(p,q,r,...)" é uma tautologia e, pelo Teorema 4.6.6, ¢(p,q,7,...) = ¢(p,q,r,...) para
qualquer féormula ¢(p, q, 7, ...).
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2. Se ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...) e ¥(p,q,r,...) = ¢(p,q,r,...), entdo, pelo Teorema

4.6.6, “o(p,q,r,...) = ¥(p,q,1,...)" e “U(p,q,1,...) = &(p,q,7,...)" sdo tautologias. Logo,
nao ocorre o caso em que I(¢(p,q,r,...)) =V e I(¥(p,q,r,...)) = Feque I(p(p,q,r,...)) =

F e I(¥(p,q,r,..)) =V, fazendo com que ¢(p,q,r,...) e ¥(p,q,7,...) tenham sempre
os mesmos valores-verdade. Segue-se dai e por V5 que o bicondicional “¢(p, q,r,...) <

¥(p,q,r,...)" é uma tautologia. Portanto, pelo Teorema 4.6.3, ¢(p, q,r,...) = ¥(p, q,r,...).

3. Se toda vez que ¢(p,q,r,...) for verdadeira, 1 (p,q,r,...) também for e, por
conseguinte, toda vez que ¥ (p, q,r, ...) for verdadeira, x(p, ¢q,r, ...) também for, entdo todas

as vezes que ¢(p,q,r, ...) for verdadeira, x(p, q,r, ...) também serd, provando o item 3. [

Corolario 4.6.8. [17, Teorema 14.7] Se ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...), entdo, para qualquer
férmula proposicional x1, X2, X3, ---; (X1, X25 X3, ---) = Y (X1, X25 X35 -+-)-

Demonstragio. E consequéncia direta do Teorema, 4.5.2 (principio da substituigdo) e do

Teorema 4.6.6. De fato, se ¢(p,q,r,...) = ¥(p,q,r,...), pelo Teorema 4.6.6, ¢(p, q,7,...) —
¥(p,q,r,...) 6 uma tautologia, logo, pelo Teorema 4.5.2, ¢(x1, X2, X35 ---) = Y (X1, X25 X3» --)

é uma tautologia. Portanto, novamente pelo Teorema 4.6.6, ¢(x1, X2, X35 ---) = ¥ (X1, X2, X3, ---)-

]

O Corolario 4.6.8, assim como o Corolario 4.6.4, ¢ um principio de substituicao.

Neste caso para as implicagoes logicas.

Sera dada agora um estudo mais técnico dos argumentos e de suas formas validas.

Defini¢io 4.6.3 (Argumento). E wma afirmagio de um dado conjunto de férmulas
Proposicionais ¢1, ¢o, ..., On, chamadas premissas, que conduz ou tem como consequéncia

uma outra formula proposicional ¢ como conclusao.

O argumento assim definido pode ser também uma sequéncia de célculo e nao
apenas composto por afirmacoes em linguagem corrente. Existem duas formas de expressar

os argumentos indicando suas premissas e conclusao. Sao elas:

1
o5

ou, de forma linear,

¢17 ¢27 sy (bn = ¢
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Esta segunda forma serd a adotada neste texto. O simbolo “F”, chamado trago
de assercdo, ndo ¢ um simbolo do Calculo Proposicional. E apenas um simbolo que
separa as premissas da conclusdo do argumento, dizendo que a formula a sua direita pode
ser deduzida usando como premissas somente as férmulas que estao a sua esquerda. A

sequéncia “¢1, ¢g, ..., o, = @” pode ser lida como.

1. “¢1, ¢, ..., ¢, acarretam ¢”.

2. “¢1, o, ..., On, portanto ¢”.

3. “¢ decorre de ¢, o, ..., D,

4. “¢ se infere de ¢1, @2, ..., Dp""

5. “¢ se deduz de ¢1, @g, ..., 0"

Porém, muitas vezes a conclusao pode nao ser deduzida das premissas dadas,

mostrando que o argumento ¢ invalido ou uma faldcia.

Defini¢do 4.6.4 (Argumento véalido). O argumento “¢y,da, ..., 0, = ¢ € vdlido se, e

somente, se ¢ for verdadeira todas as vezes que @1, Pa, ..., ¢, sao verdadeiras.

Isto quer dizer que, para um argumento ser valido, nunca ocorrera o caso em que

todas as premissas sdo verdadeiras e a conclusdo é falsa. Uma outra forma de dizer:

(¢1/\¢2/\---/\¢n):>¢

Segue-se disso e do Teorema 4.6.6 que,

s

Teorema 4.6.9. [1, pag. 88 O argumento “¢y, P, ..., 0n = ¢ 7 € vdlido se, e somente se,
o condicional “(¢p1 N pa N ... N ¢py) — ¢7 € uma tautologia.

Este teorema culmina o aspecto mais importante da Logica e responde a pergunta
“qual o critério para determinar se um argumento ¢é valido ou invéalido?”. Critério este que
esta agora rigorosamente baseado nos principios do Calculo Proposicional e serd ttil para

toda toda formulagao correta nesta linguagem.

A validade de um argumento é um conceito formal e independente de qualquer

instancia particular que o argumento possa ter. O Teorema seguinte mostra isso.

Teorema 4.6.10 (Validade formal). [17, Teorema 17.1] Se o argumento “¢1(p,q,r,...),
G2(p,q, 7y )y On(py g,y ) E B(pyq, Ty ...) 7 € vdlido, entdo, para quaisquer formulas pro-
posicionais iy, q, 3, ..., também é valido o argumento “¢1 (11, 19, 3, ...), da(11, 2, V3, ...),
s O (U1, V2, Y3, ) QY1 02,93, ..
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Demonstragao. Se o argumento “¢y(p, q,7,...), d2(P, G, 7y o)y ooy GOn(ps G, 7, ...) F (D, q, 7, ...)7
é valido, entao, pelo Teorema 4.6.9, o condicional “¢(p,q,r,...) A ¢2(p,q,7,...) A ... A

on(psq,r,...) = &(p,q,r,...)” é uma tautologia. Logo, pelo Teorema 4.5.2, “¢1 (1, 19, 13, ...)A

G2 (U1, o, Vg, )N APy (V1,905 ...) — G(11, 12,13, ...)" é uma tautologia. Portanto, no-
vamente pelo Teorema 4.6.9, conclui-se que o argumento “¢1 (Y1, Vg, V3, ...), 02 (W1, o, U3, ...),

ey O (1,09, 103, ) B d(Y1, 19,13, ...)" € valido. []

Os exemplos abaixo mostram argumentos validos e falacias com a aplicacao do
Teorema 4.6.9 e do Teorema 4.6.10.

Exemplo 4.6.1 (Modus ponens). p — ¢,pF g

EIRCE IR SIS
o <||m| <R

TR IRSE RN RS
~|misimsE
Ll g >
~lm o=
i< g =l
~ < R

o< <|=m<|d

Exemplo 4.6.2 (Falacia da afirmacao do consequente). p — ¢,q - p

I SIS
TI<||m| <=

N ST RAED
NI

o | < <= <|d

Llmi<im <>
~m< <=
IR TR R
~|mlml ==

A tabela-verdade mostra que no caso em que p é falso e ¢ é verdadeiro, o argumento

nao procede.

Exemplo 4.6.3 (Modus tollens). p — ¢,—q F —p

plal| =] |AN|~|a|—=]|~|p
ViVv|Vv|V|VI|IF|FIV|V|F|V
VIF| V| F|F|F| V| F|V|F|V
FIV|F|V|VI|F|F|V|V|V|F
FIF|F|V|F|V|V|F|V|V|F

112110438 1]5]38]1
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Exemplo 4.6.4 (Falacia da negacao do antecedente). p — ¢, —p F g

plallle| =] |A|~|p|—=|"]¢q
VIVIVIVIVIF|F|V|V|F|V
VIF|V|F|F|FIFIV|V|VI|IF
FIV|IF|VI|V|V|V|IF|F|F|V
FIF|F|V|F|V|V|IF|V|V|IF

112110438 1]5]3]1

A tabela também mostra que o argumento falha caso p seja falso e ¢ verdadeiro.

Exemplo 4.6.5. O argumento “(pV q) — (r <> s),~(r <> s) F=(pVq)” é vdlido. Com
efeito, se o modus tollens € wdlido, entdo, pelo Teorema 4.6.10, substituindo “p” por
“ibVq)” e “q” por {r <> s)”, na forma “p — q,-q & —p”, temos que o argumento
“pVq) = (rs),n(r<s)k=(pVq)” éwvdlido.

Exemplo 4.6.6. O argumento ¢ =T € vdlido para qualquer féormula proposicional ¢. De

fato, sendo T uma tautologia, ndo ocorre o caso em que ¢ é verdadeira e T é falsa.

Exemplo 4.6.7. O argumento Lt ¢ é vdlido para qualquer formula proposicional ¢. De

fato, sendo 1L uma contradicdo, nao ocorre o caso em que L € verdadeira e ¢ € falsa.

Estes dois exemplos mostram dois casos de dedugao trivial: 1. Uma tautologia
pode ser deduzida de qualquer proposicao, isto é, pode ser incluida a qualquer momento
em um passo de uma demonstracio. 2. Se um sistema possuir contradi¢oes, qualquer coisa

podera ser deduzida dele.

Foi visto também que a tabela-verdade é um método completo para decidir se
qualquer argumento formulado corretamente na linguagem do Calculo Proposicional
¢ valido ou nao e, se nao for, mostrar em qual interpretacao ele falha. Porém, uma
desvantagem disso ¢ que algumas vezes, dependendo do niimero de premissas do argumento
e do tamanho das féormulas proposicionais, a construgao de uma tabela-verdade pode ser
uma tarefa exaustiva e muito complicada. Existem outros métodos mais diretos de se
provar que uma forma de argumento é valida e neste trabalho sera abordado o método
dedutivo, baseado na aplicagdo do Teorema 4.6.5 da dlgebra de proposicoes. O fato do
Calculo Proposicional possuir métodos ou algoritmos para decidir se um argumento é

valido ou nao é o que o caracteriza como um sistema formal decidivel.

A lista a seguir formaliza alguns dos principais argumentos validos usados nas
ciéncias, filosofia e, em especial, na Matematica. Cada uma dessas formas pode ser usada
como passos corretos em uma demonstragao, inclusive combinando umas com as outras ou

com as regras de substituicdo. Pode-se também aplicd-las parcialmente nas férmulas.
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Teorema 4.6.11 (Regras de inferéncia). [4] Os sequintes argumentos abaizo sao vdlidos.

1. Simplificagio (SIMP.): pAqtp oupAqt q.

2. Conjungao (CONJ.): p,qpAg.
3. Adi¢ao (AD.): pFpVq.

4. Modus ponens (MP): p — q,pt q.

5. Modus tollens (MT): p — q,—q F —p.

6. Silogismo disjuntivo (SD): pV q,—pF q.

7. Silogismo hipotético (SH): p — q,q —rFp —r.

8. Dilema construtivo (DC): p — q,r — s,pVrk qVs.

9. Prova por casos (PPC) [11]: p — q, 7 — ¢,pV 1 F q.

Demonstragio. A prova serd feita usando o Teorema 4.6.5 (método dedutivo) junto com

os Corolarios 4.6.4 e 4.6.8. Em cada item, conclui-se que o condicional associado a cada

argumento é uma tautologia ou que a conjuncao das premissas implica logicamente a

conclusao.

1. Simplificacdo: p A q F p.

PANGg—D

2. Conjuncao: p,qFpAq.

PANGg—DPNq

~(pAg)Vp
(=pV—-q)Vp
(=pVp) Vg
[V —q

~(pAq)V(pAa)



3. Adicao: pFpVag.

p—>pVg = —pV(pVy)
(-pVp) Vg
vV(q

4. Modus ponens: p — ¢,p F q.

(p—=q@Ap = (pVg)Ap
= (-pAp)VI(gAp)
= fV(egnp)
= (¢Ap)
= q

5. Modus tollens: p — ¢, —q = —p.

—pVq)A—gq
“pA=g) V(g A —g)
“pA=g)V f
—p A =q)

=9 N—q =

o~ o~ o~ o~

6. Silogismo disjuntivo: pV q,—p F q.

(p A=p) V(g A —p)
fVv(gn-p)
(g N —p)

(pVaq)A-p
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7. Silogismo hipotético: p — q,q > rFp —r.

P=Ng—=r)=pP—>r) = P29 AN g—=>1)Ap—=>T

(
(p—= ) ApA(g—r1)—=r
(

(p—= g Ap)A(g—r1) =T
gNAN(q@g—r1)—>T

4

(q—=r)ANqg—r

4

r—r

= T

8. Dilema construtivo: p — q,r = s,pVrkqVs.

=N —=s)ApVr) = (PN —=35)Ap)V(P—= A —s)AT)
= (= ApAN(r—=3s) Vb= A(r—s)AT)
= (gA(r—=s)V(p—=9 A —s) AT)
= (gA(r—=3s) V(=9 As)
= qV(p—>q9ANs)
= qVs

9. Prova por casos: p — ¢, 7 = q,pVrq.

Pode-se substituir s por ¢ na forma do DC, obtendo-se p — ¢, 7 — ¢,pVrt qVq.
Temos pela lei idempotente (la) que ¢ V ¢ = ¢. Logo, pela validade do DC, o

Teorema 4.6.10 nos garante que o argumento formal p — ¢,r — ¢,p V r F ¢ é vélido.
]

Observa-se que para o bicondicional existem argumentos analogos ao modus ponens

e modus tollens, como listados na tabela a seguir [11]:

Tipo 1 | Tipo 2 | Tipo 3 | Tipo 4
Premissas | ¢ <> ¢ | o0 | o | oY
¢ Y ¢ -
Conclusao P o) -1 —¢p

Pode-se provar a validade destes argumentos, desmembrando cada bicondicional em
seus condicionais associados e usar modus ponens e modus tollens, como apropriado. Ou

usar como base a tabela-verdade do conectivo bicondicional. Isso coloca um papel de “sinal
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de equivaléncia” ao conectivo bicondicional, podendo, quando em uma defini¢do, premissa
ou teorema, generalizar o conceito de equivaléncia logica para féormulas em contextos e
linguagens diferentes. Permitindo assim, no momento da demonstragdo, um intercambio

entre linguagens e definicdes em diferentes contextos matematicos.

Exemplo 4.6.8 (Linguagem da Teoria dos Conjuntos <+ Linguagem do Célculo Proposi-

cional). .

e rcAUB< xzec AVa € B.

r€ANB& e ANy €B.

r€A—-—B+arxeAN-(x e B).

relU—-A+ -(xeA).

e ACB+ (reA—uz€B).

A=B+ (re€ Az e B).

Destas regras de inferéncia, incluindo o MP e o MT, algumas delas podem ter

importantes aplicacdes em demonstragbes matematicas. Sao elas o SD, o SH e PPC.

O SD pode ser usado para provar que uma propriedade é verdadeira se ela faz
parte de uma dicotomia, isto ¢, um grupo de somente duas alternativas. Basta, portanto,
provar que a outra alternativa é falsa. Por exemplo, um ntimero inteiro s6 pode ser par ou
impar. Ao se provar que ele nao é par, o SD garante que ele é impar. A PPC também
pode ser usada em casos de dicotomias, mas para provar uma alternativa independente.
Neste caso, como ha somente duas alternativas, p ou r, e ambas implicam uma propriedade
q, entao esta propriedade esta provada. Por exemplo, para provar que todos os ntimeros
inteiros possuem certa propriedade. Como os niimeros inteiros podem ser divididos em dois
“casos” contrarios, pares e impares, pode-se provar que os pares possuem a propriedade
e que os impares também possuem, evitando-se assim a impossivel situacao de ter que
provar a propriedade para cada ntimero ou o erro de ficar apresentando apenas exemplos.
Inclusive, para se obter os casos possiveis de uma dicotomia, pode-se usar o PTE, onde
ou p é verdadeiro ou —p é verdadeiro. J4 o SH é fundamental em provas de transitividade
em qualquer tipo de relagdo que possua tal propriedade. Por exemplo, nas demonstracoes

do item 3 dos Teoremas 4.6.2 e Teorema 4.6.7.
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5 CALCULO DE PREDICADOS

Como foi visto nos capitulos anteriores, a validade de um argumento é uma
caracteristica formal que pode ser analisada segundo regras de “calculo” em uma linguagem
apropriada. Ou seja, se um argumento ¢ valido, toda sua estrutura formal deve evidenciar
esta validade. No entanto, a linguagem do Calculo Proposicional nao é suficiente para

expressar a validade de muitos argumentos. Por exemplo, o argumento valido:

1. Todos os mamiferos possuem coragao.
2. Todo cavalo é mamifero.

3. Portanto, todo cavalo possui coragao.

Se formuladssemos p: “todos os mamiferos possuem coracao”, ¢q: “todo cavalo é
mamifero” e r: “todo cavalo possui coragao”, o argumento acima teria a forma p, q - r, que

nao ¢é a forma de um argumento valido, pois a férmula “p A ¢ — r” nao é uma tautologia.

O que torna o argumento acima valido é uma relacao entre a estrutura interna de
suas proposigdes que nao podem ser expressadas pelo Calculo Proposicional. A linguagem
da logica formal deve ser ampliada para evidenciar esta estrutura, no que é denominado
Calculo de Predicados. O Célculo de Predicados possui todas as regras do Célculo
Proposicional (regras de substituigdo e regras de inferéncia) incluindo outras que serdo

estudadas a seguir.

5.1 SENTENCAS ABERTAS

Considere a sentenca “x é mamifero”. A principio, ela ndo é uma proposic¢ao, pois
nao é verdadeira nem falsa. Tudo depende do que “z” estd denotando. No conjunto dos
animais, se tivermos x: “cavalo”, ela se tornara “cavalo é mamifero”, portanto verdadeira.
Se tivermos z: “peixe”, ela se tornard “peixe é mamifero”, logo sera falsa. O “x” é
chamado de wvaridvel da sentenca, sendo seus valores, “cavalo”, “peixe”, “arvore”, etc.

(13

os sujeitos e a condicao “..¢ mamifero” o predicado. Uma sentenca que possua um
termo indefinido (varidvel), aberto a qualquer valor em um dominio de discurso é chamada
sentenca aberta. O processo de substituir uma variavel por uma constante é chamado
instanciacao e a proposicao formada por cada substituicdo das varidveis por constantes

individuais é denominada instancia de substituicao.

Os simbolos nao légicos do Célculo de Predicados sao:

e Letras Nominais: expressando constantes ou nomes proprios de cada individuo
do dominio de discurso. Serao representadas pelas letras mintsculas de a até s,

incluindo subscritos se necessario.
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e Variaveis: serao representadas pelas letras mintsculas de u até z, incluindo subscri-

tos se necessario.

e Letras Predicativas: representando os predicados e as relagoes. Serao simbolizados

por letras maitsculas.

A sentenga aberta “z é mamifero” pode ser denotada por M (x), onde M simboliza o
predicado “.. é mamifero”. Neste caso, sendo ¢: “cavalo”; a proposicao “cavalo é mamifero”
serd denotada por M (c) e sendo p: “peixe”, a proposi¢ao “peixe é mamifero” serd denotada

por M (p), por exemplo.

O predicado denotado por M (x) é um predicado undrio ou de predicado de grau
um [22], pois representa a propriedade de uma tnica varidvel (o sujeito). Os predicados
que combinam dois ou mais nomes (sujeito e objetos) para formar uma sentenga sao

denominados predicados de relagao [22].

Exemplo 5.1.1. (Predicado bindrio ou de grau dois):

o M(z,y): = ama .
o N(z,y): z <y

Exemplo 5.1.2. (Predicado terndrio ou de grau trés):

e O(x,y,2): = deu y para 2.
o P(x,y,2): z=2x+y

Exemplo 5.1.3. (Predicado quaterndrio ou de grau quatro):

e Qx,y,2z,w): x convocou y para levar z até w.

o R(z,y,z,w): xy < 22 + 2?

De forma geral, um predicado n-drio ou predicado de grau n expressa uma sentenca
na forma P(xy,xs,...,z,). Por definicdo, o predicado de grau zero é a propria letra
proposicional atomica do Calculo Proposicional, onde ndo é preciso representar a estrutura

interna da proposicao [6].

Considerando entao n conjuntos Ay, As, ..., A, e seu produto cartesiano A; x Ay x

... X A,, tem-se:

Definigao 5.1.1 (Sentenga aberta com n variaveis). Chama-se sentenga aberta com n
varidveis em Ay X Ay X ... X A, uma expressio P(xy, s, ..., T,) tal que P(aq, as, ..., a,) € falsa

ou verdadeira, isto é, uma proposi¢io, para toda n-upla (aq,asg, ...,a,) € Ay X Ay X ... X Ay,
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O conjunto A; X Ay x ... x A,, chama-se conjunto universo, dominio de discurso
ou simplesmente dominio das varidveis x1, s, ..., T, e qualquer elemento (ay, as, ..., a,) €

Ap X Ay X ... x A, diz-se uma n-upla de valores das variaveis x1, Ta, ..., Ty,.

5.2 CONJUNTO VERDADE

P(ay,as, ...,a,) é verdadeira em uma interpretagao se, e somente se, os individuos
denotados por aq, as, ..., a, estao na mesma relacdo denotada por P. Quando isso é possivel,
isto é, quando existe um dominio de discurso e denotagbes que tornam P(aq, as, ..., a,)

verdadeira, dizemos que a sentenga aberta P(zq, s, ..., 2,) é satisfativel [6].

Exemplo 5.2.1. Seja a denotando o numero natural “27, b denotando o niumero natural

114

“17 e o predicado S denotando .. é sucessor de ...”. Ou seja,

S(x, y): x é sucessor de y.

Temos que S(a,b) € verdadeiro, pois 2 é sucessor de 1 e S(b, a) é falso, pois 1 ndo é

sucessor de 2.

S(x, y) € satisfativel, pois existe uma interpreta¢io que a torna verdadeira.

Seja P(x) uma sentenca aberta no dominio de discurso A. O conjunto de individuos

de A que tornam P(x) verdadeira é chamado conjunto verdade de P e é denotado por Vp.
Vp={x| x € ANI(P(z)) =V}
Ou simplesmente
Vp={z € A| P(x)}.
Podem ocorrer trés casos:

1. Se Vp = A, entao P(x) exprime uma condigdo ou propriedade universal em A.
2. Se Vp =0, entao P(x) exprime uma condi¢ao ou propriedade impossivel em A.
3. Se Vp # (), entao P(x) exprime uma condi¢ao ou propriedade possivel em A.

Exemplo 5.2.2. No conjunto dos nimeros reais R:

o P(x): x4+ 1>z € universal. Vp =R

e Q(z): x+1=ux éimpossivel. Vo =0.

1 1
o R(z): 922 — 1 =0 € possivel. Vg = {5’ —g}
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Exemplo 5.2.3. No conjunto dos numeros naturais N:
o R(x): 922 — 1 =0 € impossivel Vg = ()

o S(z): 3z > 1 é universal em N, mas nao é em R, pois S nao é satisfeita para x <

Wl =

em R.

Exemplo 5.2.4 (Axioma légico de identidade). = = x € universal e x # = € impossivel

em qualquer dominio considerado. Ou seja,
114 . 2
a = a, qualquer que seja o ente a”.

Entende-se por “ente” (“ser” ou “entidade”) a tudo que se considera existente e a que,

por isso, se pode dar um nome [1].

De forma geral, podemos definir conjunto verdade da seguinte forma.

Definigao 5.2.1 (Conjunto verdade). Chama-se conjunto verdade de uma sentenga aberta
P(xy,x9,...,2,) em Ay X Ay X ... X A, o conjunto de todas as n-uplas (ay,as,...,a,) €

Ay X Ay X ... X A, tais que P(ay,as,...,a,) € verdadeira.
Ou seja,
Ve={(21, %9, ..., xn)| 1 € Ay ANzo € Ay A ... Ny, € Ay A P(21, 29, ..., ) é verdadeira}
Ou simplesmente

Vp:{(l‘l,l’g,...,l‘n) €A x Ay X ... X An| P(l’l,l’g, ...,Jin)}.

Exemplo 5.2.5. Dados os conjuntos A={2, 3, 4, 5} e B={3, 6, 7, 10} e a sentenca
aberta D(x,y) em A x B definida por “z divide y”, também representada por “xly” O

conjunto verdade de P ¢

Vp = {(z,y)lr e ANy € BA(z]y)}
= {(2,6),(2,10),(3,3),(3,6), (5,10)}

Exemplo 5.2.6. Seja o conjunto dos logicos L={Aristételes, Boole, Frege, Russell} e a
sentenga aberta N(x,y) em L X L definida por “z nasceu antes de y”. O conjunto verdade

de N €

Vv = {(Aristételes, Boole), (Aristételes, Frege), (Aristételes, Russell),
(Boole, Frege), (Boole, Russell), (Frege, Russell)}
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Exemplo 5.2.7. Seja Q(x,y,z) em Z x Z X Z definida por 18z — Ty + 13z = 39.
Vo = {(z,y,2) € ZxZ x Z|18x — Ty + 13z = 39}
= {(1,-3,0),(4,1,-2),(3,4,1),(6,8,—1), ...}

5.3 QUANTIFICADORES

Quando uma sentenga aberta P(z) é universal em um dominio nao vazio A, isto
é, Vp = A # (), dizemos que ela é verdadeira para todo individuo ou valor do dominio.
Usamos o simbolo “V” para representar “para todo” ou “qualquer que seja” e representamos

simbolicamente esta afirmacao por
Vo e A, P(x)

Ou, quando nao causar confusdo a omissao do dominio, pode-se simplificar para VP (x).

Abaixo, estao algumas formas de leitura

VoP(x)
Para todo z, tem-se P(x).

Para um x arbitrario, P(x).

Qualquer que seja z, P(x).
Para cada x, P(x).
Cada objeto ¢é tal que P(z).

P(z) sempre se verifica.

Exemplo 5.3.1. Seja o conjunto P={x € Z] x é par} e D(zx): “x €é divisivel por 2” uma
sentenca aberta em P. Temos que P # () e Vp = P. Logo,

Vz € P,D(x)

Onde pode-se ler das sequintes maneiras.

Para todo x pertencente a P, x é divisivel por 2.

Qualquer que seja x pertencente a P, x é divisivel por 2.

Todo nimero par € divisivel por 2.

Qualquer inteiro par é divisivel por 2.

O simbolo “V” é denominado quantificador universal e seu uso transforma uma
sentenga aberta P(z) em uma proposi¢do no dominio A, sendo esta operagao logica
chamada de quantificacao universal. A proposicao resultante de uma quantificacdo universal

¢é verdadeira caso Vp = A e falsa caso Vp # A.
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No caso em que uma sentenca aberta P(x) é possivel em um dominio ndo vazio
A, isto é, Vp # (), dizemos que existe um ou mais individuos ou valores no dominio que
tornam esta sentenca verdadeira. O simbolo “3” é utilizado para representar os termos

bR ENA4

“existe”, “para algum”, etc. e representamos simbolicamente esta afirmacao por
dx € A, P(z)

Ou, podendo omitir o dominio, simplifica-se para JzP(z). Abaixo estdo representadas

algumas formas de leitura.

dxP(x)
Para algum x, P(x).

H& um z tal que P(x).
Para um x, pelo menos, P(z).

Para um adequado z, P(x).

Existe um x tal que P(x).

Exemplo 5.3.2. Seja o conjunto R={x € Z] x é primo} e P(z): “x é par” uma sentenca

aberta em R. Temos que Vp # (). Logo,
dr € R, P(x)

Onde pode-se ler das sequintes maneiras.

Eziste x pertencente a R, tal que x é par.

Para algum x pertencente a R, x é par.

Algum nimero primo € par.

Pelo menos um niumero primo é par.

O simbolo “4” é denominado quantificador ezistencial e seu uso também transforma
em proposi¢iao uma sentenga aberta P(z) num dominio A, sendo esta operacao légica
chamada de quantificacao existencial. A proposicao resultante de uma quantificacao

existencial é verdadeira caso Vp # () e falsa caso Vp = ().

Temos entdo a inclusdo de mais dois simbolos 16gicos pelo Calculo de Predicados,
o quantificador universal “V” e o quantificados existencial “3”. No caso particular em que
o dominio A seja finito e enumeravel e tenha n elementos aq, as, ..., a,, sdo verdadeiras

as seguintes proposicoes:

o VxP(z) < P(ay) A P(az) A ... A P(ay,).

e JzP(x) <> P(ay) V P(ag) V ...V P(ay,).
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54 FORMULAS BEM FORMADAS

Sobre as regras de formagao de féormulas no Calculo de Predicados pode-se fazer
algumas consideragoes. Um predicado n-ario associado a exatamente n termos, sejam
eles varidveis ou letras nominais (constantes), formam as expressoes que representam as
formulas atéomicas do Célculo de Predicados. Temos portanto, uma ampliagado da definicao

de formula bem formada (fbf) usada no Célculo Proposicional (Defini¢ao 4.3.1).

Definigao 5.4.1 (Férmula bem formada). .

1. Uma formula atomica é uma fbf.
2. Se ¢ € uma fbf, entao —¢p, V@ e A€, onde & € uma varidvel, sao fbfs.

3. Se ¢ e sao fbfs, entio (p NY), (¢ V), (¢ — V), (¢ <> V) sao fbfs.

Exemplo 5.4.1. Sejam P(a,x,y) de trés termos e Q(x, a,b, z) de quatro termos, formulas
atomicas. Logo sao fbf pela cldusula 1. Temos com isso que = P(a,x,y) e IyQ(x,a,b, z) sio
fbfs pela cldusula 2. Pode-se formar com essas, a fof (-P(a,z,y) — JyQ(z,a,b, z)) pela
clausula 3. A partir dai, outra forma possivel seria tomar pela clausula 2, Vy(—P(a,z,y) —
yQ(z,a,b, z)) como fbf e, novamente pela cliusula 2, I2¥y(=P(a, z,y) — FyQ(z,a,b, z))
seria fbf.

A defini¢ao de subformula bem formada (subfbf) (Definigao 4.3.2) e de escopo de
um conectivo (Definigao 4.3.3) sdo as mesmas do Célculo Proposicional com o acréscimo
dos quantificadores no conceito de fbf. Porém, no Céalculo de Predicados ¢é possivel falar

de escopo dos quantificadores.

Defini¢ao 5.4.2 (Escopo do quantificador). Dado uma férmula de um dos dois tipos

VEép ou A€

dizemos que a formula ¢ € o escopo do quantificador correspondente.

Por exemplo, na fbf 32Vy(—-P(a,z,y) — JyQ(z,a,b,z)) O escopo do primeiro
quantificador é Vy(—=P(a,z,y) — JyQ(x,a,b, z)), o escopo do segundo quantificador, em
“Yy?, é (—P(a,z,y) — JyQ(x,a,b, z)) e o do quantificador em “Jy” é Q(z,a,b, z). Vemos
neste ultimo exemplo que, embora seja habitual que o escopo contenha a variavel do
quantificador, isto ndo é obrigatério. Na subfbf JyQ(z, a, b, z) o quantificador é chamado

supérfluo.

Para uma omissao dos paréntesis na construcao das férmulas do Célculo de Pre-

dicados, deve-se também adotar uma ordem de precedéncia para que se identifique os
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escopos dos simbolos 16gicos. Convenciona-se, em vista do que ja foi estipulado no Céalculo

Proposicional, a seguinte ordem dos simbolos mais “fracos” para os mais “fortes” [16].

1. —\,VGH;
2. NeV,;
3. —

4. <.

Logo, junto com a negacao, os quantificadores abrangem, na auséncia dos paréntesis,
a menor subfbf seguinte. Por exemplo, na férmula 32Vy—P(a,z,y) — JyQ(z,a,b, z) o
escopo do primeiro quantificador (em “3z”) é Vy=P(a,x,y) e o do segundo (em “Vy”) é
—P(a,x,y), diferente do que foi visto para a férmula com o paréntesis 3zVy(—P(a, z,y) —
JyQ(x,a,b, 2)).

Em vista disso, certa ocorréncia de uma varidavel £ em uma férmula é considerada

ligada se e somente se

1. A variavel £ é a variavel de algum quantificador.

2. A variavel £ ocorre no escopo de um quantificador do tipo V¢ ou 3¢

Caso contrario, ela é dita livre [16].

Exemplo 5.4.2. Na formula JyQ(x,a,b,z). A ocorréncia ligada é a da varidvel y e as

ocorréncias livres sao das varidveis x € z.

Exemplo 5.4.3. Seja a formula 3xVyP(x,y,z). As ocorréncias ligadas sao das varidveis

x ey e a ocorréncia livre € de z.

Uma varidvel ligada é uma variavel em que pelo menos uma de suas ocorréncias na

formula ¢ ligada. Se ao menos uma das ocorréncias for livre, ela é chamada varidvel livre.

Exemplo 5.4.4. Na formula Ve P(z) A JyG(x,y), x € livre e também € ligada. Ja y é

somente ligada.

Com o conceito de wvaridavel livre, variavel ligada e com a Defini¢ao 5.1.1 pode-se
concluir que uma proposicao no Célculo de Predicado é uma fbf que nao possui varidveis
livres. Isto ocorre por duas maneiras: (1) pela instanciacdo ou (2) pela quantificagdo de
todas as varidveis livres. Por exemplo, JzVyP(x,y, z) ndo é uma proposigao, pois z é
livre. Dizemos que é uma sentenga aberta em z. No caso da sentenca Vo P(z) A JyG(z,y),

x também é variavel livre, logo a férmula nao é uma proposig¢ao. Dizemos que ela é
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uma sentenga aberta em x. Ja as sentencas JzVyP(x,y,a) e VeP(z) A VeIyG(z,y) sdo
proposigoes, pois foram obtidas das anteriores fazendo, respectivamente, instanciagao e

quantificacdo nas variaveis livres.

E aceito o seguinte principio de substituicao para variaveis ligadas: Todas
as vezes que uma variavel ligada é substituida, em todos os lugares que ocupa em uma
formula proposicional, por outra varidvel que ndo figure na mesma formula, obtém-se uma

férmula proposicional equivalente [1].

Exemplo 5.4.5. “V fulano, fulano é mortal” é equivalente a “Vx (x é mortal)” ou também

“aVy(y + = =+ 2) 7 € equivalente & “GuVv(v +u=u+2)”

Além disso, se ¢(t) é uma fbf contendo a letra nominal ou varidvel ¢ e t = ¢y ou
to = t, podemos substituir, em qualquer momento de uma deducao, pelo menos uma
ocorréncia de t em ¢ pela letra nominal ou variavel ¢y, obtendo ¢ () sem nenhum prejuizo
ao raciocinio. Este principio também é chamado de substitutividade da identidade
[22].

)

Exemplo 5.4.6. Sendo a = b podemos substituir “P(a,c)” por “P(b,c)” ou também,

sendo x = 2 podemos obter “f(2) =2+ 1" de “f(x) =z + 1"

Sobre a ordem em que se escrevem os quantificadores na hora de montar a férmula,

deve-se observar duas condigoes:

1. Quantificadores de mesma espécie podem ser comutados: Por exemplo,

o VaVyP(xz,y) = VyVaP(x,y)
e JdzdyP(x,y) = Jy3xP(z,vy)

2. Quantificadores de espécies diferentes nao podem em geral ser comutados:
A comutacao de quantificadores de espécies diferentes pode mudar completamente
o significado da proposicao e até mesmo seu valor-verdade. Por exemplo, tome a

sentenga aberta P(x,y): “z é filho de y” no universo H dos seres humanos.

e VziyP(x,y) ou VaIy(x é filho de y) quer dizer que para todo individuo z
escolhido, existirda um individuo y no qual x ¢ filho de y. Em outros termos

todo humano é filho de alguém, o que é verdadeiro.

e JyVzP(x,y) ou JyVz(x é filho de y) quer dizer que existe um individuo y que,
para qualquer individuo z, z ¢ filho de y. Em outros termos Algum humano

é pai (ou mae) de todos os outros, o que é falso.
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Tomemos também como exemplo a sentenca aberta no conjunto dos niimeros naturais

N definida por P(z,y) : y > x.

e VzIyP(x,y) ou VaxIy(y > x) quer dizer que, no conjunto dos naturais, para
todo nimero z escolhido, existird um ntmero y no qual y é maior que z. Em
outros termos Qualquer niimero natural é menor que algum outro ou

N é ilimitado superiormente, o que ¢é verdadeiro.

e JyVzP(x,y) ou JyVa(y > x) quer dizer que, no conjunto dos naturais, existe
um niimero y que, para qualquer niimero x, y é maior que z . Em outros termos

Existe um ntimero natural maior que todos os outros, o que ¢ falso.

5.5 REGRAS DE INFERENCIA: OMISSAO E INTRODUCAO DE QUANTIFICADO-
RES

Diferente do Céalculo Proposicional, ndo existe e nem pode existir um procedimento
algoritmico que detecta se um argumento é invdlido no Calculo de Predicados. Ou seja,
ele é indecidivel neste sentido [22]. A indecidibilidade do Célculo de Predicados pode ser
provada por raciocinio metaldgico e é conhecida como Tese de Church [6]. Na Matemética,
grande parte dos teoremas fazem afirmagdes universais ou de existéncia de elementos
com certas propriedades. O raciocinio é feito geralmente obedecendo o contexto, isto
¢, o dominio, a interpretacao da letra predicativa e suas regras particulares. Porém, é
muito 1til entender os principios formais que regem o raciocinio envolvendo proposic¢oes
ou sentencas quantificadas. Eles sao resumidos em quatro regras de inferéncia, duas
sobre instancia¢do (omissao) e duas sobre generaliza¢io (introdugao) dos quantificadores
universal e existencial. Estas regras sao tidas como principios ou axiomas do Calculos de
Predicado [16].

A primeira regra, a da instanciagio universal (1.U.), afirma que qualquer instancia
de substituicao de uma determinada variavel pode ser validamente deduzida a partir de
sua quantificacdo universal na formula. Ou seja, se uma afirmacao é verdadeira para todos
os elementos do dominio, entdao é verdadeira para algum elemento particular, seja ele
definido ou nao. Usaremos a letra mintuscula “t” para representar um termo que pode
ser tanto definido (o0 nome de algum individuo em alguns casos) como indefinido (uma
variavel, “fulano”, etc. em outros casos), simplificando assim os enunciados quando se
pretender dizer que uma regra vale para qualquer um dos dois casos. As letras “¢” e “¢”
serao utilizadas para destacar, entre as possiveis variaveis da férmula, as que serao usadas

na aplicacao das regras. Temos entao:

Axioma 5.5.1 (Instancia¢ao universal). [4, pdg. 314/

VEP(E) = ¢(t).
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Por exemplo, das premissas Vz(C(z) — M(z)) e C(a), podemos concluir M (a)
pela seguinte dedugao formal, onde em cada linha numerada se encontra uma premissa ou
passo da dedugdo. A justificativa de cada passo é colocada a direita, mostrando o niimero
das linhas usadas para inferi-lo e a regra aplicada a elas. A letra “P” indica as premissas

da deducao.

1. Vo(C(x) = M(z)) P

2. C(a) p
3. C(a) —» M(a) 1, IL.U.
4. M(a) 2.3, MP

Se considerarmos C(z): “x é cachorro”, M(x): “x é mamifero” e a: “Afrodite”.

Teriamos a seguinte deducao:

1. Todo cachorro é mamifero. P

2. Afrodite é cachorra. P

3. Se Afrodite é cachorra, entao ela é mamifera. 1, I.U.

4. Portanto, Afrodite é mamifera. 2,3, MP

O mesmo raciocinio acima pode ser utilizado tomando-se como hipoteses “Z C Q”,

que é equivalente a “Vz(r € Z — z € Q)”, e “2 € ZZ” para deduzir que 2 € Q.

1.Ve(x€Z —-2€Q) P

2.2€Z P
3. 2€Z—2€Q) 1, L.U.
14.2€Q 2, 3, MP

A segunda regra é a generaliza¢io universal (G.U.), que afirma que podemos
deduzir a quantificacdo universal de uma varidavel em uma féormula se ela representar a
instancia de substituicao de um individuo arbitrariamente selecionado no dominio desta
quantificacdo. De fato, a suposi¢ao de que a sentenga P(z) no dominio A é verdadeira
¢é a consideracao de que x é um representante arbitrario dos elementos do dominio que
fazem parte do conjunto verdade Vp. Um elemento arbitrariamente selecionado dentro
de um dominio é aquele elemento em que se pode fazer uma afirmacgao sobre ele sem
distingui-lo de qualquer outro individuo deste dominio [22]. Se pudermos provar uma
propriedade para um individuo z, sem fazer nenhuma distin¢ao particular entre ele e
um outro individuo do dominio, estamos considerando que x poderia ser qualquer um e

provando que a propriedade vale para todos.
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Axioma 5.5.2 (Generalizagao universal). [4, pdg. 315]

¢(§) = Vso(<)

Onde & ¢ uma varidvel que denota qualquer individuo arbitrariamente selecionado no

dominio da quantificagdo.

Por exemplo, das premissas Vo (M (x) — H(z)) e Vo (E(x) — M(x)), podemos
concluir Vz(E(x) — H(x)) pela seguinte dedugao formal.

1. Ve(M(x) - H(x)) P

2. Ve(E(z) - M(z)) P

3. M(y) — H(y) 1, L.U.
4. E(y) — M(y) 2, L.U.
5. E(y) — H(y) 3,4, SH
6. Ve(E(r) - H(z)) 5, G.U.

Se considerarmos M (z): “x é mamifero”, H(z): “x possui coragdo” e E(x): “x é

cavalo”. Teriamos a seguinte deducao:

1. Todo mamifero possui coragao. P

2. Todo cavalo é mamifero. P

3. Se um tal elemento é mamifero, entao possui coragao. 1, I.U.
4. Se um tal elemento ¢é cavalo, entao ¢ mamifero. 2, I.U.
5. Se um tal elemento é cavalo, entao possui coracao. 3,4, SH
6. Todo cavalo possui coragao. 5, G.U.

Observa-se nas linhas 3 e 4, concluidas por [.U., que usamos uma variavel y ou “um
tal elemento” em vez de uma constante a ou um nome especifico. A razao disso é que neste
exemplo queriamos deduzir uma proposicao geral e nao podemos usar a generalizacao
universal a partir de uma afirmacao singular, pois uma afirmacao singular distingue o
elemento, denotado pela constante ou nome préprio, dos outros elementos do dominio.
Por exemplo, s@o incorretas as dedugoes “H(a) = Vo H (x)” ou “Se Albert tem coracao,
entao todo cavalo tem coracao”. Esta é a razao para qual a regra estipula que y deve
denotar um individuo arbitrariamente selecionado no dominio da quantificacao, que ¢é o
conjunto dos animais ou, mais especificamente, de “todos os cavalos”, podendo ser a, b, c,

etc., fazendo com que a sentenca seja universal neste conjunto de elementos.
Por exemplo, sendo P(x): “x é divisivel por 2”7, no dominio dos nimeros pares

A={x| x é par} ¢é licito fazer a seguinte dedugdo:

1. P(x),zr€ A P
2. Ve e A, P(z) 1, G.U.
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Onde foi deixado em evidéncia o dominio da quantificagdo e que a variavel z é um

elemento arbitrario deste dominio.

Porém, nao seria licito fazer a G.U. da seguinte forma:

1. P(x),z€¢ A P
2. Vr € Z P(z) 1,G.U.

Pois x é um elemento arbitrariamente selecionado, mas do conjunto A e nao do

dominio de quantificagdo Z.

Também, sequer seria licito pensar que “se um numero inteiro é divisivel por 2,
entao todo inteiro é divisivel por 2”. Ou seja, sendo x € 7Z, isto é formalmente mostrado

por:

1. P(z),z€Z P
2. Vz €Z,P(x) 1,G.U.

Onde, neste caso, x pertence ao dominio da quantificacdo, mas nao esté represen-
tando um elemento arbitrariamente selecionado em Z, pois nao se pode afirmar P(z): “x
é divisivel por 2” em Z sem fazer distingao entre os elementos. Caracteristica particular

da interpretacdo do predicado P em Z.

De maneira formal, sem levar em consideracao a interpretacao dos predicados,
muitos autores, como Nolt [22, pag. 260-261] e Hegenberg [16, pag. 70], acrescentam que
a G.U. “¢(§) = Yso(s)” ndo pode ser usada quando ¢(§) estd em alguma premissa ou

hipotese nao descartada, evitando assim estes casos ilicitos.

A terceira regra é a instanciagao existencial (I.E.) segundo a qual podemos deduzir
uma instancia de substituicao para uma variavel quantificada existencialmente em uma
formula. De fato, se uma variavel aparece quantificada existencialmente em uma férmula,
entao supoe-se que existe no minimo um individuo que satisfaca aquela condigao. Dai
podemos nomear arbitrariamente este individuo de forma a expressar a validade desta
substituicdo. A quantificacdo existencial ndo afirma qual individuo possui a determinada
propriedade ou relacdo com os outros termos da formula. Por isso deve-se tomar o
cuidado de nomear a instancia com termos que ainda nao foram usados anteriormente na
demonstracao, considerando assim a possibilidade genérica deste individuo ser diferente

de qualquer outro que ja tenha sido citado.

O problema da [.LE. é a nomeagdo arbitrdria de um elemento, diferente da regra
G.U. que é uma selecao arbitraria de elementos. Para um tnico elemento é possivel a
escolha de varios nomes diferentes, desde que o nome a ser dado seja especificado na
defini¢do. Por isso, é possivel os simbolos a e b denotarem os mesmos individuos. Dizemos

neste caso que a = b [22]. Porém, para se evitar ambiguidades, elementos diferentes nao
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sao considerados como tendo o mesmo nome em uma linguagem formal como a Légica ou
a Matemaética [4]. Para a escolha de nomes iguais deve-se considerar que os individuos

nomeados sdo os mesmos (idénticos).

Axioma 5.5.3 (Instanciacao existencial). [4, pdg. 316]

3o(E) = o)

Onde o € qualquer constante individual que ndo tenha ocorrido previamente na demonstra-

¢ao.

Por exemplo, nao tomando os cuidados necessarios pode-se fazer a seguinte dedugao

errada:

1. 3xP(x) AJzl(z) P
2. P(a) AN 3Jzl(x) 1, LE.
3. P(a) A I(a) 2, L.E.(incorreta)

O erro ocorre na linha 3, onde foi introduzida por I.LE. a constante a que ja havia
ocorrido antes na linha 2. E fcil ver que a deducdo formal estd errada fazendo, por
exemplo, P(z):“z é par” e I(x):“x é impar” ou P(x):“x é um circulo” e I(x):“x é quadrado”.
O uso da mesma constante, denota o mesmo individuo, fazendo com que a seja “par e

impar” ou um “circulo quadrado”, por exemplo.

A deducao correta seria:

1. 3zP(zx)AJzl(z) P
2. P(a) AN Jzl(x) 1, LE.
3. P(a) NI(b) 2, LE.

Onde, se “existe um nimero par e existe um nimero impar”, entdo a é um deles e b é o
outro. Se tivéssemos P(z):“z é um quadrildtero” e I(z):“x é um losango”, as escolhas
de nomes diferentes a e b nao traria problemas, pois nada impede que os dois sejam os
nomes do mesmo elemento, mas nao excluindo a possibilidade se serem nomes de elementos

diferentes, pois esta é a questao central da I.E..

Por isso, na I.E. a instancia ¢ uma constante e na G.U. o representante arbitrario é

denotado por uma variavel. Isso evita, por exemplo, a dedugao JzP(x) = VaP(x):

1. 3zP(z) P
2. P(a) 1, LE. (correta)
3. VeP(z) 2, G.U. (incorreta)
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Na linha 2, o elemento que satisfazia a premissa recebeu um nome qualquer. Ja a
linha 3 nao decorre da linha 2, pois nome arbitrario é diferente de individuo arbitrdario e a

G.U. pede esta segunda condigao.

A quarta e ultima regra é a generalizagao ezistencial (G.E), onde podemos deduzir
uma quantificagao existencial de uma férmula a partir de qualquer instancia de substituicao
verdadeira dela. Ou seja, se a afirmacao é verdadeira para um termo, seja ele definido ou

nao, entao existe um termo que satisfaz a sentenca.

Axioma 5.5.4 (Generalizagdo existencial). [4, pdg. 316]

o(t) = ().

Falando de outra forma, a G.E é um modelo para provas de afirmacoes existenciais.
De fato, se temos que provar que JzP(x), basta apresentar apenas um elemento t que
verifique P(z). A regra G.E, garantird P(t) = JzP(z). Por exemplo, para provar que
existe um numero que é primo e é par, podemos apresentar o niimero 2, que é primo e par.

Sendo P(x): “x é par” R(x): “x é primo”

1. R(2) A P(2) P
2. Jz(R(z) AN P(z)) 1, G.E.

A regra G.E estabelece duas importantes pressuposigoes [22]:

1. Todos os nomes préoprios referem-se a individuos existentes.

2. Existe pelo menos um individuo.

A primeira pressuposicao é resultado do fato de que a G.E. pode ser aplicada a
qualquer letra nominal. Como o quantificador existencial afirma existéncia, podemos
sempre garantir a validade da G.E. interpretando cada letra nominal como se referindo
a individuos existentes. A invalidade surge quando ignoramos esta pressuposicao e
consideramos uma letra proposicional como um individuo inexistente. Por exemplo, seja

a:“Apolo” e M(x):“x é mitoldgico”. Usando G.E. teremos o seguinte derivagao:

1. M(a) p
2. JzM(z) 1, G.E.

O raciocinio é invélido, pois a premissa é verdadeira (Apolo é mitoldgico) e a
conclusao é falsa, pois seres mitologicos nao existem, de fato. O erro nao é no uso da
G.E., mas usar o nome de uma coisa inexistente. O Calculo de Predicados usual nao esta

equipado para lidar com estes nomes [22].
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A segunda pressuposicao é consequéncia da primeira. De fato, se as letras nominais
representam elementos existentes, o uso da G.E. pressupoes a existéncia de pelo menos um
individuo. Contudo, ndo pressupoe a existéncia de mais de um individuo (nao-linguistico),
ainda que possa existir (com a inclusao de subscritos) um potencial infinito de letras
proposicionais. Nada impede que duas ou até todas as letras proposicionais possam
referir-se a0 mesmo elemento, como dito antes [22]. Podemos, usando a G.E., fazer a

seguinte dedugao vélida fundamental: Vo P(z) = JzP(x).

1. VeP(z) P
2. Pla)  1,LU.
3. JzP(z) 2, G.E.

Onde usamos a na linha 2 como elemento representativo, ja que podemos presumir

que existe a0 menos um.

5.6 REGRAS DE SUBSTITUICAO: NEGACAO DE SENTENCAS QUANTIFICADAS

As regras de substituicdo para quantificadores estabelecem uma forma de equiva-
léncia entre sentencgas quantificadas universalmente e existencialmente. O teorema a seguir

¢é referente as quatro regras de substituicao ou equivaléncias dos quantificadores:

Teorema 5.6.1 (Equivaléncias dos quantificadores). [22, tabela 6.1] Sao verdadeiras as

equivaléncias abaizo.

1. VeP(xz) = -3x—P(x)
2. JxP(x) = ~Va—-P(x)
3. =VxP(x) = Jz—-P(x)
4. mAxP(x) = Va—-P(x)

Demonstragio. Seja A o dominio de discurso da sentenga P(x). Temos que o conjunto
verdade de P(z) é Vp = {z|xr € AA P(x)} e o conjunto verdade de =P(x) é V_p = {z|x €
AN=P(z)} ={zjlr € ANz ¢ Vp} = A— Vp, o complementar de Vp no dominio A.

1. VxP(x) se, e somente se Vp = A, o que equivale a dizer que A —Vp = V_p = (. Isto

é possivel se, e somente se, “Ir—P(x)” for falsa, que é expressado por —3x—P(z).

2. JxP(x) se, e somente se Vp # (), o que equivale a dizer que A —Vp = V_p # A. Isto

é possivel se, e somente se, “Vx—P(z)” for falsa, que é expressado por =Vx—P(z).
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3. Negando os dois membros da equivaléncia 1, temos
—VzP(z) = -—~Jx—P(x)
Aplicando a regra de dupla negagiao (Teorema 4.6.5, 8a) no segundo membro,
Ve P(z) = Jx—P(z)
4. Negando os dois membros da equivaléncia 2, temos
—3JxP(z) = -—Vz-P(z)
Aplicando a regra de dupla negagio (Teorema 4.6.5, 8a) no segundo membro,
—3JxP(x) = Va—-P(x)

]

Exemplo 5.6.1. 1. A negacao da proposicio “todos os numeros sao inteiros”, pela

regra 3 do Teorema 5.6.1, é “existe ao menos um niumero que nao é inteiro”.

)

2. A negagao da proposicio “existe ao menos um numero natural n tal que n+2 > 87,

pela regra 4 do Teorema 5.6.1, é “para todo numero natural n, tem-se n + 2 % 8”

Observa-se no Teorema 5.6.1 que, sendo P(x) uma propriedade qualquer, ela
poderia ser considerada como sendo qualquer propriedade expressa por uma férmula
aberta em x. Por exemplo, “Q(z) A R(x)” ou “32VyS(x,y, z)”. Logo, a substitui¢io de
P(z) por qualquer outra férmula aberta em x nao alteraria o resultado da aplicacao do

teorema.

De forma geral, sendo £ uma variavel e ¢(§) uma férmula aberta em &, teriamos as

seguintes regras para intercambio de quantificadores:

L. VE¢(§) = =36—¢(E)
2. 30(£) = VE9(§)
3. VEH(E) = FEo(§)
4. —3E¢(E) = VEo(§)

Como equivaléncias légicas ou regras de substituicdao, a aplicagdo do intercambio

dos quantificadores pode ser feita em qualquer fbf ou subfbf quantificada.

Exemplo 5.6.2. 1. Pela regra 1 do intercAmbio de quantificadores, 32VyS(z,y, z) =
F2(Vyo(y)) = Fz(-F-we(y)) = Fz~Ty~S(2,y, 2).
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2. Aplicando regra 3 e 4 do intercAmbio de quantificadores, teremos que ~(VYxJyP(z,y)) =
Jz(=3yP(z,y)) = IxVy—-P(z,y).

Exemplo 5.6.3. Seja il_r)l(ll f(z) = L o limite de uma fun¢ao quando x tende para a, sendo
a um ponto de acumulacao de X. Considerando € > 0 e § > 0 numeros reais, podemos

definir este limite por:
Vedd(x e X N0 < |z —a|] <d— |f(x) = L| <e).

Pelo item 2 do exemplo anterior, temos que a negagio desta proposicdo, que equivale
a dizer que lim f(x) # L, pode ser dada por —=(Ve3dP(e,0)) = FeVo—P(e,9), onde P(e,9):
‘e XN0<|r—a|l<d—|f(x)—L|<e”

Ja a negagio —P(¢,0) pode ser obtida se detalharmos mais a estrutura desta férmula.
Podemos definir P(e,0): “p A D(0) — E(€)”, onde p: “z € X7, D(0): ‘O<|z—a]<d”e
E(e): “f(x) — L| <€’ Logo, a negagao de P(e,0) € dada por:

~P(e,8) = —(pAD(S) — E(e))
= —pV(D(6) = E(e))
= —pV(D(d) A =E(e))

Ou seja, glﬂlg(lL f(z) # L se define por

deVi[zr ¢ XV (0 < |z —a| <oA|f(z)—L| £ ¢€)]
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6 TECNICAS DEDUTIVAS

Apéds os Teoremas 4.6.5 (dlgebra de proposigoes) e 4.6.11 (regras de inferéncia),
foram tecidos comentarios e exemplos gerais de que alguns de seus itens justificavam técnicas
ou estratégias que poderiam ser utilizadas em demonstracoes de teoremas matematicos.
Neste capitulo, tendo em maos a linguagem do Calculo Proposicional e do Célculo de
Predicados, serd formalizada a nocao de demonstracao ou prova e ilustrado por meio de
teoremas tirados das mais diversas areas da Matematica estas técnicas ou estratégias de

demonstracao.
6.1 DEMONSTRACAO DIRETA

Definicao 6.1.1 (Demostragao). [9] Uma proposicao vy é formalmente dedutivel (con-
sequéncia) de certas proposicoes dadas my, Ty, ..., T, (premissas) se, e somente se, for

possivel formar uma sequéncia de formulas proposicionais ¢1, ¢, ..., Oy, de tal modo que:

1. ¢, € exatamente 7.

2. ¢ (i=1,2,....,m) ou é uma premissa ou constitui a conclusao de uma argumento

valido formado partir das formulas proposicionais que a precedem na sequéncia.

Sendo isso possivel, dizemos que v € um teorema e a sequéncia ¢, Pa, ..., Oy, SUG

demonstracao ou prova.

Exemplo 6.1.1. [Demonstracao direta] Dada a fun¢io f: A — B ey € f(XNY), onde
X, Y sao subconjuntos de A, provar que y € f(X)N f(Y).

Demonstragio. “Se y € f(X NY) entdo existe z € X NY tal que f(z) =y. Entao x € X
e portanto y € f(X). Também x € Y e portanto y € f(Y). Logo y € f(X) N f(Y)".
18] O

Nesta curta demonstragao apresentada por Elon L. Lima em [18, padg. 18], fica
implicito o uso de algumas defini¢des ou teoremas apresentados na obra, onde a aplicacao
¢é evidente para o autor. Uma demonstracao, em tultima analise, pode ser decomposta ao
ponto que mostre todas as regras de inferéncias logicas e todos os teoremas e definigoes
utilizados. Porém, além de se tornar extensa demais, seria um pedantismo desnecesséario ao
entendimento da mesma. Na pratica, como o papel da prova é tornar 6ébvia uma afirmagcao
que muitas das vezes nao é tao trivial para um receptor [26], deve-se ter preocupagiao em

mostrar a quantidade de passos suficientes a este entendimento.

Analisemos a demonstragao do Exemplo 6.1.1 na tabela a seguir. Em negrito

estao as linhas com as proposi¢oes omitidas.
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Analise do Exemplo 6.1.1

Linha Proposicao Justificativa

a y € f(A) < Jx(x € AN f(x) =y) | Premissa. Imagem de uma fungao.

b reXNYorzeXAzxeY Premissa. Intersecao de conjuntos.
1 ye f(XNY) Premissa.
2 Existe x € X NY tal que f(x) =y | Da linha 1 e da definicao de imagem

de uma fungdo (linha a).

3 reXNzeY Apés LE. na linha 2, simplificacao
(SIMP) e o uso da definigao de inter-

secao de conjuntos (linha b).

4 flx)=1y Apo6s 1.LE. na linha 2, simplificacao
(SIMP).

reX Por simplificacdo (SIMP) na linha 3.

y e f(X) Por conjuncao (CONJ.) entre linha 4

e linha 5, G.E. e definicdo de imagem
de uma fungdo (linha a).

reY Por simplificagdo (SIMP) na linha 3.
ye f(Y) Por conjuncao (CONJ.) entre linha 4
e linha 7, G.E. e defini¢do de imagem

de uma fungdo (linha a).

9 ye f(X)nye f(Y) Por conjuncao (CONJ.). Linha 6 e
linha 8
10 ye f(X)N f(Y) Pela linha 9 e pela definicao de inter-

se¢do de conjuntos (linha b).

6.2 DEMONSTRACAO CONDICIONAL (D.C.)

Pode-se provar uma proposicao condicional ¢ — 1, a partir de um conjunto de
premissas 7y, s, ..., T, incluindo-se a formula ¢, que é o antecedente, no conjunto das
premissas e a partir de my, T, ..., T,, @, provar o consequente . Apods a inclusdo de ¢
como premissa, ela passa a ser denominada premissa presumida (pp) ou hipétese para
demonstracao condicional. As linhas da prova que vao de ¢ (hipétese para D.C.) até
sao a demonstracao condicional. Na linha imediatamente apods, temos ¢ — 1, que é a
conclusao da D.C. e o descarte da hipdtese. Esta técnica é justificada pelo Teorema 4.6.5

(12), exportagao-importagdo.

Exemplo 6.2.1. [Demonstra¢io condicional] Sabendo-se que todo triangulo equildtero é

acutangulo, provar que se um triangulo é retangulo, entdo ele nao € equildtero.

Demonstrag¢io. Suponha que um dado tridngulo seja retangulo. Logo, nao é acutangulo.
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Segue-se disso e da premissa que ele ndao pode ser equilatero. Portanto, se um triangulo é

retangulo, entao ele nao ¢é equilatero. O

Podemos analisar esta demonstracao formalizando as proposi¢oes do teorema no
conjunto T'={z| = é um tridngulo}, onde definimos E(z): “z é equilatero”, A(z): “x
é acutangulo” e R(z): “x é retdngulo”. Deve-se observar também, que foi utilizada na
demonstragao uma premissa implicita de que um tridngulo nao pode ser ao mesmo tempo

retangulo e acutdngulo. Ou seja, R(z) — —A(z).

Analise do Exemplo 6.2.1
Linha Proposicao Justificativa
1 Va(E(x) — A(z)) | Premissa.

2 R(z) — —A(z) | Premissa.

3 E(z) — A(z) Por I.U. na linha 1.

4 R(z) Hipétese para D.C.

5 —A(z) Por modus ponens (MP) entre linha
2e4.

6 —E(x) Por modus tollens (MT) entre linha
3 e linha 5.

7 R(x) — —E(x) | linha 4 até linha 6 (D.C.).

6.3 DEMONSTRACAO INDIRETA (D.L.)

Também denominada algumas vezes como reductio ad absurdum (redugdo ao
absurdo), esta técnica pode ser largamente usada quando é preciso provar uma proposigao
atomica ou uma férmula negada [22]. Dadas as premissas 7, 7o, ..., T, pode-se provar uma
férmula atomica ¥ (ou uma férmula negada —1) mostrando que se for incluido sua negagao
—1) (ou ¥ no caso da férmula negada) no conjunto das premissas, surgird uma contradigao
entre passos da demonstracao. Ou seja, se de mq, 7, ..., T,, 7 for possivel concluir uma

proposicao na forma ¢ A =¢ em alguma linha da demonstragao, entao provou-se 1.

Apos incluir a negagdo do que se deseja provar no conjunto das premissas , ela passa
também a se chamar premissa presumida (pp) ou hipdtese para demonstragao indireta. As
linhas que vao da hipétese para D.I. até a contradicao ¢ A —¢ é denominada demonstracao
indireta. Na linha imediatamente apds, temos a afirmag¢do do que se queria provar e
o descarte da hipétese. Esta técnica é justificada pelo Teorema 4.6.5 (13), redugdo ao

absurdo.

Exemplo 6.3.1 (Demonstracao indireta). Provar que o conjunto dos nimeros primos é

infinito.
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Demonstracao. Suponha por absurdo que o conjunto dos niimeros primos seja finito e
possa ser representado por P = {py, p2, ..., pn }. Considere também o ntimero inteiro nao
nulo a = p1ps...p, + 1. Como a é maior que todos os primos, segue-se que a ¢ P. Logo,
deve ser divisivel por algum dos primos p1, ps, ..., p,. Porém, verifica-se que nenhum dos
primos divide a, pois cada divisao apresenta sempre o resto 1. Entao, como a nao apresenta
divisores primos, temos que a € P, um absurdo, pois a ¢ maior que todos os primos e o

conjunto P ja contém todos eles. Portanto, o conjunto dos niimeros primos € infinito. [J

Podem ser encontradas varias demonstracoes diferentes deste teorema da Aritmética,
como podemos ver, por exemplo, em [27, Teorema 4.6] e [20, Teorema 18]. As diferentes
demonstracoes que se podem dar a um teorema estao ligadas a quais axiomas e teoremas
anteriores o autor se baseou. Ou seja, todo teorema, provado anteriormente, axiomas,

propriedades e defini¢bes apresentadas podem ser utilizados como premissas, quando

possivel.
Analise do Exemplo 6.3.1
Linha | Proposicao Justificativa
a Todo niimero inteiro é primo ou | Premissa. Teorema Fundamental da
possui um divisor primo Aritmética
1 O conjunto dos niimeros primos é | Hipotse para D.I.
finito
2 P =A{p1,p2, .-, Pn} Linha 1. Representacao do conjunto
de todos os primos.
3 Considere a = p1ps...p, + 1 Por construgao, com base na linha 2.
4 (a>p1)A(a>p)A...A(a>p,) | Pela linha 3.
5 a¢ P Pela linha 4 e linha 2.
6 a é primo ou possui um divisor | Por I.U. na linha a
primo.
7 a deve ser divisivel por algum dos | Silogismo disjuntivo (SD) entre linha
primos pi, pa, ..., Pn 5 e linha 6 e o uso da hipdtese para
D.I. representada na linha 2.
8 Nenhum dos primos pq, ps, ..., p, | Aritmética.
divide a
9 acP Silogismo disjuntivo (SD) entre linha
6 e linha 8.
10 | (ae P)N(a¢ P) Por conjungao (CONJ.) entre linha
5 e linha 9.
11 O conjunto dos nimeros primos ¢ | Linha 1 até linha 10 (D.L.).
infinito
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6.3.1 CONTRAPOSITIVA

Se for dificil provar uma conjectura na forma condicional, ¢ — 1, entdo pode-se

tentar provar sua forma contrapositiva, =) — —¢.

Exemplo 6.3.2. [Contrapositiva] Sejam x e y nimeros inteiros. Provar que se o produto

xy € impar, entdo x € impar ou y € impar.

Demonstracdo. Se x é par e y é par, entao podem ser escritos na forma x = 2k; e y = 2ks,
com ki, ko € Z. Dal, xy = 2(2k1ks), com 2kiky € Z. Logo, xy é par. Portanto, se o

produto xy é impar, entao x é impar ou y é impar. O

E de se esperar neste tipo de demonstracio condicional, que o aluno mostre que “se
pegarmos qualquer niimero impar e multiplicarmos por outro, seja este outro par ou impar,
o resultado serd impar”. Apesar disso ser verdade, o que se prova com este argumento
é que “se x é impar ou y ¢ impar, entao o produto zy é impar”, isto é, a reciproca da
conjectura. Como mostra a tabela abaixo, a reciproca de um condicional ndo é uma
afirmacao equivalente a este. A afirmacao equivalente seria sua contrapositiva, segundo o

Teorema 4.6.5 (11), contaposigao.

Condicional | Reciproca | Contrapositiva

QLY ||| o= Y=o Y = 9
VIV|F|F \Y \Y \Y
VIF|F |V F \Y F
FI|V|V|F \Y F \Y
FIF| V|V \Y \Y \Y

No entanto, o que pode causar estranheza na demonstragao dada ao Exemplo 6.3.2
é que ela s0 se refere a nimeros “pares”, termo que nao foi usado em momento nenhum
na enunciado da conjectura. Isto se da ao fato da contapositiva apresentar antecedente e

consequente negados e negar que um numero ¢ impar ¢ afirmar que ele é par.

Para uma andlise da demonstragdo deste exemplo, segue-se a formulagdo em
Z tal que I(x):“z é impar” e —I(x):“x é par”. Logo, devemos provar a proposicao
“I(xy) — I(x) V I(y)”. Partindo da hipdtese “I(xy)”, ndo se consegue facilmente boas
implicagoes. Por isso serd considerada a contrapositiva “—(I(z) V I(y)) — —I(zy)” onde,
ap6s aplicar De Morgan no antecedente, temos “—I(z) A =I(y) — —I(zy)” e partir de

“=I(x) A —1I(y)” como hipétese é mais favoravel.



Analise do Exemplo 6.3.2
Linha | Proposicao Justificativa

a —I(u) <> 3k € Z(u = 2k) Premissa. Definicao de par

b Yu € Z,%v € Z(uwv € Z) Premissa. Propriedade da multiplica-
cao em Z.

—I(z) AN =I(y) Hipétese para D.C.

2 —I(x) Por simplificagdo (SIMP) na linha 1.

3 x = 2k Aplicando a defini¢io de par (linha a)
na linha 2 e depois L.E.

4 —1(y) Por simplificacao (SIMP) na linha 1.

5 y = 2ks Aplicando a defini¢io de par (linha a)
na linha 4 e depois L.E.

6 x =2k Ny = 2k Por conjungao (CONJ.). Linhas 3 e
D.

7 xy = 2(2k1k3). Linha 6. Operacao de multiplicacao

8 2k1ky € Z Por I.U. na linha b.

9 xy = 2(2k1ka) A\ 2k1koy € Z Por conjungdo (CONJ.). linhas 7 e
8.

10 | 3k € Z(xy = 2k) Por G.E na linha 9.

11| =I(zy) Pela defini¢ao de par (linha a) na li-
nha 10.

12 | =I(z) A —=I(y) — —I(zy) Linha 1 até linha 11 (D.C.).

13 | =(I(z) V I(y)) — —I(xy) Por De Morgan no antecedente da li-
nha 12.

14 | I(xy) — I(z) V I(y) Por contraposigao na linha 13.

6.4 DEMONSTRACAO BICONDICIONAL
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Pelo Teorema 4.6.5 (14b), equivaléncia bicondicional, para provar uma conjectura na

forma bicondicional, ¢ <+ 1), devemos provar os condicionais ¢ — ¥ e ¢ — ¢, podendo-se

usar em cada uma dessas provas intermediarias qualquer das técnica de prova condicional

como D.C. e até contrapositiva, se necessario.

Exemplo 6.4.1 (Demonstra¢ao bicondicional). Provar que |a| = 0 se, e somente se,

a=20.

Demonstragio. Se a =0, |a] = 0. Se a # 0, entdao —a # 0 e, portanto, |a| # 0.[11, pag.

130]

]
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Analise do Exemplo 6.4.1
Linha | Proposicao Justificativa
a (a>0—lal =a)A(a <0 — |a| = —a) | Premissa. Definicao de mddulo.
1 a=0 Hipotese para D.C.
2 la| =0 Pela definigdo de médulo na linha 1.
3 a=0—la|=0 Linhas 1 e 2 (D.C.).
4 a+#0 Hipotese para D.C.
5 —a #0 Linha 4, aritmética.
6 a>0Va<O0 Linha 4, aritmética.
7 a>0 Hipétese para D.C.
8 la| =a #0 Linha 7, defini¢ao, linha 4.
9 a>0—|a| #0. Linhas 7 e 8 (D.C.).
10 |a<0 Hipotese para D.C.
11 | ja|=—a#0 Linha 10, definigao, linha 5.
12 | a<0—|a| #0. Linhas 10 e 11 (D.C.).
13 | |a|#0 Linhas 9 e 12, prova por casos (PPC)
14 |a#0—lal #0 Linha 4 até linha 13 (D.C.).
15 |Ja|=0—a=0 Por contraposigao na linha 14.
16 ||a|=04a=0 Linhas 3 e 15, equivaléncia bicondicional.

As propriedades de reflexao, simetria e transitividade satisfeitas pelo conectivo
bicondicional tornam possiveis demonstrar que varias proposi¢oes sao equivalentes de
maneira bem mais rapida. Por exemplo, é possivel mostrar que as quatro proposicoes ¢1, ¢o,
@3 e ¢4 sao equivalentes sem mostrar que sao equivalentes par a par, como ¢ <> ¢a, ¢1 <> @3,
etc. Basta apenas provar uma cadeia fechada de condicionais ¢y — ¢ — ¢3 — ¢y — ¢1.
Tem-se, por exemplo, ¢3 — ¢4 de forma direta, mas também obtém-se ¢4, — ¢3 através de
¢1 e ¢ na cadeia fechada. Ou seja, através da dupla aplicagao do silogismo hipotético
(SH): “¢4 — ¢1,01 — ¢a = s — ¢27 € “4 — ¢o,p2 — ¢p3 1= ¢4 — ¢3”. Em consequéncia
disso é possivel afirmar neste caso que ¢3 <+ ¢4 e assim por diante.
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6.5 TECNICAS AVULSAS

Apés apresentar as técnicas dedutivas basicas, agora serao apresentadas algumas
técnicas alternativas ou sugestoes que podem servir de orientagao na tentativa de estabelecer

provas para alguns casos especiais de conjecturas.

6.5.1 Uso de teoremas

Um teorema, apés ser provado, pode ser usado para provar teoremas posteriores, mas
para isso deve-se fazer algumas observagdes quanto a sua relevancia a esta aplicacgdo. Um
teorema, mesmo que nao expressado desta forma, pode ser colocado como um condicional,
onde no antecedente se encontram a conjuncao das premissas que o justificam e no
consequente a afirmacao que o caracteriza. Este conjunto de premissas de um teorema
na forma condicional é chamado muitas das vezes, no momento da demonstragao, de

“hipoteses”, enquanto o consequente é chamado de “tese”.

Exemplo 6.5.1. Considere o teorema:
“Seja m, o, ..., T,. Temos que "
Na forma condicional:
Ty AT N oo N T — Y

O conjunto das hipdteses é H = {my, 7o, ..., m,} € a tese é 7.

Um teorema 7 com hipdéteses em H; ¢é relevante para demonstracao de uma
proposicao ¢ com hipéteses em Hy se Hy C Hy. De fato, para demonstrar a proposicao ¢,
deve-se fazer a suposicao das premissas em H, e estando H; C Hy, todas as premissas de
7 seriam colocadas como hipoteses da prova. Logo, por modus ponens, a tese do teorema

T poderia ser usada como passo da demonstracao.

Exemplo 6.5.2 (Uso de teoremas). Verificar se o Teorema do Valor Médio [18]

“Seja f :[a,b] — R continua. Se f € derivavel em (a, b), existe ¢ € (a,b) tal que

f/(C) _ f(b;) : i(a) »

pode ser relevante para demonstrar a proposicao ¢:

“Seja a < b. Seja f uma funcdo continua no intervalo a < x < b e derivdvel no intervalo
a<x<b. Se f'(xr) >0 nointervalo a < x < b, entao f é estritamente crescente neste

intervalo”,
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A tabela a sequir lista e compara o conjunto de hipoteses dos dois teoremas em

colunas:

Hipoteses da proposigcao ¢ Hipéteses do Teorema do Valor Médio

a<b a<b
f € continua no intervalo a < x <b f € continua no intervalo a < x <b
f € derivavel no intervalo a < x < b f € derivavel no intervalo a < x < b

f'(x) >0 nointervaloa <x <b | L

Como as hipoteses a serem feitas no Teorema do Valor Médio estio contidas no
conjunto das hipoteses a serem feitas para a demonstracao da proposicio ¢, o Teorema
do Valor Médio pode ser relevante para esta demonstragao e usado, se necessario, como

justificativa em algum dos passos.

Quanto menos hipdteses a serem feitas em um teorema, menos restrito ele se torna.
J& os teoremas com um nimero maior de hipéteses possuem maior nimero de restrigoes a
serem consideradas. Um teorema mais restrito nao pode ser usado para demonstrar uma
proposicao menos restrita. Por isso nao seria possivel, supondo ja demonstrada, usar a

proposicao ¢ dada no exemplo anterior para provar o Teorema do Valor Médio.

Observa-se também que feita uma pequena modificacdo na proposicao ¢ trocando

a continuidade no intervalo a < x < b pela continuidade no intervalo a < x < b, teriamos

%

“Seja a < b. Seja f uma funcao continua no intervalo a < = < b e derivavel no intervalo
a <z <b. Se f'(x) >0 no intervalo a < x < b, entdo f ¢é estritamente crescente neste

intervalo”.

E possivel ver na tabela a seguir que as hipdteses do Teorema do Valor Médio
nao estao mais contidas nas hipéteses de ¢’ e portanto ele se torna irrelevante para a

demonstragao do tltimo.

Hipdéteses da proposicao ¢ Hipoéteses do Teorema do Valor Médio

a<b a<b

f € continua no intervaloa <z <b |

......................... f € continua no intervalo a < x <b

f é derivavel no intervalo a < x < b | f é derivavel no intervalo a < x <b

f'(z) >0nointervaloa <x <b |
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6.5.2 Trabalhar para tras

Uma boa estratégia que as vezes se permite util para demonstrar uma proposi¢ao

v é seguir os passos:

1. Supor v e tentar demonstrar algo ja conhecido (um axioma, uma propriedade, um

teorema ja demonstrado, etc.).

2. Se em todos os passos da demonstragao feita no item (1) foram usados bicondicionais

ou igualdade, entdo inverter estes passos fazendo ir da proposigdo ja conhecida até ~.

Obviamente, o item (1) é somente um rascunho onde se verifica a possibilidade de
uso do método de “trabalhar para tras”. Se, a partir de ~y, for possivel alcangar, somente
com passos que usam bicondicionais ou igualdades (passos reversiveis), um teorema ou
axioma, entdo a demonstragao propriamente dita de 7 serd dada pelo item (2) onde a
sequéncia de passos serd invertida e se escreverd a prova partindo do tal teorema até a

conclusao 7.

Exemplo 6.5.3 (Trabalhar para tras). Sejam a e b niumeros inteiros tais que 0 < a < b.

Provar que a® < b,

1. Rascunho: E possivel, partindo da tese a® < b%, fazer passos ldgicos até certo ponto,
usando bicondicionais: a* < b* <> a* —b* <0 <> (a — b)(a +b) < 0. Deve-se agora
tentar partir das hipdteses e deduzir a dltima proposi¢ao “(a—>b)(a+b) < 07 (teorema),
de onde se fard o caminho inverso através dos bicondicionais até a tese. Temos duas
conclusoes através das hipoteses: (a € ZANbEZN0<a<b) — (0<aAN0<b) —
(a+b>0)e(a€ ZNbe ZN0<a<b) — (a<b) = (a—b<0). E essas conclusoes
nos levam a “(a —0b)(a+0b) <07, pois (a+b>0)A(a—b<0)— (a—0b)(a+0b) <0.

2. Demonstracao: Sendo a e b inteiros e 0 < a < b, entdo 0 < a e 0 < b, de onde se
deduz que a + b > 0. Por outro lado, também das hipoteses, temos a < b e entao
a —b < 0. Destes dois casos deduz-se que (a —b)(a +b) < 0. Logo, a*> —b* < 0 e,

portanto, a* < b?.

6.5.3 Teoria dos Conjuntos

E possivel fazer demonstracoes de algumas proposicdes sobre conjuntos usando
apenas a dlgebra de proposicoes (Teorema 4.6.5). Isto é feito a partir do intercAmbio
sucessivo entre a linguagem da Teoria dos Conjuntos e a do Célculo Proposicional, dados

pelas defini¢oes a seguir.
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l.xreAUB+< € AVzr e B.

2. x€eANB&re ANz e B.
3.zr€eA-B+ e AN—(z € B).
4. zelU—-Aw —(xeA.

5 ACB+ (x€e A=z eB).

6. A=B< (re€ A2 € B).

Exemplo 6.5.4 (Teoria dos Conjuntos). Dados os conjuntos A e B. Provar que AN (BU
C)=(ANB)U(ANC).

Demonstracio. A tabela abaixo mostra os passos desta demonstracao.

Linha | Proposicao Justificativa

1 re AN(BUC) Hipétese.

2 re ANz e (BUC) Linha 1, definicao 2.

3 reAN(xeBVrzel) linha 2, definigao 1.

4 (e ANz eB)V(re ANz el) Linha 3, Teorema 4.6.5 (4b)
(lei distributiva).

5 re ANBVxe ANC Linha 4, defini¢ao 2.

6 re(ANB)U(ANC) Linha 5, definigao 1.

r € AN(BUC) <» z € (ANB)U(ANC) | Linha 1 a linha 6, equivaléncia

bicondicional.

8 AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Linha 7, definicao 6.

]

De fato, existe um isomorfismo entre a estrutura do Calculo Proposicional, dada
por ({V, F}; =, A, V), e a estrutura da Teoria dos Conjuntos, dada por ({{0},0}; U—,N, V)
[19], onde podemos intercambiar os valores-verdade V' e F' pelos conjuntos {0} e () e os
conectivos -, A e V pelos operadores U—, N e U, respectivamente e trocando as letras
proposicionais por nomes de conjuntos. Desta forma, pode-se, pelo Teorema 4.6.5, obter
as leis idempotentes, leis associativas, leis comutativas, leis distributivas, leis de identidade,
leis complementares e leis de De Morgan para as operacodes entre conjuntos, tornando as

demonstragoes nesta area ainda mais diretas. [17].
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e Publico alvo: Alunos nos periodos iniciais de graduagao em Matematica. Em

especial, cursos de licenciatura.

Justificativa: Em geral, um curso introdutério de Légica nao é visto por alunos na
graduacgao em Matematica, o que torna bem dificultoso a abordagem da Matematica
no seu nivel mais basico que é o raciocinio formal. Alunos que buscam a graduacao
em Matematica, inclusive os que buscam a licenciatura, podem chegar com falta de
pratica nos processos de justificacdo e elaboracao sistematica do raciocinio, frutos de
uma Educacao Basica voltada somente a apresentacao conteudista de informagoes
e conhecimentos praticos e pouco voltadas ao método cientifico e as praticas de
justificagdo e demonstracao do contetido apresentado. Os futuros professores que nao
desenvolvem estes habitos metddicos, acabam por manter este ciclo falho na educacao,
contribuindo para o mal desenvolvimento das ciéncias em geral, que dependem dos
métodos matematicos, além de nao exercerem por completo sua cidadania, por falta
de capacidade de pensamento e analise critica das informagoes e conhecimentos

recebidos.

Objetivo geral: Introduzir os alunos nos periodos iniciais da graduagao em Matema-
tica, especialmente os da licenciatura, aos métodos do raciocinio légico e aplicagoes
na disciplina escolhida, com o objetivo de formar melhores matematicos e amenizar
as falhas de abordagem metédica nas ciéncias em geral, impedindo um possivel ciclo

de educacao falha nestes topicos.

Segao Contetido | Numero de aulas (50 min/aula) | Referéncias bibliograficas
Introducao Capitulo 2 6 aulas [26], [4], [22].
Capitulo 3 6 aulas [4], [26], [21], [22].
Calculo Proposicional | Capitulo 4 30 aulas [1], [9].
Calculo de Predicados | Capitulo 5 20 aulas [1], [4], [6].
Técnicas Dedutivas | Capitulo 6 10 aulas [11], [23], [12].

Total

72 aulas (60 h)
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A instrucao académica ou escolar é, sem duvida, de fundamental importancia para
transmissao do conhecimento e desenvolvimento de bases cognitivas para interpretacao do
mundo. A Légica, como uma disciplina propedéutica, nao pode ser menosprezada neste
aspecto. Em todas as ciéncias ou ramos de conhecimento é necessario justificar e “provar”.
Mesmo sendo perfeitamente possivel viver sem provas ou justificativas, a evolucao social e
cientifica ocorre por caminhos que seguem uma constante revolucao de métodos, posturas
e “verdades” e o valor dado ao estudo da Légica pelas instituicoes de ensino ¢ um grande

auxilio para que mais pessoas possam seguir neste caminho critico de mudanca do mundo.
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APENDICE A - Fundamentacio Légica da Inducio Matematica

Existem dois tipos importantes de argumentos: os dedutivos e os indutivos. No
primeiro caso, as premissas sao suficientes para assegurar a conclusao, ja no segundo, as
premissas tornam somente a conclusao mais provavel. Apesar disso, quando falamos em
“indugdo matematica” estamos nos referindo a um tipo de argumento dedutivo muito ttil e

poderoso, utilizado em demonstragdes no conjunto dos nimeros naturais. [11]

Basicamente, o que se pode provar com a indu¢do matemdtica é que um determinado
predicado é verdadeiro para todo os elementos de um conjunto com mesma cardinalidade
que os naturais [17], isto é, cujos elementos podem ser indexados em sequéncia por niimeros
naturais. Por exemplo, dada a sentenga qualquer P(x) no conjunto N dos ntimeros naturais,

provar
Vo e N, P(x).

A prova consiste em dois passos: (1) Provar que o predicado é verdadeiro para
o primeiro nimero natural; (2) Provar que se o predicado é verdadeiro para qualquer

nimero natural especificado, entao vale para o sucessor deste determinado nimero. [22]
1. P(0)
2. Vz(P(x) = P(x +1))
O item (2) é uma proposigao universal e representa a cadeia infinita de condicionais:

P(0) — P(1)
— P(2)
P(2) = P(3)

"
—
[
SN—

Onde podemos observar que caso a proposicao P(0) seja verdadeira, entao a proposicao
P(1) também serd e, sendo assim, a proposi¢do P(2) também sera verdadeira, assim por
diante, abrangendo todos os niimeros naturais. A questao principal agora é responder
a condigao “P(0) é verdadeira?”. Isso pode ser feito com uma verificagdo. Logo, pela
aplicagao sucessiva da regra modus ponens, tendo P(0) e P(0) — P(1), temos P(1); de
P(1) e P(1) — P(2), temos P(2); de P(2) e P(2) — P(3), temos P(3), assim por diante.
Ou seja, a conjungao das proposigoes nos passos (1) e (2) implica em “VaxP(z)”.

Vimos que a verdade de P(0) pode ser encontrada por simples inspecao. Porém, para

demonstrar o item (2), que é uma proposigao universal, devemos fazer uma instancia¢io

universal e usar uma representacao arbitraria da proposicao condicional
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P(n) — P(n+1)

Onde n é um numero natural qualquer, inclusive o 0. Observa-se que, o que se deseja
provar ¢ um condicional e nao que “P(n + 1) é verdadeira”, como é comum pensar os
iniciantes no método. Logo, para demonstra¢io condicional, devemos supor que P(n)
é verdadeira (hipdtese para D.C.) e, com isso, deduzir P(n + 1), tendo portanto, uma
prova para “P(n) — P(n + 1)”. Apo6s aplicagao de generaliza¢io universal, concluimos
que Vz(P(z) — P(x + 1)), o item (2).

E possivel resumir estas informagoes no esquema geral abaixo:

1 P(0) Base da indugéo.

2 P(n), comn >0 Hipétese de indugao.
: : Técnicas dedutivas.
k P(n+1)

ktl  P(n)— P(n+1) 2ak D.C.
k+2 Va(P(z) — Pz +1)) k+l, G.U.
k+3 VaP(x) 1, k+2, Indugdo matematica.

Exemplo A.0.1 (Prova por indugao matemaética). Dado x € N. Provar a generaliza¢io
da lei de De Morgan,

“(P1V P2V Vpe) = Tpr ATpe A AT,
para todo x > 2.

Demonstracdo. A linhas a seguir mostram a estrutura de uma possivel demonstracao com

base nas equivaléncias da dlgebra de proposicoes, Teorema 4.6.5, onde temos:

P(n):=(p1VpaV..Vp,)=-p1 A-p2 Ao A=y

1 =(p1 Vp2) = —p1 A —pe Base da inducdo. De Morgan.
2 =(prVp2V..VDpy) =-p1 A=pa A ... A =Dy, cOm n > 2 Hipotese de inducio.

3 “[p1Vp2 V..V pyV pnii] Por construcao.

4 S[(p1 V2 V.. Vpn) V Dpta] 3, Leis associativas.

5 =(p1Vpa V... VD) A —ppi1 4, De Morgan.

6 “P1 A P2 A oo A D A Dy 5, 2, pela hipétese de inducao.
7 “(p1Vp2V..VpyVppi1) = P1r A-paAce A=pp A ppi1 3, 6, equivaléncia.

8 P(n) = P(n+1) 2a7, D.C.

9 Ve >2,P(x) - Pz +1) 8, G.U.

10 Ve >2,7(p1 Vpa V..V pg) = pr A—pa Ao Ay 1, 9, Inducdo matematica.
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De modo analogo, trocando os conectivos “V” por “A”, podemos também provar a

equivaléncia
(pr Apa A Apg) =PV pe VoL Vo,

para todo x > 2.
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