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RESUMO

Nesse trabalho apresentamos uma proposta para introduzir, ja no 1° ano do Ensino Médio,
a idéia de Taxa de Variacao de uma Funcao tanto do ponto de vista algébrico como
geométrico e caracterizar as fungoes elementares (afim, quadratica e exponencial) a partir
de suas variabilidades ( a forma como uma funcao cresce ou decresce). Nesse sentido, é
muito importante uma certa conexao com a disciplina de Fisica, onde a Cineméatica é um
ambiente valioso para esse estudo. Finalmente, propomos um estudo intuitivo de Limite
de Sequéncia o que permitird uma abordagem mais consistente do importante niimero de
Euler que aparece naturalmente em situacoes onde a variacao de uma certa grandeza num
certo instante é proporcional ao seu valor naquele instante.

Palavras-Chave: Funcoes. Derivada. Exponencial.



ABSTRACT

In this work we have presented a proposal to introduce, early in the first year of High
School Education, the idea of the Rate of Variation of a Function either from the algebraic
or geometric point of view and characterize the elementary functions (affine, quadratic
and exponential) from their variabilities (the form as a function increase and decrease). In
this sense, it is very important to have a certain connection with the discipline of Physics,
where the kinematics is a rich environment for this study. To conclude, we proposed an
intuitive study of Limit of Sequence, which will allow us a more consistent approach of
the important number of Euler that appears naturally in situations where the variation
of a certain grandeur in a specific moment is proportional to its value at that moment.
Key-words: Functions. Derivative. Exponential.
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INTRODUCAO

O baixo rendimento dos alunos de calculo na maioria das universidades brasileiras bem
como a necessidade de uma reformulagao da Matematica no Ensino Médio nortearam este
trabalho.Embora o Célculo ainda faca parte da grade curricular do Ensino Médio (Limites
e Derivadas), a maioria dos professores o deixam de lado. A justificativa dada geralmente
é que ha falta de espaco, pois os programas sao muito extensos e o objetivo central é
a preparacao para o vestibular onde esses assuntos geralmente nao sao cobrados. Tal
abandono contribui fortemente para o alto indice de reprovacao na disciplina em muitos

Ccursos superiores.

Um procedimento bastante comum em muitas instituicoes de curso superior é o de
criar disciplinas voltadas para suprir deficiéncias apresentadas pelos alunos recém chegados
do Ensino Médio. Contudo, isso geralmente nao tem tido o efeito esperado. O que se
observa é que o problema duplica, ja que os alunos apresentam dificuldades para serem

aprovados nessas disciplinas.

O intuito desse trabalho é mostrar que alguns conceitos matematicos relacionados ao
Calculo, podem sim ter espaco no Ensino Médio, desde que adequadamente adaptados.
Enfatizaremos basicamente a nocao de variabilidade, para que a nocao de Derivada seja
intuitivamente construida. Assim, propomos inicialmente a caracterizacao das funcoes
reais estudadas no Ensino Médio, especificamente as fungoes polinomiais do 1° e 2° graus
e a funcao exponencial, destacando o estudo de suas variagoes. Nesse contexto, a funcao
afim sera caracterizada como a funcao em que acréscimos iguais na variavel independente
determinam acréscimos iguais na variavel dependente. Na funcao quadratica destacaremos
a taxa de variacao média e a taxa de variagao instantanea, ambiente propicio para a
nocao de Derivada.Tal nocao é complementada com o aspecto dinamico da reta tangente.
Também propomos um trabalho paralelo com o professor de fisica, através dos conceitos
de velocidade e aceleracao. Esse trabalho pode ser feito no primeiro ano do Ensino Médio

mediante adequada abordagem.

E importante observar que a insercao da idéia de Derivada no estudo das Func¢oes Afim
e Quadratica ja constitui um passo fundamental para tornar o ensino da Mateméatica mais

atrativo e eficiente. Contudo, fica a cargo do leitor utilizar ou nao os capitulos V e VI
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onde se aborda de maneira mais detalhada a Funcao Exponencial. Temos consciéncia que
tal enfoque seria melhor aproveitado por alunos da 3* série do Ensino Médio voltados

para area de exatas e que ja teriam nocoes de Progressoes e Binomio de Newton.

A funcao Exponencial e é abordada com um certo destaque para o nimero de Euler,
fato que leva naturalmente a um estudo ainda que intuitivo de sequéncias e limite. Esse
estudo deve ser feito preferencialmente na terceira série do Ensino Médio quando as nocoes

de progressoes e bindmio de Newton j& forem conhecidas.

No Capitulo I, a partir de um exemplo que relaciona a altura de uma determinada
pessoa com sua idade, criamos um pano de fundo para introduzirmos a idéia de taxa de
variacao média de uma funcao e sua consequente definicao. Finalmente completamos essa

no¢ao com uma interpretagao geométrica ( coeficiente angular de uma reta).

No Capitulo II, caracterizamos a Funcao Afim através de sua taxa de variagao, des-

tacando o coeficiente angular como elemento de sua lei de formacao.

No Capitulo III, propomos inicialmente um trabalho com a forma canonica da fungao
quadratica para extrair o grafico desse tipo de funcao mediante translagoes.Em seguida
sugerimos uma breve nogao de Limite de uma fun¢ao para o posterior estudo da reta
tangente a uma curva. Gradativamente criamos o terreno para estabelecer a nocao de
derivada e sua posterior definicao. Com as nogoes de Funcao Crescente e Decrescente,
concavidade de um grafico e extremos de uma fun¢ao procuramos criar um estudo mais
dinamico da funcao quadratica e dar uma nocao da importancia da derivada na andlise

de uma funcao.

No Capitulo IV, fizemos um breve comentario da importancia da conexao entre a
Matematica e a Fisica onde o estudo da cinematica fornece um ambiente rico para o

desenvolvimento da nocao de derivada como uma taxa de variagao.

No Capitulo V, fazemos um estudo intuitivo de Limite de uma sequéncia, iniciando
com as definicoes de Sequéncia, Sequéncia Limitada e Sequéncia Mondtona. Posteri-
ormente estabelecemos a idéia de Limite de uma sequéncia, destacando o Teorema da

Convergéncia Mondtona.

No Capitulo VI, destaca-se a funcao exponencial e, destacando inicialmente o niimero
e (nimero de Euler) a partir de uma questao da Matematica Financeira( juros continuos).
Com o estudo proposto no capitulo IV, criamos o alicerce para apresentar o nimero de
Euler como limite de uma sequéncia e caracteriza-lo como ntmero irracional. Finalmente

propomos algumas aplicacoes das fungoes do tipo exponencial.
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Acreditamos que uma postura como essa podera contribuir para minimizar os altos in-
dices de reprovacao na disciplina de Calculo ministrada geralmente nos primeiros periodos

de cursos de Ciéncias Exatas.
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1 PRIMEIRAS NOCOES DE TAXA DE VARIACAO

Antes de iniciarmos esse capitulo esperamos que tenha sido apresentado aos alunos
algumas nocoes e notagoes de conjuntos incluindo uma breve revisao dos diferentes tipos
de nimeros (naturais, inteiros, racionais, irracionais e reais) bem como a nog¢ao de plano
cartesiano e funcao. Sabemos que a idéia de funcao surge quando duas grandezas se
relacionam entre si de modo que a cada valor x de uma delas corresponde um tnico valor

y da outra.

Para um melhor aprofundamento do que sera exposto a seguir, sugerimos [5], [6], [11]
e [3].

1.1 Introducao

A tabela abaixo mostra a relacao entre a altura de uma pessoa e sua idade em anos.

* Qual é a variacao da altura dessa pessoa durante os 5 primeiros anos de sua vida ?

Variacao da altura = 103 — 45 = 58.

* Qual é a variacao da altura entre as idades de 5 e 15 anos?

Variacao da altura = 162 — 103 = 59.

* Em qual dos dois periodos essa pessoa estava crescendo mais rapido?

Os nameros 58 e 59 nao determinam quando a pessoa estava crescendo mais rapida-

mente. Para responder a questao usaremos a taxa de variacao média:

103 — 45
para os primeiros 5 anos = -0 = 11,6cm/ano;

162 — 103
para o intervalo entre 5 e 15 anos = T5_5 5,9cm/ano.
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idade (anos) Altura_(cm)
Nascimento 45
I 68
2 30
3 38
4 03
3 103
g 108
7 115
3 120
0 126
10 133
i1 138
12 143
13 152
14 157
15 162
16 166
o 170
18 172
10 174
2 175

Figura 1: Tabela altura por idade.

Como essa pessoa cresceu em média 11,6 cm por ano até a idade de 5 anos e 5,9 cm por

ano entre os 5 e os 15 anos, ela cresceu mais rapidamente durante seus 5 primeiros anos

de vida.

Observacao: Se escrevermos y para indicar a altura dessa pessoa e x para indicar a

idade, indicaremos por Ay e Ax a variacao no valor de y e de x respectivamente.
1.2 Definicao

Seja I C R um intervalo aberto (I = (m,n) ou (m, +00) ou (—oo,n) ou R) e a fung¢ao
real f: I — R. Sendo a,b € I com b > a, denomina-se Tazxa de Variacao Média de f no

intervalo [a, b], o quociente:
Ay J0) - J)
Ax b—a

A Taxa de Variagdo Média indica a "rapidez'"com que a funcdo cresce ou decresce

num dado intervalo.
Exercicios propostos:

1. Calcule a taxa de variagao média da funcao f : R — R definida por:
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a) f(z) = x* no intervalo [2,4].
b) f(x) = (%) no intervalo [—1, 3].

2. Considere as fungoes reais com dominio real dadas por f(z) = 2z, g(x) = 2% e
h(xz) = 2*. Calcule a taxa de variagdo média dessas fun¢oes nos intervalos [0, 1], [1,2],
2,3], [3,4], [4,5] e conclua que embora as trés cresgam no intervalo [0, 5], elas crescem de

forma diferente.
1.3 Interpretacao Geométrica da taxa de variagao média

A taxa de variagao média de uma funcao f : R — R num intervalo [a,b] C I, pode

ser interpretada geometricamente considerando-se no plano cartesiano a reta r que passa
pelos pontos A(a, f(a)) e B(b, f(D)) :

f(b)

f(a)

L J

i
o
-

Figura 2: Reta secante

O angulo o que a reta r forma com o semi-eixo positivo = é tal que: tga = % =
%i(“) (coeficiente angular ou declividade da reta que passa por A e B).

Exemplo: Considere a fun¢io f : R — R definida por f(z) = 2.
a) Calcule a taxa de variagdo média de f no intervalo [—2,0].

b) Esboce o gréfico de f e interprete o sinal da taxa de varia¢ao obtida no item a.

Solucgao:

f0) = f(=2) _0-4

0—(—-2) 2 =2

a) tvm =
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L

Figura 3: Gréfico de f(z) = z°.

A taxa é negativa porque f é decrescente nesse intervalo, isto é, o coeficiente angular

da reta tangente é negativo (a > 90°, tga < 0)
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2 FUNCAO POLINOMIAL DO 1° GRAU ( F.AFIM)

Apos a definigao da fungao afim, isto é, fungao f : R — R definida por f(x) = ax + b
com a # 0, e a inclusao de exemplos do cotidiano que podem ser modelados por essa
funcao é importante mostrar que a taxa de variacao desse tipo de funcao é constante, o
que faz com que seu grafico seja uma reta. Para um melhor aprofundamento do que sera

exposto a seguir, sugerimos [2], [1].
2.1 Taxa de Variacao Média da Funcao Afim

Em uma padaria, a temperatura interna de um forno desligado era de 25°C'. A partir
do momento em que o forno foi ligado, a temperatura aumenta 30° por minuto até atingir
um valor maximo. Com base nessas informagoes, podemos concluir que a temperatura y
(em graus Celsius) do forno é uma fungao do tempo = (em minutos) a partir do instante
em que foi ligado (x = 0). Suponha que tal fun¢ao seja dada por y = 30z + 25. Podemos

construir a seguinte tabela:

Tempo (%) 0 [ 1 2 3 7 3
Temperatura { v ) 25 55 &5 115 145 175

Figura 4: Tabela tempo-temperatura.

Observemos que a variacao de y, (Ay) é proporcional a variacao de x, (Ax):

* Quando x varia de 0 a 1, a variacao correspondente de y é de 25 a 55, isto é:

Ay 5525

Ae 10

* Quando x varia de 3 a 5, a variacao correspondente de y é de 115 a 175, isto é,

Ay 175—115

Ar  5-3 30.
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Tal proporcionalidade faz com que o grafico seja uma reta.

v

Figura 5: Grafico da funcao afim.

2.2 Caracterizacao da Funcao Afim

Se f é uma func¢ao afim entao ﬁ—i é constante. De fato, sendo f(x) = ax+0b, (a # 0),

e x1, Ty € R com x; # x5, a taxa de variacao média de f no intervalo [z, x5] é:

Ay f(z2) = f(z1) _ (aza+b) — (az1 +b) _ alzs — 1)

Az Ty — T1 Ty — T1 Ty — T1

Logo, a taxa de variacao média de uma funcao afim é constante e igual ao coeficiente a.

Observagao: Conforme vimos anteriormente a representa o coeficiente angular da reta

que passa por (x1, f(z1)) e (x2, f(x2)) que, neste caso, coincide com o grafico da fungao.
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3 NOCOES DE DERIVADA

Concluido o estudo da funcao afim propomos que o capitulo sobre fungao quadratica
seja restrito a definicao, modelagem de problemas com tal fungao e o estudo do grafico.
E oportuno observar que a analise grafica pode partir do caso mais simples da funcio
f : R — R definida por f(z) = az? com a # 0 e utilizando-se translagdes horizontais e
verticais chegar ao caso geral da funcao f : R — R definida por f(z) = az® + bx + ¢ com
a # 0. Para um melhor aprofundamento do que sera exposto a seguir, sugerimos: [1], [2],

[5] e [6].

Exemplo:

Figura 6: Funcao y = 2°.



kL J

tet

Figura 7: Fungao y = (z — 2)%

L J

i}

Figura 8: Funcao y = 2> — 4z +5ouy = (v — 2)> + 1.

O exemplo sugere que, para obtermos o grafico da funcao f : R — R definida por

f(x) = ax?® + bx + ¢, primeiramente devemos usar a técnica de completar o quadrado,
Como segue:

b
Agora, fazemos o grafico de f(z) = az? e o transladamos de % unidades para a direita
a

b
se % < 0 ou para a esquerda se % > 0 . Em seguida, transladamos este ultimo grafico
a a

A
de —— unidades para cima se —— > 0 ou para baixo se —— < (.
4a 4a 4a

19
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Feito esse trabalho, passamos a introduzir a idéia de reta tangente a uma curva.

3.1 Nocao Intuitiva de Limite

Acompanhe o exemplo: considere a fungao f : R — R definida por:

2
—4
‘ se x # 2
xr—2
flz) =
6 sex =2
24 -2 2
Como = = (z=2)@+ ):$+asex7é2, podemos escrever:
T —2 x—2
r+2sex#2
fz) =
6 se x =2

Notemos que quando x se aproxima de 2, f(z) se aproxima de 4, embora para z = 2
tenhamos f(z) = 6:

£(1,9) = 3,9 £(1,99) = 3,99 £(1,999) = 3,999 ... £(1,99..9) = 3.99...9

F2,1) =41 f(2,01)=4,01  f(2,001) =4,001 ... f(2,00..01) = 4,00...01

Dizemos que o limite de f(x), quando = “tende a 2”7 é 4 e simbolicamente escrevemos:

lim f(z) = 11_%(1‘ +2)=4.

r—2

PR e
i
i

®

Figura 9: Limite de uma funcao.

Intuitivamente, o limite de uma funcao f quando x tende a a é igual ao niimero real

L se, e somente se, os nimeros reais f(x) para os infinitos valores de x permanecerem
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proximos de L, sempre que z estiver muito proximo de a. Indicamos: lim, ., f(z) = L.

Em outras palavras, podemos fazer com que a diferenca |f(x) — L| fique menor que
qualquer ntmero real positivo, desde que tomemos x suficientemente proximo de 2. No
exemplo anterior, para que |f(z) — 4] < 0,001, basta tomarmos 1,999 < z < 2,001. De
fato:

1f(z) — 4] < 0,001 = |z +2— 4] < 0,001 = |z — 2| < 0,001

= —0,001l <2z —2<0,001 = 1,999 < x < 2,001.
De modo mais geral, dado arbitrariamente um namero real positivo €, |f(x) — 4| < €
sempre que 2—e < z < 2+e¢. E importante observar que a expressio “z tende a a” (x — a)
significa que x se aproxima de a por valores maiores que a ou por valores menores que a.

Logo, quando calculamos lim f(z) nao estamos calculando o valor que f(z) possa ou nao
Tr—a

assumir em x = a.
* Propriedade Importante:

Sejam as fungoes f: R — R e g : R — R tais que, quando z tende a a, f(x) tende a
L e g(x) tende a M, isto é, lim f(z) = L e lim g(x) = M entao:
Tr—a r—a

a) A funcao soma f(z)+ g(x) tende a L + M, isto é, lim|[f(x) + g(z)] = L.
Tr—a

b) A fungao produto f(z) - g(z) tende a L - M, isto é, lim f(z) - g(x) = L - M.

r—a
. . () L . .. flx) L
¢) A funcao quociente tende para — , isto é, lim ——~ = — desde que M # 0.
) e 2 () T

*A demonstracao de tais propriedades é feita num curso formal de limites.

Exemplo: Sejam as fungdes f : R — R e g : R — R definidas por f(z) = z*

. :L' . . . _ . _ . 2 x] .
g(z) = 2. Temos, glcl_%f(x) =9, glgllgg(x) =8e ig}%[f(:c) +g(x)] = il_rg[:z: +2"] =948 =
17.

3.2 Reta Tangente a uma curva qualquer

Consideremos uma curva que corresponda ao grafico de uma func¢ao f num intervalo
de seu dominio. Seja A(a, f(a)) o ponto do gréifico de f, onde desejamos tracar a reta

tangente & curva e B(a + h, f(a + h)) um outro ponto qualquer do gréafico. A reta que
fla+h) - f(a)
h
intervalo [a,a + h]) chamado de Razdo incremental.

passa por A e B tem coeficiente angular: (taxa de varia¢do média no
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Figura 10: Aproximagao por secantes.

Notemos que f(a+h)— f(a) = Ay e h = Az. Imaginemos agora que, fixado o ponto
A, o ponto B aproxime de A, passando por sucessivas posi¢oes By, By, B3 etc. Logo,
a reta 7 assumiréd as posicoes ABy, ABy, ABj3 etc e supondo que a razao incremental se
aproxime de um determinado valor m, definimos a reta tangente & curva no ponto A como

sendo aquela que passa por A e tem coeficiente angular m.

Observe que fazer B se aproximar de A equivale a fazer h se aproximar de zero.
Dizemos que h tende a zero e escrevemos h — 0 . Os valores de h podem ser positivos ou
negativos. Se imaginarmos h assumindo valores exclusivamente positivos, entao o ponto
B estara aproximando de A pela direita. Também podemos imaginar h assumindo valores

exclusivamente negativos e, assim B aproximara de A pela esquerda.

Figura 11: Reta tangente.

Se quando h — 0, a razao incremental se aproxima de um valor finito m, dize-

mos que m é o limite da razao incremental com h tendendo a zero e escrevemos: m =
L flash) — f(a)
im .

h—0
a Z€ro.

. E importante destacar que h se aproxima de zero mas nao se iguala
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Observacao: O processo descrito anteriormente equivale a analisar a taxa de variacao
média de f em intervalos cada vez menores e o niimero m nesse contexto é chamado de

taxa de variagao instantanea de f no ponto de abscissa = = a.

Exemplos:

1. Determinar a equagao da reta tangente a parabola y = f(z) = z? no ponto de

abscissa r = 1.
Solucao:

1° Passo: determinar o ponto de abscissa x = 1, isto ¢, f(1) = 1 e portanto a reta

é tangente a parabola no ponto P(1,1).
2° Passo: determinar o coeficiente angular da reta tangente, isto é,
(1+h)>—12 I 2h + h?

m = lim fa+h) - 1)) =lim —%—— = lim
h—0 h h—0 h h—0

=lim(2+h) =2
h—0

3° Passo: Obter a equagao da reta (funcao afim), y = ax +b: Comoa =m =2 e
P(1,1) pertence a reta temos: 2.1 +b =1 e dai b = —1 Portanto, a equagao pedida
éy=2r—1lou2x—y—1=0.

2

2. Determinar a equacao da reta tangente a parabola y = f(z) = 2* no ponto de

abscissa v = —1.
Solucao:
1° Passo: Ponto de tangencia P(—1, f(—1)), isto &, P(—1,1).

2° Passo: Coeficiente angular da reta tangente: Procedendo de forma analoga ao

exemplo anterior,obtém-se m = —2.

3° Passo: Equagao da reta (fungao afim), y = az+b: Comoa =m = —2e P(—1,1)
pertence a reta temos: (—2).(—1)+b =1 e dai b = —1. Portanto, a equagao pedida
éy=-2r—1lou2zr+y+1=0.

3. Determinar o coeficiente angular da reta tangente a parabola y = f(z) = z* num
ponto genérico T = a.

Solucao:

_ 2 _ 2 9 2
m = lim flath) = Jla) = lim M = lim 2ah + 17 = lim(2a + h) = 2a.
h—0 h h—0 h h—0 h—0

Portanto, o coeficiente angular da reta tangente é dado por m = 2a.
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3.3 O Conceito de Derivada

Nos exemplos do item anterior observamos que o nimero m varia em funcao da abs-
cissa * = a do ponto em que se pretende tragar a reta tangente. Essa funcao é chamada

de derivada da funcao f e é indicada por f’.
fla+h) — f(a)
h
Observacao: Ja que a representa um valor genérico de x, podemos simplesmente utilizar

‘ . r+h)— f(z
a propria letra x e escrevermos: f'(z) = }ILH% I }1 e
—)

se esse limite existir.

Em simbolos: f'(a) = }llirré
=

Exemplos:

1. Determinar a derivada da funcao f(z) = 22, f'(2) e f'(=3).
Solugao:

1° Passo: Calcular f'(z):

lim flw+h) = Jw) = lim(2x + h) = 2z.
h—0 h h—0 h h—0

Logo, f'(x) = 2.

2° Passo: f'(2) =22=4e f'(-3) =2.(—3) = —6.

2. a) Determine a derivada da fun¢io f(z) = a.z com a € R* e interprete o resultado.
b) Determine a derivada da fungio f(x) = b com b € R e interprete o resultado.

c) E facil verificar (através da definicio) que a derivada de uma soma de fungoes é
a soma das derivadas. Com base nesse fato, e nos itens a e b, determine a derivada
da funcao f(x) = ax + b com a € R*.

Solugao:

a(x +h) —ax

=limp,o———————— =a

h

a) limhﬁo

flx+h) - f(x)
h

* O quociente

B) —
flat l)z f(z) pode ser interpretado como a taxa de variacao média

de f (tvm) no intervalo [a, a+ h] e como vimos no item 2.2, a taxa de varia¢ao média

de uma funcao afim é constante e igual ao coeficiente a.
flz+h) = f(x) b—b
; -

*Como f & uma fungao constante, sua tvm é nula e geometricamente, como o gréafico

de f é uma reta paralela ao eixo das abscissas, seu coeficiente angular é nulo.

¢) Sejam f; e fo duas fungoes quaisquer e f a fungao dada por f(z) = fi(x)+ fa(x).
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Temos:

flath) = flx)  [hlz+h)+ fHlet+h)] - [fi) - f(2)]

h h

_hth) = L) Lleth) = f)
h h

Ao passar para o limite, usamos a propriedade de que o limite da soma é a soma

dos limites e assim podemos concluir que: f'(z) = fi(x) + fi(z).
Quanto a derivada da fungao f(x) = ax + b, fica facil ver que, sendo fi(x) = ax e

fo(z) = b, temos f'(z) =a+0=a.

3. a) Sejam as fungoes [ e g tais que g(x) = k.f(z) com k € R. Mostre que
9'(x) = kf'(z).
b) Com base nos resultados anteriores determine a derivada da fungao

f(z) = az® + bz +c.

Solucao:
) }g% g(x + hf)b—g(x) _ llllg(l) kf(x+ h}i— kf(x) _ ]lg]%k.f(x+h]i_ f(x) — kf'(2).

2 & 22. Usando o

b) Vimos no exemplo 1 que a derivada da fun¢ao definida por x
resultado anterior, a derivada de az? é portanto 2ax e pelo item c) do exemplo 2,

sabemos que a derivada de bx + c é igual a b. Finalmente podemos concluir que
f(x) = 2az +b.

4. a) Usando a identidade (a + b)* = a® + 3a?b + 3ab® + b* (cubo da soma de dois

termos) e a defini¢do de derivada, determine a derivada da funcao f(z) = 3.

b) Determine a derivada da func¢ao f(x) = ax® + bz? + cx + d.

Solugao:
_ 3_ .3
o) lim LEEN ZS@) @RI a2 s 4 n?) = 342
h—0 h h—0 h—0

b) Usando o resultado do item a) do exemplo 3, a derivada de az® ¢ 3ax?. J4 o item
b) do exercicio 3 nos permite concluir que a derivada de bx? +cz+d é 2bx +c. Final-

mente, usando o item ¢) do exemplo 2, podemos concluir que f'(z) = 3az? + 2bzx + c.
3.4 Funcoes com derivadas iguais
Ja vimos que a derivada de uma funcao constante é nula. Reciprocamente se a derivada

de uma fungdo f é nula em um certo intervalo, entao a funcido é constante. Geometri-

camente, como f’(x) representa o declive da reta tangente ao grafico de f, se f'(z) =0
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em todo o intervalo, entdo esse grafico so6 pode ser uma reta horizontal, ou seja, f(x) é

constante nesse intervalo.

Consideremos agora, duas fungoes f e g tais que f'(x) = ¢/(x) em todo um intervalo
de valores de z. Entao a diferenca h(z) = f(z) — g(z) tém derivada zero, isto é, h'(z) =
f'(x) — ¢'(x) = 0. Logo, h(z) é uma funcao constante, isto é, h(z) = f(z) — g(z) =k e
dai, f(z) = g(x) + k, para todo x nesse intervalo.

Conclusao: Se duas fungoes tém a mesma derivada, entao elas diferem por uma cons-

tante.
Exemplo: Encontre as funcoes mais gerais que tém como derivada a fungao 2z.
Solucgao:

Observe que qualquer funcao do tipo 22 + k com k € R é tal que sua derivada é igual

a 2x. Assim, funcoes como 2, 2% + 1, 22 — 5, 2% + 10 tém derivada igual a 2z.

3.5 Funcao Crescente e Funcao Decrescente
3.5.1 Funcao Crescente

Dizemos que uma funcao f : I — R é crescente num determinado intervalo de seu
dominio se f(z) cresce & medida que x cresce. Formalmente, f é crescente em [ se para
quaisquer x1 e xo € I:

11 < w3 = f(1) < f(22).

O gréfico de uma funcao crescente tem um aspecto ascendente no sentido positivo do eixo

x.

b4

Figura 12: Funcao crescente.
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Importante!

Observe que o fato do grafico de f ser ascendente faz com que as retas tangentes

tenham declividades positivas ( ver figura), isto é, f'(x) > 0.

3.5.2 Funcao Decrescente

Dizemos que uma funcao f : I — R é decrescente num determinado intervalo de seu
dominio se f(x) decresce a medida que = cresce. Formalmente, f é decrescente em I se

para quaisquer ri e x5 € I:
T < Ty = f(CCl) > f(fL'Q)

O gréfico de uma funcao decrescente tem um aspecto descendente no sentido positivo do

eixo x.

Figura 13: Funcao decrescente.

Importante!

Observe que o fato do grafico de f ser descendente faz com que as retas tangentes

tenham declividades negativas ( ver figura), isto é, f'(z) < 0.

3.6 Concavidade do grafico de uma fungao

A variacao da derivada de uma funcao nos ajuda a determinar a concavidade de seu
grafico. Se a derivada for uma funcao crescente, significa que a medida que x cresce, a
reta tangente ao grafico de f vai girando no sentido anti-horario. Nesse caso, dizemos
que o grafico de f tem sua concavidade voltada para cima. Se a derivada é uma funcao

decrescente, significa que 4 medida que x cresce, a reta tangente ao grafico de f vai girando
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no sentido horario. Dizemos entao, que o grafico de f tem sua concavidade voltada para

baixo.(ver figura).

Figura 14: Concavidade.

3.7 Extremos das fung¢oes ( Valores Maximo e Minimo)

Defini¢ao : Uma funcao f : I — R tem maximo absoluto em ¢ se f(c) > f(z) para
todo z € I. O namero f(c) é chamado de valor méximo de f em I. Analogamente, f
tem minimo absoluto em ¢ se f(c) < f(x) para todo « € I e o nimero f(c) é chamado de

valor minimo de f em [.

3.6.2. Defini¢ao : Uma funcao f tem maximo local (ou relativo) em ¢ se f(c) > f(z)
para todo z em algum intervalo aberto contendo ¢ (quando z estiver nas proximidades de
¢). Analogamente, f tem minimo local (ou relativo) em ¢ se f(c) < f(z) para todo  em

algum intervalo aberto contendo c.

oy

Figura 15: Maximos e minimos.

A figura acima mostra o grafico de uma fun¢ao f com minimo absoluto em a e maximo

absoluto em z3. No entanto, se restringirmos nossa atenc¢ao ao intervalo (a, z3), veremos
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que f(z1) é o maior valor de f e é portanto um méaximo local de f. Analogamente, f(x2)

e f(x4) sdo minimos locais de f.
3.8 Estudo da fungao quadratica via derivadas

Consideremos inicialmente dois exemplos:

I) f: R — R definida por f(z) = 22> — 3z +1

* Derivada de f: f'(x) =4x — 3.

* Sinal da derivada: f'(z) < 0 para x < ?1 e f'(r) > 0 para © > 2 Logo f &
decrescente para r < 3 e crescente para r > Z , isto é, f(x) > f(%) para todo z < % e

f(z) > f(z) para todo x > Z

* Outro aspecto importante é que f atinge um valor minimo em z = 2 pois f(x) >
3 . .
f(Z) para todo x € R. Tal valor minimo é dado por f<z_1) =-3 Note que o valor minimo
) 3
ocorre num ponto onde a reta tangente ao grafico de f é horizontal (f/(Z) =0).

* Como f’ é¢ uma funcao crescente, decorre que o grafico de f tém concavidade voltada

para cima.

II) f: R — R definida por f(z) = —2% — x + 6.

* Derivada de f: f'(z) = -2z — 1.

* Sinal da derivada: f’(z) > 0 para z < —% e f'(x) < 0 para > —%. Logo f é
decrescente para x > —5 ¢ crescente para r < —% , isto é, f(z) < f(—%) para todo

1 1 1
z>-—ze flx) < f(_ﬁ) para todo x < —5

1 1
* f atinge um valor maximo em z = —3 pois f(z) < f<_§) para todo x € R onde a

1
—5) = 5/4. Note que o valor

1
méaximo ocorre num ponto onde a reta tangente ao grafico de f é horizontal (f/(_§) =0).

tangente é horizontal (f'(z) = 0). Tal valor é dado por f(

* Como f' é uma fungdo decrescente, decorre que o gréafico de f tém concavidade

voltada para baixo.

Observagao: Os exemplos anteriores ilustram o fato de que a funcao atinge um valor
extremo (maximo ou minimo) quando a derivada se anula, isto é quando a reta tangente

é horizontal.
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Consideremos agora o caso geral da funcao f(z) = az? + bz + ¢ cuja derivada é como
sabemos f'(z) = 2ax + b:
Se a > 0 podemos concluir que:

b
* Para x < ~5 f'(x) <0e fédecrescente.
a
* b / .
Para x > ~5g f'(x) > 0e f é crescente.
a

b
* f(—=) é o valor minimo.
Fao)
* O grafico tém concavidade voltada para cima (f’ é uma funcdo crescente).
Se a < 0 podemos concluir que:

b
* Para x < ~5a f'(x) > 0e f é crescente.
a

b
* Para © > ~5g f'(z) < 0e fédecrescente.
a

b
* f(—=) é o valor maximo.
fa)
* O gréfico tém concavidade voltada para baixo (f’ é uma fungao decrescente).

b
Observacao: O ponto de abscissa © = 5 é o chamado Vértice da Paréabola.
a
Exemplos Contextualizados:

1. Um fazendeiro quer construir um galinheiro de forma retangular. Dispondo de 60m
de tela, ele decide aproveitar um muro como uma das laterais do galinheiro, conforme
a figura abaixo. Obtenha uma expressao que relacione a area y do galinheiro com a

medida x de um dos lados e determine o valor de x para que a area seja maxima.

Figura 16: Galinheiro retangular.

Solucao:
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Como a largura do retangulo mede z, seu comprimento mede 60 — 2x. Portanto a
area y é dada por y = 2.(60 — 2x) = —22% + 60z. Conforme visto anteriormente,
como a = —2 < 0, tal fungao atinge um valor maximo que serd obtido pela raiz de

sua derivada, isto é, —4x 4+ 60 = 0. Logo = = 15m.

. Um o6nibus de 40 lugares transporta diariamente turistas de um determinado hotel
para um passeio ecologico pela cidade. Se todos os lugares estao ocupados, o preco
de cada passagem ¢ R$ 20,00. Caso contrario, para cada lugar vago seré acrescida
a importancia de R$ 1,00 ao preco de cada passagem. Calcule o ntmero de lugares

vagos no o6nibus, em cada viagem, para que a empresa obtenha faturamento méaximo.
Solugao:

Sendo x o niimero de lugares vagos e y o faturamento da empresa, temos:
y = (40 — 1).(20 + x) = —2 + 20z + 800.

O valor de x para o qual y é maximo é tal que —2z + 20 = 0 (derivada nula), isto

¢, z = 10.

. Uma rodovia Norte-Sul intercepta outra rodovia Leste-Oeste num ponto P. Um
automovel, viajando na direcao Leste, passa em P as 10h00 a velocidade constante
de 70km/h. Nesse mesmo instante, outro automovel encontra-se 200km ao norte de
P, viajando na dire¢ao Sul a 90km/h. Determine o instante em que os dois carros
estarao mais proximos um do outro, e obtenha um valor aproximado da distancia

minima entre os veiculos.

Solucao:

90t

200 - 99 d

L

Figura 17: Rodovias.
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Vamos representar as rodovias por dois eixos perpendiculares com P na origem. Se
t representa o numero de horas decorridas apos 10h, entao o primeiro automoével

esta a (70t)km a leste de P e o segundo esta a (90t)km ao sul de sua posigao as
10h.

Logo, a distancia d que os separa é tal que d* = (200 — 90t)? + (70t)?, isto &,
d* = 12500t* — 36000t + 40000.

Sendo f(t) = d?, o valor minimo de f ( e consequentemente de d), ocorre quando
f(t) =0, isto é:

25000t — 36000 = 0 =t = 2—? = t = 1h 26min 24s.



33

4 A DERIVADA NA CINEMATICA

No capitulo anterior associamos a nocao de derivada ao problema de tracar a reta
tangente ao grafico de uma funcgao. Agora, voltaremos a destacar a questao da variacao
de uma funcao utilizando como exemplo a idéia de velocidade instantanea. Para um

melhor aprofundamento do que serd exposto a seguir, sugerimos: [1], [2] e [11].

Consideremos um objeto que se move numa trajetoria qualquer. Seja s o espaco
percorrido desde um instante inicial até um certo instante t. Temos entao uma funcgao

s(t). Dando ao tempo ¢t um acréscimo At , 0 espago s sofrera um acréscimo correspondente
As dado por: As = s(t + At) — s(t).

s
A velocidade média v,,, nesse intervalo de tempo é dada por A7 (taxa de variagao
média da fungao s de ¢t a t + At ). Se calcularmos v, para intervalos de tempo cada vez

menores (At — 0) estaremos aproximando da velocidade do moével no instante ¢. Assim,

t+ At) — s(t
definimos a velocidade no instante ¢ da seguinte forma: lim s(t+ A = s(t)
At—0 At

Ora, a expressao acima ¢é a derivada da funcao s no ponto de abscissa ¢t. Em simbolos:
v(t) = ().

v
Analogamente a aceleracao média a,, no intervalo de tempo At é dada por At (taxa

de variagao média da fungao v de t a t + At). Assim, definimos a acelera¢ao no instante

t+ At) —o(t
t da seguinte forma: a(t) = iimo ot + A?ﬁ v(t) = a(t) = v'(¢).
—

Observacgoes:

* No Movimento Uniforme (velocidade constante), sendo sy o espago inicial ou valor

de s(t) para t = 0,a distancia percorrida apés um tempo ¢ é dada por As = s—sy. Assim,

As _s—s0 + ot e not '(t)
V= —= S =S vl e note que s = .
At ¢ 0 d

* No Movimento Uniformemente Variado (aceleragdo constante) sendo v = v(t) a

velocidade num instante ¢ e vy a velocidade inicial ( ou valor de v(t) para t = 0),temos:

Av v =g
At

a = v =1+ at
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e note que v'(t) = a. A questao &, como obter a equagao horaria do movimento, isto é a

expressao de s(t)?
t2
Como v(t) = §'(t), devemos ter s'(t) = vy + at, isto &, s(t) = vot + % + k onde k
2
a
é uma constante qualquer. Mas, para t = 0, temos s(0) = k, isto é, s(t) = vot + > +

so (equagao horaria do movimento uniformemente variado, a qual é comumente escrita

s(t) = s + vot + gﬂ).

* A Queda Livre dos Corpos e o Lancamento na Vertical sao exemplos tipicos de Mo-
vimento uniformemente variado. Em ambos, despreza-se a resisténcia do ar e considera-se
a aceleragao da gravidade constante e igual a aproximadamente 10m/s? (variagao de apro-

ximadamente 36km/h a cada segundo).

Exemplos:

1. Um movel obedecendo a fungio horaria s = 2¢? — 3¢ (unidades SI). Determine o

instante em que a velocidade atinge 37m/s.
Solugao:
Como v(t) = §'(t) = 4t — 3, devemos ter, 4t — 3 = 37, isto é, t = 10s.
2. Um objeto é lancado verticalmente para cima a partir do solo, com, velocidade

inicial de 30m/s. Despreze a resisténcia do ar e considere a origem de espagos no

solo com trajetoria orientada para cima. Determine:

a) o tempo de subida e a altura méxima atingida;

b) o instante e a velocidade quando o objeto atinge o solo.
Solucao:

a) Orientando a trajetoéria para cima, a aceleracio serd —10m/s® (aceleragao da

gravidade). Temos ainda, sp = 0 e vy = 30m/s.
Como s(t) = sg + vot + gtz, temos s(t) = 30t — 5t e v(t) = s'(t) = 30 — 10¢.

Para obtermos o valor maximo de s(t), fazemos s'(t) = 0, isto é, t = 3s (tempo de
subida). Assim, a altura méxima é atingida quando ¢t = 3s e é dada por s(3) =
30.3 — 32 = 81m.

b) Quando o objeto atinge o solo, temos s(t) = 0, isto é, t = 0 ou t = 6. Logo, o
objeto atinge o solo no instante ¢ = 6s e sua velocidade é v(6) = —30m/s. Note que
a velocidade de lancamento e de chegada ao solo tém o mesmo moédulo e o tempo

de subida é igual ao tempo de descida.
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3. Um corpo é langado obliquamente com velocidade inicial vy numa direcao que forma
com a horizontal um angulo a. Desprezando a resisténcia do ar, prove que sua
trajetoria é uma parabola.

Solugao:
O movimento pode ser considerado como resultante de dois outros: um movimento
horizontal uniforme representado pela equacao x = (vg. cos «).t; e um vertical uni-

t
formemente variado representado pela equagao y = (v.sena).t — 97 Pela equacao

x
do movimento horizontal, temos t = . Substituindo na equagao do movi-
Vg COS (v

2
. g
mento vertical, obtemos y = (tga)r — ————. Fazendo tgaa =be ———— =a
’ y = (tea) 208 cos? 8 203 cos’ar

temos y — bx — ax? que é a equacao de uma parabola que passa pela origem.
4. Um corpo se move em linha reta de tal forma que sua posicao no instante ¢ é dada
por s = t3 — 6t* + 9t + 5 (unidades SI).
a) Determine a velocidade e a aceleragdo do corpo no instante t = 4s.
b) Determine os instantes em que o corpo esté estacionario.
Solucao:

a) v(t) =s'(t) = 3t>—12t+9 e a(t) = v'(t) = 6t —12. Logo, v(4) = 3.4*—124+9 =
Im/s e a(4) =6.4—12 =12m/s>

b) Devemos ter v(t) =0 , isto é&: 3t> — 12t +9=0=t = lsou t = 3s.
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5 NOCOES DE SEQUENCIA

5.1 Sequéncias de niimeros reais

Para um melhor aprofundamento do que sera exposto a seguir, sugerimos: |[7], [4] e
[9].
Chama-se sequéncia de nimeros reais a toda funcao real cujo dominio é o conjunto

dos nameros naturais IN = {1,2,3,4,...}. Vamos indicar uma sequéncia com o simbolo

(an)n € IN ou (a,) ou (a1, a9, ..., Gn,...).
Exemplos:
a) a, =2n — 1.
(1,3,5,7,...,2n—1,...) (sequéncia dos nimeros impares positivos).

b) a, =4 — 3n.
(1,-2,-5,...,4—3n,...)

c) (2,3,5,7,11,...,a, =7,...) ( sequéncia dos ntimeros primos positivos).
d) a, = (=2)"
(—2,4,—8,16,-32,...,(=2)",...)
1
e n 11 1
1,-, = — ...
( ) 27 3’ ) n? )
1
f) a, = (—=)"b.
) o= ()

g)ar =as=1e a, = am_1)+ An_2).

(1,1,2,3,5,8,...) (sequéncia de Fibonacci).
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5.2 Sequéncias Limitadas

* Sequéncia Limitada Superiormente: Uma sequéncia (a,), € IN é limitada superior-

mente quando existe uma constante K € R tal que a,, < K para todo n € IN.
Exemplos:

a) A sequéncia (2,9;2,99;2,999;2,9999;...) é limitada superiormente pelo nimero
3, pois a,, < 3 para todo n € IV.

1 1
IR .) é limitada superiormente pelo numero 1, pois
n

N | —

b) A sequéncia (1,

< 1 para todo n € IN.

S|

* Sequéncia Limitada Inferiormente: Uma sequéncia (a,), € IN é limitada inferior-

mente quando existe uma constante K € R tal que a,, > K para todo n € IN.
Exemplos:

a) A sequéncia (2,4,8,16,...,2" ...) é limitada inferiormente pelo ntimero 2, pois
2™ > 2 para todo n € IN.

1

1 1
RN IE ..) € limitada inferiormente pelo zero, pois — > 0
n

| —

b) A sequéncia (1,

3

para todo n € IN.

Observagao: Se (a,), € IN for limitada superiormente e inferiormente, dizemos simples-
mente que é limitada e nesse caso existirda um numero real K tal que |a,| < K para todo
e IN.

1
yeveey—y...) € limitada (K =1).
n

Wl =

I

N | —

Exemplo: A sequéncia (1,

5.3 Sequéncias Mono6tonas

Uma sequéncia (a,), € IV diz-se Monétona quando para todo n € IN, a, < G(nt1)
(mono6tona nao decrescente) ou a, > a(,+1y (monétona nao crescente). Em particular se
an < a(m41) para todo n € IV, dizemos que a sequéncia é crescente e se a, > G(,41) para

todo n € IN, dizemos que é decrescente.
Exemplos:

1
a) A sequéncia (1, =, FURRRRIRE .) é decrescente pois:

n

N —

1 1
n<n+l=—>——=a,> aqu4+1) para todon € IN.
n n—+1
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b) A sequéncia (3,6,12,24,...,3.2"=D ) & crescente pois:

2(n=1) ~ gn _y 3 9(n=1) ~ 3 9n Ap, < Q(p+1)

¢) A sequéncia (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...) é mondtona nao decrescente

Observagao: A sequéncia a, = (—1)".n nao é moné6tona. (—1,2,—3,4,—-5,...)

sequéncia alternada ou oscilante.
5.4 Limite de uma sequéncia

Informalmente, dizemos que um ntimero real L é o limite de uma sequéncia (a,)
quando os termos a,, da sequéncia vao se tornando cada vez mais proximos de L a medida
que n aumenta indefinidamente ou "tende para infinito". Simbolicamente, escrevemos:

lima, = L e dizemos que a sequéncia converge para L.

1 1

Exemplo: [lim— = 0, pois & medida que n cresce, a,, = — torna-se cada vez menor. Por
n n

exemplo, para n = 1000 temos a,, = 0,001, para n = 10000 temos a,, = 0,0001 e assim

por diante.

Efetivamente, nenhum termo da sequéncia é igual a zero, mas pode se tornar tao
proximo de zero quanto quisermos. Geometricamente, se representarmos os termos da
sequéncia pelos seus pontos correspondentes na reta, observaremos que os termos da
sequéncia vao se “aglomerando” em torno do ponto zero. Escolhendo sobre a reta qualquer
intervalo I com centro no ponto zero e comprimento total 2¢ ( uma distancia e de cada lado
do ponto zero), isto é, (—¢,€) sempre encontraremos a partir de um certo indice, todos
os termos da sequéncia situados nesse intervalo. De fato, tomando por exemplo € = 100’
os termos a, com n > 100 pertencerao a esse intervalo. Mais geralmente, dado € > 0,

1 ) 1 .
basta escolhermos n tal que — < ¢, isto é, n > —, para obtermos termos da sequéncia que
n €

pertencerao ao intervalo.

Exemplos:

a) limni1 =1

b) lim(%)" =0
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¢) A sequéncia dada por a, = 2" isto é, (1,2,4,8,16,...) ndo tem limite pois seus

termos crescem ilimitadamente. Dizemos, nesse caso que a sequéncia diverge.

5.5 Teorema da Convergéncia Moné6tona (Dedekind)

Toda sequéncia monotona e limitada de nimeros reais possui limite ( converge). Con-
sideremos, sem perda de generalidade uma sequéncia (a,) monétona crescente e limitada,
isto é, os termos da sequéncia aumentam quando n cresce mas sao todos menores que um
certo nimero real K (cota superior). Intuitivamente, tal sequéncia deve tender para um

certo limite L que serd menor ou no maximo igual a K.

L L L1 L1118 >
2y d, Oy a L K

Figura 18: Sequéncia monoétona.

Observagao: Formalmente, seja m o menor numero real tal que a,, < m (conhecido como
supremo) para todon € IN. Assim, dado € > 0, existe ny € IN tal que a,, > m—e. Como a
sequéncia (a,,) é crescente, segue que n > 1y = Mm—€ < Ay, < a4y < M+€ = |a, —m| <,
isto é, lima, = m. Em outras palavras, dado qualquer ntmero positivo €, é sempre
possivel encontrarmos termos da sequéncia cuja distancia a m é menor que e. A medida

que tomamos € cada vez menor, obtemos a, cada vez mais proximos de m.
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6 A FUNCAO EXPONENCIAL e®

Apos a tradicional abordagem da fungao exponencial (de base qualquer) e da fungao
logaritmica é oportuno destacar o nimero e e a correspondente funcio e*. Para um

melhor aprofundamento do que sera exposto a seguir, sugerimos: |7|, [4], [8] e [10].
6.1 O Numero de Euler (e)

Consideremos a seguinte questao: Qual é a lei segundo a qual cresce um capital quando

o juro é acrescido ao capital continuamente?

Suponhamos que um capital C' seja aplicado a taxa de 100% ao ano. No final de um
ano o investidor receberd o montante de 2C. Mas se o investidor resolver resgatar seu

capital apds 6 meses ele tera direito a metade dos juros, isto é, C'+ 5= C(1+ 5) Agora,

1
se ele investir o capital C'(1 + 5) por mais um semestre ele recebera no final de um ano

1 1 1 1 1 C
C(1+ 5) + 56’(1 + 5) =C(1+ 5)2 ao invés de 2C. Notemos que C(1 + 5)2 = QZ =
2,25C' > 2C.

Podemos supor ainda que o investidor resgate e reaplique seu capital mensalmente,
isto é, a cada més ele recebera (100/12)% de juros, e seu montante ao final do ano sera
M = C(1+%)12 = 2,613C. Generalizando, podemos imaginar que o capital foi resgatado
e reinvestido um ntimero n de iguais periodos de tempo durante o ano e portanto terd um

1
montante de C'(1+ —)™.
n
Observemos na tabela abaixo o valor dessa expressao para alguns valores de n.

1
Demonstra-se que, para n tendendo a infinito, os valores da expressao (1+—)" tendera
n
a um namero irracional 2,718281828...chamado Nimero de Euler e indicado pela letra e.

1
Simbolicamente escrevemos lim (14 —)" =e
n— 00 n



Niimero de periodos de tempo Montante
— 2C
ey 535C
— 2.61303529C
n=100 2.704813829C
n=360 2.714516025C
n= 1000 2.716923932C
= 10000 2.718145027C
n= 100000 2.718268237C
2= 1000000 2.718280469C

Figura 19: Tabela aproximacao do numero e.

6.2 A Irracionalidade do ntiimero e

. . 1 .
Consideramos a sequéncia: a, =14+ —+—=+—=+---+ - Tal sequéncia é mon6tona
n

12 3l !
crescente pois a, < a(,+1) para todo n. Por outro lado, como n! > 2(n=1 para todo n > 3
N 1 1 1 1
entaoa<mesegueque an < 1+1+§+?+...+2_n_

Mas as parcelas do 2° membro da desigualdade anterior a partir da segunda formam

uma progressao geométrica de razao 5 cuja soma é dada por:

2

Portanto, 2 < a,, < 1+2 = 3. Como toda sequéncia monotona crescente e limitada tende
para um limite quando n — oo, a, converge para um limite que indicaremos por e, com

2<e<a.

Consideremos agora a sequéncia b,, = (1 + —) . Aplicando a féormula do bindémio de
n

Newton, temos:

by =Cro+Cri)n ™t +Chon >+ Chzn >+ +Cppn™

B nn—1) 1 nn—-1)(n—-2) 1 nn—1)n-2)...1 1
n—1

1 1 1 2 1 1
b —(1=- ) (1

21 n 3! n n n! n n

).
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Como todas as expressoes dentro dos parénteses sao menores que 1, segue que b, < a,.
: " .
Logo, b, < 3 para todon € IN e como b, < b,.1 , a sequéncia b, = [ 1+ — | ¢é limitada
n
e monotona crescente, isto é, converge para um limite que mostraremos ser igual a e. Em

primeiro lugar, como b, < a, para todo n, segue que lim b, < lim a, = e, pois caso
n—oo n—oo

contrario, isto é, hm by, > hm ay, teriamos 0 < lim b, — lim a, = lim (b, —a,,) e assim,
n—oo n—oo n—oo

(b, —a,) >0 para todo n suﬁmentemente grande. Por outro lado, seja m < n um inteiro

fixo. Entao,
1 1 1 1 m—1

by >1+1+4+ =(1— —(1—-=)...(1- .

> 1414 (= )b+ (1= ) (1= )
1
Fazendo n — oo na desigualdade acima, obtemos limbn > 1+ — 1 + = a1 + = a0 + i+ —
isto é, limb,, > a,, para todo m € IN. Dai segue que hm b, > lim a,, =e. Conclusao'

m—0o0

lim b, = e com 2 < e < 3.

n—oo

Provaremos agora que e é um numero irracional. Como 2 < e < 3, mostremos

inicialmente que e # 3. De fato, se fosse e = 3 teriamos:

11 1 1 11 1 1
B=ld gttt t<ldldgd gttt = ld— =3

1

Logo, temos 2 < e < 3.

Suponhamos que e seja racional, isto é, e = b comp € ZeqeZ*. Como o nimero
e nao pode ser inteiro pois 2 < e < 3, temos ¢ # 1. Agora, multiplicando ambos os

1 1
membros da igualdade e = 1+ 1/1! + —l— ot 4 por q! obtemos:
n!

3!

1
+ +
g+1 (¢+1)(¢g+2)

plg—D)!'=[¢g!+¢'+34...q+45...q+- -+ (¢g—Dg+qg+1]+

Ora, o primeiro membro é um nimero inteiro enquanto no segundo membro a expressao
dentro dos colchetes € um niimero inteiro mas a soma apos os colchetes nao é um nimero

inteiro. De fato, como ¢ > 2, temos:

. 1 TP S SR SRS SO SR SR SR
q+1 (¢g+1)(¢+2) —3 34 3 32 33 3,12
3
Assim, 0 < —— + ! PR iientement
SS1m, — € consequentemente a Soma
g+1 " (g+D(g+2) 2 q

1
+ +
g+1 (¢+1)(¢g+2)

' +¢+34---q+45---q+---+(qg—1)g+qg+1]+
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nao é um nimero inteiro. Logo e nao pode ser um ntimero racional.

6.3 Taxa de Variacao das Fung¢oes Exponenciais

(g

B) —
Sabemos que a taxa de variacao de f em relagdo a x dada por ]llin% flo+ i)z (z)
—

indica a tendéncia da variacdo de f a partir do ponto x. No caso da func¢ao f(x) = e*,

temos:

fla+h)—flz) eth—e (-1
h T h _€'< h )

h_q
¢ ~ 1.

Mostremos que lim
h—0

1 1
Fazendo " — 1= ~, temos h — 0 <y — oo e h = In(1 + ~). Logo,
Y )

-1 1 _ 1 1
lim . :hm—:hm—lzl—zl.
h—0 Y—+00 (yln(l—I——) Y—00 1Il(].+—)y ne
Y Y
Assim, lim fle+h) = fz) =e".
h—0 h

Generalizando para uma funcao do tipo f(z) = ke®®, a taxa de varia¢ao é dada por:

_ fleth)— flx) | ke*@th) —feor  ketr(eh — 1)) . e —1
. h = jm h = jm h = f(z) Jim —

Agora, fazendo ah =y, temos h - 0< y —0e h = E_ Logo,
Q@

et -1 eV —1 . eV —1
lim = lim = «. lim =a.l=a.
h—0 h y—0 Y y—=0
a
B) —
Assim, limy, g flo+ f)z /() = a.f(x), isto é, f'(zr) = af(x) ou usando a notacao de

d
Leibniz & _ ay.
dx

Conclusao: A taxa de variacao de uma funcao do tipo exponencial é, em cada ponto z,

proporcional ao seu valor naquele ponto e o coeficiente a é o fator de proporcionalidade.

Observacao: Tal fato justifica a preferéncia de Mateméaticos e Cientistas em escrever
as fungoes do tipo exponenciais na forma f(x) = ke®® ja que esta expressao exibe expli-
citamente o valor inicial £ = f(0) bem como a taxa de crescimento de f expressa pelo

coeficiente a.
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6.4 Aplicagoes da Funcao Exponencial

1. Crescimento Populacional

Suponhamos que numa populacao P nao haja imigracao ou emigracao. Nesse caso, a
taxa a qual a populacao cresce é proporcional ao tamanho da populacao, pois quanto mais
individuos houver na populacao maior sera o poder reprodutivo. Assim, se a populacao
tiver uma taxa de crescimento continua de 1% por unidade de tempo, podemos escrever
P'(t) = 0,01P(t) onde P(t) indica o nimero de individuos apés um tempo ¢t. Usando a
notacao de Leibniz: i 0,01P.

0,01¢

Tal equacao tem como solugao geral P = ke e é facil ver que k = P(0) (populagao

inicial).

2. Composicao continua de Juros

Anteriormente abordamos a composicao continua através da idéia de limite onde os
juros eram somados em intervalos de tempo cada vez menores. Agora, vamos imaginar
que os juros sao calculados a uma taxa proporcional ao crédito no momento, isto é quanto
maior o crédito mais depressa o crédito cresce. Para fixar as idéias, suponhamos que um
investidor receba juros continuamente a uma taxa de 2% do crédito corrente, por ano.
Sendo S(t) o crédito na conta no tempo ¢, temos S’(t) = 0,025(¢) , isto ¢, S(t) = ke®0*

onde k representa o valor do depdsito inicial.

3. Desintegracao radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa, como o pluténio ou o uranio se desintegram
naturalmente emitindo particulas e transformando-se em outras substancias nao radioa-
tivas. Essa desintegragao se da de modo que o nimero de atomos que se desintegram na
unidade de tempo é proporcional ao nimero de Atomos existentes a cada instante. Assim,
a massa radioativa M é uma fun¢ao do tempo t com derivada proporcional & prépria
massa M, isto é, o —aM ( o sinal negativo indica que a massa M diminui com o

tempo). Tal equagao tem como solugao geral M = ke,
Observacoes:

I) O tempo T necessario para que a massa fique reduzida a metade de seu valor original

é chamado de meia vida da substancia. A partir de 7" podemos calcular a taxa «: Sendo
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My a massa inicial, temos: M3 = Mye T & €T =2 & o = In2/T.

II) O carbono 14, indicado por C'14, é um isétopo radioativo do carbono. Os seres
vivos absorvem e perdem C'14 de modo que, em cada espécie, a taxa de C'14 se mantém
constante. Com a morte do ser vivo, a absorcao acaba e o ('14 nele existente continua
a desintegrar-se. Tal fato é usado para determinar a idade de um fossil ou de um objeto
muito antigo de madeira. Com uma meia vida de 5570 anos, o C'14 desintegra-se a uma

taxa de o = 22 0 000124
axa de a = 5 =0, )

4. Quantidade de uma droga no corpo

Apos cessar a administracao de uma droga no corpo de um individuo, a taxa a qual
a droga deixa o corpo é proporcional & quantidade da droga que permanece no corpo. Se

@ representa a quantidade da droga remanescente, entao o —a() representa a taxa a

qual a droga esta sendo eliminada. Resolvendo a equacao, obtemos Q = Qq.e™°%.



46

REFERENCIAS

[1] AVILA, Geraldo. Introducio as Funcées e a Derivada. Sdo Paulo: Atual, 1994.

[2] AVILA, Geraldo. O ensino do Cdlculo no 2° grau. Revista do Professor de Matematica,
n°18. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), 1992.

[3] BATSCHEIET, Edward. Introdu¢cao & Matemdtica para Biocientista. Sdo Paulo: Ed.
da Universidade de Sao Paulo, 1978.

[4] COURANT, Richard e Robbins,Herbert. O que é Matemdtica? Rio de Janeiro: Edi-
tora Ciéncia Moderna Ltda, 2000.

[5] FLEMMING, Diva Marilia. Cdlculo A: Fungoes, Limite, derivadas, Integra¢dao. 5*
edicao, Sao Paulo: Pearson Makron Books, 1992.

[6] HOFFMANN, Laurence D. Cdlculo. Um curso moderno e suas aplicagdes. Rio de
Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos Editora, 1990.

[7] LEITHOLD, Louis. Cdlculo com Geometria Analitica Vol. 1. Sdo Paulo: Harbra, 1982.

[8] LIMA, Elon Lages. Logaritmos. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica,
1991.

[9] LIMA, Elon Lages. Andlise Real, Volume 1. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica
Pura e Aplicada (CNPq), 1989.

[10] MAOR, Eli. e: A histdria de um numero. Rio de Janeiro: Record, 2003.

[11] PAIVA, Manoel Rodrigues. Matemdtica 2* ed. Sao Paulo: Moderna, 2010.



