Universidade Federal de Juiz de Fora
Instituto de Ciéncias Exatas

PROFMAT - Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional

Davidson Mendes Ferreira de Paula

Limite: uma conexao entre o ensino basico e o ensino superior

Juiz de Fora

2016



Davidson Mendes Ferreira de Paula

Limite: uma conexao entre o ensino basico e o ensino superior

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao PROFMAT (Mestrado Profissio-
nal em Matematica em Rede Nacional) na
Universidade Federal de Juiz de Fora, na area
de concentracao em Ensino de Matematica,
como requisito parcial para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki

Juiz de Fora

2016



Ficha catalografica elaborada através do Modelo Latex do CDC da UFJF

com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

de Paula, Davidson.

Limite: uma conexao entre o ensino basico e o ensino superior / Davidson
Mendes Ferreira de Paula. — 2016.

107 f. @il

Orientador: Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki

Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Juiz de Fora, Instituto
de Ciéncias Exatas. PROFMAT - Mestrado Profissional em Matemética
em Rede Nacional, 2016.

1. Célculo. 2. Pré-calculo. 3. Limite. 1. Miyagaki, Olimpio Hiroshi,
orient. II. Titulo.




Davidson Mendes Ferreira de Paula

Limite: uma conexao entre o ensino basico e o ensino superior

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagdo PROFMAT (Mestrado Profissio-
nal em Matematica em Rede Nacional) na
Universidade Federal de Juiz de Fora, na area
de concentracao em Ensino de Matematica,
como requisito parcial para obtencao do titulo
de Mestre em Matematica.

Aprovada em: 18 de agosto de 2016.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki - Orientador
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Luis Fernando Crocco Afonso
Universidade Federal de Juiz de Fora

Prof. Dr. Francinildo Nobre Ferreira
Universidade Federal de Sao Joao Del-Rei



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco ao meu Deus todo poderoso, que me concedeu satude e
inteligéncia, e me conduziu com seguranca de Belo Horizonte a Juiz de Fora durante todo

0 curso.
Em segundo lugar, agradeco a minha familia pelo carinho e apoio.

Ao meu orientador Professor Dr. Olimpio Hiroshi Miyagaki pela paciéncia, pelos

ensinamentos e por me ajudar a concluir este trabalho.

A CAPES pelo auxilio financeiro que foi de extrema importancia, pois, custeou

minhas viagens e alimentacao.

Por fim, aos meus amigos de curso pelos estudos em grupo, pelas dicas antes das
provas, pelos cafés fortificantes, pela companhia nas viagens, enfim, pela amizade de cada

uinl.



RESUMO

O conceito de Limite é uma das ferramentas fundamentais no ensino de calculo diferencial
e integral no ensino superior, mas que normalmente nao ¢ lecionado no ensino basico,
embora esse tema tenha feito parte dos livros do ensino médio por um longo tempo. Este
trabalho visa mostrar a importancia de se abordar esse assunto nesse nivel, como um elo
que une o ensino médio e a graduagao, pois, o contetido ensinado até o ensino médio, nao
¢é completamente eficiente para estudar matematica mais avangada. Ele é composto por
varios planos de aula que tratam desde a noc¢ao inicial de limite, passa por derivada, e
finda nas somas de Riemann e nocoes de integral, além de uma sintese sobre esses assuntos.
Temas como maximos e minimos de fungoes, areas e volumes, tornam a introduc¢ao do

tema menos impactante e abrem caminho para resolvermos problemas mais avangados.

Palavras-chave: Calculo. Pré-cdlculo. Limite.



ABSTRACT

The Limit concept is one of the fundamental tools in teaching differential and integral
calculus in higher education although it is not usually taught at basic education level,
although this theme has been part of high school books for a long time. This work aims
to show the importance to deal with Limit at this level, so it can work as a link between
high school and higher education, once the content taught at elementary and high school
are not really efficient for the study of more advanced mathematics. This work consists of
several lesson plans that deal from the initial concept of limit, go through derivative, and
end in Riemann’s sums and integral notions, as well as offer an overview of such issues.
Topics such as maximum and minimum of the functions and also areas and volume make
the introduction of the topic less impactful and pave the way to the solution of more

advanced problems.

Key-words: Calculus. Pre calculus. Limit.
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1 INTRODUCAO

As disciplinas de célculo nos diversos cursos de graduacao, trabalham basicamente
trés temas: Limites, derivadas e integrais. Estes contetidos se distribuem nos primeiros
periodos dos cursos de Matemaética, Fisica, Quimica e quase todas as engenharias, e
comumente servem de base para as disciplinas mais avancadas. Porém, muitos alunos

ingressantes nesses cursos sao reprovados ou abandonam as disciplinas.

Segundo (Alves, 2007, p.6)[1], a Escola Politécnica da USP apresenta indice de
reprovacao no Calculo de até 75%. J& na Universidade Federal Fluminense, este indice
chega a 95%. Para (Garzella, 2013, p.20)[6], taxas de reprovagao e desisténcia dos alunos na
disciplina, variam entre 2,33% a 77,5%. Certamente, o alto indice de reprovacao reportado
pelas universidades, tem como um dos fatores, a auséncia da introducao do tema logo no

ensino basico.

Pensando em limite como um elo que une os dois niveis de ensino, uma abordagem
inicial desse assunto ao fim do ensino médio, permitiria ao aluno ingressar na graduacao
com uma visao menos impactante da matematica superior, podendo diminuir de maneira
significante, os indices de reprovacao nos céalculos. Para o Professor Arthur Lopes do
Departamento de Matematica da UFRGS, o que o estudante aprender na educacao basica,

fard diferenga durante o curso universitario (Alves, 2007, p.6)[1].

Nesse sentido, o presente trabalho traz uma abordagem inicialmente suave sobre as
nocoes de limite, tratando de temas como velocidade instantanea, maximos e minimos e,
gradualmente, apresenta problemas mais bem elaborados com taxas relacionadas e calculo

de volumes.

Ele concentra-se especificamente em varios planos de aula, exercicios resolvidos e
propostos, e uma sintese dos temas apresentados. Também, as resolucoes dos exercicios

propostos sao apresentadas em um apéndice.

Ao fim, espera-se que os alunos emergentes do ensino médio tenham criado um
relacionamento mais préximo com a matematica superior e que assim, a distancia existente
entre os dois niveis seja minimizada, culminando com a diminuicao dos indices de reprovacao

nas disciplinas de calculo.
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2 LIMITE

O texto que segue, apresenta ao leitor uma noc¢ao inicial de limite intuitivamente, e
em seguida, o coloca em contato com a defini¢cao formal. Isso sera feito calculando valores de
algumas fungoes proximos aos pontos onde se deseja calcular os limites, utilizando graficos
e fazendo demonstracoes formais. Vera ainda o calculo de alguns limites importantes
como o trigonométrico fundamental e o exponencial fundamental, a ideia de continuidade

e algumas propriedades.

2.1 NOCAO INTUITIVA DE LIMITE

Para compreendermos inicialmente a ideia de limite, tomemos como exemplo a
2
fungao f(x) =

r©—x—6 L. . . .
———— que tem como dominio o conjunto dos niimeros reais exceto o
nimero 3.

-3

Olhando essa fung¢ao com outros olhos, podemos escrevé-la da seguinte forma:
(x4 2)(x — 3)

flz) =

I’ JE—
numerador e o denominador da funcao por x — 3, pois, certamente é diferente de zero.
Assim, temos f(x) = x + 2, para x # 3.

. Como o dominio de f nao inclui o nimero 3, podemos dividir o

Agora vamos analisar o que acontece com os valores da func¢ao f(x) = x+ 2 quando
calculamos seu valor escolhendo valores de x muito préximos de 3, porém, diferentes de 3.

Os valores calculados podem ser observados na tabela abaixo.

x flz)=xz+2
2,9000 4,9000
2,9900 4,9900
2,9990 4,9990
2,9999 4,9999
3.0001 | 50001
3,0010 95,0010
3,0100 5,0100
31000 | 5,1000

Note que, quanto mais préximo de 3 tomamos os valores de x, mais préoximos de 5
os valores de f(z) ficam, nao importando se os valores escolhidos sdo maiores ou menores

do que 3.

Observe também que nao estamos falando nada acerca do valor de f(3), mesmo
porque, 3 nao pertence ao dominio de f. O que nos interessa é saber como a func¢ao se

comporta quando os valores de x se aproximam de um determinado niimero.
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No nosso exemplo, podemos dizer que 5 é o limite da funcao f quando os valores

de z se aproximam de 3, ou, quando x tende a 3.

E claro que matematicamente essa definicao nao é valida, pois, carece de formalidade,
uma vez que as expressoes "mais proximo de', e, "tao préximo quanto quisermos', ou outra

similar, nao sao tao precisas.

2.2 DEFINICAO

Pensando numa defini¢do mais formal, vamos retornar ao exemplo inicial para

calculamos algumas diferencas. Os resultados podem ser visualizados na tabela abaixo.

x r—3 | fle)=o+2| f(x)=5
2,9000 | -0,1000 4,9000 -0,1000
2,9900 | -0,0100 4,9900 -0,0100
2.9990 | -0,0010 | 4,990 20,0010
2,9999 | -0,0001 4,9999 -0,0001
3,0001 | 0,0001 5,0001 0,0001
3,0010 | 0,0010 5,0010 0,0010
3,0100 | 0,0100 5,0100 0,0100
3,1000 | 0,1000 5,1000 0,1000

Note que quanto menor |z — 3|, menor serd |f(z) — 5|, para qualquer valor de z.

Formalmente, seja € > 0 de maneira que queiramos fazer |f(z) — 5| < e. Para isso,

devemos tomar um J > 0 de maneira que |z — 3| < J nos leve até a desigualdade inicial.
Em outras palavras, se 0 < |z — 3] < § implicar |f(x) — 5| < ¢, entdo, dizemos que

o limite de f quando x se aproxima de 3, é 5 e escrevemos

lim f(z) =5

r—3

Faz-se necesséario escrevermos 0 < |z — 3|, pois, estamos tratando de valores de x

proximos a 3, mas diferentes dele.

Em geral, se dado € > 0, encontrarmos § > 0 tal que
O<|z—a|l<d=|f(zx)—L|<e

entao,
lim f(z) =L

r—a

EXEMPLO 1: Usando a defini¢ao, mostre que lim (x+1)=3.
T
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Dado € > 0, queremos encontrar 6 > 0 tal que, 0 < [z —2| <d=|(z+1) < 3| <e.
Da tltima inequacao, temos |z — 2| < e. Assim, podemos considerar § = e.

De fato,

lt—2|<d=lr—2—-1+1<e=|(z+1) -3 <e=|f(x)—3|<e

Logo,
lim(z+1)=3

T—2
EXEMPLO 2: Usando a defini¢do, mostre que li_>n% (% —2) = —1.
Dado € > 0 tentaremos encontrar § > 0 tal que 0 < [z —1| < § = |27 —2—(=1)| < ¢,

ou seja, |72 — 1| < .

Como gostariamos que os valores de x ficassem cada vez mais proximos de 1, é

razoavel tomarmos |z — 1| < 1, por exemplo.

Em consequéncia disso, temos

—1l<r—-1<l=22-1<x-14+2<14+2=1l<x+1<3=

1 1
= -3<zr+1<3=r+1<3=>-< ——.
3 |z+1]

Entéao, se escolhermos ¢ :min{

€
, }, teremos
33

€ €
—1l<di< =<«
[z -1l — 3  |r+1

S —1-2+42|<e=|@*-2)+1<e=|(*-2)— (1) <e

Slr—1llz+1<e= 2>~ 1| <e=

Logo,
lim(2? —2) = —1

r—1
2.3 PROPRIEDADES

Veremos agora algumas propriedades operatérias de limite. Sao propriedades que
nos auxiliam no céalculo de limites de fungoes que sdo combinacoes de outras fungoes cujos

limites ja conhecemos.
As demonstracoes podem ser verificadas nos apéndices.

Para todas as propriedades abaixo, considere f e g, duas funcgoes, e k, uma

constante.
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1. Limite da funcdao constante

Se f(x) =k, V x € R, entao, glglg{llf(m) =k
2. Limite da multiplicagao por constante

Se lim f(z) = F, e k é uma constante, entao, lim kf(x) =kF
3. Limite da soma

Se lim f(z) = F e lim g(x) = G, entdo, lim(f + g)(z) = F + G
4. Limite da diferenca

Se glcll)%f(l’) =Fe 9161_I)I}Lg(x) = @, entao, glcl_%(f —g)(x)=F -G
5. Limite do produto

Se glglg(llf(x) =Fe ll_rgg(x) = G, entdo, lim(f.g)(z) = F.G
6. Limite do Quociente

T TR -
Se lim flz)=Fe ll_rgg(x) = @, entao, il_}I%(g)(x) =& desde que G # 0

2.4 LIMITES LATERAIS

Para compreendermos a ideia de limites laterais, vamos tomar como exemplo a

funcao f, definida por partes da seguinte forma

fz) =

22, se -1 <z <1
—2r+4+4,sel <z <2

cujo grafico pode ser visualizado na Figura 1 abaixo.
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Figura 1 — Limites laterais

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que na medida em que os valores de x se aproximam de 1 por valores maiores
do que 1, porém, diferentes dele, os valores de f(z) se aproximam cada vez mais de 2. Por
outro lado, quando os valores de x se aproximam de 1 por valores menores do que ele, mas

diferentes de 1, os valores de f(z) ficam muito proximos de 1.

Nesse caso, dizemos que o limite de f quando z tende a 1 pela direita é 2, e quando

x tende a 1 pela esquerda é 1, e escrevemos lir% flx)y=2e liql f(x)=1.
z— z—1—

Formalmente, definimos os limites laterais de maneira similar a definicdo de limite.

Limite lateral a direita

Se, dado € > 0, conseguirmos encontrar 0 > 0 tal que, 0 < x —a < J implica
|f(z) — F| < ¢, entdo, dizemos que limite de f(z) quando z tende a a pela direita é igual

a L, e escrevemos lim f(x) = F.
z—a™t

Limate lateral a esquerda

Se, dado € > 0, conseguirmos encontrar 6 > 0 tal que, —§ < r — a < 0 implica
|f(z) — F| < ¢, entdo, dizemos que limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é

igual a L, e escrevemos lim f(x) = F.
Tr—a—
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2.5 LIMITES NO INFINITO

As vezes, quando os valores de x se aproximam muito de um determinado nimero
os valores de f(x) podem aumentar ou diminuir indefinidamente. Ou, quando os valores de

x aumentam ou diminuem muito, os valores de f(z) se concentram em um valor especifico.

Algumas dessas situagdes podem ser visualizadas na Figura 2, na Figura 3 e na

Figura 4.

Figura 2 — Limite no infinito 1

|
N
o

———— e e - — =
N
2]

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

No gréfico da Figura 2, observe que quando z — 2% ou quando z — 27, f(x) — +o0.
E que, quando z — +o0 ou x — —o0, f(x) — 1.

Nesses dois casos, dizemos que z = 2 e y = 1 sdo assintotas vertical e horizontal,

do grafico de f, respectivamente.



17

Figura 3 — Limite no infinito 2

-6 1

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

A ideia de limites laterais se estendem a esses casos como mostra a Figura 3.

Quando x — 07, f(z) — —oo, mas a fungdo nao estd definida para valores de

Ja quando x — 400, f(x) — 0.

Nesses casos, temos como assintota vertical, x = 0 e, como assintota horizontal,
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Figura 4 — Limite no infinito 3

] S -

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

No gréafico da Figura 4, temos uma situagdo em que uma das assintotas nao é uma
constante. Observe que, quando x — +00 ou x — —o00, 0 grafico da fungao se aproxima

da reta y = x. Nesse caso, essa reta é uma assintota obliqua.
Formalmente, as diversas situacoes possiveis sdo apresentadas da seguinte forma.

Se, dado L > 0, conseguirmos encontrar § > 0 tal que, 0 < |z — a| < § implica
f(z) > L, entdo, dizemos que limite de f(x) quando z tende a a é igual a 400, e escrevemos
lim f(x) = +o0.

Se, dado L < 0, conseguirmos encontrar § > 0 tal que, 0 < |z — a| < § implica
f(z) < L, entéo, dizemos que limite de f(x) quando x tende a a é igual a —oo, e escrevemos

lim f(z) = —oc.

Se, dado € > 0, conseguirmos encontrar L > 0 tal que, z > L implica | f(z)—F| < ¢,
entao, dizemos que limite de f(z) quando z tende a +oo é igual a F', e escrevemos
lim f(z)=F.

T—+00
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Se, dado € > 0, conseguirmos encontrar L < 0 tal que, z < L implica |f(z) — F| < €,
entdo, dizemos que limite de f(x) quando x tende a —oo é igual a F, e escrevemos

lim f(x)=F.

T—r—00

2.6 LIMITE TRIGONOMETRICO FUNDAMENTAL

0
Seja f: R* — R, tal que, f(0) = 867;( ), cujo grafico pode ser visualizado na
Figura 5.

sen(6)

Figura 5 — Gréfico da fungao f(6) = 7

~_ N\ :

/™ \. P
o \/ ; \/ N ~

~0.5 1

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que na medida em que os valores de 6 se aproximam de 0, os valores de f(6)

ficam muito préximos de 1. Isso sugere que éir% f(0) =1.
H

sen(6)

Afim de provarmos que éir% = 1, observe com atenc¢ao a Figura 6.
—
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Figura 6 — Comparagao entre areas

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que a drea do AABE < Area do Setor ABE < Area do AABC.

Considere 0 < 6 < g

Area do AABE = AB'QDE.
2
Area do Setor ABE = 0.AB )
Area do AABC = AB'QBC.
AD AD DE DFE
O;Z?rve;;e cos(0) = aE - 1 - AD, sen(f) = 9E - 1 - DE, e

Ento, Area do AABE < Area do Setor ABE < Area do AABC =
AB.DE 0.AB®> AB.BC

< <
2 2 2

Como 0 < 0 < g, segue, sen(f) > 0. Dividindo todos os membros da desigualdade

= senf < 6 < tgb.

0 1 0
sen(f) < 6 < tg(#) por sen(f), temos, 1 < p——r) < @)’ e ainda, cos(§) < 367;( ) <1
Agora, vamos refletir sobre a desigualdade cos(6) < sen(f) < 1.

g
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Na medida em que # se aproxima de 0 por valores maiores ou menores do que ele,
a funcdo cos(f) fica muito préoxima de 1. E melhor do que isso, como cos(6) esta definida

em 0 =0 e cos(0) = 1, podemos concluir que éin(l) cos(f) = 1.
—

867;(0) < 1 se torna 1 < serg(@)

Entdo, a desigualdade cos(f) <
6 — 0.

< 1 quando

Para chegarmos a conclusao final, considere a seguinte proposicao.

Sejam t, g e h, trés fungdes tais que t(x) < g(x) < h(z) V x € R. Entao, se

lim f(z) = lim h(z) = L, tem-se, lim g(x) = L.

Com efeito, como il_r}}lt(:c) = }}11)1}1 h(z) = L, dado e > 0, 3§ > 0 tal que, 0 <
|z —al <d=|t(x) — L| <ee|h(z)— L| <e. Ouseja, h(z) <e+Le L —e< f(zx).

Mas como t(z) < g(z) < h(z) ¥V x € R, temos, L —e < t(z) < g(z) < h(z) <
e+L=lg(x)—L|<e

Logo, ill}r(llg(:c) = L.

0
Sendo assim, como 1 < ser{;( ) < 1 quando # — 07, concluimos que
0
lim 20 _
-0+ 0
: . . sen(0) : o
Para concluirmos que o limite da fungao 7 é realmente 1, considere o raciocinio
que segue.
0 —0 — 0
Como sen(—0) = —senf, entao, lim sen(6) =1l sen(=9) = lim —sen(d) =
0—0— 0 0—0— —0 0—0— —0
0
lim 20 _
-0+ 0
0
Portanto, lim sen(9) = 1.
0—0
1— 0
Outro limite interessante é o da funcao s : R* — R, tal que, s(f) = 0903().

Subtraindo da identidade trigonométrica cos® 3 +sen? <2> = 1, a transformagao

cost(§) = sen (§) = cos(0), temos, 25 () = 1= osto

2sen’? (Q)

1—cos(f) . 2) ..
e

Entao lim
0—0
Pela propriedade 5, temos

o) e (4) i ) 01—

lim
6—0

N|D
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1 — cos(6)
0

O grafico da funcao s(f) = pode ser visualizado na Figura 7, onde se

verifica o limite.

1 — cos(6)

Figura 7 — Gréfico da fungao s(f) = 7

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

2.7 CONTINUIDADE

Seja f uma funcao e a, um ponto do seu dominio.
Dizemos que f é continua em a se lim f(z) = f(a).
r—ra

Note que na defini¢cao de limite, o ponto a nao necessariamente deveria estar no

dominio de f. Ja na definicdo de continuidade, ¢ uma condicao obrigatoria.

Entao, para que uma fungao seja continua, devemos observar trés condigoes:

1. Deve existir f(a).

2. Deve existir lim f(z).



3. lim f(z) = f(a).

Tr—a

A Figura 8 mostra o grafico de uma fungao continua em z = 0.

Figura 8 — Grafico da fungao f(x) = xcos(x)

30
20 1

10 |

\ A

-0 10\/

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

-30 4

0\//\\7

-20 4
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Jé na Figura 9, existe f(0), mas nao existe lin% f(z). Entao, a fungdo nao é continua
T—

em x = 0.
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Figura 9 — Limite inexistente

\ 7 ﬂ

U 10

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Na Figura 10, existe hII(l) f(z), existe f(0), porém, hIT(l) f(z) # f(0). Entao, a fungao
T z—

nao é continua em x = 0.
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Figura 10 — lim,—of(xz) # f(0)

| |

| |

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Dizemos que uma funcao ¢ continua, se tal fungao é continua em todos os pontos

do seu dominio.

Sao exemplos de funcoes continuas:

1. Funcdes polinomiais (p(z) = a,2™ + ap_12" " + ... + 17 + ag).
2. Fungoes raizes (f(z) = /).
3. Fungoes trigonométricas e trigonométricas inversas (f(x) = cos(x) e g(z) = arctg(z)).

4. Fungoes exponenciais e logaritmicas (f(z) = e* e g(z) = In(x)).

Para as fungoes continuas valem as seguintes propriedades.

Sejam f e g duas func¢oes continuas em um dado ponto a dos seus dominios. Entao

também sao continuas nesse ponto
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—_

-ty
2. f—y
3. f.g

: Z:, desde que g(a) # 0.

W

(S48

. gof, se g for continua em f(a).

2.8 LIMITE EXPONENCIAL FUNDAMENTAL

Outro limite tao essencial quanto o trigonométrico fundamental, é o limite da
xr

1
funcao f(x) = (1 + ) quando os valores de x crescem indefinidamente, cujo grafico
x

pode ser visualizado na Figura 11. A reta y = e, assintota horizontal do gréafico de f, é o

A, 1)
. . - 1\*
Figura 11 — Gréfico da fungao f(x) = (1 + a:)
8-
6 1\*
fa)= (14
4
___________________ y=e __ __________.
0
8 6 -4 2 0 2 4 6 8
_2.
-4

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
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A tabela abaixo mostra alguns pares ordenados (z, f(x)), que foram obtidos afim

de analisar o comportamento de f(z) quando tomamos valores de x cada vez maiores.

1 T
€T <1+)

e
10° | 2,0000000000
10" | 2,5937424601
10% | 2,7048138294
103 | 2,7169239322
10% | 2,7181459268
10° | 2, 7182682372
10° | 2, 7182804692
107 | 2, 7182816940
108 | 2, 7182817864

Observe que tomando poucos valores para x, ja se observa a tendéncia de f(x) em

aproximar-se de um nimero cujos primeiros algarismos sao 2, 7182.

x
A demonstracao formal de que lir}rq (1 + ) = e, em que e é o numero irracional
T—4-00 €T

2,7182818284..., pode ser encontrada nos apéndices.
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3 DERIVADA

Aqui, o leitor tera seu primeiro contato com o conceito de derivada, tanto em
um ponto, quanto como funcao. Serad dada énfase no foco do trabalho e, portanto, o
conceito de limite serd amplamente utilizado. Isso sera feito dando uma nocao inicialmente
grafica e, posteriormente, utilizando exemplos de calculo de derivadas de algumas fungoes

importantissimas. Ao fim, algumas regras basicas de derivagdo também serdo destacadas.

3.1 DEFINICAO

Seja f uma funcao cujo grafico esté representado na Figura 12 e P, um ponto desse

grafico. Vamos definir a equacao da reta r, tangente a curva de f, passando pelo ponto P;.

Figura 12 — Inclinagdo da reta secante

F(Xq + ) [ o |
f(x, + h) - f(x,)
i) | U™ i
| h é
/ / X, X, *h

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

As coordenadas do ponto P; sdo (1, (f(x1))). Se obtivermos a inclinagao de 7, o

problema estara resolvido.

Para tanto, considere um segundo ponto P, tal que P, = (21 + h, f(z1 + h)), onde

h é uma pequena variagdo na abscissa xy.

Note que, na medida em que h — 0 a reta que passa por P, e P, se aproxima de r.
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Chamando a inclinagdo da reta que passa por P, e P de «, temos tg(a) =
f(x1+h) — f(21)
(.’L’1 + h) — I )

Calculando }llirr(l) tg(a), caso ele exista, teremos a inclinagao de 7.
—>

O limite acima, quando existe, ¢ chamado de derivada da fungdo f no ponto P; e ¢é

representado por f(z1).

flog) — i TR = F@) o f ) = f)

h—0  (z1+h) —x; h—0 h

Nesse caso, dizemos que f é derivavel no ponto P;.

Entao, a equacao da reta r pode ser determinada como
y— f(z1) = f'(x1)(x — 21)

3.2 DERIVADA COMO FUNCAO

Quando a funcao f é derivavel em todos os pontos do seu dominio, dizemos

simplesmente que f é derivéavel e representamos essa derivada por f’(z).

Fa) — 1 LD = 1)

h—0 h

EXEMPLO 1: Encontre f'(z) sendo f(x) = sen(z).
Solucao

Pela definicao,

flx+h) - fx)

f'w) = lim -

. sen(x 4+ h) — sen(x)

=

Y sen(x)cos(h) + sen(h)cos(z) — sen(x)

Al h

.. [ sen(x)[cos(h) — 1] = sen(h)cos(x)

- }1%{ h M }

5 sen(x)[cos(h) — 1] lim sen(h)cos(z)

h—0 h h—0 h

cos(h) — . sen(h)

= sen(x) ilzli% + cos(x) }lgrtl) -

= sen(z).0 4 cos(x).1

= cos(x)

EXEMPLO 2: Encontre f'(z) sendo f(z) = cos(z).



Solucao

Pela definicao,

flx+h) - fx)

/ - .
flz) = Jim h
_ g cos(x + h) — cos(x)
TS
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cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

h—0 h

:hmvm@mmm—u+ﬂm@mmm}

h—0 h h
~ im cos(z)[cos(h) — 1] i —sen(z)sen(h)
h—0 h hos0
= cos(h) —1 . sen(h)
= cos(z) lim h — sen(z) lim .

= cos(x).0 — sen(z).1

= —sen(z)

EXEMPLO 3: Encontre f'(z) sendo f(z) = e”.
Solucgao

Pela definicao,

/ —
fz) = Jm h

. e(:c-‘,—h) e

I
et 1)

= Jm—

_ . T (eh — 1)

= Jmet—y

_ T s (eh B 1)

= ¢l

Fazendo €" — 1 =0, temos " =1 +60 = h=1In(1+6),e h — 0= 60 — 0.

Logo,
(e —1) 7

M T S o)

éﬂ% In(110)
7

lim 1
9=0 Tin(1 + 0)
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= lim—
050 [n(1 + )7
1
limg_o In(1+0)s
1

Portanto,

f'(x) = €"lim

EXEMPLO 4: Encontre f'(z) sendo f(z) = In(z).
Solugao

Pela definicao,

_ m In(x + h) —In(z)
h—0 h
)
)
C o In(14 0
= lim z
h—0 h

Fazendo h = z6, temos h — 0 = 6 — 0.
Logo,

: In(1+6)
ilg% h N ‘191£I[1) x0

.1
= élir{l) Eln(l +0)

D=

1
= —limin(1+6)
x 6—0

3.3 REGRAS DE DERIVACAO

Abaixo, temos algumas regras de derivacao cujas demonstragoes podem ser obtidas

através das propriedades opertoérias de limite, vistas no capitulo 2.
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Para todas as propriedades de 1 a 5, considere f e g, duas func¢oes derivaveis em

To, € k, uma constante.

1. Derivada da func¢do constante

Como f(z) =k, V x € R, segue, f'(z) =0

2. Derivada da multiplicacao por constante

Como f é derivavel em z, segue,

[k f (o))" = K f'(x0)

3. Derivada da soma

Como f e g sdo derivaveis em z, segue,

[f(x0) + g(z0)] = f'(0) + g'(w0)

4. Derivada do produto

Como f e g sdo derivaveis em xg, segue,

[f(20)-g(20)]" = f'(w0).9(w0) + f(0).g'(0)

5. Derivada do quociente

Como f e g sdo derivaveis em zg, s g(xo) #0,
[f(ﬂ?o)] _ ['(x0)-9(w0) — f(20).9'(20)
9(wo) [9(z0)]?

6. Derivada da composta - A regra da cadeia

Seja h(z) = fog(x). Se g é derivavel em zg, e f for derivavel em g(zy), entao,
W (zo) = f'(9(20)) -9 (20)
7. Derivada da funcdo inversa
Se f é inversivel com inversa g, se g é derivavel em z e f for derivavel em g(z() e
f'(g(x0)) # 0, entao,

9@ = Frm)



33
4 NOCOES DE INTEGRAL

Adquirir nogoes basicas de integracao também serd de grande valia para os estu-
dantes do ensino basico. Aqui, o leitor terda o seu primeiro contato com o conceito de
integracdo, e vera a relacao entre a integral e a derivada. Além disso, duas técnicas de

integracao bastante usuais sao apresentadas para que ele ja se familiarize.

4.1 INTEGRAL INDEFINIDA
Seja f uma funcdo definida em um intervalo I. Uma primitiva para f, é uma
funcao F', derivavel em I, tal que F'(z) = f(z), Vz € I.

Por exemplo, se f(z) = 2z, Fi(z) = 2 e Fy(z) = 2> + 1, sdo primitivas para f.
Nesse sentido, pode se demonstrar que F(x) = 2* + ¢, onde ¢ é qualquer constante real,
contempla todas as primitivas da funcdo f(x) = 2x. A esse conjunto de primitivas, damos
o nome de integral indefinida. O processo de determinagao da primitiva de uma fungao

recebe o0 nome de primitivacao ou antiderivagao, ou ainda, integracao.
Utilizando simbolos, representamos a integral indefinida de uma fungdo f como

/f (x) +c

em que f(x) é o integrando, F'(x) + ¢ a integral ou conjunto das primitivas, e dz, denota

a variavel na qual pretende-se determinar a primitiva.

1
EXEMPLO: De todas as primitivas da fungao f(x) = —, determine a que passa
T
pelo ponto P = (e, 0).

Solucgao

Nosso objetivo é determinar uma funcao G(z / —dr = ) + ¢, tal que

G(e) =0.

1
No estudo sobre derivadas, vimos que In'(x) = —, ou seja, F(z) = In(x) é uma
x

primitiva para f. Logo, G(x) = In(z) + ¢ é o conjunto de todas as primitivas para f.
Como G(e) = 0, temos que G(e) = In(e) + ¢ = 0, ou seja, ¢ = —1.
Portanto, G(z) = In(x) — 1.

4.2 PROPRIEDADES

Sejam f e g duas fungoes definidas em um intervalo 7, e k uma constante. Entao,

1. /k:f(x)dx:k;/f(x)dx
2/ ) + g(z dx—/f dx—l—/g
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4.3 TECNICAS DE INTEGRACAO

Muitas vezes, calcular uma integral pode parecer uma tarefa impossivel. Mas, em
algumas casos, uma simples modificagdo no integrando, pode tornar a tarefa bem mais

simples. Essa modificagdao é parte do que chamamos de técnicas de integracao.

Essas técnicas consistem em substituir o calculo de uma integral inicialmente dificil,

por uma mais simples.

Veremos a seguir, duas técnicas muito comuns e que solucionam muitos casos de

integracao.

4.3.1 Integracao por substituicao

Sejam f e F' duas fungoes definidas em um intervalo I, sendo F' derivavel, tais que

F'(z) = f(z), ou seja, /f(x)dm =F(z) +c

Se g é outra funcao derivavel tal que g(z) € I, de modo que Fog(x) exista, temos,

pela regra da cadeia

[Fog(x)]' = [F(g(x))] = F'(9()).¢'(x)
. Mas como F'(z) = f(z), entdo, [F(g(z))]' = F'(g(x))-¢'(x) = F(g(x)).-¢'(x). Ou sefa,
F(g(z)) é uma primitiva para a fungiao f(g(z)).¢'(x).

Logo, [ flg(x)).() = Flg(x)) +c
Fazendo u = g(z), temos du = ¢'(z)dx.

Portanto,

[ Ho@)-g'@)dz = Fge)) + e = [ flu)du = Flu)+c

EXEMPLO 1: Resolva a integral / ln(x)dx.
x

Solucao

1
Fazendo u = In(x), temos du = —dx. Logo,
T

2 2
/ln(x)dx:/udu:u—f—c:ln <w>—|—c.
x 2 2

EXEMPLO 2: Resolva a integral / cos(wt + ¢)dt, sendo w # 0.

Solugao

d
Fazendo u = wt 4+ ¢, temos du = wdt = dt = —u. Logo,
w

sen(wt + ¢) N
w

/cos(wt + ¢)dt = / cos(u) du = 1 /cos(u)du = Cisen(u) +c=

w w

C.
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4.3.2 Integracao por partes

Sejam f e g duas fungoes derivaveis em um intervalo I. Temos

[f(2)-9()]" = f'(2).9(x) + f(x).9'(x)

Integrando em ambos os lados temos
[ U@ g@)de = [ 1£'@).96) + @) @)do = [ f@).g()de+ [ f2). (2)da

Fazendo u = f(z) e v = g(x), temos du = f'(x)dx e dv = ¢'(x)dx. Logo,

/[f dI—/f dl’—i—/f dx:>uv—/vdu+/udv

Ou seja,
/udv:uv—/vdu

EXEMPLO 1: Resolva a integral / xe'dx

Solugao

Fazendo u = x e dv = e*dx, temos du = dx e v = €”.

Logo,
/udvzuv—/vdué/xexdx:xem—/exdx:xex—ez—l—c:em(x—1)+c.

Portanto, /xexda: =e’(x—1)+c

EXEMPLO 2: Resolva a integral / In(z)dz
Solugao
1
Fazendo u = In(z) e dv = dx, temos du = —dzx e v = z.
T

Logo,

/udv = u — /vdu = /ln(m)dm = zin(x) — /xid:c = zin(z) —z 4+ ¢ =
z(ln(z) — 1) +c.

Portanto, /ln(x)dx =z(Iln(z) — 1) +c.
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5 PLANOS DE AULA

Como o foco principal deste trabalho é a aplicacao do conceito de limite, derivada e
integral, com énfase nos limites, em contetidos bastante frequentes no ensino basico, varios

temas foram distribuidos em planos de aula como sugestao de abordagem.

O objetivo disso é fazer o leitor enxergar com outros olhos algo que ele ja conhecia,

s6 que com ferramentas dos ensinos fundamental e médio.
51 A AREA DA CIRCUNFERENCIA

PLANO DE AULA 1

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matemética.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Introducao a ideia de limite.

Pré-requisitos: Areas de figuras planas e limite trigonométrico fundamental.

Objetivo: Dar ao aluno uma nocao inicial de limite utilizando area de circunferéncia.

A 4rea da circunferéncia

Estudando areas de figuras planas, aprendemos que a area de uma circunferéncia

com raio R, é dada por mR%.
Nessa aula, mostrarei como verificar essa férmula utilizando a ideia de limite.

Seja Cp g uma circunferéncia com centro no ponto O e raio R, inscrita em um
poligono P, de lado L, e circunscrita em um poligono P;, ambos com n lados, conforme

Figura 13.
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Figura 13 — Area da circunferéncia

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
Chamaremos de Ap, a area do poligono inscrito na circunferéncia, de Ap,, a area
do poligono circunscrito na circunferéncia e de A¢, a drea da circunferéncia.

E fcil ver que Ap, < Ac < Ap,.
No P;, considere 0 AAOC cujo angulo AOC =0, ¢ AO = CO = R. Entao,

R? 0 2
AAAOC = S@TL( ), onde 6 = I
n
R? Zn
Portanto, Ap, = " S;n( n )
u WRQLZST%W).

Multiplicando o numerador e o denominador por —, temos Ap, =
n
n

. L
No P., considere AAOB, cujo angulo AOB = Z, AB = 3 © AO = R. Entao,
1L
Apaop = 553-

LoL

Porém, tg (Z) = % =5 = Rtg <Z>
R2tg(% 0

Logo, Ap, = (2n) 96) _ nRtg ()
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.. . m m
Multiplicando o numerador e o denominador por — e trocando § = —, temos
n n

TR*tg(Z) ,sen(Z) 1

APC = s = = s . s

z s cos(g)
Como Ap, < Ac < Ap,, temos
27 T

sen( = sen(— 1
7rR272§r” ) < Ao < TR? F(”) -
n n COS(E)

Tomando o limite n — +o00, temos

2 T
Como n — 400, temos — — 0 e — — 0.
n n

sen(2X) sen (™) 1 1

=1, lim

z notoo I n=+oo cos(%) B lim,, 4 oo COS(%)

Entao, lim =
n—-+00
Portanto, 7R?.1 < Ac < 7R*1.1 = 7R? < Ac < mR”.

Dessa forma, podemos concluir que Ac = wR.

Materiais utilizados: Quadro e pincel.
Bibliografia: O BARICENTRO DA MENTE, Demonstracdo da Area do Circulo. Dispo-
nivel em: <http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/08/demonstracao-da-area-

do-circulo.html>
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5.2 VELOCIDADE MEDIA E INSTANTANEA

PLANO DE AULA 2

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Limite.

Pré-requisitos: Funcgoes, equagdoes do MRUV e matematica do ensino fundamental.

Objetivo: Dar ao aluno uma nocao de limite utilizando velocidade.

Velocidade média e instantanea

Dos estudos de mecanica classica vista na primeira série do ensino médio, certamente
foi destacado que a velocidade média de um corpo em movimento, pode ser obtida dividindo-

se a distancia percorrida por esse corpo pelo tempo gasto para percorré-la

Tomando como exemplo um corpo em MRUV, sabemos que sua posi¢ao em funcao
1
do tempo é dada por z(t) = xo+vot + iatQ, onde xg, vy € a sao, respectivamente, a posi¢ao

inicial, a velocidade inicial e a aceleracao do corpo.

Se quisermos calcular a velocidade média (V},) desse corpo entre os instantes t; e
to, devemos determinar a distancia percorrida por ele nesse periodo de tempo, ou seja, da
posicao x(t1) até a posigao x(t3). Chamaremos h =ty — t; a variagdo de tempo entre os

instantes t; e to, para percorrer a distancia x(ty) — z(t;).

Assim,
to) — x(t
v, = (t2) — x(t)

lo — 11
~x(ti+h) —x(t)
B h
- To + Uo(tl + h) + %a(tl -+ h)2 — (l’o + U()tl + %at%)
B h
- i + ’Uotl + ’Uoh + %a(t? —I— 2t1h + h2) — Ty — U()tl — %at%)
N h
- U()h + Cltlh + aQﬁ
B h

h
Vm =Yy + CLtl + % (51)

A equacao 5.1 nos fornece a velocidade média V,,, do corpo entre os instantes t; e
t1 + h, para cada h.
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A ideia de limite surge quando queremos, em vez de calcular a velocidade média de
determinado corpo, definir a velocidade instantanea (V;) desse corpo, pois, tal velocidade
é obtida de em um tempo especifico, e nao em uma variagao de tempo. Ou seja, para o
exemplo em questao, poderiamos querer calcular a velocidade desse corpo no tempo t; em

vez de calcular a velocidade no intervalo de t; a 5.

Podemos dizer que, quanto menor a variacao de tempo h, mais V,, se aproxima de
V;. O que significa dizer que o limite de V,,, quando h tende a zero é V;, ou ainda que, V,,

tende a V; quando h tende a zero.

Matematicamente escrevemos,

limV,, =V,.

h—0

EXEMPLO: Calcule a velocidade média de um corpo cuja posicao em funcao do
tempo é dada por z(t) = 5t* no intervalo de 0 a 3 segundos. Em seguida, determine sua

velocidade instantanea no tempo t = 3.

Solugcao

z(3) — z(0) 5.3 —-5.0° 45-0
3-0 3 -3
Para calcularmos V; em ¢t = 3s, precisamos determinar lig(l) Vn = Vi, mas primeiro,

Sabemos que V,, = , ou seja, Vi, = = 15m/s.

precisamos determinar uma expressao para V,,, em funcdo de um incremento de tempo h,

a partir do tempo desejado.
Sendo assim,

z(3+h) —x(3)
h
5.(3+ h)% — 5.32
h
5.(9+ 6h + h?) — 5.9
h
45 4 30h + 5h* — 45
h
30h + 5h?

h
= 30+ 5h

A tabela abaixo mostra alguns valores de V,, para incrementos de h cada vez

menores.



h Vi = 30 + 5h
2,0000000 | 40,0000000
0,4000000 | 32,0000000
0,0800000 | 30,4000000
0,0160000 | 30,0800000
0,0032000 | 30,0160000
0,0006400 | 30,0032000
0,0001280 | 30,0006400
0,0000256 | 30,0001280
0,0000051 | 30,0000256
0,0000010 | 30,0000051
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Note que a medida em que h vai ficando menor, ou seja, quando h se aproxima
de zero, V,, vai se aproximando de 30m/s. Assim, espera-se que esse seja o valor da

velocidade instantanea do corpo no tempo ¢t = 3s.

Como, V; = }llirr(l) 30 + 5h, vemos realmente que V; = 30m/s.
ﬁ

EXERCICIO: Um objeto é solto de um avido e sua posicao em funcao do tempo
¢ dada pela equacao x(t) = —3,5t%, onde ¢ é o tempo de queda em segundos.
a) Determine a velocidade média desse objeto nos primeiros dois segundos de queda.

b) Construa uma tabela relacionando a velocidade média V,, e o tempo t = 2 + h para

pequenos incrementos de tempo h conforme o exemplo anterior.
c) Determine a velocidade instantdnea desse objeto no tempo t = 2s
Materiais utilizados: Quadro e pincel.

Bibliografia: FINNEY, Ross L.; WEIR, Maurice D.; GIORDANO, Frank R. Cdlculo de
George B. Thomas, volume 1. 10* ed. Sao Paulo: Addison Wesley, 2002.
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5.3 GRAFICOS E LIMITE
PLANO DE AULA 3

Nivel: Educacao basica.
Série: 3* do EM.
Disciplina: Matematica.
Duracao: 100 minutos.
Tema: Graficos e Limite.
Pré-requisitos: Funcgoes.

Objetivo: Dar ao aluno uma nogao inicial de limite utilizando graficos.

Gréficos e limite

Considere uma fungao f: D — R que associa x — f(x), definida para valores tao
proximos quanto quisermos de um nimero k, mas nao necessariamente em k. Se existir
um numero L com a propriedade de que, sempre que os valores de x ficam mais préximos
de k, os valores de f(x) também se aproximam de L, e essa aproximagao puder ser feita
tao precisa quanto quisermos, entao dizemos que L ¢é o limite da fun¢do f quando x tende
a k. Matematicamente escrevemos

lim f(z) =L
z—k

Nos seis exemplos abaixo, veremos como identificar o limite de algumas fungoes

através da analise grafica. A utilizacao de um software de matematica dinamica como o

Geogebra, facilita muito a visualizacao e o entendimento dos alunos.
EXEMPLO 1: No exemplo destacado na Figura 14, determine o 1ir% f(z).
T—
Solugao

Sabemos que, para identificarmos lirr% f(z), devemos verificar se, na medida em
r—r
que os valores de = ficam mais proximos de 2, os valores de f(x) ficam mais préximos de

algum numero.

Observe na Figura 14, duas setas apontando para x = 2. Uma indica que os valores
de x estao se aproximando de 2 por valores maiores do que ele, e a outra, por valores
menores do que ele. Observe ainda que, independente dos casos, a funcao f se aproxima

de y = 3, nao importa o quao préximo de 2 os valores de x estao.

Sendo assim, podemos afirmar que

lim f(x) =3

r—2
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Figura 14 — Limite 1

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO 2: No exemplo destacado na Figura 15, determine o lirq f(z).
z—

Solucgao

No exemplo da Figura 15 podemos proceder como no exemplo da Figura 14.

Na medida em que os valores de x se aproximam de 1, tanto por valores maiores,

quanto menores do que ele, nota-se que os valores de f(z) se aproximam muito de y = 2.

Sendo assim, podemos afirmar que

lim f(x) =2

r—1
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Figura 15 — Limite 2

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO 3: No exemplo destacado na Figura 16, determine o lim2 f(z).

T——

Solugao
Ao analisarmos a func¢ao da Figura 16, nos deparamos com uma situagao muito
comum e que leva muitos alunos ao erro.
Quando verificamos os valores de x bastante proximos de —2 notamos que os valores
de f(x) se aproximam muito de y = 2, porém, verifica-se que f(—2) = 3.
Pela definicao vista de limite, podemos concluir que lim2 f(x) = 2, mas alguns
T——

estudantes menos atentos, acusam lim2 f(z) = 3, o que nao é verdade.
T——

Em ambos os exemplos 1 e 2, o limite e o valor da fun¢do no ponto foram iguais.

Isso ocorrera sempre que a funcao for continua.
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Figura 16 — Limite 3

Y

Y
1

o

N

-4 -3

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO 4: No exemplo destacado na Figura 16, determine o liH(l] f(z).
T—>
Solugao

No exemplo da Figura 17 observe que na medida em que os valores de = se
aproximam de 0 por valores maiores do que ele, os valores de f(x) se ficam préximos de
y = 4, porém, quando os valores de = se aproximam de 0 por valores menores do que
ele, f(z) se aproxima de y = 2. Ou seja, ndo importa o quanto ou de qual forma = se
aproxima de 0 que, de qualquer maneira, os valores de f(x) nao se aproximam apenas de

um valor em y.

Nessa situacao, dizemos que lirr(l) f(x) nao existe.
Tr—r
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Figura 17 — Limite 4

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO 5: No exemplo destacado na Figura 18, determine o lin% f(z).
Tr—r
Solugao

Nesse exemplo, na medida que = se aproxima de 2 por ambos os lados, note que
f(z) ndo fica préximo de nenhum valor. Porém, perceba que quanto mais préximo de 2 os

valores de x ficam, maiores se tornam os valores de f(x).

Nesse caso, dizemos que

lim f(x) = +o00

T—2
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Figura 18 — Limite 5

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO 6: No exemplo destacado na Figura 19, determine o lin% f(z).
z—>
Solugao

Finalmente, temos no exemplo da Figura 19 outra situacao em que, nao importa o
quanto os valores de x se aproximam de 2, os valores de f(x) nao se aproximam de um
numero. Porém, diferentemente do exemplo da Figura 18, a medida em que os valores de
x se aproximam de 2 por valores maiores do que ele, os valores de f(x) aumentam muito,
e quando os valores de x se aproximam de 2 por valores menores do que ele, os valores de

f(z) diminuem cada vez mais.
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Figura 19 — Limite 6

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Nessa situagao, também dizemos que lilg f(z) ndo existe.
r—r

Materiais utilizados: Computador com software Geogebra ou similar e projetor.
Bibliografia: SIMMONS, George F. Cdlculo com geometria analitica, volume 1. Sao
Paulo: McGraw-Hill, 1987.
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54 TAXA DE VARIACAO

PLANO DE AULA 4

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.
Duracao: 100 minutos.

Tema: Derivada.
Pré-requisitos: Funcoes e limite.

Objetivo: Dar ao aluno uma nocgao inicial de derivada.

Derivada como taxa de variacao

Na aula sobre velocidade média e instantanea, foi visto que a velocidade média de
2(tz) — 2(t1)

um corpo cuja equagao de posi¢ao no tempo é x(t), pode ser dada por V,, = P— ,
2 — U

e que V,,, = V quando (t5 — t;) — 0. Mas o que representa realmente V,,,?

A quantidade V;,, representa a taxa de variagdo da funcdo x(t) entre os tempos t; e

ts. Ao limite dessa taxa de variagdo quando (ty — t;) — 0, demos o nome de velocidade

. A . . ox(ta) —x(t o ox(ti+h) —x(t

instantanea no ponto t1, ou seja, V = lim M, ouV = lim (t ) ( 1),
ta—t1 to — 11 h—0 h

onde h =ty — 5.

Esse limite, quando for possivel de ser calculado em uma fungao f(z) qualquer,
recebe o nome de derivada, que matematicamente pode ser representada por f'(z) ou T
x

Existem outras formas de representar simbolicamente a derivada de uma funcao, porém,

essas duas sdo as mais utilizadas.

Entao, chegamos a definicao de derivada da funcao f(z) no ponto z = z; como

o) = iy SO =)

r = x1, quando esse limite existe.

. Dizemos entdo que a fungao f(z) é derivavel no ponto

Se tal fungao for derivavel em cada ponto do seu dominio, dizemos simplesmente
que ela é derivavel. Entao, podemos substituir o ponto x = x; simplesmente por z, onde
obtemos a defini¢cdo mais geral de derivada como

o)t L) = @)

h—0 h

(5.2)

Considere agora um pequeno trecho de uma funcao f e a reta r secante ao grafico
de f, que passa pelos pontos Py, cujas coordenadas sao (x1,f (1)), e Ps, cujas coordenadas

sao (x1+h,f(x1+h)), como ilustra a Figura 20. Observe que a inclinagao de r é justamente

to(a) = [ +h})L— f(xl)‘
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Podemos concluir entao que, no limite quando A — 0, a reta secante s se torna
a reta r tangente ao grafico da funcao f no ponto P;. Essa é definicao geométrica de

derivada de uma funcao.

Figura 20 — Inclinagdo da reta secante

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

EXEMPLO: Determine a derivada das funces f(z) = 2% e g(x) = /.
Solucdao

Pela definigdo de derivada (equagao 5.2), temos

f'(z) = lim




Entao

De maneira semelhante,

g'(x) =

Entao
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d(z®)
dx =2
o L2 ) = F(@)
h—0 h
lim ”x+
h—0
- i VE VIR T
h—0 h ,/x_|_ +\/_
r+h—x
h=0 h.(v/x + h 4+ /x)
h

EXERCICIO: Determine a derivada das funcoes abaixo utilizando a definicdo da

equacao 5.2.

a) f(z)=32"—z+4

b) gla) = -

Materiais utilizados: Quadro e pincel.

Bibliografia:

FINNEY, Ross L.; WEIR, Maurice D.; GIORDANO, Frank R. Cadlculo de George B.
Thomas, volume 1. 10* ed. Sao Paulo: Addison Wesley, 2002.
SIMMONS, George F. Cdlculo com geometria analitica, volume 1. Sao Paulo: McGraw-Hill,

1987.
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5.5 TAXAS RELACIONADAS

PLANO DE AULA 5

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Taxas relacionadas.

Pré-requisitos: Funcoes e taxa de variagao.

Objetivo: Levar o aluno a compreender o que sao taxas relacionadas e a operar com elas.

Taxas Relacionadas

Consideremos um reservatorio conico de altura H e raio da base R, com o vértice
voltado para baixo e cheio de agua. Se fizermos um furo no vértice desse reservatorio, o
volume V de agua inicialmente contido nele, ird diminuir ao passar do tempo. O mesmo
acontecerd com a altura do liquido nele contido. Isso ocorre porque as duas grandezas

estao vinculadas.

Se duas ou mais grandezas em uma determinada situagao-problema estiverem

relacionadas entre si, entao suas taxas de variagao também estarao.

A essa vinculagao entre as taxas de variagao de duas quantidades da-se o nome de

taxas relacionadas.

No reservatorio conico da Figura 21, seja vy a taxa de variagdo do volume de
agua em relacao ao tempo. Vamos determinar a que taxa o nivel de dgua desce numa

determinada altura hy.
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Figura 21 — Reservatério conico

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Sabemos que em uma determinada altura h, cujo raio da secao transversal é r, o

volume de agua no reservatorio ¢ dado por v = gwrzh.

Por semelhancga de tridngulos na Figura 21, podemos colocar a variavel » em funcao

de R, H e h e na equagao v = §7r7’2h, relacionar apenas v e h.

Temos entao

L 1 R?h?
0go, v = 37r 7P

Derivando ambos os lados da equagao em relacao ao tempo, pois, tanto o volume

quanto a altura variam com o tempo, teremos as taxas relacionadas que nos interessam.

Assimd—v— R—h 2@
vat - \w ) ar

Como queremos saber a taxa de variagdo em h = hg e sabemos que i Vg, temos

v (Rh\'dh _(Rho\"dh _ S
at  \H) at 7"\ H ) a7 at 7 \Rh
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EXEMPLO: Em um tanque conico com 10m de altura e raio da base 5m, bombeia-

se 4gua a uma taxa de 1m?®/min. A que taxa o nivel de 4gua sobe quando a dgua tem 2m
de profundidade?

Solugao

Note que o problema ¢é similar ao descrito anteriormente.

1 10 A
Sendo assim, v = §7r7"2h e por semelhanga de triangulos, T ou seja, r = 5
r
wh?
L = —.
080, v =
Derivando ambos os lados, temos
dviﬂh2dh:>177r22dh:>dhi 1 Jmi
dt 4 dt T aat A R

EXERCICIO 1: Uma escada com 6m de comprimento estd apoiada numa parede
de 3,6m de altura, num ponto abaixo do seu topo. Sua base escorrega se afastando da
parede a uma taxa de 1,5m/min. A que velocidade o topo da escada se aproxima do chao

quando ele esta a 1,5m do ponto mais alto da parede?

EXERCICIO 2: Um baldo esférico perde ar por um furo de tal forma que seu
raio diminui a uma taxa de 2em/min. Qual a taxa de diminuigao do volume, quando o

raio do baldo é r=50cm?

Materiais utilizados: Quadro e pincel.
Bibliografia: SIMMONS, George F. Cdlculo com geometria analitica, volume 1. Sao
Paulo: McGraw-Hill, 1987.
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5.6 MAXIMOS E MINIMOS
PLANO DE AULA 6

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Maximos e minimos de uma funcao.

Pré-requisitos: Funcoes e derivada.

Objetivo: Mostrar ao aluno como identificar e determinar valores maximos e minimos de

funcoes.

Maximos e minimos de uma fungao

Da definicao geométrica de derivada, sabe-se que a derivada de uma fungdo em um
certo ponto é a tangente do angulo positivo que a reta tangente ao grafico dessa funcao,

no ponto em questao, forma com o eixo das abscissas.

Pode-se demonstrar que, se uma func¢ao for derivavel, e possui um valor maximo
ou minimo, a reta tangente ao grafico dessa fun¢do nos pontos de maximo ou de minimo
deve ser horizontal, e retas horizontais formam com o eixo das abscissas, um angulo de 0°,
cuja tangente é zero. A Figura 22 mostra algumas situagoes em que a funcao possui valor

maximo e minimo local.
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Figura 22 — Tangente horizontal

X.
3 Xy

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Sendo assim, podemos concluir que, se uma funcao f possui valor maximo ou

minimo em um ponto x = x1, e é derivavel nesse ponto, entao, f'(z1) = 0.

Essa conclusao ¢é bastante 1til e nos auxilia a resolver problemas que aparentam

serem complicados, de maneira rapida e pratica.

EXEMPLO 1: Encontre o valor méximo ou minimo da func¢ao quadratica f(z) =
az? +bx +c, coma,b,c € Rea#0.

Solucdao

Seja V' = (x,,y,) o ponto onde f(x) possui seu valor méximo ou minimo.

fl(x,) =0= (ax? +br,+¢c) =0=2ar, +b=0= 1, = ——

) b\ P
Yo = f(xy) = axy, +bx, +c=a ~5, + 0. oq) T¢T 1 "2 T E

Chamando A = b* — 4ac, temos
b2 b2 n —b? + dac A
y=———+Cc=— = ——,
Y da  2a 4a 4a

Para concluir, considere a funcao f escrita em sua forma canonica, ou seja,

f($)=a<x+2ba>2_ (b:x>
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Vemos que a forma canonica de f, pode ser escrita como f(z) = a(z — 2,)* + ys.

Portanto, se a > 0, y, serd um valor minimo para f, pois, se g > x, ou Ty < T,
entdo, a(rg — x,)* > 0, e f(zo) = a(zo — 24)* + Yo > y» = f(2,). Analogamente, se a < 0,
Y, serd um valor méximo para f, pois, se xg > x, ou zg < T, entao, a(xry — mv)Q <0,e
fwo) = alzo — 2,)* + yo < yo = f(2).

EXEMPLO 2: De todos os retangulos cujo perimetro é 10m, determine as

dimensoes do que possui a maior area.
Solugao
Sejam x e y as dimensoes desse retangulo. Entao, 2z + 2y = 10, ou seja, x +y = 5.

Chamando de A a area desse retangulo, temos A = xy. Mas como z +y =5 =
y=>5—ux, temos A(z) = x(5 — x) é a expressdo para a area dos retdngulos em fungao de

uma das suas dimensoes.

Se A(x) possuir um valor maximo em algum ponto, entdo, A’'(x) = 0 nesse ponto.

Utilizando a equagao 5.2, obtém-se A'(z) =5 — 2.

)
Entdao, A'(z) = 0 = 5 — 2z = 0, ou seja, © = 7 Mas como = + y = 5, temos
5 b

y 2~ 9

Dessa forma e pelos mesmos argumentos apresentados no EXEMPLO 1, pois A(z)
também é uma fungdo quadratica, concluimos que, de todos os retangulos cujo perimetro

¢ 10m, o de maior area é o quadrado de lado im.

EXEMPLO 3: Suponha que um fabricante de bolos produza cada unidade ao
custo de R$50,00. Suponha também que, se cada unidade for vendida a z reais, o fabricante
conseguira vender 100 — x bolos. Determine qual quantidade do produto deve ser vendida

para que se tenha o maior lucro possivel.

Solucao

Primeiramente, se cada unidade custa R$50,00 para ser produzida, o custo de
produgao de 100 — x unidades sera C'(x) = 50(100 — x).

De maneira similar, como o preco de venda ¢é x reais, a receita que sera obtida pelo
fabricante serd R(z) = x(100 — x).

Dessa forma, o lucro que o fabricante obtera, pode ser descrito pela férmula,
L(z) = R(z) — C(x). Ou seja, L(x) = 2(100 — x) — 50(100 — x) = —z* + 1502 — 5000.

Utilizando a mesma ideia do EXEMPLO 2, e argumentos do EXEMPLO 1, podemos
fazer L'(z) = 0, onde L'(x) = —2x + 150, para obter x = 75.

Entao, para que o fabricante obtenha o maior lucro possivel, o preco de venda de

cada bolo deve ser R$75,00 e ele conseguird vender 25 unidades.
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EXERCICIO 1: De todos os retdngulos inscritos em um tridngulo equildtero de
lado 3m, determine as dimensoes do de maior area.

EXERCICIO 2: Um artesdo vende, por dia, z unidades de um determinado

2

artigo por V(z) = 2* — 2. Sendo o custo da producio C(r) = 22° — Tz + 8, quantas

unidades devem ser vendidas diariamente, de modo que se obtenha o maior lucro possivel?

Materiais utilizados: Quadro e pincel.
Bibliografia: SIMMONS, George F. Cadlculo com geometria analitica, volume 1. Sao
Paulo: McGraw-Hill, 1987.
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5.7 ESBOCANDO GRAFICO
PLANO DE AULA 7

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Esboco de gréfico.
Pré-requisitos: Funcoes e derivada.

Objetivo: Mostrar ao aluno como esbocar graficos utilizando derivadas.

Esbogando grafico

Nessa aula, veremos como esbocar os graficos das funcoes f(z) = 22> — 8z + 6 ¢

g(x) = sen(x), utilizando derivada.

Esbocando o grifico de f(x) = 22° — 8z + 6.

Sabemos que se uma fungao possui maximos ou minimos locais, f'(z) = 0 nos
pontos onde isso ocorre. Os valores de z tais que f'(x) = 0 sdo chamados de pontos criticos

de f.
temos f'(z) =0 = 4z — 8 = 0, ou seja, x = 2 é um ponto critico de f.

Note que para = > 2, f'(x) > 0, ou seja, os coeficientes angulares das retas
tangentes a f para valores de x > 2 sdo positivos. Isso significa que f é crescente nesse

intervalo.

Por outro lado, se x < 2, f'(z) < 0 e de maneira similar podemos concluir que f ¢

decrescente nesse intervalo.

Como f decresce para < 2 e imediatamente cresce para x > 2, podemos concluir

que z = 2 é ponto de minimo da fungao f(x).

Temos também que f(2) = 2.2 — 8.2+ 6 = —2. Ou seja, as coordenadas do ponto

minimo sao P = (2, —2).

Outros pontos importantes sao as raizes de f, ou seja, os valores de = tais que
f(z) = 0.

fz)=0=22"-8r+6=0=z=1ouz=3.

Logo, P, = (1,0) e P» = (3,0) sdo os pontos onde f intersecta o eixo das abcissas.
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Podemos calcular também f(0), afim de determinar a intersecao de f com o eixo

das ordenadas.
f(0) =2.0> —8.0+ 6 = 6.
Logo, P; = (0,6) é o ponto onde f intercecta o eixo das ordenadas.

De posse dos pontos P, P, P, e P3, estamos praticamente prontos para esbocar o

grafico de f. Mas para finalizarmos, é necessario analizarmos a concavidade da fungao.

Afim de verificarmos a concavidade de f, podemos analizar a derivada da funcao
derivada f’(z). Assim, podemos saber como se comportam as retas tangentes ao longo do

grafico de f.
(f'(z)) = f"(z) =4

Portanto, f”(z) = 4 > 0 Vx € R. Ou seja, independente dos valores de z, os

coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico de f sempre crescem.

Logo, o grafico da fungao é concavo para cima.

Figura 23 — Grafico da funcio f(z) = 22% — 82+ 6

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
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A Figura 23 representa o grafico da funcio f(z) = 22> — 8z + 6.
FEsbocando o grdfico de g(x) = sen(x) no intervalo [0, 27].

Comegaremos determinando as raizes de g(z), ou seja, os pontos em que a fungao

intercepta o eixo das abcissas.
Fazendo sen(z) = 0, temos x = 0, . = 7, ou x = 27.

Determinando os pontos criticos.

3
Fazendo ¢'(x) = cos(z) = 0, temos = = g ouzx = ?ﬂ

Analisando os intervalos de crescimento ou decrescimento da funcéo.

3
Sabemos que cos(x) > 0 Vx € {O, g] U {;, 27?} Portanto, g(x) é crescente nesse

intervalo.

3
Sabemos também que cos(z) < 0 Vz € [W, 271 . Portanto, g(z) é decrescente nesse

2
intervalo.

: T, - 3m .
Logo, podemos concluir que = = 5 ¢ ponto de maximo e x = > de minimo.

Podemos analisar também, a concavidade do grafico de g(x), estudando ¢"(z) =

—sen(x).
Sabemos que ¢"(x) > 0= —sen(z) > 0= sen(z) < 0=z € [, 27].
Em contrapartida, ¢"(z) < 0 = —sen(z) < 0 = sen(z) > 0=z € [0, 7.

Podemos concluir entdao que, no intervalo [0, 7], ¢'(x) é decrescente, pois, ¢"(z) < 0.

Logo, g(z) é cdncava para baixo.

Por outro lado, no intervalo [, 27], concluimos que ¢'(x) é crescente, pois, g"(x) > 0.

Logo, g(z) é concava para cima.

O ponto z = 7w é o ponto em que g(z) muda de concavidade é chamado de ponto

. ~ z iz
de inflexdo, e é tal que ¢"(z) = 0.
Em resumo, conseguimos coletar os seguintens pontos:

= (0,0), P, = (m,0) e Py = (2m,0), raizes de g(z).

(g, 1) 60 mésino. (s ((;f) —an (D) =1)

3 3
g, 1), é o minimo. (g( " — sen (;) =—1).

(
(7,0), inflexao. (g(m) =0).
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Figura 24 — Gréfico da fungao g(x) = sen(x)

0.5

p1 0f 2

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

A Figura 23 representa o grafico da funcao g(z) = sen(x).

Materiais utilizados: Quadro e pincel.

Bibliografia: BONJORNO, José Roberto. GIOVANNI, José Ruy. Matemdtica completa,
volume 3. Sao Paulo: FTD, PNLEM 2009.
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5.8 PRIMITIVAS E INTEGRAL INDEFINIDA

PLANO DE AULA 8

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracgao: 100 minutos.

Tema: Integral.

Pré-requisitos: Funcoes e regras de derivacao.

Objetivo: Dar ao aluno noc¢oes iniciais de integral.

Primitiva de uma funcao e integral indefinida

Seja f uma funcao definida em um determinado intervalo. Uma primitiva dessa
fungdo, ¢ outra funcao, que chamaremos de F, derivdvel nesse intervalo, tal que F'(z) = f(z)

Vz desse intervalo.

Nao é dificil perceber que uma mesma fungao possui varias primitivas. Por exemplo,
se f(x) = 2z, Fy(r) = 2* 6 uma primitiva para f, e Fy(z) = 2° + 1, outra. Nesse sentido, ¢
facil ver que F(x) = 2 +c¢, onde ¢ é qualquer constante real, contempla todas as primitivas
da fungdo f(x) = 2x. A esse conjunto de primitivas damos o nome de integral indefinida.
O processo de determinacado da primitiva de uma fungao recebe o nome de primitivacao,

antiderivacao, ou ainda, integracao.
Matematicamente, representamos a integral indefinida de uma funcao f como

/f(:c)d:v =F(x)+c
em que f(z) é o integrando, F'(x) + ¢ a integral e dz denota a varidvel na qual a fungao

esta definida ou, em qual variavel pretende-se determinar a primitiva.

Quando, juntamente com a derivada da funcao, for fornecida alguma informacao
complementar acerca dessa fungao, por exemplo o valor de f em algum ponto, conseguimos
determinar o valor da constante c. Nesse caso, a integral nao ¢ mais um conjunto de
primitivas, mas uma tnica funcao. Problema com essa caracteristica chama-se problema

de valor inicial.

EXEMPLO 1: Encontre a familia de primitivas de z%2, ou seja, a integral

/x2/3dx.

Solucao

Seja f(x) = 23, Queremos encontrar uma familia de fung¢oes F(x) + ¢, tal que,

Fi(x) = f(=).
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Vamos supor que F'(x) assuma a forma F'(z) = az®, onde, a,p € R".
Entao,

F'(z) = (ax?) = apa?™*

Como F'(z) = f(x), temos

_ 2
apaP™! = x5

ou seja,
ap=lep—1=—
Logo,
1—2:> —2—1—1—5
P=i=37P=37°73
e
_1 1 3
ap = :>a—§—g
3

3
Entao, /x2/3dx = 5955/3 + ¢ é uma familia de primitivas de 2.

EXEMPLO 2: Um balao subindo a uma velocidade de 4m/s, estd a uma altura
de 24m em relagao ao solo quando um objeto é solto. Quanto tempo esse objeto demora

para atingir o solo?
Solugao
Esse é um tipico problema de valor inicial associado a modelagem.

Primeiramente, como o objeto esta em queda livre, a aceleracdo que atua sobre

v
ele é a da gravidade, que consideraremos como a = —10m/s*. Mas, sabemos que a = a
em que v é a velocidade do balao.Entao, precisamos resolver o problema v(t) = / —10dt,
onde, v(0) = 4m/s .

Entao, v(t) = —10t + ¢; é conjunto de todas as primitivas de a = —10. Mas
com a condicdo inicial v(0) = 4m/s, temos —10.0 4+ ¢; = 4, ou seja, ¢; = 4m/s. Logo,
() = —10t + 4.

dx
Em segundo lugar, sabemos que v(t) = —, em que x(t) representa a posi¢ao do

dt
baldo. Logo, temos um segundo problema de valor inicial, onde z(t) = / (—10t +4)dt e

z(0) = 24m.
Entdo, x(t) = —5t* + 4t + ¢, é o conjunto de todas as primitivas de —10¢t + 4.

Com a condicdo inicial z(0) = 24m, temos —5.0% +4.0 4 ¢, = 24, ou seja, ¢, = 24m.
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Logo, x(t) = —5t* + 4t + 24.

De posse da equagao de posicao do objeto, basta determinar para qual valor de ¢

temos x(t) = 0.

Entao,

—4 £+ /496

512 A4t +24=0= A =47 —4(-5)(24) =496 =t = 0

=t~ 2,63seg.

. 1
EXERCICIO 1: Encontre a integral / ——dx.
2\/x
EXERCICIO 2: Um corpo inicialmente em repouso é solto de uma altura de
100m em relacao ao solo. Utilizando as técnicas de primitivagao, determine o tempo

necessario para esse corpo atingir o solo. (Utilize g = 10m/s?)

Materiais utilizados: Quadro e pincel.
Bibliografia: SIMMONS, George F. Cadlculo com geometria analitica, volume 1. Sao
Paulo: McGraw-Hill, 1987.
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5.9 SOMA DE RIEMANN E INTEGRAL DEFINIDA

PLANO DE AULA 9

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Integral definida e area.

Pré-requisitos: Gréficos, limite, derivada e integral indefinida.

Objetivo: Mostrar ao aluno o que é uma integral definida e como calcular areas.

Soma de Riemann e integral definida

Considere o grafico de uma funcao f na Figura 25, no qual, gostariamos de calcular

a area compreendida entre ele e o eixo das abcissas, no intervalo [a, b].

Figura 25 — Integral definida

Area =3.31 u.a.

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Com o auxilio do software Geogebra, foi possivel calcular a drea desejada, a qual
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pretendemos fazer utilizando outras ferramentas.
Consideraremos trés situacoes.
Primeiramente, dividiremos a area desejada em retangulos cujas bases sao todas

b—a

iguais a —— e sdo justamente os comprimentos dos intervalos [x;, x;11] que subdividem
n
o intervalo [a, ], e n é a quantidade de retangulos. A altura de cada retangulo é f(z;), ou

seja, é o valor da fungao avaliada no extremo esquerdo de cada intervalo, Figura 26(a).

Em segundo lugar, podemos fazer um raciocinio analogo mas, em vez de utilizar o

extremo esquerdo, avaliaremos a fungao no extremo direito de cada intervalo, ou seja, em
f(zi11), Figura 26(c).

Por 1ltimo, esqueceremos os extremos de cada intervalo e utilizaremos um ponto

¢ € (x;,z41). Assim a altura de cada retdngulo passa a ser f(c;), Figura 26(b).

O resultado dessa particao utilizando cinco retangulos pode ser visto na Figura 26.

Figura 26 — Somas de Riemann com 5 retangulos

Area =292 u.a. Area=3.331u.a.

f(ci,

Area =3.62

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que a soma dos retangulos que mais se aproxima da area desejada é a calculada
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utilizando ¢;, embora as trés ja se mostrem bastante perto do valor desejado.
Se dobrarmos o numero de retangulos, cada intervalo diminui, e com isso, refinamos

ainda mais a nossa aproximagao. Veja na Figura 27, a particao utilizando dez retangulos.

Figura 27 — Somas de Riemann com 10 retangulos

Area=3.12 ua. Area=3.313 u.a.

ST T
™.

/| . 4 R

Area =3.47

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que, ao refinarmos um pouquinho mais a nossa particdo, o valor das trés areas
ja se aproximaram bastante do valor buscado, e que, a particdo que mais se aproxima do

ideal, continua sendo a utilizando c;.

A Figura 28, mostra uma particao utilizando 20 retangulos.
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Figura 28 — Somas de Riemann com 20 retangulos

Area=3.22 ua. Area =3.305 u.a.
_ — >>>> ¥ 74,—‘—'*\\&
Zé N /‘ \\\
™ N
N ™
™
a b a b
Area=3.39
1 a b

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Nesse caso, a particao utilizando ¢; ja é praticamente o valor da area desejada,

enquanto as outras duas se aproximam um pouco mais lentamente.

A Figura 29, mostra a particao utilizando 40 retdngulos.
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Figura 29 — Somas de Riemann com 40 retangulos

Area =3.26 u.a. Area =3.305 u.a.

T T T T
4 ~ AT ~

S~

a b a b

Area=3.35

/\

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Note que as parti¢oes utilizando os extremos dos intervalos, continuam se aproxi-

mando mais lentamente, enquanto que a outra, ja é praticamente o valor desejado.

Se refinarmos ainda mais as parti¢oes, certamente todas as trés somas dos retangulos

se aproximarao do valor da area entre o grafico e o eixo das abcissas.

Entao, a area A que desejamos calcular pode ser representada por

A= lim [f(c1). Az + f(c2). Az + ...+ f(c,).Ax]

Az—0

onde Ax é o comprimento de cada intervalo e n a quantidade de retangulos contidos na

particao.

Esse resultado, conhecido como soma de Riemann, pode ser escrito de maneira

mais compacta, utilizando a notacao de somatoério

A= fim, 2 Sle)a
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Finalmente, a integral definida de uma fun¢ao continua num intervalo [a, b], com todas as

caracteristicas descritas acima serd definida como

/a " (w)d = Alggoi fle)Ax (5.3)

Até o momento, definimos o que é uma integral definida de uma funcao continua
em um intervalo fechado. Porém, precisamos encontrar uma maneira de calcular essa

integral.

b
Na / f(x)dz, a e b sao chamados de limites de integracdo, onde a é o limite
a
inferior, b o superior e x é a varidvel de integracao, podendo ser substituida por qualquer

outra variavel sem prejuizo para o sentido da integral. Dessa forma, sdo equivalentes
b b b
/ f(a)de, / F(t)dt e / F(u)du.

Utilizando a mesma situagao, vamos definir a area A entre o grafico da fungao f e
T
o eixo das abcissas no intervalo [a, b], entre a e z, como uma funcao G(z) = / f(u)du

a
em que, cada valor de z € [a, b] nos fornece uma area diferente, como ilustra a Figura 30.

Figura 30 — Integral definida - Func¢ao G(x)

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

O Teorema Fundamental do Célculo garante que a drea A = / f(u)du pode

ser calculada simplesmente fazendo G(z) — G(a), ou seja,

A= / Flu)du = G(z) — G(a)
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EXEMPLO 1: Determine o valor da drea entre o grafico da fungdo y = sen(x)
entrer=0ex=m.

Solucao

Pela Figura 31 vemos que a area A pretendida é maior do que a area A; do AABC,
e menor do que a area A, do retdngulo ABDFE. Ou seja, g <A<

Figura 31 — Area sen(z) entre tridngulo e retangulo

0.5 1

>lo
o

2 4

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Se subdividirmos a drea abaixo do grafico de f(z) em retangulos, podemos obter
uma aproximagao melhor para A.

Inicialmente, faremos com 3 retangulos conforme Figura 32.
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Figura 32 — Area sen(x) com trés retangulos

\_
/

™

dlg— — — — — — — — —

N

o
O — — — —
0O — — — —
w

O
N

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

T
A base de cada retangulo sera 3 e a altura, f(c¢;), onde ¢;, é o ponto médio de

cada base do retangulo.

T s o

Entao, C) = =, Oy = - e C3 = —.
ntao, L1 62T 9 els 6
Sendo assim,
5
A= F(C)Az + f(Co)Ax + F(Cs)Ax = (sen (g) + sen (g) 4+ sen (g)) -
1 1N\N7 27
A=(z4+142))z=—=2,09
(31953 ~2
Figura 33 — Area sen(z) com seis retangulos
o c, c, c, 2 c, c Co ™

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
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7 A . 7’ ﬂ-
Dobrando o niimero de retangulos, conforme Figura 33, a base de cada um sera 5

. T T 5% T 3T 117
Temos ainda C; = 12’ Cy = T Cs = E’C4 =19 Cs = R Ce = 12

Das relagoes trigonométricas, temos:

Sen (;;) = sen (Z — g) = sen (Z) CcoS <76r> — Sen <g) CcOS (Z) = \/_2\/5

sen (El);) = sen (Z + g) = sen (Z) cos (g) + sen (g) cos (Z) = W

Note qu%f(Cl) = f(Cs), f(Ca) = f(Cs) e f(C3) = f(C4). Entao, A=2.(f(C1) +
f(Cs) + f(Cs))g- Logo,

T
— =~ 2,02
4 2 4 6 0

Azz.[w+ﬂ+m]g:(¢a+ﬁ)

Se subdividirmos a regiao abaixo do grafico de f em n retangulos e fizermos

n — +00, teremos

A= /07r sen(x)dx = [—cos(x)]y = —cos(m) — (—cos(0)) = —(—1) — (—1) =2

Observe que a subdivisdo com apenas 6 retangulos ja fornece uma boa aproximacao

para a area A.
EXEMPLO 2: Encontre uma aproximacao graficamente para o niimero e.
Solugao

1
Como [n(x) é uma primitiva para a fungdo f(z) = —, podemos pensar na fungao
x

In(x) como a drea sob o grafico da fungao f.

Como In(1) =0, e In(xz) > 0 para z > 1, investigaremos a area sob o gréfico de f

a partir de x = 1.

Para tanto, observe a Figura 34.
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P 1
Figura 34 — Area sob f(z) = — - Um trapézio
T

1.51
1
x) = —
fl@) =~
B
1.
0.5 1
D
0 T A
0 0.5 1 1.5 2 2.5
A C

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

1
Nela, temos um trecho do grafico de f(x) = — e um trapézio ABDC, onde
T
A=(1,0), B=(1,f(1)),C =(2,5;0)e D= (2,5; f(2,5)).

1 1
Temos ainda que f(1) = 1= le f(2,5) = 5= 0,4.
140,4).1,5
Entao, a area A; do trapézio ABDC' é @ ~1,05.

Fazendo uma nova particao da area abaixo do grafico como na Figura 35, obtemos
trés trapézios, ABGE, EGHF ¢ FHDC, onde FE = (1,5;0), G = (1,5; f(1,5)), F = (2,0)
e H = (2, f(2))

1
Temos ainda que f(1,5) =

1,5

2 1
:§ef(2):§.
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. 1
Figura 35 — Area sob f(z) = — - Trés trapézios
x

1.51
1
T) = —
fl@) =~
B
1.
0.5 1
D
0 g L4 A
0 0.5 1 1.5 2 25
A F C

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Somando as dreas dos trés trapézios (As), obteremos uma aproximagao melhor
para e.
2\ 11 2 1\11 1 11
As=(1+-) == —+-) == = 04).:09325.
= (1+5) 53+ (5+3) 32+ (3 04) 53 -0
Como o valor da area ficou abaixo do esperado, vamos fazer um pequeno incremento

na regiao abaixo da curva conforme indicado na Figura 36.
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. 1
Figura 36 — Area sob f(z) = — - Quatro trapézios
x

1.5
1
flz) =~
T
B
14
G
H
0.5
D J
0 — T T T — — T &—T— 00—
0 0.10203040506070809 111121314 1E5 1617 1819 2 212223 24 2.05 2.|6 27
A F

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

O novo incremento acrescenta um quarto trapézio CDJI a figura, onde I = (2,6;0)

¢ J = (2.6 1(2,6), ¢ [(2,6) = 5 =

A nova area Az = Ay + area do trapézio CDJI.

5\11
Bt Ay = 0,0925 + (0,1 2) L1 0725
ntao, A3 = 0,9325+ (0, +13 55 0,9725
Repetindo o processo, conforme Figura 37, acrescentamos o trapézio I JK L, onde

L=(2,70),K=(27/27)e f(2,7) = 217 _ ;g
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p 1
Figura 37 — Area sob f(z) = — - Cinco trapézios
x

1.5 1
flz) = —
T
B
1
G
H
0.51
D J K
0 — T ——— — T &—————— T 0—0—&
0 010203040506 070809 111121314 151617 1819 2 21 2223 2425 26 27
A E F c I L

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Entao, a nova area Ay = A3 + érea do trapézio IJKL.

5 10\ 1 1
Logo. A, = 0.9725 4+ (2> + 9y L1
080, 44 0’975+<13+27> 10°2

A area A4 = 1,0102 ja é uma boa aproximacao, tendo em vista que procuramos

=1,0102.

uma area igual a 1. Assim sendo, o nimero 2,7 também se torna uma boa aproximagcao

para o nimero e.

Prosseguindo o processo de refinamento da area da regiao abaixo da curva de

f(z) = —, certamente obterfamos uma precisao de mais casas decimais.
x

A Figura 38 mostra um refinamento melhor, com 50 retangulos, os quais, a area

foi calculada com o auxilio do software Geogebra, e o valor encontrado foi 1, 004.



79

. 1
Figura 38 — Area sob f(z) = — - Cinquenta retangulos
x

f@) =2

0.54

0 — ——— — LS e e T —
0 010203040506 070809 1 11121314151617 1819 2 21 2223242526 27
A Area = 1.004 L

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Entao, podemos concluir que e =~ 2, 7.
EXEMPLO 3: Resolva a integral /1 i 32%dx.
Solugao
Primeiramente, precisamos encontrar uma primitiva para a funcao f(z) = 322
A primitiva mais simples para essa funcdo ¢ afuncio F(z) = x°.
Entao,
/12 3u2de = F(2)— F(1)

— 93 _ 13

= 8-1

=7

EXEMPLO 4: Encontre o valor da area entre os graficos de 2 ¢ 2 (Figura 39).

Solucao
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Figura 39 — Area entre curvas 1

g(z) ==z

flz) = =*

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

O primeiro passo é encontrar os limites de integragao, que sao os pontos de interse¢ao

das funcoes f(z) = 2% e g(z) = x.

Precisamos resolver o sitema

Do sistema temos

r=r=2"-r=0=2(r-1)=0

ou seja,

r=0ouzx=1

Note que a area A procura é o resultado de A; — As. Ver Figura 40.



Figura 40 — Area entre curvas 2

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

1 271 12 2 1
Alz/xdx:x Lo !
0 2|, 2 2 2
1 371 13 3 1
Ag—/LUZd.T: | R
0 3], 3 3 3
Entao,
A A=t 1 372 1
2 3 6 6

. 2
EXERCICIO 1: Resolva a integral / [2%(2 + 2)]dz.
1

EXERCICIO 2: Calcule a 4rea entre os gréficos das funcdes f(x) = 22 — 4z + 5
eg(r)=o+1.

Materiais utilizados: Computador com software Geogebra ou similar e projetor, quadro
e pincel.
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Bibliografia:
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5.10 VOLUME E O METODO DO DISCO
PLANO DE AULA 10

Nivel: Educacao basica.

Série: 3* do EM.

Disciplina: Matematica.

Duracao: 100 minutos.

Tema: Integral e volume.

Pré-requisitos: Graficos, limite, derivada e integral definida.

Objetivo: Dar ao aluno nocoes de cédlculo de volume utilizando Soma de Riemann e

integral definida.

Volume pelo método do disco

Seja y = f(z) uma func¢do continua num intervalo [a, b]. Se girarmos a curva dessa
funcao ao redor do eixo x, tal curva juntamente com a regiao compreendida entre ela e o

eixo das abscissas determinam um sélido chamado sélido de revolucao.

. r . . .
Na Figura 41 temos a curva y = —x que, girada em torno do eixo x no intevalo

[0,h], gera um cone de revolugao de altura h e raio da base r.

Figura 41 — Cone de revolugao

Fonte: SIMMONS, George F.
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Afim de calcularmos o volume desse cone, tomamos um cilindro de raio r = y e
altura infinitesimal dx. Tal cilindro se assemelha a um disco, por isso o método recebe
esse nome. Quando calculamos a integral definida do elemento de volume desse cilindro,
variando de 0 a h, obtemos o volume do cone, pois, o raio esta indexado a funcao y que

varia nesse intervalo.
2

Temos dv = 7y’dr = dv = W%@"Qdm.

Logo, o volume do cone pode ser calculado fazendo

h h T2 2 7TT2 3
v:/o dv=v= ; 7rh2xd$:>v:[3h2x )
T 9
= —7r°h
v 37"

O volume desse cone poderia ser calculado utilizando a Soma de Riemann na versao

espacial conforme veremos nos exemplos 1 e 2.

EXEMPLO 1: Determine o volume de um cone circular reto de altura 1m e raio
da base 2m.

Solucao

Considere um cone de revolugao a partir do giro do gréfico da fungao da Figura 42

em torno do eixo x.

Para calcular o volume do cone gerado, vamos considerar um pequeno cilindro de

raio da base y; e altura dz, cujo volume é dv = wy2dr, onde dz = —, se dividirmos o
n
i—1

intervalo [0, 1] em n partes, z; = ey =2 — 2.

Figura 42 — Cone de raio 2m e altura 1m

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
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Logo, dv; =7 <2 — 2Z ) .—, ou seja, dv; = T (4 — 4.Z + <Z > )
n n n n n

n n i — 1 i — 1 2
Entao, dv:Zdvi:ZZ (4—8.Z + (l ) )
n

Ou seja,

dv = Z:(4—8.2+(2>2>+<4—8.i+(i)2>+...+<4—8.n;1+(n;1>2>1
_ Z:(4+4+...+4)—8.(i+...+”;1)+((i)2+...+(”;1)2>]
s (5 o ()
) )

S6 que V = lim_dv.
Logo,
s () () e fon (s (-
4;m3

EXEMPLO 2: Determine o volume de uma esfera de raio 1m.
Solucdao

Considere uma semiesfera de revolugao obtida a partir do giro do grafico da funcao

f(z) = V1 — a2, Figura 43, em torno do eixo x.

Figura 43 — Gréfico da fungao f(z) = V1 — 22

1
N/l — 2
Yi

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira
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Para calcular o volume da semiesfera gerada, vamos considerar um pequeno cilindro

de raio da base y; e altura dz, cujo volume é dv = 7y’dz, onde dr = —. Se dividirmos o

n
. 1—1
intervalo [0, 1] em n partes, z; =

—1\?] 1
Logo, dvi:ﬂll_ (Z )]
n n

n

n s 2
Entao, dv:Zdvi:Z% [1— (l 1) ]

>+...+ (1— gnn1>2>]
..+(";1> )]

Ou seja,

dv =

(-(0)+ (=)
_(1 +14+..+1)— ((;)2 +
B ((n —1)(n)(2n — 1))1

SIa 313 313

I 6n2
B - o2n%—3n+1
-7 6m2

S6 que ‘2/ = lim dv.

n—-+o0o
Logo,
%4 y 1 on%—3n+1 (1 2) 4T 21
— = 1m — —_— = _ = = — = —
5 TR T 6n2 4 6/ 6 3

4
Portanto, o volume da esfera é V = gmg

EXERCICIO 1: Um buraco tendo a forma de uma esfera de raio v/2 é cavado

do centro de uma esfera de raio 2. Calcule o volume restante.

EXERCICIO 2: Calcule o volume do sélido gerado quando giramos a regido do
primeiro quadrante compreendida entre as curvas f(z) =4 — x e g(z) = x em torno do

eixo .

Materiais utilizados: Quadro e pincel.
Bibliografia: SIMMONS, George F. Cdlculo com geometria analitica, volume 1. Sao
Paulo: McGraw-Hill, 1987.
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6 CONCLUSAO

Ao fim deste trabalho, espera-se que o aluno emergente do ensino médio tenha
adquirido certa familiaridade com limites, pois, no ensino superior os assuntos aqui

abordados serao tratados com mais profundidade.

Aos professores, recomenda-se aplicar os planos de aula procurando detalhar
bastante cada um deles e explorar outros exemplos aqui omitidos, de acordo com a

realidade de cada turma.

E essencial perceber a importancia dos limites no ensino do cdlculo, pois, é a partir
dele que surge a ideia de derivada e integral. Mesclar exemplos de calculo de areas, volumes
e outros, utilizando a definicdo com limites, com outros exemplos utilizando derivadas e
integrais mais simples é primordial para destacar a praticidade do uso dessas ferramentas

se comparadas com a utilizacao frequente das definigoes.
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APENDICE A - RESPOSTA DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

A.1 VELOCIDADE MEDIA E INSTANTANEA

Exercicio

Um objeto é solto de um avido e sua posicao em funcao do tempo é dada pela

equacdo x(t) = 3,5t%, onde ¢ é o tempo de queda em segundos.
a) Determine a velocidade média desse objeto nos primeiros dois segundos de queda.

Solugao

2(2) — z(0)
2-0
—3,5.2% + 3,5.0°
2
—3,5.4+3,5.0
2
~14+0

2
= 7

b) Construa uma tabela relacionando a velocidade média V;, e o tempo ¢ = 2 + h para

pequenos incrementos de tempo h conforme o exemplo anterior.

Solucao

z(2+h) —x(2)
h
—3,5.(2+ h)*+3,5.22
h
—3,5.(4 +4h + h?) + 3,5.4
h
—14 — 14h — 3,5h* + 14
h
—14h — 3,502
h
= —14—3,5h

A tabela abaixo mostra alguns valores de V,, para incrementos de h cada vez

menores.



h V,, = 14+ 3,5h
2,0000000 | 21,0000000
0,4000000 | 15,4000000
0,0800000 |  14,2800000
0,0160000 |  14,0560000
0,0032000 | 14,0112000
0,0006400 | 14,0022400
0,0001280 | 14,0004480
0,0000256 | 14,0000896
0,0000051 |  14,0000179
0,0000010 | 14,0000036

c) Determine a velocidade instantdnea desse objeto no tempo t = 2s

Solugao

lim V,
h—0 m

lim (14 + 3, 5h)
h—0
14

90



A.2 TAXA DE VARIACAO

Exercicio

91

Determine a derivada das fungdes abaixo utilizando a definicao da equacao 5.2.

a) f(z)=32"—z+4

Solugao
2 h)+4 — (322 — 4
fl) = limi’>(:1H—h) (x +h)+ (322 — x4+ 4)
h—0 h
322+ 2eh+hY) —x—h+4—-3+x—4
= lim
h—0 h
. 322+ 6xh+3h* —h —32?
= lim
h—0 h
. 6xh+3h2—h
= lim
h—0
= lim6z+3h—1
h—0
= 6x—1
1
b = —
) o) =~
Solugao
1 1
/ . x+h =x
flz) = Jim =)
r—x—h
lim (x + h)(x)
h—0 h
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A.3 TAXAS RELACIONADAS

Exercicio 1

Uma escada com 6m de comprimento estd apoiada numa parede de 3,6m de altura,
num ponto abaixo do seu topo. Sua base escorrega se afastando da parede a uma taxa
de 1,5m/min. A que velocidade o topo da escada se aproxima do chao quando ele esta a

1,5m do ponto mais alto da parede?
Solucao

A escada apoiada na parede a uma altura y metros do chao, com seu pé distante
dela x metros, forma com esses dois um tridngulo retdngulo de hipotenusa 6m. Dessa

forma, 2 + y* = 36.
Derivando em relagao ao tempo, temos

dx dy dy dx dy xdx
20— 4+ 2y— =0 = — =
R T

Z = = =
Yt at Aty dt
Quando o topo da escada esta a 1,5m do ponto mais alto da parede, esse se encontra

a 2,1m do chao.
Como 2° + y* = 36, temos & = sqrt(36 — (2,1)?) = 5,6m.

Dessa forma,
dy 5,6.1,5 .
w21 —4,0m/min

Exercicio 2

Um balao esférico perde ar por um furo de tal forma que seu raio diminui a uma
taxa de 2em/min. Qual a taxa de diminui¢do do volume, quando o raio do baldo é
r=50cm?

Solugao
4
Sabemos que o volume v do balao de raio r é v = §7r7"3.
dv dr
Derivando em relagao ao tempo, temos i 47W2E'

dr
Como — = 2em/min, temos

dt

d
d—: = 47.502.2 = 20000mem? /min = 207 L /min
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A4 MAXIMOS E MINIMOS

Exercicio 1

De todos os retangulos inscritos em um triangulo equilatero de lado 3m, determine

as dimensoes do que possui maior area.
Solugao

A ilustragao da Figura 44 descreve a situagao genérica de um retangulo FGHI

qualquer de base b e altura h inscrito e um triangulo equildtero ABC de lado 3m.

Figura 44 — Retangulo inscrito no tridngulo

60°

3Im 3m

60° 60°

3m

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Como o tridngulo é equilatero, facilmente se chega ao valor de sua altura utilizando

V3

o teorema de pitadgoras ou seno, que é de

A Figura 45 destaca o segmento C'L, que é a altura do tridngulo C'F'G formado

quando inscrevemos o retangulo FGHI no tridangulo ABC'.

3V3
Como a altura do tridngulo ABC' mede \2/_, temos
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E facil ver que o tridngulo CFG também é equildtero, e seu lado mede b, que é a

base do retangulo FGHI, como ilustra a Figura 46.

Figura 45 — Altura de tridngulo equildtero CFG
60° (ﬁ — h) m

3m 3m

60° 60°

3m

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

b
Como o lado do triangulo CF'G ¢ b, entao, sua altura mede 5 que também é o

segmento C'L.



Figura 46 — Tridngulo equiladtero CFG de lado b

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

Dessa forma, temos

95

W3 3vV3-2h 2h 2v/3h
= =bW3=3v3-2h=0=3—-—=b0=3— ——
2 2 V3=3V3 V3 3
Chamaremos a area do retangulo FGHI de S = bh.
24/ 3h
Como b=3— ?, temos
2v/3h 2v/3h?
s (32 )L g oy 23
3 3
Para determinarmos o retangulo de maior area, precisamos determinar o valor de
h tal que S’ = 0.
4v/3h
3
Entao,
4 4
3_ﬁ:0 ﬁzg h:iﬁh:@
3 4+/3 4
2
Como b= 3 — \égh, temos
2v3 3v3 3
p_g 2V33v/3 . 3 3
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33 3

Portanto, o retangulo de maior drea possui dimensoes h = Tm eb= §m

Exercicio 2

Um artesdo vende, por dia, z unidades de um determinado artigo por V(z) = 2? —x.

Sendo o custo da producdo C(z) = 22 — 7z + 8, quantas unidades devem ser vendidas

diariamente, de modo que se obtenha o maior lucro possivel?
Solugao

Chamaremos o lucro do artesao de L(x), onde L(z) = V(x) — C(x). Entao,
L(z) =2 -2 — (22> = Tx +8) = —2° + 62 — 8

Para que o lucro seja maximo, devemos ter L'(z) = 0, onde L'(z) = —2x + 6.

Assim,
L(r)=0=-2046=0=2=3

Logo, devem ser vendidos por dia, 3 unidades dos artigos produzidos pelo artesao

para que ele obtenha o lucro maximo.
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A.5 PRIMITIVAS E INTEGRAL INDEFINIDA

Exercicio 1

1
Encontre a familia de primitivas para a integral / 2—6193.
x

VT

Solugao

Seja f(z) !

1

Queremos encontrar uma familia de fungoes F(x) + ¢, tal que, F'(z) = f(x).

N|=

Vamos supor que F'(x) assuma a forma F'(z) = az?, onde, a,p € R".

Entao,

F'(z) = (az?) = apa?™?

Como F'(z) = f(z), temos

apxp_lzéav_é
ou seja,
1 1
ap=—-ep—1=—=
2
Logo,
1 1 1
p—lz——:>p:——+1:§
¢ 1
1 -
ap:§:>a:%:1
2

Entdo, F(z) = 27 = /7.

Exercicio 2

Um corpo inicialmente em repouso é solto de uma altura de 100m em relacao ao
solo. Utilizando as técnicas de primitivagdo, determine o tempo necessario para esse corpo
atingir o solo. (Utilize g = 10m/s?)

Solugao

dv .

Como g = g temos V(t) = /—10dt, ou seja,

Como o corpo esté inicialmente em repouso, sabemos que V(0) = 0, ou seja

—100+c1=0=¢; =0
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Logo, V(t) = —10t.

d
Sabemos também que V (t) = d—f, ou seja,

x(t) = /—10tdt = —5t% + ¢
Mas como o corpo foi solto a uma altura de 100m, temos
—5.0% + ¢ = 100 = c5 = 100

Logo (t) = —5t* + 100.

Para que o corpo atinja o solo, devemos ter x(t) = 0. Entao,

100
—5t2+100:0:>t2:?:>t:\/2 ~ 4,47s
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A.6 SOMA DE RIEMANN E INTEGRAL DEFINIDA

Exercicio 1

2

Resolva a integral / [2%(2 + 2*)]dz.
1

Solucao

Para simplificar a visualizagao da integral, podemos escrevé-la da seguinte forma

/12(2952 + 2°%)]dx.

2 1
Uma primitiva para a funcio f(r) = 222 + 2° é a funcio F(x) = ~2° + —a".

3 7
Entao,

2 2
/1(2:1:2+936)]d:1: = {35534—

98 + 381

21
479

21

Exercicio 2
Calcule a area entre os graficos das funcdes f(r) = 2° —4dx +5e g(x) = v + 1.
Solucgao

Para entender melhor qual é a area a ser calculada, é interessante produzir um

grafico sempre que possivel. Observe a Figura zrefexarea.
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Figura 47 — Area entre curvas

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

O primeiro passo é encontrar os limites de integracao, que sdo os pontos de intersecao
das fungdes f(z) =2 —dz +5e g(x) =2 + 1.

Precisamos resolver o sitema

y=ax>—4r+5
y=x+1

Do sistema, temos
P —dr+5=x+1=2>-5x+4=0

ou seja,

r=1loux =4

Entao, a area que procuramos pode ser calculada fazendo

4 4

1
—? 4+

4 4
/(x+1)dx—/(x2—4x+5)dx = |3
1 1

1
gx?’ — 222 + b

1 1
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Ou seja,

/14(a:+1)dx = BxQ—{—x]

4

4 1
/ (2 — 4z +5)dr = gzv?’ — 22 + 5z
1

1
] |
_ Q@-zﬂ+59—(gﬁ—zﬁ+ag

63
= — —30+15
3 +

63 — 45

3
18

3

Entao,

4 4 21 18 63 — 36 27 9
1d—/ 2 Yot 5)dr= 1 — = = -
/1(SB—|- )dx 1(:): xr + 5)dx 5 3 G G 5
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A.7 VOLUME E O METODO DO DISCO

Exercicio 1

Um buraco tendo a forma de uma esfera de raio v/2 é cavado do centro de uma

esfera de raio 2. Calcule o volume restante.
Solugao
A esfera descrita pode ser obtida girando o circulo 2% + y? = 4 em torno do eixo x.

Utilizando o método do disco, o elemento de volume dv, = 7y*dx, donde y* = 4—z%.

Logo,
2 31° 25\ 32
U1:2/ 7r(4—x2)dx:27rl4x—x] :27T<4.2—>:7T
0 31, 3

Analogamente ao processo acima, o volume retirado da esfera pode ser calculado

pelo sélido de revolucdo obtido girando-se 2 4+ y? = 2 em torno do eixo x.

Logo,

vy = 2/0\/§7T(2—:c2)dw =27 [235— ﬁ]ﬁ: o (2\/5_ (\/35)3> _ 8TV2

Assim, o volume restante é v = v; — vy = 3 3

Exercicio 2

Calcule o volume do sélido gerado quando giramos a regiao do primeiro quadrante

compreendida entre as curvas f(zr) =4 — z e g(x) = z em torno do eixo z.
Solucao

Primeiramente, é necessario identificar os limites de integragao resolvendo o sistema
y=4—=x
y=x

Por comparacao, temos
r=4—r=2r=4=>1c=2

Como a regiao a ser girada se encontra no primeiro quadrante, o sélido formado

estara no primeiro e no quarto quadrantes.

Logo, o intervalo de integragao sera [0, 2].
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Figura 48 — Volume entre curvas

3.51

(x)=4—=

2.5 1

1.5 1

g(x) ==z

0.51

Nt — — — — — — — — — — — —

Fonte: DE PAULA, Davidson Mendes Ferreira

A Figura 48 ilustra a situacao inicial.

O volume v do sélido de revolugao obtido girando a regiao do primeiro quadrante

interna as curvas f e g pode ser obtido fazendo

2 2 2 2
v = / 7 fidr — / rgidr = / m(f* — g*)dx = / 7(16 — 8z)dz =
0 0 0 0

= 162 - 41;2]2 = (162 — 4.2°) = 167
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APENDICE B - PROPRIEDADES DE LIMITE

B.1 LIMITE DA FUNCAO CONSTANTE

Se f(z)=k,Vxe R=lim f(x) =k

T—a

Demonstracgao

De fato, dado € > 0,

If(x) —kl<e=|k—kl<e=0<e¢

ou seja, independente de 9§, |f(z) — k| < e.

Logo, lim f(x) = k

B.2 MULTIPLICACAO POR CONSTANTE

Se lim f(z) = F" e k uma constante, entdo, lim kf(z) = kF

Demonstracao

Se k =0, entdo kf(x) = 0.f(x) = 0. Pela propriedade 1, lim 0.f(z) = lim 0 = 0 =
0.F.

Se k # 0, comoglﬁigr}lf(x):F,dadoe>0,36>0talqueO< lz —a| < =
|f(z) — F| < |;’, pois, podemos reduzir o quanto quisermos o valor de ¢ que sempre

obteremos um ¢ correspondente.
Entao,
€
|kl f(x) = F| < W'W = |kf(x) — kF| < e

Portanto, lim kf(x) =kF.

B.3 LIMITE DA SOMA

Se lim f(x) = F e lim g(x) = G, entdo, lim(f + g)(z) = F + G

Demonstracao
Como lim fx)y=Fe }jll)r(llg(l') = @, entdo, dado € > 0,
36, >0tal que, 0 < |z —a| <0 = |f(z) — F| <§e

352>0talque,0<]a:—a|<52:>\g(:n)—G\<§.
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Se escolhermos 6 = mindy, o, entao,

0<|e—al <6=|f(x) = Fl+|g(a) = G| < 5 +5 =e

Pela desigualdade triangular, |(f(z) — F) + (9(x) — G)| < |f(z) — F| + |g(z) — G|.
Entao, |(f(x) +g(z)) — (F+G)| <e.

Portanto, lim (f 4 g)(z) = F + G.

B.4 LIMITE DA DIFERENCA

Se lim f(z) = F e lim g(x) = G, entdo, lim(f — g)(z) = F - G.

T—a

Demonstracao

Pela propriedade 3, temos

lim (f(z) — g(z)) = lim(f(2) + (=g(z))) = lim f(z) + lim (=1)g(z)

Tr—a Tr—a Tr—a r—a
Pela propriedade 2, temos

lim(—1)g(z) = —1. lim g(z)

T—a r—a

Entao, glglg(ll(f(x) —g(z)=F—-G.

B.5 LIMITE DO PRODUTO

Se lim f(z) = F e lim g(z) = G, entdo, lim(f.g)(z) = F.G.

Demonstracao

|f(@)g(x)—FG| = |f(x)g(x)—Fg(x)+Fg(x)-FG| = |(f(z)-F)g(z)+F(9(z)-G)

Pela desigualdade triangular, temos

[(f(x) = F)g(z) + Fg(z) — G)| < [(f(z) — F)g(x)| + |[F(g(x) — G)| = [f(z) —
Fllg(z)| + [Fllg(z) — G|

Comoglcigéf(x) :Feal;ig(llg(x) =G, dadoe> 0,360 >0tal que, 0 < |z —al <

€ €
4] —F| < — — — k, k .
= (@) = FI < 5 lola) = G1 < gy e ol < h k>0

~ € €
Entio, |f(x) - Fllg(@)| < 5k = 5 e [Fllg(@) - G| < |F

€ €

20F| 2

. € €
Ou seja, |f(z) = Fllg(@)| + |Fllg(z) =Gl < 5+ 5 =

Portanto, lim(f.g)(z) = F.G
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B.6 LIMITE DO QUOCIENTE

: : < F
Se glcliltllf(x) =F, 9161_I>I(11g(x) =G e G # 0, entao, :!:lg}z(g)@) =

Demonstracao

Como lim g(z) = G, dado € > 0, 36, > 0 tal que, 0 < |z —a| < = |g(z) - G| <

e
5
G G G G
Ou seja, —|—|<g(x)—G<u:>G—u<g(a:)<G+u.
2 2 2 2
G 3G
Se G > 0, entdo, 0 < 5 < g(x) < -5
3G G
Se G < 0, entao, -5 < g(x) < 3 < 0.
1G]
De toda forma, 5 < lg(2)].
Entao, chamando k = |C;|, dadoe>0,3d; >0tal que, 0 < |[xr —a|] <6 = 0<
1 1
k<l|g(z)] =>0< —— < —,comg(x)#0eG#0V x..
lg(x)[ K

E como lim g(z) = G, dado ¢ > 0,302 > O tal que, 0 < |z —a| <02 = [g(z) -G <
e.k.|G.

1 1
Tomando § =min{dy,d}, temos 0 < |z —a| < § = —.——.|9(z) — G| <
v lemries]

1 1
@.%.G.k.|G|, com g(z) #0e G#0V x.
_lg(=) - G g(x) -G ’ 1
Entdo, 07 lce= |l Tloes |- | <e= |———| <
Gllg(2)] G.g(x) G g(x) glx) -G
Pela propriedade 5, Como aljl_rg f(z)=Fe glcl_rg g(x) =G, dado e > 0,36 > 0 tal
1 1 F
que, 0 < |z —al < 0 = lim @) = lim f(z).—— = lim f(z). lim — = —.

r—a g(l’) r—a g(l‘) x—a x—a g(fE) G
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1 x
Queremos provar que li_>m (1 + ) =e.
x o €T

1
Inicialmente, faremos a seguinte substituicao, h = —. Observe que quando = — oo,
x

y — 0.

@ =

1 x
Assim, temos lim <1 + > =lim(1+y)v.
T—00 €T y-)(]

. 1 ln(l—i—y)% lln(ler) In(1+y)—in(1) .
Temos ainda (1 +y)v =e =ev =e v , pois, In(1) = 0.
- . 1 . In(l1+y)—In(1) . In(1+y)—In(1) X , ~ ,
Entéo, lim(1+y)y = lime v = ¢limy—o v , pois, e é funcao continua.
y—0 y—0

. In(1+y)—In(1 1
Mas, lim (1+y) L _ In'(1) =~ =1.

y—0 Yy 1

. In(1+y)—In(1)

Portanto, e™v=° v =el=e
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