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RESUMO

Esse trabalho trata dos temas de fungoes, limites e derivadas. Tendo por objetivo
final mostrar a aplicacao dos conceitos de derivada nas construgoes graficas de fungoes
polinomiais, especificamente de fungoes polinomiais do segundo e terceiro grau por serem
as mais adequadas ao Ensino Médio. Para isso, serao utilizados instrumentos matematicos
que fazem uso de derivadas, tais como: Teste da Derivada primeira e Teste da Derivada
segunda.

Palavras-chave: Derivadas. Gréficos.



ABSTRACT

This work deals with the issues of functions , limits and derivatives . With the ultimate
goal to show the application of the concepts of derivatives in the graphic construction of
polynomial functions, in particular polynomial functions of degree two and three since
they are the most suitable for the high school. To this end, we will use mathematical tools
that make use of derivatives, such as: Test of the first derivative and Test of the second
derivative.

Keywords: Derivatives. Graphics.
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1 INTRODUCAO
O presente trabalho se estrutura da seguinte forma:

e Capitulo 1. INTRODUCADO.

e Capitulo 2. FUNCOES. Revisao dos principais topicos referentes a funcdes, necessé-

rios a construgoes graficas;
e Capitulo 3. LIMITES. Apresentacao de definicao de limites e principais tépicos;

e Capitulo 4. DERIVADAS. Definicao e apresentacao das principais técnicas utilizadas

para construgoes graficas;

e Capitulo 5. APLICACAO GRAFICA DE DERIVADA. Demosntracao da construcio

grafica propriamente dita;

e Capitulo 6. OUTRAS APLICACOES DE DERIVADA. Exemplos de utilizacdo

pratica de derivadas;
e Capitulo 7. PLANO DE AULA. Roteiro sugerido para ministrar o presente trabalho;

e Capitulo 8. CONCLUSAO.

Faremos um estudo introdutério de Fungoes, seguido de Limites e de Derivadas para
podermos aplicar ferramentas mateméaticas que utilizam as derivadas para construirmos
graficos de Fungoes Polinomiais, identificando na func¢ao estudada os pontos de encontro
com os eixos x e y, pontos criticos, ponto de inflexao, intervalos de decrescimento e cresci-
mento, intervalos de concavidades para baixo e para cima. Veremos também brevemente,

as aplicacoes da derivada na fisica e na geometria.

Nosso objetivo é aplicar esses conceitos no Ensino Médio, sempre respeitando os
procedimentos, agoes, recomendacoes e conteudos expressos nos Pardmetros Curriculares
Nacionais [5]. Para tanto, faremos construgoes graficas de fungoes polinomiais do 2°, 3° e
4° grau, pois essas estao mais proximas da realidade dos temas estudados nessas séries

escolares.
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2 CONCEITOS BASICOS DE UMA FUNCAO

Define-se func¢ao como uma relagdo entre dois conjuntos quaisquer, onde para cada
elemento de um conjunto de entrada, temos um, e somente um, elemento de um conjunto de

saida. Conjuntos esses denominados de dominio e contra-dominio e que, respectivamente,
serao simbolizados por D(f) e CD(f).

O conjunto imagem de uma fungdo, simbolizado por Im(f), é formado pelos

elementos do conjunto contra-dominio que sao imagem de algum elemento do dominio.

Uma funcao f, onde cada elemento x de um conjunto A estd associado a um

elemento f(x) de um conjunto B, possui expressao matematica:

f:A — B
z = f(z)

Na expressao acima, temos D(f) = A e o CD(f) = B, respectivamente.

Quando o dominio e contra-dominio sao subconjuntos de R chamamos de funcao
real. Uma expressao algébrica em z, denotada f(z), define uma fungao real, cujo dominio

é o maior subconjunto de R onde a expressao f(z) estd definida.

O grafico de uma fungao real f é o conjunto:
G(f) ={(x,y) e R*%y = f(x)} = {(x. f(x); 2 € D(f)}.

Utilizando o sistema de eixos cartesianos xy, representamos o grafico de f, colocando
a variavel independente x no eixo horizontal e a varidavel dependente y = f(z) no eixo

vertical. Assim esses eixos representam, respectivamente, o D(f) e o CD(f) .

O gréfico de uma funcao real, com valores reais, forma uma curva no plano zy
que mostra o seu comportamento, tais como: continuidade, descontinuidade, crescimento
e decrescimento dos valores de uma funcdo em um determinado intervalo do dominio,
zeros da func¢ao, maximos e minimos locais, pontos de inflexao, assintotas, concavidade de

curvatura do grafico em um determinado intervalo do dominio e etc.

As fungoes podem ser do tipo polinomial, racional, modular, exponencial, logarit-

mica, trigonométrica e composicao de outras fungoes.

Nesse trabalho, por se tratar de uma proposta de utilizacao da derivada para a
construcao de graficos de fungoes polinomiais e visando a introducao do célculo no 3° ano
do ensino médio, nao trataremos das func¢des exponencial, logaritmica, trigonométrica e

hiperbdlica.
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2.1 CLASSIFICACAO QUANTO AO CONTRA-DOMINIO (FUNCAO IN-
JETORA, SOBREJETORA, BIJETORA)

e Fungao Injetora: f ¢é injetora quando para todos 1, s € A, x; # xo, temos f(z1) #

f(x2).

e Funcao Sobrejetora: f é sobrejetora quando para todo y € B existe © € A tal que
y = f(z), ou seja, o conjunto imagem Im(f) é igual ao contra-dominio C'D(f),
assim, f é sobrejetora < Im(f) = CD(f).

e Funcao Bijetora: f é bijetora quando f é sobrejetora e f é injetora.

Figura 1 — Diagrama de Venn. Fungoes Injetora, Sobrejetora e Bijetora.

Fonte: O Autor.

Figura 2 — Gréficos de Fungdes Injetora, Sobrejetora e Bijetora.

y Injetora

Sobrejetora Bijetora

¥

Fonte: O Autor.
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2.2 PARIDADE DE UMA FUNCAO

e Fungdo Par: f é par se para todo x € D(f) ocorrer f(x) = f(—z), ou seja, quando

os valores simétricos do dominio tiverem a mesma imagem.

e Fungao Impar: f é impar se para todo = € D(f) ocorrer f(—x) = —f(x), ou seja,
quando os valores simétricos do dominio tiverem imagens simétricas em relacao a

origem.

Na Figura 3a) temos o grafico da fungao f(z) = 2* — 4 para um D(f) = {z €
R:—-4<z<4telIm(f) ={yeR: -4 <y <12} Sejaa € D(f),sez = a
teremos f(a) = a®> — 4 e para * = —a encontraremos f(—a) = (—a)? — 4 = a® — 4. Como
f(a) = f(—a), segue que f(z) = z* — 4 é uma fungao par.

Na Figura 3b) temos o grafico da fungao f(z) = 2z para um D(f) = {x € R :
1<z <1}eIm(f) ={ye R: -2 <y <2} Sejaa € D(f), se x = a, teremos
f(a) = 2a e para = —a encontraremos f(—a) = 2(—a) = —2a. Como f(a) = —f(—a),
logo f(x) = 2z é uma fungao impar.

Na Figura 3c¢) temos o gréafico da funcao f(x) = —x + 1 para um D(f) = R e

Im(f) =R. Seja a € R, se x = a, teremos f(a) = —a + 1 e para © = —a encontraremos

f(=a) = =(—a)+1 = a+1. Como f(a) # f(—a)e f(a) # —f(—a), temos que f(x) = —x+1

¢ uma fun¢do nem par nem impar.

Figura 3 — Paridade de uma funcao.

a] Y. E:I

. i
[ -1 0 1“'\ X
4

Fungsio PAR Fungdo [MPAR Fungiio NEM PAR NEM [MPAR

Fonte: O Autor.
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2.3 ZEROS DE UMA FUNCAO OU ENCONTRO COM O EIXO Ox

Sejam f : A — B uma func¢ao qualquer e z € A. Os zeros ou raizes de f sdao os
valores de z tais que f(x) = 0. Sao nesses valores de x que o grafico de f intercepta o eixo

das abscissas.

24 ENCONTRO COM O EIXO Oy

Sejam f : A — B uma funcao qualquer e x € A. O gréfico da fun¢do f interceptara

o eixo das ordenadas no valor f(x) quando z = 0.

2.5 FUNGCAO POLINOMIAL

Define-se fungao polinomial como

f:R - R

T A"+ A1+ 4 agr? + a1+ ag

onde n € N.

O grau de um polinémio é expresso através do maior expoente natural entre os

monoémios que o formam.

Entre as func¢oes polinomiais podemos destacar:

e As fungoes lineares onde f(z) = ax, onde a € R;
e As fungoes afins onde f(z) = az + ag, onde a, ay € R;

e As fungoes do 2° grau onde f(x) = axx® + ax + ag, onde as, a,ay € R.

1°) Exemplo de Fungoes Lineares:

f:R - R

T — —O.
2°) Exemplo de Fungoes Afim:
f:R - R
xr — 4dxr —28.

2°) Exemplo de Fungoes 2° Grau:
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f*R —- R

r — x> —5x+6.

Apresentaremos aqui, um teorema de facil utilizacdo para a obtencao de raizes

racionais de equacgoes de terceiro grau ou superior.

Teorema 2.1 (Raizes Racionais)

Seja a equagao polinomial de coeficientes inteiros: apx™+an_ 13" 1 +...+a1x+ag = 0,
com a, # 0. Se o niumero racional %, pEZ eq€Z (peq primos entre si) € raiz dessa

equacao, entdo p € divisor de ay e q € divisor de a,.

Demonstracao: Considerando % como raiz da equagao, temos:

n n—1
Ay, . <p> + ap_1. <p> + ...+ aj. <p> + ag = 0
q q q

—1
p" p"
54 an.q7 +an_1. p—

Vs

+...+(I1.Zq)+(l():0

1 n—2 2

S " F 1 P g F Ao )R+ F a1 pg Fa.¢" =0

&S ag.q" =p(—apn.p" ' —an_1.p" 2q— ... —a1.¢")

A
& aog.q" =p.A

Como p e ¢ sdo primos entre si, entao p divide ayg.

Analogamente, isolando a,.p™ e colocando ¢ em evidéncia, concluimos que ¢ divide

Q.

Exemplo 2.2 Vamos determinar as raizes do polinémio P(x) = z* — 2% — 72® + x + 6:

Temos que p divide 6 e q divide 1, logo o polinomio so admite raizes racionais

inteiras, as quais sao divisores de 6. QOu seja, o conjunto das possiveis raizes é S =

{£6,+3,+2,+1}.
Por tentaiva, fazemos:
P1)=1-1-7+146=0

P(-1)=141-7-1+6=0

Como 1 e —1 sao raizes do polinomio, podemos agora utilizar o algoritmo de Briot Ruffini
para chegarmos a uma equacao de 2° grau ou continuar o processo. Continuaremos o

processo:
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P(2)=16—8—28+2+6=—12
P(—2)=16+8—28—2+6=10

P(3)=81—27—63+3+6=0
Concluimos entdo, que o conjunto solugao do polindomio serd S = {—2,—1,1,3}.
2.6 FUNCAO POLINOMIAL RACIONAL

Sao todas as fungoes y = f(x) que podem ser descritas na forma de uma razao de

dois polinémios P(z) e Q(x), sendo que @(x) ndo é uma constante, assim temos:

onde o seu dominio é o subconjunto D(f) = {z € R; Q(z) # 0}.

Exemplo de Fungdes Polinomial Racional: f(z) = 2222 onde P(z) =8z —3 ¢
Q(z) =z — 5.

f:D — R
. 8xr —3
T .
r—>5

sendo que z — 5 # 0, entdo = # 5. Assim, o dominio dessa fun¢ao é D = D(f) =
{r € R:x # 5}

2.7 FUNCAO IRRACIONAI

Seja P um polinémio ou fung¢ao polinomial racional. As fungoes irracionais sao

definidas por:

f:D — R

onde n,m € N. O dominio de f sera:

o D=D(f)={r €R;P(x) > 0}, se n for par;

e D= D(f)=R, sen for impar.
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1°) Exemplo de Funcao Irracional:

f: —- R
r — V- 10,
onde z — 10 > 0, entdo x > 10. Assim, o dominio dessa fungao é D = D(f) = {z €
R:xz > 10}.

2°) Exemplo de Fungao Irracional:

f:D — R
-3

V—z =10
onde —z — 10 > 0, entdo < —10. Assim, o dominio dessa func¢ao ¢ D = D(f) =
{r eR:x < —10}.

xr

3°) Exemplo de Fungao Irracional:

f:D = R
r 7—.’17—9
= —10’

onde —z — 10 # 0 e, portanto, z # —10. Assim, o dominio dessa funcao é
D = D(f)={x € Rz # —10}.

2.8 FUNCAO MODULAR

A fungao modular é definida por:

f+:D — R

z o= g(@)],

com D = D(f) = D(g). E também equivalente a

g9(z), se g(z) =0
flz) =
_g<x)7 se g(x> <0
Exemplo de Fun¢ao Modular:
—x—20, se —x—20>0
—(—z —20), se —x—20<0

—x — 20, se < -20
f(z) =
x+ 20, se z>—20

f(@) = |-z — 20 = {
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2.9 COMPOSICAO DE FUNCOES

Sejam as fungoes f: A — B e g: B — C, temos entao gof : A — C, onde gof é a
fungdo composta definida por (gof)(z) = g(f(x)), = € A.

Figura 4 — Funcao Composta.

gof

Fonte: O Autor

Exemplo 2.3 Sejam f e g fungoes de R em R. Calcule g(—5), tendo f(x) = —4x — 80 e
f(g(x)) = 2* + 10.
Resposta: Como f(x) = —4x — 80 e f(g(z)) = 2? + 10 temos:

flg(z)) = —4g(x) — 80
22 +10 = —4g(x) —80
4g9(z) = —2®—90
g(z) = _3624_90-
Logo, g(-5) serd:
oo - B
o(=5) = —254—90
9(=5) = _1115'
2.10 FUNCAO INVERSA
Seja a funcao
f+A — B

z = y=f(z).
A funcao denominada func¢ao inversa de f é descrita por:

f':B - A
y = x=["y)
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Essa fungao deve satisfazer as seguintes condigoes:

e ser bijetora (veja segao 2.1), pois todo elemento de B deve ser o correspondente de
um tunico elemento de A. Assim, podemos trocar os conjuntos de posicao e associar

cada elemento de B ao seu correspondente de A.
e sey = f(x), entdo f(y) = z;

e sex = f1(y), entao f(z) =y.

Note que A= D(f)e A=1Im(f™'); B=1Im(f)e B=D(f™!).

Exemplo 2.4 Seja

f*R — R

r — y=2z—1.

A funcao

g:R — R

z+1
T o oy =

¢ tal que:

o sey= f(x)=2x—1, entio g(y) = g(2x — 1) = L;Jrl _

. sey:g(x):%“, entdo f(y):f(%“) :2<x7+1) —1=u.
Entdo, nesse caso, g é a funcio inversa de f, ou seja, g = f~1.

Exemplo 2.5 Determine a fungio inversa real de f(x) =x +5.

Solugao: Como o dominio nao foi mencionado, podemos admitir que D(f) = R. Obser-
vamos que esta fungdo € bijetora e, portanto, inversivel. Para determinarmos sua inversa,
precisamos trocar x por y na expressio y = x + 5.

Deste modo:

r=y+d=>y=x-—5>.

Logo, ' =2 -5

Exemplo 2.6 Seja a fungio f: D(f) — R dada por f(x) = 2* com D(f) = R:

Para que essa fung¢do seja injetora, € necessario que seu dominio seja o conjunto
dos reais nao negativos pois, caso contrdrio, teremos a mesma imagem para dois valores

simétricos de x (exemplo: 2* = (—2)?). Notamos também que nenhum nimero negativo
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pode ser imagem desta funcao. Logo, é necessdrio que o contra-dominio de f seja o
conjunto dos reais ndo negativos para que a funcdo seja sobrejetora. Assumindo esses

dominio e contra-dominio para essa fungdo, a sua inversa serd, isolando x:

Invertendo x pory ey por x:
y =V

Portanto, f~'(z) = /x. Observe também aqui que D(f) = Im(f™) = R, e
D(f) = Im(f) = R,

Exemplo 2.7 Seja a fungio f : D(f) — R dada por f(x) = 252, onde D(f) = {x €
R;z # 3}

Para y € CD(f), devemos encontrar x tal que f~' = v < y = f(z), ou seja, basta

trocar x pory ey por x:
B 20+ 3

3r—>5

2y +3
r =

3y —95

Isolando y:

z(3y—5)=2y+3
3ry —dr =2y + 3
3ry — 2y = 3+ 5z

y(3x —2) =3+ bz

_ 3r—2
v= 3+ 5z
Portanto, a fungao inversa da fungao f : D(f) — R dada por f(z) = gifg serd a

T 345z

fungio f~1: D(f~1) — R dada por f~(z) = 322 onde D(f~'(z)) = {x eR;x # —%}
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3 UMA BREVE NOCAO DE LIMITES

3.1 LIMITE DO TERMO DE UMA SEQUENCIA GEOMETRICA

Observando o comportamento da sequéncia geométrica a seguir, podemos explorar
inicialmente as nogoes de limites .
= {aio, %,a—lg,a%,. L } onde a € R* sendo

Ty gn

. A s 1
e Seja a sequéncia (a = (—)

.] q ( TL)TLEN an neN
que a > 1 e n € N. Usando essa sequéncia, pode-se observar que quando o valor de
n cresce arbitrariamente (n — 00), o valor de a% decresce tendendo a zero. Quando
n tende ao infinito, podemos dizer que o enésimo termo da sequéncia tende a zero.

Assim, temos:

lim — =0
n—oo "

Exemplo 3.1 Fazendo a = 2, teremos: {2%, %, N g } =
1111 1
:>{I’ 99418 gn }
. Ary ot 1 11 1 1 1
e Seja a sequéncia (ay,)ney = (E)neN = {a—o, Sy By e T }, onde a € R sendo
que a =1 e n € N. Usando essa sequéncia, pode-se observar que quando o valor de
n cresce arbitrariamente (n — 00) o valor de ain se mantém constante igual ao valor

1 para qualquer que seja n € N . Assim, temos:

. 1
lim — =1
n—oo "
. A 1 11 1 1 1
e Seja a sequéncia (ay,)ney = (a—n)neN = {(707 il T ...,a—n,...}, onde a € R sendo

que 0 < a < 1en € N. Usando essa sequéncia, pode-se observar que quando o
valor de n cresce arbitrariamente (n — 0o0) o valor de a% também cresce tendendo
ao infinito. Quando n tende ao infinito, podemos dizer que o enésimo termo da

sequéncia também tende ao infinito. Assim, temos:

o1
lim — = o0
n—oo "
Exemplo 3.2 Fazendo a = 0,5, teremos: {0’150, 0%5, 0’152, 07{,)3, e 0’15,1 , } =
11 1 1 1 1
={1, & o5 i o = {1248, gk

3.2 NOCOES DE LIMITES EM FUNCOES

Todo o contetdo dessa subsecao foi extraido de [4] e [7].
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3.2.1 Nocao intuitiva de Limite.

Uma funcao f tem limite L quando z tende para a se, para valores de x sendo

x # a e suficientemente préximos de a, for possivel encontrar f(z) préximo de L.

3.2.2 Nocao formal de Limite

Antes de enunciarmos a nocao formal de limite, faz-se necessario apresentarmos a

definicao de ponto de acumulacao.

Um numero a € R diz-se um ponto de acumulac¢ao de um conjunto A C R se, e
somente se, existe pelo menos uma sucessdo de elementos de A, todos diferentes de a, que

converge para a.

Observe que o préprio a nao precisa pertencer ao conjunto A.

Exemplo 3.3 0 é um ponto de acumulagao do intervalo |0, 1[: por exemplo, a sucessdo

de termo geral %; n € N*\ {1}, obedece os requisitos da defini¢io acima.

Defini¢ao 3.4 (Nogdo Formal de Limite):

Sejam I C R um intervalo de nimeros reais, e a um ponto de acumulacao de I.
Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L e denotamos lim f(z) = L quando
para qualquer € > 0 existe um § > 0 tal que para todo x € I, satisfazendo 0 < |x — a| < 4,
vale |f(x) — L| < e.

Para definirmos o limite de = tendendo a a, ndo se faz obrigatoria a definicao da
funcao em a, isto é, o importante nao é o valor da fun¢do para x = a, mas sim como a

funcao se comporta quando o valor de x fica cada vez mais préximo de a.

Figura 5 — Nocao gréfica e intuitiva de Limite.

y T

grifico de y= fx)

S
I L
x fix) ! _’/

a—@ 9 a+8 L—e L L+ L

a-5 a x a+8

Fonte: O Autor
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Exemplo 3.5 a) lim ¢ = ¢

De acordo com a definicao 3.3, devemos mostrar que, para todo € > 0 existe um
d > 0 tal que |c — c| < € sempre que 0 < |x —a| < . Como |c —¢c| =0 < e é sempre

satisfeito para todo € > 0, tomando qualquer 6 > 0, a definicdo de limite é satisfeita.

b) lim 2 = a:

Novamente, de acordo com a definigcdo, devemos mostrar que para todo € > 0 existe
um 0 > 0 tal que |z —a| < e sempre que 0 < |v —a| < . Assim, fazendo § = ¢

temos a defini¢cdo de limite satisfeita.

Teorema 3.6 (Propriedades do limite de uma fungdo):

Sejam f: D(f) = R, g: D(g9) — R fungoes tais que os limites }slgé f(x) e lim g(x)

r—a
existam. Valem as sequintes propriedades:

1°) lim[f(x) £ g(2)) = lim f(z) & lim g(x).
O limite da soma é a soma dos limites.

O limite da diferenca é a diferenca dos limites.

2) il f(@).(2)) = Iy £ (2). Ty g().
O limite do produto € o produto dos limites.

flz) lim f(x)

T—a

3°) lim == .
w=a g(x)  lim g(x)
O limite do quociente € o quociente dos limites desde que o denominador nao seja

ZETO.
/) lim f(2)"=(lim f(2))", n € N

5°) lim {/f(x) = {/lim f(z), n e N* e f(x)>0. (Se f(x)< 0, n € impar)

Tr—a

Exemplo 3.7 (Propriedades do limite de uma funcgdo):

1°)lim[z? + 32°] = lim 2? + lim 32° =1+3=/;
z—1 z—1 r—1

2°)lim [32% - cos 2] = lim 32%. lim cosz = 37%. cos 7 = 37°.(—1) = —37°;
T—T T T

02 +1 lima+1 02+1 1
x—0

o1z 2 2_/1: 2 2 2 ..
4o lim (2?4 37 =(lim(a? + 3))” = (1+3)” = 16,

)limy VTP =1 =l 0 = 1) TP =T = VL
T— T—
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Generalizando, temos:

Teorema 3.8 (Limite de uma Fung¢do Polinomial):

Seja f(x) = apx+a,_ 12" . tasx? +a1x+a0, onden € N eay,,a,_1,...,a2,a1, a9 €
R, podemos escrever também na forma f(x) = Z a;z', onde a; € R. O limite de f(z) para

quando x tende a a, serd igual ao valor numemco de f(z) quando x = a. Matematicamente

temos: lim f(z) = f(a).

Demonstragao:
Note que li_r)n xr = a. Entao segue da Propriedade 4 do Teorema 3.6 que:
X a
lim 2° = [lim 2]’ = a’
r—a T—ra
para ¢ € N tal que 7 > 1.
Logo, aplicando a Propriedade 1 do Teorema 3.6 n vezes, obtemos:

n n
lmy /() = i D’ = Sllim '] = S im” = 3’ = S
1=

=0 =0

Teorema 3.9 (Unicidade do Limite):
Se glclgtllf(x) =1L e glclgtllf(x) = Lo, entdo Ly = L.

Demonstragao: Vamos prosseguir esta demonstragao por absurdo.

Suponha que o liin f(z) possa ser igual a dois valores diferentes Ly e Ly, ou seja:
xX a

iy /(0) = I
€
lim f(z) = Ly

tal que Ly # Ls.

Seja € = |Ly — Lo| > 0.

Sendo ilir(ll flx)y=1Lje ilir(ll f(x) = Lg, teremos que existem dy, 9 > 0, tais que se:
0 < |z —a|l <d entdo |f(x) — Li| < 5 ese0 < |r—al <dyentdo |f(x) — La| < 5.

Considere § = min{dy, d2 }. Desse modo teremos 6 < d1ed < dpese 0 < |z —a| <4
entao |f(z) — Li| < 5 e |f(x) — L] < 5.
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Mas,

e =Ly = Lol = Ly = f(@) + f(@) = Lol < |Li = f(@)] + [f(2) = Lo < S+ 5 =<,

um absurdo.

Logo, L = L. O

3.2.3 Limite da funcao em um ponto:

Primeiramente, vamos definir limites laterais a direita e a esquerda.
Definicao 3.10

e Limite lateral a direita: Seja [ uma funcao definida em um intervalo aberto (a,b).

Dizemos que o limite de f(z) quando x se aproxima de a pela direita é L, e repre-
sentamos por 1im+f(x) se, para todo € > 0, existir § > 0 tal que sea < x < a+9,
T—ra

entao |f(x) — L| < e.

o Limite lateral a esquerda: Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto (b, a).

Dizemos que o limite de f(z) quando x se aprorima de a pela esquerda é L, e
representamos por lim f(z) se para todo € > 0, existir & > 0 tal que sea—9 < x < a,
r—a—

entdo |f(x) — L| < e.

Nos limites laterais, as propriedades descritas anteriormente sao vélidas e poderao

ser utilizadas nos calculos de continuidade de funcao em um ponto.

Teorema 3.11 Seja I um intervalo aberto no dominio de uma funcao [ definida para

x € I, onde a € um ponto de acumulacdao de I. Entao:

lim f(z) =L

r—a

se, e somente se, existirem os limites laterais lim+ f(z), lim f(x) e
Tr—a Tr—a~

lim f(z) = lim f(x)=L.

T—a r—a—

Demonstragao:

(=) Seja lim f(z) = L, assim, para todo € > 0, existe § > 0 tal que se 0 < |z —a| < §
teremos |f(z) — L| < e.
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Assim, se a < < a+ 0 entdo 0 < |xr —a| < entdo |f(z) — L| < ¢, e, portanto
lim f(z) = L.

z—a™t

Da mesma forma, se a —§ < x < a entdo 0 < |z —a| < ¢ entdo |f(x) — L| < ¢,

donde segue que lim f(z) = L.
r—a~

(<) Sejam lim+ f(z) = L = lim f(z). Logo existem §; > 0 e d > 0 tais que se
r—a r—a—
a<x<a+d entdo |f(zr) — L| <eesea—dy <x<adamesma forma teremos

|f(x) = L <e.

Tome § = min{dy, d2},sendo 0 < |x — a| < d teremosa < x < a+dy0ua—dy <z < a

que em ambos os casos nos leva a |f(z) — L| < e.

Desse modo, conclui-se que lim f () = L. O

3.2.4 Propriedades para limites tendendo ao infinito

Antes de mostrarmos as propriedades, definiremos limites infinitos e limites no

infinito.

Defini¢ao 3.12 (Limites Infinitos) Seja f uma fungdio definida em um intervalo aberto
I e a ponto de acumulagdo de I. Dizemos que, quando x se aproxima de a, f(x) cresce
ilimitadamente e escrevemos :lvlgé f(x) = 400, se para qualquer nimero M > 0, existir
d > 0 tal que se 0 < |x —a| < 9, entdo f(x) > M. Analogamente, para uma fungao
definida em um intervalo aberto I e a ponto de acumulacdo de I dizemos que, quando x
se aproxima de a, f(x) decresce ilimitadamente e escrevemos aljl_rg f(x) = —o0, se para

qualquer nimero M’ < 0, existir 6 > 0 tal que se 0 < |x — a| < 0, entdo f(x) < M.

Definig¢ao 3.13 (Limites no Infinito) Seja f uma funcio definida em um intervalo

aberto (a,+00).

Dizemos que, quando x cresce ilimitadamente, f(x) se aprozima de L e escrevemos

xgrfoof(q:) = L se, para qualquer nimero € > 0, existir N > 0 tal que se x > N entdo
|f(x) — L| < e. Analogamente, para uma func¢io definida em um intervalo aberto (—oo, a),

dizemos que, quando x decresce ilimitadamente, f(x) se aprorima de L e escrevemos
lim f(x) =L se, para qualquer nimero ¢ > 0, existir N' > 0 tal que se x < —N' entdo

T—r—00

[f(z) = L] <e.
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Figura 6 — Limite infinito e no infinito.

Fonte: O Autor

Substituindo  — a por x — —o0 ou x — 400 as propriedades de limites vistas

continuam valendo. Assim temos:

e 1°) Seja c € R, temos lim c=c= lim ec
T——00 Tr——+00

Figura 7 — lim c¢
T—F00

Fonte: O Autor

e 2°) Seja n um nimero inteiro positivo. Temos lirll x" = 4o00.
T—r+00



Fonte: O Autor

e 3°) Seja m um ntmero inteiro positivo par. Temos lim 2" = 4o0.
Tr—r—00

Figura 9 — lim 2"
T——00

Fonte: O Autor

e 4°) Seja m um ndmero inteiro positivo impar. Temos lim 2" = —oc.
r—r—00

Figura 10 — lim 2"
Tr——00

Fonte: O Autor

1
e 5°) Seja n um numero inteiro positivo. Temos lim — =0e lim — =0.
r——o00 N z—+oo
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1
Figura 11 — lim —

r—too T

Fonte: O Autor

e 6°) Seja a fungdo polinomial f(z) = a,z™ + ... + axx?® + a1x + ag onde a,, # 0. Temos

. L .o . n

e 7°) Sejam as fungoes polinomiais f(z) = a,z" + ... + asz* + a1z + ap onde a, # 0 e

g(z) = bpa™+...4+byx*+byw+by onde by, # 0. Temos lim M = lim <an> "

T——00 g(x) T——00 bm

3.3 CONTINUIDADE DE UMA FUNCAO

Dizemos que uma funcao f ¢ continua num ponto a € R quando ela estd definida
em a, existe o limite de f(z) quando z tende a a e esse limite é igual a f(a). Ou seja,
a€ D(f) e

lim /(x) = /(a).

T—ra

Dizemos que f é continua no conjunto A quando f for continua para todo a € A.

Em uma linguagem nao formal, podemos dizer que uma funcao é continua quando
seu grafico ndo apresenta interrupcao em seu tracado. Isto ocorre quando podemos

desenhar seu grafico sem retirar o lapis do papel.

Na Figura 4 temos os graficos das fungoes f e r com os seus dominios e as suas
imagens pertencentes a todos os R. Podemos tracar o grafico de ambas as fungoes fazendo
uso de um lapis sem retird-lo do papel, obtendo assim uma curva sem interrupcoes, falhas

ou buracos. Informalmente, dizemos que as fungoes f e r sao continuas.
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Figura 12 — Graficos de Fungoes Continuas.

o
»

R e -

Na Figura 5 temos os gréaficos das fungoes h e p sendo:

h:R — R
3x+1, x# 2
T
D, X=2
p:R — R
x2 x<0

T x,0<x<2
-X+3, x>2
Observamos que ambos os graficos das fungoes citadas possuem uma interrupcao
em r = 2.

Para as funcoes h e p definidas em R, temos x = 2 com um "salto” nos graficos de

h e p. Assim, as fungoes h e p sdo descontinuas.

Figura 13 — Graficos de Fungoes Descontinuas.

Fonte: [8]
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4 INTRODUCAO A DERIVADA

4.1 RETA TANGENTE AO GRAFICO DE UMA FUNCAO EM UM PONTO
P

Textos baseados em [2] e [3].

A reta tangente ao grafico de uma funcdo f no ponto P(x1,y;) é aquela que melhor
aproxima o grafico naquele ponto. Ou seja, é a melhor aproximacao linear da funcao f
naquele ponto. Rigorosamente, podemos definir a reta tangente como o limite de retas

secantes ao grafico da fun¢ao f no ponto P. Isso é o que faremos a seguir.

Conforme a Figura 14, considere a curva determinada pela fun¢ao y = f(x) em
um intervalo aberto (a,b), onde temos dois pontos definidos por P(z1,y1) e Q(z2,92).
Tragamos, por esses dois pontos, uma reta s secante ao grafico de f e encontramos um

ponto M (xs,y1).

Os pontos P, () e M formam um tridngulo retdngulo com hipotenusa na reta s que

¢ definida pelos pontos P e (), estando o angulo reto no vértice M.

Definimos a Inclinagao ou Coeficiente Angular da reta s, mg, como sendo igual
a tangente do angulo o formado pela reta s que contém a hipotenusa PQ e o cateto

horizontal PM, dado por:
Yo -V

m, =tana = ————.
° Xo— Xy

Figura 14 — Inclinagdo de uma Reta Secante ao Grafico.

Fonte: [1]

Conforme mostra a Figura 15, considere a variagao do coeficiente angular da reta
s tornando () cada vez mais préximo de P, isto é, Ax tende a zero quando () vai se

aproximando de P. Assim, se o coeficiente angular my, da reta secante ficar cada vez mais
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proximo de um valor m,., definimos a reta tangente ao grafico da fun¢ao no ponto P como

sendo a reta que passa por P com coeficiente angular m,..

Podemos dizer que o coeficiente angular m, tem como limite o coeficiente angular

m,. quando @) tende a P.

Figura 15 — Inclinagdo de uma Reta Secante ao Grafico.

Fonte: [1]

Matematicamente temos:

m, = lim my, = lim f(xl + Ax) _ f<x1)
Az—0 Az—0 Al’

Definicao 4.1 Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo x1, entdo a
derivada de f em x1, denotada por f'(x1), € dada por:

bl

caso esse limite exista. Dizemos, nesse caso, que f € diferencidvel em x1.

Na defini¢do anterior temos:

Ar = x9— 11

Te = x71 + Ax.

Onde Az representa uma variacao tendendo a zero entre os valores de ;1 e g, isto é,

Ax =29 — 11

Dessa forma, temos:
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Seja D'(f) € D(f) o conjunto dos pontos onde f é diferenciavel. Entao definimos

a funcao derivada de f como:

Exemplo 4.2 Dada a fungio f(x) = 22, calcular a reta tangente ao ponto (2,4).

Solucao:

Figura 16 — Inclinagdo de uma Reta Secante ao Grafico.

f:D(f) — R
r — fl(x).

o]
y=x

54

A(24)

riy=4x-—4

o114

24

Fonte: [OAutor]

Calculando o coeficiente angular da reta tangente, teremos:

_ — Tk
= S =T
oy (@A) — (21)°
me = fla) = AT, Az
2 2 2
o L (@ 2 Ax 4 Az®?) — (21)
e = fle) = i, A
2.701.Ax + Ax?
JE— / J— o
me = fiw) = Alggo Arx
. Azx(2.z + Ax)
— / —
A v
m, = fl(x)= A1910111 2.11 + Az
m, = f'(x1)= A111302.:101 + 1113 Ax
m, = f'(x1)=221+0
m, = [f'(2)=4
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Logo, a equacdo da reta serd:
y—4=4(x—2)

y—4=4r -8

y=4xr —4

4.2 REGRAS DE DERIVACAO

Consideremos que as func¢oes aqui apresentadas sejam diferenciaveis nos pontos em
questao. Fazendo x = x; na definicao de derivada, temos:

Teorema 4.3 Sejam m, g : R — R fungoes diferencidveis:

(i) Derivada de um Mondémio: seja f : R — R dada por f(z) = 2", n € Z,, entdo
f(x) = na" L.

(ii) Seja f : R — R dada por f(z) = kg(z), com a constante k € R, entdo f'(z) = kg'(z).
(iii) Seja f:R — R dada por f(z) =k, onde a constante k € R, entio f'(z) = 0.

(iv) Seja f: R — R dada por f(x) = m(z) + g(x), entio f'(z) = m'(z) + ¢'(z).

(v) Seja f : R — R dada por f(z) = m(x)g(x), entdo f'(x) = m'(x)g(x) + ¢ ()m(x).

(vi) Regra da Cadeia: sendo a fung¢do composta f : R — R, dada por f(xz) = m(g(z)),
teremos f'(x) = m/(g(z)) - ¢'(x).

(vii) Seja f: D(f) = R, com D(f) = {x € R; g(z) # 0}, dada por f(z) = %, entdo

f(x) = m/(z)-g(x)—m(z)-g'(x)

(9(x))?

Demonstragao:

(i) Derivada de um Mono6mio

Seja f(x) = 2", com n € Z:



/ —
flz) = fim A,
o (2" + na™ ' Az 4 (M )gn-2 0 Ag? 4L Az) — o
— A Az
_ nx" ' Az + (7"("271))35”‘2 A2+ L+ Az
= Ao Ax
. ( (nw”_l + (Mg Ay L+ Ax”_l))

= lim | Azx-

Az—0 AIE

—1

= lim (nx”_l + Mx”_Q Az + .+ Ax”_l)

Az—0 2

—1

= lim nz" '+ lim Mw”_Q Az + ...+ lim Az™!

Az—0 Az—0 Az—0
= nz" L

(ii) Derivada de f(z) = kg(z), com k € R constante:

kg(z + Az) — kg(x)

/ _ .
flz) = lim, Az
o ot An) —gla)
Ax—0 A.T
= kg'(z).

(ili) Derivada de f(z) =k, onde k € R constante:
Sendo f(z) =k e f(x + Azx) = k temos:

fl(fﬂl) = lim

= lim —
Axz—0 A:L’

= lim 0=0.

Az—0

(iv) Derivada de f(z) = m(z) + g(z):

(m(z + Az) + g(z + Az)) = (m(z) + g())

flz) = [lim, Az
_ m m(z + Ax) — m(x) N g(x + Azx) — g(x)
Az—0 Azx Az
— im m(x + Az) — m(z) © lim g(z + Az) — g(z)
Az—0 Ax Az—0 Ax
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(v) Derivada de f(x) =m(x) - g(x):
Denominada Regra do produto de Leibniz.

m(z + Azx) - g(z + Ax) — m(z) - g(x)

fiz) = Alyilo Az
— lim (m(x + Az) - g(x + Az) —m(x) - g(z + Ax)
Az—0 Ax
L @) gz + AX; —m(z) - 9(%))
_ 3 (m(z+ Az) —m(x)) - g(z + Azx) + (9(z + Az) — g(z)) - m(z)
Az—0 Ax
~ im (m(z + Az) —m(x)) - g(z + Ax)
Axz—0 Az
. (9(z+ Az) — g(z)) - m(x)
* Alggo Az
= Jim MR o+ )
gz + Az) — g(x)
AT A AW

(vi) Regra da Cadeia:

Seja a fungdo composta y = f(z) = m(g(x)), considerando u = g(x), temos

y = m(u). Portanto, temos:

Au = g(a + Ax) — g(x)

Ay = m(u + Au) — m(u).

Supondo que Au # 0 e Az # 0, temos:
Ay Ay Au

Azr  Au Az

Entao, quando Az tende a 0, teremos também Awu tendendo a 0. Assim:

im DY i DYy AU
Arb0 Az Auso Au Arso Az’
. Ay_/_/ . Ay_/_ / - AU_,_,
Como Alfiloﬂ =y = f'(x), AIQILIEOE =y =m'(u) e Algiloﬂ =u = g'(x), segue

que:

f'(@) =m(g(x))- g (x).
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(vii) Derivada de f(z)= ") .

g(z)

Fazendo h(z) = (g(x))~!, temos:

Pela regra da cadeia temos h'(z) = (—1) - (g(2))~2 - ¢(z). Utilizando a Regra do

Produto de Leibniz e a Regra da Cadeia obtemos:

fll@) = m'(z)-h(x) +m(x) - B (x)

Exemplo 4.4 Regras de Derivagao

(i) Derivada de um Mondmio: seja f: R — R dada por f(x) = 23, entdo f'(z) = 322
(ii) Seja f:R — R dada por f(z) = 5z, com a constante k € R, entdo f'(z) = 152°.
(iii) Seja f:R — R dada por f(x) =5, onde a constante k € R, entdao f'(x) = 0.

(iv) Seja f: R — R dada por f(z) = (z* 4 2) + (22%), entdo f'(z) = 32> + 4x.

(v) Seja f: R — R dada por f(z) = (234 2).(22%), entdo f'(x) = 32%.(22%) + (23 +2).4x =
6z* + 4a* + 8z = 102* + 8z.

(vi) Regra da Cadeia: sendo a fungio composta f : R — R, dada por f(z) = bz + 2,

teremos f'(z) = (5 +2)7 = L.(5x +2)73.5 = Wt
(vii) Seja f : D(f) = R, com D(f) = {z € R*}, dada por f(x) = &5, entio f'(z) =

la?—(a+3).2z __ 22-222—6z __ 2246z __ _ x(z+6) _ _ (z+6)
@2)? 4 P! s

4 x3
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5 APLICACAO GRAFICA DA DERIVADA

Utilizaremos os conceitos de derivada para a construcao grafica de fungoes polino-

miais. Apresentaremos duas ferramentas essenciais para tal construcao e suas utilizagoes.

e Teste da Derivada 12: para calcular os pontos criticos, maximos e minimos e intervalos
)

de crescimento e decrescimento da curva de uma fungao;

e Teste da Derivada 2*: para calcular os pontos de maximos, minimos, inflexoes e

intervalos de concavidades para cima ou para baixo de uma funcao;

Nesse capitulo, os resultados serdao apresentados, porém nao faremos as suas

demonstragoes. Estas podem ser encontradas em [7].

5.1 TESTE DA DERIVADA 12

A seguir temos algumas defini¢oes, teoremas e critérios necessarios para estruturar

o referido teste.

Definicao 5.1 (Intervalos Crescente, Decrescente e Constante de uma Fun-

¢do).
Figura 17 — Intervalos Crescente, Decrescente e Constante de uma fungao.

qQ

flxi) = f{x)

Fonte: O Autor.

1 Intervalo Crescente de uma Fungdo: Seja f uma fungdo definida em um intervalo I.
A fungdao f € dita crescente em I se para quaisquer x, e xo pertencentes a I, tais

que x1 < xo, temos que f(xy1) < f(z2).
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Figura 18 — Funcao Crescente.

) < f(xz)

y=x+2

Fonte: O Autor.

2 Intervalo Decrescente de uma Fungao: Seja f uma fungdo definida em um intervalo
1. A funcgdo [ € dita decrescente em I se para quaisquer xi e xo pertencentes a I,

tais que x1 < xo, temos que f(xy1) > f(x2).

Figura 19 — Funcao Decrescente.

L

y=-—x+2

5

4

flxy) = f(xz)

-1

-z

Fonte: O Autor.

3 Intervalo Constante de uma Funcao: Seja f uma funcao definida em um intervalo
I. A fungdio € dita constante em I se f(x1) = f(x2) para quaisquer pontos xy e xo

pertencentes a 1.
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Figura 20 — Funcao Constante.

L

y=3

5

4

flag) = f(x2)

Fonte: O Autor.

Se uma funcao for crescente para todos os valores do seu dominio, ela sera uma
funcao crescente, da mesma forma para as condigoes decrescente ou constante, onde serao

denominadas respectivamente de fungao decrescente e funcao constante.

Definicao 5.2 (Mdximo e Minimo):

Sejam f uma fun¢io, A C D(f) e p € A. Dizemos que f(p) é o valor mdximo de
f em A ou que p um ponto de mdzimo de f em A se f(zx) < f(p) para todo x em A. Se
f(x) > f(p) para todo x em A, dizemos entao que f(p) € o valor minimo de f em A ou

que p € um ponto de minimo de f em A.

Figura 21 — Maximo e Minimo.

y=x>-5x+6
(—2<x=<2)

ponto de maximo

ponto de minimo

-4 -3 2 -1 ] 1 2 3 4

Fonte: O Autor.
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Definig¢ao 5.3 (Mdximo e Minimo Absolutos):

Sejam f uma fungao e p € D(f). Dizemos que f(p) é o valor mdzimo absoluto de f
ou que p é um ponto de mdzimo absoluto de f se, para todo x em D(f), f(x) < f(p). Se,
para todo x em D(f), f(x) > f(p), dizemos entao que f(p) é o valor minimo absoluto de

f ou que p é um ponto de minimo de f.

Figura 22 — Méaximo e Minimo Absolutos.

.
y=-x?+6x—8
o
y=x>—6x+8 .

/ 2 (3,—1) = ponto de maximo absoluto

3 3 3

(3,—1) = ponto de minimo absoluto

Fonte: O Autor.

Temos o resultado que se segue:

Teorema 5.4 Se uma funcio f é continua em um intervalo fechado [a,b], entao f terd

Mazximo Absoluto e Minimo Absoluto pelo menos uma vez em |a, b].

Figura 23 — Méximos e Minimos Absolutos.

¥ Y Y Q
B f(c2) -
f(b) T
f(b) B
f f
f(a) = fb) L am— f
A A
f(a) f(a)
f{e1) ™~ P
a b X a b X ., 2 "
Figuralla Figura1lb Figuralic

Fonte: O Autor.

Podemos usar Figura 23 para refletir sobre o teorema anterior. Na Figura 23a temos no
intervalo [a, b] uma fungao constante, pois para todo z € [a, b] temos f(a) = f(x) = f(b).
Assim, todos os pontos da fun¢ao sao Maximos e Minimos Absolutos de f. Na Figura
23b, temos no intervalo [a, b] o gréifico da fungao definida por um segmento de reta com
coeficiente angular maior que zero. Logo, o Maximo e o Minimo Absoluto ocorrem,
respectivamente, nos pontos cartesianos B(b, f(b)) e A(a, f(a)), pois para todo z € [a, b]
temos f(z) < f(b) e f(z) > f(a). Na Figura 23c, temos no intervalo [a, b] o gréifico onde
para todo = € [a,b] temos f(x) < f(c2) e f(x) > f(c1). Logo, o Maximo e o Minimo

Absoluto ocorrem respectivamente nos pontos cartesianos Q(cz, f(c2)) e P(c1, f(c1)).
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Definig¢ao 5.5 (Mdximo e Minimo Locais):

Sejam f uma fungio e p € D(f). Dizemos que p é ponto de mazximo local de f se
existir v > 0 tal que f(x) < f(p) para todo x em |p —r,p+r[ N D(f). Por outro lado,
dizemos que p € ponto de minimo local de f se existir v > 0 tal que f(x) > f(p) para todo
z emlp—r,p+r[N D(f).

Figura 24 — Méaximos e Minimos Locais.

y:x3—5x+6_ 144

maximo local

minimo local

o
-3 -2 -1 o 1 2 3 4
-2

Fonte: O Autor.

Além deste exemplo, podemos observar na Figura 23¢, além dos pontos P (Minimo
Absoluto) e @ (Méaximo Absoluto), temos também os pontos A e B que sao Maximo e

Minimo Local, respectivamente.

Defini¢ao 5.6 (Pontos Criticos):

Um Ponto Critico de uma fungao f definida no intervalo [a,b] é um nimero
¢ € (a,b) no dominio de f, tal que f'(c) =0 ou f'(c) nao existe. Se uma fungdio f tiver
um Mdximo ou Minimo em x = ¢, entdo ¢ é um Ponto Critico de f. Dentre estes, temos
0s pontos de Mazrimos e Minimos Absolutos e Mdaximos e Minimos Locais e os pontos de

Inflexdo.
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Figura 25 — Pontos Criticos.

fl(x)=3x*-5=0

14

Y L
x== 3= %L

12

Fonte: O Autor.

Nos Pontos Maximos e Minimos de uma funcao, continua e diferencidvel em todos
os pontos de um intervalo |a, b[, as retas tangentes sdo horizontais, ou seja, possuem
inclinacao igual a zero, como mostra a Figura 26b. Sendo assim, se ¢ é uma abcissa de um

Ponto de Maximo e d uma abcissa de um Ponto de Minimo, temos f'(¢) =0 e f'(d) = 0.

Na Figura 26a temos o grafico de uma fungdo em um intervalo [a, b] onde podemos

observar os Maximos e Minimos Absolutos e Maximos e Minimos Locais.

Para determinar os Maximos e Minimos Absolutos de uma func¢ao f continua e
definida num intervalo [a, b] e que possua um ndmero finito de pontos criticos ¢ em um

intervalo [a, b], temos o roteiro a seguir:

1. Encontrar os valores de f(c) para todo ponto critico ¢ no intervalo |a, b|;
2. Calcular os valores f(a) e f(b);

3. O maior valor encontrado nas etapas i e iz é o maximo absoluto de f. Por outro

lado, o menor valor encontrado nas duas etapas anteriores é o minimo absoluto de f.
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Figura 26 — Pontos Criticos e Reta Tangente a curva.

¥

Q a- Minimo Local.

flatfy - €1- Maximo Absoluto. (1 Fle1)=0
c2 -Minimo Local.

- Maximo Local.

- Minimo Absoluto.

- Méximo Local.
flb)} - L e
fla) - - -- Al

f(€3]"_“i"r ________________ T v

. | b

i E c /:\ c ; i :

Lo 2 : 4 {1 L 2 | %4
o N | S N A NI
LG A P ! g f(c2)=0 :
L L (ca)=0

Figura 12a Figura 12b

R —Fle3)=0 |
|

Fonte: O Autor.

Teorema 5.7 (Teorema de Fermat para Mdximos e Minimos):

Se uma funcdo f tiver um Mdzimo ou Minimo em x = c e f for derivdvel nesse

ponto, entdo f'(c) = 0.

O Teorema de Fermat nao se aplica a uma fungdo f que nao for derivavel em algum
ponto. Como exemplo, temos f(x) = |z| onde z = 0 é Minimo Absoluto da fungao, porém

nao tem reta tangente horizontal nesse ponto.

Teorema 5.8 (Teorema de Rolle):

Seja uma fungio f continua em um intervalo |a, b, derivdvel no intervalo |a,b| tal

que f(a) = f(b), entdo f'(c) =0 em pelo menos um nimero ¢ €a,bl.
Também pode ser dito que:

Seja uma fungdo f continua em um intervalo [a,b], tal que f(a) = f(b), entao f

tem pelo menos um Ponto Critico no intervalo |a, b|.

Na Figura 27 podemos observar graficamente trés casos do Teorema de Rolle.

O Teorema de Rolle tem validade quando uma funcao f é continua em um intervalo

[a, b], derivavel no intervalo |a, b[ e sendo f(a) = f(b). Generalizando, para f(a) = f(b) ou
f(a) # f(b) temos:

Teorema 5.9 (Teorema do Valor Intermedidrio): Seja uma funcio f continua em
um intervalo [a,b], derivdavel no intervalo |a,b[. Entdo existe um nimero ¢ €la,b|, tal que:

F(b) = fla)

flle) = 20—
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Figura 27 — Teorema de Rolle.

r

Y| fla)=f(b)=f(c)=F(x) y flo y
A y=f(x) B !
fa)=f(b) |- HP——— A/\B
: fla)=f(b) |- =l mmm e o A B
f'(a)=F'(b)=F"(c)=F"(x)=0 (@=Mb) : : fla)=f(b) |- :\/:
| | |
| _ | | F(0=0
o a c b x 0 a c b X 0 a c b x

Fonte: O Autor.

Figura 28 — Teorema do Valor Intermediario.

f{c)

Fonte: O Autor.

Teorema 5.10 (Teste da Derivada Primeira para Intervalos Crescentes e De-

crescentes):

Seja uma funcio f continua em um intervalo [a,b], derivdvel no intervalo |a, b|:

1. Se f'(x) > 0 para todo = €]a,b], entao f é crescente no intervalo [a,b];

2. Se f'(x) < 0 para todo x €la,b], entdio f é decrescente no intervalo [a, b].

Teorema 5.11 (Teste da Derivada Primeira para Mdximos e Minimos):

Seja ¢ um ponto critico de uma fungao f em um intervalo |a,b] onde ¢ €]a,b|.

Supondo f continua em |a,b] e diferencidvel em ]a,b[, exceto possivelmente em ¢, temos:

1. Se f'(z) >0 para a < x < ce f'(x) <0 para c <z <b, entio f(c) é valor Mazimo
Local de f;

2. Se f'(z) <0 paraa <z <cef(r)>0parac<z<b, entao f(c) é valor Minimo
Local de f;



48

3. Se f'(x) >0 ou se f'(x) <0 para todo x €]a,b[, exceto possivelmente x = ¢, entdo
f(c) nao é Extremo Local de f.

4. Se f(c) =0 ndo implica que ¢ seja um extremo de f. Podemos observar claramente,

3

no grifico da funcao f(x) = x° a sequir, que f'(0) =0, porém f nao tem extremo

emx=0:

Figura 29 — f(z) = 2°

Fonte: O Autor.

5.2 TESTE DA DERIVADA 22

A seguir, tal qual o teste anterior, temos algumas defini¢oes, teoremas e critérios

necessarios para estruturar o referido teste

Definig¢ao 5.12 (Concavidade do Grdfico de uma Fungdo):

Seja f uma fungdao definida em Ja,b| e diferencidvel em um ponto ¢ €la, b[:
e O grdfico de f serd concavo para cima no ponto P(c, f(c)), (Figura 15), se o grifico
de f se localizar acima da reta tangente ao ponto P.

e O grifico de f serd concavo para baixo no ponto P(c, f(c)), (Figura 16), se o grdfico

de f se localizar abairo da reta tangente ao ponto P.
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Figura 30 — Concavidade para Cima.

Fonte: O Autor.

Figura 31 — Concavidade para Baixo.

A y

> - " . =
a c b x a c b x

Fonte: O Autor.

Teorema 5.13 (Teste da Concavidade):

Seja [ uma funcao diferencidvel em um intervalo |a,b[ onde ¢ €la,b|, entao no

ponto P(c, f(c)), o grifico de f serd:

e Concavo para cima se f”(c) > 0.

e Concavo para baizo se f”(c) < 0.

Exemplo 5.14 Observamos no primeiro grifico a sequir que f"(x) = 2, ou seja, f"(x) > 0
para todo intervalo, isto €, o grafico é concavo para cima em todo seu dominio. No sequndo
2, logo o grifico é concavo para bairo em todo seu dominio.

grdfico observamos f"(x) = —

Figura 32 — Concavidade para Baixo.

y=-x*+6x—8

y=x>—6x+8

Fonte: O Autor.
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Teorema 5.15 (Teste da Derivada 2* para Extremos Locais):

Seja ¢ um ponto critico de uma fungdo f, no qual f'(c) = 0 e suponhamos que f'(x)

ezista para todos os valores de x em um intervalo |a,b[ onde ¢ €]a,b]. Se f”(c) existe e:
e Se f7(c) <0, entao f(z) tem um valor mazimo local em c;

o Se f7(c) >0, entao f(x) tem um valor minimo local em c.

Figura 33 — Extremos Relativos por Derivada 22.

Y &

Y &
maximo local (c)=0
' (o0 \ conc?dade f
’ ' \ f'{c)=0
concavidade ‘,
o P(c)<0 o minimo local .
a c b T X a c b X

Fonte: O Autor.

Teorema 5.16 (Teste da Derivada 2* para o Ponto de Inflexdo)

Um ponto P(c, f(c)) pertencente ao grifico de uma fungao f serd um Ponto de
Inflexao, se existir um intervalo |a,b] onde ¢ €la, b, tal que ocorra uma das situagéoes que

se seque:

o fl(z)>0sea<z<cef’'(z)<0sec<z<b

o flx)<0sea<z<cef’(z)>0sec<xz<b.

Para encontrar os Pontos de Inflexdo de uma fun¢ao na qual f” é continua, basta
calcular os valores de x tais que f”(x) = 0 e verificar as condigbes acima para esses valores

de zx.

Figura 34 — Ponto de Inflexdo.

¥ =f{x)

£ (x)<0

£ (x)<0
CONCAVIDADE

CONCAVIDADE

CONCAVIDADE
'(x)>0

CONCAVIDADE

(x)=0 Y =f(x)

>

o a c b 0 a c b

f'>0 se a<x<c e f'[xl<0 se c<x<h f(x)<0 se a<x<c e f'(x)>0 se c<x<b

Fonte: O Autor.
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Em linguagem simples, podemos definir o Ponto de Inflexdo como o ponto onde
o grafico da fungao muda sua curvatura de concava para cima (curvatura positiva) para

concava para baixo (curvatura negativa), ou vice-versa.

Exemplo 5.17 No grifico a sequir temos f"(x) = 6x, logo f"(x) =0 para x = 0. Além
disso f"(x) = 6x <0 para x <0 e f'(x) = 62 > 0 para x > 0.

Figura 35 — Ponto de Inflexao.

y=x3>-5x+6

(0.6)

Fonte: O Autor.

5.3 CONSTRUINDO GRAFICOS DE POLINOMIOS

12 Construgao Grafica: Construir o gréifico de f(z) = x* —4x+3, para o dominio
D =R.

12parte) Ponto de encontro da Curva com o eixo y:

Seja x = 0, aplicando na fungao temos y = f(0) = 0> — 4 -0+ 3 = 3. Assim temos

A = (0,3), que é o ponto de encontro do grafico de f com o eixo y.

2*parte) Teste da Derivada 1* :
Encontrando os Pontos Criticos:
fl(x)=2x—4

Fazendo, f’'(z) = 0 encontraremos o valor da abscissa do Ponto Critico da fungao

f. Assim temos:

20 —4 =

20 =

N o O
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Sendo a ordenada do Ponto Critico:

f2) = (2" -4-(2)+3
f2) = -1

Logo temos o Ponto Critico (2, —1);

Sinais de f'(z), Intervalos Crescente e Decrescente de f(z) e Ponto de Minimo

e Maximo de f :

Analisando a Figura 36, o sinal de f’(x) é negativo no intervalo z < 2, ou seja, no
intervalo | — 00, 2[. Assim, f serd descrescente nesse intervalo. Para o intervalo z > 2,
ou seja, |2, 00[ temos a f'(z) com sinal positivo. Logo, f serd crescente nesse intervalo.
Portanto, x = 2 é abscissa do Ponto de Minimo Local de f. Desse modo, o Ponto Critico

(2,—1) é Ponto de Minimo Local, que denominaremos Py, = B = (2, —1).

Figura 36 — Sinais de f’(z) e Intervalos Crescente e Decrescente de f(z).

f'(x)=2x-4, paraD=IR.

2
""""""""""""""""" - ++++++++++++++++++++++’

f'(x) <0 para x<2. f(x)= 0 f'(x) >0 parax=2.
Intervalo Decrescente de f. parax=2 Intervalo Crescente de f.

X

Fonte: O Autor.

32parte) Teste da Derivada 22 :

Encontrando o Ponto de Inflexao:
f'//(x) — 2’

é uma constante.

Fazendo, f”(x) = 0 encontraremos o valor da abscissa do Ponto de Inflexdao da
fungao f. Como nao existe valor para x que zere f”(z), pois f’(x) = 2 para todo = € R,

entao f nao possui Ponto de Inflexao.

Intervalo de Concavidade de f:
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Como podemos analisar na Figura 37, o sinal de f”(x) é positivo para todo = € R,
pois f”(x) é constante de valor 2. Logo, o grafico da fungao f tem concavidade para cima

para todo x € R.

Obs: O fato do grafico de f ser totalmente de concavidade para cima vem a

confirmar a inexisténcia de Ponto de Inflexdo no Grafico dessa fungao.

Figura 37 — Sinal de f”(z) e Intervalo Concavidade de f:

f"'{x) =2, constante.
f''(x)=2 =0, para D =IR.

+H++HHH bR +++++++++++++++++++++++++++++++’

X
f possui Concavidade para Cima em D =IR.

Fonte: O Autor.

f"(x) definindo Maximo e Minimo Local:

Seja o Ponto Critico (2, —1), aplicando a abscissa x = 2 desse ponto em f”(z) = 2

temos:

fr@) = 2
1) = 20,

logo o Ponto Critico (2,—1) é Minimo Local. Assim temos Py, = B = (2, —1),

confirmando o que ja havia sido encontrado no Teste da Derivada 1*.
42parte) Achando os zeros de f :

Como se trata de uma funcao de segundo grau, poderemos utilizar simplesmente a

férmula de Béskara, o qual nos fornecera as raizes 2’ =1 e " = 3.
52parte) Calculando limites no infinito:

De acordo com o item 6° da definicdo de Limites no Infinito, temos que:

lim f(z)= lim 2° —42+3= lim 2° =cce
r—r—+00 T—+00 Tr——+00

lim f(z) = lim 2°—42+3 = lim 2° = cc.
T—r—00 T—r—00 T—r—00

62parte) O grafico da Fungao f(z) = ? — 4z + 3 para todo z € R:

Na Figura 38 temos o grafico de f onde podemos observar tudo que foi calculado e

analisado nos itens anteriores.



Figura 38 — Gréfico da Funcdo f(z) = 22 — 4x + 3 para todo r € R :

f\

Fungdo: )
f(x) = x—=4x + 3

Pontos:
A=(0, 3), encontro da Funcdo com o Eixoy.
B=(2,-1), Ponto de Minimo.
C=(1,0), Zero da Fur].géo.
D=(3, 0), Zero da Fungio.

Sinais:
Fungdo negativa, f{x) <0 paral<x<3.
Fungdo positiva, f(x) >0 parax<loux>3.

Intervalos Decrescente e Crescente:
Fungdo Decrescente em x< 2.
Fungdo Crescente em x = 2.

\

Concavicade: -1
Para cima em todos os IR.

Fonte: O Autor.

o4

22 Construgao Grafica: Construir o grifico de f(z) = 2% — 22? — 5z + 6, para o

dominio D = R.

1® parte) Ponto de encontro da Curva com o eixo y onde y = f(0) :

Seja x = 0, aplicando na funcio temos y = f(0) =02 —=2-0> —=5-0+ 6 = 6. Assim,

2* parte) Teste da Derivada 1* :

Encontrando os Pontos Criticos:

f'(r) =32* —4x -5

temos A = (0,6), que é o ponto de encontro da Curva com o eixo y.

Fazendo f'(x) = 0, encontraremos o valor da abscissa do Ponto Critico da fungao

f. Assim, temos:

322 —4r —5=0.

—(4) - (42— 43 (D)

2 —4/19

—(=4) + /(-4 - 4-3-(-5)

R

2+ /19

2-3
T = —0,7862996478.
€
Trg = 2.3

Tr2

12

2,119632982.

-3
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Sendo as ordenadas dos Pontos Criticos:

£(—0,7862996478) = (—0,7862996478)% — 2(—0, 7862996478)>
—5-(—0,7862996478) + 6
£(—0,7862996478) = 8,208820735.

£(2,119632982)

(2,119632982)% — 2(2,119632982)°
—5-(2,119632982) + 6
f(2,119632982) = —4,060672587.

Logo temos os Pontos Criticos:

(—0,7862996478; 8, 208820735)

(2,119632982; —4, 060672587)
Sinais de f’(x), Intervalos Crescentes e Decrescentes de f e Ponto de Minimo
e Maximo de f :

O sinal de f'(x) é negativo no intervalo

] —0,7862996478;2,119632982],
ou seja, f sera descrescente nesse intervalo.

Para os intervalos

] — 0o, —0,7862996478[ U ]2, 119632982, oc]

temos f'(r) com sinal positivo, logo f serd crescente nesse intervalo. Entdo z,; =
—0, 7862996478 e x,o = 2,119632982 sao as abscissas dos Pontos de Maximo e Minimo
Local respectivamente de f. Assim, os Pontos Criticos (—0, 7862996478; 8, 208820735) e
(2,119632982; —4, 060672587) sao Pontos de Maximo e Minimo Local respectivamente, que

denominaremos:
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Prrse. = B = (—0,7862996478; 8, 208820735)

Py, = C = (2,119632982; —4, 060672587).

Figura 39 — f”(x) e Intervalo de Concavidade para Baixo e para Cima de f

Intervalo Decrescente

1x)= 3x-4%-5, paraD=IR.
def. f'ix)= 3xn°-4x-5, p

Xr1 Xr2
+++++ bttt bbb, - —-—-------- T+ + b

. . .
f'(x) >0 parax<Xr1. fix)=<0 f(x) >0 parax<xaz. P
ara

Intervalo Crescente de f. xrfé:xﬂxrz Intervalo Crescente de f.

. Xrte Xr2 sdo as raizes ou zeros de f'(x), ou seja, f'{xr1)=0 e f'(xr2)=0 sendo xr1=-0,7862996478 e xr2=2,119632982 .

Fonte: O Autor.

3?parte) Teste da Derivada 2 :
Encontrando o Ponto de Inflexao:
f'(@) = 6z — 4,
r e R.

Fazendo, f”(z) = 0 encontraremos o valor da abscissa do Ponto de Inflexao da
funcao f. Logo:

fz) =0
S o6x—4 = 0
2

& = —=0.,6

T 5 ,

A ordenada do Ponto de Inflexdo seré:

/) - )26 -5 (e
@f@) = ?592 =2,074....

Logo, temos o Ponto de Inflexao:

2 2072

G=(3 909
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Intervalo de Concavidade de f:

Como podemos analisar na Figura 40, o sinal de f”(z) é negativo para z < % e
positivo para x > % Logo, o grafico da funcao f tem Concavidade para Baixo e para
Cima respectivamente, nos intervalos x < % ex > %, sendo x = % a abscissa do Ponto de
Inflexao.

Figura 40 — Sinais de f”(z) e Intervalo Concavidade de f:

f''(x)=6x-4, paraD =IR.

2/3
-------------------------------------- -- R R E T

> x
'(x) para x<2f3. Fix) = 0 (x) para x>2/3.
Intervalo de Concavidade para Baixo de f. parax=2/3. Intervalo de Concavidade para Cima de f.

Fonte: O Autor.

f"(x) definindo Maximo e Minimo Local: Esta técnica é apresentada como uma
segunda opcao, além da derivada 1%, para a determinagao de Maximo e Minimo local.

Sejam os Pontos Criticos:

(—0,7862996478; 8,208820735) e (2,119632982; —4,060672587)

aplicando as abscissas dessses pontos em f”(x) = 6z — 4 encontraremos o Ponto
de Minimo e de Maximo se for encontrado um valor da Derivada 2* positivo ou negativo

respectivamente.

Como —0, 7862996478 < %, temos que f”(—0,7862996478) < 0.

Logo, o Ponto Critico (—0, 7862996478, 8,208820735) é Méaximo Local. Assim
temos Py, = B = (—0,7862996478, 8,208820735), confirmando o que ja havia sido

encontrado no Teste da Derivada 12.
Como 2,119632982 > %, temos que f”(2,119632982) > 0.

Logo, o Ponto Critico (2,119632982, —4,060672587) é Minimo Local. Assim temos
Py = C = (2,119632982, —4,060672587), confirmando o que ji havia sido encontrado

no Teste da Derivada 12.

42parte)Calculando os zeros da Fungao

Utilizando o teorema das raizes racionais, temos que as possiveis raizes racionais

desta funcao tém a forma ’ql, em que p é divisor de 6 e ¢ de 1. Assim, podemos observar que a
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fungdo apresenta apenas raizes inteiras. Estas irdo pertencer ao conjunto {£6, £3, 2, £1}.

Encontraremos entao as raizes —2, 1e 3.

52parte) Calculando limites no infinito:

lim f(z)= lim 2° —22* -5+ 6= lim 2° =coe
T—>+00 T—+00 T—>+00

lim f(z) = lim 2° —22° - 52 +6= lim 2° = —oc.
T—r—00 T——00 T——00

62parte) O grafico da Fungao f(z) = 2° — 22 — 5z + 6 para todo z € R

Na Figura 41 temos o grafico de f onde podemos observar tudo que foi calculado e

analisado nos itens anteriores.

Figura 41 — Gréfico da Fun¢ao f(z) = 2® — 222 — 52 + 6 para todo x € R :

Fungdo:
f(x) = ;;3.212.5: +6, para todos os IR. Y
Pontos:

A=[0, 6, encontro da Funcdo com o Eixo y. 8
B=( - 0,7862996478, 8,2108820735 ), Ponto de Maximo. .
C=(2,119632982, 4,060672587), Ponto de Minimo. .
D=( - 2, 0), Zero da Fungio. 50
E=(1, 0), Zero da Fungdo.
F=(3, 0], Zero da Funcio.

G=(2/3, 2072/993), Ponto de Inflexdo. o
Sinais: -
G
Fungdo negativa, f(x) <0 para x<-2oul<x<3. 21 @

Fungdo positiva, f(x) >0 para-2<x<loux>3.

Intervalos Decrescente e Crescente: .
Fun¢do Decrescente em -0,7862996478 < x < 2,119632982. -4 12 0 2 4
Funcdo Crescente em x <-0,7862996478 ou x > 2,119632982. |

Concavicade: 21
Fungio Concava para Baixo em x < 2/3.
Fun¢do Concava para Cimaem x > 2/3.

Fonte: O Autor.

32 Construgao Grafica: Construir o gréifico de f(z) = z* — 423, para o dominio
D =R.

12 parte) Ponto de encontro do grafico com o eixo y onde y = f(0) :

Seja x = 0, aplicando na fungao temos y = f(0) = 0* — 4 - 0%. Assim, A = (0,0),
que ¢é o ponto de encontro do grafico com o eixo y.

2* parte) Teste da Derivada 1* :
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Encontrando os Pontos Criticos:
f'(x) = 42° — 1227

f'(x) = 42>(x — 3)

Fazendo f’(z) = 0, encontraremos o valores das abscissas dos Pontos Criticos da funcao f.

Assim,:
42°(x — 3) = 0.
Tp1 = 0
e
Tyro = 3

Sendo as ordenadas dos Pontos Criticos:

f(0)=0

f(3) = 3*—4.3°

= 81—-4-27
= 81 — 108
= =27
Logo, temos os Pontos Criticos:
(0,0)
e
(3,—-27)

Sinais de f'(x), Intervalos Crescentes e Decrescentes de f e Ponto de Minimo

e Maximo de f :

O sinal de f'(z) é negativo no intervalo:
] — 00, 3[

com excecao de x = 0, ou seja, f serd descrescente nesse intervalo.

Para o intervalo
3, 00]
temos f'(z) com sinal positivo, logo f serd crescente nesse intervalo. Entdo, teremos o

ponto B = (3, —27) como ponto de minimo da funcao.

3?parte) Teste da Derivada 22 :
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Encontrando o Ponto de Inflexio:
f"(z) = 120% — 24x

f(x) = 12z(x — 2),
r € R.

Fazendo f”(x) = 0, encontraremos o valor das abscissas dos Pontos de Inflexao da

funcao f. Logo:

LL’H:O

l’TQIQ

As ordenadas dos Pontos de Inflexdao serao:

f0) = 0*—4-0°
=0

f2) = 2t —4.2°

= 16—4-8
= 16— 32
= —16
Logo, temos os Pontos de Inflexao:
A =(0,0)
e
C = (2,-16).

Intervalo de Concavidade de f:

O sinal de f”(z) é negativo para 0 < z < 2 e positivo para x < 0 ou = > 2. Logo,
o grafico da funcao f tem Concavidade para Baixo em 0 < x < 2 e para Cima em x < 0

ouz > 2, sendo x =0 e x =2 as abscissas dos Pontos de Inflexao.
42parte)Calculando os zeros da Equacgao

flz) = z*—42°
= 23z —4)
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Temos entao que:
Tr1 = 0

Tpp =4

52parte) Célculo dos limites no infinito:

lim f(z)= lim 2* —42°= lim 2* =00 e
Tr——+00 Tr——+00 x——+00

lim f(z) = lim 2* —42° = lim 2! = co.
T—r—00 T—r—00 T—r—00

62parte) O grafico da Fungao f(r) = z* — 423 para todo = € R.
Na Figura 42 temos o grafico de f onde podemos observar tudo que foi calculado e

analisado nos itens anteriores.
Figura 42 — Gréfico da Funcdo f(x) = 2* — 423 para todo x € R :

Funcéo: flx)=x". 4x’ .
Pontos: \f " |
A=(0,0), encontro da fungio com o eixo y, zero da fungéo

e ponto de inflexao.
B=(3,-27), ponto de minimeo. \
C=(2,-16), ponto de inflexao.
D=(4,0), zero da fungao.

E3 |

Sinais:
Fungéo negativa para 0<x<4. " |
Fungao positiva para x<0 ou x=4. \ |

Intervalos: )1
Decrescente em x<3. . /
Crescente em x>3.

s

Concavidade:
Para baixo em 0<x<2.
Para cima em x<0 ou x>2.

Fonte: O Autor.
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6 OUTRAS APLICACOES DE DERIVADAS

6.1 Aplicacoes de Derivadas a Cinematica

Os textos e exercicios a seguir foram baseados em [1].
Suponhamos que a posi¢ao de um ponto material em movimento sobre uma curva pode
ser determinada em cada instante ¢, expressa através da fungdo s = s(t).

s(t)=s(to) __ As

Sabemos também que a velocidade escalar média ¢ dada por V,, = ==— o A

Chama-se velocidade escalar do ponto no instante ty, o limite:

it SO sl) A
Vo = i Vo = iy = Ay =5 W)

Concluimos entao que a derivada da fungdo s = s(t) no ponto t = ty é igual a
velocidade escalar do mével no instante .

Temos ainda, na cinemética, a equacao V = V(t), a qual nos dé a velocidade de

um ponto material em movimento no instante ¢.
A aceleracao escalar média entre os instantes ty e t é dada por:

V(t)-V(ty) AV
t—ty At

Ay =
Chama-se aceleragdo escalar do ponto no instante ¢y, o limite:

lim a,, = lim M = lim AV _ V/(to)

Uto) = (14 t—to t—t T A0 At

Como segunda conclusdo podemos dizer que a derivada da fungdo V = V(t) no

ponto t =ty é igual a aceleragao escalar do mével no instante .

Exemplo:

Se a equacio horéaria de um mével é S(t) = t2, entdo sua velocidade é V (t) = 2t e
sua aceleragao ¢ a(t) = 2.
No instante ¢t = 4, sua velocidade é V' (4) =2 -4 = 8 e sua aceleracdo é a(4) = 2 (unidades

SI).

Obs: SI - Sistema Internacional de Unidades. E utilizado para a padronizacao das

unidades de medida, adotando-se uma unidade para cada grandeza fisica.
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Figura 43 — Unidades de Medidas

velocidade v metro por segundo m/s
area A metro quadrado m?
volume v metro cibico m?
aceleragdo a metros por segundo ao quadrado m/s?

Fonte: O Autor.

Ficam como exercicios:

1) A posigao de uma particula que se desloca ao longo de uma reta coordenada é
dada por s(t) = /1 + 4¢t, com s em metros e t em segundos. Determine a velocidade e a
aceleracao da particula para t = 6s.

2) Dada a fungao horaria dos espagos de um mével, em unidades do SI, obtenha as

fungoes horérias da velocidade escalar e da aceleracao escalar, nos casos:

a) s(t) =5+ 4t* + 263 — 7t? + 10¢
b) s(t) = 12.t3
) s(t) = —6+ 4t + 2t?

3) O espago percorrido por um mével varia com o tempo segundo a funcao:
s(t) =5+ 6t — (5/2)t* + (1/3)¢> (SI). Em que instantes a velocidade escalar se anula?

6.2 Outras Aplicagoes e Exercicios

1) Uma pedra é lancada verticalmente para cima. Sua altura h (em metros) em
relacdo ao solo é dada por h(t) = 30 + 20t — 5%, em que ¢ indica o niimero de segundos

decorridos apos o lancamento. Em que instante a pedra atingira sua altura maxima? Qual
¢é essa altura?
Solucao:

Vamos pesquisar os extremantes da funcao:

B(t) =20 — 10t = 0

20
St=""=2
10

Analisemos o sinal de A/(t) = 20 — 10¢:

t<2="n'(t)>0
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t>2=h(t)<0
Concluimos que t = 2 é ponto de maximo para h e temos:
h(2) =30+20-2—5-2% =50
ou seja, para t = 2s teremos a altura maxima de 50m.
Poderiamos também ter usado o processo das derivadas segundas:
h'(t) =20 —10t = A"(t) = -10=h"(2) = -10< 0

e, como h'(2) =0, ¢t =2 é o ponto de méximo.

2) Uma empresa fabrica determinado produto e o vende ao preco unitério de R$70,00.
O custo total ¢ (em reais) para produzir n unidades é dado por ¢(n) = 2n3 — 3n? — 2n + 5.
Se toda a producao é absorvida pelo mercado consumidor, qual é a quatidade produzida

que gera um lucro maximo? Qual é o valor desse lucro?

Solucao:

Como lucro ¢ dado por receitas menos despesas, temos a seguinte funcao:
L(n) = 70n — (2n* — 3n? — 2n + 5)
=—2n"+3n*+72n =5

Pesquisando os extremantes:
L'(n)=—6n*+6n+72=0

L'(n)=0%< —6n*+6n+72=0

=n=4oun= -3
Analisando o sinal de L'(n):
n<-3=1L(n)<0

—3<n<4=1L'(n)>0

n>4=L'(n)<0
Concluimos que n = 4 é ponto de maximo de L e, nesse caso, o lucro obtido é:
L(4)=-2-4°+3-42472-4-5

= —128+48 4288 — 5
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=203

Isto é, com 4 unidades vendidas, a empresa terd um lucro maximo de R$203,00.

Temos também a opc¢ao da derivada segunda:
L'(n) = —6n* + 6n + 72
= L"(n)=-12n+6

=L"4)=-12-446=-42<0

entao, n = 4 é o ponto de maximo.

3) Um fabricante precisa produzir caixas de papelao, com tampa, tendo na base
um retangulo com comprimento igual ao triplo da largura. Calcule as dimensoes que

permitem a méaxima economia de papeldo para produzir caixas de volume de 36m?>.

Solucao:

Figura 44 — Paralelepipedo

K

Fonte: O Autor.

Sendo as dimensoes do paralelepipedo que forma a caixa, 3x igual a aresta frontal da
base, z igual a aresta lateral da base e h igual a altura, temos que: 3z-z-h = 36 = 22-h = 12
(I). Devemos determinar = e h de forma que a drea da caixa seja a menor possivel. A drea

édadapor: S=2-(3z-x)+2-2-h+2-3x-h, mas por (I), h = 3. Entdo:

S(z) =62 +2 = 5'(x) =122+ 96 - (— ) = 120 — %
S'(z)=0=x=2;
S§"z)=12-96-=% = S"(z) =12+ 2 = 5"(2) =12+ 24 =36 > 0

Logo, x = 2 é ponto de minimo e as dimensoes sao: 2cm, 6cm, 3em.

Ficam como exercicios:
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1) Contrua o gréifico da fungao f(z) = 23 — .

2) Qual a equacao da reta tangente & curva y = 222 — 1, no ponto de abscissa 17

3) Considere R como sendo o retdngulo de maior area que se pode construir dobrando-se

um arame de 50cm. Quanto vale, em cm, a area de R 7
4) Determine f”(z) em cada caso:

a) f(z)=a*+52%+1
b) f(z) = —3x° 4+ 423 — 22° + x

5) Estude os sinais das fungées f'(x) e f”(z), sendo f(x) = 2£EL,
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7 PLANO DE AULA

7.1 Identificacao

Curso: Ensino Médio.
Disciplina: Matematica.
Carga horaria: 30 horas/aula, as quais deverdo ser ministradas em aulas extras, isto é,
fora do contetido normalmente apresentado pelas escolas.

Série: 3° ano do ensino médio

7.2 Objetivo Geral

Capacitar os alunos a adquirirem conhecimento necessario para a utilizagao de

derivadas para aplicagao pratica e resolugdo de problemas para concursos em geral.
7.3 Objetivos Especificos

e revisar conceitos de func¢oes continuas;

e apresentar defini¢oes e demonstrar teoremas relacionados as derivadas para alcancar

a capacidade de construcao e andlise de graficos de fungoes e suas aplicagoes;

e Utilizar os conceitos de crescimento/decrescimento, concavidade, pontos de maximo

e minimo e pontos de inflexdo.
7.4 Conteddo Programaéatico

e continuidade de uma funcao;

e zeros de uma funcao;

e nocao intuitiva de limites;

e limite da func¢ao em um ponto;

e reta tangente ao grafico de uma fungdo em um ponto P;
e definicao de derivada

e regras de derivacao

e teste derivada 1*

e méximos e minimos locais e absolutos
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e intervalos crescentes e decrescentes
e teste da derivada 2?2

e cxtremos relativos

e ponto de inflexao

e construcao grafica

e aplicagoes e exercicios.

7.5 Metodologia

Demonstragoes em quadro negro.

7.6 Avaliacao

Serao utilizadas duas avaliacoes escritas de desenvolvimento, consistindo estas de

um teste e uma prova com exercicios de aplicacao de derivadas.
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8 CONCLUSAO

O Calculo, especialmente a Derivada, é um importante intrumento na construcao

grafica de Fungoes, como as Polinomiais do 2°, 3° e 4° grau aqui tratadas.

Apesar dessas construgoes serem de extenso esfor¢o matemaético por via dessas
ferramentas, tém a vantagem de descrever o grafico em detalhes, o que as tornam um

método de grande valor didatico, sendo aqui proposto e recomendado o seu uso no Ensino
Médio.
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APENDICE A - RESOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
A.1 Pagina 52

1) Utilizando a regra da cadeia, temos:

= §'(t) = 16t> + 6t* — 14t + 10
= 5"(t) = 48t% + 12t — 14

3) v(t) =6 — 5t +t*

A velocidade se anula quando t2 — 5t + 6 = 0, ou seja, em t = 35 ou t = 2s.
A.2 Pagina 55

1) 1.1) Zeros da Funcao:
Sendo f(z) = z(z* — 1) =0, temos que z = —louzr =0ouz =1
1.2) Pontos Criticos:
fl@) =322 —1=0 = x=£Y3 = 40,5774

1.3) Crescimento/decrescimento:
V3

Como f'(x) > 0 para z < —¥3 oy para r > —*2 temos que o gréafico é

3 3

crescente nesses intervalos. E como f/(z) < 0 para —¥3

3
o grafico é decrescente nesse intervalo.

1.4) Concavidade:

Sendo f"(z) = 6z, temos que f”(x) < 0 para x < 0, logo o gréfico apresenta

concavidade para baixo nesse intervalo. E, como f”(z) > 0 para =z > 0, o

grafico apresenta concavidade para cima nesse intervalo.

1.4) Ponto de Inflexao:

Fazendo f"(z) = 6z = 0, temos que z = 0. Logo o ponto de inflexao serd o

ponto (0,0).

71

3
<z < % , temos que
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1.5) Gréfico:

Figura 45 — Gréfico de f(z) = 2% — =

Fonte: O Autor

2) O coeficiente angular da reta tangente serd igual a f'(x) = 4x. Para x = 1, teremos
f(1) = 4.

A equacao da reta sera entao:

Y — Yo = a(r — xo)
y—1=4(zx—-1)
y—1l=4r—14

y=4r —3
3) Sendo a e b as dimensdes do retdngulo, teremos:
2a + 2b = 50

a+b=25

a=25—-0
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Assim, a funcdo da area sera:

A=(25-10).b
A= —b>+25b
Calculando os extremantes, teremos:
A= —-2b+25=0, logo a =b =12, 5cm.

E sendo esse extremante ponto de maximo, pois A” = —2 < 0, temos que a area

maxima serda A = 156, 25.
4) a) f'(x) =42+ 10z
F7(x) = 1222 + 10.
b) f(z) = =152 + 122% — 4z + 1
f"(x) = =602 + 24z — 4.

5) 5.1) f'(w) = 2Dl
T

) _ 2046-22—1
f'(x) = G

(z+3)?
Logo, f'(z) > 0 para todo = € R.

8

5.2) f"(z) =5(x+3)72
f"(x) = —=10(z + 3)73
(@) = gy
Logo, f"(x) > 0 para x < =3 e f"(x) < 0 para z > —3.
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