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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma sejuéicia de atividades utilizando os
conaitos de alguns tipos fungdes: afim, logaritmica e trigonométicas. Tratando,
tambén, a interdisdplinaridade com as disciplinas fisica e quimica. Nestasatividades
sad constuides tabdas com informages sobre duas ou mais grandezas e,

poseriormente representag@es graficas com o axilio do Excd ou doGeogebra.

A atvidade solre a funcéo afim deve se aplicada aos alunos do 9° ano do
ensinofundamentl ou alunosdo 1° ou 3° ano do ensinomédio, esta atividadevisa ao
aprendizado dos alunos usan@ o0s conaitos de movimentos da fisica e, assim,
mostando aplicacd das fungdes. Nesta atividade o aluno deve constuir um
dispasitivo pratico para coleta dados sobe posicéo e tempo do movimento de um
movel e este devese aproximar do movimentoretilineo uniforme de um maével. Com
estedispasitivo vamosfazer umafilmagem do movimentode um mével, assm teremos
maior facilidade para coletarmos as posigdes de amrdo com tempo, e constuir uma
tabda. Com a tabda vamosusaro Excd e o Geogebra para constuir o grafico. Com a
intervencdo do professorde fisica, devenos chegar ao estudode umafungdo afim ao

estudodeuma eta em geometia anditica

A atividadelogaritmica é sobrea aplicac® do logaritmo no cdculo do pH de
uma soluc®. Nesta atividade é acescentado gradaivamentebase (HCI) a um addo
(NaOH). A verificag® do pH dasoluc® é feito com afita detitulac® e a consetacgo é
feta a patir da fungdo do pH que é pH=-lodH'] ou
pOH =-lodOH ] > pH =14—- pOH, com estas informagbes é constuido uma
tabda com informagdes sobreo volume de addo, volume dabase o volume dasoluca®
e o pH. Com estatabda constuimoso grafico do pH em funcdo do volume de base
usan@ o Excd ou Geogebra. Com esta atividade podenos tambén trabadhar nogdes
intuitivas de limite quando o pH estdproximo de 7 utilizando as duzs fontes,a tabda e
o grafico e desmbrindo até mesmofungdes de correcd® da equacd do pH. Esta
atividade pode se trabalhada com aunos do 1° ou 2° ano do ensino médio com a
intervencdo do professor de quimica quanto aos conceitos quimicos aplicados nesta
atividade



A atividade sobe fungdes trigonométricas tenta mostar que é a fungdo
trigonomética é melhorfuncgdo para um estudode movimentosperidédicos ou qudquer
estudoqueenvolva periodicidade Nesta atividade vamosusaro software Tradker para
coletamos informagdes sobreas posigdes de um péndulo simples em relagdo a sua
projecdo na horizontal e vertica de acrdo com o tempo. O softwae Tradker é de
grande guda nesta atividade para filmagem de multiplas posicdes que € o que ocorre
neste expeimerto. Estaatividadevem ao encontro do que propéeo PCNEM, pois se
refere a fungdo trigonameétrica com a funcéo periddica e ndo a parte algébrica que as
identidads trigopnonétricas abada.

Todas as atividades estdo de acordo com os propostos do PCNEM, agem do
CBC/Matemdica — SEE/MG e trabaham a interdisdplinaridade entre Matemética e
Fisicaou entre Matematicae Quimica, mostando quea Matematica néo se trata deuma

ciéndaisoladacomo &ntos alunogpensam

Palavras-Chaves: 1. Matemética 2. Funcé Afim. 3. Fungdo Logaritmica 4. Funcéo

Trigonométicas.



Abstract

On this workshop, we will show a few adivities using idea from linear
fundion, logarithm function and trigonometic fundion ( this one will be associded

with chemistry and plysics thems) .

Activities abording linear function mustbe applied to students from 9th yea
from the basic educaion or 1stand 3rd yea from the high school students First linear
fundion wants to focus the main ideas of movementson physics and showing its
applicaions on fundions. On this adivity , the studentshout build na eassy way to
colled informationsabout postion and time from a movemet of a mohle and this one
mustbe the nearest possble from the uniform rectili near motion. With this device, we
are going to makea film of the movemaet of a mobile, sothenwe can build atablewith
al theinformationwe need. With the tablewe can build graphsusingprograms suchas
Excd and Geogebra. Assiged by the physicsteacher, we are supposedo makesome

condusions dout he study of thelinear function and the streght on andytic geometry

Logarithm function is usedto cdculate the pH of a chemistry soluion. The

soluion will changeits pH if basigNaOH) or add(HCI) beincreased to it acording to
this function pH=-lodH"] ou pOH=-lodOH ] > pH =14-pOH | ih this

informationswe can build a pH tablein funcion of the volume and thena graph can be
constucted using Excd or Geogebra. This adivity can also work intuitive notions of
limit when the pH closeto 7 this through both the tableand the graph and finding even
funaionsof pH correction equaion. This adivity shoull be worked with studentsin the
1st or 2nd yea of high sdchool with teacher intevention chemistry as applied to

chemicd concepts in this adivity.

Thetrigonometic funaionstrys to showthatit is the best function to a study of
periodic movematsor any study thatinvolves periodicity. For this function we will use
Tradker softwae to colled informationsabout the postions of a simple pendulumin
relation to its projedion in horizontal and vertical acerding to the time. Tradker is very
hdpful because it can film a lot of posibns hat occurs on his experience.

All work adivities interdisdplinarity beween mathenatics and physics or
between mathematics and chemistry and so shaving that matrematicsis not just an

isolated stences as maty studentshink.



Key-words : 1. Mathematics. 2. Linear fundion. 3. Logarithmic function. 4.

Trigonometrc fundion.
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1. INTRODUCAO

A matemdicatem sdo vistapdos alunosspena como unaciénda dos nimeros
e quanto mais se aprofunda neste estudq mais complexa ela se torna Para a grande
maiotia dos alunos sé apena contas e mais contas,sem nenhum sentido e nenhuma
aplicagd no seu dia a dia. E, desta forma hoje, os professoes tentan a0 maxmo
contexualiza-la. Mostrando ondeha aplicac@ no dia a dia, dém de mostar onde néo

conseuimos erxergar com tanta fadlidade

Para 0 homemter todo o conforto que hoje estaa sua volta, a matematica teve
gue evoluir e, devido aos grandes pensadaes que tivemos esta ciénda, ou como se
chamavafilosofia naural tdo maravilhosa,tem consegiido alcancar cada vez mais a
admiracd. Assim como a matanaticatem evoluido as demais ciéncias consguem

tambén se ®oluir.

Desta forma hoje nds, professors de matendica tentanos cada vez mais
conectar a matamatica as demaisciéndas (fisica, quimica, biologia e outras) mostando
maior aplicac® a dgebra, geometria, estatisica trigonometia e demaisramos Desta
forma, mostamos que a matanaticaé a principa ferramentapara que a biologa, a

guimca e afisicapossan se @oiare conseuir entende mdhor a naureza

Conforme[1]:

“Além das conexdes internas a prépria Matemdtica, o conceto de fungdo desemprha também papel
impatante para descewer e estuar através da leitura, interpretagdo e construcdo de gréficos, o
comportamerto de certos fendmeros tanto do catidiano, como de outras areas do conhedmerto, comoa
Fisica, Geayrafia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matemdica garantir que o aluno adqura
certa flexibilidade para lidar com o conceito de funcéo emsituagdesdiversas e, nesse sentido, através de
uma variedade de situagBesproblemas de Matemdica e de outras areas, o aluno pocke ser incentivado a
buscar a solugdo, ajustando seus conhedmertos sobre fungBes para construir um madelo para

interpretagdo e investigacdo em Matematica.”

Destaforma, proponho3 (trés) atividades que possantrabdhar as definicoes e
propriedades das fungdes, em espedal as fungbes afim, logaritmica e trigonomética. E
desta forma trabdhar de manéra inter e transdsdplinar com professores de
Matematica Fisica e Quimica, procurando cada vez maisfazer a interdisdplinaridade
entre aMatematicae as autras aeas do onhedmento.
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Os alunos quando chegam ao ensinomédiq ja estdo bem familiarizadoscom a
Matematicag pois atualmente o ensinofundamenta dura9 (nove anos. Durante este
periodo e principamente nosultimos 3 (trés) anos eles temgrandecontad com a pate
algébiica. No final do 9° ano, ele, tem umaintrodugdo a fungdes e, quando chegan no
1°ano doensinomédio, um aprofundamentodeste topico. Aindano inicio do ensino
médig o auno tem certa dificuldade em assocar duas grandezas pdo fato de estar
ainda genas com adeia de equagoes.

Segundo a revista Célculo, Edicdo 26 — Ano 3 — 2013 reportagem Claudia
Tozetto:

“Quando entra no ensino médio, muito aluno ja se acostumou com equagoes simples, nas quais usa a
letra x para represettar a incégnita. Por exempo, x + 5= 7. Um aluno treinado sabe que dewe tirar 5
dos dais lados da equacdo para chegar a x = 2; umalunomd treinadoacha que dewe passr o 5 dolado
esquerdo para o direito, mas trocando o sinal. Ambos, contudo, ja redizam os procedimertos para isolar
0 X quase sempensar. E ertdo, numabela manh, o profes®r esaewe nalousa algo muto pareddo com
asvdhas equacles:

y=f(x)
y=X+5
f(X)=x+5

Varios alunos se serteminseguros diante da novidade, e uns poucos da percelem gque est® vendo um
bicho competamerte novo: quetirar 5 dos dois lados daigualdade cheggraax =y -5ouax = f(x) — 5.
Um dos alunos pensa: “Para achar o valor de x, deve conhecer o valor de y. Para achar o valor de y,

dewo atribuir umvalor a x.” O professor confirma o pensamento.”

Pensan@ destamanera, as atividades tém como objetivo tambén trabalhar as
habilidades do aluno em saber reladonarduas grandezas. De interpretar umatabda com
dados sobreo comporementode duas ou mais grandezas. Com base nas informagdes,
constuir umarelacéo algébrica entre estasgrandezas. E com estatabda constuir um
grafico que ira acompanhar toda a relacdo entre as grandezas e, junto com a relacéo
algébiica, consauir informag@es a qudquer instantemesmoque este nd esteja na
tabda. Também pode encontra corregdes de expressdese gréficos que mais se

aproximem dosexperimentos

A atividadesobremovimentode umabolhade ar e uma esfera dentro de uma
mangieira tem o objetivo de trabdhar o movimento retilineo uniforme e a funcéo do

primeiro grau. Nesta atividade o auno ira coleta informages sobreas posicdes dos
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moéveisem relacdo ao tempo. O auno ira usarmateriais de facil aquisicéo e confecgéo
paa exeautar os procedimentos.Com os dados coletados ele podeda usar uma folha
milimetrada para a construggo do gréfico e, assim, encontra a lei de formago do
movimento.Para mostar ao duno comousar afolha de papd milimetrado usaemoso
softwae geogebra e o Excd, para que o auno tenhauma base para depois exeautar os
procedimentos com a folha de papé milimetrado. Ao final destaatividadepodeéo se
feitas perguntascom informagdes quendo estaido nacoleta e chega a condusdessobre
o tipo de movimentoque mais se aproxima. Nesta atividade sedo trabalhada fungdes
de pates e 0 mwneeito detaxa de vaiagéo.

A aividade sobretitulac@® de solugées feita no capitulo 4, tem o objetivo de
encontra o pH dasoluc@®. Sera misturado base (HCI) ao addo (NaOH), com o auxilio
da fita de titulacdq poderemos acompanha o pH da soluggo, mas para se ter uma
exatidédo do pH useemos pH =-lod H*] ou pOH =—-lodOH ] - pH =14+ pOH e
teremos um melhoracompanhamentodo Ph dasolu¢@® durante a misturade basecom o
addo. Com esta atividade podemos trabdhar com as propriedades opeaatorias de
logaritmos, assim como umanogdo intuitiva de limite. Com o cdculo do pH, de amrdo
com a quantidadede base e 4ddo e o total da solu¢c®, podemosconstuir umatabda e

com esta um gfico, com o auxiio dosoftware geogebra e Excd.

E, para finalizar as atividades de funcdes aplicadas as outras &reas do ensino
médig vamos constuir um péndulo simples e ammpaniar o movimento deste em
relacdo a horizontal e verticd. Paraacompantar estemovimentoe ter certa predsaodas
informages, vamosusaro softwae Tracker para estacoletade dado e em seguidacom
auxilio do geogebra podemos constuir o grafico que descreve 0 movimento dos eixos
coordenadosem funcdo do tempo.Assim, chegando a um movimentoperiddico e, para

este usaemos fungbes rigopnométicas paa acompanha estes movinenbs.

Ao final das atividades proposta&, espero que os alunosadquiran compet@éda e
habilidades a fim de orient&los no momento de andisedetabdase graficos,ampliando
avisaoreferente ao estu defungdes, entendedo quea umafuncdo néo € apena x ey
€, sim que este X e y podan representar grandeza. N& menosimportante, saia a
reflexdo a respeito da relacdo existente entre outras &reas do conhesimento, como
Quimicae Fisicae a Matematica No tocante a duas ou maisgrandezas serelacionando,

além dapecepcdo do duno paa o uso dafungdes em sa ootidiano.
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2. CONCEITOSPRELIMINARE S

2.1FUNCAO

Estetrabdho estafocado na aplicagc@® de fungdes, com o objetivode mostar aos
alunos que funcdo € a relacdo entre duss ou mais grandezas. Assim em [4] traz a

seguinte definicdo parafungdes:

Dados dois conjunbs A e B', ndo vazios umarelacdo f de A em B recée o
nomede aplicacdo de A em B ou funcédodefinida em A comimagem em B sg e somete

se parabdo xe A existeumsd ye B tal que(x,y)e f.
f éaplicac® deAemB < (VxeA,3/yeB/(x y)e f)

(*) Em todo o nos® estudo de funcdes, fica estdeleddo que A e B sdo conjuntos formados de nimeracs
reas, isto €, A eB contidosemR.

2.2FUNCAO AFIM

A atividade apresentadaneste trabdho é sugerida a alunos dos anos finas do
ensino fundamenta e inicio do ensino médio e envolve, como objetivo principd, a
aplicac® da funcdo afim. O desenvolvimento se da a partir da trandormago de
informages, colhidas de movimentosem pares ordenalos, encontrado, assim, uma
funcdo afim que melha se aproxima dessespares ordenados, mesmoporque a funcéo
afim temumareta como representacg@o gréfica. A ddini¢c&o dafuncdo afim a seguir foi
retiradade [7].

Uma funcéo f : R— R chamaseafim quandoexstem condantes a,b e R tais

gue f(x) =ax+b para bdo x e R.

A funcdoidentidade f : R— R, ddfinida por f(x)=x paratodo xeR, é
afim. Tambén sao afins astrandacdes f:R—> R, f(X)=x+b. Séoainda casos
particulares de fun¢des afins asfuncdes lineares, f(X)=ax e as funcde constntes

f(x)=b.

O gréfico dafungdo dim é uma eta, ver em [4]:
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“o grdfico cartesiano da fungdo f(X)=ax+b (a=0) éuma reta”

E, em [7], temosqueareta podese classificada como crescente ou decresaente

ea éataxadevariacéo.

O nimeo b= f(0) asvezes sechamade valor inicial da fungdof. Quantoao

coeficiente a, ele podeser determinado a partir do conhesimento dos valores f(x;) e
f(x2) que a funcaof assume em dois pontosdistintos (porémarbitrarios) x; e x,. Com

efeito, conheesidos
f(x)=ax+be f(x,)=ax+b,
obtenos
FOQ) = TFx) =al(x, —x)
portanto

IR ICSES{CA)
X=X

Dados X, Xx+heR, com h=0, onumeo a=[f(x+h)- f(x)]/h chamasea

taxa de cresdmento (ou taxa de variacdo mélia) da funcaof no intervalo de exrenmos

X, X+h.
Lembranos queuma furgdo f : X - R, com X € R,chamase
cres@nte quandox, < x, = f(x) < f(x,);
decresente quandox, > X, = f(x) < f(x,).

Assm, temosqueumafuncdo afim é crescente se ataxa de variagéo € positiva e
decrescente se dla é negativa.

A funcdo afim podese associaa a0 estudodas retas em geometria andlitica
assim deine[2]:

Na Geomdria analttica podenos esaeve a equa@o da reta de varias

maneras, e umadessasmaneras, a equag@o reduzda, € dadapor y=mx+ q. Note
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gue ndo ha diferenca entre escrever f(X) =ax+b ou y=mx+(, exceo as letras

empregadas en cada @so.

Desta forma, esta atividade sobe funcdo afim pode se também aplicada aos
alunosdo 3° ano, quando estiverem estudandageometiia anditica De acordo com [2],

sé& gpena nonendaturas diferentes e se &pressar amesmeacoisa.

“A diferencade nomerclatura, coeficierte anguar nas equagesda reta e taxa de variag&o nas

funcdesafins, é fruto somente da interpretagéo que se pretende emcada caso. Numaequagéo dareta, é
mas impartante a informagdo relativa ao anguo de inclinag&o da retado que sobre a variagdo de yem
relacdo a x. nafuncéo é o opasto, privilegiamas a informacéo relativa a variacdo dey emrelacdo ax e
ndo nos interesa tanto saber qud é o angdo de inclinagéo da reta Além disso, na funcéo afim, a

alteracéo das escdas dos eixos madificaria o anguo daretadesemada ”

Destaforma, € importante sebermosque podemosusa elementosda Geometria

Analiticano estudodefuncdes, e vce-versa conforme[2].
2.3FUNCOES LOGARITMICAS

Ao final do 1° ano do ensino médio, os alunos aprendem logalitmos ou tem
apena uma introdug@o aos logaitmos. E, durante esta passagem, a grande maioria
encontra grandes dificuldades e ndo encontra sentido nas propriedades de logaitmos
Entdq paa amenizar esta situagd, vamos propor uma atividade que tem, a todo
instante, 0 envolvimentocom logaritmos. Com uma parceria do professorde quimica,
podanos desenvolver um excdente trabdho. A definicdo apresentaca abaxo foi
retiradade [5].

Sendo a e b naneros reais e postivos,com a =1, chamaselogaritmodeb na
basea, 0 expoente quese devedar a basea de modo quea poténda obtida sqa igual a
b.

Em simbolos: s@, be R, O<a=#1 e b>0, entdo
log,b=x<a*=b

Em log, b, dizenos: a é a base do logaritmo, b é o logaritmandoe é o

logaritmo.



18

Nesta atividade, sado muito utili zados os logaritmos decimais, principalmente

pda fadlidadedese tabalhar com a noacé cientifica.

Para o cdculo do pH, podeiamos utilizar as cdculadoes cientificas, mas, por
opgo de setrabdhar bem as propriedades opaatorias, destacamos estas propriedades,

pois remos ®marou subtair no lugarde muttiplicar ou dvidir segundo PJ:

A principal contribuicdo dos logaritmos para facilitar os calculos foi a de
trandormar as opeacdes de multiplicacio em adicéo e as de divisdo em subtracéo, ao
estuda as propriedades opeatdrias:

Estas popriedades estédodesaitas am [5]:
Logaritmo do produt

“Em qualquer base a (0<a=1), o logaritmo do produb de dois fatoresreais

positivos é igual a soma dos logaritmos dos fatores”.
Em sinbolos

SeO<a=#1 b>0ec>0, entdo
log, (b.c) =log, b+log, c

Logaritmo do quoente

“Em qualquer base a (0<a#1), ologaritmodo quodentede doisfatoresreais

postivos é igual a derenca entre o logartmo do dividedo eo logalitmo  divisor”.
Em simbolos:

SeO<a=1 b>0ec>0, entdo

Ioga[gj =log, b—log, c

Logaritmo da poténa

“Em qualquer base a (0<a=1), o logaritmo de uma poténda de basereal

postivo e expoente real é igual ao produb do expoente pdo logaritmo da baseda

poténcia.”
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Em simbolos:

SeO<a#1 b>0e aeR, entdo
log, b* =«alog, b

Estas importantes propriedades de transformar produtos em somas foi a
motivacdo original para aintrodugo doslogaritmos, noinicio do sé&ulo XV I, e desua
populaidade até bem recentemeante, como eficiente instrumento de cdculo, ver em [7].
E assim forneceremos apena logaritmos de nimeros primos e, com estes o0s alunos

devedo encontrar os denais bgaritmos usandodioracéd denimeos ndurais.

2.4FUNCOES TRIGONOME TRICAS

Hoje, os alunos do ensino bésico tém contatocom a trigonometia no final do
ensinofundamentl e no 1° ano do ensinomédio, masapenas com o estudo das razdes
trigonométicas no triangulo retangulo, no inicio do 2° ano que ele come@ a estudhr

efetivamentefungdes trigonométicas.

Uma propriedadefundamentd das fungdes trigonométicas é a aplicac® dda
em fenbmenosda naureza periddico, osciladrio ou vibratoria, 0s quais abundan no
universo: novimento de plagas, som, coente @étrica dternada, crculac@® do sague,

baimentos erdiacos paamaiores detlhes, vga [7] e[2].
A ddfinicdo seguinte foi retiradade[7]:

A importanda das func¢des trigonoméicas foi grandeanente reforcada com a
desmbeta de Joseph Fourier, em 1822, de que toda funcaoperidédica (comligeras e
naturais restricdes) € uma soma (finita ou infinita) de funcbes do tipo
acos(nx) + bsen(nx) .

A definicdo de funcdo seno daixo foi retiradade[6]:
Funcgdo s=no

Dadoumnunero real x, sga P suaimagem no ciclo. Denominamosseno dex (e

indicamos sen x) a ordenada OP; do ponb P em relacdo ao sigema uOv.
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Denominamos fungdo seno a funcdo f:R—> R que associa a cada real x o real

OF, = sen(x), isto é:

J(x) = sen(x)

05

-05

Propriedades

1°) A imagem da fungdo seno é o intervalo [-1,1], isto é —1<sen(x) <1 para

todo x real.

E imediata a justificacdo pois, se P estd no ciclo, sua ordenada pode variar

apenas de -1 a +1.
2°) Se x é do primeiro ou segundo quadrante, entdo sen(x) é positivo.
De fato, neste caso o ponto P estd acima do eixo u e sua ordenada é positiva.
3°) Se x é do terceiro ou quarto quadrante, entdo sen(x) é negativo.
De fato, neste caso o ponto P estd abaixo do eixo u e sua ordenada é positiva.
4°) Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, entdo sen(x) é crescente.

E imediato que, se x percorre o primeiro quadrante, entdo P percorre o arco

A B, e sua ordenada cresce. Fato andlogo acontece no quarto quadrante.

5°) Se x percorre o segundo ou terceiro quadrante, entdo sen(x) é decrescente.
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E imediato que, se x percorre o segundo quadrante, entdo P percorre o arco

B/ A, e sua ordenada cresce. Fato andlogo acontece no terceiro quadrante.
6°) A fungdo seno é periddica e seu periodo é 21 .

E imediato que, se sen(x) = OP, e k€ Z, entdo sen(x+k.2x) = OP, pois x e

X+ k.2 tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entdo, para todo x real:

sen(x) =sen(x+k.2x)

e, portanto, a fungdo seno é periodica. Seu periodo é o menor valor positivo de k.2r,

isto é, 2r.
Grdfico

Facamos x percorrer o intervalo [0,27] e vejamos o que acontece com sen(x).

Se a imagem de x (ponto P) dd uma volta completa no ciclo, no sentido anti-hordrio, a

ordenada de P varia segundo a tabela:

X 0 V4 T 3z 2
2 2
sen(x) | 0 cresce 1 decresce 0 decresce -1 cresce 0

Fazendo um diagrama com x em abscissas e sen(x) em ordenadas, podemos

construir o seguinte grdfico, denominado sendide, que nos indica como varia a fun¢do

f(x)=sen(x).
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Funcdo cosseno ¢é definida em [6] assim:

Dado um niimero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno de
x (e indicamos cos x) a ordenada OP; do ponto P em relacdo ao sistema uOv.

Denominamos fungdo cosseno a fung¢do f :R— R que associa a cada real x o real

OP, =cos(x), isto é:

J(x) =cos(x)

154

0.54

054

154

Propriedades
Propriedades

1°) A imagem da funcdo coseno é o intervalo [-1,1], isto é —1<cos(x) <1 para

todo x real.

E imediata a justificacdo pois, se P estd no ciclo, sua ordenada pode variar

apenas de -1 a +1.
2°) Se x é do primeiro ou quarto quadrante, entdo cos(x) é positivo.
De fato, neste caso o ponto P estd a direita do eixo v e sua abscissa é positiva.

3°) Se x é do segundo ou terceiro quadrante, entdo cos(x) é negativo.
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De fato, neste caso 0 ponto P esta a esquerd do eixo v e sua abscissa é
negativa.

4°) Se x percorre o tecaro ou o0 quard quadrang, entdo co$x) € crescente.

E imediato que se x percorre o terceiro quadrang, entdo P percorre o arco

AB, esua abscissa csee. Fato anabgo aonte® noquarto qualrante.

5°) S x percorre oprimero ou segundo quadrang, entdo co$x) é deaescente.

E imediato que sex percorre o primdro quadante, entdo P percorre o arco

AB, esua ordenadaresce Fato anabgo aonte® no terceiro quadrante.
6°) A furcdo msenceé peiddica eseu griodo é 2r .

E imadiato que secos(x) =OB, e k € Z, entdo cos(x+k.2z) = OB, pois x e

X+ k.27 téma mesma imagm Pno dclo. Temos, @téo, mra todox real:

cos(x) = cos(x+ k.2x)
e, portanto, a fingilo cmseno é peaiddica. Seu paiodo éo meanor valor positivo de k.27,
isto & 27 .
Grafico

Facamosx percorrer o intervalo [0,27] e vgamoso que acontececom coSX).

Sea imagem de x (pontoP) da umavolta complga no ciclo, no sentido anti-horario, a
orderada deP \aria segundo a tabela:

X 0 L4 T 3_72' 2r
2 2
san(x) | 1 | decresee | O decrese | -1 cres@ 0 cres@ 1

Fazendo um diagrama com x em abscissase cos(® em orderadas, podemos

constuir o sgyuinte grafico, denominadocossendide que nos indica como Vaira a
funcéo f (x) = cos(x) .



24

2.5 Nocoes de Limites
Defini¢do segundo [13]:
Escrevemos

lim f(x) =L

e dizemos “‘o limite de f{x), quando x tende a a, é igual a L”

se podermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de

L quanto quisermos), tornando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de

a) mas ndo igual a a.

Teorema da existencia do limite de acordo com [13]:

lim f(x)=L se somente e se lim f(x)=L=lim f(x)

X—>a

Quando computamos os limites laterais, usamos o fato de que as Leis do Limite

sdo vdlidas também para eles.
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3. Estudo Experimental do Movimento: Funcao Afim

3.10BJETIVOS

Este experimento tem o objetivo de trabahar a interdisaplinandade entre
matamatica e fisica Com ele, podeemostrabdha conaaitos inerentesa fisica como o
movimento,e modrar paaosaunosdo 1°ano do ensinomédioondepodemosaplicar a
matamaticg fazendo com que os aunos percebam a matanaticacomo umaimportante

ferramentano acompantamento déendmenos danaureza
Com este gperimerto podemosrabahar.
e Coletade dalos:
e Constucdo detabéas:
e Construgo degréficos:
e Funco afim:
e Fungdo de pates:
e Equaéo do 1°rau:
e Regressaolinear.
3.2PROCEDIMENTOS PARA O EXPERIMENTO
Esta éividadefoi adaptadado livro [3].

Estedispasitivo é bem simples para o estudodosmovimentos.Usanosum cano
de PVC deaproximadamente 1,2 m e prendeseumamangidra de plastco transpaente
de 1 cm dediamero junto a umafita métrica. Enche-sea margueira com 6leo de soja.
Colocase imersano 0leo, umaesfera de agp de 8 mm, aproximadanente(a vendaem
lojas de pecas de motos ou bicicletas). Fecham-se as extremidades, se possvel com
rolha de borracha, ou com durgpox, dexando uma pequena bolhade ar no interior do

tubo.
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Quando seinclina a régug a esfera desae, enquanto a bolhade ar sobe ambas
com movimento aproximadamente retilineo uniforme (movimento com trajetéria

retili nea e vdocidadeconstante

Com umamaquinade fotografia que podefilmar ou um cdular quefilmae o
dispasitivo da foto adma, podanos redlizar trés atividades experimentais simples que
ilusgram muito bem o estudodos movimentosretilineos que podan se traduzdos por
umafuncdo afim. Inicialmente devenosdeaxar abolhadear e a esferade agp sobreum
ou dois livros (ou solre caxas de sgdao) para maner a inclinaggdo constnte.
Obsevamos entdq que a esfera desae enquanto a bolhade ar sobe ambas se cruzam
numa determinada posicéo e continuan 0 seu movimento. Trata-se de um tipo de

encontro dedoismoveis.

Para estuda expeimentalmente esse movimento, sugeimos 0 seguinte

procedimento:

1. Primeiro estudaemos o movimentoda bolhade ar. Para isso, colocanos a
extremidadeda régua, onde esté a esfera, solre um ou dois livros e com a maquina
fotogréfica ou cdular filmamos o expaimento. Obseve na filmagem pdo menos6
(sas) postoes e seustempos. Preenchenosentdo umatabela. Nestatabela, montamos
um gréfico, usan@ uma folha milimetrada e modramospara o auno que o gréfico ird
seaproximar de umafuncéo do 1° grau e mostamoscomo encontrar a lei de formacéo

do géfico.

X(S)

y(cm)
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Com essatabda, podamos constuir, numafolha de papé milimetrado, ogréfico
posé x tempodo movimento da esfera de a@, deemina a suavelocidade e a
corresponante funcdio da posic@ em relacdio ao tempo. E interessantenotar que os

pontosdeven estarrazoavemente ainhalos, caso contr&io o movimentonao tera sido
uniforme.

2. Repdimos o procadimento, exatamente da mesmamanéra, mas agora,
focalizandoapena abolhadear. Constuimoso gréfico posicéo x tempo damovimento
da bolha e deerminamos a suavelocidade e a correspondate funcdo da poscéo em
relaciio ao tempo. E importante que as condicles s§am exatamente as mesma do
movimentodaesfera de agp. Devemosadotara escala daréguacomoreferendal. Dessa
forma, um dosgréficosterainclinagdo negativa, ja queum dosmaoveisse movimentano
sentido contr&io ao sentido postivo derégua (sentido dosvalores crescentesdaescaa).

Podemos entdo,desta@r as condicdes de fungdes crescentes edeaescentes.

3. Agora, podanosdetemmina a posicéo do encontro dosdois moveis.Is pode
sa feito graficamente desenhando ambos os gréficos no mesmoplano cartesiano ou
igudandoas fun@es daposicdo dos das méeis.

E interessanterepetir esse procedimento com outras inclinagdes diferentes para
desta@r velocidades diferentesquenas funcgdes representamo coeficientede inclinacggo
da reta. Entéo, podenos fazer inclinagbes proximas de 30°, 45° e dexarmos como
atividades paa os dunosfazeem paa as inclinacbes de60° e90°

3.3Inclinagdo proxima de 3C°. A bolha dear.
12fase Fazemos aflmagem do novimento;

22fase Transferimos afilmagem paa um computdor e maicamnos fElo menos 6
(ses) pontos

o
|

(FRE AR R 5

60 s@—24cm 90 sg—31cm




120 sg—37cm
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150 sg—42cm

Jfase construimos umtabéa com empo e posjoes;

Pontos B C D E F
Tempo (S) 30 60 90 120 150
Posic@® (am) 14 24 31 37 42

42 fase vamosusaro softwae geogebra ou 0 Excel para constuir os graficos,
mas paa osalunosusaremosfolhas miimetrala

Com o gogebra

120

100

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 &0 85 70 75 80 85 0 a5 100 105 110 115

120 125 130 135 140 145 150 155

Com o usodo geogebra podanos usara ferramenta regressio linear dos pontos
A, B, C, D, E e F procurando uma reta melhor se proxima dos pontose o proprio
programafornecea funcéo e com estafuncdo podemosdefinir inclinagdo deumareta e
mostar paa os aunos que esta inclinacdo tem a mesmainterpretac@® de taxa de

variacd médiae se aplicarmos estamesmaatividadepara alunos do 3° ano podemos
introduar a geometia analitica
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Com o Exd

50

45

40

35 /
O 30
PR Z y
8 20 / e Sériel

15 Linear (Sériel)

10 -

5

0

0 50 100 150 200

TEMPO

Confomrme [7], com dois pontospodanos constuir umareta e com estespontos
podemos encontrar a equagd da reta. Entéb vamos esmlher a postéo inicial e final.
Ento, vamosencontrar a reta maispréxima dospontose estalemosconsiderando como

seo movimento bsse unibrme duente todo o epeimeno.
Tempo 0 ggundo aposizéo € 7en enfo o pa ordenado €(0,7)
Tempo 150 sgundos gosicé €42 an endo o par ordenado é(150,42)

Para melhoes dealhes veja [ 7], afuncdo afim escaita naforma y = ax+b sendo

a:ﬂ:yz_yl
AX X, =X

_AY Y-y, 42-7 35 _ 7

a = =—
AX X,—x 150-0 150 30

E importante mostar o significado doa (codficiente angular ou taxa devariac®)
guenestecasosad 7 cm a cada 30 sey. Os demais pontosdo gréfico néo seguem este
padréo por se tratar de um experimento de fisica e na naurezaem tudo ha atrito entdo
0s movimentospodean seaproximar muito de se uniformes masuna seaéa totalmente
uniforme. Se avdocidade se mativer consante a tabka sea entéo:

Pontos A B C D E F

Tempo (s) 0 30 60 90 120 150

Posic&o (am) 7 14 21 28 35 42
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Com o vaor dea e um dos pontospodenosencontrar o b (termo independente)

ou mograrmos queareta sempe intercepta o &o 'y no ponto (0,h)
y=ax+b—>(0y)>y=a0+b—>y=0+b—>y=Db

Sendo (0,7) = (0,b) entdo b=.
~ ; 7
Logo afuncéo seh y = %x+ 7 ou 30y —7x = 210.

QUSTOES SOBRE ESTE MOVIM ENTO:
QUESTAO 1 - Qud é avdocidade médiadabolhadear?

QUESTAO 2 - Considerando queo movimentoseja uniforme e que as posi¢oes
esta em funcé do tem de acmrdo com 30y -—7x=210, sendo X 0 tempoe y as

posioes responda
a) Qud é aposta nos nstantes 15, 25, 40, 80, 16030 sgundos?

b) E qud instante a bolhade ar passapdas posicdes 10, 15, 25, 5075 e 110

cm?
RESOLUCAO

QUESTAO 1 — A veloddade média pode s@ encontrada como a taxa de
variagéo dafuncdo nointervalo [0,15Q e a esfera passouda posicdo 7 cm paa 42 cm,
entdo tenos:

Ay _42-7_35

Vv = = =
Ax 150-0 150

m

=a

=0,233cm/s

QUESTAO 2- a) Devemos subsituir os instantes 15, 25, 40, 80100 e 130 na
funcdo, no lugar de x. E assm encontraremos a sua posigédo de acmrdo com cada
instante, mostando paa o duno que a posg¢des dependem do empo.

QUESTAO 2- b) Devemos substtuir as posigdes 10, 15, 25, 5075 e 110 na
funcdo, no lugardey. E assm encontraemosos instantesde acrdo com cadaposi;éo,
mostando paia 0 aluno que a posgdes dependem do tempo.
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3.4 Inclinacdo proxima de 3(°. A eskra.

13 fase Fazemos aflmagem do novimento;

22fase Transferimos afilmagem para um computdor e maicamos Elo menos 6
(ses) pontos neste @sovamos narcar 8 patos;

. )

R Sl

90 s@— 44 cm

0 seg- 102cm 30 s@g—-80cm
120 sg— 36 cm 150 sg—24cm 180 sg—11cm
3 fase construimos umtabda com empo e posioes;
Pontos A B C D E F G
Tempo (S) 0 30 60 90 120 150 180
Posicé® (am) 102 80 58 44 36 24 11

43fase vamosencontra a funcdo afim daposicdes que melhorse aproxima da

tabda acima

Neste @so podanos ntroduar as fun@es de pates, pecebendoqueocorre uma
velocidade entre os tempos de 0 e 60 segundas e outra velocidade entre 60 e 180

sgundos. Assh, vamoster.

No instnte 0 sgundosa esfera seencontra naposicéd 102 en enéo teme 0 pa
ordenalo (0102.
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No instante 60 seggunda a esfera se encontra na posigéo 58 cm entdotemoso
pa ordenado (60,58)

Primeiro vamos encontrar 0 coeficiente de inclinaggo ou simplesmente

inclinaggo.

_AY_y,-y, 58-102_ -44 -11
AX X, —-x  60-0 60 15

a

Com o pont (0,102) tanos otermo independenteb = 102. Enté afuncéo sra

y=ax+b—->y= _1—?51x+102 e podemos escrever estaequacd tambén como
15y +11x =1530
Agora, vamos aescobrir [afungio das posgdes para o intervalo 160,150]

Primeiro, vamos encontrar o coeficiente de indinagé, que nesta fungdo

representa avelocidade da bolha dear.
(60,%) ha(180,1)

_AY Y-y 11-58 -47

a =
AX  X,—X% 180-60 120

Esamlhendo um dos dsiponbs erontranos otermo independente.

Sendo y:ax+b—>(60,58)—>58=—£.60+b—>58+4—7:b—>b=1—63,
120 2 2
logo tetremos enta y = —%x+1—23 ou 47x+120y =978C.

_—tlx+102,se0§ X < 60

Enté telemos a sguinte funggo y = .
—£x+1—63,se60< x<180
120 2

Usando ogeogebra, teremos osegiinte grafico.
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IR S S s A Bk b R S A S A RS S SR S S AR B S A e R R A S R R AL e A Sl n AR B AR S e R e A AL AR R A AR AR LA AR AR Re AR SR s s s natns s d
5 0 5 10 16 20 25 30 35 40 45 50 65 60 65 70 75 BO B85 90 95 100 105 110 116 120 125 130 135 140 145 150 165 160 165 170 1756 180 185 190 195 200 205 210

Sendo A(0,102) B(30,80); C(60,3); D(90,44) E(120,36) F(15024) e
G(180,11)

Fazendo uma unido dos movimentosentre a bolha de ar e a esfera, podemos
mostar aos aunos que em algum momento, 0s dois corpos se encontram e entao
teremos um pa ordenado comum paa os gréficos. Nestescasos podemos explorar a
resolucd de equacdes do 1° grau e o significado da resolver duss equagbes que € o

mesmo qué(x) = g(x).

Uma obsevacdo importante que se devemostar paa os aunos é a inclinaggo
das retas e estas inclinagdes que significam taxa de variagéo, representa, neste caso, a

velocidade da bolhade ar e da esfera. Nos dois casos temosinclinagdes diferentes.A
bolhadear teminclinaggo igud a a,,, = 3—70 = 0,23...enquanto quenesteexpeimento a

esfera teve dois tipos de inclinagdes que foi de ama:—i—;:—O,?B... e

47 . . o Lo
=—-——=-0,4¢, nosdois casos 0 moédulo dainclina¢ggo daesfera é maiorqueo

Aestera = 120

dabolha entdo, a esfera possuimaior velocidade quea bolhade ar. As inclinacfes séo

postivas e n@ativas, entdo, tivemos ais tpos e gréficos,a bolhadear tem um grdico

crescente, por apresentar inclinagdo postiva, e, pda tabela, podemos obsavar que a
medidaque o tempo aumenta as posigdes aumentan. Enquanto que a esfera tem

inclinagdo negativa, logo o gréfico € deaesaente, pois, a medida que o tempo aumenta

as posgdes diminuem.



34

IR S S s A Bk b R S A S A RS S SR S S AR B S A e R R A S R R AL e A Sl n AR B AR S e R e A AL AR R A AR AR LA AR AR Re AR SR s s s natns s d
5 0 5 10 16 20 25 30 35 40 45 50 65 60 65 70 75 BO B85 90 95 100 105 110 116 120 125 130 135 140 145 150 165 160 165 170 1756 180 185 190 195 200 205 210

596 3481)

O ponto deencontroé H =| —,——
5 100

Como encontrar as coordenada deste pontoH? Vamos mostar aos aunos que
setrata apenas daresolugéo de umaequacdo do 1° grau, quando encontramosa raiz de
h(x) = f (x) — g(x) =0. Outraduvidapodesugir, vamosigudar a equa;é dabolhade
ar com qud das duas equacdes da esfera, pois estasetrata de umafuncio de partes. E
bem simples podenmos obsevar as tabdas e pecebeemos que os moéveis se

encontraam ente os nstantes dé0 e180 £gunds, entdo teemos.

ybolha = yesfera

7 47 163
X+

— X+ /=
30 120 2
28x +840=-47x+9780

120
75x =8940
8940
- 75
x=1192

Para encontramosy devemos subsituir o valor encontrado para x em qualquer

uma da funges:
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=—X+7
Ybolha 30

7
=—.1192+7
ybolha 30 9’

Yooha = 27,81+ 7
Yooiha = 3481

Os movés seencontram no ponto (119,2;34,81)

QUESTOES SOBRE ESTE MOVIM ENTO:

QUESTAO 1 - Qud é avelocidade médiada esfera?

QUESTAO 2 - Considerando queo movimentoseja uniforme e que as posicdes

‘—151x+102,seos x < 60

estejan em funcdo dotempodeamrdocom y= 47 163 , sendo
——x+7,se60< x<180

X 0 tempo & as posgoes, responda
a) Qud é apost@ nos nstantes 15, 25, 40, 580, 100, 110 €170 sgundo®

b) E qud instante a bolhade ar passapdas posigdes 10, 15, 25, 5075 e 100

cm?
RESOLUCAO

QUESTAO 1 — A veloddade méda pode s@ encontrada como a taxa de
variacé dafuncdo no inervalo [0,180]e a asfera passou da posigdl02cm paa 11 an,

entao tenos:

Ay 11-102_ -91

= = = =-0,505cm/s
Ax 180-0 180

V. =a

m

QUESTAO 2 - a) - Devemossubsituir osinstantes 15, 25, 40, 50, 80,00,110
e 170 na funcé no lugar do tempo. Devemaos chamar a atengédo do auno para o
intervalo do domhnio de cada parte da func@o. Os instantes15, 25,40 e 50 devean sa
substtuidosna primeira equazéo pois, estesinstantesséo menoes que 60 e o demais
instantes deem sersubsituidos nasegindaequazd poissdo instantemaiors ques0.
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QUESTAO 2 — b) — Para responde esta questdo devenos mostar para 0s
alunosquepara cadaintervalo do domiio existe um intervalo de imagem e de acordo
com esteintervalo € que vamosigualar com umadas partes dafuncdo. Assm fazendoa

mesmaobse&vacéo daquestio atetor.

3.5 Para umainclinacéo proxima de45°. A bolha de ar.
12fase Fazemos aflmagem do novimento;

22fase Transferimos afilmagem para um computdor e maicamos Elo menos 6
(ses) pontos neste @sovamos narcar 8 (0ito) pontos;

T

40 sg—-30cm

o m ww BNee w

80 sg—50cm 100 s@—62cm 120 sg@— 76 cm 140 sg—91cm

32fase Constuimos unatabda com ostempa e as posiges.

Pontos A B C D E F G H
Tempo (s) | O 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140
Posic® (an) | 8 19 | 30 | 40 | 50 | 62 | 76 91

Com estatabda, podanos obsevar queentre ostemposde 20 e 100 segundoso

movimentoé praticamenteuniforme, pois as posi;oes crescem aproximadamente 10 cm
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a cada 20 segundos,tendo entdo umataxa de variacéo de 0,5 cm a cada segundq ou
melhor, uma védocidade de 0,5 an/s.

Essaconsttacéo se dapelo fato de tentamosfazer aproximagdes das posicoes e
dostempos.Enté nd temosum movimentotado exato e podemoster a intervenc@o do
professorde fisicapara explicar sobreatritos, pois emtodosos movimentosnanaureza

existem atrito, né temosum movimentoexatamente uniforme e senprevai ocorrer esta

aproximaca.

Neste @soentdo teiamos oseglinte gréfico.

120

100

o E 045 20 25 30 35 40 45 80 &8 60 &5 70 75 80 8 80 95 100 108 110 118 120 125 130 135 140

Consdeando que o0 movimento se mantenha constante qud deveriam ser as
posides nos nstantes dé20 e140 sgundos?

Para responde a esta peguntg devemos encontra a funcé que melhor
representa os pees orcenados A, B C, D, EF

Com dois pontos podemos constuir uma reta e com estes pontos podanos
encontra a equac@ dareta. Vamos esolher a posicgo inicial e final, encontra a reta

melhor se aproxima dos pontose consderar o0 movimento uniforme durante todo o
experimeno.

Tempo 0 ggundo aposizdo €8 an entdo o pa ordenado é(0,8)

Tempo 100 sgundos gposicd €62 an endo o par ordenado é(100,62)



A fungdo do 1°grau éescrita naforma y=ax+b sendo a= A _ Yo=Y

AX X, — %

AX X,—x  100-0 100 50

Com o parordenado (0,8) encontramos otemrmo independente.

(08) > y=ax+b—>8=0540+b—>b=8

38

Entd teremos a funcdo y=0,54x+8, agora podemos encontrar as posicdes

para os emposde 120e 140 sgundospara movimento unifome.
(12Qy) > y=054120+8— y=648+8— y=728
e

Assimteremos oseguinte gréico

120

100

o5 Mo 18 20 28 30 35 40 45 50 &5 60 6 70 75 80 8 0 9 100 105 110 115 120 125 130 135 140

E podenosfazer o mesno com osdemaispontose isto fica comoatividade para

os alunos,dze acorrecd do géfico.

Com o Exd
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Movimento da bolha de ar

100

90 .

80 ~
= 70 //
S 60
é 50 //
5 40
& 30 —

20 —

10—

0

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Tempo (s)

Com a planilhado Excd, constuindo um gréfico de linhas poligonds, podemos
perceber com maior facilidadeque estespares ordenalos se aproximam de umareta e,
com isto o aduno podegd chega a conclusdo de que se trata de um movimento
aproximadamenteuniforme e o sau comportanento podese tratadocomo umafuncdo
afim.

Por consegiinte, podemos evidendar melhorainda quea matenaticasetrata da
mais importente ferramenta para se estudaras outras ciéncias. Com esta ferrament
podenosacompanha e prever qualquer estudoou experimerto sqa ele deteminisico
ou deadrio.

QUST@ES SOBRE ESTE MOVIM ENTO:
QUESTAO 1 - Qud é avdocidade médiada esfera?

QUESTAO 2 - Constderando queo movimentosgja uniforme e que as posicoes

estdo em fungdo do tempo de amrdo com y=054x+8, sendo X 0 tempoe y as

posioes responda
a) Qud é apostzéo nos nstantes 15, 25, 30, 50, @&&), 110 €150 sgundos?
b) E qudinstante &olha ¢ a passapdas posicés 10, 15, 25, 40, 75 @0 an?

RESOLUCAO
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QUESTAO 1 - A veloddade média pode se encontrada como a taxa de
variacéo dafuncdo nointervalo [0,100] e a esfera passouda posicéo 8 cm para 62 cm,

entao tenos:

vm=a=ﬂ=ﬂ=ﬁ=0,54cm/s
Ax 100-0 100

QUESTAO 2 - a) — Devemos subsituir os instantes 15, 25,30, 50, 65, 110 e
150 nafungéo, no lugar de x. E assim ercontraemos as suposia de acordo mm cada
instante, mostando paa o duno que a post¢des dependem do Empo.

QUESTAO 2 - b) — Devemossubsituir as posicdes 10, 15,25, 40, 75 e 90 na
funcdo, no lugardey. E assim encontraemosos instantesde acrdo com cada posicéo,

mostando paa o aduno que a postdes degpendam do tempo.

3.6 Para umainclinacdo proxima de45°. A esfea.
12fase Fazemos aflmagem do novimento;

22fase Transferimos afilmagem paa um computdor e maicamnos fElo menos 6

(ses) pontos neste @sovamos narcar 8 (0ito) pontos;

0 seg- 99cm 20 s@—69cm 30 sg—55cm 40 sg—45cm

Y
ne KO B WP R - oo I R

50 s@—36cm 60 s@—26cm 70 sg—16cm 80 s@g — 6cm
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3 fase construimos urtabda com ostempc e as respectivas posices.

Pontos Al B|C|D]J]E]F]|G]H
Tempo (s) O | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
Posic@ (om) | 99 | 69 | 55 | 45 | 36 | 26 | 16 | 6

Com estatabda podemos obsevar que entre os temposde 0 a 20 segundosa
esfera percorre 30 cm e no restantend ocorrendo 0 mesmo.Entre 20 segundose 80
segundos,pda tabda, podemosobsevar quea esfera percorre aproximadamentel0 cm
a cada 10 sggundos.Logo, no primeiro momento a esfera teve uma velocidademedia
de— 1,5cm/s, querepresenta a inclinagéo (taxa de variagé ou co€ficiente angular) de
umafuncdo afim e, no segundomomento, umavelocidade de aproximadamente — 1,05
cm/s, que serd a inclinagé da segundh parte do movimento. Esta atividade se torna
interessante pois podamos trabdhar com fungdes de parte. Portanto, teremos para este

CasO0.

Entre 0 e 20 segundos temosos sayuintes pares ordenalos (0,99) e (20,69)
Assim, 0 co€ficienteangular se@

_AY _Y,—-y, 69-99 -30_
AX X,—-x  20-0 20

a -15

Vamos encontra o termo indepadente da funcdo entre os temposde 0 e 20
segundos.
(099 »> y=ax+b—>99=150+b—>b=99
A fungdo das posgoes sea
y=-15x+99 paa0<x<20

Entre 20 e 80 segundos temosos seguintes pares ordenalos (20,8) e (80,6)

Entdo o odficienteangular sea

A e 6-69 -63

a =
AX  X,—% 80-20 60

=-105
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Vamosencoontra o termo independente para fungéo entre osinstantesde 20 e 80
seggundos. Para encontrar o termo independente podamos escolher qualque um dos
pontos(20,69)ou (8,6).

(806) > y=ax+b—6=-10580+b—b=90
A fungdo das postoes sea
y=-105x+90 paa20< x<80
Com a uni@ das fun@es, temos duncio de pates:

_|=15x+99 paa0<x<20
~ |-1,05x+ 90 paa20< x< 80

Constuindo o géfico com o auxlio do geogebra:

20

60
50
a0
30

20

6 4 2 02 4 & B 10 I2I|III|IEIIIB 2'“'2'2'2'4'2'5 2'3'3'5 3‘2 3‘“316‘3‘5 :A‘D“Z‘l‘d‘d‘ﬁ 118‘5“ 5'2‘56'5‘5'5'3 E‘DIE‘Z EIA‘E‘S‘SKBIT‘D 7‘2'7’4 7'6'7‘5'3’0‘3'2 E‘IIB'EIBIB'EIHIB?‘E‘# 3‘6‘3‘8‘1(‘!0’\[‘)2‘1:]‘

No ponto A ocorre uma mudan@ no coeficiente de inclinaggo da funcdo que
representa umavariacé da velocidade da esfera. Neste momento, a fungdo sofre uma

diminuicd em mddulo da suanclinaggo.

Devemos agora encontrar 0 ponto de encontro dos moéveis, que representa o

ponto de intesec¢é das fungdes. Ogréfico das duas fun@es eré
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20
80
70
60
50

a0

-0 -8 -6 4 -2 D‘ﬁ‘!“l‘i éIIIDIIIZIIIdIfSIIIB 2'5'2'2'2'4'2'5 2'5'3'5 3‘2'3‘4‘3‘6‘3‘5 -I‘D‘ll2‘4‘414‘5 ‘HS‘SII 5'2‘5‘6'5‘5‘5'3 E‘DIS‘Z EIG‘E‘G‘G:BIT‘D 7‘2'7‘4 7'6‘7‘5'8‘5‘8'2 B‘IIEKGIBIElBIﬂIBEQ‘E; 2‘5‘9‘8‘1(‘)0’1(‘)2‘154

Como encontra as coordenada do ponto B que representa a intersec¢éd das
fungdes? Podanosobsevar que os moveisse encontran entre 20 e 80 segundosentéo

vamos usara fungcd y=-105x+90 paa20< x<80 paa a esfaa e y=054x+8

paaabolhadear.

Logotemos:

ybolha = yesfera

0,54x+8=-105x+90
0,54x+1,05x =90-8
159x =82
82
X=——
159
Xx=5157
Para encontrar a coordenaday vamos sibsttuir x nafungdo da bolha.

X=5157—y=0545157+8—>y=2785+8—> y=3585

Entd as coodenada e B sédo 61.57,35.8h

QUSTOES SOBRE ESTE MOVIM ENTO:

QUESTAO 1 - Qud é avelocidade médiada esfera?
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QUESTAO 2 - Considerando queo movimentosegja uniforme e que as posi¢oes

. —-15x+99, paa0<x<20
estaem funcéo do tempodeacrdocom Yy = , sendox o
—105x+90 paa20< x<80

tempo ey as posgdes responda
a) Qud éapostd nes ingantes 15, 25, 30, 50, 66 90segundos?

b) Em qud instante a&sfera passa pkas posicés 10,15, 25, 40, 75 80 an?

RESOLUCAO

QUESTAO 1 — A veloddade média pode s@ encontrada como a taxa de
variagéo dafuncéo no inervalo [0,180]e aesfera passou da posigal02cm paa 1l an,
entao tenos:

Vm :a:ﬂ=6_—99=_—93:—1,16250m/5
Ax 80-0 80
QUESTAO 2 - a) Devemossubsituir osinstantes5, 10, 15, 25, 30,50,65 e 90 na
funcdo de x. Devemoschamar a atengd do auno para o intervalo do dominio de cada
pate da funcdo. Os instantes5, 10 e 15 devem sa subsituidosna primeira equacéd
pois, estesinstantesséo menokes que 20 e os demaisinstantesdevem sea subsituidosna

segundh equacéo, pois o instntes mares que20.

QUESTAO 2 - b) Pararesponde estaquestf devemosmostar para os alunosque
paa cadaintervalo do dominio existe um intervalo de imagem e de acmrdo com este
intervalo € quevamosigudar com umadas partes dafuncd. Assimfazendoa mesma

obsewvac& daquestao aterior.

3.7 CONSIDERACOESFINAIS

Ao final destaatividadeespea-sequeo duno consolide fundanentos natematicos e
fisicos, e saiba relacionar as duas disciplinas Além de possbilitar que o discente
obseve a aplicac® dos conceitos matanéticos, extrapolandoa ideia de opeaagdes e

numeros em umafolha de papé. Outro aspedo relevante vinculado a atividadeé o fato
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de permitir ensaios laboraoriais, que ateram a rotina do aluno e contribuan

significativamente paa a mnsoldaggo deconceitos em anbas a disdplinas
3.7.1 Tempo previsto

O tempoprevisto para estaatividadeé de 6 a 8 aulas de 50 min. Sendo 2 aulaspaa
mostar a montagem do mateial, filmagem e coleta de dadosdafilmagem. E mais4 ou

6 aulas paa constuir osgraficos, emontrar as furgdes afns erespondr as pergurtas.
3.7.2 Pré-requisito

Nesta atividade os alunos irdo constuir graficos, assim, como pré-requisito, 0s
mesmoga devan conhecer 0 planocartesiang a fim de encontra fungdo afim, e, por
cons@uinte devem s&er como encontra taxa de variacédp, o termo indepeadente,

resolverequagdes do 19rau esigemas deequazdes do 1° gra.
3.7.3 Recanenda;bes metodoldgicas

Esta atividade devea se feita em grupos de até 5 (cinco) alunos Cada grupo
devearecder umafolhaimpressacom os procedimentosdo experimerto. Inicialmente
o professordevera faze pdo menosumamosta da moniagem do experimerto para 0s
alunos Nestamosta, ele devera apresentar como saa feita a filmagem, a coleta das
informag@es em um computdor, a constucdo da tabda com estss informages, a
constucdo dos gréficos, usana os softwaes Geogebra ou Excd, e, finalmente

encontra alei deformago dafungdo &im do movimento.
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4. Logaritmos aplicados a Quimica

4.1 Objetivos

Estaatividadetem o objetivo de trabdhar a aplicac® de adgumasferramenta da

matamaticanaquimnica:

e Regrade3 (trés) simpes: utilizac® degrandezas diretamente poparcionais;
e Propriedades ck poténdas e pténda del0;

e Propriedades operatorias delogaltitmos;

e Tabdas egréficos.

e Introdu;éo nogOes delimite.

e Teoria dos numeays

Tais atividades demongram ao aluno do ensinomédioa possbilidadede aplicac®
da Matemética em outras aress do conheimento como a Quimica e a Fisica
Satisfazendoassim, inten¢do propost por guiaseducadonaisde ampla circulaggo como
0os PCNEM ( e o CBC/MG). A aplicac®d de logaitmos, conteudo que o auno
normdmente apresenta dificuldade, é outrafacilidadedessasatividades, mesmoporgle
avisaoque os aunostém do estudode logalitmos é abstrata, ndo encontrando sentido

em suas ppriedades opertdrias

Estaatividadeobjetivatambém a interdisdplinaridadeentre matanéticae quimica
Para um melha aproveitamento da referida atividade deve haver uma boa paceia
ertre os professoes das duas disciplinas. Outro ponto importante € dividir a sda em

dois au mais gupos.

Para estaatividade vamosinformar para o aluno apena os logaitmosde nimeos
primos na base 10. Por que esta esmlha? Para leva o aluno a pensar gue 0s outros
valores que aparecerem s& esaitos a patir do produto de nimeps primos, tentando
levar 0 aluno a estaconclusdo.Assim, estaremos trabdhandoum pouco dateaia dos
namens e, principdmente, as propriedades opeatorias de logaritmos que eles ja tém
conhecimento (o produb de logaritmando, quaciente de logaritmando e poténga de

logaritmandag.

Ser&o forneddos os s@uintes logaritmos:
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log2=0,301 log3=0,477 log5=0,699 log 7 =0,845
logll =1,041 logl3=1,113 log 17 =1,230 log 19 =1,278

Nesta atividade podemos tambén introduar a nogdo de limite quando, no
experimerto, o volume de baseseaproximar do volume do &ddo e nestemomento o pH
deve se aproximar de 7. E paa evidendar esta nogdo, ao final da atividade vamos
mostar estatabdéa com un volumemaiorde &cido e kase Mas por que ndo aplicar esta
atividade ja com um volume maior? Se fizermos isto estaemos gastando uma

gquantidademuito grandede reagentes enem todaesmla tem este raterial dispaivel.

4.2 PROCEDIMENTOS PARA O EXPERIMENTO.

A titulometia ou titulacd® é um método de andise quantitativa que determina a
conentrac® de umasducdo. Dosa umasolugo é deeminar a suaquantidadepor

intermédio de outa solucdo deconcentracé conhedda.

A titulacd® € uma operac@ feita em labaratorio e pode sa redizada de varias

maneras. A titulac® aido-baseéimportante para andises em industas eé dividaem:
Acidimetria: deteminac@ daconcentragéo de um addo.
Alcalimetria: deerminagcd daconcentracd® deuma bae

Indicadores addo-base Subséndas que mudamde cor na presenca de &ddos ou

debéases.

Os indcadores mais uados em laboatérios $0:

Indicador Meio Acido Meio Béasico
Tornassol réseo azul
Fenolftaleina incolor vermelho
Alaranjado a& metila vermelho

Azul de bomotmol azul

O paod tornassolvermeho € o indicador que em contatocom addo, setorna
roseo e, com hese setormaazul.
O indicador Fenolftaleina: solu¢cd® que em meio addo se tornaincolor e em

meio b&ico setornavermelha
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Alaranjado de metila é uma soluc@® que no addo fica vermelha e na base fica
amarela.

O Azul de bromoimol é umasolu¢@® indicadoraque em contatocom addo se

tornaamarma, ecom bag se tonaazuil.
4.2.1 Esquema da Titulagéo

Os equipamatos usads habitudmente em umatitulac&® sé umaburda e um
erlenmeyer.

[4]

(*Solw;ﬁo de concentragin conhecida

» Bureta farido ot bage)

* Vohure gasto na titulagio

g
* Soliugio de concentragin desconhecida (arido ou
—» Exlemmeyer< 02
* Wolume conhecido
L *0 lrnrnas gotas de un indicador

Ao abrir a torneira da burda, comegra a reac® entre o addo e a base A

titulac@® teminaquando € evidendadaa mudarga decor dasolucéo do elenmeyer.
A colorag@o obtidaindicaseo meio é &ddo ou bésico, 0 quedepeadedo tipo de
indicador uili zado: obg&rve no quaro de indicadores aégma mendonado.

[retirado do site www.brasilescola.com/quimica/titulacen.htm em 01/07/2013as 5 hrs]

4.3 INICIALMENTE O EXPERIMENTO CONSISTE EM 12
FASES:

12 FASE: Vamoscome@ com O ml de NaOH a 0,1 mol/L e 15 ml de HCIl a 0,1
mol/L, entdo teemos um pH gena doHCI :

01mol — 1000ml
X — 15ml

100x=15—> x= R — x=0,001%
1000
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Logotemos 0,0015 wi do HCIl em 15 ni de HCI

A coneentragcd molar é dadapela raz® entre numep de mols e o volume da

solucé.
m="_00015_ 4, 110t HCl> H* + CI
V. 0015
0,1 0,1
pH =—logH"
pH = —loglx10™
pH = —(-1log10)
pH =-(-1)
pH=1

22 FASE: Agoravamosadiciona 5 ml deNaOH a 0,1 molL em 15 m deHCl a0,1

mol/L, entdo teemos um pH dasolucdo de:

01mol — 1000l
X — 5ml

100x=0,5—> x= 05 — x=0,0005
1000

S&0 consumdos 0,0005mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,00 = 0,001
mols do HClem 20 mi de solucfo:

m= 20001 e 5902 HCl-> H* + CI
V. 0020
0,05 0,05
pH =—logH"
pH = —log5x10°*

pH = —(log5+log107?)
pH = (0,699 2l0g10)

pH = —(0,699- 2)
pH =-(-130)
pH =1301

32FASE: Agoravamosadiciona mais 5 ml de NaOH 0,1 mol/L, tendoum total de
10 ml de NaOH e 15 ml de HCI sendo um total de 25 ml de sduc¢éo, entdovamoster
um ph de
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01mol — 1000l
X - 10ml

100x=10— X=£—> x=0,0010
1000

S8o consumdos 0,001 mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,001 = 0,0005
mols do HClem 25 ni

m= 100005 5 4 HCl—> H* + CI
V., 0025
0,02 0,02
pH =-logH"
pH = —-log2x10°*

pH = —(log2 +10g107?)
pH =—(0,301- 210g10)

pH = —(0,301- 2)
pH =—(-1699
pH =1,699

O pontode equivalénda para a titulac@® propost ocorre quando 15,0 mL da base
sé& adicionados a0 erlenmeyer. Portanto, nas etapa seguintes, os volumes de NaOH
aaescentadosao sigemaseado cada vez menokes paa que setenhamaia evidendacéo
do processode viragem (&cido para bas€). Assim, saa adicionado 1 mL em cada uma
das proximas 4 fases e, a patir de entdo,0,25mL em outros3 pontos perfazendo um
volume de titulante (NaOH) adicionado de 14,75 mL. Apesar de este valor sa bem
préximo ao volume de equivalénda, obseva-se que o pH ainda se apresenta distante do
gue é previsto para o ponto de equivaénda (pH 7,0). Desta forma, paa que sga
perceptivel a elevac@® do pH, foi elaborada umatabda ondes&d apresentadosvalores
tediicos de pH paa sistema com adicbes minimas de titulante. Tal fato permite
inclusive a introdugo das nogdes de limite para os alunos umavez que quando o
volume de titulante se aproxima de 15,0 mL, o pH tendea 7,0. Como pode se&
obsevado naTabda apresentadano item 4.4.

42 FASE Agora vamos adiciona a cada instante 1 ml de NaOH 0,1 mol/L, para
compaermosa passagem da solucd de &ddo para base faremosisto até quese tenha
20 ml deNaOH e 15 ml deHCI, tendoentdoum total de 35 ml de solu¢c® queresultara
em N&Cl e H,0.
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01mol — 1000l
X — 1Iml

100k =11—> x= AL — x=0,0011
1000

S80 consunidos 0,0011mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,0011= 0,0004
mols do HClem 26 ni de solugdo:

Neste caso, nd usaemos a pate da nota@o cientifica, o auno deved usar a
fatoragéo, paafadlitar, entdo, vanos conveter 1,6.10° paa 16.10°,
n _ 0,0004

M=—=-—""=0016=16.10"
V. 0026

HCl—- H®™ + CI°
0,016 0,016

pH =—logH "

pH =—log16x10°°

pH = —(log16+10g10°®)

pH = —(log2* - 3log10)

pH =-(4.log2-13)

pH =—(4log2-3)
pH =—-(4.0,301-3)
pH =—(1,204-3)
pH =-(-1796)

pH =1,796

52 fase Mais 1 mldeNaOH, tendo 12 ml d NaOH;

0,1mol — 1000ml
X - 12ml

100x =12 — X=£—> x=0,0012
1000

S80 consunidos 0,0012mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,0012= 0,0003
mols do HClem 27 m de solucéo:
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m= 1 _00003_4511-1110° HCl—> H* + CI
V, 0027
0,011 0,011
pH =—logH"
pH = -logl1x10°
pH = —(log11+log10®)
pH = —(1,041- 3log10)

pH = —(1,041-3)
pH = —(~1959)
pH =1,959

62 fase Mais 1 mldeNaOH, tendo 13 ml de &DH;

01mol — 1000ml
X — 13ml

100k =13—> x= L3 — x=0,0013
1000

S&0 consunidos 0,00L3 mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,0013= 0,0002
mols do HClem 28 ni de solugio:

m= 1 2000024 h07_7.10° HCl-> H' + CI
V., 0028
0,007 0,007
pH =—logH"
pH = -log7x10°°

pH = —(log7 +10g10°®)
pH = —(0,845- 3l0g10)

oH = ~(0845-3)
pH = _(_21163
oH = 2165

72 fase Mais 1 mldeNaOH, tendo 14 ml de &DH;

0,1mol — 1000l
X - 14ml

100x=14— Xzi — x=0,0014
1000
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S80 consunidos 0,0014mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,0014= 0,0001
mols do HClem 29 m de solucfo:

_ " _00001_5435-3510+ HCl—> H' + CI
V. 0029
0,0035 0,0035
pH =—logH"

pH = —log35x10™*

pH = —(log5.7 + log10™*)

pH = —(log7 +1log5—4log10)
pH = —(0,845+ 0,699 4)

PH = —(1,544- 4)

pH = —(-2,446)

pH = 2,446

82fase Vamosaaescentar 0,25 ml de NaOH para se aproximar cada vez maisde 15
ml. Obtendo entdo14,25ml de NaOH em 15 ml de HCI com umtotal de 29,25ml de

soluc®.

0,1mol — 1000ml
X — 1425ml

100k =1,425—> x = i25—) x=0,00142¢
1000

Sdo consunidos 0,00145 mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,001425=
0,000075 md do HClem 29,25 nhde soluca:

m= N 20000075 555c o5 10 HCl> H* + CI
V. 002925
0,0025 0,002E
pH =-logH"

pH = —log25x10™*

pH = —(log5® + log10™*)
pH =—-(2log5-4log10)
pH = —(2.0,699- 4)

pH = —(1,398- 4)

pH = —(-2,602)

pH = 2,602
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92fase Mais 0,25ml de NaOH tendoentdo14,5ml de NaOH em umasolucd de 295

ml

0,dmol — 1000l
X - 145ml

100k =145—> x= 145 — x=0,0014%
1000

S&0 consumidos 0,00145mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,00145=
0,00005 mat do HClem 29,25 mide solucéo:

n 000005

V., 00295

=0,0017=17.10" HCl»> H" + CI°

0,0017 0,0017
pH =-logH"
pH = —-logl7x10™*
pH = —(log17+log10™*)
pH =—(1,23-4l0g10)

PH = ~(123- 4)
pH =—(2,77-4)
pH =—(-2,77)
pH =2,77

102fase Mais 0,25 ml de NaOH tendoentdo 14,75 ml de NaOH em uma solucéd de
29,75 ml

0,1mol — 1000ml
X — 1475ml

1475

100k =1,475— X 30 — x=0,00147¢

Sdo consunidos 0,00145 mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,001475=
0,000025 mda do HClem 29,75 nhde soluga:
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m= N 0000025 g5 HCl> H™ + CI
Vs | 002975

84.10° 84.10°
pH =-logH"
pH = -10g84.10°
pH = —(log84+10g10™°)
pH = —(log2%.3.7 — 4l0g10)
pH =—(2log2+log3+1log7—4)
pH = —(0,602+ 0,477+ 0,845-5)

pH = —(1,924-5)
pH = —(-3076)
pH =3076

112fase Mais 0,05 ml de NaOH tendoentédo 14,8 ml de NaOH em umasoluc® de
29,8 ml

01mol — 1000l
X - 148ml

100x=148—> x = 148 — x=0,0014¢
1000

S&0 consumdos 0,00148 mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,00148=
0,00002 ma$ do HClem 29,8 mide solucéo:

- vl = 06000209082: 68.10° HCl> H' + CI-
S y
6810° 6810°
pH =-logH~™

pH =-l0g68.10°

pH = —(log68+10g10™)
pH = —(log2%17-5l0og10)
pH =—-(2log2+logl7-5)
pH = —(2.0,301+ 1,230~ 5)
pH = —(0,602+ 1,230-5)
pH = —(1832-5)

pH =—-(-31698

pH = 3168
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122fase Mais 0,1 ml de NaOH tendoentdo14,9ml de NaOH em umasoluc® de 29,9

ml

0,dmol — 1000m|
X - 149ml

100k =149 — x = 149 — x=0,00149
1000

S&0 consunidos 0,00149mol do HCI pdo NaOH restando0,0015- 0,00149=
0,00001 ma$ do HClem 29,9 mide solucéo:

_ 000001 45,45 HCl-> H' + CI
Vs 00299
3310° 3310°
pH =—logH"

pH =—-l0g33.10°

pH = —(log33+10g10™°)

pH = —(log3.11+10g10°®)

pH = —(log3+logl1+log10®)
pH = —(0,477+1,041- 5log10)

pH = —(1518-5)
pH = _(_31482)
pH = 3482

4.4TABELA DO EXPERIM ENTO REALI ZADO NO LABORATORIO

Nesta tabda, quando o volume de NaOH se torna muito proximo de HCI,
fizemos apena os cdculos com base na férmula e, quimicamente Quando a
coneentracd de mols de &ddo setornamena que10’, devemosfazer umacorrecé® na

férmula paaencontrar o pH queé
pH =—lod10™" + 4]

Neste momento a concentragZo de H" setornaa cada instante mais proxima de

107 devido & concentracé® deH" dadguaja existente nasolcio.

FASE NaOH HCI SOLUCAO pH
1° oml 15 ml 15 ml 1
20 5mi 15 ml 20 mi 1,301




3° 10 mi 15 mi 25 ml 1,699
40 11 ml 15 ml 26 ml 1,796
5° 12 ml 15 ml 27 ml 1,959
6° 13 mi 15 mi 28 ml 2,165
7° 14 ml 15 ml 29 ml 2,446
8° 14,25 15 ml 29,25 2,602
9° 14,50 15 ml 29,50 2,770
10° 14,75 15 mi 29,75 3,076
11° 14,80 15 ml 29,80 3,168
12° 14,90 15 ml 29,90 3,482
14,99 15ml 29,99 4,476
14,999 15ml 29,999 5,477
14,9999 15ml 29,9999 6,477
14,99999 15ml 29,99999 6,875
14,999999 15ml 29,999999 6,985
14,9999999 15ml 29,9999999 6,998
14,99999999 15ml 29,99999999 6,9998

15ml 15ml 30ml 7

Constuindo o géfico com o auxiio do softwae geogebra temos

Gréfico no Excd.
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J e Sériel

O raciocinio apresentadoe detalhado para a titulagd® propost anteiormente se
mantén para outrossigemas, como podesea obsevado natabda que se segue Neste
cas0 sé& demongradosvalores paa umatitulacé® de 100,0mL de HCI 0,1 mol/L por
NaOH gpresentado amesna @naeentrag.

Volume deNaOH Volume deHCI Volume dasolucdo pH
0 100 100 1
10 100 110 1,092
20 100 120 1,181
50 100 150 1,483
60 100 160 1,602
70 100 170 1,753
90 100 190 2,278
91 100 191 2,326
92 100 192 2,380
93 100 193 2,440
94 100 194 2,507
95 100 195 2,591
96 100 196 2,685
97 100 197 2,817
98 100 198 2,995
99 100 199 3,298
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99,5 100 199,5 3,600
99,6 100 199,6 3,698
99,7 100 199,7 3,823
99,8 100 199,8 3,999
99,9 100 199,9 4,300
99,99 100 19999 5,301
99,999 100 199,999 6,301
99,9999 100 199,9999 6,823
99,99999 100 199,99999 6,978
100 100 200 7
100,0001 100 200,0001 7,176
100,001 100 200,001 7,698
100,01 100 200,01 8,698
100,1 100 200,1 9,698
101 100 201 10,696
102 100 202 10,995
103 100 203 11,169
104 100 204 11,292
105 100 205 11,387
106 100 206 11,464
107 100 207 11,529
108 100 208 11,585
109 100 209 11,634
110 100 210 11,677
120 100 220 11,958
150 100 250 12,301
180 100 280 12,455
190 100 290 12,491
200 100 300 12,522

Constuindo um gafico com o Excd teremos
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CURVA DO pH
14
12
x 10
Q
8
6
4
2 e
0
0 50 100 150 200 250
VOLUME DE NaOH

Usando o programa geogebra para construir o grafico de curva do pH. Com este
programa inserimos a tabela com o volume de base e o ph e construimos um grifico de

linha poligonal e assim temos o seguinte gréfico.

B L b R R R R R e R R L e e e R R e L R R R e e R AR e ]
L] 0 1% 220 25 0 3/ 40 45 50 5 60 65 70 75 80 8 %0 9% 100 105 10 115 120 126 130 135 140 145 150 155 160 165 170 1756 180 185 190 195 200

4.5 Nocao intuitiva de limite na curva do pH.

Através das tabelas e dos graficos podemos iniciar uma atenta reflexdo com os
alunos a respeito dos conceitos de limites e até mesmo sobre a condicdo da existéncia

do limite que, no caso, é limite lateral.

Inicialmente, vamos chamar a atencdo dos alunos para observarem pela tabela o

comportamento do ph, quando o volume do NaOH se aproxima de 100 ml. Quais sdo os
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valores encontradospara o pH, quando o volume de NaOH estaentre 99 ml e 99,999m|
mostando queo pH estaseaproximando de 7 e entdoaté mesmomostar a notago de
limite.

lim pH=7

Vg—>100

Entdo, neste caso, podanostambén introduzr umanogdo de limite latera, pois
alunosestaido observando os valores do pH para volumes menoes e proximos de 100

ml e vadores maiors e proximos del00 m. Entdo temos

im pH=7e lm pH=7

Vg—100 Vg—100

E, finalmente definir que para um limite existir devemoster os limites|laterais

iguds e éisto queocoorre neste @sosegundo p].

im pH= Ilim pH=7

Vg—100 Vg—100
lim pH=7
Vg—100

4.6 Funcao da concentracao molar paravolume debase inferior
alsml

De acordo com a tabda de concentragcé de mols na soluggo e volumede base
addo e dasoluc®, podanoschegar a fungdo do nimen de mols em relacdo ao volume

de baseadicionado asolu¢éo queteremos.

15— x .

y=—""""_ 110
(15+x).10
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Com esta funcio se torna ficil o cdlculo do pH. Assim, teremos:

15—x

H=—log —>—*
b g[(15+x).10

O7j para 0<x<15

Sendo x o volume de base adicionado ao acido.

4.7 O pH igual ou superior a 7

Agora, vamos fazer o cdlculo do pH para volumes iguais de dcido e base.

Vamos adicionar 0,1 ml de NaOH resultando em 15 ml de NaOH em 15 ml de

HCl e entdo vamos ter uma solugdo de 30 ml.

0,1mol — 1000m!
x — 15ml

1000x =15 —>x = 1> — x =0,0015
1000

Todo o excesso de dcido € consumido quando os volumes se igualam.

Sendo o 4cido consumido pela base, logo se tem apenas NaCl e H,O e este meio

apresenta [H*] = 10”7 entio seu pH serd 7.



63

Neste momento, temos[H'] = [OH]=10" e pda consente de equilibrio de
Autoionizac® daH,O Kw =[H'].[OH]

Agora vamos obsevar o pH da solucéd depois da viragem do pH, como se
comportao pH para o volume do NaOH superior ao do HCI e tendocomoresultado um
soluc@® deagua e sal.

Vamos acescentarmais 1 nl de NaOH e agora vamos &r nasolucdo mais base

do queécido. Entdoa solucdo deverater um pHadmade7 passandassim a se uma
base

Ent&, vamos & 16 ml deNaOH, 15 mldeHCl e umasolugéo de31 ml
0,1mol — 1000ml
x — léml

100x =16 —> X=£—> x=0,0016
1000

Neste momento todo o &ddo é consunido e sdora 0,0016- 0,0015= 0,0001
mols deNaOH em 35 nmi desolucdo, logo vamoscacular o pH dasolucdo
n 00001

m= V.- 0031 =0,0032 nestecaso vamosusar aequazdp doequilibrio deAutoionizaéo
S ’

[H"].J[OH ] =10"* entf0 vanoster

pOH = —-lod OH]

pOH = -log32.10™*

pH = —(log2°® +log10™*)

pH = —(5log2-410g10)

pH = —(5.0,301- 3)

pH = —(-2,495

pH = 2,495

[H'].[OH ]1=10" > —-lodH*]-lodOH ] = -logl0** — pH + pOH =14
pH =14— pOH — pH =14-2,495— pH =11505

Vamosaaesentar mais 4 ml e ter 20 ml deNaOH, 15 ml deHCI e uma soluc@®
de35 ml
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01mol — 1000l
X — 20ml

100k =2 — x=i—> x=0,002
1000

Nestemomento todo o addo € consunido e sobia 0,002—- 0,0015= 0,00 mols
deNaOH em 35 nl de sducgéo, entédo \amos cécular o ph dasolucdo
L MS: 0,014 nestecaso vamosusar aequazdo doeuilibrio deAutoionizaao
Vs 0,035
[H"].JOH ] =10 entf0 vanoster
pOH = —-lod OH]
pOH = -log14.10°®
pH = —(log2.7 +10g10°®)
pH =—-(log2+log7 - 3logl0)
pH =—-(0,301+ 0,845-3)
pH =—(-1859
pH =1854
[H'].[OH ]1=10" > -lodH*]-lodOH ] =-logl0™** — pH + pOH =14
pH =14— pOH —» pH =14-1854— pH =12146

4.8 Funcao da concentracao molar paravolume debase supeior
alsml

De amrdo com a tabda da coneentracéo de mols da solugdo e do volume de
base addo e dasolucéo, podemos chegar a funcdo do nimep de mols em relagdo ao

volume de base adicionalo a soluc@® que teremos. Neste caso a concentracé® de mols
de OH é maior queH". EntZ temos:

x—-15 7
Y=T—_ 1
(15+ x).10
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(14.38.0.08)

(31.44,40.03)

Com esta funcio, se torna mais facil o cdlculo do pH. Sendo x o volume de base

adicionado ao icido, temos:

x—15

m+107j para 15<x<30
+X).

pH = —log[

4.9 CONSIDERACOES FINAIS

Ao final desta atividade espera-se que o aluno consolide fundamentos matemdticos e
quimicos e saiba relacionar as duas disciplinas. Além de possibilitar que o discente
observe a aplicagdo dos conceitos matemdticos, extrapolando a ideia de operacdes e
ndmeros em uma folha de papel. Outro aspecto relevante vinculado a atividade é o fato
de permitir ensaios laboratoriais, que alteram a rotina do aluno e contribuem

significativamente para a consolidacdo de conceitos em ambas as disciplinas.

Ao final desta atividade, podemos verificar com os alunos as funcdes e seus
respectivos dominios que encontramos durante esta atividade. Segue abaixo um quadro

com as funcdes:
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¥ phlggb )

Arquive Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
A . . R '
=l El-
+ Dbjetos Livres
- Dbjetos Dependentes
15 —=x 7
@ H = S 10
> HE) = 70t
¥ =15 3
..@ OH(x) = 12107
= ) 10 = + 150
f 1bh—x !
@ Ph(x) = — Io - +10 ?)
3 Phix) E10 | 150 + 10 x .
. 2 —15
@ phi(x) = 14 4+ logy; | 0x150
Entrada: ®

A primeira funcé em azul representa a conentracédo de addo existente na
soluc@® de acordo com o volume de base adicionado a esta, sendo representadapda
15-X 107,

seguinte fungdo H(X) :M

A tercara funcdo em aal representa 0 pH da solugo em fungéo da
concentrac@® de addo presente na mesma sendo obtido através da seguinte funcéo

Ph(x) =—|og{ﬂ+1cr7j.
150-10x

As fungdes adma tém domhio [0,15. O valor 10’ somandoas fungdes
supraitadas é oriundo da concentragd® de H* proveniente do fenémeno de auto-
ionizac® apresentado pdas moléaulas de &gua presentesna soluggo. Estevalor sé se
torna significativo quando o volume de base adicionado é superor a 14,9999 ml e

inferior a 15,0001 mlPara volumes diferentes detes 10’ setornadesprezivel.

A sggunda fungdd em rosa representa a concentragdo de base existente na
soluc@® de acrdo com o volume de base adicionado a esta, sendo representadapda

. ~ x—-15 -
tefungiio OH(X) =———+10
seguinte fun (X) 0%+ 150
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A ltima fungdo em rosa representa o pH da solucio em funcio da concentragdo

de base presente na mesma, sendo obtido através da seguinte fungdo

x—15
b =—log] —F 211077 |,
Ph(x) Og(10x+150 j

Ao final da atividade vamos mostrar para os alunos que a concentra¢cdo molar da
solucio passou de 10" para ordem de 10 tendo uma queda de 10'*. Devido a grande
queda da concentragdo, logo hd a necessidade de se usar os logaritmos, pois entdo

construimos um gréfico na escala logaritmica que é mais vidvel.

Segue uma tabela com fotos do experimento.
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4.9.1 Tempo previsto

O tempoprevisto paa esta atividadeé de 6 a 8 aulasde 50 min. Sendo 1 aula paa
mostar a montegem do mateial. E mais5 ou 7 aulaspara cdcular o pH dasoluc®,
constuir umatabela com o volume de base, do addo, dasoluzéo e o pH dasolucd®. E

com esta thda constuir os géficosusand o Geogebra ou Excd.
4.9.2 Pré-requisito

Nesta atividade os alunos irédo aplicar conhecimentos sobregrandeza diretamente
propordonais, poténéa de 10, fatoracd de numeps nauras e as propriedades
opeatorias de logaitmos. O professordevea fazer umarevisdodestesconceitos e, no

caso d& propiedades operatdrias ce logaitmos,apresentaraos alunos.
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4.9.3 Recamendacdes metodol6gicas

Estaatividadedevera ser feitaem gruposde até 5 (cinco) aunos Cadagrupo devea
receber uma folha impressacom os procedimentos do expeimeno. Inicialmente o
professordeveda faze pelo menosumamosta da montagem do experimerto para 0s
alunos Nestamosta ele devad apresentar os materiais queseado utilizados e comosea
feita a misturaentre abasee 0 &ddo. Ao sea adicionado baseao 4ddo vamosmostar o
pH através dafita detitulac® e confirmar os valores encontradosatraves do cdculo do
pH. Com estescdculos, iremosconstuir umatabela com informagdes, sobreo volume
de &ddo, da base, da solucdo, a concentracéo de base e addo existente nasoluc® e o
cdculo do pH. Com estas informagdes, iremos constuir o grafico de pH em funcdo do

volume de bae
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5. PENDUL O SIMPLES
De acordo aom [9] :

“um movimento é dito oscilatorio quando este movimento é periodico e tem seu sentido

invertido regularmente. Como por exemplo, tenos o péndulo simpks em um ambiente

’

sem resisténcia do ar.’

Ll

+ ¥

~n 0 #A (

“o péndulo sai da posi¢do +A, passapor O (posicdo de equilibrio) e vai até —A em um
tempo At, em —A inverte o sentido, passapor O e depois chega em +A, tambén num
intervalo At de tempo. Observe que a massa do péndulo oscila simetricamente em torno

da posigcdao O.”
5.1 Objetivos

As novas proposts para 0 ensino de trigpnomética desgiam um aprendizado
san o aprofundamento algébiico das identidades trigopnométicas, pois sG0 poums 0s
alunos que se interessan pda area de exatas entdq segundo[1], devemos trabdhar

mais & fung@es trigonamétricas e suaaplicages:

“Outro tema que exemplifica a relagdo entre aprendizagem de Matemadtica com o desenvolvimento de
hablidades e competértias € a Trigonaometria, desde que seu estulo estejaligado as aplicacoes,
evtando-se o investimerto excessvo no céculo algébrico das idertidades e equagdes para erfatizar os
aspedos impartantes das funcgdes trigonamétricas e da andise de seus graficos. Espedalmerte para
individuo que ndo prossequir & sews estulos nas carr eiras ditas exatas, o que dewe ser asegurado sio as

aplicagfesda Trigonametria na resducéo de problemas que envdveminacesdveis, e na construcéo de
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maodelos que correspndem a fendmeros periddicos. Nes® sertido, um projeto envdvendo também a

Fisica pode ser umagrancde opatunidade de aprendizagem significativa.”

Assim, vamosprojeta um péndulosimplese reproduzr o seu movimentocom o
objetivo de acompanha as posi;6es da projecdo deste péndulo em relacdo a horizontal
gue sad representado pelo eixo x e do movimento em relacd a verticd que sea
representadopdo eixo y. Com as informages obtidas vamosmoniar umatabda com o
tempoe as posicdes e em sgguida vamos constuir um gréfico de linhas poligonds e

procuramos afungdo quemais se proxima deste gafico.

Com a andise destesgraficos espeamos que agumafuncdo trigonomética se
aproxime do gréafico de linhaspoligonds. E com estafuncdo, mostarmos que existira
outra funcdo trigopnomética que representa a velocidade e a acderacéd do péndulo,
usan@ intuitivamente conceitos de limite e deivada das fungdes trigonometricas.
Assim, mostando que a relacdo entre a variagé das posiies e a variagéd do tempo
representa velocidade, e que a relacdo entre a variagcé da velocidade e a variagéo do

tempo epresenta aacderac®.

Um destaqueimportante quedevenosmostar para os alunosé quevamosfazer
umaaproximacga destesmovimentos pois usaemosangulos supeiores a 5° 0 quenéo
tornaum movimentohamoénico simplese um movimentoquenéo é possvel desprea

as forgas de dsdpativas (@trito e resigénda do a).
5.2 Material usado

Peso de chumboou um peso feito de bolinhade godé e cola adesivo (durepox),
um fio denylon (linha de pes@) ou barbante. Umabasede madeara com furos na parte

supeior como nostralo nafigura abaxo.
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5.3 Procedmentos

Para constucado da tabda com a proje¢do dopendulo na horizongl e vertical
vamos usar um software de fisica “Tracker € umaanalisede videolivre e ferramenta
de modéagem constuida sobre a Fisica Open Sour@ quadro (OSP Java. Ele é

projetado para ser usado em educagdo fisica”

[Site

http:/translategoode.com.br/translatéhl=ptBR& sl=en&u=http:/www.cabrillo.edu/~d
brown/tracker/& prev=/search%3Fq%3Dsoftware%2Btracker%26di ent%3Dfirefox-
a%26hs%3@Pr%26rIs¥B8Dorg.mozl la:pt-BR:official Acesso em 16/072013 as 16
horas e 09minutos]

Com este programa podemos redizar uma filmagem de mudltiplas posides, o
mesmo informa as projegdes na horizontal e vertical. Além destas posigdes s&
informade tambédn os instantes com estas informag@es podanos usa o softwae
geogebra para a constucéo do grafico de linhas poligonas. Com este grafico vamos
encontra a amplitudehorizontal e vertical e o tempo gasto (periodo) daosdlac&®. Com
a amplitude encontranos o conjuni imagem de nos& funcdo e com o tempo de cada
oscilazd encontramos o periodo de ostilac® e com este tempo tamk&m podemos
encontra agumas traslagdes queo gréfico possasofrer.

5.4 O experimento édividido em5 etgas

1° ETAPA: Filmagem do movimento do pédulo;
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2° ETAPA: Transferir o video p&a o sdtware tracker.

v

(@ Tracker =3 = ‘
Arquvo Editar Video Trajetérias Coordenadas Janela Ajuda
@O % 8w | ke Qe | b | A A | 4 A -

membria em uso; 34MB de 247HE

Escolha Arquivo|Adrir ou Trajetérias|Novo para iniciar

Avista Principal de Videos ird aparecer aqui

@ Open

i e

Consultar Em: | Videos

[-] (=2 ]

[ sample Videos [ FILMES

] CHAVES_VOL2 [ Favoritos - Atalho

= Dell [0} 20130624_225110.mp4
= Dell WebCam Central [ 20130624_225638.mp4
[ Downloads do RealPlayer [ 20130624_233807.mp4
[C] EXALTASAMBA 25 ANOS AD VIVO D 20130624_234116.mp4.

Ge Gréficos o Dados de Trajetdria Ird aparecer a

Cil ] I D

a

Nome do Arquivo: |

|
Arquivos do Tipo: | Todos os Arquivos ‘ = |

1 Abrir arquivo selecionado

abrir ou importar um video ow imagem para analisar|

~ ooo mn%E w o G

AL I

de Tabela de Dados de Trajetdria ird aparecer aq

il pendulo.trk | PENDULO 100.trk | Sem Titulo |
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3° ETAPA: Ajustar no programa as ferramengs: eixos de coordenada que

sado usads para ammpanha a projecédo do movimento do péndulo em relagéo a

horizontal e vertical. Fita métrica. Ponto de massaqueé a ferramenta queammpanhao

movimentodamassado péndulo. E com estasferramenta o softwae irainformaruma

tabda com tempo, pos;éo No @xo X e posiéo no éxoy. Este safvare também infoma

um grafico do movimerto em relacdo aos eixos coordenados, mas 0 nossoobjetivo €

com estasinforma@es usar o softwae geogebra para constuir o gréfico de linhas

poligonds e em sgguida encontrar a fungd que melhor se aproxima do movimentodo

péndulo.
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Além destatabda, o0 software tracker informatambém o gréfico movimentodas

projegdes em rdacdo aos eixos cardenalos en rdagdo ao tempo.

......

43 ETAPA: Com estatabda vamos inseir os dados na tabda do geogebra e
constuir o gréfico de linhas poligonas. Estamesmaatividade podeia ser feita com o
uso de folhas de papel milimetralo e com esta atividade podemos desenvolver a

interpretac@ dos &unosem rdacéo a graficos.

O primeiro gréfico informa & pos¢des doeixo hotizontal en rdacdo ao tempo e
0 segundo grafico informa as posicdes do eixo verticd em relacéd ao tempo. Com a
tabda podenostambén ter as posicdes do eixo x em relacdo ao eixo y, que mostaum
poum do movimentodo pendulo em relacé aos eixos coordenados, representadopdo
tercaro grafico. E com este gréfico, podemos encontra a amplitude do movimentona

vertical e haizontal.
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coordenados do movimento.

Vamos comegar com 0 €ix0 X.

30 a horizontal varia

fico podemos perceber que 0 movimento em relag

4

Como gr

46; +49]. A

[_

é

a0 podemos dizer que o conjunto imagem

46 cm e + 49 cm ent.

entre —
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funcdo quemelhorrepresenta este movinento éafuncdo trigpnomética cosseno do tipo
f(X) =acos(kx) + b etemos—1< cos(x) <1.

Comaamplit udequeé o conuntoimagem eointervao devaiac@® do coseno

vamos enontra aeb.

Im=[-4649 e—1<cos(x) <1
-46=a.(-)+b—>-a+b=-46
49=al+b—>a+b=49

Temos enta sistema

—a+b:—46_)—a+b:—46
a+b=49 +a+b=49

2b=3-> b::—23=1,5

a+15=49—->a=475
f(x) =475c09kx) +15

Agora vamos encontra k. O peiodo da fun¢éo € 1,57. O peiodo da funcdo
. fo . 2 ~
trigonomética cossence dado por p= o entao vanos .

p:l,57—>1,57:2?”—>1,57k:27z—>k=1,28ﬂ

Logo, a funcdo sea f(x)=475c08(1,287.x)+15 com dominio [0,5.

Constuindo o géfico @ lado dografico de linhas poligonds teremos:
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Com a funcio e o gréifico podemos fazer algumas perguntas:

Agora vamos observar o €ixo y:

Com o grifico podemos perceber que o péndulo se movimenta
aproximadamente entre 1 cm e -32 cm, entdo a amplitude do movimento é de 1- (- 32) =
33. E que o conjunto imagem da nossa funcdo serd [1,-32]. A fung¢do que mais se
aproxima do movimento e para melhor acompanhar o0 movimento é uma funcdo
trigonométrica, pois o movimento € periédico. Olhando no apéndice a melhor funcio
serd a fungdo cosseno. E pelo grifico temos que o periodo € de aproximadamente 0,79
segundos. Com estas informacles temos que a funcdo cosseno € do tipo

f(x)=acos(kx)+be —1<cos(x)<1.

Com a amplitude que determina o conjunto imagem e com o intervalo de

variacdo do cosseno vamos encontrar a e b.

Im=[-32,1]e—1<cos(x)<1
-32=a(-D)+b—>-a+b=-32
l=al+b—>a+b=1

Temos entdo sistema.
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—a+b=-32 —a+b=-32
_)
a+b=1 +a+b=1

2b:—31—>b=_731=—15,5

a-155=1—>a=165
f(x)=16,5cos(kx) —15,5

Agora vamos encontrar k. O periodo da funcdo é aproximadamente 0,79
. o o . 2r
segundos. O periodo da fun¢do trigonométrica cosseno € dado por p = r entdo vamos

ter.

p=079—>0,79 = 27” —0,79% =27 —> k =2,55x

Entdo a funcdo serd [f(x)=16,5c0s(2,557.x)—15,5 com dominio [0,5].

Construindo o grifico ao lado do gréfico de linhas poligonais teremos:

Questoes:

Todas as perguntas abaixo devem ser respondidas considerando desprezivel

todas as forcas de resisténcia.

1- Qual € o periodo do experimento em relagdo a horizontal e vertical?
2- Qual € amplitude do movimento em relagdo a horizontal e vertical?

3- Em quais instantes o péndulo se encontra na posi¢io 25,25 cm na horizontal?
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4- Em quas instantes o p&ulo £ encontrana posiéo -22,25 en na heizontal?
5- Qud é aposté do @ndulo na hoizontal noinstante 0,130segundos?

6- Qud é aposté do @ndulo na hoizontal no insénte 1,367 segndos?

7- Em quas instantes o@dulo £ encontrana posi;éo -3,834 en na \ertical?

8- Em quas instantes o @dulo £ encontrana posiéo -29,789 e na \ertical ?
9- Qud é apostzéo do @nduo na vetical no instane 0,261 sgundos?

10- Qud é apostzdo do g@ndulo na vetical no instane 0,457 sgundos?

5.5 Consideragoes Finais

5.5.1 Tempo previsto

O tempo previsto paa estaatividade é de 6 aulas de 50 min. Sendo 2 aulas paa
filmagem do movimento do péndulo, passara filmagem paa o softwae Traker. E
mais 2 aulas paa encontrar a melhor fungdo trigonométrca paa o movimento do

péndulo em elacd aharizontal evertical. E mais 2 aula paaresponar as perguntas.

5.52 Pré-requisito

Nestaatividadeos aunosirdo aplicar conhecimentos sobrefungdes trigopnométicas
como encontra a fungdo, periodo, amplitudee construiro grafico. Resporde perguntas
sobre as fungbes utilizando os arcos notaveis, assm necesstardo de demondrar

conhecimentos, canpeéndas ehabilidades anteliormenteadquiridas como:

5.5.3 Recanendacbes metodologicas

Esta atividade devad sa feita em grupos de até 5 (cinco) aunos Cada grupo
devearecder umafolha impressacom os procedimentosdo experimerto. Inicialmente
o professordevera faze pdo menosumamosta da monigem do experimerto para 0s
alunos Nestamosta, ele devea apresentar como saa feita a flmagem, a coleta das
informages em um computador mostando como utilizar 0s recursoscomputdonals

do softwae traker que sea fundamentad para o desevolvimentoda atividade pois,
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este que ird produzr as imagens multiplas do movimento do péndulo e assim sendo
possvel acoletadeinformages sobreposicéo nahorizontal e vertical deacordo com o
tempo.A constucdo da tabda com estasinformagdes, a constucdo dos gréficos, sea
utilizado o softwaes Geogebra, e, finalmente, encontra a lei de formagé da funcio

trigonomética quemelhor representa um mouinento peddico.
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