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RESUMO

Este trabalho de conclusao de curso apresenta uma proposta de aula sobre poténcia de expoente
irracional para alunos da terceira série do Ensino Médio. A definicdo de tal contetido envolve o
conceito de limite de sequéncia, que é um tema nao pertencente ao contetido programaético da
imensa maioria das escolas brasileiras. Aqui, a proposta é abordé-lo de uma maneira acessivel
aos alunos do Ensino Médio. No final deste trabalho sdo feitas as demonstragoes formais que
embasam tudo que na aula foi mostrado sem o devido rigor matematico.

Palavras-chave: Matematica. Irracional. Sequéncia. Limite.



ABSTRACT

This course conclusion work proposes a lesson about the power of irrational exponent for high
school students. The definition of such content covers the limit of sequence concept, which does
not constitute the curriculum of almost every Brazilian schools. This work aims at approaching
the subject in an accessible to high school students. At the end, formal demonstrations are
made to theorize the subjects presented in class without the proper mathematical formality.
Key words: Mathematics. Irrational. Sequence. Limit.
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1 INTRODUCAO

No Ensino Médio é estudado o conceito de funcdo exponencial, cujo dominio é apresentado
como sendo todos os nimeros reais, os quais englobam os inteiros, os racionais e os irracionais.
Porém, geralmente, s6 sdo definidas as poténcias de expoentes inteiros ou racionais. Varios livros
didaticos de Ensino Médio abordam func¢ao exponencial simplesmente omitindo a extensao para

expoente irracional.

O grau de dificuldade que apresenta a definicdo de poténcia de expoente irracional é o
principal motivo para que tal tépico nao seja estudado neste nivel de escolaridade, nao tendo
sido incluido no curriculo do Ensino Médio. Apesar desse empecilho, este trabalho de conclusao
de curso se propoe a apresentar uma aula de poténcia de expoente irracional para alunos da

terceira série do Ensino Médio.
Este trabalho esta dividido da forma que apresentamos a seguir.

O capitulo 2 é composto das seguintes se¢oes: objetivos, publico alvo, pré-requisitos, materi-
ais e tecnologias, recomendacoes metodologicas, dificuldades previstas, descricao geral e possiveis

desdobramentos.

No capitulo 3 sdo apresentadas as propriedades da potenciagdo e os conceitos de poténcias
de expoente natural, inteiro e racional. Além disso, é mostrado como alguns livros didaticos
da Educacao Béasica abordam o conceito de nimero irracional e como alguns livros do Ensino

Médio tratam, sem defini-las, as poténcias de expoente irracional.

No capitulo 4 é mostrada a aula sobre a poténcia de expoente irracional para os estudantes

da terceira série do Ensino Médio.

No capitulo 5 é feita a demonstracio formal do que foi ensinado nessa aula, sendo portanto

um conteiido que ndo é apresentado aos alunos.

O capitulo 6 trata da expectativa quanto ao rendimento dos alunos da terceira série do

Ensino Médio em relagdao a aula de poténcia de expoente irracional.
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2 CONSIDERACOES INICIAIS

2.1 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho de conclusdo de curso é apresentar ao aluno da terceira série do
Ensino Médio alguns conceitos de Andlise que possibilitem, nessa fase de aprendizado, o estudo
de poténcia de expoente irracional. Para tal, é necessiria uma abordagem que permita ao aluno

aprender conceitos cuja notacdo formal é matéria especifica do Ensino Superior.

H&4 uma lacuna no ensino de funcado exponencial, uma vez que o aluno aprende a tragar o
grafico de fungdes exponenciais mas geralmente nao tem contato com nimeros que sao imagens
de elementos irracionais do dominio dessas func¢oes. Pretendemos preencher essa lacuna concei-
tuando ideias matematicas desconhecidas pelo aluno com uma terminologia que ele seja capaz
de compreender, valendo-se dos conhecimentos adquiridos até essa série. Portanto, a explicacao
dos sucessivos passos dessa abordagem que prescinde do formalismo da linguagem matematica

é o objetivo desse trabalho.
2.2 PUBLICO ALVO

A proposta dessa aula de poténcia de expoente irracional destina-se a estudantes da 3% série

do Ensino Médio.
2.3 PRE-REQUISITOS

Os contetidos que sao pré-requisitos para que os alunos da 3% série do Ensino Médio com-
preendam a aula sobre poténcia de expoente irracional sdo: resolucao de equagoes e inequagoes
do 1° e do 2° grau, resolucao de inequagoes modulares, funcdo quadratica, fungdo exponencial e

método de demonstracao por absurdo.
2.4 MATERIAIS E TECNOLOGIAS

Para o desenvolvimento da aula é necessaria uma calculadora, pois algumas divisoes feitas

a mao consumiriam um tempo demasiado, sem nenhum ganho pedagodgico.
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2.5 RECOMENDACOES METODOLOGICAS

S&o necessarios trés tempos de quarenta e cinco minutos para a aula sobre poténcia de

expoente irracional para os alunos da 3* série do Ensino Médio.
2.6 DIFICULDADES PREVISTAS

A maioria dos alunos que chegam ao Ensino Médio ndo estao habituados a raciocinar, a des-
cobrir sozinhos as solugoes de determinados problemas, enfim tem pouca base para compreender
conceitos mateméaticos mais complexos presentes no Ensino Médio. Sendo assim, é previsivel
que o desenvolvimento da aula de poténcia de expoente irracional apresente aspectos que boa
parte dos alunos tenha dificuldade de compreender. Justamente por isso é que o conceito de
poténcia de expoente irracional, que envolve a nog¢ao de limite de sequéncia, é abordado na aula

da forma menos formal possivel.
2.7 DESCRICAO GERAL

A aula comeca com a revisdo das propriedades da potenciagdo e da potenciagdo com expoente
racional. Em seguida, é mostrado como os nimeros irracionais e as poténcias de expoente
irracional sdo abordados nos livros didaticos.

,

E importante que os alunos da 3? série do Ensino Médio entendam que cada ntimero real
¢ igual ao limite de uma sequéncia de niimeros racionais que converge para esse numero real.
Por exemplo, o nimero 3 é igual ao limite da sequéncia (3,0; 3,00; 3,000;...), o ntimero
5,333... é igual ao limite da sequéncia (5,0; 5,33; 5,333;...) e 0 nimero V2 é igual ao limite
da sequéncia (1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213;...).

Assim, para podermos conceituar poténcia de expoente irracional, é necesséria inicialmente
uma abordagem de ntmero real (em particular, de nimero irracional) como o limite de uma
sequéncia. Para compreender essa definicdo o aluno deve ser apresentado antes aos conceitos de

sequéncia e limite de sequéncia.

Apos definirmos sequéncia, apresentamos alguns exemplos de sequéncias convergentes e de

sequéncias divergentes para o aluno perceber a nocao de limite de sequéncia.

Em seguida, definimos ntimero irracional como sendo o limite de uma sequéncia de racionais
que converge para esse irracional. Apresentamos entdo, na forma de propriedade das sequéncias
convergentes, a definicdo de limite de sequéncia, sem formalizar demais, ou seja sem o uso das

notagoes n,,e. Também sem sermos rigorosos na formalizagdo, definimos sequéncia de Cauchy.

Em seguida, apresentamos a definicdo formal de poténcia de expoente real, que engloba o
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caso de expoente irracional. Para que essa definicdo proceda, mostramos que a® existe, sendo a

Xn onde X, é uma sequéncia de racionais que

um nimero positivo e a” o limite da sequéncia a
converge para o nimero real x. Antes dessa demonstragdo, para ela ser possivel, apresentamos
dois teoremas segundo os quais toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy e toda

sequéncia de ntimeros reais de Cauchy é convergente.

2.8 POSSIVEIS DESDOBRAMENTOS

Em um projeto de iniciagdo cientifica para alunos do Ensino Médio, com boa base em
Matematica, seria interessante que, na aula de poténcia de expoente irracional, se abordasse
mais formalmente o conceito de limite de sequéncia. Nesse caso, o capitulo 4 desse trabalho
de conclusdo de curso, a menos de algumas demonstracoes, poderia fazer parte dessa aula.
Pouquissimos colégios no Brasil incluem limite, tanto de sequéncia quanto de funcéo, em sua
matriz curricular do Ensino Médio. Certamente, é muito proveitoso para o aluno que ingressa
em uma faculdade da area de Ciéncias Exatas ja ter obtido, durante o Ensino Médio, algum

tipo de conhecimento sobre limite. Quanto mais formalmente, melhor.
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3 A POTENCIACAO NOS LIVROS DA EDUCACAO BASICA

No inicio deste capitulo sdo definidas as poténcias de expoente natural, inteiro e racional e
também sdo apresentadas as propriedades da potenciagdo. Em seguida, é mostrado como alguns
livros didaticos da Educagao Bésica abordam os nimeros irracionais. No final é apresentada a
forma como alguns livros didaticos do Ensino Médio tratam das poténcias de expoente irracional,

sem defini-las.
3.1 POTENCIA DE EXPOENTE NATURAL

Sejam a um numero real e £ um nimero natural. Definimos a poténcia de a de expoente

natural £ como sendo o niimero:

a® =a.a.a...a.a
N—_————

x fatores
3.2 PROPRIEDADES DA POTENCIACAO

Devemos recordar as seguintes propriedades relativas a potenciagao:
I) a*tY = a®.a¥

II) (a®)¥ = a™¥

III) (a.b)* = a®.b"

Vamos demonstra-las:

I) a®™Y = a%.a¥

¥ =aa....a.0.6....a=a.qa....q=a*T¥
e N T

xfatores yfatores x+yfatores

II) (a®)¥ = a™¥
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(a®)¥= ag"ad"...a°*=g.a....q.q.a....q.a.a....qa=a"¥
—_—_———— T TN

yfatores xfatores x fatores x fatores

xr . y fatores

I11) (a.b)® = a®.b"

(ab)*=a.b...a.b...a.b=a.a....a.b.b....b=a".b"

x fatores xfatores xfatores

As trés propriedades tém que valer ndo sé para poténcias de expoente natural, como para

as de qualquer expoente real.

3.3 POTENCIA DE EXPOENTE INTEIRO

Sejam a um nimero real ndo nulo e z um ntimero natural. Temos que a’ = 1, pois:

a’** = a%.a® (usando a propriedade I)

Como z é um nimero natural, —x é um inteiro negativo. Logo, se o expoente for um ntimero

inteiro negativo, entdo a™* = a—lm, pois:
a*+(=%) = ¢¥ 4~* (usando a propriedade I)
a’=a%.a""
1=a".a7"

1
a~%=—, pois a” #0
a

3.4 POTENCIA DE EXPOENTE RACIONAL

Sejam a um ntmero real positivo, x um ntimero natural e n um ntimero natural maior que
1. Entdo a» = va®, pois:

a :a%'

a® = (aw)™ (usando a propriedade II)

Extraindo a raiz de indice n em ambos os membros, obtemos o resultado esperado.
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8

x 7’ 7 . o . 7’ . .
Como — é um ntumero racional positivo, —— é um racional negativo. Logo, se o expoente
n

3

for um ntmero racional negativo, entao:

1
am = —, pois:
an

_z . z
a~n = —F pois an
an

_z 1
Logo, a™» =

n=1 (usando a propriedade I)

£0

Devemos ressaltar que, no caso de expoente racional, ha necessidade de se fazer a restricao da

base a ser positiva. Se considerassemos a possibilidade de a ser negativa, teriamos determinadas

A . ~ . , . 1
poténcias de expoente racional que ndo seriam ntimeros reais, como por exemplo (—4)2 =+/—4.

3.5 NUMEROS IRRACIONAIS

Vejamos agora como alguns livros didaticos da Educacao Baésica apresentam os nimeros

irracionais. Observe que ndo sao citados nem numeros irracionais que nao possuem uma lei de

formacao e nem poténcias de expoente irracional.

Segundo lezzi, G.; Dolce, O.; Périgo, R. (1998, p.8), temos:

Segundo Machado,

Assim como existem ntumeros decimais que podem ser escritos como fracoes,
com numerador e denominador inteiros - os ntimeros racionais, que acabamos
de ver - ha os que nao admitem tal representacdo infinita periédica.

Vejamos alguns exemplos:

1 - O ntmero 0,212112111... nao é dizima periddica, pois os algarimos
apés a virgula nao se repetem periodicamente.

2 - O namero 1,203040... também nao comporta representagao fracionaria,
pois nao é dizima periddica.

3 - Os ntimeros /2 = 1,4142135...,v/3 = 1,7320508... e 7 = 3,141592..., por
nao apresentarem representagdo infinita periédica, também nao sao nimeros
racionais.

Um namero cuja representagao decimal infinita nao é periédica é chamado
de ntmero irracional.

A, S. (1998, p.40), temos:

H& ntimeros que podem ser escritos na forma decimal com infinitas casas deci-
mais e ndo sao periédicos. Verifica-se que esses ntimeros nao sdo racionais (nao

podem ser obtidos por divisdo de dois inteiros). Eles sdo denominados nimeros
irracionais.

Sao exemplos de ntimeros irracionais:
V2 =1,4142135...
V10 =3,1622776...
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V6 =1,5650845...

7w =3,1415926... (razdo entre o comprimento e o didmetro de uma circun-
feréncia)

e =2,7182818284... (conhecido como ntimero de Euler - Leonard Euler -
1707/1783)

1—v/2=-0,4142135...
—14,123112311123...

E.; Paccola, H. (2004, p.50-51), temos:

Os numeros racionais também nao sado suficientes para indicar todas as si-
tuacdes. Considere, por exemplo, um quadrado de lado 1. Aplicando o teo-
rema de Pitdgoras, determinamos que a medida da diagonal desse quadrado é

V2((v2)2 =12 +12).
Mostremos que /2 nio é um ntmero racional.

De fato, se /2 fosse racional, entdo deveriam existir dois nimeros p e ¢
primos entre si, tal que V2= P , ou seja, p = V2.
q

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos p? = 2¢>. Logo p? é par
e consequentemente p é par, pois se p fosse fmpar, p? também seria fmpar.

Fazendo p = 2k(k € Z), temos: 4k? = 2¢% = 2k? = ¢°.
Logo, g% é par e entdo g é par.
O fato de p e ¢ serem pares nos mostra qua a suposi¢do de que p e ¢ sdo
primos entre si é falsa.
Logo, nao existe o nimero racional B, tal que V2 = E. Portanto,v/2 niao
q q

¢ um numero racional.

De um modo geral, toda raiz cuja representacdo decimal ndo é exata,
assim como todo nimero cuja forma decimal nao é exata nem periédica, ndo sao
ndmeros racionais. A esses tipos de ntimeros chamamos de ntimeros irracionais.

Vejamos outros exemplos de niimeros irracionais:

a) Escritos na forma decimal: 0,373373337...; 0,412413414...; 2,121221222...;
m = 3,14159

: . 2
b) Escritos na forma de radical : v/5,—v/3, V4, ¥/5, §ﬂ’ V23

O fato de sempre existir, entre dois nimeros racionais, um outro niimero
racional ndo significa que os numeros racionais preencham completamente os
pontos da reta numérica, o que vale dizer que existem pontos da reta que
ndo representam numeros racionais. A esses pontos associamos os numeros
irracionais.

3.6 POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

Vejamos agora alguns exemplos da forma como alguns livros didaticos do Ensino Médio

tratam das poténcias de expoente irracional. Observe que, em nenhum momento, essas poténcias
sdo definidas. Os livros citam simplesmente aproximacoes dessas poténcias, visto que a definicdo

de poténcia de expoente irracional envolve o conceito de limite de sequéncia, que nao é abordado
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nos livros didaticos da Educacao Basica.

Segundo lezzi, G.; Dolce, O.; Murakami, C. (2004, p.21-22), temos:

Dados um niimero real a > 0 e um numero irracional «, podemos construir,
com base nas poténcias de expoente racional, um tnico ntimero real positivo
a® que é a poténcia de base a e expoente irracional a.

Seja por exemplo a poténcia 3V2. Sabendo quais sao os valores racionais
aproximados por falta ou por excesso de /2, obtemos em correspondéncia os
valores aproximados, por falta ou por excesso de 3v2 (poténcias de base 3 e
expoente racional, ja definidas):

A Az By Bs

1 2 3l 32
1,4 1,5 31,4 31,5
1,41 1,42 gL,41 31,42
1,414 1,415 31,414 31,415
1,4142 1,4143 31,4142 31,4143

V2 3v2
Definicao

Sejam a € R,a > 0 e @ um ntmero irracional; consideremos os conjuntos:
Ai={reQ/r<a}leda={s€eQ/s>a}

Notemos que:

a) todo ntmero de A; é menor que qualquer nimero de Asg;

b) existem dois racionais r e s tais que r < @ < s e a diferenga s —r é menor
que qualquer ntimero positivo arbitrario.

Em correspondéncia aos conjuntos Ay e Ao, consideremos os conjuntos
By ={a"/reA1} e By={a®/s €Aa}.

Se a > 1, demonstra-se que:

a) todo ntimero de By é menor que qualquer nimero de Bs;

b) existem dois nimeros a” e a® tais que a diferenga a® - a” é menor que
qualquer niimero positivo arbitrario.

Nessas condicoes, dizemos que a” e a® sdo aproximagoes por falta e por
excesso, respectivamente, de a® e que By e Bs sdo classes que definem a®.

Se 0 < a < 1, tudo acontece de forma andaloga.
Exemplos de poténcias com expoente irracional:

2v2 43, 57, (2 (D212 (V)R

1+v2
)

Se a =0 e a é irracional e positivo, daremos a seguinte definicao especial
0“=0

Observagoes

1#) Se a =1, entdo 1* =1, V « irracional.
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2%) Se a <0 e « é irracional e positivo, entdo o simbolo a® néo tem
significado.

Exemplos: (—2)\/5, (—5)\/g e (—\/i)‘/g nédo tem significado.
32) Se « é irracional e negativo (« < 0), entdo 0% ndo tem significado.

4%) Para poténcias de expoente irracional sdo validas as propriedades (P).

Segundo Dante, L. R. (2011, p.218), temos:

Vamos agora dar uma idéia de como caracterizar, por exemplo, 2V2 Toma-
mos as aproximacoes racionais do nimero irracional v/2, que séo 1; 1,4; 1,41;

1,414; ..., e temos definidas as poténcias com expoente racional 21; 21:4; 2141
21’414;

A medida que:

1; 1,4; 1,41; 1,414;... se aproximam de v/2,
2t. gld, olal. 9ldld. g6 aproximam de 2v2,

Usando a calculadora:

21 =92: 214 =9 639015; 2141 =2 657371; 21414 =2 664749.

Obtemos assim, por aproximacao de racionais, a poténcia a”, com z irra-
cional e a real positivo.

Poténcia com expoente real

Lembrando-se que a unido dos ntimeros racionais com os irracionais resulta
nos numeros reais, chegamos as poténcias com niimeros reais mantendo as
propriedades ja mencionadas. Observe algumas poténcias com expoente real:

2

2 V3 V2 2 v 1 e 4 =2 2\5 0

Segundo lezzi, G.; Dolce, O.; Degenszajn, D.; Périgo, R.; Almeida, N. (2010, p.170), temos:

Vamos agora dar o significado as poténcias do tipo a®, em que a € R} e o
expoente x é um numero irracional.

1 V7
Por exemplo: 2‘/5, 2‘/5, 10‘/§, (2) , 4_‘/57

Seja a poténcia V2,
Como /2 é irracional, vamos considerar aproximacoes racionais para esse

numero por falta e por excesso e, com auxilio de uma calculadora cientifica,
obter o valor das poténcias de expoentes racionais:

V22 1,41421356

Por falta Por excesso
2l =29 22 =4 ]
214~ 9 639 215 =23 = /8 =2/2222 828

oTAT~ 9 657 2042~ 9 675
20T~ 6647 | 20415 =~ 2.6665
oL ATIZ~ 9 6651 | 204133 =2 6653
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Note que, & medida que os expoentes se aproximam de v/2 por valores
racionais, tanto por falta quanto por excesso, os valores das poténcias tendem

a um mesmo valor, definido por 2\/5, que é aproximadamente igual a 2,665.
Seja a € R,a > 0.

Jé estudamos os diferentes tipos de poténcias a® com x racional ou irraci-
onal.

Em qualquer caso a® > 0, isto é, toda poténcia de base real positiva e
expoente real é um nimero positivo.

Para essas poténcias continuam vélidas todas as propriedades apresentadas
nos itens anteriores deste capitulo.
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4 PROPOSTA DE AULA SOBRE POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

4.1 CONSIDERACOES SOBRE A PROPOSTA DE AULA

No Ensino Fundamental o aluno aprende que um ntimero irracional é um nimero que possui
infinitas casas decimais, sem a ocorréncia de um periodo, ou seja, sem que, a partir de uma
determinada casa decimal, um ou mais algarismos passem a se repetir. E explicado para os
alunos que todo ntmero irracional ndo pode ser escrito na forma de fragdo com numerador
e denominador inteiros. Alguns niimeros irracionais sdo exemplificados, como /2, 4v/3,7 e o
nimero de Euler e. Porém, ndo sdo nem citados pelos professores niimeros irracionais como 3v2,
Dessa forma, o aluno conclui o Ensino Fundamental sem ter tido nenhum contato com poténcias

de expoente irracional.

Na 1?7 série do Ensino Médio, as fung¢oes exponenciais sdo apresentadas aos alunos. Como
o dominio das fungbes exponenciais é o conjunto dos nimeros reais, nessa etapa de suas vidas

1 lunos deveriam t tat i 32, porém deveri lertad
escolares os alunos deveriam ter contato com nimeros como , porém deveriam ser alertados
pelo professor que a definicdo formal dessas poténcias de expoente irracional lhes seriam apre-
sentadas somente na 3% série, quando eles estariam mais maduros para compreendé-la. Dessa
forma, os alunos concluiriam o Ensino Médio sem ficar com essa lacuna na aprendizagem da po-
tenciacdo, podendo, assim, ndo s6 determinar as primeiras casas decimais de 3\/5, como conhecer

o significado de 3v2,

Neste capitulo, apresentamos a proposta de aula sobre poténcia de expoente irracional para
os alunos da 3* série do Ensino Médio. Como o conceito de poténcia de expoente irracional
envolve a nocao de limite de sequéncia, inicialmente conceituamos sequéncia. Em seguida, é
apresentada a idéia de limite de sequéncia, através de exemplos de sequéncias convergentes, além
de serem mostrados também exemplos de sequéncias divergentes. Para podermos mostrar que a
defini¢do de poténcia de expoente irracional procede, sdo apresentadas duas propriedades (que
correspondem aos conceitos de sequéncia convergente e sequéncia de Cauchy) e dois teoremas
(que, juntos, correspondem ao Critério de Cauchy). Finalmente, definimos poténcia de expoente

irracional e em seguida mostramos que tal definicdo procede.
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4.2 SEQUENCIAS

Definicdo 4.1. Seja A um conjunto qualquer. Uma sequéncia de elementos de A é qualquer
fung¢ao U : N —A. Podemos denotar, mais informalmente, (X1, X2, X3s,...) ou X, como sendo
uma sequéncia de elementos de A, onde X1= ¥(1), Xo=V(2), e assim por diante. Numa
sequéncia a ordem dos termos é relevante, ou seja, X1 € o primeiro termo, Xo € 0 sequndo
termo, e assim por diante.

As sequéncias podem ser expressas na forma explicita ou na forma recorrente.

Exemplo 4.2. Seja a sequéncia (2,4,6,8,...).

Observe que X1 = 2 = 2.1, Xy =4 =22, X3 =6 = 2.3 e, de forma geral, o termo de
ordem n é igual ao dobro de n, isto é, o “enésimo” termo é igual ao dobro de n. Logo, podemos

expressar essa sequéncia, na forma explicita, da seguinte maneira: X,, = 2n.

Por outro lado, podemos observar que o primeiro termo é igual a 2 e, a partir do segundo,
cada termo é igual ao termo anterior acrescido de duas unidades. Logo, na forma recorrente,

X, é expressa da seguinte maneira:

X1 =2¢e Xpp1 = X+ 2paran>1.
4.3 LIMITES DE SEQUENCIAS

. A . . v vez mai
Existem sequéncias X,, tais que, a medida que n aumenta, os valores de X, cada vez mais
se aproximam de um determinado ntimero real. Esse ntimero é chamado de limite da sequéncia

e é representado por le X, (16-se limite de X, quando n tende para o infinito).
n oo
Vejamos alguns exemplos de sequéncias:

1
Exemplo 4.3. X,, = —
n

1 1
Para n=1, temos X| = 1= 1; para n =2, temos X9 = 5; para n = 3, temos X3 = g; e, de
forma geral, cada termo é igual a fracdo cujo numerador é 1 e o denominador é igual a ordem

desse termo. Assim, temos:

n
Exemplo 4.4. X,, = —
P " n+1

1 1 2 2
Parz n = :13, temos X; = Tl = 5; para n =2, temos Xy = 211 = g; para n = 3, temos
=351 7 e de forma geral, cada termo ¢ igual a fragdo cujo numerador é a ordem desse
termo e o denominador é igual ao sucessor do numerador. Assim, temos:

X3
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(1 2 3 4)
273 4 577

Para calcularmos o limite de uma sequéncia, temos de descobrir para qual niamero ela se
aproxima quando n tende para o infinito. Na pratica, devemos descobrir o que acontece quando

n for muito grande.

No exemplo se tomarmos n = 1000000, teremos:

1
X =——= 1.
1000000 = 7550000 — 00000
Se tomarmos n = 1000000000, teremos:
1
X =————— =10,000000001.
1000000000 = 7550000000 )

Vemos que, a medida que n cresce, X, vai se aproximando de zero.

1
Intuitivamente, percebemos que o limite da sequéncia X, = — é igual a zero.
n

1
Denotamos lim — =0.

n—oo n,
No exemplo [£.4] se tomarmos n = 999999 teremos:
999999
X = —— = .
999999 1000000 0,999999
Se tomarmos 1 = 999999999, teremos:
999999999
X = ——— = .
999999999 1000000000 0,999999999

Vemos que a medida que n cresce, X,, vai se aproximando de 1.

n
Intuitivamente, percebemos que lim —— =1.
n—oon, 41

Devemos ter cuidado com o fato de que, para calcularmos o limite de determinadas sequéncias,
é necessario que utilizemos um valor exageradamente grande para n. Vejamos o préoximo exem-
plo.

1

Exemplo 4.5. X,, = ———
n — 999999

Vamos descobrir o limite dessa sequéncia. Para tal temos que calcular o valor, ndo do
milionésimo termo, e sim de um termo de ordem muito mais elevada, por exemplo, o trilionésimo.
Vejamos:

1
=1
1000000 — 999999

Tomando n = 1000000 temos X19g0000 =

Se tomarmos n = 1000000000000, teremos:
1 1

1000000000000 — 999999 999999000001

Ja podemos perceber que o limite dessa sequéncia é 0, pois o denominador cresce indefini-

12

0.

X1000000000000 =

damente, enquanto o numerador é fixo e igual a 1.
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4.4 CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS

Quando o limite de uma sequéncia é o ntimero real L, dizemos que essa sequéncia é conver-

gente e ela converge para L.

1 1
No exemplo temos que lim — =0. Logo a sequéncia X,, = — converge para 0.
n n

n—oo

n n
No exemplo temos que lim —— =1. Logo a sequéncia X,, = converge para 1.

+1 +1
Dizemos que uma sequéncia é limitada superiormente quando existe algum nimero real A
tal que nenhum termo da sequéncia é maior que A. Analogamente, uma sequéncia é limitada
inferiormente quando existe algum nimero real B tal que nenhum termo da sequéncia é menor

que B. Uma sequéncia ¢é limitada quando é limitada superior e inferiormente.

Quando uma sequéncia nao converge para nenhum numero real, dizemos que essa sequéncia
é divergente. Vejamos um exemplo de uma sequéncia que diverge. A sequéncia do exemplo
X, = 2n diverge, pois, a medida que n cresce, X,, cresce indefinidamente. Observe que, por
maior que seja um valor que fixarmos, teremos necessariamente um certo termo da sequéncia a
partir do qual todos os termos sdo maiores do que esse valor fixado. Dizemos que essa sequéncia

tende a infinito e usamos a seguinte notacao: lim 2n = oo.
n—oo

Vamos analisar outras sequéncias divergentes.
Exemplo 4.6. X,, = 2n3 —100n2%+3n

Todas as sequéncias expressas por polinémios divergem, pois para valores suficientemente
grandes de n, o termo de maior grau “comanda”, isto é, os outros termos ficam despreziveis
quando comparados a ele, ndo importando os valores dos coeficientes. Uma maneira pratica de
percebermos tal fato é colocando em evidéncia o termo de maior grau. Vejamos:

50 3

50 3 N
X, =2n3—100n2+3n =2n3 . (1 -—+ ) . A medida que n cresce, —— ¢ o2 se apro-
n n

. . . 50 .
ximam cada vez mais de zero e, assim, (1 — 15,2 ) seaproxima de 1. Consequentemente,
n n
3 50 . ‘o 3 . A
2n° (1——+ o2 se torna cada vez mais préximo de 2n°, ou seja, os termos da sequéncia
n n

se aproximam cada vez mais do termo de maior grau do polinémio que expressa a sequéncia.
Logo, visto que 2n3 cresce indefinidamente, isto ¢, visto que lim 2n3 = 0o, concluimos que
n—oo

lim 2n3 —100n2 + 3n = .
n—oo

Observe que essas duas sequéncias, X, =2n e X, = 2n3 —100n2 + 3n, ndo sdo limitadas e
por isso nao poderiam ser convergentes. Porém nao basta uma sequéncia ser limitada para que

seja convergente. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.7. Seja a sequéncia (2,—3, 2,—3, 2,—3,...).

Essa sequéncia é limitada superiormente por 2 e limitada inferiormente por —3, ou seja,

nenhum termo dessa sequéncia é maior que 2 e nenhum termo dessa sequéncia é menor que —3.
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Logo, essa sequéncia é limitada. Por outro lado, a sequéncia nao se aproxima de um determinado
nimero quando tomamos os termos de ordem cada vez maior. Observe que, como os termos de
ordem impar (isto é, o 1° termo, o0 3°, 0 5°, e assim por diante) sdo todos iguais a 2 e os termos
de ordem par (isto é, o 2° termo, 0 4°, o0 6°, e assim por diante) sdo todos iguais a —3, os termos
da sequéncia se alternam sempre entre 2 e —3. Assim, os termos ndo se aproximam cada vez
mais de 2, bem como ndo se aproximam de —3. Logo, essa sequéncia nao converge nem para 2,

nem para —3 e nem para nenhum outro nimero, ou seja, ela diverge.

Esse tipo de divergéncia também ocorre com a sequéncia do préximo exemplo:

n 1 2 3 4
Exemplo 4.8. X,, = (—1)".—— , ou seja, <—, - ——, ,)
n—+1 2" 3 4 5

Essa sequéncia é limitada tanto superiormente, quanto inferiormente, pois todos os seus
termos sdo maiores que —1 e menores que 1. Além disso, os termos de ordem impar se aproximam
de —1 e os termos de ordem par se aproximam de 1. Porém, ndo podemos dizer que os termos

se aproximam de 1, bem como néo é correto afirmar que os termos se aproximam de —1.

Existem sequéncias de nimeros racionais que convergem para nimeros irracionais. Vejamos

o préoximo exemplo, no qual a sequéncia é expressa na forma recorrente:

1 2
Exemplo 4.9. X1 =2 e Xn+1 = 3 (Xn —+ X)

Todos os termos dessa sequéncia sdo ntmeros racionais, mas ela converge, como veremos

adiante, para o ntimero irracional v/2.

Observagao: A origem dessa férmula de recorréncia ndo pode fazer parte da aula de poténcia

de expoente irracional pelo fato de conter a nocao de derivada.

Vamos determinar os cinco primeiros termos dessa sequéncia:

17 2 1 (17 24) 1 (289+288) 577
Xy==. | = =l =+=)=c ===
2" |12 17 2°\12 17) 2 204 408
12
1 (577 2 1 <577 816) 1 (332929+332928) 665857
27| 408 577 2°\408 577/ 2 235416 470832
408

Vamos agora com o auxilio de uma calculadora calcular os quadrados desses cinco primeiros

termos:
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X?=4
X3=7=225
2_ 289 2 P USRS
X3 = 141 2,006 ( X3 tem suas trés primeiras casas decimais iguais as de 2,000)
, 332929 )
1= 166464 2,000006 (Xj tem suas seis primeiras casas decimais iguais as de 2,000006)

o 443365544449

5 7 921682772224
as de 2,000000000004).

2 2 000000000004 (X? tem suas doze primeiras casas decimais iguais

Cabe lembrar que, se ndo quisermos recorrer a um computador, devemos efetuar manual-
mente os calculos do quadrado de 665857, do quadrado de 470832 e do quociente aproximado
desses dois quadrados, que corresponde ao valor aproximado do quadrado de X5, devido a
quantidade de digitos de 443365544449 e de 221682772224 ser maior do que a suportada pela

calculadora.

A medida que n cresce, X, elevado ao quadrado se aproxima de 2, ou seja, lim XEL =2.
n—oo

Como os quadrados dos termos da sequéncia X, se aproximam cada vez mais de 2, as raizes

quadradas desses quadrados, isto é, os termos de X,,, se aproximam cada vez mais de v/2, ou

seja, lim X, = V2.
n—oo

Sabemos que uma calculadora néo trabalha com fracdo, e sim com o quociente do numerador
pelo denominador da mesma. Se utilizarmos uma maquina de calcular de oito digitos e teclar-
mos 2 seguido da tecla de raiz quadrada, a maquina de calcular mostrard no seu visor, como
resultado, 1,4142135. Como 1,4142135% = 1,99999982358225 # 2, o resultado nio esté correto.
O fato da maquina de calcular s6 possuir oito digitos gera erros que tem de ser percebidos por
parte do aluno. Se teclarmos “ 1,4142135 X 1,4142135 = ” teremos como resultado 1,9999998
e nao o correto, que seria 1,99999982358225. Mesmo se utilizarmos um computador capaz de
efetuar contas com niimeros que possuem uma grande quantidade de casas decimais, ainda assim
o resultado que ele dara para /2 nao estaréa correto, ja que v/2 nio possui um nimero finito de

casas decimais.

Vejamos as operagoes que a maquina de calcular de oito digitos efetua até mostrar o resutado

de v/2:

X1=2
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1 3
~ (2 =-.(2+1 =1,5
=5 (243) =gern=5=1
1 1 2,8333333
- ( : ) == (1,541,3333333) = 2222227 — 1 4166666
) 2’ 2
1 1 2,8284313
=. (1,4166666 = = .(1,4166666 + 1,4117647) = 2227222 — 1 4142156
) ( ’ +1,4166666 4166666) 5 (L +h ) 2 !
1 1 2,8284271
= (1,41421 = .(1,4142156 + 1,4142115) = 222200 — 1 41421
) ( 6+ 4142156) 5 (L PG+ = ’ 3
1 1 2,8284271
Xo==. (1,4142135+ ——— ) = —(1,4142135+1,41421 S 1,4142135.
679 ( S 4142135) 5 (L 35+ 30)=—— ’ 3

Por nao possuir mais casas decimais, a maquina simplesmente para o processo de calcular
os termos seguintes da sequéncia. Equivocadamente, segundo a méaquina, qualquer termo de
ordem maior ou igual a cinco é igual a 1,4142135. Porém, sabemos que, na verdade, os termos

vao se tornando cada vez menores, mas sempre tais que seus quadrados sdo maiores do que 2.

Pelo fato de “truncar” os ntimeros que nao cabem no seu visor, a maquina ja compromete o
processo de determinar corretamente os termos dessa sequéncia logo no terceiro termo. Quando
ela apresenta 1,3333333 como o resultado da divisdo de 2 por 1,5, ja estd sendo feita uma
aproximacao de um numero que nao pode ser expresso com uma quantidade finita de casas

decimais.
A dizima 1,333..., que é o resultado da divisdo de 2 por 1,5, pode ser expressa como o limite
da sequéncia do préximo exemplo.
Exemplo 4.10. X; =1,3 e X;,41 = X,,4+0,1".0,3
Vamos determinar os primeiros termos dessa sequéncia;:
X1=13
X,=1,340,1.0,3=1,340,03=1,33
X3=1,334+0,12.0,3=1,33+0,01.0,3=1,33+0,003 = 1,333
X, =1,333+0,1%.0,3=1,333+0,001 . 0,3 =1,333+0,0003 = 1,3333

Podemos perceber que o termo de ordem k, ou seja, X possui k casas decimais, todas
compostas pelo algarismo 3. Por outro lado, sabemos que 2+ 1,5 tem infinitas casas decimais
com o algarismo 3. Logo, o limite dessa sequéncia é exatamente o resultado da divisdo de 2 por

1,5, ou seja lim X, =1,333....
n—oo

4.5 CONCEITUACAO DE POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

Nessa sec¢ao, é feita uma abordagem de ntimero real que nao é vista pelos alunos da Educagao

Basica. Em seguida, sdo apresentadas duas propriedades e dois teoremas que serdo utilizados
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na explicacdo da coeréncia da definicao formal de poténcia de expoente irracional.

Vamos inicialmente abordar os ntimeros irracionais fazendo uma relacdo com o conceito de

limite de sequéncia.

Cada ndmero real (e, consequentemente, cada niimero irracional) é igual ao limite de alguma

sequéncia de racionais que converge para esse numero real.

Por exemplo, o nimero /2 é igual ao limite da sequéncia do exemplo que segue.
Exemplo 4.11. (1,4 ; 1,41 ; 1,414 ; 1,4142 ; 1,41421 ;...)

Essa sequéncia é construida de seguinte forma: como 1,42 =1,96 <2 e 1,52 = 2,25 > 2,
temos que a primeira casa decimal de v/2 é 4 e assim o primeiro termo da sequéncia é 1,4;
analogamente, como 1,412 =1,9881 < 2 e 1,422 =2,0164 > 2, temos que a segunda casa decimal
de v/2 é 1 e assim o segundo termo da sequéncia é 1,41 ; e dai em diante. Observe que cada
termo dessa sequéncia tem uma casa decimal a mais que o termo anterior, sendo que o termo
de ordem n tem as n primeiras casas decimais de /2. Por isso o limite dessa sequéncia é v/2.

Como j4 vimos, v/2 também ¢é igual ao limite da sequéncia do exemplo
( 3 17 577 665857 )

212 408" 470832

que, do quarto termo em diante, oferece aproximacoes melhores para v/2 do que a sequéncia
do exemplo Observe, como ja vimos, que o quadrado do quarto termo da sequéncia do
exemplo é aproximadamente igual a 2,000006 (cuja diferenga, em médulo, para 2 é igual a
0,000006), enquanto que o quadrado do quarto termo da sequéncia do exemplo é igual a
1,41422=1,99996164 (cuja diferenca, em médulo , para 2 é igual a 0,00003836). J4 o quadrado
do quinto termo da sequéncia do exemplo é aproximadamente igual a 2,000000000004 (cuja
diferenga, em modulo, para 2 é igual a 0,000000000004), enquanto que o quadrado do quinto
termo da sequéncia do exemplo é igual a 1,41421% = 1,9999899241 (cuja diferenca, em
modulo, para 2 é igual a 0,0000100759).

Vamos agora enunciar a primeira de duas importantes propriedades.

Propriedade 4.12. Seja X,, uma sequéncia que converge para um numero real L. Entdo, a
diferenca, em mddulo, entre os termos da sequéncia e L fica tdo pequena quanto se queira, a
partir de um determinado termo, ou seja, sempre existe um determinado termo da sequéncia a
partir do qual | X,, — L| é menor que qualquer nimero previamente estabelecido, por menor que
esse seja.

Vejamos alguns exemplos.
1

Ja vimos que a sequéncia do exemplo X, = — converge para 0.
n

Se quisermos que a diferenca, em modulo, entre os termos de X, e o seu limite, que é zero,

fique menor do que 100’ devemos resolver a seguinte inequacao:
‘ 1 0’ < 1
n 100°
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1 "
Como — é sempre positivo, temos:
n

1 < 1

n 100

n > 100.

Logo, a partir do centésimo-primeiro termo, a diferenga, em modulo, entre qualquer termo

1
de X, & d —_—
e e 0 é menor do que 100

Agora, se quisermos que a diferenca, em moédulo, entre os termos de X,, e o seu limite, que

é zero, fique menor do que devemos resolver a seguinte inequagao:

1000000’

< 1000000

< o
n

1
Como — é sempre positivo, temos:
n

[
n 1000000

n > 1000000.

Logo, a partir do milionésimo-primeiro termo, a diferenca, em mddulo, entre qualquer termo

de X, e 0 é menor do que

1000000

Serd que ja podemos concluir que, a partir de um determinado termo, a diferenca, em
modulo, entre os termos de X, e 0 fica tdo pequena quanto se queira? Veremos mais adiante

que a resposta é nao.

Vejamos outro exemplo.

n
Ja vimos que a sequéncia do exemplo X, = 1 converge para 1.
n

Se quisermos que a diferenca, em modulo, entre os termos X,, e 1 fique menor do que 200"

devemos resolver a seguinte inequacao:

n 1 < 1
n+1 200
n . . n
Como 1 < 1, qualquer que seja n, pois n >0 e n+1 > n, temos 1~ 1<0.
n n
Assim, n—l’:—<n—1):1—n,vistoque la| = —a se a < 0.
n+1 n+1 n+1
Continuando a resolu¢ao da inequagao, temos:
n 1
l——— < —
n+1 200
n+l-—n 1

ntl 200
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1 1

ntl S 200

n+1> 200
n > 199.

Logo a partir do ducentésimo termo, a diferenca , em mddulo, entre qualquer termo de X,

e 1 é menor que —.
200

Se quisermos que a diferenca, em maédulo, entre os termos de X, e 1 fique menor do que
1

devemos resolver a seguinte inequacao:

5000000’
<
— =1l < —.
n+1 5000000
Como :L_l < 1, para qualquer valor de n, temos " T 1<0.

n+1’

+1

Continuando a resolucao da inequagido, temos:

. n
Assim, — ’— —

n 1
1-— <
n+1 5000000

n+1—n< 1
n+1 5000000

1 < 1
n+1 5000000

n+1 > 5000000
n > 4999999.

Logo, a partir do termo de ordem 5000000, a diferenca, em maddulo, entre qualquer termo

X,elé —_—,
de X,, e 1 é menor do que £000000

Ainda nao podemos concluir que, a partir de um certo termo, a diferenca, em modulo, entre

os termos de X, e 1 fica tdo pequena quanto se queira. Veremos mais adiante o porqué.

Para comprovarmos que estamos certos no calculo do limite de uma sequéncia expressa na

forma explicita, temos que utilizar a Propriedade
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. A s n . N
Vejamos novamente a sequéncia do exemplo X, = L Vimos que essa sequéncia
n
converge para 1. Suponhamos que, erroneamente, achassemos que lim X, fosse igual a 0,99.
n—oo
Se quisermos descobrir a partir de qual termo dessa sequéncia o médulo da diferenca entre

. 1 . - .
qualquer termo e 0,99 é menor do que —, devemos resolver a inequagao abaixo:

10
n 1
— 0,99 —
‘n—i—l ’ '<1O
1 n 1
" 099<
10 ntr1 7 10

—n—1<10n—-—99n—-9,9<n+1
—n—1<0,In-9,9<n+1
—n+8,9<0,Iln <n+10,9

Logo, —n+8,9<0,1n e 0,1ln<n+10,9
—-1,In<-8,9 ¢ —0,97<10,9

1,In>8,9 e 0,9n > —10,9

89 _8 - 109 _ 109
1,1 11 0,9 9

n>

89
Logo, n > = 8,0909009..., ou seja, n > 9.

Concluimos que, a partir do nono termo, o médulo da diferenca entre qualquer termo da

N n , 1 . )
sequéncia X, = —— e 0,99 é menor que —. Vejamos o que ocorre se quisermos que essa
n+1 10
diferenca, em moddulo, fique menor que —:

100

1
‘”—0,99'<

ntl 100
1 n 1
" 099« —
100 “nx1 77 <100

—n—1<100n—99n—-99 <n+1
—n—-1<n—-99<n+1

—n+98 <n<n+100

Logo, —n+98 <nen<n+100
—2n<-98 e n—n<100

2n>98 e 0On <100
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n>49 e 0<100
Logo, n > 49, ou seja, n > 50.

Concluimos que, a partir do quinquagésimo termo, o moédulo da diferenca entre qualquer
n

+1

essa diferenca, em modulo, fique menor que

e 0,99 é menor que Too" Vejamos o que ocorre se quisermos que

termo da sequéncia X,, =

1000°

n
0,99 <« ——
‘n—%l ) ‘< 1000
1 n 1
T 099«
1000 “nr1 <1000

—n—1<1000n —990n —990 < n+1
—n—1<10n—-990 <n+1

—n+989 < 10n < n+991

Logo, —n+989 <10n e 10n <n+991

989 <1ln e 9In <991
989 991

> — <
n 11 e n 5
989 91 ) , - . .
Logo, EEE <n< 5 ou seja, 90 < n < 100. Concluimos que nao existe um termo a partir

do qual o médulo da diferenga entre qualquer termo da sequéncia e 0,99 é menor do que 1000°

Segundo a Propriedade caso essa sequéncia convergisse para 0,99, esse termo teria que
existir. Para comprovar que essa sequéncia nao converge para 0,99, poderiamos ter resolvido a
seguinte inequagdo, sendo p um ntmero positivo arbitrario:
n
— —0,99| <
‘n—%l ! ’ P
n
—-p< ———0,99 <
P n+1 b
—pn—p<n—0,99—-0,99 <pn+p
—pn—p<0,0ln—0,99 <pn+p
—pn—p+0,99 <0,0ln <pn+p+0,99
Logo, —pn—p+0,99 <0,0ln e 0,0ln<pn+p+0,99

(=p—0,01)n <p—0,99 e (0,01 —p)n < p+0,99
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Na linha anterior, como p > 0 e consequentemente —p —0,01 < 0, a primeira inequagao

0,99 — i
é equivalente a (p+0,01)n > 0,99 —p. Logo, temos que: n > —i—TOle Na segunda ine-
p )
quacao, se p for menor que 0,01 entdo 0,01 —p > 0. Nesse caso essa inequacdo fica
: p+0,99 . . . - L
equivalente an < 00l—p" Assim, a primeira e a segunda inequacdes, se p < 0,01, impli-
) —-p
0,99 —»p p+0,99 ) n s . .
cam em ——— <n<———. Logo, lim nao pode ser igual a 0,99 pois, se fosse,
»+0,01 0,0l—p 8% B MOP & P

deveriamos ter m maior que uma expressdo envolvendo p, e ndo compreendido entre duas ex-

pressoes envolvendo p. Observe que, como afirma a Proposi¢ao @, se lim X, = L, entao, por
n—oo

menor que seja 0 nimero positivo p, sempre existe algum termo da sequéncia X, a partir do

qual ocorre | X,, — L| < p, qualquer que seja n.

Vamos agora mostrar que, de fato, o limite da sequéncia do exemplo [£.3]¢é igual a 0, ou seja,

1 ~
lim — =0. Sendo p um ntimero positivo arbitrario, temos que resolver a inequagao abaixo:
n—oo n,

1
o<
n

1
-p<——0<p
n
1
—p<—<p
n
—pn<1<pn
Logo, —pn<1 e 1<pn

1
pn>—1 e —<n
p
-1 1
n>— ¢ n>-
p p

1
Como 1 > —1 temos que n > —.
p

Concluimos que, dado um ntimero positivo p, a partir do termo de ordem igual ao menor

, S . 1 . . A 1
namero inteiro maior que —, o médulo da diferenca entre qualquer termo da sequéncia X, = —
P n

1
e 0 é menor que p. Assim, fica provado que lim — =0.
n—oo n,

Vamos agora mostrar que de fato o limite da sequéncia do exemplo [£.4] é igual a 1, ou seja,
n

im il 1. Sendo p um ntmero positivo arbitrario, temos que resolver a inequag¢ao abaixo:
n—oo n,
n
——1i<p
n+1

<2 1<

b n+1 b
—pn—p<n—-nm—1<pn-+p
—pn—p<—1<pn+p

Logo —pn—p<—-1le —-1<pn—+p
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—-m<p—1 e —pn<p+l1

pn>—p+1 e pn>-—-p—1
—p+1 —p—1
> Pt e n> b
p p

—p+1
Como —p+1> —p—1 temos que n > Pt )

Concluimos que, dado um ntmero positivo p, a partir do termo de ordem igual ao menor

numero inteiro maior que , 0 médulo da diferenca entre qualquer termo da sequéncia

X, = ni 1 e 1 é menor que p. Assim, fica provado que nlgrolo nLH =1.
—0,0000014+1  0,999999
P 1 = 0,000001, enta ’ = = 999999 ja,n >
or exemplo, se p =0, , entdo n > 0.000001 0.000001 , ou seja,n >
n 999999

1000000. Observe que, se n = 999999, =0,999999 e entao

n+1 1000000

nL—I—l = ’ =10,999999 — 1| = |—0,000001| = 0,000001, que nao é menor que p. Se n = 1000000,
n 1000000 1000000 — 1000001 1
1 1= —|——— | 20.000000999 :
nt1 ’ ‘1000001 ’ ‘ 1000001 ’ ’ 1000001‘ ’ » que © menot que

p.

Consideremos novamente a sequéncia do exemplo [£.9] expressa na  forma recorrente por

1 2
X1=2 e Xpy1= 5 <Xn + X>' Vimos, sem provar, que essa sequéncia converge para v/2.
n

Como 1,41421352221,999999824 < 2 e  1,41421362 =2,000000106 > 2, temos que 1,4142135

665857
2<1,4142136 . Xg=——
<V2< , 36 . Como X5 170839

casas decimais iguais as de v/2 e por isso ’X{, — \/5‘ < 0,0000001.

=1,414213562, temos que X5 possui suas sete primeiras

Se quisermos que o médulo da diferenca entre os termos dessa sequéncia e /2 fique menor
do que, por exemplo, 0,0000000000000000001, basta continuarmos calculando os termos subse-
quentes ao quinto termo de modo que, a partir de um determinado termo X, teremos, qualquer
que seja n >k, | X, —+/2| < 0,0000000000000000001 . Podemos garantir que o médulo da di-
ferenca entre cada termo da sequéncia e v/2 se torna cada vez menor. Para provar isso, vamos
mostrar que a sequéncia é limitada inferiormente por v/2 e é decrescente. Além disso, por ser
decrescente, ela é limitada superiormente pelo seu primeiro termo, que ¢é igual a 2. Estamos nos

baseando na existéncia de um teorema cujo enunciado ¢é o seguinte:

Teorema 4.13. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Observe que ser limitada significa ser limitada superior e inferiormente e ser mondtona
significa ser ndo decrescente (isto é, qualquer termo da sequéncia é maior ou igual ao termo
anterior) ou nao crescente (ou seja, qualquer termo é menor ou igual ao termo anterior). Note
também que ser decrescente (isto é, qualquer termo da sequéncia é menor que o termo anterior)

é um caso particular de ser ndo crescente.
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Observagao: A demonstragdo desse teorema foge ao escopo da aula para os alunos.

Primeiro, veremos que a sequéncia é decrescente. Para isto vamos mostrar que, para todo
nimero natural n > 1, X, 2 < X, 41. Observe que ficard faltando mostrarmos que Xs < Xj.

1 2 1 2 1
Essa prova, porém, é imediata, pois como X1 =2 ¢ Xy = 3 <X1 + > =5 (2+ 2) = 5(2—}— 1)=
3

5= 1,5, temos que Xy < X7.

1 2 1 X242 1 2
Como X, 41 = 3 (Xn + Xn) =3 ;{n e Xnto2= 3 (Xn+1 + Xn+1>’ temos que:

11 X2+2 22X, 11 X2+2 44X,
nt2=—|=. +55 =—| = +55 .
2" X, | X242 2 2" X, | X242

2

1
Como E.a—l— 30=a podemos reescrever X, 1 da seguinte forma:

1 (1 X242 1 X242

X1 ==|=. .
T ole T x, T2 X,

4X, 1 X2+2
X2+2 "2 X,

). Vamos mostrar que

e entdao teremos demonstrado que X, 12 < X, 41, ou seja, que a sequéncia é decrescente.
4X,, 1 X2+2

X242 72 X,
termos positivos, pois o primeiro termo ¢é igual ao ntimero positivo 2 e a soma, bem como a

Suponhamos, por absurdo, que . A sequéncia é formada somente por

divisdo, de nimeros positivos, resulta sempre em ntmeros positivos. Considerando que 2.X,, > 0,

qualquer que seja n, e multiplicando os dois membros da inequagao acima por 2X,, obtemos
8X2
X242

> X2+2. Como X, >0, temos que X2+2> 0.
Logo, segue que 8X2 > (X2 +2)2. Como X, > 0, temos que 8X2>0e (X2+2)2> 0.

Logo, segue que V88X, > Xﬁ +2= X,% —V8X,,+2<0. O discriminante da equagao X,QL —
V8X,+2=0¢éiguala: 8—-4.12=8—-8=0.

Logo, a tnica raiz é ;/f = 2\2@ =+/2. Como o coeficiente de X? é igual a 1, que é um
niimero positivo, e o discriminante da equacio é nulo, temos que X2 —+/8X,, +2 > 0, qualquer
que seja X, # /2. Como a sequéncia é formada por niimeros racionais, nenhum termo pode ser
igual a /2, que é um nimero irracional. Logo, para todo X,, X2 —+/8X,, +2 > 0. Chegamos
a uma contradicao, pois Xn > EXT% 2

X2+272 X,

4X, 1 X2+2 L
—. e, consequentemente, que a sequéncia é decrescente.

<
X2+2 2 X,

, implica em X2 —+/8X,, +2 < 0. Concluimos que

Agora vamos mostrar que a sequéncia é limitada inferiormente por v/2. Suponhamos, por

1 2 2
absurdo, que X, 11 < v/2, ou seja que 3 <Xn+ X) < /2. Logo, X, + X < 2V/2.
n n

Como X,, > 0, temos que: X% +2<2V2X,, = X,QL —2v2X,,+2<0. O discriminante da
equacdo X2 —2v/2X,+2=0 éigual a 8 —8 =0. Como o coeficiente de X2 é igual a 1, que
é um ndmero positivo, e o discriminante da equacdo é nulo, temos que X2 —/8X, +

2 > 0. Chegamos a uma contradicio, visto que, se X, 11 < v/2, entdo X2 —+/8X, +2 < 0.
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Concluimos, entdo, que nenhum termo pode ser menor que v/2, ou seja, que a sequéncia é

limitada inferiormente por v/2.

Vamos agora apresentar uma segunda importante propriedade.

Propriedade 4.14. Dizemos que uma sequéncia é de Cauchy se consequimos tornar tdo pe-
quena quanto se queira a  diferenca, em mddulo, entre  quaisquer dois termos de ordem
maior ou igual a de um determinado termo, ou seja, uma sequéncia é de Cauchy se, por
menor que seja um numero arbitrdrio p, sempre existir algum termo Xy a partir do qual
| X, — Xon| < p, quaisquer que sejam n e m maiores ou iguais a k.

1 2
Por exemplo, a sequéncia do exemplo expressa por X1 =2 e X411 = 3 (Xn + X)’ é
n

de Cauchy, pois, como ja vimos:

X1=2

Xo=1,5
17 , . .

X3 = 12’ que é aproximadamente igual a 1,4166666
577 , . .

Xy = 108" que ¢é aproximadamente igual a 1,4142156
665857

5= 170832’ que é aproximadamente igual a 1,4142135.

Entdo, se quisermos tornar menor que 0,01 o médulo da diferenca entre quaisquer dois
termos de ordem maior ou igual a de um determinado termo, basta escolhermos o terceiro para
ser esse termo, pois, a partir dele, todos os termos sao iguais a soma de 1,41 com valores menores
que 0,01 , ou seja, todos os termos, a partir do terceiro, possuem o algarismo 1 na casa das
unidades, 4 na casa dos décimos e 1 na casa dos centésimos. Assim, a diferenca, em moédulo,

entre quaisquer dois termos, a partir do terceiro, é sempre menor que 0,01. Por exemplo,

| X3 — X5| 2 1,4166666 — 1,4142135 = 0,0024531 < 0,01.

Analogamente, se quisemos tornar menor que 0,00000000000000000001 a diferenca, em
modulo, entre quaisquer dois termos de ordem maior ou igual a de um determinado termo,
devemos prosseguir calculando os termos seguintes ao quinto e, entao, em algum momento, as
vinte primeiras casas decimais de um certo termo de ordem k serdo iguais as vinte primeiras do
termo seguinte. Assim, teremos, a partir de X, a diferenca, em mddulo, entre quaisquer dois

termos menor que 0,00000000000000000001 (ou 10~2°).

Podemos perceber que a diferenca, em moédulo, entre quaisquer dois termos de ordem maior
ou igual a de um determinado termo fica realmente tdo pequena quanto se queira, ou seja, a

sequéncia X, acima é de Cauchy.

Agora ja podemos apresentar a definicdo formal de poténcia de expoente real, que engloba

o caso de expoente irracional.
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Definig¢ao 4.15. Sejam a um nimero real positivo e x um numero real.
Seja X,, uma sequéncia de numeros racionais que converge para x.
Entao, como a func¢do exponencial f(x)=a® é uma func¢ao continua, temos que

a® = lim a™".
n—oo

Para essa definicdo fazer sentido, devemos demonstrar que a sequéncia aX» converge para

Para essa demonstragdo, ainda vamos precisar dos dois teoremas que seguem.

Teorema 4.16. Toda sequéncia que possui a Propriedade ou seja, que converge, pPOSSuL
obrigatoriamente a Propriedade @ ou seja, € de Cauchy.

A idéia desse teorema é a seguinte:
Seja X, uma sequéncia que converge para L.

Para valores grandes de n, os termos X,, vao cada vez mais se aproximando de L (Proprie-

dade |4.12)).

Nesse caso eles estao, necessariamente, se aproximando uns dos outros (Propriedade [4.14)).

Teorema 4.17. Toda sequéncia de nimeros reais que possui a Propriedade ou seja, de
Cauchy, possui a Propriedade[{.13, isto é, converge.

A idéia desse teorema é a seguinte:

Para valores grandes de n os termos X,, vao se aproximando uns dos outros (Propriedade
, ou seja, a diferenca, em maddulo, entre quaisquer dois termos pode se tornar tdo pequena
quanto se queira, a partir de um determinado termo. Assim, sempre existe um determinado
termo a partir do qual todos os termos da sequéncia possuem a mesma parte inteira e as mesmas
primeiras n casas decimais, isto é, a diferenca entre quaisquer dois desses termos é menor que

10~™. Entao, concluimos que os termos se aproximam de um mesmo numero, que € o limite da

sequéncia. Logo, a sequéncia converge (Propriedade [4.12)).
Vamos agora demonstrar que a® existe, isto é, aX converge para a®.

Como X, converge para x, temos, pelo Teorema que X, é uma sequéncia de Cauchy.
Como X, é de Cauchy, temos, para valores grandes de n, os termos de X,, se aproximando
uns dos outros. Sendo r um numero natural positivo arbitrario, temos, para valores grandes
de n, que aXrtr = qXn = qXntr=Xn 2 40 =1, pois X,4, = X,,. Como, para valores grandes de
n, aXntr = aXn 21, temos que aX7+ = aX7. Logo, os termos da sequéncia aX» também vao se

aproximando uns dos outros, ou seja, a*" é de Cauchy.
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Sendo aX» uma sequéncia de ntimeros reais e de Cauchy, concluimos, pelo Teorema m,

que a*" converge.

Logo, provamos que, sendo a um numero real positivo, z um ntmero real e X,, uma sequéncia

de niimeros racionais que converge para z, o limite lim a*" existe. Vejamos porque esse limite
n—oo
é igual a a®, ou seja, porque a* = lim a’n.
n—oo

A medida que os termos de X,, se aproximam de z, os termos de a*” se aproximam de a®.
Assim, como a fungio exponencial f(z) = a® é uma funcio continua, temos que o limite de a*»
é igual a a®.

ﬂ BT Xn N . 7
Por exemplo, 2V2 = lim 2", sendo X,, a sequéncia que converge para /2 e é expressa por
n—oo

1 2
X1_2€Xn+1_2<Xn+)(n)-
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5 CONCEITOS FORMAIS

Este capitulo desse trabalho de conclusdo de curso aborda as defini¢oes formais de con-
ceitos que foram apresentados aos alunos de maneira informal na aula de poténcia de expoente
irracional. Além disso, sdo feitas as demonstragoes formais dos fatos e teoremas mostrados aos

alunos com uma linguagem acessivel aos mesmos, sem o devido rigor matematico.

Defini¢ao 5.1. Limite de Sequéncia

Seja X, uma sequéncia de numeros reais. Afirmarmos que o limite de X, é o nimero real
L equivale a dizermos que, por menor que seja um numero positivo arbitrdario €, sempre existe
um numero natural ng tal que, para todos os termos de ordem maior ou igual a ng, o modulo
da diferenca entre esses termos da sequéncia e o numero L € menor que o niumero €.

Segundo Avila, G. S. (1999, p.17), temos:

Diz-se que uma sequéncia (a,) converge para o nimero L, ou tem limite L se,

dado qualquer niimero € > 0, é sempre possivel encontrar um ntimero N tal
que

n>N=la,—L|<e.
Escreve-se:

lim a, =L, lim a, =L ou a,, — L.
n—oo

Vejamos agora a origem da relacdo de recorréncia em que X1 =2 e Xp41 =

2
X .
< ”+Xn>’

Consideremos inicialmente a funcdo f(x) =22 —2, cuja raiz positiva é v/2. Vamos construir

N | =

que expressa uma sequéncia cujo limite é v/2.

uma sequéncia cujos termos se aproximam cada vez mais de /2. O primeiro termo dessa
sequéncia é igual a 2, ou seja X7 = 2. Para determinar X5, consideremos a reta que passa pelo
ponto (X1, f(X7) e é tangente ao grafico da funcdo f. Tomemos Xy como a abscissa do ponto
de intersecao dessa reta com o eixo x do plano cartesiano. Analogamente, para determinar X3,
consideremos a reta que passa pelo ponto (X3 , f(X2)) e é tangente ao grafico da fungao f.
Repetindo-se esse processo indefinidamente, observe que X, 11 € igual a abscissa do ponto de
intersecao com o eixo x da reta que passa pelo ponto (X,,, f(X,,)) e é tangente ao gréfico da fungao

f. O coeficiente angular dessa reta é igual a f'(X,,) e, como f/(z) =2z, temos que f'(X,) =2X,.



39

Logo, a equagao dessa reta é y— f(X,) = 2X,.(x — X,) e, como o ponto de intersegdo com o
eixo x é (X,41,0), temos que 0— f(X,,) = 2X, (X, 11— X,). Como f(X,,) = X2 —2, segue que
2

2 1
2—X2=2X,Xp41—2X2=2+X2=2X, X, 11 = ' + X, =2Xp1 = X1 = 3 (Xn + X).
n n

Definicao 5.2. Sequéncia de Cauchy

Seja X,, uma sequéncia de nimeros reais. Afirmarmos que X, € uma sequéncia de Cauchy
equivale a dizermos que, por menor que seja um numero positivo arbitrdario €, sempre existe um
numero natural ng tal que, para quaisquer dois termos de ordem maior ou igual a ng, o modulo
da diferenca entre esses dois termos da sequéncia é menor que o nidmero €.

Segundo Figueiredo, D. G. (1996, p.32), temos:

Sequéncias de Cauchy:

Uma sequéncia (ay) de nimeros reais é denominada uma sequéncia de
Cauchy se, dado £ > 0, existir ng (que pode depender de ¢) tal que |a, —ap|<e
para todos n, m > ng.

Na aula de poténcia de expoente irracional foi apresentado, sem ter sido formalmente de-
monstrado, o que chamamos de Teorema cujo enunciado é o seguinte: Toda sequéncia que
possui a Propriedade ou seja, que converge, possui obrigatoriamente a Propriedade
ou seja, é de Cauchy. Também foi apresentado, sem ter sido formalmente demonstrado, o que
chamamos de Teorema [£.17} cujo enunciado é o seguinte: Toda sequéncia de niimeros reais que
possui a Propriedade ou seja, de Cauchy, possui a Propriedade [£.12] isto ¢, converge. Esses

dois teoremas correspondem ao Critério de Cauchy.

Teorema 5.3. Critério de Cauchy: Uma sequéncia (ay,) € convergente se, e sé se, dado € > 0,
existir ng € N tal que |a, —ap,| < € para m, n > ng.

Abaixo apresentamos a demonstragéo, segundo Figueiredo, D. G. (1996, p.31-32).

Suponhamos , primeiramente, que (ay,) seja convergente e seja 7 seu limite.
Entao, dado € > 0, existe ng tal que |a, — 7| < &/2 para n > ny.

Logo, se n e m sdao maiores que ng temos, usando a desigualdade do
tridngulo:

lan, — am| <lan —7|+|am —r|<e/2+¢e/2=¢

Reciprocamente, suponhamos que a condi¢ao do teorema seja satisfeita e
provemos que (a,) é convergente. Devemos, pois, descobrir o limite r. Pela
hipétese dado € = 1, existe ng tal que

lan, —am| < 1, para n, m > ng. Logo,

|an —any| < 1, para n > ng.
Da desigualdade do tridngulo segue-se entao:

lan| < |ang| +|an —any| <14 |an,| para n > ng.
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Seja agora k' o maior dos niimeros |a1l, |azl,..., |an, |, e seja k o maior
dos dois nimeros, k" e 1+ |ay,|. Portanto,

(1)
|arn| <k, para todo n.

Aplicando o teorema de Bolzano-Weierstrass, segue-se que (a,) contém
uma subsequéncia convergente (anj), e seja r seu limite. Logo, dado ¢ > 0,

existe n(, € N tal que
(2)

lan; —7| <e

para nj > ny. Por outro lado, em virtude da hipétese, temos que, dado € > 0,
existe nj € N tal que

|an —am| <e
para n, m > ng. Agora, pela desigualdade do tridngulo, temos
(3)
|am — 7] < |am — an| + |an — 7|

para quaisquer termos a, € a,, de (a,). Logo, se em (3) tomarmos m >
max(ng ,ng) e n=mnj > maz (ng ng) temos

lam — 7| <e4e=2¢,

o0 que prova a convergéncia de (ay).

Na demonstragao do Critério de Cauchy foi citado o teorema de Bolzano-Weierstrass, que é
um coroldrio do Teorema [£.13] cujo enunciado é o seguinte: Toda sequéncia mondtona limitada

é convergente.

Abaixo apresentamos a demonstracdo do Teorema segundo Lima, E. L. (2007, p.25).

Seja (zy) mondtona, digamos ndo decrescente, limitada. Escrevamos X =
{z1,...,2n,...} e a=sup X. Afirmamos que a =lim x,. Com efeito, dado
€ >0, o nimero a — ¢ nao é cota superior de X. Logo existe ng € N tal que
a—€<Tpy <a. Assim, n>no=>a—e<xp, <zp <a+eedallimaz, =a.

Semelhantemente, se (zy,) é ndo crescente, limitada entéo lim x,, é o infimo
do conjunto dos valores x,.

Corolario 5.4. Teorema de Bolzano-Weierstrass: o
Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Segue a demonstragao, segundo Lima, E. L. (2007, p.25).
Com efeito, basta mostrar que toda sequéncia (z,) possui uma subsequéncia

monoétona. Digamos que um termo x,, da sequéncia dada é destacado quando
Zn 2> xp para todo p >n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que x,, é um
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termo destacado. Se for D um conjunto infinito, D ={n; <ng <--- <ng <---},
entdo a subsequéncia (2 )nep serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D
for finito seja n1 € N maior do que todos os n € D. Entao x,,, néo é destacado,
logo existe no > ny com ,, < Tn,. Por sua vez, x,, ndo é destacado, logo
existe n3 > ng com Tp; < Tn, < Tny. Seguindo, obtemos uma subsequéncia
crescente Ty <Tp, <-- < Ty, <---

Vejamos agora a demonstracao do seguinte fato que foi apresentado na aula de poténcia de

expoente irracional, na pagina 36, como Defini¢ao

Teorema 5.5. Sejam a um nidmero real positivo, x um niumero real e X, uma sequéncia de

nimeros racionais que converge para x. Entdo o limite lim o eziste e é igual a a*, ou seja,
n—oo
Xn

a® = lim a
n—oo

Demonstragao:

Veja na pagina 36 que, segundo o Teorema se uma sequéncia de ntmeros reais é
de Cauchy, entdo ela é convergente. Vamos entdo demonstrar que a” é de Cauchy. Assim
estaremos provando também que a*" converge. Demonstrar que aX» é de Cauchy significa

mostrar que:

Ve > 0, 3 ng natural que m,n > ng = \aXm —aX"] < e. Temos que:
laXm —aXr| <& [aXm=XntXn _gXn| < e o |@Xm—Xn, gXn —Xn| < e ot (aXm X 1) <.

Como o médulo de um produto é igual ao produto dos médulos, ou seja, como |f . g| =

If] - |gl, temos: |aXm —a%n| < e < |a¥n| . |a¥m=En —1] <.
Logo, devemos mostrar que:
Ve > 0, Ing natural tal que,se m,n > ng, entdo |a*| . [aXm=Xr —1| <e.

Como X,, converge para o numero real z, temos, pelo Teorema que X, é de Cauchy.

—X,

Logo, X, — X,, se torna tdo préximo de 0 quanto se queira e assim |a~™ — 1| também se

torna tao préximo de 0 quanto se queira. Segue que, se \aX"\ for limitada, entdo também se
Xn’ . | aXm—Xn

torna tao proximo de 0 quanto se queira o produto |a —1|. Por isso vamos agora

mostrar a seguinte afirmacao:

Afirmacao 5.6. Sejam a um ndmero real positivo, x um numero real e X, uma sequéncia de
numeros ractonais que converge para x. Entdo a sequéncia \aX”\ € limitada.

Demonstracao:

Por hipétese X,, converge. Assim, como qualquer sequéncia convergente é limitada, existe
A real tal que —A < X,, < A, ou seja | X,,| < A. Segue que, para a > 1, temos |aX"| < a? e, para

0<a<1, temos |a*"| < a~4. Logo, |a*"| é limitada.
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Provamos, assim, que |aX»

| é limitada.

Seja R=a?,sea>1,e R=a"4, se0<a<l.

Temos entdo que |aX"| . [a¥m=*n 1| < R . |aXm—%» —1].
Como X, é de Cauchy, temos que:

Ve > 0, 3 ng natural tal que: m,n >ny = |X,, — Xp| <e.

Temos também que, dado e acima, 3 n{, natural tal que:

€
m,n >ny = |Xpm— X, < ok
Temos entdo que, dado € acima, 3 ny natural, ny > ny, tal que:
€
m,n >ng = [aXm=Xn —1| < =

Logo, para m, n > ng,

£ . _
laXn| . JaXm=Xn —1| <R . |a¥Xm % —1| < R. R =6 ousea, laXn| . |aXm=Xn —1| <.

Logo, a®" é de Cauchy e, pelo Teorema concluimos que a*" converge, ou seja, o limite
h_)m aXn existe. Por outro lado, sabemos que a funcdo real de variavel real f(z) = a® é uma
n—oo
funcdo continua. Por isso e pelo fato de lim X,, = z, temos que lim f(X,)= lim a®" =

A n—oo n—oo n—oo

lim X, - . ) X x
an—o0 =a" , ou seja, lim a™" =a”.

n— o0

Usamos nessa demonstracao, e devemos prové-lo, o fato de que toda sequéncia convergente
¢ limitada.

Teorema 5.7. Toda sequéncia convergente € limitada.

Segue a demonstragao, segundo Lima, E. L. (2007, p.24).

Seja a =lim x,. Tomando € =1, vemos que existe ng € N tal que n > ng =
Zn € (a—1,a+1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
{z1,..., Tny, a—1, a+1}. Todos os termos z,, da sequéncia estdo contidos no
intervalo [b,c], logo ela é limitada.

Quando enunciamos o que chamamos de Teorema ou seja, toda sequéncia de ntimeros
reais de Cauchy converge, na verdade quisemos dizer que qualquer sequéncia de Cauchy cujos
termos pertencem ao corpo dos reais converge para um numero pertencente ao corpo dos reais.
Temos que fazer essa ressalva porque toda sequéncia de racionais que converge para um nimero

irracional simplesmente nao é convergente se considerarmos o corpo dos racionais.
Vamos entao definir corpo:

Um corpo é um conjunto K, munido de duas operagoes, chamadas adicdo e multiplicacao,

que satisfazem a certas condi¢bes, chamadas os axiomas de corpo.



43

A adicdo faz corresponder a cada par de elementos z,y € K sua soma x +y € K, enquanto
a multiplicagdo associa a esses elementos o seu produto xz.y € K. Os axiomas de corpo sao os

seguintes:
Axiomas da adicao:
Associatividade - V z, y, z € K temos (z+y)+z=x+ (y+ 2).
Comutatividade - V z, y € K temos z+y=y+z.
Elemento neutro - 3 0 (zero)€ K tal que x+0=z,Vx € K.
Simétrico - Todo elemento x € K possui um simétrico —z € K tal que z+ (—z) =0.
Axiomas da multiplicacao:
Associatividade - V z, y, z € K temos (z.y).z = x.(y.2).
Comutatividade - V z, y € K temos x.y = y.x.
Elemento neutro - 31 (um)e K tal que 1 #0 e .1 =,V € K.
Inverso multiplicativo - Todo x # 0 em K possui um inverso z ! tal que z.z~1 = 1.

As operagoes de adicao e multiplicagdo num corpo K acham-se relacionadas por um axioma,

com o qual fica completa a definicdo de corpo.
Axioma da distributividade:
Va,y, z€ Ktemos x . (y+z2)=z.y+z .z

Um corpo ordenado é um corpo K no qual podemos destacar um subconjunto P C K, cha-

mado o conjunto dos elementos positivos de K, tal que as duas condic¢bes abaixo sdo satisfeitas:

i) A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos, ou seja, z, y€ P=z+y € P

e vy € P.
ii) Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou z =0, ou x € P ou —z € P.

Assim, indicando com —P o conjunto dos elementos —x, onde x € P , temos K = PU(—P)U
{0}, sendo os conjuntos P,—P e {0} disjuntos dois a dois. Os elementos de P sao chamados

evidentemente de negativos.

Um subconjunto X de um corpo ordenado K é chamado de limitado superiormente quando
existe b € K tal que b > x para todo x € X. Em outras palavras, temos X C (—o0,b]. Cada

b € K com essa propriedade é dito uma cota superior de X.

Analogamente, X C K é chamado de limitado inferiormente quando existe a € K tal que

a <z para todo x € X. Temos entdo X C [a,+o0). Cada a € K com essa propriedade é dito
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uma cota inferior de X.

Um subconjunto X de um corpo ordenado K é chamado de limitado quando é limitado

superior e inferiormente, isto é, quando existem a,b € K tais que X C [a,b].

Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto limitado superiormente. Um ele-
mento b € K é chamado supremo do subconjunto X quando b é a menor das cotas superiores de

X em K.
Assim b é supremo do conjunto X e se somente forem satisfeitas as duas condig¢oes abaixo:
i) Para todo z € X temos x <b.
ii)Se c € K é tal que x < ¢ para todo z € X, entdao ¢ > b.

A primeira condi¢do diz que b é uma cota superior de X, enquanto a segunda garante que
qualquer outra cota superior de X tem que ser maior ou igual a b, ou seja, b é a menor das cotas

superiores.

Se dois elementos b e b’ em K cumprem as duas condicoes acima, a segunda condi¢ao
garante b < e b’ < b, ou seja, b=1"0". Portanto o supremo de um conjunto, quando existe, é

Unico. Usamos a notagao supX para denotar o supremo do conjunto X.

Consideremos o mesmo corpo ordenado K e seja Y C K um subconjunto limitado inferior-
mente. Um elemento a € K é chamado infimo do subconjunto Y quando a é a maior das cotas

inferiores de X em K.

Analogamente ao caso do supremo, a é o infimo do conjunto Y se e somente se forem

satisfeitas as duas condi¢bes abaixo:
i) Para todo y € Y temos y > a.
ii)Se c € K é tal que y > ¢ para todo y € Y, entao ¢ < a.

A primeira condigao diz que a é uma cota inferior de Y, enquanto a segunda garante que
qualquer outra cota inferior de Y tem que ser menor ou igual a a, ou seja, a é a maior das cotas

inferiores.

Se dois elementos a e @’ cumprem as duas condi¢oes acima, a segunda condicao garante
a<ad ead <a, ouseja, a=a'. Portanto o infimo de um conjunto, quando existe, é tnico.

Usamos a notacao infY para denotar o infimo do conjunto Y.

Se X C K possuir um elemento maximo, este sera o seu supremo e, se X possuir um elemento
minimo, ele sera o seu infimo. Reciprocamente, se supX pertence a X, entdo é o maior elemento

de X; se infX pertence a X, entdo é o menor elemento de X.

Sejam agora X = {x racionais tais que z >0 e 22 < 2} e Y = {y racionais tais que y > 0
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e y>>2}. Como = > 2= 22> 4=z nio pertence a X, concluimos que X C [0,2]. Logo, X
é um conjunto limitado de nimeros racionais. Por outro lado Y C (0,4+00), de modo que Y é
limitado inferiormente. Mostraremos que nao existem supX nem infY no conjunto dos ntimeros
racionais (é claro que infX =0, pois 0 é o menor elemento de X). Na demonstragdo usaremos

os seguintes fatos.
A) O conjunto X nao possui elemento maximo, ou seja, supX nao pertence a X.

Demonstragao:
2

2r+1°
Afirmamos que x+r ainda pertence a X. Com efeito, como 0 < r < 1, temos r?> < r. Da

Dado qualquer z € X, tomamos um ntmero racional » menor do que 1 tal que 0 <r <

outra desigualdade que r satisfaz segue que 7(2x+1) < 2—2%  Por conseguinte, (z+17)% =

242z t+r? <4 2rxtr=224+r2r+1) <2 +2-22=2.
Assim dado qualquer x € X, existe um ntimero maior z+7r € X.
B) O conjunto Y néo possui elemento minimo, ou seja, infY ndo pertence a Y.
Demonstragao:

Dado qualquer y € Y temos 3 > 0 e 32 > 2. Logo, podemos obter um ntimero racional r tal
22
que 0 <r< yT Logo, 2ry < y?—2edai (y—7)? =y?—2ry+r% > y> —2ry > 2. Notemos que
Yy
y—1r é positivo, ou seja, < ¥, pois y> —2ry > 2. Assim podemos obter y —r €Y, com y —7r <y,

ou seja, dado qualquer y € Y, existe um nimero menor y —r € Y .
C)SexeXeyeY, entao z <y.
Demonstragao:

Temos 22 < 2 < y?, e portanto, 22 < y2. Como z e y sdo ambos positivos, concluimos que

x <y (A rigor poderia ser x = 0 mas, neste caso, a conclusdo x < y é 6bvia).

Usando os fatos A, B e C' mostraremos que, entre os niimeros racionais, nao existem supX

nem infY.
Demonstragao:

Suponhamos, primeiro, que existisse a = supX. Seria obrigatoriamente a > 0. Nao poderia
ser a® < 2 por que isto faria a € X e, entdo, a seria o elemento maximo de X, que nio existe,
pelo fato A. Também néo poderia ser a® > 2, porque isto faria a € Y. Como, em virtude de B,

Y nao possui elemento minimo, existiria b €Y, com b < a.
Usando o fato C', concluiriamos que = < b < a para todo z € X, o que contradiz ser a = supX.

Assim, se existir a = supX, deverd ser a®> = 2. Porém sabemos que nao existe nenhum

nuamero racional com esta propriedade. Concluimos que, entre os racionais, o conjunto X nao



46

possui supremo.

Um raciocinio exatamente analogo, baseado nos fatos A, B e C', mostraria que o nimero

b=1infY, se existir, deve satisfazer b> =2 e, portanto, Y ndo possui infimo entre os racionais.

Ao mesmo tempo, estes argumentos mostram que, se existir um corpo ordenado no qual
todo subconjunto nao-vazio, limitado superiomente, possua supremo, existird, nesse corpo, um
elemento a > 0 cujo quadrado é 2. Esse corpo, que conterd o conjunto dos racionais e conse-
quentemente o conjunto X, possuird a = supX, cujo quadrado, ndo podendo ser menor, nem

maior do que 2, devera ser igual a 2. Escrevemos a = v/2.

Definicao 5.8. Um corpo ordenado K ¢ denominado completo quando todo subconjunto vazio,
limitado superiormente, X C K, possui supremo em K.

Resulta da definicdo que, num corpo ordenado completo, todo subconjunto nao-vazio e
limitado inferiormente, ¥ C K, possui um infimo. Com efeito, dado Y, seja X = —Y, isto é,
X ={-y;y € Y}. Entdo, como X nao é vazio e é limitado superiormente, existe a = supX.

Como se percebe facilmente, temos —a =infY.
Vejamos agora o seguinte axioma:
Eziste um corpo ordenado completo, chamado o corpo dos niumeros reais.

Por ser completo, o corpo dos reais possui um ntimero positivo a tal que a?> = 2. E claro que
2 _ b2 —

s6 existe um tinico ntimero positivo (representado por v/2) cujo quadrado é 2, pois a
2=0=a?>-b>=(a+b)(a—b)=a+b=0oua—b=0. No primeiro caso a = —b ( logo, nio

podem ser a e b ambos positivos) e no segundo a = b.

Provaremos agora que, dados quaisquer dois niimeros n natural, e a real positivo, existe um
unico namero real b > 0 tal que b” = a. O ntimero b, como sabemos, ¢ chamado a raiz n-ésima de
a de e é representado pelo simbolo {/a. A demonstragdo se baseia no mesmo argumento usado

no caso da v/2. Vejamos:

Consideremos o conjunto X = {x reais tais que x >0 e 2" < a}. O conjunto X é nao-vazio,
pois 0 € X, e é limitado superiormente ( Se a < 1, entdo 1 é uma cota superior de X; se a > 1

entdo a” > a e dal a é uma cota superior de X).
Seja b= supX. Afirmamos que b" = a. Isto se baseia nos seguintes fatos;
A) O conjunto X néo possui elemento méximo.
Demonstragao:

Dado z € X qualquer, provaremos que é possivel tomar d > 0 tdo pequeno que ainda se tenha

(x4+d)" <a,isto é, x+d e X. Para isto, usaremos o seguinte fato auxiliar, que demonstraremos
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por inducao:

Dado z > 0, existe, para cada n, um ntmero real positivo 4, (dependendo de x) tal que

(x+d)" <x™+ A,. d, qualquer que seja d entre 0 e 1.

Para n =1 é 6bvio que essa desigualdade é verdadeira. Supondo verdadeira para n, temos

para o caso n+ 1:

(x+d)"" =(@+d)"(z+d) < (2" + A, . d)(z+d)=2""N+A,.d. 2+d. 2"+ A, . d*=
"4 (A, .z a2+ A, d). d<z"TH (A, L z+2"+ A,) . d (ja que 0 <d < 1). Tomando
Apy1=A, . z+2"+A,, obtemos (z+d)"H <"1+ A, . d

a—2x"

Ap,
2"+ A, . d<a e, consequentemente, (x+d)" < a, o que prova que X nado possui elemento

Como z € X, ou seja, x >0 ez <a, tomamos d tal que d<1le0<d< . Teremos

maximo.
B) O conjunto Y'={y reais tais que y > 0 e y™ > a} nao possui elemento minimo.
Demonstracao:

Seja y € Y. Escolhemos d, com 0 < d <y, tal que (y—d)™ > a, isto é, y—d € Y. Para tal,
d\" d

observemos que, sendo 0 < d <y, temos (y—d)" =y" (1— ) >y (1—n.—)=y" —ny" 1.d,
Yy Yy

d
como resulta, com r = ——, da desigualdade de Bernoulli, que diz que (1+4r)™ > 14 n.r, quaisquer

que sejam n natural e r real.

n

—a
4 — obteremos entao y" —ny" 'd > a e, portanto, (y —d)" > a.
n.y
Isto mostra que Y nao possui elemento minimo.

Se tomarmos 0 < d <

C)SexeX eyeY entdao z <y.
Demonstracao:

De fato temos z" < a < y™, e como z e y sdo positivos, concluimos que x <y ( O caso z =0

implica x < y, obviamente).

Deduzimos dos fatos A, B e C' que o numero b = supX satisfaz a condi¢cdo b™ = a. Com
efeito, se fosse b" < a, entdo b pertenceria ao conjunto X, do qual é supremo. Logo, b seria o
elemento méaximo de X, o que contradiz o fato A. Também nao pode ser b > a porque entéo
beY e como, pelo fato B, Y nao possui elemento minimo, haveria um ¢ € Y com ¢ < b. Pelo
fato C' teriamos x < ¢ < b para todo x € X e entdo c¢ seria uma cota superior de X menor do que

b= supX, outra contradi¢do. Logo, tem que ser 0" = a.

Vamos agora demonstrar a desigualdade de Bernoulli ( (1+7)" > 1+ n.r, quaisquer que

sejam n natural e r real), que foi usada na demonstragdo acima.

Demonstracgao (pelo método de indugéo finita):
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Para n =1 é obvio que a desigualdade é verdadeira.
Supondo verdadeira para n, teremos, para n -+ 1:

A+r)" =0 +r)"(1+7r)> (1+nr)(1+r)=1+n+1)r+nr?> 1+ (n+1)r, pois n.r?
nio pode ser negativo. Logo, (1+7)""! > 1+ (n+1)r e, assim, fica provada, por inducio, a

desigualdade de Bernoulli.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Minha expectativa quanto a aplicacdo deste trabalho para turmas da 3% série do Ensino
Médio relaciona-se com o tipo de escola em que sera ministrada a aula sobre poténcia de expoente

irracional.

No caso de boas escolas particulares, cuja maioria dos alunos traz uma base mateméatica

sélida, acredito que ndo havera dificuldade na compreensiao dos contetidos ensinados.

Quanto as escolas publicas, devemos considerar a grande diferenca de qualidade que existe
na rede. Em algumas delas, a situagdo pode até mesmo aproximar-se da verificada nos colégios
citados anteriormente. Em compensacdo, na grande maioria da rede publica, creio que poucos
alunos serdo capazes de apreender os conceitos contidos na aula, visto que hé necessidade de

pré-requisitos que nao foram abordados em séries anteriores.
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