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RESUMO

Com a percepcdo que distingue a matemética escolar em varios aspectos da
matematica cientifica, esta pesquisa propde uma aproximacado entre essas duas
formas conceituais, no que discute o entender e fazer matematica, perpassando
pelas ideias que diferenciam cada uma delas. Ainda que num tratamento formal na
apresentacdo dos Numeros Reais, serdo apontadas possiveis consequéncias e
aplicacdes desta apresentacdo nas séries finais do ensino fundamental e do ensino
medio. Esta pesquisa também € uma tentativa de iniciar uma reflexdo, a partir dos
Numeros Reais, que possa permitir uma mudanca na forma de trabalho com a
disciplina Analise Real, nos cursos de Licenciatura em Matemética, diminuindo a
dicotomia entre a formacao matematica do professor e sua pratica docente.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, Matematica Escolar, Analise Real,
Numeros Reais, Licenciatura em Matematica, Formacédo de Professores.



ABSTRACT

With the perception that distinguishes school mathematics in various scientific
aspects of mathematics, this research proposes a rapprochement between these two
conceptual ways in which discusses the understanding and doing mathematics,
passing by the ideas that distinguish each one. Although a formal treatment in the
presentation of real numbers, will be pointed out the possible consequences and
applications of this presentation in the final grades of elementary school and high
school. This research is also an attempt to initiate a reflection from the real numbers,
that would enable a shift in the discipline of working with Real Analysis courses in
Mathematics, reducing the dichotomy between mathematics teacher education and
practice teacher.

Keywords: Mathematics Education, School Mathematics, Real Analysis, Real
Numbers, Mathematics Degree, Teacher Education.



MEMORIAL

Ha quinze anos, lecionando, o autor busca compreender as causas que
levaram a Matematica ao status de matéria escolar mais temida pela grande maioria
das pessoas. Tanta importancia é dada a esse conteddo que estudantes e escolas
colocam a Matemética como uma das disciplinas principais do curriculo e um dos
parametros de discussdo para determinar quem aprende de fato ou quem tem
dificuldades em aprendizagem e ainda para determinar niveis de inteligéncia.

Seu envolvimento mais préximo com a Matemética foi estimulado por causa
de uma reprovacgao que teve na entdo 72 série do 1° grau (hoje ensino fundamental),
em que ndo entendia os significados dos produtos notaveis ou das regras de
simplificacbes das enormes expressodes algébricas. Esse conteldo ndo despertava
expectativas ou prazer para entender a Matematica, o que era como desvendar um
mistério que ndo levava a lugar nenhum.

Na busca de vencer tal situagcdo de desconforto familiar, pois todos de sua
familia sentiram muito essa reprovacao, debrucou-se sobre os livros para tentar
“vencer esse conteudo” que parecia um cofre fechado, no qual, para rompé-lo, teria
gue descobrir o seu segredo.

A partir dessa insatisfacdo, aliada a vontade de superar aguela reprovacao,
0S conceitos matematicos elementares passaram a fazer algum sentido para ele. Ja
no 2° grau (hoje ensino meédio), tornou-se professor de reforco dos estudantes de 52
a 82 séries, a época da Escola Estadual Henrique Diniz, localizada em um bairro de
Barbacena, zona da mata mineira, iniciando, mesmo que de maneira nao formal, sua
carreira na perspectiva da educacéao.

Naquele momento, ouvia daqueles estudantes alguns questionamentos que
mostravam a indignacdo dos mesmos frente a Matematica: “Por que estudamos
essa matéria?” “Quem inventou essa matéria?” perguntavam frequentemente.

Esses questionamentos também faziam parte do cotidiano do autor. Assim
comecou a surgir nele, a vontade de se tornar, de fato, professor e de mudar a visédo
daqueles e de outros estudantes quanto um aprendizado significativo em
Matemética.

Ao final do 2° grau, ingressou no curso de Matematica de uma universidade

de Barbacena, MG, com uma vontade enorme de obter um conhecimento que



despertasse o interesse dos estudantes quanto a importancia de estudar Matematica
e seus principais objetivos.

Dentro de uma visao académica, a Matematica, no curso de licenciatura, era
trabalhada de uma forma muito técnica que so fazia aumentar a sua angustia quanto
aos questionamentos surgidos na época em que era professor de refor¢o e via que
nada estava mudando e, a cada dia, se tornava mais grave a resisténcia e o
desconforto de estudantes, com o ensino e com a aprendizagem dessa matéria.

Durante o curso de graduacgdo, assumiu algumas aulas em escolas publicas
estaduais e na rede privada e comegou a ver, nos estudantes daquelas turmas, as
mesmas dificuldades que havia sentido quando cursava o ensino fundamental.

Sendo premiado como 1° aluno de sua turma, e mais confiante em buscar
formas de transformar a realidade matematica dos estudantes, com o0s quais tinha
contato, apés a formatura no curso de Licenciatura em matematica em 1998,
percebeu a necessidade, cada vez maior, de buscar respostas para tamanha
inquietacao.

Aprovado no concurso publico da Prefeitura Municipal de Barbacena, MG, em
1999, e tendo sido convidado para atuar como professor de mateméatica em uma
escola particular de ensino fundamental nessa cidade, no mesmo ano, e, dois anos
apos, aprovado no concurso publico do Estado de Minas Gerais, e também
convidado a lecionar no ensino superior da mesma universidade particular de
Barbacena na qual se formou, vivenciou, de perto, os questionamentos relacionados
ao ensino e aprendizagem da Matematica.

Sentindo a necessidade de diminuir os questionamentos em relacdo ao
ensino e a aprendizagem da Matematica, o autor buscou formas de contribuir para
uma melhor aproximacéo entre aluno, e matéria.

Nesse momento, nasce o projeto “Matematica in Concert (CRUZ & KOPKE,
2010), que inicialmente tinha o nome de “Ensinando Matematica com Musica”. O
desenvolvimento do projeto possibilitou que a Matematica se tornasse mais
prazerosa e mais dinamica, mas algumas dificuldades fizeram com que o projeto
nao alcancasse, naquele momento, os resultados esperados, como por exemplo,
convencer a direcdo da escola na qual o projeto se iniciou de que era um passo para
diminuir a resisténcia por esse conteudo.

Como estava convencido da possibilidade de que esse seria um caminho

para aumentar o gosto pela Matematica, continuou compondo muasicas e, de forma



nao muito ordenada, apresentando as cancbes para o0s estudantes (CRUZ &
KOPKE, 2010).

Por sua inquietagdo com a aprendizagem da matematica, o autor procurou,
em 1999, cursar pés-graduacdo, em especializacdo em Mateméatica, na qual se
convenceu do que queria como professor. O curso possibilitou que tivesse acesso
ao conhecimento matematico de uma forma que néo havia tido chance de ter na
graduacdo, mas a inquietacdo sobre a matematica na escola permanecia, pois 0s
estudos apenas fizeram aprofundar a constatacdo de que o ensino de matematica
permanecia ancorado no tecnicismo e na apresentacdo de conteudos formais e ja
postos.

Isso fez o autor entender a tamanha resisténcia, por parte das pessoas,
guanto ao processo de ensino e aprendizagem da matematica. Entdo, continuou
procurando, em sua atuagdo como professor, caminhos que tornassem o
conhecimento dessa matéria mais acessivel aos estudantes.

Com a oportunidade que teve, durante cinco anos, em trabalhar no ensino
superior de uma universidade particular de Barbacena, MG, no curso de Licenciatura
em matematica com as disciplinas: Algebra Linear, Geometria Plana, Geometria
Analitica e Introducdo a Andlise Matematica (Analise Real), percebeu que algumas
dessas disciplinas ndo apresentavam ligacdo direta com a matematica desenvolvida
no ambito do ensino fundamental e do ensino médio. Essa percepcédo ja se
concretizava na licenciatura e na pés-graduagcdo em que o autor era aluno.

Em 2002, assumiu por dois anos a diregdo da Escola Municipal Crispim de
Paula Nésio, de ensino fundamental, na zona rural da cidade de Barbacena, MG, e,
a partir dai, comecou a conhecer de perto a problematica causada pelo ensinar e
pelo aprender matematica no ensino fundamental. Nesse momento, ouvia dos
professores de matematica, que lecionavam nessas turmas, relatos de estudantes
gue tinham aversdo pela matematica e, principalmente, pelo trabalho com os
Numeros Reais. Muitas vezes, esses estudantes ndo faziam as atividades desse
conteudo, tendo dificuldades em assimilar as ideias constituidas nessa matéria.

Ainda na direcdo dessa escola, o autor percebeu também que o problema,
relacionado ao ensinar e ao aprender matematica ndo era especificamente nas
séries finais do ensino fundamental, mas em todos os ciclos da escolaridade basica.

Em 2009, ingressou no curso de Pos-graduacéo stricto sensu da UFJF, no

Mestrado Profissional em Educacdo Matematica, e nessa trajetoria, tendo mais



contato com essa forma de fazer educacdo pela matematica, o autor entendeu que
toda préatica que considera ser determinada por uma concep¢do mateméatica €
denominada de Educacdo Matematica.

O autor concorda com Bicudo (1991, p. 8) que a Educacdo Matemética
necessita compreender o humano, o social, ndo considerando a Filosofia, a
Psicologia, a Sociologia, a Economia, a Antropologia e a Histéria da linguagem como
conhecimentos estanques, pois sua regido de inquérito € formada por esse todo.

Mais proximo das leituras em Educacdo Matematica, outras reflexdes foram
compreendidas e assumidas pelo autor, o qual acredita que a matematica, nas
concepcOes de Educacdo Matematica, € considerada apenas um termo ou uma
palavra que ganha consisténcia, materializando-se apenas em uma pratica.

Essas reflexdes e as experiéncias vividas pelo autor, tanto como estudante ou
como professor, reforcaram a percepcéo de que havia um afastamento entre o que
se aprende no contetudo de Andlise Real no curso de Licenciatura em Matematica e
0 que é praticado pelo professor de matematica no ensino fundamental e no ensino
médio.

Essa percepcdo, associada as questdes anteriores quando cursava 0S cursos
de graduacdo e de pés-graduacdo e quando era professor desse conteudo,
deixaram o autor cada vez mais instigado e motivado a buscar um aprofundamento
conceitual para entender como estdo sendo abordados os Numeros Reais na
perspectiva da Andlise Real, no ensino fundamental e no ensino médio.

Com essa percepgao, 0 autor se sentiu motivado em desenvolver esta
pesquisa, que tem como ponto principal a vontade de aproximar o conhecimento
formal da matematica dos cursos de Andalise Real ao desenvolvimento da
matematica no ensino fundamental e no ensino médio, valorizando os aspectos
construtivos da matematica escolar e respeitando as objetividades da matematica
académica.

Lecionando atualmente no ensino superior, na Universidade Federal de Juiz
de Fora, UFJF, MG, o autor percebe que esse afastamento entre o que se aprende
no curso de Analise Real e a matemética desenvolvida no ensino fundamental e no
ensino médio se acentuam por uma dificuldade em encontrar leituras que possam
contribuir para essa possivel aproximacdo, o que justifica o empenho em

empreender esta pesquisa, a qual se mostra na vontade de apresentar os NUmeros



Reais em suas estruturas algébrica e topoldgica, no intuito de desvelar
consequéncias desses no ambito do ensino fundamental e do ensino medio.
Prop0e-se nesta pesquisa, iniciar, se possivel, uma reflexdo da forma como
poderia ser trabalhado o conteddo Andlise Real, nos cursos de licenciatura em
matematica, sugerindo, tanto ao professor do ensino fundamental e do ensino
médio, quanto ao estudante em matematica, uma forma de mergulhar no formalismo
matematico das demonstracbes, dos teoremas e das definicbes, mas nao se

esquecendo a matematica desenvolvida no seio escolar.
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INTRODUCAO

Este trabalho, ora realizado no ambito do Programa de Mestrado Profissional
em Educacdo Matematica, inicia-se com uma reflexdo pessoal do autor, o qual
descreve sua trajetéria académica, suas angustias enquanto professor de
matematica e os motivos e/ou razbes que conduziram ao desenvolvimento desta
pesquisa.

Apresentando 0s numeros reais em suas estruturas “algébrica e topoldgica”,
esta pesquisa tem como objetivo convidar o professor, e/ou licenciando em
matematica, a entender e a identificar na sua préatica tal tratamento, buscando
também refletir sobre a possibilidade de iniciar, por meio dos nameros reais, uma
discussao sobre como poderia ser o trabalho com o conteddo Analise Real, nos
cursos de licenciatura em matematica.

Outro objetivo a destacar é sugerir ao professor do ensino fundamental e do
ensino meédio que o conjunto dos nimeros reais e todas as suas propriedades estao
presentes em sua sala de aula, ainda que o tratamento formal, em sua plenitude,
possa néo ser considerado.

Empreende-se nesta pesquisa, para alcancar os objetivos propostos, uma
discussdo sobre matematica escolar e matematica académica, diferenciando essas
duas formas de entender e de conceber a matematica e também discutir aspectos
da formacédo do professor de matematica, ndo se esquecendo das especificidades
gue estédo envolvidas na dinamica do trabalho docente. Para este empreendimento,
destacam-se educadores matematicos que estudam questbes relacionadas a
formacédo do professor matematica, que contribuem para a dindmica desta pesquisa.

A forma de conceber a matematica escolar, explicitada no capitulo I, a
configura como um conjunto de saberes associados ao exercicio da profissao
docente, levando, tanto o professor do ensino fundamental e do ensino médio
guanto o licenciando em matematica, a uma reflexdo que possibilite perceber que o
trabalho na escola ndo pode se pautar apenas em uma proposta mais académica.

A prética e a formacdo do futuro professor de matematica sdo discutidas,
desencadeando relacgdes envolvidas na dindmica da sala de aula, na validade das
guestdes matematicas presentes no cotidiano, e buscando uma melhor
compreensao das propostas para o ensino deste contetido por meio dos Parametros

Curriculares Nacionais (PCNSs).
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Nesse mesmo topico, questdes que envolvem o estudo e as aplicacbes de
nameros e de operagdes contribuirdo para dindmica de entender e de constituir as
guestbes numeéricas envolvidas no ensino fundamental e no ensino médio, usando
as operacdes, de modo especial, para desenvolver o estagio critico da crianca.

O capitulo | também faz uma breve incursdo histérica sobre o contetdo
Andlise Real, aproximando-o dos conceitos histricos que determinaram a criacédo
desta disciplina, buscando também entender o porqué é importante estuda-la,
destacando os numeros reais.

O Capitulo Il traz uma apresentacdo dos numeros naturais e inteiros,
mostrando aspectos que estdo envolvidos na apresentacdo desses no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio.

O Capitulo Il apresenta 0os numeros reais em suas estruturas “algébrica e
topoldgica®, identificando elementos desta construcdo em atividades e/ou contextos
gue se mostram ao longo do ensino fundamental e do ensino médio.

Nesse capitulo, sdo apresentados axiomas e teoremas, sendo esse
acompanhado de demonstracfes que tém por objetivo aproximar o professor e/ou
licenciando em matematica, dos aspectos formais que se apresentam nos cursos de
Andlise Real. O foco estd nas consequéncias dessa constituicdo na estrutura
matematica dos numeros reais que é desenvolvida ao longo do ensino fundamental
e do ensino médio.

Abre-se uma discussdo sobre as questbes de incomensurabilidade,
percebendo a necessidade de numeros irracionais e decimais infinitos periédicos e
nao-periodicos, para um aprofundamento conceitual destas questfes tdo presentes
nas salas de aulas de matematica, no intuito de buscar uma aproximacao entre
formacéo e prética docente.

Sao apresentados no capitulo IV os numeros decimais, tendo como suporte o
desenvolvimento geométrico. A pretensdao € que o professor e/ou licenciando em
matematica perceba que existe uma correspondéncia estabelecida entre todos os
pontos da reta numérica real e todas as fragbes decimais finitas ou infinitas de
maneira a definir que um nimero real € uma decimal finita ou infinita.

A construcdo dos numeros reais nas estruturas “algébrica e topoldgica” se
encerra nesta pesquisa, definindo niameros reais como corpos ordenados completos
e arquimedianos, com a tentativa de aproximar as questdes que sao desenvolvidas

nos cursos de formacdo de professores na disciplina Andlise Real e a pratica
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docente, respeitando a autonomia do professor em incorporar ou nao tal tratamento

em seu fazer pedagogico.
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OBJETIVOS

Objetivando esta pesquisa apresentar o conjunto dos nimeros reais em suas
estruturas, “algébrica e topoldgica”, de maneira a convidar o professor do ensino
fundamental e do ensino médio a entender e, se possivel, identificar em sua prética
tal tratamento, destacam-se outros dois objetivos:

- Sugerir ao professor do ensino fundamental e do ensino médio que o conjunto dos
nameros reais e todas as suas propriedades estdo presentes em sua sala de aula
em todos os momentos, ainda que o tratamento formal em sua plenitude possa nao
ser considerado ou apresentado, mas suas consequéncias estao sim presentes ao
longo de todo o ensino fundamental e médio.

- Iniciar uma reflexdo, a partir de numeros reais, da forma como a disciplina Analise
Real poderia ser trabalhada nos cursos de licenciatura em matematica.

O autor coloca-se disposto em empreender a investigacdo, considerando,
como afirma Severino (1993, p. 113), que o trabalho cientifico deve ser “pessoal, no
sentido de que a tematica tem que ser a problematica vivenciada pelo pesquisador”.

Sensibilizado pela probleméatica, e sentindo a questdao do trabalho com a
matematica no ensino fundamental e no ensino médio, a op¢cédo é construir um elo
entre o formalismo conceitual dos numeros reais e a matematica vivenciada na
escola basica, permitindo, tanto ao professor do ensino fundamental e do ensino
médio quanto ao licenciando em matematica, uma identificacdo e uma comparacao

desses elementos.
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PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa resumiu-se na busca de textos que tratassem sob todos os
aspectos do tema “os numeros reais em suas estruturas algébrica e topologica” e
em quatro livros didaticos, sendo dois usados no ensino fundamental e dois usados
no ensino médio, que pudessem contribuir para identificacdo de elementos dos
nameros reais estudados no &mbito do ensino fundamental e do ensino médio.

A abordagem escolhida foi a construgdo dos numeros reais como estrutura de
corpo ordenado completo e arquimediano que, ao longo do processo, oportunizaram
identificar elementos em livros didaticos os quais utilizavam, com ou sem rigor, tais
estruturas.

Dadas as diferentes abordagens, surgiu a necessidade de se dedicar as
leituras de um numero significativo de textos para o recorte de alguns que mais
traduziam a necessidade desta pesquisa.

Esta pesquisa se baseou na descricdo e na interpretacdo de textos das mais
diversas classes, contribuindo para reinterpretacdo das definicbes e/ou teoremas,
gue permitiram atingir uma compreensdo mais aprofundada dos mesmos,
colaborando para uma interpretacéo pessoal do autor com relagdo aos dados.

O levantamento bibliografico foi realizado por meio de consultas a livros-
textos de Andlise, a livros didaticos, aos Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica do ensino fundamental e do ensino médio, a teses, a dissertacoes,
livros-textos de educacdo matematica, a artigos e outros.

Com relacdo a apresentacdo dos dados, como esta pesquisa € exploratoria,
descritiva e explicativa, o procedimento utilizado limitou-se em apresentar uma
analise das informacdes disponiveis, fornecendo uma visao e uma apresentacao dos
nameros reais nas estruturas “algébrica e topoldgica”, oportunizando, tanto ao
professor do ensino fundamental e do ensino médio quanto ao licenciando em
matematica, uma aproximacao desse contetdo, contemplado nos cursos de Anélise
Real, ou Introducado a Andlise na Reta.

As conclusdes foram percebidas durante todo processo de obtencdo dos
dados, da reducédo, da escrita e da apresentacdo dos mesmos, permitindo que se
avancasse progressivamente do exploratério para o descritivo e do descritivo para o

explicativo.
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Em anexo, conforme o artigo 7° inciso 3° da portaria do Ministério da
Educacao de 22 de junho de 2009, que regulamenta os mestrados profissionais no
Brasil, diz que o trabalho de concluséo final do curso poderd ser apresentado em
diferentes formatos, tais como dissertacao, revisdo sistematica e aprofundada da
literatura, artigo, patente, registros de propriedade intelectual, projetos técnicos,
publicagBes tecnolodgicas, desenvolvimento de aplicativos, de materiais didaticos e
outros, desde que previamente propostos e aprovados pela CAPES. A opcéo foi
propor, ao final desta pesquisa, uma oficina que tem como objetivo apresentar as
representacdes decimais dos nimeros reais em um desenvolvimento formal; discutir
guestdes que envolvem esse assunto no ambito do ensino fundamental e do ensino
médio e estudar os conceitos que envolvem a densidade do conjunto dos nameros

reais.
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CAPITULO I: REVISAO DA LITERATURA

1. Matemaética escolar e matematica académica

Neste tdépico, serdo descritas, de forma a destacar, algumas diferencas
substantivas entre essas duas formas de se fazer e de se entender matematica,
proporcionando ao professor do ensino fundamental e do ensino médio e/ou ao
licenciando em matematica, condicbes para desvelar as especificidades do
conhecimento matematico, produzido pela matematica escolar e pela matematica

académica.

1.1. Matematica académica

A matematica académica ou matematica cientifica nesta pesquisa serao

considerados termos com mesmo sentido.

A matematica cientifica é estruturada axiomaticamente, sustentando-se em
definicdes, teoremas, postulados e conceitos primitivos previamente estabelecidos
para as provas e validades das mesmas, exigindo uma formulacdo das definicdes,
nao caracterizando ambiguidades na construcdo logica de um objeto matematico,
para nao produzir contradicdes na teoria.

As definicbes formais e o0 processo de sistematizacdo sado elementos
fundamentais no decorrer do processo de conformacéo da teoria, que é validado por
demonstracoes rigorosas (MOREIRA, 2004, p. 24).

1.2. Matemaética escolar

A matematica escolar se configura como um conjunto de saberes associados
ao exercicio da profissdo docente (MOREIRA, 2004, p. 12). Os valores constituidos
pela matematica escolar se desenvolvem no contexto educativo, valida a
necessidade de encontrar formas distintas para desenvolvimento do conhecimento
matematico no ambito da escola.

Na perspectiva da matematica produzida na escola, o saber docente divide-se
em varios componentes, um deles, dentre os quais se destaca, é o conhecimento da

disciplina que assume um papel essencial.
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1.2.1. Matematica escolar x matemética académica

A apresentacdo de um conhecimento pronto e acabado pode nao favorecer o
estudante a construir o conhecimento mateméatico e a pensar matematicamente. O
formalismo de regras e de procedimentos, heranca da tendéncia formalista moderna,
tem estado presente na educacéo brasileira.

Para essa tendéncia, Fiorentini (1995) esclarece que:

0 ensino de um modo geral continua sendo acentuadamente autoritario e
centrado no professor que expbe/demonstra rigorosamente tudo no quadro
negro. O estudante, salvo algumas poucas experiéncias alternativas,
continua sendo considerado passivo, tendo de reproduzir a linguagem e 0s
raciocinios légico-estruturais ditados pelo professor (FIORENTINI, 1995, p.
14)).

Essa concepcédo torna os estudantes treinados para aplicar mecanicamente
essas regras e definicbes, sem, contudo proporcionar a eles a formacao conceitual e
investigativa tdo necessaria aos cidadaos deste séeculo.

Ao mesmo tempo, negar que as estratégias e conhecimentos produzidos na
pratica ndo possam ser aplicados em toda parte porque sao construidos fora do
ambiente escolar, € impedir que a aprendizagem aconteca de maneira mais
favoravel e contribuir para possiveis reprovacdes em matematica.

A busca € para que a escola intensifique o trabalho na conducdo de um
processo de ensino e aprendizagem, que leve em conta o conhecimento prévio que
0s estudantes possuem para que, a partir deles e sobre a propria experiéncia,
possam construir novos conhecimentos.

A matematica € reconhecida como parte do cotidiano e elemento importante
para compreensdo de mundo. Afinal, o mundo esta rodeado de tabelas, de graficos
e de informacfes diversas que sdo apresentadas em termos matematicos, as quais
sdo compreendidas e usadas como meio de comunicacao.

Entdo, faz-se necessario preparar os estudantes para uma sociedade téo
complexa, tornando-os capazes de pensar sobre relagdes numéricas e espaciais,
compreender e se expressar sobre essas relagdes, desenvolvendo uma consciéncia
critica para serem reconhecidos como membros desta sociedade.

A matematica tem sido conceituada como uma ciéncia que oferece um amplo
instrumento para o pensamento. Ser dotado de um determinado senso logico-

matematico é indispensavel como instrumento intelectual para o bem viver.
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Caracteriza-se, por desenvolver e ser uma forma de pensamento, que na sua
matéria-prima esta relacionada a “ideias” e o grande desafio é a construgao coerente
destas ideias.

A matematica na escola tem se preocupado, de um modo geral, com 0s
calculos, légicas, geometria, mas, acima de tudo, deveria se preocupar com 0
pensar, pois 0s calculos matematicos sdo apenas um meio para atingir um
determinado fim.

E preciso que o trabalho com a matematica na escola ndo se paute apenas
por uma proposta mais académica. Nessa perspectiva, busca-se encontrar um elo
entre a formacdo do professor de matematica, com sua pratica no ensino
fundamental e no ensino médio, para que possa permitir questionamentos como:
guais sdo as relacdes existentes entre o conjunto de significados que a comunidade
cientifica dos matematicos identifica com o nome de matematica e o conjunto de
saberes especificamente associados a educacdo matematica escolar? Entende-se
gue varios fatores compdem a problematica do ensino e aprendizagem da

matematica, dos quais se destacam a formacéao e, a pratica docente.

1.3. Formacéo e a pratica do professor de matematica

Este topico trata da pratica e da formacao do futuro professor de matematica,
destacando as relacGes envolvidas na dinamica da sala de aula, a matematica do
cotidiano e o conhecimento matematico do professor, nas questdes que envolvem

ndmeros.

1.3.1. A formacéo do futuro professor de matematica

A formacéo do individuo vai muito além das relacdes didaticas que envolvem
uma sala de aula, da relacdo professor - estudante e conteido (FIORENTINI, 2004).
Para esse autor, a pedagogia deve se preocupar também com as relacdes
interpessoais que acontecem nas aulas, nos momentos e nos espacos fora da sala,
entre uma aula e outra, nos momentos de conversas, nas relagdes no corredor, nos

momentos do ndo-ensino, durante o recreio, etc.
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Fiorentini (2004) diz:

(...) eu considero a didatica como uma parte da pedagogia... Enquanto a
didatica tem relacdo mais direta com o contelido que se ensina e aprende...
A pedagogia vai além dos conteudos, pois preocupa-se também com as
dimensbes soécio-afetiva, emocional, pessoal e ética, tendo como norte a
formagcdo de valores e de um sujeito emancipado sOcio-politicamente
(FIORENTINI, 2004, p. 2).

E preciso desenvolver um trabalho que promova a interatividade,
proporcionando ao educando uma participacdo mais ativa nas atividades propostas,
fugindo do modelo tradicional de ensino, no qual o educando é apenas um
espectador passivo diante do contexto apresentado na exposicao de aulas.

D’Ambrdésio (2008, p. 83) argumenta que a educacédo, em geral, enfrenta
grandes problemas, considerando o mais grave, e que afeta particularmente a
educacdo matematica de hoje, a maneira deficiente como se forma o professor.
Esse mesmo autor exalta os inUmeros pontos criticos na atuacdo do professor de
matematica, que se prende a deficiéncia de sua formacéo.

A formacédo do professor de matematica € um dos grandes desafios do futuro
e, nesse aspecto, o professor de matematica devera desenvolver caracteristicas
para cumprir um novo papel.

Essas caracteristicas sédo: visdo do que vem a ser a matematica; visao do que
constitui a atividade matematica; visdo do que é aprendizagem matematica e visao
do que constitui um ambiente propicio & aprendizagem matematica (D’AMBROSIO,
2008, p. 87).

1.3.2. Matematica no cotidiano

A aplicacdo da matematica no cotidiano ocorre como resultado do
desenvolvimento e do aprofundamento de certos conceitos nela presente. De acordo
com Bicudo (1991), a matematica é vista por alguns como o grande legado da

humanidade e, como tal, a atitude de considera-la como:

(...) a priori, independente da experiéncia. Exata no sentido de terem todos
0s seus termos, defini¢Bes, regras de inferéncia, etc. um significado preciso.
(...) Abstrata no sentido de eliminar de uma situagdo tudo o que néo for
essencial a um dado proposito. (...) Absoluta, ndo passivel de revisdo com
base na experiéncia. (...) Simbdlica sendo uma das principais caracteristicas
de Matematica. Esse uso esta ligado a sua natureza exata, mas ainda mais
ao desenvolvimento da Matemética como um tipo de linguagem (BICUDO,
1991, p.34).

Discutir essa forma de entender a matematica leva a uma reflexdo sobre o

papel que esta sendo desempenhado em salas de aulas de matematica e também a
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guestionar para 0 que se preparam 0sS estudantes e se realmente estdo sendo
valorizados os conhecimentos deles.

O papel da mateméatica escolar ndo se resume apenas na apresentacdo de
conhecimentos matematicos descontextualizados e sem relagcbes com as vivéncias
do educando. Também ha pesquisas em Educacdo Matematica que sugerem
alternativas na tentativa de contribuir para o trabalho docente, criando oportunidades
de um aprofundamento nas andlises de praticas pedagdgicas especificas para a
construcdo critica de possibilidades que possam ser constituidas, adaptadas, e
aplicadas nos diversos contextos aos quais se apresentam.

1.3.3. Os PCNs e as ideias de numeros

Os Parametros Curriculares Nacionais referendam a reelaboracédo e
renovacao da proposta curricular, reforcando a importancia de que a escola seja a
responsavel pela formulacdo de sua proposta pedagdgica e de seu projeto
educacional, sendo esses compartilhados por toda equipe pedagogica, visando a
melhoria da qualidade da educacédo, resultando no compartihamento de
responsabilidades entre os todos os educadores.

Os PCNs sédo auxilios aos professores na tarefa de refletir e de discutir
aspectos da pratica pedagogica, transformando continuamente o cotidiano escolar,
sendo uma proposta flexivel, que vai se concretizando nas decisdes regionais e
locais, configurando como um modelo curricular heterogéneo e ndo impositivo.

Os objetivos déo importancia a valorizacdo da matematica pelo educando
como instrumento capaz de permitir a compreensdao do mundo em sua Vvolta,
estimulando o interesse, a curiosidade, 0 espirito investigativo e o desenvolvimento
da capacidade de resolver problemas. Os conteudos sao escolhidos de acordo com
o critério de relevancia social e contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do
aluno.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica apresentam 0s objetivos
em termos das capacidades a serem desenvolvidas em cada ciclo, assim como 0s
conteudos para desenvolvé-las.

Sao apontadas as possiveis conexdes entre os blocos de conteudos, entre a
matematica e as outras areas do conhecimento e suas relagcdes com o cotidiano e

com 0s temas transversais.
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1.3.4. Nameros e operagdes no ensino fundamental

De acordo com os parametros curriculares do ensino fundamental (BRASIL,
1998), os conhecimentos numéricos sdo construidos e assimilados de forma
dialética pelos alunos.

Esses conhecimentos intervém como instrumentos eficazes para resolver
determinados problemas e como objetos que serdo estudados, considerando suas
propriedades, suas relagdes e o modo como se configuram historicamente.

Ao longo do processo de escolarizagdo, o aluno percebe a existéncia de
diversas categorias de numeros criadas em funcdo de distintos problemas que a
humanidade teve que enfrentar — ndmeros naturais, niUmeros inteiros positivos e
negativos, 0s numeros racionais em suas representacoes fracionarias e decimais e
0S numeros irracionais.

A medida que se depara com as operacdes de adicdo, de subtracdo, de
multiplicacdo, de divisdo, de potenciacdo e de radiciacdo, oS conceitos numericos
vao se ampliando.

No processo operatorio, o trabalho a ser realizado se concentrara na
compreensao dos diversos significados de cada uma das operacgdes, nas relacdes
existentes entre elas e no estudo reflexivo do calculo, contemplando distintos tipos,
dos quais se destacam o exato e 0 aproximado, o mental e o escrito (BRASIL, 1998,
p. 75).

1.3.5. A caracterizagdo numérica em relacdo aos PCNs para o ensino médio

Os PCNs do ensino médio fundamentam-se filosoficamente na estética da
sensibilidade, destacando-se a capacidade de criar, de observar, de perceber e de
ter curiosidade.

O respeito a diversidade, ao direito comum de cada cidaddo e a solidariedade
sdo pressupostos da politica de igualdade. A ética da identidade traz o respeito a
autonomia responsavel dos estudantes, da escola e da comunidade.

A abordagem numérica é contemplada no conteddo “Numeros e Operacfes”:
naturais, racionais, irracionais, reais, sendo desenvolvida de acordo com as
finalidades do ensino de matematica para essa fase de estudo que tém como

objetivos conduzir o aluno a:
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» compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao
cientifica geral;

« aplicar seus conhecimentos matematicos a situa¢des diversas, utilizando-
0s na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

* analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade;

» desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicacao, bem como o espirito critico e criativo;

« utilizar com confianga procedimentos de resolugao de problemas para
desenvolver a compreensédo dos conceitos matematicos;

» expressar-se oral, escrita e graficamente em situagcbes matematicas e
valorizar a precisao da linguagem e as demonstrac6es em Matematica;

+ estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

* reconhecer representacfes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

» promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranga em
relagdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes
de autonomia e cooperacao. (BRASIL, (PCN- EM), 1998, p. 119).

As relagbes numéricas envolvidas nos PCN, tanto no ensino médio quanto no
ensino fundamental, ndo superam todos os desafios que se apresentam nessas
fases de ensino, mas € uma tentativa para conduzir o fazer pedagdgico em suas
dimensdes processual e diagndstica.

Esse fazer pedagdgico € tratado como parte fundamental do processo de
ensino e aprendizagem permitindo corrigir, detectar, apreciar e estimular projetos
bem sucedidos.

As concepc¢des fundamentais que se desenvolvem a respeito dos nameros
naturais, por exemplo, iniciam-se bem cedo pelas criancas, as quais dao significados
aos numeros, em atividades principalmente de contagem.

As operacBes matematicas muito fortemente também tém significancias de
associacdo com o dia a dia. Os conceitos das quatro operacdes, em geral, sédo
adequadamente constituidos nos cursos de formacdo de professores das séries
iniciais, sendo, muitas vezes, desconsiderados num curso de licenciatura na
formacdo do professor de matematica, indicando uma acentuada separacdo na
formacédo docente desse ciclo de ensino, com a formacéo do professor que leciona

nas séries finais do ensino fundamental e no ensino médio.
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Moreira e David (2005) argumentam:

Ainda que o licenciado em matematica, de um modo geral, ndo trabalhe com
alunos das quatro séries iniciais do ensino fundamental, acreditamos que a
separacdo acentuada existente entre a formacdo do docente desse ciclo e a
do professor que leciona nas outros ciclos do ensino fundamental e médio é
equivocada, pois pode contribuir para intensificar a descontinuidade do
processo de transicdo das séries iniciais para a quinta série e seguintes.
Isso, por si sO, ja coloca uma demanda no sentido de que o licenciado
conheca a matematica que é trabalhada nas séries iniciais (MOREIRA &
DAVID, 2005, p.52).

Reconhecer numeros e operacbes perpassa pela compreensdo dos
significados de numeros naturais, do sistema de numeracdo decimal e pela
identificacdo dos numeros inteiros e racionais em diferentes contextos (BRASIL,
1998)

E fato que o professor do ensino fundamental do 6° ano retoma e amplia todo
trabalho desenvolvido com nimeros naturais nas series anteriores e inicia 0 conceito
de numeros racionais, considerando-os nessa fase de conceituacdo como
elementos de um conjunto, os quais determinam, de uma forma geral e completa, as
operacOes de adicdo e multiplicagdo, mas de uma forma restrita a subtracdo e a
divisdo. Também desperta os estudantes para a percepcao de relacbes entre esses
nameros, nos mais distintos universos aos quais sdo considerados, como por
exemplo, o universo dos niumeros primos e compostos, dos divisores, de multiplos e
de outros.

No 7° ano é introduzido o conceito de numeros negativos, trabalhando os
inteiros e 0s racionais negativos, jA no 8° ano, introduzem-se 0s conceitos de
nameros racionais e irracionais, definindo os nimeros reais, dando sequéncia no 9°
ano e no ensino medio.

Através desta concepcdo, € necessario que o professor do ensino
fundamental das séries finais e do ensino médio, conheca a matematica do ponto de
vista escolar e principalmente conheca a matematica trabalhada nas séries iniciais,
para que possam entender as duvidas de conceituacdo que aparecem

frequentemente entre os estudantes.
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Para essa concepcéo, Moreira e David (2005) dizem:

No desenvolvimento de cada etapa desse processo de expansdo dos
conjuntos numeéricos, o professor terd que, por um lado, conhecer
profundamente — do ponto de vista da matematica escolar — aquilo que os
alunos consideram num dado momento, como o universo (grifo do autor)
numeérico, e, por outro, lidar com duvidas e concepgdes incorretas dos
alunos, as quais vao se referir tanto ao "novo" conjunto, mais amplo, como
também ao conjunto mais restrito, aquele supostamente “conhecido”, que
estd sendo ampliado (MOREIRA & DAVID, 2005, p.53).

A axiomatizagdo do processo de ensino e aprendizagem de matematica tem,
por um lado, a importancia de organizacdo, de sistematizacdo e de conhecimento,
mas servem para propositos definidos, que, muitas vezes chocam com os aspectos
pedagdgicos (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 58).

A ideia dominante que impera nos cursos de licenciatura até hoje apresenta a
organizagao logico-formal-dedutiva da matematica como a unica forma de dominio
conceitual, porém o0 conhecimento matematico nesta filosofia de trabalho,
transparece um amontoado de fatos dispersos e desconexos da caracterizagcéao e do
formato de uma teoria.

Fiorentini (2004) esclarece que:

(...) para ser professor de matematica ndo basta ter um dominio conceitual e
procedimental da matematica produzida historicamente, precisa, sobretudo,
conhecer seus fundamentos epistemoldgicos, sua evolucdo histérica, a
relacdo da matemética com a realidade, seus usos sociais e as diferentes
linguagens com as quais se pode representar ou expressar um conceito
matematico (ou seja, ndo apenas o0 modo formal ou simbdlico)
(FIORENTINI, 2004, p. 4) .

A construcdo do conhecimento se desenvolve no plano cognitivo dos
estudantes que produzem em estagios diferenciados a compreensao dos
conhecimentos antigos e o processo de acomodac&o do novo conhecimento.

Em relacdo a aprendizagem escolar da Aritmética dos nimeros naturais, por
exemplo, pode-se considerar um tema complexo, cuja apreensdo, em niveis
satisfatorios, ndo se esgota no processo desenvolvido ao longo das séries iniciais do
ensino fundamental. Estas dificuldades, muitas vezes, acompanham o estudante ao
longo de todo ensino fundamental e médio.

Pode-se destacar nesse processo, a compreensdo relativa ao sistema de
numeracao decimal, que, segundo Moreira e David (2005), € um desenvolvimento
de longo prazo. A compreensdo e o dominio deste conteldo, muitas vezes, dura

todo ensino fundamental, pois € um dos aspectos mais complicados da

aprendizagem dos nameros.
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Destaca-se também, a grande dificuldade dos estudantes em aceitar a
comutatividade da adicdo e da multiplicacdo e, acima de tudo, o entendimento do
significado dessa propriedade, para néo transferi-la indevidamente a divisédo e a
subtracao.

Moreira e David (2005) continuam afirmando:

Fica claro que uma discussdo a respeito dos significados e das
propriedades das operacbes com o0s naturais — de modo especial a
multiplicag@o e a divisdo — e do sistema decimal de numeracéo interessa
diretamente a formagdo matematica na licenciatura, porque, na sua pratica
docente na escola, o professor estara lidando com alunos cujo processo de
apreensdo conceitual e operacional dos conhecimentos envolvidos nessas
questdes ainda ndo se completou. (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 55).

Certos aspectos que envolvem o conhecimento dos significados dos nimeros,
dos sistemas de numeracéo e dos algoritmos, fazem parte da pratica profissional do
professor de mateméatica na escola basica, porém o licenciando em matematica néo
trabalha integralmente em sua formacdo esse assunto, sendo os conhecimentos
relativos as operagbes de multiplicacdo e de adicdo de numeros naturais
considerados apenas fatos.

Os numeros naturais com as operacdes de adicdo e de multiplicagcdo nao
podem ser considerados elementos de um conjunto dado, aceito de forma
axiomatica, pois essa forma de pensar e de agir ndo permitira o enfrentamento de
guestdes postas pela necessidade concretizada na propria pratica a qual se
pretende formar o profissional.

Mais do que identificar e conhecer a cadeia que estabelece a dependéncia
I6gico-formal entre suas propriedades € conhecer as operacdes matematicas.
Referindo-se aos processos de producéo de significados para as operacoes, Moreira
e David (2005) afirmam:

(...) Nesses casos, o professor precisa lidar com o processo de construgcao
de significados muito mais por meio de reiteradas “concretizagbes” em
diferentes situagdes, do que por definicdes por indugcédo ou de deducdes
formais das propriedades estruturais das operacgfes, jA que estas Ultimas
expressam exatamente o contrario: a identificacdo de todos os significados
concretos possiveis (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 57).

Na préatica docente, ha a necessidade de desenvolver o estagio critico da
crianca, usando as operacbes como instrumento de apoio no processo de
construcdo do conceito abstrato do numero, pois em certas fases da vida do

educando, os numeros referem-se a objetos concretos.
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1.4. O que é analise? Por que os reais?

Seré apresentado neste tépico um breve histérico sobre o contetado Andlise na
Reta ou Andlise Real, permitindo uma aproxima¢do da construcdo historica desta
matéria.

Na sequéncia, busca-se uma compreensao do porqué de esse conteudo estar
na grade curricular dos cursos de licenciatura em matematica. Destacam-se também
a apresentacdo de argumentos que traduzem a importancia de se estudar os
nameros reais, no intuito de constituir um amplo campo de discussao, na tentativa

de diminuir a dicotomia existente entre formacao e pratica docente.

1.4.1. Incursao historica — o0 que é analise

Andlise Real € a area da matematica que trata do formalismo e do rigor
matematico usados para justificar os conceitos do calculo. Geralmente, divide-se a
matematica em trés areas: a Algebra, a Geometria e a Anélise, sendo a Analise a
mais nova delas, que se constitui como uma ramificacao do calculo que € uma teoria
criada no século XVII, por Newton e Leibniz, sendo este um fato histérico de grande
importancia para o desenvolvimento da fisica moderna.

O estabelecimento dos fundamentos do Calculo caminhou pelo século XVIII,
guando aconteceram as primeiras tentativas de rigorizacdo do calculo (REIS, 2009,
p. 83), adentrando pelo século XIX, com o movimento da arimetizacdo da analise.

Segundo Reis (2009), as tentativas fracassadas de obter uma rigorizacdo do
Célculo, realizadas no século XVIII foram os primeiros passos para a fundacdo da
Andlise.

A mudanca do modelo geométrico por um modelo mais formal, baseado na
ideia de numero, o que é conhecido como aritmetizacéo, foi pensada de forma que
pudesse ter o rigor necessario e nesse modelo, as questdes observadas poderiam
ser abarcadas e resolvidas.

Véarios matematicos contribuiram para o desenvolvimento da aritmetizacédo da
Andlise, dos quais, destacam-se Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897) e
Bernhard Bolzano (1781 — 1848). O primeiro autor foi considerado um dos
precursores do movimento e o segundo foi considerado por Felix Klein (1849-1925)
0 pai da aritmetizacdo da Andlise.

Desde a criacdo do calculo, a Andlise inseriu-se em praticamente todas as

areas da matematica, quer seja por causa de sua rigueza intrinseca quer seja pelas
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suas aplicagBes. Suas subdivisbes adquiriam vida propria e sdo frequentemente
estudadas com fins em si proprios.

A disciplina Analise Real, costuma integrar os curriculos de bacharelado e de
licenciatura e, de acordo com as diretrizes curriculares nacionais para 0s cursos de
matematica, bacharelado e licenciatura, elencadas no parecer do Conselho Nacional
de Educacdo e Céamara de Educacao Superior (2002), deve fazer parte dos
contetdos comuns a todos os cursos de licenciatura.

No entanto, segundo Reis (2001, p. 80), tem-se observado no Brasil que as
disciplinas de Analise | ou de Analise Real estdo sendo consideradas disciplinas
eletivas ou optativas, oferecendo ao estudante de licenciatura a opcdo de cursé-la
ou nao.

Para esta perspectiva, Reis (2001) que realizou um estudo baseado na
analise de manuais didaticos e entrevistas semiestruturadas com professores-
pesquisadores, que se destacam na area de Calculo e de Andlise Real, como

também com autores de estudos e de livros didaticos argumenta:

Isto nos traz uma série de indagacgdes: Fica, entdo, a critério do estudante
decidir se Andlise é ou ndo importante para sua formacao de professor? Por
outro lado, perguntamos: Os proprios professores do curso de Licenciatura
ndo consideram mais a disciplina de Andlise, importante para a formacao
profissional de seus alunos? (REIS, 2001, p. 80).

Esse mesmo autor esclarece que considera fundamental a disciplina de

Andlise na formacé&o do futuro professor de matematica e continua afirmando:

Antes de mais nada, gostariamos de deixar claro nossa convic¢do de que
Analise é uma disciplina / area fundamental para a formacédo do professor
de Matemética, convic¢do esta proveniente de nossa pratica pedagogica
com formacgdo de professores e que pretendemos reafirmar / reelaborar
durante a analise das entrevistas, momento em que questionamos Nossos
entrevistados a respeito da importadncia do Calculo e da Andlise na
formacéo do professor de Matematica. (REIS, 2001, p. 80).
Para Avila (2006, p.4) esta disciplina é uma grande oportunidade para
desenvolver o estudante de licenciatura e o futuro professor, aproximando-o do
tratamento refinado com defini¢des, com teoremas, com demonstracdes que sdo 0s

embasamentos l6gicos da matematica.

Moreira et al (2005), em pesquisa feita com 80 mateméaticos que lecionam a
disciplina Andlise Real nas 14 principais Instituicdes universitarias e de pesquisas do

Brasil, mostraram, na opinido dos professores respondentes a época (que

totalizaram 31) a importancia da obrigatoriedade de se estuda-la na formacéo
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profissional do futuro professor de matematica.
Essa pesquisa teve como tema, a ementa, a bibliografia e o papel da
disciplina Analise Real nos cursos de licenciatura em matematica nessas instituicdes

de ensino no ano de 2005.

bY

Com relacdo a obrigatoriedade da disciplina Analise Real, no curso de
licenciatura em matemética, na pesquisa de Moreira et al (2005) a maioria dos
respondentes, totalizando 93,5%, disseram que achavam importante a disciplina
elencar os curriculos nesses cursos.

As respostas foram distribuidas em trés categorias e trabalhadas segundo a
analise de conteudo que €, de acordo com Bardin (1979, p. 42), um conjunto de
técnicas de andlise das comunicacdes, visando obter, por procedimentos e por
objetivos de descricdo do conteudo das mensagens, indicadores que podem ser
guantitativos ou qualitativos, permitindo a inferéncia de conhecimentos relativos as
condicbes de producédo e de recepcdo, chamadas de variaveis inferidas dessas

mensagens.

Categoria 1. A disciplina deve ser obrigatéria no curso de licenciatura
porque se constitui em ocasido privilegiada para o aluno tomar contato com
0 que significa matematica e com as formas como 0s matematicos pensam.
Desenvolve o raciocinio logico e a capacidade de “pensar
matematicamente”, proporcionando, também, maior maturidade intelectual
ao aluno. O trabalho na disciplina abrange métodos, técnicas, estruturas,
concepcdes e valores fundamentais da matematica, constituindo-se, assim,
em uma introducéo ao que se poderia chamar de “cultura matematica”.
Categoria 2. A disciplina proporciona uma compreensédo sélida e profunda
dos conceitos basicos da matematica escolar, explica os “porqués” e da
mais seguranca ao futuro professor da escola. Proporciona a construcéo de
uma visao integrada e logicamente consistente da matemaética elementar,
em substituicho a uma visdo que a concebe como um amontoado
desconexo de férmulas e regras.

Categoria 3. A disciplina constitui, para o aluno, um espaco de percep¢éo
da matematica como um instrumento que permite um entendimento
profundo de certos fenbmenos naturais e que tem aplicacdes em outras
ciéncias (MOREIRA et al, 2005, p. 20, 22, 24).

Para categoria 1, a aprendizagem matematica esta associada a internalizacao
de um processo que visa aproximar das perspectivas do matematico. A categoria 2
justifica a matematica elementar. A categoria 3 percebe a matematica como um
instrumento para compreensao de certos fendbmenos naturais. Essa Ultima categoria
estd interligada ao desenvolvimento de uma percepcdo de matematica como um
conjunto de conhecimentos que sao uteis.

Moreira et al (2005, p. 38) reconhecem que a sistematizagdo |6gico-formal-

dedutiva e suas formulacdes conceituais, baseada na estrutura curricular que se
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apresenta na maioria dos cursos de Analise Real, ndo ddo conta de todas as
guestdes que se colocam para o professor em sua pratica.

Uma alternativa seria a reorganizacao do processo de formacao matematica
dentro da licenciatura, desenvolvendo-o0 autonomamente e se estruturando para dar
um sentido pedagogico, visando a prética escolar.

Para Moreira et al, (2005, P. 40) nao se trata de baixar o nivel da formacgéo
matematica, mas de superar a visdo dicotomizada das relagdes entre formacao
matematica sélida e as demandas do conhecimento da pratica docente escolar.

A questdo (1), do questionario usado nesta pesquisa de Moreira et al (2005),
indicava quais itens, nas opinides dos professores pesquisados, deveriam ser
trabalhados numa disciplina de Analise na Reta para licenciatura em matematica em

suas instituicbes de ensino superior.

Os numeros reais constituidos como um corpo ordenado completo teve 27
indicacdes, com 87,1% de aprovacao dos professores dessas instituicbes como

matéria que deveria elencar o curriculo para o curso de licenciatura.

1.4.2. A importancia de estudar os nameros reais

Na pesquisa de Moreira et al, (2005, p. 79) ficou evidente a importancia de se
trabalhar os numeros reais como um conjunto cujos elementos se relacionam
segundo a estrutura de Corpo Ordenado apesar de haver outras apresentacdes para

estes numeros, as quais Moreira e David (2005) destacam:

-Numero real é um corte de Dedekind nos racionais, isto, € um par (A,B) de
subconjuntos ndo vazios e complementares de Q, tais que, A ndo possui
elemento Maximo. Nesta constru¢do, todo elemento de A é cota inferior
para B e todo elemento de B é cota superior para A.

- Numero real é uma classe de equivaléncia de intervalos interligados de
sequéncias de Cauchy de ndmeros racionais, a qual € vélida a relacao:
duas sequéncias sdo equivalentes se e somente se, a diferenca entre elas
converge para zero.

- Numero real é uma classe de equivaléncia de intervalos racionais
encaixantes, segundo a relagdo de equivaléncia [an, bn] ~[cn, dn] se e
somente se as sequéncias de numeros racionais ( an — cn) e (bn — dn)
convergem ambas para zero. (MOREIRA et al, 2005, p. 78).

Dentre os cinco livros adotados nos cursos de Analise Real, e escolhidos pela
maioria dos professores respondentes, na pesquisa de Moreira et al (2005), no
minimo dois deles definem os nameros reais como corpo no sentido da algebra

abstrata.
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Em termos da educacdo matematica escolar, o conjunto dos numeros reais é
constituido para dar solucdo a problemas vistos como insuperaveis no ambito dos
ndmeros racionais.

A priori, nesta pesquisa, define-se a estrutura algébrica dos corpos para um
exame detalhado das necessidades de uma nova no¢cao de nimeros e a negociacéo
dos significados para os numeros irracionais, constituindo um elemento fundamental
no processo de discussao da ideia de numero real.

O conceito de numeros reais, de uma forma geral, é tratado nos cursos de
licenciatura, desvinculado do processo histérico no qual foi estabelecida a sua
formalizagdo. A referéncia de textos historicos de livros da histéria da matematica
traz que a formalizag&do do conceito de numero real deu-se entre os séculos XVII e
XIX (PASQUINI, 2007. p. 42).

Grande parte da matematica tratada num curso de licenciatura é fruto da
producdo de matematicos que viveram no século XIX. Anterior a este periodo, os
numeros eram pensados em termos geomeétricos e sua formulacdo néo elucidava,

de forma suficiente, questdes que surgiram na época.
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CAPITULO Il = NUMEROS NATURAIS E INTEIROS

2. Umavisao da Aritmética basica
Neste capitulo, apresenta-se uma breve introducdo de numeros naturais e
inteiros, mostrando aspectos que estdo presentes no ensino fundamental e no

ensino medio e o tratamento formal que é dado a esses numeros.

2.1. Os numeros naturais

Os numeros, de uma forma generalizada, constituem uma base para
matemética. Na dindmica do desenvolvimento da matemética escolar, os estudantes
aprendem a lidar com as fracdes, os decimais e 0s numeros inteiros negativos
mecanicamente, porém, para uma analise mais profunda desses tipos de numeros,
deve-se retornar a elementos mais simples.

Criados pela mente humana com o objetivo de contar objetos em colecdes
distintas, os numeros naturais 1, 2, 3,..., ndo tém nenhuma referéncia com as
caracteristicas individuais dos objetos contados. O namero trés, por exemplo, € uma
abstracao de todos os conjuntos que contém trés objetos, ou seja, esse numero nao
tem nenhuma dependéncia com a qualidade dos objetos ou dos simbolos utilizados
para representa-lo.

Para Courant e Robbins (2000, p.1), deve-se, portanto, aceitar 0os nimeros
naturais como um conjunto dado, juntamente com as duas operacfes, adicdo e
multiplicacéo, por meio das quais seus elementos podem ser combinados.

A capacidade gque esses numeros tém de constituir contagens, € vinculada
para crianca a objetos tangiveis, como os dedos ou contas e a linguagem primitiva
exibe um sentido de niumero concreto.

Os numeros naturais sao definidos como elementos de um conjunto,
simbolizado por N, o qual é denominado conjunto dos nameros naturais, provido de
uma natureza abstrata.

A simbologia mais difundida no ensino fundamental e no ensino médio para o
conjunto dos numeros naturais € N = {0, 1, 2, 3,..} e N* = {1, 2, 3, ...} (DANTE,
2009). O conjunto N*, denominado conjunto dos numeros naturais nao-nulos, ou

seja, exclui-se o elemento zero.
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2.2. Avalidade das operacdes em N

A teoria dos nameros naturais € conhecida como Aritmética. Baseia no fato de
gue a adicdo e a multiplicacdo de naturais obedecem a certas leis. A generalizacao
destas leis é representada simbolicamente por letras a, b, c... as quais representam
nameros naturais quaisquer, pois a utilizacdo apenas de simbolos como 1, 2, 3, ...,
que se referem a niumeros naturais especificos indicaria a proposicdo 1 +2 =2+ 1
como apenas um exemplo particular da lei geral, a qual garante que a soma de dois
naturais € a mesma, ndo importando a ordem dos termos.

Esses termos considerados na adicdo sdo chamados de parcelas. Os
elementos da multiplicacéo sdo conhecidos como fatores.

As leis fundamentais da Aritmética séo:
- propriedade comutativa da adicdo:a + b = b + a
- propriedade comutativa da multiplicacao: ab = ba
- propriedade associativa da adi¢cdo: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢)
- propriedade associativa da multiplicacdo (ab)c = a(bc)
- propriedade distributiva: a(b + ¢) = ab + ac

Operando de forma ludica, usando a representacdo de conjuntos, pode-se
investigar as leis da Aritmética dos naturais. Para adicionar dois inteiros a e b,
colocam-se os diagramas correspondentes lado a lado junta-se a quantidade a de
elementos do primeiro diagrama com a quantidade b de elementos do segundo

diagrama, formando um novo conjunto.

Figura |: Adicdo de numeros naturais
Para a multiplicacdo das quantidades a e b, coloca-se 0os pontos em dois
diagramas. Aumentando a quantidade a de elementos do primeiro diagrama, tantas
vezes indicar a quantidade b de elementos do segundo diagrama, forma-se um novo

conjunto.
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Figura Il: Multiplicacdo de numeros naturais
Pode-se concluir que multiplicar a por b, € somar a por si mesmo b vezes, ou
seja: a Xb :€+a+a+---+a
bwezes

Baseando-se na definicdo de adicdo de dois naturais, pode-se definir a

relacdo de ordem que aqui serd chamada de relacédo de desigualdade.
A relacdo de ordem em N permitira comparar numeros naturais, formalizando
a ideia intuitiva de que 1 é menor que 2 e assim por diante (FERREIRA, 2010, P.31)
Relagcdes equivalentes, a menor que b (a < b), e b maior que a (b > a),
significa que o diagrama com b elementos pode ser obtido do diagrama com a

elementos pela adicdo de um terceiro diagrama com c elementos, adequadamente

escolhido de modo que b = a + c. Desta forma, pode-se escreverquec = b- a

Figura lll: Subtracdo de numeros naturais

No desenvolvimento da estrutura das operacdes sobre N, a subtracdo é dada
como uma restricdo ao processo de soma. Porém para o dominio dos naturais, o
simbolo b — a s6 tem sentido apenas sob a restricdo b > a. A operacdo 3 — 4 ndo tem
sentido no universo dos numeros naturais.

A comutatividade, a associatividade e a distributividade, tanto da multiplicacédo
guanto da adicao, podem ser observadas na construcao de diagramas, percebendo
desta forma que as verificacdes das propriedades que sédo postas no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio aproximam-se das concepg¢des de numeros
naturais que os estudantes possuem, desenvolvendo significados associados as

diversidades de situacdes do dia a dia.
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Propriedade comutativa da adicdo: a+b=b+a
@ | @ @ | @
Figura IV: Propriedade comutativa da adicao

Propriedade comutativa da multiplicacdo: axb=b xa

@ | : | @ | :
Figura V: Propriedade comutativa da multiplicacéo

Propriedade associativa da adicdo: (a+b)+c=a+ (b +¢)

@ + @ +® : @ + @ +®
Figura VI: Propriedade associativa da adicao

Propriedade associativa da multiplicacdo: (axb) xc=ax (b x c)

AveRne

Figura VII: Propriedade associativa da multiplicacéo
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Propriedade distributiva: ax (b+c)=axb+axc
@+® X@_ @X® +
@ X@

Figura VIII: Propriedade distributiva

2.3. Alntroducéo do zero

A introducao do zero como resultado de retirar objetos apos um numero finito
de operacbOes representou um salto significativo na constituicdo do processo
operatorio da matematica, logo, a — a = 0. Nesse contexto, o conjunto dos nimeros
naturais foi ligeiramente considerado como novo conjunto N U {0}.

No desejo de se manter a estrutura das operacdes em N, garantindo a adi¢cao
e sua inversa, a subtracdo; a multiplicacdo e sua inversa, a divisdo; potenciacéo e
suas inversas, a radiciacio e a logaritmacdo, pode-se defrontar com
impossibilidades. Uma delas € a divisdo por zero. Quanto é c dividido por zero,
sendo ¢ um namero natural?

Para responder a essa pergunta é preciso voltar a definicdo da multiplicacéo
gue pode ser entendida como uma forma abreviada de se fazer somas de parcelas
iguais, por exemplo, 2x3 =2+ 2 +2o0u 3 X 2 =3 + 3, respeitando a lei da
comutatividade, descrita para multiplicacdo em N. De uma forma generalizada, é

0 0

razoavel aceitarque 0 xc=0 + 0 + O+...+j.

/

Nezes
Mas quanto seria ¢ X 0? No campo dos Naturais, este valor poderia ser
gualquer coisa, pois ndo se pode aplicar o0 mesmo raciocinio acima para calcular o
valor de ¢ X 0, porque nao faz sentido,c x0=c+c+c+c +... + ¢ (0 vezes).
Qual seria o significado produzido na mente de qualquer pessoa diante desta
simbologia? E razoavel supor que talvez ndo haja producdo de significados com
coeréncia pela mente do estudante que entra em contato pela primeira vez com

essas operacoes? Seria conveniente deixar ¢ X 0 sem significacéo?
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O homem tem tendéncia de generalizar e de estender todas as aquisi¢des do
pensamento e procurar o maior rendimento possivel destas generaliza¢des. Logo, a
solucdo destas operacdes reside no fato de usar o que serd chamado aqui de
principio da extens&o’.

Para garantir a propriedade comutativa da multiplicacdo e aceitar o desejo do
homem em estender o conjunto dos nimeros naturais para o conjunto N U {0} sem
perder as estruturas das leis da Aritmética, ha a necessidade em aceitar que ¢ X 0 =
0, portanto, 0 x c =c x 0=0.

A introducdo do zero abre caminho para discussao de outro problema,
envolvendo agora, a operacao de potenciacdo. Sabe-se que a potenciacao satisfaz
a propriedade multiplicativa, ou seja: a™ =a X a X a X ...X a (mvezes), sendo a e m
pertencentes ao conjunto dos numeros naturais, de outra forma, a potenciacdo a™ €
definida como o produto de m fatores iguais a a.

Com esta definigcdo tem-se que:
amxan=€xaxax...X9xaxaxax...xa= a™"™ coma,mn €N.

N J
m vézes nvezes

Quando se depara com a expressao "2°", automaticamente vem a lembranca
do que é difundido nos ensinos fundamental e médio, garantindo que todo nimero
elevado a zero, desde que nao seja o proprio zero, € um.

Do ponto de vista mais generalizado, pode-se concluir que, sendo aeN
(ousejaa # 0), a® = 1? Qual o significado produzido pelo estudante diante dessa
expressao? Buscando uma possivel explicacdo para a sentenca que se apresenta,
seria necessario usar o principio da extensao.

Mantendo-se esta propriedade formal, entdo a entidade a definir x = a° deve
ser tal que x xa"™ =a® xa™ =a’™.. Como 0+n=mn,entdo a®" =a", ou seja,
a® X a™ = a". De acordo com a definicdo da operacgdo de multiplicacéo:

a Xb :€+a+a+---+a fazendo b = 1 tem-se:
bXezes

a Xb=bXa=a, de forma a definir que a X 1= a.Logo, pela manutencdo da

propriedade citada, exige-se que a°® = 1.

'O principio da extensao ¢ definido por Bento de Jesus Caraca, em seu livro “Conceitos fundamentais
da Matematica” como a tendéncia do homem de generalizar e de estender todas as aquisi¢es de
seu pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢cdes séo obtidas, e de procurar o
maior rendimento possivel dessas generalizagdes pela exploracdo metddica de todas as suas
consequéncias (CARACA, 1951, P. 10).
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As impossibilidades em operacdes matematicas, como subtracdo e divisdo,
por exemplo, sdo mais frequentes do que os casos de possibilidades, pelo fato das
restricbes que sao atribuidas.

Todas as vezes que aparece uma impossibilidade, faz-se necessério utilizar o
principio da extenséo, que tem como objetivo eliminar tais impossibilidades, criando,
em geral, novos campos humericos, quase sempre pela necessidade de ordem
pratica, ndo limitando sua utilizacdo em questdes de natureza tedérica. Mas esse
principio ndo resolve todos os problemas e algumas impossibilidades terdo que

continuar existindo, como por exemplo, a divisdo por zero.

2.4. Aformalizagdo dos numeros naturais

A opcao de formalizagdo dos numeros naturais pela forma axiomatica ndo
construtiva significa assumir a existéncia de um conjunto que satisfaz a certos
axiomas que sao capazes de caracterizar completamente a ideia intuitiva de
numeros naturais, seguindo uma sequéncia de forma rigorosa.

A axiomatizacdo dos numeros naturais foi desenvolvida no final do século XIX
pelo matematico italiano Giuseppe Peano (FERREIRA, 2010, P.20).

Essa forma axiomatica traduz esses numeros como ordinais, ou seja, objetos
gue ocupam lugares determinados numa sequéncia ordenada: 1 € o primeiro
namero natural, o 2 vem logo depois do 1, o0 3 vem em seguida e assim
sucessivamente, porém podem ocorrer nameros cardinais, como, por exemplo,
resultado de uma operagdo de contagem, em resposta a pergunta, “quantos
elementos possuem esse conjunto?” (LIMA, 2009, p. 33).

Do ponto de vista de Peano, os numeros naturais ndo sao definidos, ou seja,
esses numeros sao apresentados por uma lista de propriedades que os satisfazem,
e tudo o mais decorre dai. N&o interessa 0 que esses nimeros Sdo, mas como se
comportam.

Para Dedekind (LIMA, 2009), os numeros naturais sao definidos a partir da
teoria de conjuntos e dos axiomas, hoje conhecidos como de Peano, sao

demonstracdes de teoremas. O mais importante ndo sdo os axiomas que Peano?

2 . . . R . L .
Peano deduz a teoria dos ndmeros naturais em trés axiomas, aos quais sdo conhecidos como
axiomas de Peano. Sao dados, como objetos ndo-definidos, um conjunto denotado por N, cujos
elementos sdo chamados de niumeros naturais e uma fungdo h: N — N.

em

Para cada n pertencente a N, o nimero h(n), que é o valor da fun¢do h assumida no ponto n, é
chamado de sucessor de n. Essa funcéo satisfaz os seguintes axiomas.



44

escolheu, e sim atitude adotada por ele que prevalece na matematica até os dias

atuais sob o nome de método axiomatico.

2.5. Numeros inteiros negativos

No ensino fundamental, os nimeros inteiros negativos e suas propriedades
séo introduzidas para dar significado a certas operacgdes de subtracéo, do tipo 2 — 4,
3 — 8, etc. Uma vez introduzidos esses numeros, sdo definidas as demais operacdes
como 3 — (-4), (-2)(-2) 8 ~ (—4), etc.

Para Ferreira (2010, p. 41), a definicdo destas operacbes é dada de modo
ingénuo, ndo rigoroso, numa tentativa de estender as operagfes Aritméticas e suas
propriedades do conjunto N para o conjunto Z (conjunto dos numeros inteiros). Com
essa forma empirica, com a qual se apresentam 0s numeros inteiros no ambito do
ensino fundamental, é que foram descobertos e aplicados em expressdes
matematicas de certas situacdes e na resolucao de problemas

O contato com 0s numeros inteiros acontece no 7° ano do ensino
fundamental, descrevendo o conjunto desses numeros como a unido dos numeros
naturais com os inteiros negativos, mais o zero, representando-o pela letra Z, que é
a inicial da palavra alemd Zahl, que significa nUmero em alemdo e também a
primeira letra do sobrenome do matematico alemao Ernest Zermelo (1871 — 1955),
gue se dedicou ao estudo dos nameros inteiros (DANTE, 2009).

Do ponto de vista do rigor matematico, apenas admitir a existéncia de
nameros negativos e incorpora-los ao conjunto dos numeros naturais nao é
adequado.

Para Ferreira (2010), em N, s6 sao constituidas as operacfes de adicdo e de

multiplicacdo. A subtracdo nao €, a rigor, uma operacdo em N e, por essa razéo, a

a.1l) h: N em N é injetiva. Isso implica dizer que dados m e n elementos de N, h(m) = h(n) se m = n.
Em outras palavras, dois nUmeros que tem 0 mesmo sucessor sao iguais.

a.2) N — h(N) resulta em um conjunto com um Unico elemento. Existe um Gnico nimero natural que
ndo é sucessor de nenhum outro. Esse nimero é chamado de um e simbolizado (1). Pode-se dizer
gue qualquer que seja n pertencente a N, tem-se 1 diferente h(n). De outra forma, se n € diferente de
um, entdo existe um danico n' pertencente a N, tal que h(n") = n.

a.3) Se X, contido em N, € um subconjunto tal que 1 pertenca a X e, para todo n pertencente a X,
tem-se também h(n) pertencente a X, entdo X = N. Esse ultimo axioma, é conhecido como principio
da inducéo, que pode ser enunciado também da seguinte forma: Seja P uma propriedade referente
aos numeros naturais. Se 1 é satisfeito pela propriedade P e se, de fato, um ndmero natural n se
satisfizer em P e puder concluir que todos os elementos n + 1 satisfazem dessa propriedade, entao
todos os nimeros naturais gozam dessa propriedade.
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linha adotada pela mateméatica académica é a de construir os nimeros negativos, a

partir das estruturas algébricas existentes no ambito dos numeros naturais.
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CAPITULO IIl = A CONSTRUCAO AXIOMATICA DOS NUMEROS REAIS

3. Estrutura algébrica dos corpos

Neste capitulo, serdo apresentados os numeros reais em suas estruturas
“algébrica e topoldgica”. Ao mesmo tempo, serao identificados elementos desses no
ambito do ensino fundamental e do ensino médio, constituindo, dessa forma, a
proposta que esta pesquisa ora se apresenta, no intuito de contribuir para uma
reflexdo do que poderia ser trabalhado em Analise Real, nos cursos de licenciatura e
permitir ao professor do ensino fundamental e do ensino médio identificar em sua

pratica consequéncias desta construcao formal.

3.1. Operacgdes binarias criando estruturas algébricas

De acordo com o estudo da Teoria dos conjuntos, sejam dois conjuntos nao
vazios, os quais serdo denotados por A e B. Chama-se produto cartesiano de A por
B, o conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y), com x em A e y em B.

Costuma-se indicar o produto cartesiano de A por B com a notacdo AxXB (A
cartesiano B), logo, de uma forma mais geral, tem-se AXB = {(x,y); x E Aey € B}.

Uma operagcao binaria (x¥) num conjunto ndo vazio S é uma regra para
combinar dois elementos x,y € S, produzindo um elemento z € S, representado
como x * y. De outro modo, uma operacao binaria num conjunto ndo vazio S € uma

fungdo f:S x S - S. Se xe y sé@o elementos de S, f(x,y) é representado como

X*y.3
Um conjunto no qual estdo definidas e fixadas duas operacfes binarias,

n n
.

denotadas por "+ " e"-", as quais sdo chamadas de adicdo e multiplicacdo
respectivamente, satisfazendo os axiomas seguintes € chamado de corpo, denotado

nesta pesquisa por K.

3Um exemplo de operacao binaria é a funcio f: NXN — N, tal que f(x,¥) = x + y + 1. Nota-se que

combina dois elementos x, y de N, produzindo um elemento x + y + 1 de N.
Outro exemplo € a fungéo f:N*XN* - N* tal que f(x,y) = x¥, esta operacdo é de potenciacao sobre

N. Observa-se que quaisquer que sejam 0s naturais x e y, o simbolo x¥ representa um ndmero
natural, portanto, f estd bem definida. Observa-se ainda que esta operagéo nao pode ser estendida a

Z, pois, por exemplo, a imagem de (2, -1) € ZxZ, é 27! elemento que ndo pertence a Z, nem tdo
1
pouco estendida a Q, pois a imagem de (2%) € QXQ é 22, ndo pertencente a Q e nem a R porque

1
por exemplo, (—1,%) pertence a RXR, mas (—1)z, ndo pertence a R.
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3.1.1. Os axiomas da adi¢éo:
Axioma 1A. A adicdo € uma operagdo comutativa no corpo K, ou seja, quaisquer
gue sejam os elementos x e y de K, verifica-se a igualdade:
X+y =y+x

Axioma 2A. A adicdo é associativa, ou seja, quaisquer que sejam 0s elementos
x,yezdeK

x+y)+z =x+Qy+2)
Axioma 3A. A adicdo tem um Unico elemento neutro, ou seja, para a adicao, existe

um unico elemento m, pertencente a K, tal que qualquer que seja x pertencente a K.

X+m=m+x=x
Axioma 4A. Todo elemento de K tem simétrico, isto €, qualquer que seja x €K,
existe pelo menos um y de K, tal que:

X+ty=y+x=m
Demonstracao de teoremas: A demonstracdo de teoremas € um dos preceitos da
matematica e exige algumas consideracdes. Nao se pode demonstrar algo a partir
do nada. Para provar um resultado, € preciso admitir alguns fatos como conhecidos.
Esta € a natureza da matematica. Todas as proposi¢cdes matematicas sao do tipo
“se isto, entdo aquilo”. Ou seja, admitindo isto como verdadeiro, prova-se aquilo
como consequéncia (LIMA, 2004, p. 77).

Em muitos momentos da matematica, deseja-se mostrar a unicidade de um
objeto, satisfazendo determinadas propriedades. Quase sempre, 0 caminho a ser
seguido consiste em admitir a possibilidade de dois objetos a e b satisfazendo tais
propriedades e mostrar que tais objetos sdo iguais.

Observacao: Em relacdo ao axioma (3A), teria que garantir a unicidade do elemento
neutro, porém, salienta-se que, na pratica, ndo ha a necessidade de verificar a
unicidade, posto que esta é garantida pela propria existéncia deste elemento, caso
contrario, se a e b sdo elementos neutros da adicdo em K, logo, de acordo com o
axioma (3A), tem-se:a+b=b+a =a,poisb éneutroea+b=>b+a=>, poisa é
neutro, conclui-se que a = b.

O elemento neutro da adicdo serd chamando de zero e tem sua designacao

indicada pelo simbolo "0".

x+0=0+x=x
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Teorema (1): O elemento simétrico da adicdo em K é Unico.
Demonstracdo: Para demonstrar a unicidade do elemento simétrico na adigéo,
admiti-se a existéncia de ae b em K, elementos simeétricos de x pertencente a K.
Logo: a+x=x+a=0e b+x=x+b=0. Somando a+x+b= (a+x) +b =
O+b=bea+x+b=a+(x+b)=a,logo, a =b, mostrando, dessa forma, que,
se para um determinado elemento de K, a adicdo admitir dois elementos simétricos,
eles seréo iguais, garantindo a unicidade deste elemento.

Qualquer que seja x € K, o simétrico de x, designado por -x, € 0 Unico

elemento de K cuja soma com x € igual a 0.

Teorema (2) +: Qualquer que seja x € K, x = —(—x).

Demonstrando: Sabendo-se que (—x) + x = 0, implica dizer que x é o simétrico do

-x, como o simétrico de —x & —(—x), e pela unicidade do elemento simétrico,

conclui-se que x = —(—x).

3.1.2. Os axiomas da multiplicacéo
Axioma 1M. A multiplicagdo € uma operacdo comutativa no corpo K, ou seja,
quaisquer gue sejam os elementos x e y de K, verifica-se a igualdade:

XYy=Yy-X
Axioma 2M. A multiplicacdo € associativa, isto €, quaisquer que sejam 0s elementos
x,y e z de K:

(x-y)-z=x-(y-2)
Axioma 3M. A multiplicacdo tem um Unico elemento neutro diferente de zero, ou
seja, para a multiplicacdo, existe um unico elemento « diferente de zero, pertencente
a K, tal que qualquer que seja x pertencente a K:
X-a=a--x=X

Axioma 4M. Todo elemento K, distinto de zero, tem inverso, ou seja, qualquer que
seja x € K, com x # 0, existe pelo menos um y # 0, tal que:

X-y=y-x=a

*Enfatiza-se que - (—x) é o simétrico de - x e, por esse motivo, —(— x) é igual a x, pelo fato de o
elemento simétrico ser Unico, garantindo assim algumas rela¢des, envolvendo operagbes com
ndameros negativos. Logo, pode-se entender que, por exemplo, - (- 2) é o simétrico de — 2. Como o
simétrico de - 2 é 2, entdo —(—2) = 2.
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Observacao: A existéncia do elemento neutro, automaticamente garante a
unicidade de tal elemento, caso contrario demonstra-se, seguindo 0s passos
seguintes. Se a e b sao elementos neutros da multiplicacdo em K, entdo, de acordo
com o axioma (3M), tem - se: a-b=b-a=aea-b=>b-a=>b, conclui-se que
a=h.

Em relacdo a multiplicagdo, o elemento neutro ser4d chamado de um e
designado pelo simbolo “1”, a respeito da notagdo, 1 # 0.

x.1=1.x=x

Teorema (3): Para cada elemento x € K, sendo x # 0, seu inverso é unico.
Demonstracdo: Admiti-se a existéncia de dois elementos inversos “a” e “b”
pertencentes a K, (ambos diferentes de zero) de qualquer que seja x € K, tais que:
a-x=x-a=1e b-x=x-b=1. Partindo de a -x-b =(a-x)-b=1-b=b>b e
a-x-b=a-(x-b)=a-1=a, concluindo que a = b, ou seja, dessa forma garante-
se que o elemento inverso da multiplicacao € unico.

Sendo x um elemento de K, diferente de zero, existe o inverso de x,

. _ 1 , ;. . , .
designado por x~! = ~ que € o Unico elemento de K cujo produto com x € igual a 1.

Anota-se ainda que a - b~! = %
3.1.3. A distributividade: uma relacdo entre a adi¢cdo e a multiplicacéo

Axioma D. O encontro das duas operacdes, adicdo e multiplicacdo, acontece nesse
axioma e € chamado de propriedade distributiva, ou seja, a multiplicacdo é
distributiva a respeito da adi¢éo: quaisquer que sejam os elementos x, y e z de K:

x-(y+z)=x-y+x-z

3.1.4. Aimportancia dos elementos simétricos e inversos

Para Courant e Robbins (2000), a diferenca b - a, de dois numeros inteiros, é
um namero inteiro ¢ que satisfaz a sentenca a +c = b, ou seja, € a solucdo da
equacéo a + x = b, porém, no dominio dos numeros naturais, o simbolo b -a nao
tem significado geral, apenas quando € restringido que b > a (ver pag. 39), pois,
dessa forma, a equacao a + x = b vai ter um ndmero natural como solugdo. Na 6tica
de estrutura algébrica, o conjunto dos nameros naturais nao constitui um corpo.

Numa visdo de sala de aula, muitos questionamentos podem surgir na
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aplicacdo e na validade de algumas operagfes, por exemplo quanto é 0- 27?
Algumas confusdes podem levar os estudantes a responderem 2, trocando o
elemento neutro da adi¢cdo e o elemento neutro da multiplicacdo, o professor, por
sua vez, deve buscar alternativas que possam responder a esses questionamentos,
mas, para isso, acredita-se ser necessario conhecer o porqué que todo nuamero
multiplicado por zero € igual a zero. De forma analitica, esse fato € demonstrado no
seguinte de teorema:
Teorema (4): Qualquer que seja x, pertencente aK, 0 - x = 0.

A demonstracdo desse teorema esta totalmente relacionada a estrutura de
corpo K, definida acima, e aos axiomas que a sustenta. Para esse fato, ja provado

gue o elemento neutro da adigédo € unico, tem-se: x +(—x) =0 = 1-x+(—x) =0
= (0+1)-x+ (—x) =0, pela propriedade distributiva, temos 0* x+x+ (—x) =0
=20-x+(x+(—x)=0=>0-x+0=0,logo, 0-x=0.

De acordo com o desenvolvimento em Analise Real, tem-se o0 seguinte

teorema:

Teorema (5): Qualquer que seja x, pertencente a K, tem-se -x = (—1) - x.
Demonstrando: Ja provado anteriormente, 0-x =0, logo, (1+ (—=1))-x =0, pela

propriedade distributiva, tem —se 1-x+(-1)- x=0 = x4+ (-1)-x =0, entdo, o

simétrico de x € (—1) -x. Como o elemento simétrico de x € —x e pela unicidade
desse elemento, conclui-se que —x = (—1) - x.

Nota-se que - x € o simétrico de x, garantido pelo axioma (4A) e no segundo
membro da igualdade —x = (—1) - x tem-se o simétrico de 1 multiplicado por x. Logo,
para encontrar o simétrico de x, basta multiplicar o simétrico de 1 por x.

A operacdo b + (—a) sera representada por b -a e, dessa forma, defini-se a
operacao de subtracdo de b por a como a soma do elemento b pelo simétrico do

elemento a.

3.1.5. A multiplicacdo de niameros negativos

Na introduc¢édo de novos simbolos -1, -2, -3, ..., em uma Aritmética ampliada
gue abrange tanto inteiros positivos como negativos, deve-se definir as operagcoes
de tal forma que as regras originais de operagfes Aritméticas sejam preservadas
(COURANT & ROBBINS, 2000, p. 64).



o1

Indica-se a multiplicacdo de quaisquer elementos a e b, denotada a - b por ab.

Definir uma operacdo de multiplicagdo com elementos negativos € uma
consequéncia do desejo de se preservar a lei da distributividade a(b + c) = ab + ac.
Um fato a destacar sédo as famosas regras de sinais. Por exemplo, sabe-se que
(-1 -(—1) éigual a 1, porém, se (—1) - (—1) fosse igual a —1, entdo, a expressdo
—1(1- 1) poderia ser igual a -2, pois aplicando a distributividade tem-se: -1(1 — 1) =-
11+( - 1) = -1 (1) +(-1)«(-1) = -1 -1 = -2, mas, por outro lado, resolvendo a
subtragdo dentro do parénteses tem-se: -1(1 - 1) =-1-0=0.

Mas como provar tais regras? Os matematicos levaram muito tempo para
compreender que as regras de sinais, juntamente como todas as definicdes que
envolvem numeros inteiros e as fragdes ndo podiam ser provadas (COURANT &
ROBBINS, 2000, p. 64).

Para alcancar a liberdade nas operacdes, e preservar a0 mesmo tempo as
leis fundamentais da Aritmética, podem e devem ser provadas essas regras, apenas
com base nas definicbes das leis comutativas, associativas e distributivas da
estrutura de corpo. Logo, (-1) - (-1) é igual a 1, sendo valida a igualdade (-1) - (-1) = -
(-1) = 1. (ver pag 4). Dessa forma, (—a) - (—b) = ab, ou seja, (—a) - (=b) = (—-1)-
a-(-1)-b=a-(-1)-(-1):-b=a-1-b=a-b=ab.

3.1.6. Principio de equivaléncia

No estudo de igualdades, fala-se dos chamados principios de equivaléncia,
(Giovanni Jr e Castrucci, 2009, p. 118), que garantem a resolucdo de equacdes do
tipo 2x + 2 = 4, por exemplo, no campo dos inteiros. Esses principios sdo chamados
de aditivos e de multiplicativos.

O principio aditivo permite adicionar aos dois membros de uma igualdade um
mesmo valor, encontrando, dessa forma, uma nova igualdade, equivalente a
primeira, j& o principio multiplicativo permite multiplicar os dois membros de uma
igualdade por um mesmo valor, mantendo-se a equivaléncia. Logo, se a = b, entao
a+c=b+coua-c=>b-c.Paraessas afirmacdes, demonstra-se o teorema abaixo
e, a partir dele, os corolarios seguintes:

Teorema (6): Dado um corpo K, e sejam x e y elementos de K. Tem-se x =y, se e

somente se, x-y = 0.

A demonstracdo sera desenvolvida em duas partes:
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12 - se x = y, entdo x-y = 0. Partido de y + (— y) = 0, e considerando x = y, tem-
se que x + (—=y) = 0, logo, x-y = 0.

22 - se x-y =0, entdo x =y. Sendo x-y =0, entdo x+ (—y) =0, logo, x é o
simétrico de (—y) e (—y) é o simétrico de x. Como y € o simétrico de (—y) e este
simétrico € anico, entdo x = y.

Coroléario 1 :Quaisquer que sejam x e y pertencentes a K ,se x =y, entdo x + z =
y+ Zz

Demonstrando: se x =y, entdo x-y = 0, e adicionando +z e (—z) a x-y, tem-se
x-y+ z+ (—z) = 0. Usando a associatividade e a comutatividade, escreve-se que
x+z-y-z=0= (x+2)—(y+2)=0;logo,x+z=y+z

Corolario 2: Quaisquer que sejam x,y, pertencentesa K se x = y, entdo x.z = y.z
Demonstrando: Sendo x-y =0, e sabendo que 0-z=0, entdo (x-y)- z=0.
Usando a propriedade distributiva, tem-se que xz-yz = 0, logo, xz = yz, de acordo
com o teorema (8).

Agora, tem sentido o uso dos principios de equivaléncia para resolucdo de
equacgbes. Em relacdo ao exemplo, 2x + 2 =4, tem-se 2x+ 2- 2=4-2, logo,
2x = 2. Multiplicando membro a membro por % tem-se x = 1 que é o resultado da

equacao acima. Uma forma generalizada é apresentada no teorema, seguinte.

Teorema (7): Seja K, um corpo e a e b elementos de K, sendo a # 0. A equagédo do
1° grau ax + b = 0 possui uma unica solugdo, ou seja, x = _?b.

Demonstracdo: Seax+b =0, entdo, ax+b+(-b)=0+(-b)> ax+0=—-b =

ax = —b =>1-ax:1-(—b):> 1-x=D o =D
a a a a

Talvez fosse interessante resolver equacgbes® do 1° grau, usando tal

procedimento, visando o amadurecimento do aluno.

3.2. Os nameros racionais
Neste topico, serdo apresentados 0s numeros racionais como corpo, sendo
identificadas as operacdes e as contradicBes operatoérias, no que se refere a divisdo

por zero. Ressalta-se também, a construcdo geométrica dos numeros racionais,

*Um exemplo de equacdes lineares: 3x- 5 = 2x + 7=23x—5+5=2x+7+5=3x = 2x + 12
23x—2x=2x—2x+12=>x =12.
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identificando-se algumas propriedades fundamentais que envolvem esses numeros.

3.2.1. A estrutura de corpo do conjunto dos nameros racionais

Os numeros racionais representam uma ampliagdo no dominio da Aritmética
para além dos nameros inteiros, que sao abstracdes do processo de contar colecdes
finitas de objetos (COURANT & ROBBINS, 2000, p.61).

No cotidiano, h& necessidade ndo somente de contar objetos individuais, mas
também de medir quantidades tais como comprimentos, areas, pesos e tempos. Se
o desejo é operar livremente com as medidas dessas quantidades, que sao capazes
de subdivisdes arbitrariamente pequenas, € necessario ampliar o dominio da
Aritmética para além dos numeros inteiros. O primeiro passo é, segundo Courant e
Robbins (2000), reduzir o problema de medir ao problema de contar.

Inicialmente escolhe-se, de forma arbitraria, a unidade de medida, como por
exemplo, o metro, o quildmetro, a polegada, o centimetro, o grama ou o segundo,
dependendo do contexto ao qual se deseja atribuir essa medida. Na sequéncia,
conta-se 0 numero dessas unidades, que, juntas, vao constituir a quantidade a ser
medida, por exemplo, certa distancia entre duas cidades, pode medir exatamente
240 km. De uma forma mais geral, o processo de contar unidades nao é suficiente,
pois nem sempre a quantidade dada € um multiplo inteiro da unidade escolhida. O
maximo que se pode dizer é que o valor da quantidade situa-se entre dois multiplos
sucessivos. Quando isso ocorre, ha necessidade de introduzir novas subunidades,
gue sao obtidas mediante a divisdo da unidade original em um nimero n de partes
iguais (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 62).

No simbolismo matematico, a subunidade obtida pela divisdo da unidade
original em n partes iguais é representada pelo simbolo % No caso da quantidade

conter exatamente m destas subunidades, sua medida é representada pelo simbolo

m e s ~ ~ .
— Esse simbolo € chamado de fracdo ou razdo e, algumas vezes, escrito como

m-+noum -n- L

Pode-se definir a operacdo de divisdo de um ndmero a por um ndamero b,
como sendo a multiplicacdo do namero a pelo inverso do nimero b, ou seja, 3 + 2, é
0 mesmo que 3 - 271, uma ideia muito trabalhada no célculo de poténcias, quando o
expoente é negativo (Giovanni Jr e Castrucci, 2009, p. 104).

O segundo e decisivo passo foi dado de forma consciente somente apds
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séculos de tentativas, despojando-se o simbolo % de sua referéncia concreta ao

processo de medir e as quantidades medidas, considerando-o um puro numero,

entidade em si propria, a0 mesmo nivel dos naturais. Quando m e n sdo numeros

inteiros, o simbolo % com n #0 é chamado de numero racional (COURANT &

ROBBINS, 2000, p. 62).
O conjunto de todos 0s numeros racionais sera denotado por Q. Doravante,

toda vez que aparecer um simbolo na forma % por exemplo, considera-se que n €

diferente de zero.

. , . . ~ ! '+ !
O conjunto Q dos nlmeros racionais com as operacdes §+ E_HTTF

] ]

qq
(adicdo) e g- s:: z:—:’: (multiplicag&o) € um exemplo de corpo, no qual sdo validos os
axiomas da adicao, da multiplicacédo e da distributividade.

Como exemplo, verifica-se que a comutatividade, tanto da adicdo quanto da

multiplicacéo, € valida em Q:

'

.. e +ap’ "+pgr !
- comutatividade da adicdo: 2+ &= PAX9° _ AP IPA _P 4 P
q aq a4 q
P . . ~ ! p' ! !
- comutatividade da multiplicacdo: 2. 2= B2 - P2 _P . P
q aq  aq  q q

Os outros axiomas também séo validos em Q, garantindo que esse conjunto é

uma estrutura de corpo.

1

Nota-se que E: le 2: % se pq = qp' para quaisquer inteiros p,q,p’q. O
simétrico de § é —s. O zero é % com q # 0 e 0 inverso des +0é %.

A construcdo dos numeros racionais pode parecer extremamente simples,
mas pesquisas mostram que, em termos da préatica docente no ensino fundamental
e no ensino médio, a sua construcdo pode ser considerada uma das mais
complexas operacdes escolares (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 59 e 60).

Nessa perspectiva, 0 PCN em mateméatica do ensino fundamental destaca:

Embora as representacdes fraciondrias e decimais dos numeros racionais
sejam conteldos desenvolvidos nos ciclos iniciais, 0 que se constata é que
os alunos chegam ao terceiro ciclo sem compreender os diferentes
significados associado a esse tipo de nimero e tampouco os procedimentos
de célculo, em especial os que envolvem os racionais na forma decimal
(BRASIL, 1998, p. 100).

Outro aspecto que se destaca na concepcao formal dos numeros racionais,

se refere as operacgdes e as ideias essenciais que fundamentam os seus conceitos.
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Os termos fracionérios, a serem adicionados, devem ter como referéncia a mesma
unidade-todo, tanto em sua representacao aritmética quanto geométrica.

Assim, quando as fragdes tiverem denominadores diferentes, a unidade-todo
sera dividida em partes iguais ao nimero de um dos denominadores; também
subdividida em partes iguais ao niumero do segundo denominador e, finalmente, a
divisdo exigira tantas partes quanto for o produto dos denominadores. Isso significa
dizer que ha uma transformacéo em fracBes equivalentes, necessariamente com os
mesmos denominadores.

1 2 1-5 2-3

375735735

Quanto a operacdao de multiplicacdo, a abordagem adotada atualmente no
ensino fundamental e no ensino médio cria condicbes para os estudantes
conviverem com diversas interpretacdes. Tal operacdo, nesse campo numerico, nao
se sustenta por si sO, pois articula uma série de relagbes com outros conceitos,
como: medida de segmento de reta; divisdo Aritmética e geomeétrica (segmento); a
divisdo da divisdo (por exemplo, tomar dois quintos de trés quartos); a identificacao
de uma nova fracdo (tomar quintos de quartos que se transforma em vinte avos);

adicdo de fracdo (exemplo, quatro quinze avos mais quatro quinze avos).

. 2 3 . 2 3
Assim, - Zpode ser interpretado como procurar p dos ” de um todo

I
____
.

Figura IX: Todo considerado
6

3
4 20
As definicbes das operacdes de numeros racionais Sao0 impostas,

77

o
27

]

N

2
£ 1"
principalmente para utilizacdo dos numeros racionais como medidas. Segundo
Courant e Robbins (2000, p. 63), “os numeros racionais sao criagdes nossas e que
as regras sao impostas por nossa vontade”.
Na busca de definir as operagdes, pode-se decretar outra regra para adigéo,
p' _ ptp’

como: §+ pri situagdo muito presente em salas de aulas de matematica dos
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ensinos fundamental e médio que, em particular, forneceria §+ gz % que € um
absurdo, do ponto de vista de medida.

Regras desse tipo, embora sejam logicamente permitidas, tornariam a
Aritmética um jogo sem sentido, pois o livre exercicio do intelecto € orientado pela
necessidade de se criar um instrumento que seja adequado para lidar com medidas,
dando consisténcia e utilidades aplicativas.

A invencdao das fragbes como novos simbolos numéricos, torna a diviséo, que
no conjunto dos numeros inteiros é restrita, sem restricdes, exceto no caso da
divisdo por zero, que é excluida de uma vez por todas (COURANT & ROBBINS,
2000, p. 65).

Outro questionamento, que € muito comum no ensino fundamental e no
. e - e e ” 1
ensino médio é, “por que ndo se pode dividir por zero”? Ou, quanto & 5?
Na estrutura de corpo, todo nimero diferente de zero tem inverso e esse é
;o . 1 .. ~ 1 -1 ~ .
anico, logo, se ; existir, entdo - = 0~*', que é o inverso de zero e, dessa forma,
0 -07' =1, contradizendo o teorema (3), o qual provou que O multiplicado por

qgualquer valor € 0. Outro absurdo € que se a divisao por zero fosse permitida, entao
1-0=2-0=21:-0:-01=2-0-0"'=> 1=2.

A medida que se ampliam os conjuntos numéricos e se estendem as
operacfOes para 0s novos campos, os significados dessas operacdes vao tomando
um sentindo mais abrangente e mais geral, de certa forma, pode-se dizer mais
algébrico (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 66).

Teorema (8): Dados a, b, c € d num corpo K, sendo b e d diferentes de zero, tem-se:

~ 1 1 1 Ly a c a-c ..., a c ad+bc
s A e

. . . 1
Demonstrando (i): Sejax € K elemento de tal forma que bx = 1,ouseja, x = e

y € K elemento tal que dy =1, ouseja, yz%. Prova-se que existe um unico

elemento z € K tal que (bd) -z =1, ou seja, z = ié xy. Bem, partido de (bd) - (xy),

escreve-se:  (bd)-(xy)=b-[d-(x-y)]=b-(

[y

(d-y)-xD=b-(1-x)=b-x=1,

. 1 1
logo xy = z. Tendo xy = z, pode-se concluir que Pkl
. 1 1 . .
Demonstrando (ii): Como % . 2: a---c- -, usando a propriedade associativa,
1 1 1 a-c
tem-se:a -c - -=-=a -c -— = .
b d b-d b -d



57

Demonstrando (ii): Para a demonstracdo desta operacgdo, considera-se a relagao

1 1 .
%+ 2: a-—+c--= a-b 1+ ¢ -d~!. Baseando—se no axioma do elemento

. .. . . 1 1
inverso, multiplica-se a primeira parcela por d e d -d~! e a outra por b o= b -

b~1. Dessa forma, a-b~1-d -d '+ ¢ -d~! -b - b~1; pela comutatividade e pela

associatividade, tem-se: a-b~'-d -d '+ c-d'-b-bl'=a-d-b7'-d '+ c -
b-d'-b'=a-d- %- §+ c-b - % . %. Usando a propriedade distributiva, tem-se

ad+bc
bd

. Entdo, (a-d + C-b)-%-%:(ad+bc).$:

(a-d+c-b)- %-%
3.2.2. Ainterpretagdo geométrica dos numeros racionais

Para esta forma de interpretar 0os numeros racionais, toma-se uma reta
numérica e escolhe-se um ponto para ser o zero. Demarca-se 0 segmento de 0 a 1.
Defina o comprimento deste segmento como unidade de medida que fica a livre
escolha. Representa os inteiros positivos e negativos como conjunto de pontos
equidistantes na reta numerada, sendo a esquerda de zero 0s negativos e a direita
de zero os positivos.

Para se representar fracbes com denominadores n, divida cada um dos
segmentos da unidade escolhida em n partes iguais; os pontos da subdivisdo véao
representar as fracbes com denominador n. Se, para cada inteiro n, for feito o
mesmo raciocinio, todos 0s nameros racionais serao representados por pontos
desta reta numérica. Esses pontos serdo chamados de pontos racionais. Nesta
pesquisa, um pouco a frente (ver pag 82), ficara claro que o conjunto dos nameros

racionais nao esgota a reta numérica.

(I
—
| ]

Figura X: A reta numérica racional

As fracfes equivalentes sdo representadas na reta numérica por um mesmo

. ~ 2 7 ~ 4
ponto, ou seja, 0 ponto que representa fra(;ao 3 € 0 mesmo que representa a fra(;ao P

. ~ . 2
e as demais fragOes equivalentes a 5
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3.3. Corpo ordenado

Apresentam-se 0s corpos ordenados, no intuito de desvelar as ideias de
comparacdes, de desigualdades e de intervalos, presentes em muitos textos de
matemética do ensino fundamental e do ensino médio. Dessa forma, busca-se, na
compreensao dos processos formais, uma proximidade das relacBes operatérias,

desenvolvidas no ambito do ensino fundamental e do ensino médio.

3.3.1 O que sé&o corpos ordenados?

Ja se sabe que o conjunto dos numeros racionais, com as operacdes de
adicao e de multiplicacao usuais, € um corpo. Indo um pouco além, sabe-se que Q é
um corpo ordenado, isto €, em Q tem sentido se falar em elementos positivos e
negativos. Senéo, observe:

Dada a fracao %, concebida como quociente de inteiros relativos, logo, pode-
se considerar sempre b > 0, posto que para b <0, resulta em -b > 0 e a fracao %

podem ser substituidas pela fracdo equivalente :—Z.

Assumindo que seja sempre positivo o denominador b, valem as relacdes
seguintes: %< 0, %= 0 ou §> 0, segundo seja a<0, a=0 ou a>0

respectivamente.

Um fato que pode ser destacado € o estudo de comparacdo de fragdes,
“ . . 1 1A ~ 7 . e
quem € maior — ou 5? . Essa comparacao é garantida, em analise, pelo fato de
x~1 > y~! se, e somente se, x < y, considerando x e y elementos positivos de um

. ~ 1 1 -
corpo K. Demonstrar esta situacdo, basta observar que piaie % =>xy—y— %> 0

= xy—y >%como xy = xy, entdo x < y. Partindo de x< y, multiplica-se membro a

1
membro por e encontrando-se, dessa forma, que x=! > y~1,

Dadas as fracdes = e intercede entre elas uma, e somente uma das
b

c
E’

relacdes % <=z, Z= 2 e % > 2, segundo seja ad < bc, ad = bc ou ad > bc.

SRS

c
E;

3.3.2. Generalizando a nogéo de corpo ordenado.
Um corpo K sera dito ordenado se neste corpo esta destacado ou fixado um
subconjunto P, chamado de conjunto dos elementos positivos de K, que satisfaz as

seguintes condic¢obes:
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12 — Se a e b pertencem a P, entdo a + b pertence a P, ou seja, se dois elementos
do corpo K sédo positivos, a soma deles também é um elemento positivo.
22 — Se a e b pertencem a P, entdo a - b pertence a P, ou seja, o produto de dois
elementos do corpo K positivos é um elemento de K positivo.
3° - Se a pertence a K, entdo verifica uma, e somente uma das seguintes
propriedades

a EPou,a=0,0u-a €P

A terceira condicdo também é conhecida como propriedade da tricotomia.
Esta terceira condicao implica que o conjunto M = {—a; a € P} o qual é denominado
conjuntos dos elementos do corpo ordenado K negativos, ndo tem elementos
comuns com o P. Desta forma, pode-se concluir que o conjunto K € a uniao dos trés
conjuntos disjuntos, P, {0} e M.

A partir destas consideracoes, define-se que: se um elemento a € P, contudo
este elemento é positivo e diz que este elemento € maior que zero “a > 0”. (Bem
entendido, a > 0, se e somente se a € P). Se -a € P, entdo a € um elemento
negativo e desta forma, a < 0.

Se a pertence a P ou é 0, entdo a > 0. Por outro lado, se -a € P ou € 0, entdo
a < 0. Pode-se entdo introduzir que o elemento zero e tanto positivo quanto
negativo, admitindo, assim, um status dual (BARTLE, 1983, p. 43). De uma forma
mais geral, defini-se no ensino fundamental e no ensino médio que P é o conjunto
dos numeros positivos, P U {0} conjunto dos nimeros nao negativos.

Destaca-se, neste momento, que o elemento (-a) ndo € necessariamente
negativo, podendo ser positivo, se a for um elemento negativo. Caso a seja positivo,
entao - a sera negativo.

As relacfes de ordem definidas nos cursos de Andlise Real sdo introduzidas,
admitindo-se a e b, dois elementos de K, tal que se (a-b) € P, entdo a > b, ou
se —(a-b) € P, logo a < b. Da mesma forma, se (a-b) € P U {0}, entdo, a = b, e se
—(a-b) e PU{0}, entdo a < b.

Confluindo com essas ideias, para um principio de formalizacdo, o curso de
Andlise Real na licenciatura em matematica coloca as relacdes de ordem,
estabelecendo algumas propriedades, as quais sdo denominadas de Leis Familiares
da Desigualdade (BARTLE, 2000, P. 42), que, sem duvida, estdo presentes nas

obras do ensino fundamental e do ensino médio.
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Sejam a, b, e c elementos de K, logo:
-sea>beb>c, entdo, a > c.

Para demonstrar essa situacao, pode-se partir da definicdo apresentada neste
capitulo, a qual garante que se a > b, entdo (a-b) € P, ese b>c; (b-c) € P.
Observe que a-c = (a-b) + (b-c), 0 que garante que (a-c) € P, pois como
definido anteriormente, a soma de dois elementos positivos € um elemento positivo.

- a segunda propriedade fala exatamente da validade das relacdes a > b,a = b,a <
b e a verificacdo dessa propriedade se estabelece nas possibilidades de (a -b) € P,
a-b =0e—(a-b)€eP

- a terceira propriedade dizquesea > be b > a, entdo a = b.

Essa propriedade pode ser provada, considerando que a # b. Dessa forma,
ou(a-b) €EPou(b-a)€P,ouseja, oua>b,oub > a. Emqualquer caso, verifica-
se uma contrariedade das hipoteses.

Num corpo ordenado, se a # 0, entdo a? € P. Com efeito, sendo a # 0, ou
a € Pou—a € P.No primeiro caso, a? = a-a e no segundo caso a® = (—a) - (—a),
ou seja, (—a)-(-a)=(-1) (@) - (-1 - (@=(@ - (-D-(-D-(@=(a)-1-
(a) = (a)- (a) = a®.Um caso particular € que num corpo ordenado 1 = 1-1 é
sempre positivo.

Pode-se pensar em varios teoremas a partir dessa estrutura e identificar, no
desenvolvimento matematico dos ensinos fundamental e médio, muitas relacdes
possiveis ligadas a esses teoremas.

Essa propriedade fala que, se um corpo é ordenado, entdo o quadrado de
gualquer elemento diferente de zero € positivo. O que isso significa sobre corpos
conhecidos no ensino fundamental e no ensino médio? O que dizer dos numeros
complexos?

O corpo C dos numeros complexos deve ser tal que possa admitir as
operacles de adicdo, de multiplicacdo e também possibilitar a extracdo de raizes
guadradas de numeros negativos.

Segundo Dante (2009, p.431), uma boa maneira de definir esse conjunto &
usando a relacdo de pares ordenados, proposta por Gauss em 1831 e reforcada por
Hamilton em 1837. Esses pares ordenados estédo definidos da seguinte forma:
Igualdade: (a, b) = (c,d) seesomentesea=ceb=d
Adicdo: (a,b) + (c,d)=(a+c, b +d)
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Multiplicagéo: (a, b)-(c, d) = (ac — bd, ad + bc)

A unidade imaginéria é a denominacao para o numero complexo (0, 1), o qual
é denotado por “”. Observe que i? = (0,1)-(0,1) = (0-0—-1-1,0-1+1-0)= (-1,
0)=-1

O corpo dos numeros complexos (C) ndo pode ser ordenado, isto €, por mais
gue se tente, ndo é possivel destacar um conjunto em C que possa ser chamado
conjunto dos elementos positivos de C, satisfazendo as propriedades, ja que em C
tem um elemento cujo seu quadrado € negativo.

Outra situacao a considerar é se 1 >0,tem-se 1<1+1<1+1+1<1+1+
1+ 1 <... O subconjunto de K, formado por esses elementos, é infinito. Mais
precisamente, o conjunto N (Conjunto dos numeros naturais) pode ser considerado
subconjunto de K.

Indica-se o simbolo1' como o elemento unidade do corpo K. Defina uma

funcdo f:N — K, pondo f(1) =1,f(2) =1+ 1,f(3) = 1"+ 1 + 1', etc. Definindo

de maneira correta a funcgao f, utiliza-se a indugéo: f(1) =1"ef(m+1) = f(m) +
1'. Por inducéo, verifica-se que f(m +n) = f(m) + f(n). Como todos os valores de

f(n) sdo positivos, se m <p = f(m) < f(p). Dessa forma, define-se uma bije¢céo

do conjunto N dos numeros naturais sobre o conjunto N' = f(N), formado pelos
elementos 1',1'+ 1',1'+ 1' + 1', etc. H4 o costume de identificar N’ como N e
considerar que os numeros naturais estdo contidos em K. Logo N c K e, dessa
forma, sera permitido escrever 1 ao invés de 1'. Em particular, todo corpo ordenado
é infinito.

A definicdo que muitas vezes € usada no ensino fundamental e no ensino
médio de que todo numero natural é inteiro e todo namero inteiro é racional, é
perfeitamente identificada com a seguinte consideracdo: Dado um corpo ordenado
K. Considerando N c K, fazendo os simétricos -n dos elementos n de N e mais o
zero, sendo 0 € K, tem-se constituido o conjunto Z dos numeros inteiros. Dessa
forma, admite-se que N c Z c K.

Considerando m e n elementos de Z, com n # 0, existe n~! € K, de acordo

com o axioma (4M). Dessa forma, pode-se referir ao conjunto formado por todos os

elementos m - n~! :% € K, comn # 0, como um subcorpo de K, sendo este, 0

menor deles.
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Como todo subcorpo deve conter pelo menos O e 1, e mais, o conjunto N por
adicOes sucessivas de 1, o conjunto Z por tomadas de simétricos e o conjunto das
fracOes %;m,n € Z en # 0, de um modo natural, pode-se considerarque N c Z c Q

c K, identificando que o corpo Q dos ndmeros racionais € evidentemente o menor
subcorpo ordenado de K.

s

Figura XI: ilustragdo de Q

3.3.3. Nocéao de Intervalos

Fixados a < b, elementos de um corpo ordenado K, destacam-se o0s
seguintes subconjuntos de K.

[a,b] = {x € K;a < x < b} — intervalo fechado de extremos a e b
[a,b) = {x € K;a < x < b} - intervalo fechado na esquerda e aberto na direita.
(a,b] = {x € K;a < x < b} — intervalo aberto na esquerda e fechado na direita

(a,b) = {x € K;a < x < b} - intervalo aberto

(a, b) [a, b)
0 S 0
a b a b
0 ' ¢ $
(a,b] @ b a b [a, b]

Figura XII. Intervalos ou segmentos

Os intervalos acima sao ditos limitados. Na sequéncia, sdo apresentados
intervalos ilimitados cujas representacdes geométricas sao retas e/ou semi-retas

(—o0,b] = {x EK;x < b} — é asemireta esquerda fechada de origem em b

(—o0,b) = {x € K;x < b} — é a semi reta esquerda aberta de origemem b
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(a,0] = {x € K;x > a} - é a semi reta direita fechada de origemem a
(a,0) = {x € K ;x > a} - é a semi reta direita aberta de origem em a
(— 0,00) = K - intervalo cuja representacdo grafica é uma reta. Esse intervalo pode

ser considerado aberto ou fechado.

Quando é considerado um intervalo de extremos a e b, sempre supdem que
a < b, com excecao do intervalo fechado [a, b], no qual a = b. Esse Ultimo intervalo
pode ser denotado por [a,a]. Sua representacdo geométrica consiste em um Unico
ponto a e € chamado de intervalo degenerado.

N&o é dificil afirmar que todo intervalo ndo degenerado € um conjunto infinito,

basta observar que num corpo ordenado K, se x <y entdo x < “Ty< y. Desta

forma, se I, for um intervalo entre a e b, com a < b, entdo, pode-se obter uma

e +b
infinidade de elementos x; x, x3 x, ... x, ..., pertencentes a I. Tomando x; = aT

_atx, _a+Xxp a+x,

Xy = > y X3 = 5 Xn+1 —

,tem-sea <...< x3 < x, < x; < b.

Considerando que o intervalo entre dois numeros racionais a € b (a < b)

distintos € ndo degenerado, observa-se que sempre, entre dois numeros racionais,

S . , +b
vai existir um nimero racional n, dado por: n = aT

3.3.4. As inequac0des na estrutura de corpos ordenados

No ensino fundamental e no ensino médio, sdo introduzidas as chamadas
inequacdes, que sdo sentencas matematicas com uma ou mais incognitas (letras)
expressas por uma desigualdade. Para resolver essas inequacfes € preciso
observar bem o que acontece, quando se multiplica membro a membro da sentenca
por um namero positivo e por um ndmero negativo.
Teorema (9): Dados x,y,z, elementos de um corpo K ordenado. Se x <y, entédo
qualquer que sejaz > 0, tem-se xz < yz.
Demonstrando: Se x <y, entdo y-x € P e se z> 0 entdo z € P. Multiplicando y - x
por z, temos (y-x)z € P. Usando a propriedade distributiva, temos (yz-xz) € P,
logo, xz < yz.
Teorema (10): Sendo x,y e z, elementos de um corpo K ordenado, se x <y e z <

0, entdo xz > yz.
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Demonstrando: Se x < y, entdo y-x € P e se z < 0 entdo —z € P. Multiplicando y-x

por —z, temos (y-x)-(—z) € P. Usando a propriedade distributiva, temos (—yz +
xz) € P, logo, xz > yz.

Esses teoremas justificam que, ao se multiplicar os membros de uma
desigualdade, denotada pelos sinais: > (maior), < (menor), <(menor do que ou
igual a), = (maior do que ou igual a), por um numero positivo, a desigualdade nédo se
altera e, se o numero for negativo, a desigualdade é alterada, ou seja, 0 maior é
substituido pelo menor e vice-versa. Logo, a inequacdo —x <1, pode ser
equivalentemente representada por x > —1, satisfazendo o conjunto no qual foi
definido a sua solucéo.

Teorema (11): Dados x e y, elementos de um corpo ordenado K. Se x < y, entéo,
gualquer que seja z pertencente a K, tem-seque x + z <y + z.
Demonstrando: Se x <y, entdo y-x €P (y-x) +z+ (—z) €P. Logo, y+z-x-2z

EP,(yv+2)-(x+2)eEP=2x+z<y+z

Esta propriedade recebe o nome de “monotonicidade da adi¢gdo” e garante
gue, mesmo somando membro a membro de uma desigualdade por um ndmero
gualquer, encontra-se uma desigualdade equivalente a primeira.

Teorema (12): Dados a e b, elementos de um corpo K ordenado. Tem-se a - b >0
se,esomentese,a>0eb>0o0ua<0eb<0.

A demonstracdo desse teorema vai permitir uma maior compreensado da
resolugéo de inequagdes produto, como por exemplo, (x -7)(x + 2) > 0.
Demonstracéo: Esta demonstracéo se desenvolvera por duas partes:

-12parte:Sea-b>0,entdoa>0eb>00ua<0eb<0.Sendoa-b>0=a-b

€ positivo, ou seja, a - b € P. Considere a < 0, ou seja, a negativo e b > 0, logo, —a
€ Pe b € P, dessa forma -a-b € P, contradizendo a hipétese de a-b € P. Da

mesma forma, considere a >0e b <0,logoa e Pe -b eP,entdoa-(—b)EP =

—a - b € P, mais uma vez contradizendo a hipétese. Logo, sea-b > 0,entdoa >0e
b>0oua<0eb<0.

- 22 parte: Esta segunda parte vai transcorrer de forma a garantir as propriedades de
corpos ordenados. Se a>0eb>00ua<0eb<0, entdo a-b > 0. De fato, se
a>0entdoa e Pese b>0entdo b € P, logo, a-b € P. Por outro lado, se a <0

=>-a €EPeb<0=-b €P,logo, (—a)-(—b) € P, ou seja, (—1)a -(=1)b > 0.
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Usando a propriedade comutativa, tem-se a(—1)-(-1)b >0 =a-1:-b>0= a-

b > 0.

A resolucdo da inequacdo, com uma incognita, consiste na aplicacdo
sucessiva das propriedades das desigualdades que transcorrem neste trabalho, até
se chegar a uma expresséo final do tipox >c,x <c,x <c, x >c.

Coroléario 3: Dados a e b, elementos de um corpo K ordenado. Tem-se a-b < 0 se,
esomentese,a>0eb<0oua<0eb>0.

Demonstracédo: 12 parte: Se a-bh <0, entdo a<0 e b>0 ou a>o0 e b<O0.
Considerando a - b <0, entdo - (a - b) € P. Logo, (—1)(a-b) € P, ou seja, (—1)(a) -
beEP=—-a-beP=>-aePebeP,dessaforma,a<0eb>0.0u(-1)(a-
b) € P,ouseja, (—1)(a) -b € P. Usando a propriedade comutativa, (a) - (—=1)-b € P
=>a-(—b)EP=>a ePe—-b €P,dessaforma,a>0e b <0.

22 parte: Sea<0eb>0ea>0e b<0,entdo a - b <0. Partindo de a<0 e
b>0,tem-se —a € Pe b € P, dessa forma -a - b € P, = —(a - b) € P, logo
a - b < 0. De maneira analoga, considere a >0e b < 0,logoa € Pe —b € P, entédo
a-(—b)eEP=>a-(—1)-b €eP,=—(a-b) €eP,logoa - b <0.

Teorema (13): Sea>bec>d,entdéoa+c>b +d.

Demonstrando: Se a > b, entdo a-b > 0 e, se ¢ >d, entdo c- d >0, ou seja,
(a—b) ePe(c—d) eP.Deformaque (a—b)+ (c—d)eP=(a+c)—(b+d) €

P=>a+c>b + d.

Um erro muito frequente, cometido ao resolver inequacao do tipo xZTl < -1 por
exemplo, é escrever de uma forma direta a sentenca, multiplicando membro a
membro por (x-1). Dessa forma, tem-se 2 < (—-1)(x- 1)para x #1. A
observacéo que se faz € que o erro vem do fato de ndo saber o sinal de x - 1.

Quando se resolve uma inequacédo, todas as etapas podem e devem ser
justificadas pelos axiomas do corpo, pelos axiomas de ordem e pelas propriedades

decorrentes destes axiomas.

Para ilustrar, pode-se acompanhar com detalhe a resolucdo da inequacao

citada acima: —<-1oe—-—+1<-1+le-—+1< 0o <0 (x+1)-
x—1 x—1 x—1 x—1

x-Dl'<0e@x+1)>0e(x—1DT<0ou(x+1)<0e(x—1)"1>0. Um
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detalhe a ser considerado é que (x—1)"!>0&x—1>0 de outra forma, (x —
1)1 <0 ©x — 1< 0. Consequentemente, analisando os sinais de x+1 e x — 1,

conclui-sequex >—-lex<1,ouseja, -1 <x< 1.
Pode-se encaminhar a solucdo da inequacgéo acima, multiplicando membro a

membro por x — 1, desde que seja considerado o sinal de x — 1.

3.3.5. M6dulo de um elemento de um corpo ordenado K

Seguindo a definicdo da cole¢do “Tudo € Matematica”, livro do 7° ano do
ensino fundamental (DANTE, 2009, p. 26), médulo, ou valor absoluto de um nimero
inteiro, € a distancia do ponto que representa esse numero até a origem, atribuindo a
esse conceito, a visdo geomeétrica do que € modulo. Definicbes equivalentes a essa,
séo encontradas em diversos livros didaticos do ensino fundamental.

No ensino desse topico no curso de Analise Real na licenciatura em
matematica, médulo, ou valor absoluto, pode ser definido sobre qualquer corpo K

ordenado, de acordo com a propriedade tricotomia, a qual garante que, se a # 0,

entdo um dos numeros, a ou -a, é estritamente positivo. Define-se o valor absoluto
de a # 0, como o elemento positivo do conjunto {a, —a}.

Por definicdo, o valor absoluto de 0 € 0. Se a € K, € definido o valor absoluto
de a, o qual pode ser simbolicamente representado por |a|, como: |a]| = asea>0e
la] = —a se a < 0. Este fato pode ser usado como definicdo que |a| = max{a, —a},

significando que o mddulo, ou valor absoluto de “a”, € o maximo do conjunto cujos

elementos sdo a e -a.
Na linguagem de funcéo, o dominio da funcéo valor absoluto é todo conjunto
K, e seu conjunto imagem € P U {0}. Em especial, a funcéo valor absoluto leva os

elementos x e — x no mesmo elemento do contradominio.

f:Q@ - Q,tal que f(x) = |x|,tal que f(x) = {_i’ i ; 8

J

Pode-se concluir que dois elementos simétricos tém o mesmo maodulo.

Figura XIlII: elementos simétricos
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Destacam-se algumas propriedades as quais serdo citadas e demonstradas
nesta pesquisa, a fim de se pensar nas no¢des analiticas para certas situacdes em
matematica, associada ao ensino fundamental e médio.

(1®) |a| = 0 se, e somente se, a = 0. De fato, pois, se a = 0, por definicdo |0] =0 e se
a # 0, entdo, também —a # 0, de modo que |a| # 0.

(2®) |ab| =|al - |b| qualquer que seja a, b, numeros do corpo K. Para esta
demonstracao, se a > 0 e b > 0, entdo, ab > 0, de tal forma que |ab| = ab = |al|b]|.

De outra forma, se a >0 e b < 0 entdo, ab < 0 = |ab|= —(ab), como |a|=a e |b| =

—b, logo |a| - |b| = —ab, desta forma |ab| =|a| - |b| de maneira analoga para a < 0e
b > 0.
(3®) |—al = |a|, para todo a pertencente a K. Para a =0, tem-e que |0| = 0; para
a > 0,tem-se |a]| =a =|-a|.Sea<0,entdo |a|] = —a =|—al|.
(4®) Se ¢ =0, entdo |a| < c se, e somente se, - ¢ < a < c. Para esta demonstracao
infere-se que - ¢ < a, de modo que - ¢ < a < c. Reciprocamente, se essa relagéo se
verifica entdo a < c e —a < ¢, concluindo que |a| < c.

Um resultado importante deste estudo, refere-se a desigualdade triangular: Se
a e b sdo elementos de um corpo K ordenado, qualquer, entéo ||a| — |b|| <lath|l<
lal + |b]. °®

Essas questdes matematicas frequentemente aparecem nas atividades
principalmente de célculo. Pensando em demonstrar esse teorema, parte-se de
—la]l < a <|a|l e —|b] < +b < |b|, dessa forma, infere-se que, —(|a| + |b|) = —|a| —
bl <a+b <|a|l+|b|=|axb| <|a|+ |b|, provando dessa forma, a segunda parte
dessa desigualdade. Como |a| =|(a —b) + b|, € como foi demonstrado para a
segunda parte da desigualdade, tem-se |(a —b) + b| < |a — b| + |b|, da mesma
forma |a| — |b| < |a — b|. Combinando essas duas desigualdades, pode-se deduzir
que ||a| — |b|| < |a — b|, que é a primeira parte da desigualdade, com o sinal menos.
Para se obter a desigualdade com sinal mais, basta substituir b por - b.
Corolario 4: Se a,,a,,as,...,a, sao elementos de um corpo K ordenado, entdo

lay +a; + az + -+ an| < lag| +[ay] +[as] + - + an].

°A desigualdade comumente referida como desigualdade triangular é |x + y| < x| + |y].
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Demonstragdo: Para n = 2, a concluséo é precisamente a desigualdade triangular.
Se n > 2, utiliza-se a inducdo matematica’, ou seja, |a; + a, + az + -+ ap + a4l =
(a1 + az +az + -+ ap) + a1l < [(ag +a; +az + -+ ag| + |agq|

Seja € um elemento positivo e a e x elementos quaisquer, todos de um corpo

ordenado K. As seguintes sentencas sdo equivalentes:

)] x €E(a— ¢,a+ €)
ii) a—e<x< a+ €
iii) |x —al < €
Outra configuracdo para estas sentencas permite escrevé-las como: x €

(a—¢gat+e)eoa—ec<x<at+ee|x—al<e.

A, | !

a— a a—+e

Figura XIV: x pertencente ao intervalo |a — &|
As configuracbes geomeétricas ndo devem intervir nas demonstracdes, mas
constituem um auxilio valiosissimo para o entendimento de conceitos e de teoremas
em Analise (LIMA, 2009, p. 73). Mostrando a veracidade das sentencas acima, tem-

se: (i) = (ii) Segue da propria definicao de intervalo. (ii) = (iii) Sea — e <x < a+ ¢,
entdo, somando —a em todos os membros, temos (-a)+ a— € <x+ (—a) <
(—aA)+ a+ e >—e<x—a< €= |x—al <e. (i) = (i) Utilizando a 42 propriedade
de médulo, tem-se |x —a| < e  —e€ < x — a < ¢, somando a em todos 0s membros,

temosa — € <x < a+ €, 0 que significa dizer que x € (a — €,a + €).

3.4. Conjuntos limitados — do supremo ao infimo
Neste topico serdo conhecidos elementos maximos e minimos envolvidos em
corpos ordenados, identificando supremos e infimos. E um topico com relacdes

restritas no ambito do ensino fundamental e do ensino médio, mas contribui para

A inducdo é o processo da descoberta de leis gerais pela observacdo dos casos particulares. E
utiizada em diversas ciéncias, inclusive na matematica. A inducdo matemaética € utilizada
exclusivamente na matematica, no intuito demonstrar teoremas de certos tipos de problemas.
Segundo Polya (1995, p.91), € de se lamentar que estes nomes estejam relacionados, pois ha muito
pouca conexdo légica entre os dois processos. A indugdo procura encontrar a coeréncia nos fatos
observados. Seus mais notaveis instrumentos séo a generalizacdo, a particularizagéo e a analogia.
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uma aproximacgao e identificacdo de elementos importantes na construgdo dos

ndmeros reais.

3.4.1. Identificando supremo e infimo

Na nocdo de intervalos, pode-se definir intervalos limitados. O intervalo
(a,b),sendo a e b elementos de um corpo ordenado K, com a < b é limitado
inferiormente, pois todos os valores x, pertecentes a esse intervalo, sdo maiores que
a e, limitado superiormente, sendo todos os valores x desse intervalo menores que
b.

Seja um corpo ordenado K. Um subconjunto X de K é limitado superiormente,
se existir b pertencente a K, tal que b > x, qualquer que seja x € X. Pode-se traduzir
esse conceito, dizendo que X < ]—oo, b]. Cada b pertencente a K, com essa
propriedade chama-se cota superior de X. Um exemplo € o intervalo (4, 8), no qual 8
€ considerado uma cota superior desse intervalo. Em alguns textos de Analise Real,
a cota superior recebe 0 nome de majorante.

Se um conjunto tem uma cota superior entdo admite uma infinidade delas,
pois, se b é uma cota superior de X, entdo b + n também é, qualquer que seja
n pertencente aos naturais. A destacar, no intervalo (4, 8), citado anteriormente, 9 é
uma cota superior do intervalo.

De maneira analoga, X c¢ K diz limitado inferiormente, quando
existir a pertecente a K, tal que, para todo x pertencente a X, tem-se a < x. Um
elemento a que goza dessa propriedade € denominado cota inferior ou minorante de
X. Pode-se considerar que X c [a, +o].

Um conjunto que tem cota inferior a admite uma infinidade delas, ou seja, se
a é cota inferior de X, entdo a - n também o €&, qualquer que seja n, pertencente ao
conjunto dos numeros naturais. Voltando ao intervalo (4, 8), 4 € uma conta inferior
do intervalo, mas 3 também é uma cota inferior desse mesmo intervalo.

No corpo dos numeros racionais, 0 conjunto dos numeros naturais € limitado

inferiormente, pois N c [0, +o[-, mas ndo é limitado superiormente. Para mostrar

gue N ndo é limitado superiormente em Q, dado qualquer ;ae Q, o objetivo é

. , . a
encontrar um n pertencente ao conjunto dos numeros naturais, tal que, n > B Se
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% < o, basta considerar n = 1; se % > 0, ndo hé& perda de generalidade em admitir a e
b naturais. Neste caso, considerando n = a + 1, tem-se:

a < a+1 <a+1

— sa =n

b b

O fato de N néo ser limitado superiormente em Q, constitui uma propriedade

intrinseca no corpo dos racionais.

. Q

—t >
321012 3 4

Figura XV: N contido em Q
Um subconjunto X, de um corpo ordenado K, chama-se limitado, quando é
limitado superiormente e inferiormente, ou seja, quando existem a e b, pertencentes

a K, tais que X c [a, b].

3.4.2. Principio Arquimediano

Arquimedes de Siracusa nasceu no ano de 287 a.C. e veio a falecer no ano
de 212 a.C. E considerado consensualmente o maior matematico da Antiguidade,
superando todos os outros, pela quantidade de dificuldades dos problemas que
trabalhou, pela originalidade de seus métodos e pelo rigor de suas demonstracfes
(BOYER, 1992,p.28). Interessava pela matematica pura e aplicada e foi o fundador
de dois ramos da fisica (estatica e hidrodinamica).

Em seu trabalho sobre areas e volumes, desenvolveu também o método de
exaustdo, pelo qual aproximava-se quantidades desejadas pelas somas parciais de
séries ou pelos termos de uma sequéncia.

Principio Arquimediano: Dados os elementos x,y € K, se x > 0 existe n € N tal
que n - x > y. Nota-se que num corpo ordenado, o Principio Arquimediano é
equivalente as afirmacdes que se segue.

(i) N cKéilimitado superiormente;

(ii)Dadoaeb €K,coma > 0.Existen € Ntal que n-a > b;

(iii ) Dado qualquer € > 0. Existen € N, tal que 0 < %< €.
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A demonstragdo destas equivaléncias transcorrera de (i) = (ii) inicialmente,
na sequéncia de (ii) = (iii) e por fim (iii) = (i) .
(i) = (ii). Como N é ilimitado superiormente, qualquer que seja a > 0, pertencente

a K e b pertencentes a K, existe um n € N tal que Z < n (ver pag. 70) e, portanto,

b < a - n. Partindo para demonstrar (ii) = (iii). Dado ¢ > 0 existe, em relagcdo a
(ii),umn € N, talque € - n > 1; entdo, 0 < %< €. Finalmente, a demonstracéo de
(iii) = (i). Dado qualquer x > 0, existe, em relacao a (iii),um n € N, tal que % < i

ou seja, n > x. Pode-se dizer, dessa forma, que nenhum elemento maior que zero,
em K, pode ser cota superior de N. Evidentemente um elemento menor ou igual a
zero também néo pode. Logo N é ilimitado superiormente.

Um corpo ordenado K sera dito Arquimediano, se nele for valido o Principio
Arquimediano ou equivalentemente as afirmacodes (i), (ii), (iii) acima. Nota-se que o

corpo Q dos racionais € Arquimediano.

3.5. Supremo e infimo, algumas consideracdes

Para uma melhor compreensédo do que € supremo e infimo, empreende-se
neste tépico, uma breve explanacdo destes assuntos, buscando entender quando
um conjunto tem o ndo um maior elemento e quando tem ou ndo um menor

elemento.

3.5.1 Supremo, a menor das cotas superiores

Destaca-se que um conjunto limitado superiormente pode admitir uma menor
cota superior, a qual recebe o nome de supremo. Um conjunto X cotado
superiormente, uma cota superior b, se diz supremo de X, se é menor do que
gualquer cota superior de X.

Em outras palavras, um namero b pertencente a um corpo ordenado K diz
supremo de um subconjunto X de K se satisfaz duas condic¢ées:
12) x < b, qualquer que seja x pertencente a X
Pela primeira condi¢ao, b € uma cota superior de X, ou seja, X € ]—oo, b].
22) Se v é um elemento de K, tal que x < v, para todo x € X, entdo b < v.

Nota-se que b € menor que qualquer outra cota superior de X.
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O supremo de um subconjunto X de um corpo ordenado K é Unico, pois se
men sao supremos de X, entdo ambos sdo cotas superiores de X. Como m € 0
supremo de X e n cota superior de X, entdo m < n. De forma anéloga, se n é o
supremo de X e ma cota superior de X, entdo n <m. De acordo com as
propriedades de corpos ordenados descritas nesta pesquisa (ver pag. 60), se m <n

en<m,entdom = n.

3.5.2. infimo, a maior das cotas inferiores

Um conjunto limitado inferiormente pode admitir infimo que é a maior de suas
cotas inferiores. Dado um corpo ordenando k, se um subconjunto X de K, cotado
inferiormente, tem uma cota inferior a que € a maior delas, entdo a recebe o nome
de infimo.

Um elemento a, pertencente a K, se diz infimo de um subconjunto X de K, se
satisfaz a duas condigbes:
12) x > a, qualquer que seja x pertencente a X. Essa condigdo garante que a € cota
inferior de X, ou seja, X c [a, +oo[;
22) Se u é um elemento de K, tal que x > u, entdo a > u. Essa segunda condic¢ao diz
gue a é maior do que qualquer cota inferior de X.

Se um subconjunto X, de um corpo ordenado K, admite infimo, esse € Unico.
De fato, se p e q séo infimos de um subconjunto X de K, sendo p e q elementos de
K, entdo, se p é o infimo de X, sendo q a cota inferior de X, logo p > q. De maneira

analoga, se q é o infimo de X, e p a cota inferior de X, entdo q > p, portanto p = q.

3.5.3. RelacBes envolvendo supremo e infimo

Existindo supremo e infimo de um determinado subconjunto X, de um corpo K
ordenado, serdo usadas as denotacgdes Sup X, para o supremo de X, e Inf X, para o
infimo de X.

Pode ser conveniente atribuir outra caracterizacdo para o supremo de um
subconjunto de um corpo K ordenado. Um elemento b, de K, € o supremo de um
subconjunto X de K, ndo vazio, se, e somente se, goza das seguintes propriedades:

(@) Nao ha elemento x € X, talque b < x;

(b) Se v < b, entao existe um elemento x,, € X tal que x,, > v.
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A demonstracdo dessas propriedades reside no fato de que sO existe um
anico supremo para X c K. Seguindo a demonstracdo, suponha-se que b satisfaca
as propriedades (a) e (b). A condicéo (a) implica que b € cota superior de X. Se v é
tal que v < b, entdo a propriedade (b) mostra que v ndo pode ser cota superior de
X, logo b é a menor das cotas superiores de X, ou seja, € o supremo (Sup X = b).
Reciprocamente, seja b 0 supremo de X. Como b é cota superior de X, vale a
propriedade (a). Se v < b, entdo v ndo € cota superior de X, portanto vai existir um
elemento x, € X, tal que v < x,,.

Analisando os exemplos que se segue, considere dois conjuntos, 0s quais
serdo denotados por A4, e A,, ambos contidos em um corpo K ordenado. Sendo
A ={xe K;0<x<1}e A, ={x € K;0 < x < 1}. Nota-se que o conjunto A, tem
cota superior que € o 1, porém qualquer b > 1 também é cota superior de A4, .
Verifica-se que 1 é a menor das cotas superiores de A, portanto € o seu supremo.

O conjunto A,tem as mesmas cotas superiores de A;. Nota-se que 1 é a
menor cota superior de A4, , ou seja, é o supremo de A, . Observe que o supremo de
A, pertence ao conjunto 4,, ja o supremo de A; hdo pertence ao conjunto 4, . Essa
observacéo garante que, quando um conjunto contém supremo, néo esta se fazendo
nenhuma afirmacao sobre o supremo ser ou ndo elemento desse conjunto.

Outra observacao importante € sobre o conjunto vazio, ou seja, se X = 0,
entdo todo b € K € cota superior de X. Como nao existe 0 menor elemento num
corpo K ordenado, segue-se que 0 conjunto vazio ndo possui supremo, 0 Mmesmo
aplica-se ao infimo.

Um elemento a, de K, € o infimo de um subconjunto X de K, néo vazio, se, e
somente, sdo validas as seguintes propriedades:

(c) Nao ha elemento x € X, tal que x < a;

(d) Se v > a, entdo existe um elemento x,, € X tal que x,, < v.

Demonstrando: suponha-se que a satisfaca as propriedades (a) e (b). A condicdo (a)
implica que a é cota inferior de X. Se v é tal que v > a, entdo a propriedade (b)
mostra que v ndo pode ser cota inferior de X, logo a é a maior das cotas inferiores
de X, ou seja, € o infimo de X (Inf X = a). Reciprocamente, seja a o infimo de X.
Como a é cota inferior de X, vale a propriedade (a). Se v > a, entdo v ndo é cota

inferior de X, portanto vai existir um elemento x,, € X, tal que v > x,,.
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Voltando aos conjuntos 4; ={x € K, 0<x<1} e 4, ={x €K;0 <x <1},
subconjuntos de um corpo ordenado K, percebe-se que 0 é o infimo dos dois
conjuntos, e, de forma analoga ao supremo, o infimo ndo necessariamente tem que
ser elemento do conjunto.

Pode-se generalizar o fato da existéncia de supremo e infimo que sejam
elementos de um mesmo conjunto, da seguinte forma: Se X ¢ K possuir um
elemento maximo, entéo este € o0 supremo, se X possuir um elemento minimo, este
sera o infimo. Reciprocamente, se Sup X pertencer ao conjunto X, entdo € o maior
elemento de X e, se Inf X pertencer a X, esse sera 0 menor elemento de X. No caso
do conjunto 4, ={x €K; 0<x <1}, 1 é o maior elemento do conjunto e 0 é o
menor elemento desse mesmo conjunto. JA4 0 conjunto4; ={x € K; 0 <x < 1}
apesar de ser cotado, superiormente e inferiormente, ndo tem o menor € nem o
maior elemento.

Outro exemplo a ser observado, considere o conjunto Y € Q das fracdes do

: 1 i - 111 1 irma- =
tipo 7 COm n €IN, ou seja, Y = {2’4’3"“’zn""}' Afirma-se que o InfY 0e
SupY = 1
2
Demonstrando, em primeiro lugar, tem-se que % €EYe, zin < % para todo n >
1. Logo, % € 0 maior elemento de Y, ou é cota superior de Y, por conseguinte, € a
menor delas, % =SupY.

Por outro lado, 0 < zin qualquer que seja n € IN, de fato, 0 é cota inferior de Y.

Falta apenas provar que nenhum numero racional m > 0 é cota inferior de Y. Para

esta demonstracdo, sendo Q um corpo ordenado, Arquimediano, dado m > 0, pode-
se obter n €IN, tal que n > i — 1, significando que 1+n > % Para continuidade

desta demonstracao, sera introduzida a desigualdade conhecida como desigualdade

Bernoullié.

®Desigualdade de Bernoulli: Essa desigualdade garante que em todo corpo ordenado K, se n €IN e
x = —1,vale (1 +x)" = 1+ nx. A demonstragdo dessa desigualdade é feito por inducdo em n. Para
n = 1, verifica-se que (1+x)'>1+1x 21+x=1+x. Para n = k, tem-se (1+ x)*>1+ kx.

Para n=k+1=> (A+x)'>1+((k+1)x. De fato, dado n =k = @A +x)*>1+kx,

multiplicando membro a membro por (1 + x), tem-se que (1+ x)*-(1+x) > (1 +kx) - (1 +x), isto
significa que (A+x)*'>1+x+kx+kx*=>Q+x)*"'>1+x+kx+kx*>1+x+kx=1+

(1 + x)k, provando dessa forma que essa desigualdade é valida.
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Ora, pela desigualdade de Bernoulli, tem-se que 2" = (1+1)">1+n > %

ou seja, zin < m. Logo, nenhum m > 0 é cota inferior de Y, e, portanto, InfY = 0, e

esse elemento ndo pertence ao conjunto Y. Logo, ndo existe o menor elemento
deste conjunto.

Conceitos mateméaticos como supremo e infimo, ndo sédo citados no ensino
fundamental e no ensino médio, pode-se dizer que esses elementos estao presentes
nas atividades que envolvem intervalos, portanto a observagcdo se um conjunto
possui maior elemento ou nao, pode e deve ser trabalhada no ambito do ensino
fundamental e do ensino médio, deixando o0s questionamentos e as validades

destes, relacionados a percepcao e vivéncia do educando.

3.5.4. Este conjunto ndo tem supremo?

A pergunta que fica é se todo conjunto limitado a direita ou a esquerda tem
supremo ou tem infimo. Para responder a essa questdo, observe 0 conjunto
A={x € Q;x>0ex* < 2}. Esse conjunto admite supremo no corpo ordenado
dos numeros racionais?

Pensar no conjunto acima € o mesmo que pensar A c (—2,2), no qual os
elementos de extremos sdo elementos do corpo ordenado Q. Baseado nessa
informac&o, mais uma vez discuti-se a existéncia do supremo de tal conjunto e
consequentemente do infimo.

Pode-se dizer que tal conjunto acima tem supremo? Entdo inicia-se uma
discussao, em relacéo a existéncia de tal numero, e, principalmente, que namero &
este.

Com a proposta de demonstrar se o conjunto A = {x € Q;x >0ex* < 2}
tem ou ndo supremo, suponha-se a existéncia de tal elemento, o qual sera denotado
pora, logo,a = Sup A .

Essa demonstracao sera elencada provando as afirmacfes que segue:

1%) mostrar que a® ndo é o menor que dois ou seja, a? > 2;
23) mostrar que a® ndo é maior que dois, ou seja, a? < 2;
Demonstracéo da primeira afirmacdo: Se n é natural (n > 1), logo % < 1. Percebe-

1 7 . . .
se que — <-, mas como n e arbitrariamente grande, considere (n>1) e

S |=

1 1 1
consequentemente - < 1e <=
n n n
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2 2
Desenvolvendo o produto notével (a +%) ,tem-se (a + %) =a%+ 2a- % +

2a+1

i, tem-se que a?+ 2a- —+ <a?+2a-1+r — g2+ Fazendo a2 +
(%) ) +s

2

2a+1

< 2, 0 objetivo € encontrar um n, que satisfaca tal condicao.

2a+1

Existindo este n, prossegue-se a demonstracdo. Como a?+—<2 &
24l o2 _ g2 s2a+1<n2—a
71). Para todo n que satisfaca a condicdo n > z,tem se 0 < < “i, entao
- < jai:; a+1)<2-a*=>2+-<2-a% Se %<%:>27“+%<27“+%<2—

a? @zn—“+n—12< 2 —a®. Somando a? membro a membro, tem-se a? + 2 + =< 2-

2
1 . ~ .
a’*+a* & (a + Z) < 2, dessa forma, verifica-se que a® ndo pode ser menor que dois,

pois a € o supremo do conjunto A, significando que ndo pode existir outro elemento
maior que ele, pertencente ao mesmo conjunto, cujo quadrado é menor que dois.

Como ja foi apresentado nesta pesquisa (ver pag. 75), se o supremo pertence
ao conjunto, entdo ele € o maximo do conjunto, logo é a® > 2.

Demonstracdo da segunda afirmac&o: Com n natural arbitrariamente grande, tem-
1 1\2 2 1,1 2 1,1

se n>1 logo - < 1. Sabendo-se que (a——) =a“*—2a--+-ea" —2a--+=5>
n n n n n n

a’ —2a % Fazendo-se a® — 2a - % > 2, 0 objetivo é encontrar um n que satisfaca tal

a’-2

2a

condicdo a2—2a-%>2 (:)—2a-%>2—a2<:>2n—“<a2—2<:>%<

Pelo Principio Arquimediano, tem-se 0

2 . ~ 2 2
n> aziz' Desenvolvendo a inequacdo, tem-se ?a <a*-2 @f +2<d’e2<ad®—

2
27‘1 <a*-2a -%+ % = (a - %) . Dessa forma, podemos obter (a — %) <a, sendo

(a —%)2 > 2. De fato, a® ndo pode ser maior que dois, pois a = sup 4, e, como foi
demonstrado, existe um valor menor que a, cujo quadrado € maior que dois, entdo
a* < 2.

Se a® ndo pode ser menor que dois e ndo pode ser maior que dois, entdo a®

tem que ser igual a dois. Mas existe algum namero racional cujo quadrado € dois?
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A resposta para pergunta acima € direta: ndo. Porém deve ser provada. Se
existir tal nimero, entdo sera uma fracdo da forma % sendo m e n nUmeros primos

entre si.

2
Considere 2 :(%) sendo a fragao %irredutl’vel com m e n inteiros e

2

2
diferentes de zero. Logo?2 = (%) :2:’:— e, por conseguinte m2? = 2n?. Essa

2

Gltima igualdade diz que m? e, consequentemente, m deve ser par, ou seja, m = 2p,
sendo p um inteiro qualquer. Substituindo m por 2p na relacdo m? = 2n?, tem-se

como resultado (2p)? = 2n? = 4p? = 2n? ou 2p? =n?, que exige outrossim que n

seja par. Este resultado contradiz a hipétese inicial de que % seja fracao irredutivel.

Nenhum namero racional, elevado ao quadrado, € igual a 2, concluindo que
emQ,oconjunto 4 = {x € Q;x > 0ex? < 2} ndo tem supremo.

De acordo com as demonstracdes anteriores, se existir um corpo ordenado no
qual todo conjunto n&do vazio, limitado superiormente®, possua supremo, nesse tal

corpo existira um elemento a > 0, cujo quadrado é dois.

3.6. Conjunto dos numeros reais

Com a intencdo de identificar um conjunto, no qual sdo determinados os
nameros racionais e 0s numeros ndo-racionais, discute-se, neste tépico, corpos
ordenados completos e a identificacdo de numeros reais, aproximando, tanto o
professor do ensino fundamental e do ensino médio, quanto ao licenciando em
matematica, do formalismo conceitual desses numeros e, a0 mesmo tempo,
contribuindo para uma melhor identificacdo desses elementos na préatica docente em

salas de aulas de matematica.

Outro exemplo de conjunto limitado superiormente num corpo ordenado K, ndo Arquimediano que
ndo possui supremo é o conjunto dos ndmeros naturais. O conjunto dos niUmeros naturais N, contido
em K, é limitado superiormente. Se b pertence a K, entdo b é uma cota superior para N, logon+1 <
b, para todon pertencente a N. Da desigualdade acima, segue-se que n < b — 1, qualquer que seja
n € N. Dessa forma, se b € K, for uma cota superior de N, entdo b —1 também o serd. Como
b —1 < b, segue-se que num corpo ordenado ndo Arquimediano K, o conjunto dos nimeros naturais
€ limitado superiormente, mas ndo possui supN em K.
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3.6.1. Corpo ordenado completo

Um corpo ordenado K é dito completo, se todo subconjunto ndo vazio X c K,
limitado superiormente, possui supremo em K, da mesma forma, se um subconjunto
Y c K for limitado inferiormente, tem que possuir infimo. Pode-se concluir que todo
corpo ordenado completo é Arquimediano.

Dado Y, e seja X =-Y, ou seja, X ={ —y;y € Y}, logo X é ndo vazio e limitado
superiormente, logo existe a = supX. De forma anéloga, facilmente observa-se que

- a = infY.

3.6.2. O corpo ordenado completo dos nameros reais

A partir deste momento, definem-se os Numeros Reais como corpo ordenado
completo e, evidentemente, todas as propriedades de corpos ordenados completos
serdo validas para R.

Na abordagem atual das licenciaturas, os numeros reais sao definidos
axiomaticamente e, uma vez assim estabelecidos, prova-se que existem reais que
nao sao racionais (MOREIRA & DAVID, 2005, p.82)

O numero real positivo a, em que a® = 2 é um namero real. Simboliza-se

esse numero por /2. Pode-se pensar na existéncia de mais algum nimero real
positivo que, elevado ao quadrado, dé 2? A resposta para questao acima € nao, pois
se existirem dois numeros reais, a e b, ambos positivos, cujo quadrado seja dois,

entdo a* =b*=2=0=a*—b*=(a—»b)-(a+b). No caso anterior, se (a—b) -

(a+ b) =0, logo um dos fatores seriam iguais a zero, entdéoa—b =00ua+ b = 0.
No primeiro caso, a = b, e, no segundo caso, a = —b, porém no segundo caso ha
uma contradicéo, pois a e b sdo ambos positivos, logo a = —b ndo pode acontecer.

De acordo com o primeiro caso, a = b, ou seja, sO existe um niumero positivo

cujo quadrado é 2. J& se sabe que esse nimero 2, ndo é racional, porém é real.
Logo, aos elementos de R que ndo sdo elementos de Q, serdo denominados de
nameros irracionais. O conjunto R — Q é o conjunto dos numeros irracionais.

Os irracionais sdo numeros reais porque sao supremos de subconjuntos de R
nao vazios e limitados superiormente de um corpo ordenado completo, porém outra
forma de definicdo é que a partir de resultados de sequéncias numéricas, e de séries

numeéricas, prova-se que todo numero real admite uma representacdo decimal
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infinita e, no caso dos irracionais, uma representacao infinita ndo-periodica (Ver pag.
79).

Moreira e David (2005) entendem essa forma de definir os niumeros reais
como uma espécie de legitimidade formal para se adotar nos textos escolares a
apresentacao usual dos numeros irracionais e dos numeros reais.

Os autores continuam afirmando:

(...) uma vez garantido o fato de que ndo ha nada matematicamente
incorreto em se apresentar 0s irracionais como nUumeros que ndo sao
fracdes ou como decimais infinitos e nao-periddicos, a questdo pedagogica
referente a introducdo dos reais para 0s alunos cujo universo numéerico € o
recém-construido conjunto dos racionais fica simplesmente esquecida
(MOREIRA & DAVID, 2005, p. 82).

Dando continuidade, serdo descritos aspectos dos numeros reais,
identificando elementos que estdo presentes nos textos do ensino fundamental e do

ensino médio.

3.6.3. Os numeros irracionais, algumas concepc¢odes

Os numeros irracionais estédo ligados ao conceito mais difundindo de medidas
gue trata da incomensurabilidade, a qual sera descrita nesta pesquisa, como fonte
de apoio para a compreensao do questionamento surgido e respondido: “quem € o
supremo do conjunto A = {x € Q;x > 0ex? < 2}?".

A priori, uma andlise feita nos livros didaticos do ensino fundamental, mostra
gue 0s numeros irracionais sdo definidos como numeros que nao podem ser
representados por uma divisdo entre dois nimeros inteiros, ou numeros que tém
uma representacao infinita e ndo-periodica.

“Sim, existem numeros cuja representacdo decimal é infinita e n&o-
periddica. Por exemplo, 0,101001000100001000000.... e 2,71727374.... séo
representacdes decimais infinitas n&o-periddicas. Ndo ha um mesmo
padréo que se repete apds a virgula” (DANTE, 2009, p. 30).

No trecho acima, retirado de uma colecao de livros do ensino fundamental (8°
ano), o autor faz uma referéncia a numeros que nao sdo racionais, por sua
representacdo decimal, e afirma que esses numeros sao irracionais, denotando o
conjunto de todos esses numeros pela letra (1).

Outra colegdo também usada no ensino fundamental, no mesmo ano escolar
(8° ano), apresenta 0s numeros irracionais, através do uso de poténcias e de
aproximacdes para raizes quadradas ndo exatas, aplicando inicialmente o Teorema

de Pitagoras.
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“Yamos entdo determinar a raiz quadrada do nimero 2 e, assim, encontrar a
medida da hipotenusa” (GIOVANNI & CASTRUCCI, 2009, p.22).

1
Figura XVI: Triangulo retangulo

Buscando as aproximacdes, verifica-se que raiz quadrada de 2 esta entre dois

numeros quadrados perfeitos, 1 e 4, como o0 quadrado de 1 =1 e o quadrado de 4 &

igual a 22, o valor de V2 esta entre 1 e 2. E, a partir dai, varias tentativas séo feitas
na busca de descobrir qual valor mais proximo desta raiz quadrada.
(1,12=141<2
(1,22=1,44<2
(1,32=1,69<2
(1,42=196<2
(1,52=2,25>2
Com essa distribuicdo, percebe-se que o valor da 2 esta entre 1,4 e 1,5.
Continuando o calculo, tem-se:
(1,41)2=1,9881 <2
(1,42)2=2.0164 > 2
Entdo V2 esta entre 1,41 e 1,42 e, prosseguindo os célculos, tem-se:
(1,411)2=1,990921 <2
(1,412)2=1,993744 < 2
(1,413)2 = 1,996569 < 2
(1,414)2 = 1,999396 < 2
(1,415)2 = 2,002225 > 2
Desse modo, verifica-se que V2 esta entre 1,414 e 1,415. Prosseguindo 0s

célculos, encontra-se uma aproximacdo para+2 que seria 1,414213562.... Nota-se
gue essa representacdo € infinita, mas ndo-periodica (GIOVANNI & CASTRUCCI,
2009, p.22).

Para Giovanni e Castrucci (2009), os numeros que apresentam a

caracteristica de ser infinito e ndo-periédico sdo chamados de numeros irracionais.
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Esses mesmos autores concluem que numero irracional é todo numero cuja
representacdo decimal € sempre infinita e ndo-periddica.

Giovanni e Castrucci (2009) continuam afirmando:

Um ndmero irracional nunca pode ser escrito na forma de fracdo com
numerador e denominador inteiro. Nem todo nimero que representa raiz
quadrada de outro nimero € um ndmero irracional, ou seja: 1) As raizes
guadradas de nimeros quadrados perfeitos sdo nimeros racionais. 2) Entre
dois naturais quadrados perfeitos existem nUmeros racionais cujas raizes
quadradas sdo numeros racionais (GIOVANNI & CASTRUCCI, 2009, p. 24).

3.6.4. Grandezas incomensuraveis

Em termos histéricos, a primeira evidéncia da necessidade de numeros
irracionais ocorre com a ideia da incomensurabilidade. Os niameros conhecidos hoje
como irracionais nao existiam na matematica grega. AristOteles associava a
irracionalidade da raiz quadrada de 2 a tentativa de escrever tal nUmero como a
razdo de dois inteiros primos entre si*° (fracéo irredutivel), ou seja, a demonstragéo
de que nédo existe um namero racional que elevado ao quadrado dé como resultado,
o numero dois (AVILA, 2006).

Raiz quadrada de dois parece ser o primeiro irracional a ser descoberto. Essa
possibilidade pode ser também associada a descoberta das grandezas
incomensuraveis, que estao interligadas as medicdes de segmentos.

Ao se comparar as magnitudes de dois segmentos de reta, aos quais seréo
denotados por “a” e “b”, existe a possibilidade de que o segmento “a” esteja contido
no segmento “b” em uma quantidade “r’ inteira e exata de vezes. Dessa forma, a
medida do segmento “b” podera ser expressa em termos da medida do segmento

“a”, afirmando que “b” é “r’ vezes “a”. Mas o segmento “b” pode n&o resultar em um

multiplo inteiro do segmento “a”, entao, pode-se dividir “a” por exemplo, n segmentos

iguais, sendo cada comprimento % de tal forma que algum mudltiplo m inteiro de

segmento % seja igual a b (COURANT & ROBBINS, 2000, P.67).Tal consideracao é

ilustrada abaixo:

Dois nimeros inteiros m e n, ambos diferentes de zero, s&o primos entre si, se admitirem apenas o
ndamerol como divisor positivo comum.
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Quando uma igualdade da forma anterior é valida, pode-se dizer que os dois

segmentos sdo comensuraveis, uma vez que eles tém medida comum, ou seja, 0

segmento % esta contido n vezes em “a” e m vezes em “b”.

No tempo de Pitagoras, aproximadamente no século VI a.C, pensava-se que,
dados dois segmentos quaisquer (AB) e (CD), seria sempre possivel encontrar um
terceiro segmento (EF), contido em um ndmero inteiro de vezes no primeiro
segmento (AB) e um numero inteiro de vezes no segundo segmento (CD), dizendo,
assim, que esse terceiro segmento (EF) era um submdltiplo comum dos dois
segmentos anteriores.

Um progresso sensivel na operacdo de medir consistia na determinacédo de

um submultiplo comum a unidade previamente fixada e a grandeza a qual iria medir.

Figura XVII: Grandezas comensuraveis
A existéncia de tal submultiplo garantiria a comensurabilidade das grandezas,
ou seja, duas grandezas sdo comensuraveis quando existe uma unidade, por menor
gue seja, a qual cabe exatamente um namero inteiro de vezes numa e noutra. Se
duas grandezas, de mesma espécie, ndo admitem um submultiplo comum, por
menor que seja, entdo elas sdo denominadas de incomensuraveis.
Para uma discussao mais aprofundada, escolhe-se o segmento unitario [0,1],

entdo 0s segmentos comensuraveis com segmento unitario corresponderédo a todos
0S pontos racionais % com n # 0, sobre a reta numeérica.

Um fato importante é dado pela seguinte proposic¢ao: “O conjunto dos pontos
racionais € denso sobre a reta” (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 67). A afirmacao
anterior significa que, dentro de cada intervalo, por menor que se possa pensar, vao
existir pontos racionais.

Precisamente, tome um denominador n, suficientemente grande, de modo,

. 1 . . .
gue o intervalo [0,;] seja menor do que o intervalo [a, b] considerado. Pelo menos
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uma das fracOes % deve ficar dentro do intervalo, por isso, ndo existe qualquer

intervalo na reta que ndo contenha pontos racionais, por menor que seja este
intervalo, alem disso, deve haver infinitos pontos racionais em qualquer intervalo,
pois, se houvesse um numero finito de pontos, o intervalo entre dois pontos
racionais adjacentes estaria, segundo Courant e Robbins (2000, p. 67), destruidos
de pontos racionais, o que, de acordo com o que foi apresentado, seria impossivel.

Para as finalidades praticas de medidas, os ndmeros racionais sao
inteiramente suficientes (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 68). Essa consideracéo é
valida também do ponto de vista tedrico, uma vez que o0 conjunto de pontos
racionais cobre a reta densamente. Parece que 0s pontos racionais cobrem toda
reta numérica, mas isso ndo é verdade, pois, caso fosse, qualquer segmento seria
comensuravel com a unidade.

A revelacdo da existéncia de segmentos incomensuraveis, ou seja, da
existéncia de numero irracional, foi um acontecimento de grande importancia, que
possivelmente marcou a origem do que € considerada uma contribuicdo
especificamente grega a procedimentos de rigor e de formalismo em matematica,
afetando profundamente a matematica e a filosofia da época grega até os dias de
hoje.

A construcdo geométrica simples que pode resultar em um segmento

incomensuravel com a unidade é feita usando o compasso™*

V2

Figura XVIII: Namero construtivel

“Primeiro se constréi um quadrado de lado 1. Utilizando um compasso, abra-o até que fique com
comprimento da diagonal. Com essa abertura, coloca-se a ponta seca do compasso no zero €, com a
outra extremidade, traca-se um semicirculo, passando pela reta orientada, no lugar que o semicirculo

cortar a reta orientada é o ponto J2.
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Se este segmento é demarcado sobre a reta numérica, por meio de um
compasso, entdo o ponto assim construido ndo pode coincidir com nenhum dos
pontos racionais, logo pode-se concluir que o conjunto de pontos racionais, embora
denso, ndo cobre toda reta numérica, o que pode parecer estranho em termos
intuitivos, mas a descoberta dos incomensuraveis instigou e ainda instiga filosofos e
matematicos, causando um efeito que Courant e Robbins (2000) consideram ser
provocativo e especulativo na mente humana.

Pode-se definir entdo que um nimero irracional, representa o comprimento de
um segmento incomensuravel com a unidade, para haver uma correspondéncia

mutua entre nimeros e pontos de uma reta.

3.6.5. A crise dos incomensuraveis e a sua solucao

As descobertas de grandezas nao comensuraveis, feita pelos proprios
pitagoricos, causaram uma das primeiras e grandes crises da matematica. Os
matematicos gregos acreditavam, em certo periodo da histéria, que medi¢cdes de
grandezas continuas sO0 poderiam ser concebidas, de forma a expressar a razao
entre dois numeros naturais.

Essa descoberta produziu uma grande crise entre esses pitagoricos, pois
suas observacdes envolviam comprimentos de cordas e 0 som por elas emitido e os
estudos de outros fendmenos assemelhavam-se a esse, permeando, como diz Avila
(2006, p.53), a natureza inteira.

Os pitagoricos, ao perceberem que a diagonal de um quadrado ndo poderia
ser medida através de numeros racionais, se viram diante de um dilema, sendo
deflagrada, naquele momento, a denominada crise dos incomensuraveis.

Conta-se que Pitdgoras proibiu seus discipulos de divulgar tal descoberta
para ndo abalar sua doutrina, mas um de seus discipulos, Hipasso, quebrou o voto
de siléncio e foi assassinado (DANTE, 2009, p.32).

Porém os préprios gregos produziram solucdes para essa crise, através da
construcdo de solucbes com régua e com compasso, possibilitando o que é usado
até os dias atuais, a associacdo da representacdo geométrica de segmentos

incomensuraveis e a representagdo Aritmética dos numeros irracionais.
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CAPITULO IV — NUMEROS DECIMAIS E FRACOES DECIMAIS

4. Decimais infinitos e periédicos
Buscando uma generalizacdo para o estudo dos decimais, empreende-se
nesta pesquisa uma discussdo sobre algumas formas de conceber tais numeros,

clareando a possibilidade de encontrar formas gerais para identifica-los

4.1. FragOes decimais

FracOes decimais sao fra(;ﬁes cujo denominador € 10, ou uma poténcia de 10.

34

Assim as fra(;oes —,——,—— sao exemplos de fragbes decimais.
10’ 1000’ 100

Existem fracdes que s&o denominadas parcialmente decimais, pois seus

denominadores podem ser transformados em poténcias de 10, por meio da

. A~ . ~ 2 9 . .
equivaléncia. A fracéo =, 5 por exemplo, podem ser escritas equivalentemente como

~ . . . ~ . 2
fracbes com denominadores iguais a uma poténcia de 10: o=

4.2. Representacao decimal

Representacdo decimal de um namero real @ ndo negativo € uma expressao

. 0 ai .
gue se caracteriza pela forma a = Zhﬂﬁ’ que pode ser escrita compactamente

COMO a = ay, a,a,as3 .. , €m que a, € um numero inteiro maior ou igual a zero e
os indices a4, a,, a3, a,, ... S0 digitos, ou seja, sdo numeros inteiros tais que 0 < a,, <
9.

Com relacédo as fracBes decimais, sua representacdo decimal é finita, logo
S=Z=04es="2"=1125

Todas as fracdes equivalentes as fracdes decimais tém denominadores que
podem ser escritos como poténcias de 2 ou 5, ou de 2 e 5. Se houver algum
denominador que apresente pelo menos um fator diferente de 2 e 5, entdo a fracao
nao pode ser equivalentemente escrita na forma de fracdo decimal.

Pode-se representar um numero racional na reta numérica, considerando
aqueles que se originam pela subdivisdo de cada intervalo unitario em 10, na
sequéncia em 100, 1000 e dai por diante. Essa divisao é feita em segmentos iguais.

Os pontos obtidos destas subdivisdes correspondem a frag(”)es decimais. Um

exemplo a ser considerado € o namero 0,321 = —+—+

Esse ponto, esta
100 1000°
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localizado no primeiro intervalo comprimentos unitario, no segundo subintervalo de
comprimento 10~!, no terceiro subintervalo de comprimento 1072 e no quarto
subintervalo de comprimento 103. Dessa forma, pode-se escrever que 0 ponto
0,321 = 3x1071+2x 1072+ 1x 1073, Essa forma de escrita serA denominada
nesta pesquisa como forma polinémica.

Se a fracdo decimal contiver n digitos apdés o ponto decimal, sera
representada pela forma f =z +a;107' + a,1072 + a31073 + - + a,,10™", onde z é
um inteiro e os a’s sao digitos 0, 1, 2, 3, ..., 9, 0s quais indicam os décimos,
centésimos e assim por diante (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 70).

A forma abreviada de representar o nimero f € z,a,a,asd,..a,. Como
exemplo, o nidmero 3,459 tem, por comparagédo, z = 3, a; =4,a, =5 a; =9 e
pode ser escrito na forma polinémicacomo f = 3 +4x 1071 +5x 1072 +9 x 1073,
A observacéo imediata que se traduz para fracdes decimais é a forma como podem

ser escritas, ou seja, como fragcdes comuns.

Considere a fragao s, sendo g = 10", se p e g tem divisores comuns, pode-se

reduzir a fracdo dada a uma fracdo comum com um denominador sendo algum
divisor da poténcia 10". Reforcando o que ja foi mencionado, nenhuma fragcao
irredutivel pode ser escrita na forma de fracdo decimal, se o denominador ndo € um

divisor de uma poténcia de 10.
. ~ 1 ~ ~ .
Mas como fica a fracao 3 por exemplo? Essa fracdo ndo pode ser escrita na

forma de uma fracdo decimal com uma quantidade n finita de casas decimais, pois,

segundo Courant e Robbins (2000), por maior que seja o valor de n escolhido, a

igualdade g = 1%“’ implicaria em 3b = 10", que do ponto de vista matematico € um
absurdo, ja que 3 ndo é um fator de qualquer poténcia de 10.

A questdo que fica € que se esse numero tem uma representacdo decimal,
como seria essa representacdo? Volta-se a reta numérica e escolhe-se um ponto P

gualquer que nao corresponda a nenhuma fracdo decimal, pode-se considerar a
fracao g por exemplo, ou o0 himero 2.

Escolhendo um ponto P qualquer, o qual ndo pode ser escrito na forma de
fracdo decimal, com uma quantidade finita de n digitos e utilizando o processo da

divisdo em subintervalos de 10, ou seja, em dez partes iguais, P nao vai ocorrer

como ponto inicial de um subintervalo, mas P pode ainda ser incluido em intervalos
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que se tornam cada vez menores, em relacéo a divisdo decimal, em qualquer grau
de aproximacéo a qual se deseja.

Supondo que o ponto P esteja situado no primeiro intervalo unitario. Ao se
subdividir esse intervalo em dez partes iguais, cada parte com o comprimento de

1071, verifica-se que P, esta contido, por exemplo, no quarto intervalo.
P

0 01 02 0,3 o4 05 06 07 08 09 1

Figura XIX: Subdivisdo do segmento unitario em dez partes iguais

Nesse momento, P esta situado, digamos entre 0,3 e 0,4. Dando sequéncia,
subdivide o intervalo entre 0,3 e 0,4 em dez partes iguais, cada uma com o
comprimento de 1072, Nesse caso, considere P estard situado, no quarto deste
intervalo, entre 0,33 e 0,34.

p
03 031 032 033 034 035 036 037 038 039 04

Figura XX: Subdivisao do segmento [0,3;0,4] em dez partes iguais

Subdividindo novamente, verifica-se que, por exemplo, P esta situado no

primeiro intervalo de comprimento 1073, logo, P esta, digamos, entre 0,330 e 0,331.

p
0,33 0,331 0,332 0,333 0,334 0,335 0,336 0,337 0,338 0,339 0,34

Figura XXI: Subdivisdo do segmento [0,33;0,34] em dez partes iguais

Continuando esse raciocinio indefinidamente, pode-se levar a uma sequéncia
sem fim de digitos a, a, as a,, ..., a, ,satisfazendo a propriedade que segue:

Qualquer que seja o numero n escolhido, o ponto P esta incluido no intervalo
I, cujo ponto inicial é fracdo decimal 0,a,a,asa,as...a,,_,a,. O ponto terminal é
0,a,a,a3a, a,_,a,(a, + 1) com comprimento de I,, sendo 107™".

Se a escolha for sucessivamente n = 1,2,3,4,5,..., pode-se observar que
cada um destes intervalos, I, 1, 15,1,,15 esta contido naquele que o precedeu,
enquanto seus comprimentos 1071,1072,1073,1074,1075,.. tendem a zero
(COURANT & ROBBINS, 2000, p. 71). Pode-se dizer que um ponto P esta contido

em uma sequéncia de intervalos encaixados.
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Considerando o ponto P = g entdo os digitos a,a,a;a, ... serdo todos iguais a
3. Nesse caso, P estara contido em um intervalo encaixado que vai de
0,33333...33até 0,33333...34, isto é, 0,33333...333< § < 0,33333...34, para
qualquer quantidade de digitos arbitrariamente grande. A forma de expressar essa

concepcgdo, é dizer que o numero 0,333333...33, tende a % a medida que a

guantidade n de digitos aumenta. Dessa forma, escreve-se que §:0,333...,

indicando que a fragdo decimal deve ser continuada indefinidamente, ou seja,

1 3 3 3 3 . . ~ .
~=—+—+-—5+—+-- . Mas como ficaria a representagdo decimal do ponto
3 10 10 10 10
V27?

Ao analisar a solucdo da equacdo x? = 2, identifica-se que o resultado é o

ponto irracional 2. Pode-se conduzir este ponto, a uma fracdo decimal
indefinidamente continuada, mas, segundo Courant e Robbins (2000, p.72), a lei que
determina os valores dos digitos na sequéncia néo é, de forma alguma, obvia. Pode-
se afirmar que nao existe explicitamente uma forma que determine os digitos
sucessivos deste ponto, porém é possivel calcular quantos digitos quiser.

Voltando a equagdo x? = 2, verifica-se que 2 esta entre x2 e (x + 1)?, ou seja,
x? <2< (x+1)2 ondmero (x + 1) é considerado a raiz quadrada de 2 a menos de
uma unidade, por excesso. Se x = 1, entdo, a solugdo da equagdo x? = 2 satisfaz
1 < x < 2. Seguindo o desenvolvimento acima, tem-se as aproximacdes racionais
para a solucdo da equacgdo x? = 2, que se encontram entre 1 e 2.

A raiz quadrada de 2 a menos de um décimo por falta € o maior niumero
inteiro de décimos, cujo quadrado € menor que 2. Isso € equivalente a dizer que

X 2 x+1 2 - x+1 2 z .
(E) <2< (?) , sendo o0 numero (7) € a raiz quadrada de 2 por excesso, a

menos de um décimo.

Para demarcar o ponto v/2, divide o intervalo entre 1 e 2, em dez partes

iguais, conforme a figura abaixo:

1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Figura XXII: Subdivisdo do segmento [1;2] em dez partes iguais
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Verifica-se que 12 =1<2<22=4¢e (1,4)* =196 <2 < (1,5)% = 2,25. Nota-
se que 1,4 é a raiz quadrada de 2, a menos de um décimo por falta e 1,5 é a raiz
quadrada de 2 a menos de um décimo por excesso, logo 1,4 <+2 < 1,5. Na

~ . , ~ . ~ 1
sequéncia, obtém-se a solugéo aproximada da equacao a menos de 5o POr falta e

por excesso, logo basta dividir o intervalo entre 1,4 e 1,5 em dez partes iguais:

14 141 142 143 144 145 146 147 148 149 15

Figura XXIII: Subdivisdo do segmento [1,4;1,5] em dez partes iguais

Logo (1,41)* = 1,9881 < 2 < (1,42)? = 2,0264. O valor 1,41 é a raiz quadrada
de 2 a menos de um centésimo pela falta e 1,42 € a raiz quadrada de 2 a menos de
um centésimo por excesso. Seguindo 0 mesmo raciocinio, tem-se que (1,414)? <
2 < (1,415)?,(1,4142)? < 2 < (1,4143)%, e assim por diante. As classes das
solucdes da equagdo x?2 = 2, por falta e por excesso, constituidas por decimais
infinitas: A = {1; 1,4; 1,41;1,414;1,4142;...}
eB={2;1,5,; 1,42; 1,415; 1.4143,...}.

De uma forma geral, afirma-se que um ponto P que ndo esta representado
por qualquer fracdo decimal com um numero n, finito de digitos, é representado por
uma fracdo decimal infinita, z, a,aza, ... Se, para cada valor de n, o ponto P se
situar em um intervalo cujo comprimento € 10~", o seu ponto inicial sera indicado por
Z,a,0,030y ...04y,.

E importante observar que existe uma correspondéncia estabelecida entre
todos os pontos da reta numérica e todas as fracdes decimais finitas ou infinitas de
maneira a definir que um numero é uma decimal finita ou infinita (COURANT &
ROBBINS, 2000, p. 72).

As decimais infinitas que ndo representam numeros racionais sao 0s niumeros
irracionais. Essas consideracfes eram aceitas como satisfatérias para o sistema dos
nameros racionais e dos irracionais, até meados do século XIX, sendo conhecidas
como continuo numérico.

Um reexame critico de principios e de consolidacdo de resultados, os
matematicos perceberam que o conceito de numero irracional exigia uma analise

mais precisa, no entanto o desenvolvimento do sistema numérico permitiu um
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grande avanco da matematica desde o século XVII, e, em particular, da Geometria

Analitica e do Calculo Diferencial e Integral.
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CONSIDERACOES

Esta pesquisa se configura como uma proposta para iniciar uma reflexao
sobre 0 que poderia ser trabalho da disciplina de Andlise Real para os cursos de
licenciatura em matemética e também um convite ao professor do ensino
fundamental e do ensino médio a entender aspectos da constru¢cdo dos numeros
reais em suas estruturas “algébrica e topoldgica”, identificando consequéncias desta
na matematica produzida no ambiente escolar.

Para este empreendimento, o autor se dispds a apresentar algumas questdes
envolvidas na dindmica de sala de aula e também a clarear aspectos que
diferenciam matematica escolar e mateméatica académica. Como o foco desta
pesquisa tem como referéncia a formacdo inicial ou continuada do professor,
emprendeu-se neste trabalho um dialogo, permitindo, dentre varias concepcoes,
concluir que, em termos da formacdo do professor de matematica, ainda ha a
necessidade de se encontrar formas para uma melhor qualificagéo.

Durante o processo de desenvolvimento deste trabalho foi criado pelo
orientador, Prof. Dr. Carlos A. S. Soares, um grupo de estudos em Analise Real que
tinha como objetivo discutir e desenvolver conhecimentos na matéria em questao.

O grupo era composto por trés pessoas: o orientador, Prof. Dr. Carlos Alberto
Santana Soares, os mestrandos, Franscisco Bessa e Willian Cruz. Neste mesmo
grupo, sendo convidado inicialmente pelo professor Francisco Bessa a participar de
uma das reunides, o professor Hernando se integrou ao grupo, com a diferenca de
nao ter cursado no mestrado a disciplina Topicos de Analise Matematica I.

O professor Hernando passou a ser entdo o ponto de apoio e de validacdo
desta pesquisa. Durante a producéo deste trabalho foi solicitado a ele, em virtude da
visdo que ja trazia da graduacdo, que pudesse buscar questdes a medida que a
pesquisa avancgasse, dentro do material produzido pela mesma.

Com as duvidas surgidas nos encontros do grupo quanto ao desenvolvimento
de certos aspectos da matematica formal e correlacdes identificadas, no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio, a pesquisa foi se diferenciando em varias
abordagens, das linguagens traduzidas nos livros-textos de Andlise, ganhando uma
caracteristica particular de ser um instrumento que discute formagdo, matematica
escolar e académica e, ao mesmo tempo, se apresentando como ferramenta para o
estudo de certas definicbes, demonstracdes e/ou aplicacbes da mateméatica formal,

dos cursos de Analise Real.
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Ao se falar de demonstragdes, percebe-se, segundo Garnica (2002, p. 76) a
inexisténcia de referéncias sobre a prova rigorosa (demonstracdes) tratada no
contexto da formacdo de professores, embora existam literaturas em Educacéo
Matematica, que trazem um numero significativo de publicacdes relativas ao tema,
abrindo possibilidades de analisar a prova como uma atividade social e de
negociacdo em comunidade, a qual € considerada constituicio de um regime de
verdade.

No grupo, varios aspectos eram discutidos, sempre percebendo quais
contribuicdes poderiam emergir na perspectiva do trabalho formal da matemética e
das consequéncias desse no ambito do ensino fundamental e do ensino médio. Ao
término do trabalho, foram feitas duas perguntas para o professor Hernando sobre a
importancia das provas e das demonstracdes no curso de Andlise Real para
licenciatura.

1 - Para vocé, qual é o papel das demonstracdes em matematica?

RESP: Penso que o papel das demonstracbes & dar veracidade as afirmativas

matematicas, como as férmulas, teoremas, etc*?,

Segundo Bicudo (2002, p.67), um dos maiores passos isolados da légica dos
tltimos 200 anos, foi a explicitacdo do conceito de demonstracdo. Em termos
I6gicos, uma demonstracdo pode ser considerada uma sequéncia finita de férmulas,
em gue cada uma seja ou um axioma, ou conclusdo de uma regra cujas hipoteses
precedam essa formula na sequéncia dada (BICUDO 2002, p.67), porém 0 mesmo

autor afirma que:

Em suma, quando se trata de discorrer sobre a DEMONSTRACAO"™
MATEMATICA, o matematico parece estar na mesma posicdo de Santo
Agostinho em relacdo ao tempo e, talvez, a Unica coisa sensata a fazer seja
responder como o Santo. DEMONSTRACAO MATEMATICA — se ndo me
perguntam o que é, eu sei; se me perguntam, e eu queira explicar, ndo sei
(BICUDO, 2002, p.71).

N&o foi objetivo desta pesquisa discutir o que é demonstracdo, mas, com
certeza, foi um questionamento que acompanhou todo trabalho, causando duvidas e
despertando interesses.

Estudar uma matematica mais formal, aproximando-se das demonstracdes
matematicas, fez surgir outros questionamentos que foram respondidos pelo

professor Hernando, o qual se mostrou muito entusiasmado ndo s6 em dar as

12 Os destaques sublinhados dao énfase &s respostas do participante da pesquisa.
13 Destaque do autor da citagéo.
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respostas, mas em procurar associar sua vivencia como professor do ensino médio
a estas questoes.

2 - Vocé acha necessério fazer demonstracdes no processo de ensino e
aprendizagem em matematica na educacdo basica? E na formacdo do
professor?

RESP: Desde que a demonstracdo ndo seja um fator complicador que desmotive os

alunos, sua insercdo em certos momentos pode contribuir para um melhor

entendimento dos conceitos matematicos.

Quanto ao professor, penso que, independente do segmento gque trabalhe,

0 conhecimento da sua disciplina deva ser progressivo e continuamente estimulado.

Durante o processo de producédo de alguns teoremas, 0 grupo se sentiu
incomodado, principalmente quando colocado frente as demonstra¢cées do supremo
e do infimo de um conjunto, no que fala de sua existéncia ou ndo. Basicamente,
foram necessarios exatamente cinco encontros para que, de fato, fosse
compreensivel tanto para o professor Hernando quanto para o grupo tal
procedimento.

Essas duvidas fizeram com que neste tema o0 autor ndo conseguisse
encontrar um elo que aproximava este assunto do desenvolvimento da matematica,
vivenciada no ensino fundamental e no ensino médio. De fato, ainda € um obstaculo
a compreensao de tal assunto.

Em relacdo as demonstracbes e/ou provas rigorosas na formacdo de
matematica do professor que leciona na educacao basica, Garnica (2002) coloca
esse assunto entre dois campos, 0s quais denominam como o0 campo da técnica e o
campo da critica, que apresentam divergéncias sobre “verdade”, em particular
“verdade matematica”, e sobre as vertentes nas quais poderiam se situar, sendo a
técnica, o campo de producado cientifica da matematica e a critica o campo da
Educacdo Matematica.

Garnica (2002) conclui:

(...) a prova rigorosa, sendo elemento fundamental para entender a préatica
cientifica da Mateméatica, seria também fundamental nos cursos de
formagédo de professores, ndo como mero recurso técnico, mas numa
abordagem critica, que possibilitasse uma visada panoramica nos modos de
produgdo e manutengdo da “ideologia da certeza” para que, a partir disso,
pudessem ser produzidas formas alternativas de tratamento as
argumentagbes sobre 0s objetos matematicos em salas de aula reais
(GARNICA, 2002, p. 75).
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Apesar das dificuldades encontradas no produzir e no transcrever esta
pesquisa, a aproximacdo do desenvolvimento formal da matematica permitiu abrir
campo para outras discussoes, relativas a formagdo matematica do professor de
matemaética.

Essas dificuldades se acentuaram pela pouca literatura que tratasse do
assunto nas concepc¢des da Educacdo Matematica e pela forma como o autor trazia
certos conceitos com as imagens conceituais que tinha do conhecimento da
matematica que trabalhava na Educacao Basica.

As compreensdes de certos aspectos da matematica formal foram
observadas no transcorrer deste trabalho, buscando associar questbes importantes
da matematica do ensino fundamental e do ensino médio, dando aos mesmos um
tratamento mais rigoroso.

Um exemplo sdo questbes que envolvem o modulo de um namero real; o
autor percebeu que situacbes de calculos com equacdes do 2° grau, raizes

guadradas e modulo causavam muitas duvidas no grupo.

Modulo de um ndmero x pode ser caracterizado por |x| = \/x_ze a partir desta
caracterizacdo discutem-se alguns topicos envolvidos na educacdo basica,
principalmente no ensino médio no que diz respeito ao calculo de equacbes e
inequacoes.

As aplicacdes modulares permitem resolver sentencas como x* = 16 (por
exemplo), na qual estdo envolvidas relacbes que, muitas vezes, sdo omitidas no
transcorrer destes calculos na educacao basica. Essas situacfes de resolucédo de
equacdes quadradas, ou 2° grau, geralmente admitem duas solucbes que séao
valores simétricos, as quais ficam, muitas vezes, reduzidas a aplicacdes de regras,
como: “passar o quadrado para o segundo membro como mais ou menos a raiz

guadrada do termo do segundo membro” (grifo nosso).

¥ =16=2>x =+V16=>x = +4

Porém, em relacdo ao desenvolvimento formal da Analise Real, destacam-se
as propriedades de modulo, ja que os dois membros da igualdade acima séo
positivos. Logo, para pensar nesse mais ou menos do resultado dessa sentenca e
evitar que essa forma de calcular seja generalizada para célculo de raizes
quadradas, que por definicdo é positiva, ou seja,v16 = 4. Propdem-se a aplicacio

da definicdo de médulo, garantido, assim, as solu¢des da sentenca em destaque:
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¥ =16=>Vx2=V16=|x| =4=>x = 4oux = —4.

De forma generalizada: Sendo a um elemento positivo, logo:
x¥*=a=|x|=Va=x=+Va

Um cuidado a ser observado é na igualdade que segue: |-r| =r. Essa
igualdade nao é verdadeira, pois parar = —5, por exemplo, tem-se |[—(-5)| = -5,
que é falso, pois 0 modulo nunca € negativo (DANTE, 2009, p. 100).

Outra diferenca notavel no que se refere a modulo é a percepcdo das
igualdades |x| =7 e x =1|7|. No primeiro caso, x = 7 ou x = —7, ja no segundo
caso,x = 7, ndo admitindo outra solugéo.

A aplicacdo de modulo no ensino fundamental e no ensino medio inicia-se no
7° ano do ensino fundamental. J& no ensino médio vem fortemente ligada aos
ensinos de fungbes modulares, equacgdes e inequacdes modulares.

As duvidas que perpassaram pelo grupo, foram trazidas pelos membros do
mesmo, que atuam na educacao basica e com experiéncia de mais de uma década
em sala de aula. O grupo ndo estava seguro para falar das situacées que se
apresentaram nos encontros.

Outras questdes, como o caso da multiplicacdo por zero, que foi amplamente
discutida, a ponto de surgir o questionamento de como foi importante a introducao
do zero e dos numeros negativos em especial, o grupo concordou com Courant e

Robbins (2000, p. 64), os quais afirmam que introducédo do simbolo 0 foi um grande
passo no sentido de remover a restricdo dada a operacado b - a, definindo-se que
a-a = 0. Mais importante ainda foi a introdu¢cdo dos simbolos — 1, - 2, -3, ...

juntamente com a definicdo b -a = —(a - b) (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 64).

Os questionamentos do grupo sdo geralmente encontrados por professores
de matematica do ensino fundamental e do ensino médio em sua pratica. A tentativa
€ de perceber quais contribuicbes podem emergir na dinamica desta pesquisa na
formacédo do futuro professor de mateméatica, pois 0s questionamentos sédo diversos
e as estruturas de aprendizagem séo distintas.

A aceitacdo de certos axiomas na construcdo da estrutura de corpo foi um
grande salto na dindmica de buscar relagbes envolvidas na estrutura da matematica
produzida no ensino fundamental e no ensino médio. No que se refere aos

elementos simétrico e inverso, algumas duvidas presentes em salas de aula de
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matematica, que se apresentaram em alguns momentos na discussdo do grupo
foram resolvidas.

No caso desses axiomas se impdem apenas a existéncia (de simétrico ou
inverso), mas, de fato, prova-se ainda a unicidade (estes elementos sdo Unicos). A
unicidade desses elementos permite entender conceitos mateméaticos envolvidos
nas operacdes comuns de equacdes ou ha propria Aritmética.

Destaca-se nesta pesquisa, um ponto principal que é a apresentacdo e o
significado dos nimeros irracionais. Diversos textos escolares apresentam o numero
irracional, como o nimero que nao se pode escrever na forma de fracdo e também
como o0 numero que tem uma representacao infinita e nao-periédica, porém, na
perspectiva do autor, esse assunto vem acompanhado de varias questdes que o
professor pode explorar. Segundo Moreira e David (2005, p. 82), essa duas
caracterizacdes néo tem significado algum para o aluno se o mesmo ainda assume
0 universo dos racionais.

Os mesmos autores esclarecem:

Quando ndo se sabe o que significa uma forma decimal infinita e néo-
periddica também ndo se sabe o que € numero irracional e vice-versa. Do
mesmo modo, se a ideia escolar de nuimero est4d associada, na sua
acepcdo mais ampla, apenas a uma razdo de inteiros, os irracionais nao
sd0 numeros ja que ndo sdo razdo de inteiros (MOREIRA & DAVID, 2005,
p. 82).

E comum no ensino fundamental e no ensino médio definir nimeros reais
COMO a uniao entre 0s racionais e 0s irracionais, nao esclarecendo o sentido de se

conceber 0os nimeros irracionais como numeros ou o significado que possa ter.

Ressalta-se que, na constru¢cdo dos numeros reais como corpos ordenados
completos, prova-se a existéncia de reais que ndo sao racionais, sendo esses,
supremos de subconjuntos de reais ndo-vazios e limitados superiormente.

Moreira e David (2005) criticam em seu trabalho, o tratamento formal dado
aos numeros reais na licenciatura, mostrando que essa forma de apresentar tais
nameros ndo oferece alternativas para o tratamento dado aos mesmos, nos textos
escolares, que é “legitimo, mesmo de forma inadequada”, esclarecem os autores.
Os mesmos autores consideram que uma forma possivel de se trabalhar nimeros
irracionais, seria através da incomensurabilidade, trabalhando as questdes de
medidas, permitindo discutir a insuficiéncia dos numeros racionais, podendo servir
de base para uma abordagem que venha ser mais compreensivel e transparente

para o educando.
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N&o ha um consenso em relagcdo ao trabalho com a incomensurabilidade no
ensino fundamental e no ensino médio, porém, o autor concorda com Moreira e
David que apdiam a discusséao de tal nocao na licenciatura.

Os autores dizem:

(...) O fato é que o dominio dos conhecimentos envolvidos com o trabalho
da incomensurabilidade e sua vinculagdo como o significado dos nameros
irracionais pode ser essencial ao desempenho de eventuais tarefas de
avaliacdo, selecdo e adaptacdo ou mesmo a construgcédo e a implementacao
de possiveis propostas de abordagem escolar do tema “numeros reais
(MOREIRA & DAVID, 2005, p. 83).

Abordada nesta pesquisa a definicdo formal da representacdo decimal,
percebe-se que, a partir dos resultados estabelecidos, pode-se provar que todo
numero real admite uma representacdo decimal infinita e que a representacao
decimal dos irracionais € infinita e ndo-periodica, com o intuito de chamar a atencéo
do professor e\ou licenciando em matematica para as validades da matematica
escolar, tendo alternativas para melhor definir os caminhos do seu fazer pedagogico.

Buscou-se nesta pesquisa, aproximar-se das situacdes que envolvem o
contexto do ensino fundamental e do ensino médio, ora trabalhando numa visédo
mais geomeétrica, ora huma visdo mais algébrica. Nesse construto, se destacam as
dizimas periddicas que sao as representacdes decimais de uma divisdo continuada,
ou prolongada indefinidamente. Esses decimais infinitos e periédicos também séo
considerados numeros, ja que partem de fracbes racionais.

Por serem numeros que geralmente causam muita confusdo principalmente
em termos de operagbes, 0 autor propds nesta pesquisa, em anexo, criar uma
oficina que tem como objetivos:

- apresentar as representacdes decimais de numeros reais em um desenvolvimento
formal e discutir questdes que envolvem este assunto no ambito do ensino
fundamental e do ensino médio

- desenvolver junto ao professor do ensino fundamental e do ensino médio, uma
relacdo de proximidade entre o conteudo Analise Real e a matematica produzida no
seio escolar, discutindo as idéias e no¢des sobre nimeros racionais e irracionais em
suas respectivas representacdes decimais.

- Sugerir uma melhor compreensdo na no¢do da densidade dos numeros reais,
traduzir as diferentes linguagens dadas a este conceito, principalmente no que se
refere a fracbes geratrizes das dizimas, periodos das dizimas e outras

configuragoes.



98

O autor procurou, neste trabalho, proporcionar ao professor e\ou licenciando
em matematica, situacfes estudadas em um curso de Andlise Real, levantando
algumas questdes e mostrando as dificuldades que perpassam por assuntos mais
abstratos. Para esta pesquisa, foram dispostas etapas importantes, a destacar o
estudo de um numero significativo de textos, livros e outros; compreensdo dos
conteudos apresentados; desenvolvimento da pesquisa dentro do rigor necessario; a
construcdo de um procedimento metodoldgico coerente com os objetivos definidos;
desprendimento de certos aspectos da matematica escolar e académica, para uma
melhor compreenséo destas duas formas do fazer matematico.

O autor assumiu também grandes dificuldades em buscar na sua pratica
elementos que pudessem compor a dindamica desta pesquisa. Muitas vezes, 0
cansaco e o desanimo foram sendo obstaculos para se desenvolver o trabalho e
apresenta-lo com a qualidade e o dinamismo de poder ser um instrumento de apoio
a possiveis discussdes sobre o ensino de Analise Real na licenciatura.

O autor buscou aspectos que poderiam ser consequéncias da construcao
formal dos numeros reais no desenvolvimento da matematica tanto no ensino
fundamental quanto no ensino médio, mas, em muitos momentos, ele ndo conseguiu
associar tais aspectos, entdo, apresentou algumas consideragdes dentro do proprio
campo da matematica formal.

Como a proposta desta pesquisa era apresentar oS numeros reais nas
estruturas “algébrica e topoldgica”, convidando o professor do ensino fundamental e
do ensino médio a entender tais aspectos e, se possivel, iniciar, a partir dos
nameros reais, uma discussdo sobre como poderia ser o curso de Analise Real para
licenciatura, o autor acredita ter vencido esta etapa. Porém ndo é um término de um
trabalho, mas o inicio de um desenvolvimento que pode seguir por varias direcoes,

sendo outros estudos e pesquisas responsaveis para indicar novas possibilidades.
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ANEXO

OFICINA: Um olhar para as Representacfes decimais de nimeros reais.
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INTRODUCAO

Este trabalho, ora realizado no ambito do Programa de Mestrado Profissional
em Educacdo Matematica, inicia-se com uma reflexdo pessoal do autor, o qual
descreve sua trajetéria académica, suas angustias enquanto professor de
matematica e os motivos e/ou razbes que conduziram ao desenvolvimento desta
pesquisa.

Apresentando 0s numeros reais em suas estruturas “algébrica e topoldgica”,
esta pesquisa tem como objetivo convidar o professor, e/ou licenciando em
matematica, a entender e a identificar na sua préatica tal tratamento, buscando
também refletir sobre a possibilidade de iniciar, por meio dos nameros reais, uma
discussao sobre como poderia ser o trabalho com o conteddo Analise Real, nos
cursos de licenciatura em matematica.

Outro objetivo a destacar é sugerir ao professor do ensino fundamental e do
ensino meédio que o conjunto dos nimeros reais e todas as suas propriedades estao
presentes em sua sala de aula, ainda que o tratamento formal, em sua plenitude,
possa néo ser considerado.

Empreende-se nesta pesquisa, para alcancar os objetivos propostos, uma
discussdo sobre matematica escolar e matematica académica, diferenciando essas
duas formas de entender e de conceber a matematica e também discutir aspectos
da formacédo do professor de matematica, ndo se esquecendo das especificidades
gue estédo envolvidas na dinamica do trabalho docente. Para este empreendimento,
destacam-se educadores matematicos que estudam questbes relacionadas a
formacédo do professor matematica, que contribuem para a dindmica desta pesquisa.

A forma de conceber a matematica escolar, explicitada no capitulo I, a
configura como um conjunto de saberes associados ao exercicio da profissao
docente, levando, tanto o professor do ensino fundamental e do ensino médio
guanto o licenciando em matematica, a uma reflexdo que possibilite perceber que o
trabalho na escola ndo pode se pautar apenas em uma proposta mais académica.

A prética e a formacdo do futuro professor de matematica sdo discutidas,
desencadeando relacgdes envolvidas na dindmica da sala de aula, na validade das
guestdes matematicas presentes no cotidiano, e buscando uma melhor
compreensao das propostas para o ensino deste contetido por meio dos Parametros

Curriculares Nacionais (PCNSs).
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Nesse mesmo topico, questdes que envolvem o estudo e as aplicacbes de
nameros e de operagdes contribuirdo para dindmica de entender e de constituir as
guestbes numeéricas envolvidas no ensino fundamental e no ensino médio, usando
as operacdes, de modo especial, para desenvolver o estagio critico da crianca.

O capitulo | também faz uma breve incursdo histérica sobre o contetdo
Andlise Real, aproximando-o dos conceitos histricos que determinaram a criacédo
desta disciplina, buscando também entender o porqué é importante estuda-la,
destacando os numeros reais.

O Capitulo Il traz uma apresentacdo dos numeros naturais e inteiros,
mostrando aspectos que estdo envolvidos na apresentacdo desses no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio.

O Capitulo Il apresenta 0os numeros reais em suas estruturas “algébrica e
topoldgica®, identificando elementos desta construcdo em atividades e/ou contextos
gue se mostram ao longo do ensino fundamental e do ensino médio.

Nesse capitulo, sdo apresentados axiomas e teoremas, sendo esse
acompanhado de demonstracfes que tém por objetivo aproximar o professor e/ou
licenciando em matematica, dos aspectos formais que se apresentam nos cursos de
Andlise Real. O foco estd nas consequéncias dessa constituicdo na estrutura
matematica dos numeros reais que é desenvolvida ao longo do ensino fundamental
e do ensino médio.

Abre-se uma discussdo sobre as questbes de incomensurabilidade,
percebendo a necessidade de numeros irracionais e decimais infinitos periédicos e
nao-periodicos, para um aprofundamento conceitual destas questfes tdo presentes
nas salas de aulas de matematica, no intuito de buscar uma aproximacao entre
formacéo e prética docente.

Sao apresentados no capitulo IV os numeros decimais, tendo como suporte o
desenvolvimento geométrico. A pretensdao € que o professor e/ou licenciando em
matematica perceba que existe uma correspondéncia estabelecida entre todos os
pontos da reta numérica real e todas as fragbes decimais finitas ou infinitas de
maneira a definir que um nimero real € uma decimal finita ou infinita.

A construcdo dos numeros reais nas estruturas “algébrica e topoldgica” se
encerra nesta pesquisa, definindo niameros reais como corpos ordenados completos
e arquimedianos, com a tentativa de aproximar as questdes que sao desenvolvidas

nos cursos de formacdo de professores na disciplina Andlise Real e a pratica
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docente, respeitando a autonomia do professor em incorporar ou nao tal tratamento

em seu fazer pedagogico.
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OBJETIVOS

Objetivando esta pesquisa apresentar o conjunto dos nimeros reais em suas
estruturas, “algébrica e topoldgica”, de maneira a convidar o professor do ensino
fundamental e do ensino médio a entender e, se possivel, identificar em sua prética
tal tratamento, destacam-se outros dois objetivos:

- Sugerir ao professor do ensino fundamental e do ensino médio que o conjunto dos
nameros reais e todas as suas propriedades estdo presentes em sua sala de aula
em todos os momentos, ainda que o tratamento formal em sua plenitude possa nao
ser considerado ou apresentado, mas suas consequéncias estao sim presentes ao
longo de todo o ensino fundamental e médio.

- Iniciar uma reflexdo, a partir de numeros reais, da forma como a disciplina Analise
Real poderia ser trabalhada nos cursos de licenciatura em matematica.

O autor coloca-se disposto em empreender a investigacdo, considerando,
como afirma Severino (1993, p. 113), que o trabalho cientifico deve ser “pessoal, no
sentido de que a tematica tem que ser a problematica vivenciada pelo pesquisador”.

Sensibilizado pela probleméatica, e sentindo a questdao do trabalho com a
matematica no ensino fundamental e no ensino médio, a op¢cédo é construir um elo
entre o formalismo conceitual dos numeros reais e a matematica vivenciada na
escola basica, permitindo, tanto ao professor do ensino fundamental e do ensino
médio quanto ao licenciando em matematica, uma identificacdo e uma comparacao

desses elementos.
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PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esta pesquisa resumiu-se na busca de textos que tratassem sob todos os
aspectos do tema “os numeros reais em suas estruturas algébrica e topologica” e
em quatro livros didaticos, sendo dois usados no ensino fundamental e dois usados
no ensino médio, que pudessem contribuir para identificacdo de elementos dos
nameros reais estudados no &mbito do ensino fundamental e do ensino médio.

A abordagem escolhida foi a construgdo dos numeros reais como estrutura de
corpo ordenado completo e arquimediano que, ao longo do processo, oportunizaram
identificar elementos em livros didaticos os quais utilizavam, com ou sem rigor, tais
estruturas.

Dadas as diferentes abordagens, surgiu a necessidade de se dedicar as
leituras de um numero significativo de textos para o recorte de alguns que mais
traduziam a necessidade desta pesquisa.

Esta pesquisa se baseou na descricdo e na interpretacdo de textos das mais
diversas classes, contribuindo para reinterpretacdo das definicbes e/ou teoremas,
gue permitiram atingir uma compreensdo mais aprofundada dos mesmos,
colaborando para uma interpretacéo pessoal do autor com relagdo aos dados.

O levantamento bibliografico foi realizado por meio de consultas a livros-
textos de Andlise, a livros didaticos, aos Parametros Curriculares Nacionais de
Matematica do ensino fundamental e do ensino médio, a teses, a dissertacoes,
livros-textos de educacdo matematica, a artigos e outros.

Com relacdo a apresentacdo dos dados, como esta pesquisa € exploratoria,
descritiva e explicativa, o procedimento utilizado limitou-se em apresentar uma
analise das informacdes disponiveis, fornecendo uma visao e uma apresentacao dos
nameros reais nas estruturas “algébrica e topoldgica”, oportunizando, tanto ao
professor do ensino fundamental e do ensino médio quanto ao licenciando em
matematica, uma aproximacao desse contetdo, contemplado nos cursos de Anélise
Real, ou Introducado a Andlise na Reta.

As conclusdes foram percebidas durante todo processo de obtencdo dos
dados, da reducédo, da escrita e da apresentacdo dos mesmos, permitindo que se
avancasse progressivamente do exploratério para o descritivo e do descritivo para o

explicativo.



21

Em anexo, conforme o artigo 7° inciso 3° da portaria do Ministério da
Educacao de 22 de junho de 2009, que regulamenta os mestrados profissionais no
Brasil, diz que o trabalho de concluséo final do curso poderd ser apresentado em
diferentes formatos, tais como dissertacao, revisdo sistematica e aprofundada da
literatura, artigo, patente, registros de propriedade intelectual, projetos técnicos,
publicagBes tecnolodgicas, desenvolvimento de aplicativos, de materiais didaticos e
outros, desde que previamente propostos e aprovados pela CAPES. A opcéo foi
propor, ao final desta pesquisa, uma oficina que tem como objetivo apresentar as
representacdes decimais dos nimeros reais em um desenvolvimento formal; discutir
guestdes que envolvem esse assunto no ambito do ensino fundamental e do ensino
médio e estudar os conceitos que envolvem a densidade do conjunto dos nameros

reais.
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CAPITULO I: REVISAO DA LITERATURA

1. Matemaética escolar e matematica académica

Neste tdépico, serdo descritas, de forma a destacar, algumas diferencas
substantivas entre essas duas formas de se fazer e de se entender matematica,
proporcionando ao professor do ensino fundamental e do ensino médio e/ou ao
licenciando em matematica, condicbes para desvelar as especificidades do
conhecimento matematico, produzido pela matematica escolar e pela matematica

académica.

1.1. Matematica académica

A matematica académica ou matematica cientifica nesta pesquisa serao

considerados termos com mesmo sentido.

A matematica cientifica é estruturada axiomaticamente, sustentando-se em
definicdes, teoremas, postulados e conceitos primitivos previamente estabelecidos
para as provas e validades das mesmas, exigindo uma formulacdo das definicdes,
nao caracterizando ambiguidades na construcdo logica de um objeto matematico,
para nao produzir contradicdes na teoria.

As definicbes formais e o0 processo de sistematizacdo sado elementos
fundamentais no decorrer do processo de conformacéo da teoria, que é validado por
demonstracoes rigorosas (MOREIRA, 2004, p. 24).

1.2. Matemaética escolar

A matematica escolar se configura como um conjunto de saberes associados
ao exercicio da profissdo docente (MOREIRA, 2004, p. 12). Os valores constituidos
pela matematica escolar se desenvolvem no contexto educativo, valida a
necessidade de encontrar formas distintas para desenvolvimento do conhecimento
matematico no ambito da escola.

Na perspectiva da matematica produzida na escola, o saber docente divide-se
em varios componentes, um deles, dentre os quais se destaca, é o conhecimento da

disciplina que assume um papel essencial.
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1.2.1. Matematica escolar x matemética académica

A apresentacdo de um conhecimento pronto e acabado pode nao favorecer o
estudante a construir o conhecimento mateméatico e a pensar matematicamente. O
formalismo de regras e de procedimentos, heranca da tendéncia formalista moderna,
tem estado presente na educacéo brasileira.

Para essa tendéncia, Fiorentini (1995) esclarece que:

0 ensino de um modo geral continua sendo acentuadamente autoritario e
centrado no professor que expbe/demonstra rigorosamente tudo no quadro
negro. O estudante, salvo algumas poucas experiéncias alternativas,
continua sendo considerado passivo, tendo de reproduzir a linguagem e 0s
raciocinios légico-estruturais ditados pelo professor (FIORENTINI, 1995, p.
14)).

Essa concepcédo torna os estudantes treinados para aplicar mecanicamente
essas regras e definicbes, sem, contudo proporcionar a eles a formacao conceitual e
investigativa tdo necessaria aos cidadaos deste séeculo.

Ao mesmo tempo, negar que as estratégias e conhecimentos produzidos na
pratica ndo possam ser aplicados em toda parte porque sao construidos fora do
ambiente escolar, € impedir que a aprendizagem aconteca de maneira mais
favoravel e contribuir para possiveis reprovacdes em matematica.

A busca € para que a escola intensifique o trabalho na conducdo de um
processo de ensino e aprendizagem, que leve em conta o conhecimento prévio que
0s estudantes possuem para que, a partir deles e sobre a propria experiéncia,
possam construir novos conhecimentos.

A matematica € reconhecida como parte do cotidiano e elemento importante
para compreensdo de mundo. Afinal, o mundo esta rodeado de tabelas, de graficos
e de informacfes diversas que sdo apresentadas em termos matematicos, as quais
sdo compreendidas e usadas como meio de comunicacao.

Entdo, faz-se necessario preparar os estudantes para uma sociedade téo
complexa, tornando-os capazes de pensar sobre relagdes numéricas e espaciais,
compreender e se expressar sobre essas relagdes, desenvolvendo uma consciéncia
critica para serem reconhecidos como membros desta sociedade.

A matematica tem sido conceituada como uma ciéncia que oferece um amplo
instrumento para o pensamento. Ser dotado de um determinado senso logico-

matematico é indispensavel como instrumento intelectual para o bem viver.
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Caracteriza-se, por desenvolver e ser uma forma de pensamento, que na sua
matéria-prima esta relacionada a “ideias” e o grande desafio é a construgao coerente
destas ideias.

A matematica na escola tem se preocupado, de um modo geral, com 0s
calculos, légicas, geometria, mas, acima de tudo, deveria se preocupar com 0
pensar, pois 0s calculos matematicos sdo apenas um meio para atingir um
determinado fim.

E preciso que o trabalho com a matematica na escola ndo se paute apenas
por uma proposta mais académica. Nessa perspectiva, busca-se encontrar um elo
entre a formacdo do professor de matematica, com sua pratica no ensino
fundamental e no ensino médio, para que possa permitir questionamentos como:
guais sdo as relacdes existentes entre o conjunto de significados que a comunidade
cientifica dos matematicos identifica com o nome de matematica e o conjunto de
saberes especificamente associados a educacdo matematica escolar? Entende-se
gue varios fatores compdem a problematica do ensino e aprendizagem da

matematica, dos quais se destacam a formacéao e, a pratica docente.

1.3. Formacéo e a pratica do professor de matematica

Este topico trata da pratica e da formacao do futuro professor de matematica,
destacando as relacGes envolvidas na dinamica da sala de aula, a matematica do
cotidiano e o conhecimento matematico do professor, nas questdes que envolvem

ndmeros.

1.3.1. A formacéo do futuro professor de matematica

A formacéo do individuo vai muito além das relacdes didaticas que envolvem
uma sala de aula, da relacdo professor - estudante e conteido (FIORENTINI, 2004).
Para esse autor, a pedagogia deve se preocupar também com as relacdes
interpessoais que acontecem nas aulas, nos momentos e nos espacos fora da sala,
entre uma aula e outra, nos momentos de conversas, nas relagdes no corredor, nos

momentos do ndo-ensino, durante o recreio, etc.
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Fiorentini (2004) diz:

(...) eu considero a didatica como uma parte da pedagogia... Enquanto a
didatica tem relacdo mais direta com o contelido que se ensina e aprende...
A pedagogia vai além dos conteudos, pois preocupa-se também com as
dimensbes soécio-afetiva, emocional, pessoal e ética, tendo como norte a
formagcdo de valores e de um sujeito emancipado sOcio-politicamente
(FIORENTINI, 2004, p. 2).

E preciso desenvolver um trabalho que promova a interatividade,
proporcionando ao educando uma participacdo mais ativa nas atividades propostas,
fugindo do modelo tradicional de ensino, no qual o educando é apenas um
espectador passivo diante do contexto apresentado na exposicao de aulas.

D’Ambrdésio (2008, p. 83) argumenta que a educacédo, em geral, enfrenta
grandes problemas, considerando o mais grave, e que afeta particularmente a
educacdo matematica de hoje, a maneira deficiente como se forma o professor.
Esse mesmo autor exalta os inUmeros pontos criticos na atuacdo do professor de
matematica, que se prende a deficiéncia de sua formacéo.

A formacédo do professor de matematica € um dos grandes desafios do futuro
e, nesse aspecto, o professor de matematica devera desenvolver caracteristicas
para cumprir um novo papel.

Essas caracteristicas sédo: visdo do que vem a ser a matematica; visao do que
constitui a atividade matematica; visdo do que é aprendizagem matematica e visao
do que constitui um ambiente propicio & aprendizagem matematica (D’AMBROSIO,
2008, p. 87).

1.3.2. Matematica no cotidiano

A aplicacdo da matematica no cotidiano ocorre como resultado do
desenvolvimento e do aprofundamento de certos conceitos nela presente. De acordo
com Bicudo (1991), a matematica é vista por alguns como o grande legado da

humanidade e, como tal, a atitude de considera-la como:

(...) a priori, independente da experiéncia. Exata no sentido de terem todos
0s seus termos, defini¢Bes, regras de inferéncia, etc. um significado preciso.
(...) Abstrata no sentido de eliminar de uma situagdo tudo o que néo for
essencial a um dado proposito. (...) Absoluta, ndo passivel de revisdo com
base na experiéncia. (...) Simbdlica sendo uma das principais caracteristicas
de Matematica. Esse uso esta ligado a sua natureza exata, mas ainda mais
ao desenvolvimento da Matemética como um tipo de linguagem (BICUDO,
1991, p.34).

Discutir essa forma de entender a matematica leva a uma reflexdo sobre o

papel que esta sendo desempenhado em salas de aulas de matematica e também a
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guestionar para 0 que se preparam 0sS estudantes e se realmente estdo sendo
valorizados os conhecimentos deles.

O papel da mateméatica escolar ndo se resume apenas na apresentacdo de
conhecimentos matematicos descontextualizados e sem relagcbes com as vivéncias
do educando. Também ha pesquisas em Educacdo Matematica que sugerem
alternativas na tentativa de contribuir para o trabalho docente, criando oportunidades
de um aprofundamento nas andlises de praticas pedagdgicas especificas para a
construcdo critica de possibilidades que possam ser constituidas, adaptadas, e
aplicadas nos diversos contextos aos quais se apresentam.

1.3.3. Os PCNs e as ideias de numeros

Os Parametros Curriculares Nacionais referendam a reelaboracédo e
renovacao da proposta curricular, reforcando a importancia de que a escola seja a
responsavel pela formulacdo de sua proposta pedagdgica e de seu projeto
educacional, sendo esses compartilhados por toda equipe pedagogica, visando a
melhoria da qualidade da educacédo, resultando no compartihamento de
responsabilidades entre os todos os educadores.

Os PCNs sédo auxilios aos professores na tarefa de refletir e de discutir
aspectos da pratica pedagogica, transformando continuamente o cotidiano escolar,
sendo uma proposta flexivel, que vai se concretizando nas decisdes regionais e
locais, configurando como um modelo curricular heterogéneo e ndo impositivo.

Os objetivos déo importancia a valorizacdo da matematica pelo educando
como instrumento capaz de permitir a compreensdao do mundo em sua Vvolta,
estimulando o interesse, a curiosidade, 0 espirito investigativo e o desenvolvimento
da capacidade de resolver problemas. Os conteudos sao escolhidos de acordo com
o critério de relevancia social e contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do
aluno.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica apresentam 0s objetivos
em termos das capacidades a serem desenvolvidas em cada ciclo, assim como 0s
conteudos para desenvolvé-las.

Sao apontadas as possiveis conexdes entre os blocos de conteudos, entre a
matematica e as outras areas do conhecimento e suas relagcdes com o cotidiano e

com 0s temas transversais.
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1.3.4. Nameros e operagdes no ensino fundamental

De acordo com os parametros curriculares do ensino fundamental (BRASIL,
1998), os conhecimentos numéricos sdo construidos e assimilados de forma
dialética pelos alunos.

Esses conhecimentos intervém como instrumentos eficazes para resolver
determinados problemas e como objetos que serdo estudados, considerando suas
propriedades, suas relagdes e o modo como se configuram historicamente.

Ao longo do processo de escolarizagdo, o aluno percebe a existéncia de
diversas categorias de numeros criadas em funcdo de distintos problemas que a
humanidade teve que enfrentar — ndmeros naturais, niUmeros inteiros positivos e
negativos, 0s numeros racionais em suas representacoes fracionarias e decimais e
0S numeros irracionais.

A medida que se depara com as operacdes de adicdo, de subtracdo, de
multiplicacdo, de divisdo, de potenciacdo e de radiciacdo, oS conceitos numericos
vao se ampliando.

No processo operatorio, o trabalho a ser realizado se concentrara na
compreensao dos diversos significados de cada uma das operacgdes, nas relacdes
existentes entre elas e no estudo reflexivo do calculo, contemplando distintos tipos,
dos quais se destacam o exato e 0 aproximado, o mental e o escrito (BRASIL, 1998,
p. 75).

1.3.5. A caracterizagdo numérica em relacdo aos PCNs para o ensino médio

Os PCNs do ensino médio fundamentam-se filosoficamente na estética da
sensibilidade, destacando-se a capacidade de criar, de observar, de perceber e de
ter curiosidade.

O respeito a diversidade, ao direito comum de cada cidaddo e a solidariedade
sdo pressupostos da politica de igualdade. A ética da identidade traz o respeito a
autonomia responsavel dos estudantes, da escola e da comunidade.

A abordagem numérica é contemplada no conteddo “Numeros e Operacfes”:
naturais, racionais, irracionais, reais, sendo desenvolvida de acordo com as
finalidades do ensino de matematica para essa fase de estudo que tém como

objetivos conduzir o aluno a:
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» compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao
cientifica geral;

« aplicar seus conhecimentos matematicos a situa¢des diversas, utilizando-
0s na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

* analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade;

» desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas, de
comunicacao, bem como o espirito critico e criativo;

« utilizar com confianga procedimentos de resolugao de problemas para
desenvolver a compreensédo dos conceitos matematicos;

» expressar-se oral, escrita e graficamente em situagcbes matematicas e
valorizar a precisao da linguagem e as demonstrac6es em Matematica;

+ estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

* reconhecer representacfes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

» promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranga em
relagdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes
de autonomia e cooperacao. (BRASIL, (PCN- EM), 1998, p. 119).

As relagbes numéricas envolvidas nos PCN, tanto no ensino médio quanto no
ensino fundamental, ndo superam todos os desafios que se apresentam nessas
fases de ensino, mas € uma tentativa para conduzir o fazer pedagdgico em suas
dimensdes processual e diagndstica.

Esse fazer pedagdgico € tratado como parte fundamental do processo de
ensino e aprendizagem permitindo corrigir, detectar, apreciar e estimular projetos
bem sucedidos.

As concepc¢des fundamentais que se desenvolvem a respeito dos nameros
naturais, por exemplo, iniciam-se bem cedo pelas criancas, as quais dao significados
aos numeros, em atividades principalmente de contagem.

As operacBes matematicas muito fortemente também tém significancias de
associacdo com o dia a dia. Os conceitos das quatro operacdes, em geral, sédo
adequadamente constituidos nos cursos de formacdo de professores das séries
iniciais, sendo, muitas vezes, desconsiderados num curso de licenciatura na
formacdo do professor de matematica, indicando uma acentuada separacdo na
formacédo docente desse ciclo de ensino, com a formacéo do professor que leciona

nas séries finais do ensino fundamental e no ensino médio.
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Moreira e David (2005) argumentam:

Ainda que o licenciado em matematica, de um modo geral, ndo trabalhe com
alunos das quatro séries iniciais do ensino fundamental, acreditamos que a
separacdo acentuada existente entre a formacdo do docente desse ciclo e a
do professor que leciona nas outros ciclos do ensino fundamental e médio é
equivocada, pois pode contribuir para intensificar a descontinuidade do
processo de transicdo das séries iniciais para a quinta série e seguintes.
Isso, por si sO, ja coloca uma demanda no sentido de que o licenciado
conheca a matematica que é trabalhada nas séries iniciais (MOREIRA &
DAVID, 2005, p.52).

Reconhecer numeros e operacbes perpassa pela compreensdo dos
significados de numeros naturais, do sistema de numeracdo decimal e pela
identificacdo dos numeros inteiros e racionais em diferentes contextos (BRASIL,
1998)

E fato que o professor do ensino fundamental do 6° ano retoma e amplia todo
trabalho desenvolvido com nimeros naturais nas series anteriores e inicia 0 conceito
de numeros racionais, considerando-os nessa fase de conceituacdo como
elementos de um conjunto, os quais determinam, de uma forma geral e completa, as
operacOes de adicdo e multiplicagdo, mas de uma forma restrita a subtracdo e a
divisdo. Também desperta os estudantes para a percepcao de relacbes entre esses
nameros, nos mais distintos universos aos quais sdo considerados, como por
exemplo, o universo dos niumeros primos e compostos, dos divisores, de multiplos e
de outros.

No 7° ano é introduzido o conceito de numeros negativos, trabalhando os
inteiros e 0s racionais negativos, jA no 8° ano, introduzem-se 0s conceitos de
nameros racionais e irracionais, definindo os nimeros reais, dando sequéncia no 9°
ano e no ensino medio.

Através desta concepcdo, € necessario que o professor do ensino
fundamental das séries finais e do ensino médio, conheca a matematica do ponto de
vista escolar e principalmente conheca a matematica trabalhada nas séries iniciais,
para que possam entender as duvidas de conceituacdo que aparecem

frequentemente entre os estudantes.
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Para essa concepcéo, Moreira e David (2005) dizem:

No desenvolvimento de cada etapa desse processo de expansdo dos
conjuntos numeéricos, o professor terd que, por um lado, conhecer
profundamente — do ponto de vista da matematica escolar — aquilo que os
alunos consideram num dado momento, como o universo (grifo do autor)
numeérico, e, por outro, lidar com duvidas e concepgdes incorretas dos
alunos, as quais vao se referir tanto ao "novo" conjunto, mais amplo, como
também ao conjunto mais restrito, aquele supostamente “conhecido”, que
estd sendo ampliado (MOREIRA & DAVID, 2005, p.53).

A axiomatizagdo do processo de ensino e aprendizagem de matematica tem,
por um lado, a importancia de organizacdo, de sistematizacdo e de conhecimento,
mas servem para propositos definidos, que, muitas vezes chocam com os aspectos
pedagdgicos (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 58).

A ideia dominante que impera nos cursos de licenciatura até hoje apresenta a
organizagao logico-formal-dedutiva da matematica como a unica forma de dominio
conceitual, porém o0 conhecimento matematico nesta filosofia de trabalho,
transparece um amontoado de fatos dispersos e desconexos da caracterizagcéao e do
formato de uma teoria.

Fiorentini (2004) esclarece que:

(...) para ser professor de matematica ndo basta ter um dominio conceitual e
procedimental da matematica produzida historicamente, precisa, sobretudo,
conhecer seus fundamentos epistemoldgicos, sua evolucdo histérica, a
relacdo da matemética com a realidade, seus usos sociais e as diferentes
linguagens com as quais se pode representar ou expressar um conceito
matematico (ou seja, ndo apenas o0 modo formal ou simbdlico)
(FIORENTINI, 2004, p. 4) .

A construcdo do conhecimento se desenvolve no plano cognitivo dos
estudantes que produzem em estagios diferenciados a compreensao dos
conhecimentos antigos e o processo de acomodac&o do novo conhecimento.

Em relacdo a aprendizagem escolar da Aritmética dos nimeros naturais, por
exemplo, pode-se considerar um tema complexo, cuja apreensdo, em niveis
satisfatorios, ndo se esgota no processo desenvolvido ao longo das séries iniciais do
ensino fundamental. Estas dificuldades, muitas vezes, acompanham o estudante ao
longo de todo ensino fundamental e médio.

Pode-se destacar nesse processo, a compreensdo relativa ao sistema de
numeracao decimal, que, segundo Moreira e David (2005), € um desenvolvimento
de longo prazo. A compreensdo e o dominio deste conteldo, muitas vezes, dura

todo ensino fundamental, pois € um dos aspectos mais complicados da

aprendizagem dos nameros.
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Destaca-se também, a grande dificuldade dos estudantes em aceitar a
comutatividade da adicdo e da multiplicacdo e, acima de tudo, o entendimento do
significado dessa propriedade, para néo transferi-la indevidamente a divisédo e a
subtracao.

Moreira e David (2005) continuam afirmando:

Fica claro que uma discussdo a respeito dos significados e das
propriedades das operacbes com o0s naturais — de modo especial a
multiplicag@o e a divisdo — e do sistema decimal de numeracéo interessa
diretamente a formagdo matematica na licenciatura, porque, na sua pratica
docente na escola, o professor estara lidando com alunos cujo processo de
apreensdo conceitual e operacional dos conhecimentos envolvidos nessas
questdes ainda ndo se completou. (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 55).

Certos aspectos que envolvem o conhecimento dos significados dos nimeros,
dos sistemas de numeracéo e dos algoritmos, fazem parte da pratica profissional do
professor de mateméatica na escola basica, porém o licenciando em matematica néo
trabalha integralmente em sua formacdo esse assunto, sendo os conhecimentos
relativos as operagbes de multiplicacdo e de adicdo de numeros naturais
considerados apenas fatos.

Os numeros naturais com as operacdes de adicdo e de multiplicagcdo nao
podem ser considerados elementos de um conjunto dado, aceito de forma
axiomatica, pois essa forma de pensar e de agir ndo permitira o enfrentamento de
guestdes postas pela necessidade concretizada na propria pratica a qual se
pretende formar o profissional.

Mais do que identificar e conhecer a cadeia que estabelece a dependéncia
I6gico-formal entre suas propriedades € conhecer as operacdes matematicas.
Referindo-se aos processos de producéo de significados para as operacoes, Moreira
e David (2005) afirmam:

(...) Nesses casos, o professor precisa lidar com o processo de construgcao
de significados muito mais por meio de reiteradas “concretizagbes” em
diferentes situagdes, do que por definicdes por indugcédo ou de deducdes
formais das propriedades estruturais das operacgfes, jA que estas Ultimas
expressam exatamente o contrario: a identificacdo de todos os significados
concretos possiveis (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 57).

Na préatica docente, ha a necessidade de desenvolver o estagio critico da
crianca, usando as operacbes como instrumento de apoio no processo de
construcdo do conceito abstrato do numero, pois em certas fases da vida do

educando, os numeros referem-se a objetos concretos.
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1.4. O que é analise? Por que os reais?

Seré apresentado neste tépico um breve histérico sobre o contetado Andlise na
Reta ou Andlise Real, permitindo uma aproxima¢do da construcdo historica desta
matéria.

Na sequéncia, busca-se uma compreensao do porqué de esse conteudo estar
na grade curricular dos cursos de licenciatura em matematica. Destacam-se também
a apresentacdo de argumentos que traduzem a importancia de se estudar os
nameros reais, no intuito de constituir um amplo campo de discussao, na tentativa

de diminuir a dicotomia existente entre formacao e pratica docente.

1.4.1. Incursao historica — o0 que é analise

Andlise Real € a area da matematica que trata do formalismo e do rigor
matematico usados para justificar os conceitos do calculo. Geralmente, divide-se a
matematica em trés areas: a Algebra, a Geometria e a Anélise, sendo a Analise a
mais nova delas, que se constitui como uma ramificacao do calculo que € uma teoria
criada no século XVII, por Newton e Leibniz, sendo este um fato histérico de grande
importancia para o desenvolvimento da fisica moderna.

O estabelecimento dos fundamentos do Calculo caminhou pelo século XVIII,
guando aconteceram as primeiras tentativas de rigorizacdo do calculo (REIS, 2009,
p. 83), adentrando pelo século XIX, com o movimento da arimetizacdo da analise.

Segundo Reis (2009), as tentativas fracassadas de obter uma rigorizacdo do
Célculo, realizadas no século XVIII foram os primeiros passos para a fundacdo da
Andlise.

A mudanca do modelo geométrico por um modelo mais formal, baseado na
ideia de numero, o que é conhecido como aritmetizacéo, foi pensada de forma que
pudesse ter o rigor necessario e nesse modelo, as questdes observadas poderiam
ser abarcadas e resolvidas.

Véarios matematicos contribuiram para o desenvolvimento da aritmetizacédo da
Andlise, dos quais, destacam-se Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897) e
Bernhard Bolzano (1781 — 1848). O primeiro autor foi considerado um dos
precursores do movimento e o segundo foi considerado por Felix Klein (1849-1925)
0 pai da aritmetizacdo da Andlise.

Desde a criacdo do calculo, a Andlise inseriu-se em praticamente todas as

areas da matematica, quer seja por causa de sua rigueza intrinseca quer seja pelas
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suas aplicagBes. Suas subdivisbes adquiriam vida propria e sdo frequentemente
estudadas com fins em si proprios.

A disciplina Analise Real, costuma integrar os curriculos de bacharelado e de
licenciatura e, de acordo com as diretrizes curriculares nacionais para 0s cursos de
matematica, bacharelado e licenciatura, elencadas no parecer do Conselho Nacional
de Educacdo e Céamara de Educacao Superior (2002), deve fazer parte dos
contetdos comuns a todos os cursos de licenciatura.

No entanto, segundo Reis (2001, p. 80), tem-se observado no Brasil que as
disciplinas de Analise | ou de Analise Real estdo sendo consideradas disciplinas
eletivas ou optativas, oferecendo ao estudante de licenciatura a opcdo de cursé-la
ou nao.

Para esta perspectiva, Reis (2001) que realizou um estudo baseado na
analise de manuais didaticos e entrevistas semiestruturadas com professores-
pesquisadores, que se destacam na area de Calculo e de Andlise Real, como

também com autores de estudos e de livros didaticos argumenta:

Isto nos traz uma série de indagacgdes: Fica, entdo, a critério do estudante
decidir se Andlise é ou ndo importante para sua formacao de professor? Por
outro lado, perguntamos: Os proprios professores do curso de Licenciatura
ndo consideram mais a disciplina de Andlise, importante para a formacao
profissional de seus alunos? (REIS, 2001, p. 80).

Esse mesmo autor esclarece que considera fundamental a disciplina de

Andlise na formacé&o do futuro professor de matematica e continua afirmando:

Antes de mais nada, gostariamos de deixar claro nossa convic¢do de que
Analise é uma disciplina / area fundamental para a formacédo do professor
de Matemética, convic¢do esta proveniente de nossa pratica pedagogica
com formacgdo de professores e que pretendemos reafirmar / reelaborar
durante a analise das entrevistas, momento em que questionamos Nossos
entrevistados a respeito da importadncia do Calculo e da Andlise na
formacéo do professor de Matematica. (REIS, 2001, p. 80).
Para Avila (2006, p.4) esta disciplina é uma grande oportunidade para
desenvolver o estudante de licenciatura e o futuro professor, aproximando-o do
tratamento refinado com defini¢des, com teoremas, com demonstracdes que sdo 0s

embasamentos l6gicos da matematica.

Moreira et al (2005), em pesquisa feita com 80 mateméaticos que lecionam a
disciplina Andlise Real nas 14 principais Instituicdes universitarias e de pesquisas do

Brasil, mostraram, na opinido dos professores respondentes a época (que

totalizaram 31) a importancia da obrigatoriedade de se estuda-la na formacéo
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profissional do futuro professor de matematica.
Essa pesquisa teve como tema, a ementa, a bibliografia e o papel da
disciplina Analise Real nos cursos de licenciatura em matematica nessas instituicdes

de ensino no ano de 2005.

bY

Com relacdo a obrigatoriedade da disciplina Analise Real, no curso de
licenciatura em matemética, na pesquisa de Moreira et al (2005) a maioria dos
respondentes, totalizando 93,5%, disseram que achavam importante a disciplina
elencar os curriculos nesses cursos.

As respostas foram distribuidas em trés categorias e trabalhadas segundo a
analise de conteudo que €, de acordo com Bardin (1979, p. 42), um conjunto de
técnicas de andlise das comunicacdes, visando obter, por procedimentos e por
objetivos de descricdo do conteudo das mensagens, indicadores que podem ser
guantitativos ou qualitativos, permitindo a inferéncia de conhecimentos relativos as
condicbes de producédo e de recepcdo, chamadas de variaveis inferidas dessas

mensagens.

Categoria 1. A disciplina deve ser obrigatéria no curso de licenciatura
porque se constitui em ocasido privilegiada para o aluno tomar contato com
0 que significa matematica e com as formas como 0s matematicos pensam.
Desenvolve o raciocinio logico e a capacidade de “pensar
matematicamente”, proporcionando, também, maior maturidade intelectual
ao aluno. O trabalho na disciplina abrange métodos, técnicas, estruturas,
concepcdes e valores fundamentais da matematica, constituindo-se, assim,
em uma introducéo ao que se poderia chamar de “cultura matematica”.
Categoria 2. A disciplina proporciona uma compreensédo sélida e profunda
dos conceitos basicos da matematica escolar, explica os “porqués” e da
mais seguranca ao futuro professor da escola. Proporciona a construcéo de
uma visao integrada e logicamente consistente da matemaética elementar,
em substituicho a uma visdo que a concebe como um amontoado
desconexo de férmulas e regras.

Categoria 3. A disciplina constitui, para o aluno, um espaco de percep¢éo
da matematica como um instrumento que permite um entendimento
profundo de certos fenbmenos naturais e que tem aplicacdes em outras
ciéncias (MOREIRA et al, 2005, p. 20, 22, 24).

Para categoria 1, a aprendizagem matematica esta associada a internalizacao
de um processo que visa aproximar das perspectivas do matematico. A categoria 2
justifica a matematica elementar. A categoria 3 percebe a matematica como um
instrumento para compreensao de certos fendbmenos naturais. Essa Ultima categoria
estd interligada ao desenvolvimento de uma percepcdo de matematica como um
conjunto de conhecimentos que sao uteis.

Moreira et al (2005, p. 38) reconhecem que a sistematizagdo |6gico-formal-

dedutiva e suas formulacdes conceituais, baseada na estrutura curricular que se
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apresenta na maioria dos cursos de Analise Real, ndo ddo conta de todas as
guestdes que se colocam para o professor em sua pratica.

Uma alternativa seria a reorganizacao do processo de formacao matematica
dentro da licenciatura, desenvolvendo-o0 autonomamente e se estruturando para dar
um sentido pedagogico, visando a prética escolar.

Para Moreira et al, (2005, P. 40) nao se trata de baixar o nivel da formacgéo
matematica, mas de superar a visdo dicotomizada das relagdes entre formacao
matematica sélida e as demandas do conhecimento da pratica docente escolar.

A questdo (1), do questionario usado nesta pesquisa de Moreira et al (2005),
indicava quais itens, nas opinides dos professores pesquisados, deveriam ser
trabalhados numa disciplina de Analise na Reta para licenciatura em matematica em

suas instituicbes de ensino superior.

Os numeros reais constituidos como um corpo ordenado completo teve 27
indicacdes, com 87,1% de aprovacao dos professores dessas instituicbes como

matéria que deveria elencar o curriculo para o curso de licenciatura.

1.4.2. A importancia de estudar os nameros reais

Na pesquisa de Moreira et al, (2005, p. 79) ficou evidente a importancia de se
trabalhar os numeros reais como um conjunto cujos elementos se relacionam
segundo a estrutura de Corpo Ordenado apesar de haver outras apresentacdes para

estes numeros, as quais Moreira e David (2005) destacam:

-Numero real é um corte de Dedekind nos racionais, isto, € um par (A,B) de
subconjuntos ndo vazios e complementares de Q, tais que, A ndo possui
elemento Maximo. Nesta constru¢do, todo elemento de A é cota inferior
para B e todo elemento de B é cota superior para A.

- Numero real é uma classe de equivaléncia de intervalos interligados de
sequéncias de Cauchy de ndmeros racionais, a qual € vélida a relacao:
duas sequéncias sdo equivalentes se e somente se, a diferenca entre elas
converge para zero.

- Numero real é uma classe de equivaléncia de intervalos racionais
encaixantes, segundo a relagdo de equivaléncia [an, bn] ~[cn, dn] se e
somente se as sequéncias de numeros racionais ( an — cn) e (bn — dn)
convergem ambas para zero. (MOREIRA et al, 2005, p. 78).

Dentre os cinco livros adotados nos cursos de Analise Real, e escolhidos pela
maioria dos professores respondentes, na pesquisa de Moreira et al (2005), no
minimo dois deles definem os nameros reais como corpo no sentido da algebra

abstrata.
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Em termos da educacdo matematica escolar, o conjunto dos numeros reais é
constituido para dar solucdo a problemas vistos como insuperaveis no ambito dos
ndmeros racionais.

A priori, nesta pesquisa, define-se a estrutura algébrica dos corpos para um
exame detalhado das necessidades de uma nova no¢cao de nimeros e a negociacéo
dos significados para os numeros irracionais, constituindo um elemento fundamental
no processo de discussao da ideia de numero real.

O conceito de numeros reais, de uma forma geral, é tratado nos cursos de
licenciatura, desvinculado do processo histérico no qual foi estabelecida a sua
formalizagdo. A referéncia de textos historicos de livros da histéria da matematica
traz que a formalizag&do do conceito de numero real deu-se entre os séculos XVII e
XIX (PASQUINI, 2007. p. 42).

Grande parte da matematica tratada num curso de licenciatura é fruto da
producdo de matematicos que viveram no século XIX. Anterior a este periodo, os
numeros eram pensados em termos geomeétricos e sua formulacdo néo elucidava,

de forma suficiente, questdes que surgiram na época.
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CAPITULO Il = NUMEROS NATURAIS E INTEIROS

2. Umavisao da Aritmética basica
Neste capitulo, apresenta-se uma breve introducdo de numeros naturais e
inteiros, mostrando aspectos que estdo presentes no ensino fundamental e no

ensino medio e o tratamento formal que é dado a esses numeros.

2.1. Os numeros naturais

Os numeros, de uma forma generalizada, constituem uma base para
matemética. Na dindmica do desenvolvimento da matemética escolar, os estudantes
aprendem a lidar com as fracdes, os decimais e 0s numeros inteiros negativos
mecanicamente, porém, para uma analise mais profunda desses tipos de numeros,
deve-se retornar a elementos mais simples.

Criados pela mente humana com o objetivo de contar objetos em colecdes
distintas, os numeros naturais 1, 2, 3,..., ndo tém nenhuma referéncia com as
caracteristicas individuais dos objetos contados. O namero trés, por exemplo, € uma
abstracao de todos os conjuntos que contém trés objetos, ou seja, esse numero nao
tem nenhuma dependéncia com a qualidade dos objetos ou dos simbolos utilizados
para representa-lo.

Para Courant e Robbins (2000, p.1), deve-se, portanto, aceitar 0os nimeros
naturais como um conjunto dado, juntamente com as duas operacfes, adicdo e
multiplicacéo, por meio das quais seus elementos podem ser combinados.

A capacidade gque esses numeros tém de constituir contagens, € vinculada
para crianca a objetos tangiveis, como os dedos ou contas e a linguagem primitiva
exibe um sentido de niumero concreto.

Os numeros naturais sao definidos como elementos de um conjunto,
simbolizado por N, o qual é denominado conjunto dos nameros naturais, provido de
uma natureza abstrata.

A simbologia mais difundida no ensino fundamental e no ensino médio para o
conjunto dos numeros naturais € N = {0, 1, 2, 3,..} e N* = {1, 2, 3, ...} (DANTE,
2009). O conjunto N*, denominado conjunto dos numeros naturais nao-nulos, ou

seja, exclui-se o elemento zero.



38

2.2. Avalidade das operacdes em N

A teoria dos nameros naturais € conhecida como Aritmética. Baseia no fato de
gue a adicdo e a multiplicacdo de naturais obedecem a certas leis. A generalizacao
destas leis é representada simbolicamente por letras a, b, c... as quais representam
nameros naturais quaisquer, pois a utilizacdo apenas de simbolos como 1, 2, 3, ...,
que se referem a niumeros naturais especificos indicaria a proposicdo 1 +2 =2+ 1
como apenas um exemplo particular da lei geral, a qual garante que a soma de dois
naturais € a mesma, ndo importando a ordem dos termos.

Esses termos considerados na adicdo sdo chamados de parcelas. Os
elementos da multiplicacéo sdo conhecidos como fatores.

As leis fundamentais da Aritmética séo:
- propriedade comutativa da adicdo:a + b = b + a
- propriedade comutativa da multiplicacao: ab = ba
- propriedade associativa da adi¢cdo: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢)
- propriedade associativa da multiplicacdo (ab)c = a(bc)
- propriedade distributiva: a(b + ¢) = ab + ac

Operando de forma ludica, usando a representacdo de conjuntos, pode-se
investigar as leis da Aritmética dos naturais. Para adicionar dois inteiros a e b,
colocam-se os diagramas correspondentes lado a lado junta-se a quantidade a de
elementos do primeiro diagrama com a quantidade b de elementos do segundo

diagrama, formando um novo conjunto.

Figura |: Adicdo de numeros naturais
Para a multiplicacdo das quantidades a e b, coloca-se 0os pontos em dois
diagramas. Aumentando a quantidade a de elementos do primeiro diagrama, tantas
vezes indicar a quantidade b de elementos do segundo diagrama, forma-se um novo

conjunto.
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Figura Il: Multiplicacdo de numeros naturais
Pode-se concluir que multiplicar a por b, € somar a por si mesmo b vezes, ou
seja: a Xb :€+a+a+---+a
bwezes

Baseando-se na definicdo de adicdo de dois naturais, pode-se definir a

relacdo de ordem que aqui serd chamada de relacédo de desigualdade.
A relacdo de ordem em N permitira comparar numeros naturais, formalizando
a ideia intuitiva de que 1 é menor que 2 e assim por diante (FERREIRA, 2010, P.31)
Relagcdes equivalentes, a menor que b (a < b), e b maior que a (b > a),
significa que o diagrama com b elementos pode ser obtido do diagrama com a

elementos pela adicdo de um terceiro diagrama com c elementos, adequadamente

escolhido de modo que b = a + c. Desta forma, pode-se escreverquec = b- a

Figura lll: Subtracdo de numeros naturais

No desenvolvimento da estrutura das operacdes sobre N, a subtracdo é dada
como uma restricdo ao processo de soma. Porém para o dominio dos naturais, o
simbolo b — a s6 tem sentido apenas sob a restricdo b > a. A operacdo 3 — 4 ndo tem
sentido no universo dos numeros naturais.

A comutatividade, a associatividade e a distributividade, tanto da multiplicacédo
guanto da adicao, podem ser observadas na construcao de diagramas, percebendo
desta forma que as verificacdes das propriedades que sédo postas no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio aproximam-se das concepg¢des de numeros
naturais que os estudantes possuem, desenvolvendo significados associados as

diversidades de situacdes do dia a dia.
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Propriedade comutativa da adicdo: a+b=b+a
@ | @ @ | @
Figura IV: Propriedade comutativa da adicao

Propriedade comutativa da multiplicacdo: axb=b xa

@ | : | @ | :
Figura V: Propriedade comutativa da multiplicacéo

Propriedade associativa da adicdo: (a+b)+c=a+ (b +¢)

@ + @ +® : @ + @ +®
Figura VI: Propriedade associativa da adicao

Propriedade associativa da multiplicacdo: (axb) xc=ax (b x c)

AveRne

Figura VII: Propriedade associativa da multiplicacéo
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Propriedade distributiva: ax (b+c)=axb+axc
@+® X@_ @X® +
@ X@

Figura VIII: Propriedade distributiva

2.3. Alntroducéo do zero

A introducao do zero como resultado de retirar objetos apos um numero finito
de operacbOes representou um salto significativo na constituicdo do processo
operatorio da matematica, logo, a — a = 0. Nesse contexto, o conjunto dos nimeros
naturais foi ligeiramente considerado como novo conjunto N U {0}.

No desejo de se manter a estrutura das operacdes em N, garantindo a adi¢cao
e sua inversa, a subtracdo; a multiplicacdo e sua inversa, a divisdo; potenciacéo e
suas inversas, a radiciacio e a logaritmacdo, pode-se defrontar com
impossibilidades. Uma delas € a divisdo por zero. Quanto é c dividido por zero,
sendo ¢ um namero natural?

Para responder a essa pergunta é preciso voltar a definicdo da multiplicacéo
gue pode ser entendida como uma forma abreviada de se fazer somas de parcelas
iguais, por exemplo, 2x3 =2+ 2 +2o0u 3 X 2 =3 + 3, respeitando a lei da
comutatividade, descrita para multiplicacdo em N. De uma forma generalizada, é

0 0

razoavel aceitarque 0 xc=0 + 0 + O+...+j.

/

Nezes
Mas quanto seria ¢ X 0? No campo dos Naturais, este valor poderia ser
gualquer coisa, pois ndo se pode aplicar o0 mesmo raciocinio acima para calcular o
valor de ¢ X 0, porque nao faz sentido,c x0=c+c+c+c +... + ¢ (0 vezes).
Qual seria o significado produzido na mente de qualquer pessoa diante desta
simbologia? E razoavel supor que talvez ndo haja producdo de significados com
coeréncia pela mente do estudante que entra em contato pela primeira vez com

essas operacoes? Seria conveniente deixar ¢ X 0 sem significacéo?
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O homem tem tendéncia de generalizar e de estender todas as aquisi¢des do
pensamento e procurar o maior rendimento possivel destas generaliza¢des. Logo, a
solucdo destas operacdes reside no fato de usar o que serd chamado aqui de
principio da extens&o’.

Para garantir a propriedade comutativa da multiplicacdo e aceitar o desejo do
homem em estender o conjunto dos nimeros naturais para o conjunto N U {0} sem
perder as estruturas das leis da Aritmética, ha a necessidade em aceitar que ¢ X 0 =
0, portanto, 0 x c =c x 0=0.

A introducdo do zero abre caminho para discussao de outro problema,
envolvendo agora, a operacao de potenciacdo. Sabe-se que a potenciacao satisfaz
a propriedade multiplicativa, ou seja: a™ =a X a X a X ...X a (mvezes), sendo a e m
pertencentes ao conjunto dos numeros naturais, de outra forma, a potenciacdo a™ €
definida como o produto de m fatores iguais a a.

Com esta definigcdo tem-se que:
amxan=€xaxax...X9xaxaxax...xa= a™"™ coma,mn €N.

N J
m vézes nvezes

Quando se depara com a expressao "2°", automaticamente vem a lembranca
do que é difundido nos ensinos fundamental e médio, garantindo que todo nimero
elevado a zero, desde que nao seja o proprio zero, € um.

Do ponto de vista mais generalizado, pode-se concluir que, sendo aeN
(ousejaa # 0), a® = 1? Qual o significado produzido pelo estudante diante dessa
expressao? Buscando uma possivel explicacdo para a sentenca que se apresenta,
seria necessario usar o principio da extensao.

Mantendo-se esta propriedade formal, entdo a entidade a definir x = a° deve
ser tal que x xa"™ =a® xa™ =a’™.. Como 0+n=mn,entdo a®" =a", ou seja,
a® X a™ = a". De acordo com a definicdo da operacgdo de multiplicacéo:

a Xb :€+a+a+---+a fazendo b = 1 tem-se:
bXezes

a Xb=bXa=a, de forma a definir que a X 1= a.Logo, pela manutencdo da

propriedade citada, exige-se que a°® = 1.

'O principio da extensao ¢ definido por Bento de Jesus Caraca, em seu livro “Conceitos fundamentais
da Matematica” como a tendéncia do homem de generalizar e de estender todas as aquisi¢es de
seu pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢cdes séo obtidas, e de procurar o
maior rendimento possivel dessas generalizagdes pela exploracdo metddica de todas as suas
consequéncias (CARACA, 1951, P. 10).
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As impossibilidades em operacdes matematicas, como subtracdo e divisdo,
por exemplo, sdo mais frequentes do que os casos de possibilidades, pelo fato das
restricbes que sao atribuidas.

Todas as vezes que aparece uma impossibilidade, faz-se necessério utilizar o
principio da extenséo, que tem como objetivo eliminar tais impossibilidades, criando,
em geral, novos campos humericos, quase sempre pela necessidade de ordem
pratica, ndo limitando sua utilizacdo em questdes de natureza tedérica. Mas esse
principio ndo resolve todos os problemas e algumas impossibilidades terdo que

continuar existindo, como por exemplo, a divisdo por zero.

2.4. Aformalizagdo dos numeros naturais

A opcao de formalizagdo dos numeros naturais pela forma axiomatica ndo
construtiva significa assumir a existéncia de um conjunto que satisfaz a certos
axiomas que sao capazes de caracterizar completamente a ideia intuitiva de
numeros naturais, seguindo uma sequéncia de forma rigorosa.

A axiomatizacdo dos numeros naturais foi desenvolvida no final do século XIX
pelo matematico italiano Giuseppe Peano (FERREIRA, 2010, P.20).

Essa forma axiomatica traduz esses numeros como ordinais, ou seja, objetos
gue ocupam lugares determinados numa sequéncia ordenada: 1 € o primeiro
namero natural, o 2 vem logo depois do 1, o0 3 vem em seguida e assim
sucessivamente, porém podem ocorrer nameros cardinais, como, por exemplo,
resultado de uma operagdo de contagem, em resposta a pergunta, “quantos
elementos possuem esse conjunto?” (LIMA, 2009, p. 33).

Do ponto de vista de Peano, os numeros naturais ndo sao definidos, ou seja,
esses numeros sao apresentados por uma lista de propriedades que os satisfazem,
e tudo o mais decorre dai. N&o interessa 0 que esses nimeros Sdo, mas como se
comportam.

Para Dedekind (LIMA, 2009), os numeros naturais sao definidos a partir da
teoria de conjuntos e dos axiomas, hoje conhecidos como de Peano, sao

demonstracdes de teoremas. O mais importante ndo sdo os axiomas que Peano?

2 . . . R . L .
Peano deduz a teoria dos ndmeros naturais em trés axiomas, aos quais sdo conhecidos como
axiomas de Peano. Sao dados, como objetos ndo-definidos, um conjunto denotado por N, cujos
elementos sdo chamados de niumeros naturais e uma fungdo h: N — N.

em

Para cada n pertencente a N, o nimero h(n), que é o valor da fun¢do h assumida no ponto n, é
chamado de sucessor de n. Essa funcéo satisfaz os seguintes axiomas.
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escolheu, e sim atitude adotada por ele que prevalece na matematica até os dias

atuais sob o nome de método axiomatico.

2.5. Numeros inteiros negativos

No ensino fundamental, os nimeros inteiros negativos e suas propriedades
séo introduzidas para dar significado a certas operacgdes de subtracéo, do tipo 2 — 4,
3 — 8, etc. Uma vez introduzidos esses numeros, sdo definidas as demais operacdes
como 3 — (-4), (-2)(-2) 8 ~ (—4), etc.

Para Ferreira (2010, p. 41), a definicdo destas operacbes é dada de modo
ingénuo, ndo rigoroso, numa tentativa de estender as operagfes Aritméticas e suas
propriedades do conjunto N para o conjunto Z (conjunto dos numeros inteiros). Com
essa forma empirica, com a qual se apresentam 0s numeros inteiros no ambito do
ensino fundamental, é que foram descobertos e aplicados em expressdes
matematicas de certas situacdes e na resolucao de problemas

O contato com 0s numeros inteiros acontece no 7° ano do ensino
fundamental, descrevendo o conjunto desses numeros como a unido dos numeros
naturais com os inteiros negativos, mais o zero, representando-o pela letra Z, que é
a inicial da palavra alemd Zahl, que significa nUmero em alemdo e também a
primeira letra do sobrenome do matematico alemao Ernest Zermelo (1871 — 1955),
gue se dedicou ao estudo dos nameros inteiros (DANTE, 2009).

Do ponto de vista do rigor matematico, apenas admitir a existéncia de
nameros negativos e incorpora-los ao conjunto dos numeros naturais nao é
adequado.

Para Ferreira (2010), em N, s6 sao constituidas as operacfes de adicdo e de

multiplicacdo. A subtracdo nao €, a rigor, uma operacdo em N e, por essa razéo, a

a.1l) h: N em N é injetiva. Isso implica dizer que dados m e n elementos de N, h(m) = h(n) se m = n.
Em outras palavras, dois nUmeros que tem 0 mesmo sucessor sao iguais.

a.2) N — h(N) resulta em um conjunto com um Unico elemento. Existe um Gnico nimero natural que
ndo é sucessor de nenhum outro. Esse nimero é chamado de um e simbolizado (1). Pode-se dizer
gue qualquer que seja n pertencente a N, tem-se 1 diferente h(n). De outra forma, se n € diferente de
um, entdo existe um danico n' pertencente a N, tal que h(n") = n.

a.3) Se X, contido em N, € um subconjunto tal que 1 pertenca a X e, para todo n pertencente a X,
tem-se também h(n) pertencente a X, entdo X = N. Esse ultimo axioma, é conhecido como principio
da inducéo, que pode ser enunciado também da seguinte forma: Seja P uma propriedade referente
aos numeros naturais. Se 1 é satisfeito pela propriedade P e se, de fato, um ndmero natural n se
satisfizer em P e puder concluir que todos os elementos n + 1 satisfazem dessa propriedade, entao
todos os nimeros naturais gozam dessa propriedade.
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linha adotada pela mateméatica académica é a de construir os nimeros negativos, a

partir das estruturas algébricas existentes no ambito dos numeros naturais.
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CAPITULO IIl = A CONSTRUCAO AXIOMATICA DOS NUMEROS REAIS

3. Estrutura algébrica dos corpos

Neste capitulo, serdo apresentados os numeros reais em suas estruturas
“algébrica e topoldgica”. Ao mesmo tempo, serao identificados elementos desses no
ambito do ensino fundamental e do ensino médio, constituindo, dessa forma, a
proposta que esta pesquisa ora se apresenta, no intuito de contribuir para uma
reflexdo do que poderia ser trabalhado em Analise Real, nos cursos de licenciatura e
permitir ao professor do ensino fundamental e do ensino médio identificar em sua

pratica consequéncias desta construcao formal.

3.1. Operacgdes binarias criando estruturas algébricas

De acordo com o estudo da Teoria dos conjuntos, sejam dois conjuntos nao
vazios, os quais serdo denotados por A e B. Chama-se produto cartesiano de A por
B, o conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y), com x em A e y em B.

Costuma-se indicar o produto cartesiano de A por B com a notacdo AxXB (A
cartesiano B), logo, de uma forma mais geral, tem-se AXB = {(x,y); x E Aey € B}.

Uma operagcao binaria (x¥) num conjunto ndo vazio S é uma regra para
combinar dois elementos x,y € S, produzindo um elemento z € S, representado
como x * y. De outro modo, uma operacao binaria num conjunto ndo vazio S € uma

fungdo f:S x S - S. Se xe y sé@o elementos de S, f(x,y) é representado como

X*y.3
Um conjunto no qual estdo definidas e fixadas duas operacfes binarias,

n n
.

denotadas por "+ " e"-", as quais sdo chamadas de adicdo e multiplicacdo
respectivamente, satisfazendo os axiomas seguintes € chamado de corpo, denotado

nesta pesquisa por K.

3Um exemplo de operacao binaria é a funcio f: NXN — N, tal que f(x,¥) = x + y + 1. Nota-se que

combina dois elementos x, y de N, produzindo um elemento x + y + 1 de N.
Outro exemplo € a fungéo f:N*XN* - N* tal que f(x,y) = x¥, esta operacdo é de potenciacao sobre

N. Observa-se que quaisquer que sejam 0s naturais x e y, o simbolo x¥ representa um ndmero
natural, portanto, f estd bem definida. Observa-se ainda que esta operagéo nao pode ser estendida a

Z, pois, por exemplo, a imagem de (2, -1) € ZxZ, é 27! elemento que ndo pertence a Z, nem tdo
1
pouco estendida a Q, pois a imagem de (2%) € QXQ é 22, ndo pertencente a Q e nem a R porque

1
por exemplo, (—1,%) pertence a RXR, mas (—1)z, ndo pertence a R.
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3.1.1. Os axiomas da adi¢éo:
Axioma 1A. A adicdo € uma operagdo comutativa no corpo K, ou seja, quaisquer
gue sejam os elementos x e y de K, verifica-se a igualdade:
X+y =y+x

Axioma 2A. A adicdo é associativa, ou seja, quaisquer que sejam 0s elementos
x,yezdeK

x+y)+z =x+Qy+2)
Axioma 3A. A adicdo tem um Unico elemento neutro, ou seja, para a adicao, existe

um unico elemento m, pertencente a K, tal que qualquer que seja x pertencente a K.

X+m=m+x=x
Axioma 4A. Todo elemento de K tem simétrico, isto €, qualquer que seja x €K,
existe pelo menos um y de K, tal que:

X+ty=y+x=m
Demonstracao de teoremas: A demonstracdo de teoremas € um dos preceitos da
matematica e exige algumas consideracdes. Nao se pode demonstrar algo a partir
do nada. Para provar um resultado, € preciso admitir alguns fatos como conhecidos.
Esta € a natureza da matematica. Todas as proposi¢cdes matematicas sao do tipo
“se isto, entdo aquilo”. Ou seja, admitindo isto como verdadeiro, prova-se aquilo
como consequéncia (LIMA, 2004, p. 77).

Em muitos momentos da matematica, deseja-se mostrar a unicidade de um
objeto, satisfazendo determinadas propriedades. Quase sempre, 0 caminho a ser
seguido consiste em admitir a possibilidade de dois objetos a e b satisfazendo tais
propriedades e mostrar que tais objetos sdo iguais.

Observacao: Em relacdo ao axioma (3A), teria que garantir a unicidade do elemento
neutro, porém, salienta-se que, na pratica, ndo ha a necessidade de verificar a
unicidade, posto que esta é garantida pela propria existéncia deste elemento, caso
contrario, se a e b sdo elementos neutros da adicdo em K, logo, de acordo com o
axioma (3A), tem-se:a+b=b+a =a,poisb éneutroea+b=>b+a=>, poisa é
neutro, conclui-se que a = b.

O elemento neutro da adicdo serd chamando de zero e tem sua designacao

indicada pelo simbolo "0".

x+0=0+x=x
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Teorema (1): O elemento simétrico da adicdo em K é Unico.
Demonstracdo: Para demonstrar a unicidade do elemento simétrico na adigéo,
admiti-se a existéncia de ae b em K, elementos simeétricos de x pertencente a K.
Logo: a+x=x+a=0e b+x=x+b=0. Somando a+x+b= (a+x) +b =
O+b=bea+x+b=a+(x+b)=a,logo, a =b, mostrando, dessa forma, que,
se para um determinado elemento de K, a adicdo admitir dois elementos simétricos,
eles seréo iguais, garantindo a unicidade deste elemento.

Qualquer que seja x € K, o simétrico de x, designado por -x, € 0 Unico

elemento de K cuja soma com x € igual a 0.

Teorema (2) +: Qualquer que seja x € K, x = —(—x).

Demonstrando: Sabendo-se que (—x) + x = 0, implica dizer que x é o simétrico do

-x, como o simétrico de —x & —(—x), e pela unicidade do elemento simétrico,

conclui-se que x = —(—x).

3.1.2. Os axiomas da multiplicacéo
Axioma 1M. A multiplicagdo € uma operacdo comutativa no corpo K, ou seja,
quaisquer gue sejam os elementos x e y de K, verifica-se a igualdade:

XYy=Yy-X
Axioma 2M. A multiplicacdo € associativa, isto €, quaisquer que sejam 0s elementos
x,y e z de K:

(x-y)-z=x-(y-2)
Axioma 3M. A multiplicacdo tem um Unico elemento neutro diferente de zero, ou
seja, para a multiplicacdo, existe um unico elemento « diferente de zero, pertencente
a K, tal que qualquer que seja x pertencente a K:
X-a=a--x=X

Axioma 4M. Todo elemento K, distinto de zero, tem inverso, ou seja, qualquer que
seja x € K, com x # 0, existe pelo menos um y # 0, tal que:

X-y=y-x=a

*Enfatiza-se que - (—x) é o simétrico de - x e, por esse motivo, —(— x) é igual a x, pelo fato de o
elemento simétrico ser Unico, garantindo assim algumas rela¢des, envolvendo operagbes com
ndameros negativos. Logo, pode-se entender que, por exemplo, - (- 2) é o simétrico de — 2. Como o
simétrico de - 2 é 2, entdo —(—2) = 2.
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Observacao: A existéncia do elemento neutro, automaticamente garante a
unicidade de tal elemento, caso contrario demonstra-se, seguindo 0s passos
seguintes. Se a e b sao elementos neutros da multiplicacdo em K, entdo, de acordo
com o axioma (3M), tem - se: a-b=b-a=aea-b=>b-a=>b, conclui-se que
a=h.

Em relacdo a multiplicagdo, o elemento neutro ser4d chamado de um e
designado pelo simbolo “1”, a respeito da notagdo, 1 # 0.

x.1=1.x=x

Teorema (3): Para cada elemento x € K, sendo x # 0, seu inverso é unico.
Demonstracdo: Admiti-se a existéncia de dois elementos inversos “a” e “b”
pertencentes a K, (ambos diferentes de zero) de qualquer que seja x € K, tais que:
a-x=x-a=1e b-x=x-b=1. Partindo de a -x-b =(a-x)-b=1-b=b>b e
a-x-b=a-(x-b)=a-1=a, concluindo que a = b, ou seja, dessa forma garante-
se que o elemento inverso da multiplicacao € unico.

Sendo x um elemento de K, diferente de zero, existe o inverso de x,

. _ 1 , ;. . , .
designado por x~! = ~ que € o Unico elemento de K cujo produto com x € igual a 1.

Anota-se ainda que a - b~! = %
3.1.3. A distributividade: uma relacdo entre a adi¢cdo e a multiplicacéo

Axioma D. O encontro das duas operacdes, adicdo e multiplicacdo, acontece nesse
axioma e € chamado de propriedade distributiva, ou seja, a multiplicacdo é
distributiva a respeito da adi¢éo: quaisquer que sejam os elementos x, y e z de K:

x-(y+z)=x-y+x-z

3.1.4. Aimportancia dos elementos simétricos e inversos

Para Courant e Robbins (2000), a diferenca b - a, de dois numeros inteiros, é
um namero inteiro ¢ que satisfaz a sentenca a +c = b, ou seja, € a solucdo da
equacéo a + x = b, porém, no dominio dos numeros naturais, o simbolo b -a nao
tem significado geral, apenas quando € restringido que b > a (ver pag. 39), pois,
dessa forma, a equacao a + x = b vai ter um ndmero natural como solugdo. Na 6tica
de estrutura algébrica, o conjunto dos nameros naturais nao constitui um corpo.

Numa visdo de sala de aula, muitos questionamentos podem surgir na
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aplicacdo e na validade de algumas operagfes, por exemplo quanto é 0- 27?
Algumas confusdes podem levar os estudantes a responderem 2, trocando o
elemento neutro da adi¢cdo e o elemento neutro da multiplicacdo, o professor, por
sua vez, deve buscar alternativas que possam responder a esses questionamentos,
mas, para isso, acredita-se ser necessario conhecer o porqué que todo nuamero
multiplicado por zero € igual a zero. De forma analitica, esse fato € demonstrado no
seguinte de teorema:
Teorema (4): Qualquer que seja x, pertencente aK, 0 - x = 0.

A demonstracdo desse teorema esta totalmente relacionada a estrutura de
corpo K, definida acima, e aos axiomas que a sustenta. Para esse fato, ja provado

gue o elemento neutro da adigédo € unico, tem-se: x +(—x) =0 = 1-x+(—x) =0
= (0+1)-x+ (—x) =0, pela propriedade distributiva, temos 0* x+x+ (—x) =0
=20-x+(x+(—x)=0=>0-x+0=0,logo, 0-x=0.

De acordo com o desenvolvimento em Analise Real, tem-se o0 seguinte

teorema:

Teorema (5): Qualquer que seja x, pertencente a K, tem-se -x = (—1) - x.
Demonstrando: Ja provado anteriormente, 0-x =0, logo, (1+ (—=1))-x =0, pela

propriedade distributiva, tem —se 1-x+(-1)- x=0 = x4+ (-1)-x =0, entdo, o

simétrico de x € (—1) -x. Como o elemento simétrico de x € —x e pela unicidade
desse elemento, conclui-se que —x = (—1) - x.

Nota-se que - x € o simétrico de x, garantido pelo axioma (4A) e no segundo
membro da igualdade —x = (—1) - x tem-se o simétrico de 1 multiplicado por x. Logo,
para encontrar o simétrico de x, basta multiplicar o simétrico de 1 por x.

A operacdo b + (—a) sera representada por b -a e, dessa forma, defini-se a
operacao de subtracdo de b por a como a soma do elemento b pelo simétrico do

elemento a.

3.1.5. A multiplicacdo de niameros negativos

Na introduc¢édo de novos simbolos -1, -2, -3, ..., em uma Aritmética ampliada
gue abrange tanto inteiros positivos como negativos, deve-se definir as operagcoes
de tal forma que as regras originais de operagfes Aritméticas sejam preservadas
(COURANT & ROBBINS, 2000, p. 64).
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Indica-se a multiplicacdo de quaisquer elementos a e b, denotada a - b por ab.

Definir uma operacdo de multiplicagdo com elementos negativos € uma
consequéncia do desejo de se preservar a lei da distributividade a(b + c) = ab + ac.
Um fato a destacar sédo as famosas regras de sinais. Por exemplo, sabe-se que
(-1 -(—1) éigual a 1, porém, se (—1) - (—1) fosse igual a —1, entdo, a expressdo
—1(1- 1) poderia ser igual a -2, pois aplicando a distributividade tem-se: -1(1 — 1) =-
11+( - 1) = -1 (1) +(-1)«(-1) = -1 -1 = -2, mas, por outro lado, resolvendo a
subtragdo dentro do parénteses tem-se: -1(1 - 1) =-1-0=0.

Mas como provar tais regras? Os matematicos levaram muito tempo para
compreender que as regras de sinais, juntamente como todas as definicdes que
envolvem numeros inteiros e as fragdes ndo podiam ser provadas (COURANT &
ROBBINS, 2000, p. 64).

Para alcancar a liberdade nas operacdes, e preservar a0 mesmo tempo as
leis fundamentais da Aritmética, podem e devem ser provadas essas regras, apenas
com base nas definicbes das leis comutativas, associativas e distributivas da
estrutura de corpo. Logo, (-1) - (-1) é igual a 1, sendo valida a igualdade (-1) - (-1) = -
(-1) = 1. (ver pag 4). Dessa forma, (—a) - (—b) = ab, ou seja, (—a) - (=b) = (—-1)-
a-(-1)-b=a-(-1)-(-1):-b=a-1-b=a-b=ab.

3.1.6. Principio de equivaléncia

No estudo de igualdades, fala-se dos chamados principios de equivaléncia,
(Giovanni Jr e Castrucci, 2009, p. 118), que garantem a resolucdo de equacdes do
tipo 2x + 2 = 4, por exemplo, no campo dos inteiros. Esses principios sdo chamados
de aditivos e de multiplicativos.

O principio aditivo permite adicionar aos dois membros de uma igualdade um
mesmo valor, encontrando, dessa forma, uma nova igualdade, equivalente a
primeira, j& o principio multiplicativo permite multiplicar os dois membros de uma
igualdade por um mesmo valor, mantendo-se a equivaléncia. Logo, se a = b, entao
a+c=b+coua-c=>b-c.Paraessas afirmacdes, demonstra-se o teorema abaixo
e, a partir dele, os corolarios seguintes:

Teorema (6): Dado um corpo K, e sejam x e y elementos de K. Tem-se x =y, se e

somente se, x-y = 0.

A demonstracdo sera desenvolvida em duas partes:
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12 - se x = y, entdo x-y = 0. Partido de y + (— y) = 0, e considerando x = y, tem-
se que x + (—=y) = 0, logo, x-y = 0.

22 - se x-y =0, entdo x =y. Sendo x-y =0, entdo x+ (—y) =0, logo, x é o
simétrico de (—y) e (—y) é o simétrico de x. Como y € o simétrico de (—y) e este
simétrico € anico, entdo x = y.

Coroléario 1 :Quaisquer que sejam x e y pertencentes a K ,se x =y, entdo x + z =
y+ Zz

Demonstrando: se x =y, entdo x-y = 0, e adicionando +z e (—z) a x-y, tem-se
x-y+ z+ (—z) = 0. Usando a associatividade e a comutatividade, escreve-se que
x+z-y-z=0= (x+2)—(y+2)=0;logo,x+z=y+z

Corolario 2: Quaisquer que sejam x,y, pertencentesa K se x = y, entdo x.z = y.z
Demonstrando: Sendo x-y =0, e sabendo que 0-z=0, entdo (x-y)- z=0.
Usando a propriedade distributiva, tem-se que xz-yz = 0, logo, xz = yz, de acordo
com o teorema (8).

Agora, tem sentido o uso dos principios de equivaléncia para resolucdo de
equacgbes. Em relacdo ao exemplo, 2x + 2 =4, tem-se 2x+ 2- 2=4-2, logo,
2x = 2. Multiplicando membro a membro por % tem-se x = 1 que é o resultado da

equacao acima. Uma forma generalizada é apresentada no teorema, seguinte.

Teorema (7): Seja K, um corpo e a e b elementos de K, sendo a # 0. A equagédo do
1° grau ax + b = 0 possui uma unica solugdo, ou seja, x = _?b.

Demonstracdo: Seax+b =0, entdo, ax+b+(-b)=0+(-b)> ax+0=—-b =

ax = —b =>1-ax:1-(—b):> 1-x=D o =D
a a a a

Talvez fosse interessante resolver equacgbes® do 1° grau, usando tal

procedimento, visando o amadurecimento do aluno.

3.2. Os nameros racionais
Neste topico, serdo apresentados 0s numeros racionais como corpo, sendo
identificadas as operacdes e as contradicBes operatoérias, no que se refere a divisdo

por zero. Ressalta-se também, a construcdo geométrica dos numeros racionais,

*Um exemplo de equacdes lineares: 3x- 5 = 2x + 7=23x—5+5=2x+7+5=3x = 2x + 12
23x—2x=2x—2x+12=>x =12.
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identificando-se algumas propriedades fundamentais que envolvem esses numeros.

3.2.1. A estrutura de corpo do conjunto dos nameros racionais

Os numeros racionais representam uma ampliagdo no dominio da Aritmética
para além dos nameros inteiros, que sao abstracdes do processo de contar colecdes
finitas de objetos (COURANT & ROBBINS, 2000, p.61).

No cotidiano, h& necessidade ndo somente de contar objetos individuais, mas
também de medir quantidades tais como comprimentos, areas, pesos e tempos. Se
o desejo é operar livremente com as medidas dessas quantidades, que sao capazes
de subdivisdes arbitrariamente pequenas, € necessario ampliar o dominio da
Aritmética para além dos numeros inteiros. O primeiro passo é, segundo Courant e
Robbins (2000), reduzir o problema de medir ao problema de contar.

Inicialmente escolhe-se, de forma arbitraria, a unidade de medida, como por
exemplo, o metro, o quildmetro, a polegada, o centimetro, o grama ou o segundo,
dependendo do contexto ao qual se deseja atribuir essa medida. Na sequéncia,
conta-se 0 numero dessas unidades, que, juntas, vao constituir a quantidade a ser
medida, por exemplo, certa distancia entre duas cidades, pode medir exatamente
240 km. De uma forma mais geral, o processo de contar unidades nao é suficiente,
pois nem sempre a quantidade dada € um multiplo inteiro da unidade escolhida. O
maximo que se pode dizer é que o valor da quantidade situa-se entre dois multiplos
sucessivos. Quando isso ocorre, ha necessidade de introduzir novas subunidades,
gue sao obtidas mediante a divisdo da unidade original em um nimero n de partes
iguais (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 62).

No simbolismo matematico, a subunidade obtida pela divisdo da unidade
original em n partes iguais é representada pelo simbolo % No caso da quantidade

conter exatamente m destas subunidades, sua medida é representada pelo simbolo

m e s ~ ~ .
— Esse simbolo € chamado de fracdo ou razdo e, algumas vezes, escrito como

m-+noum -n- L

Pode-se definir a operacdo de divisdo de um ndmero a por um ndamero b,
como sendo a multiplicacdo do namero a pelo inverso do nimero b, ou seja, 3 + 2, é
0 mesmo que 3 - 271, uma ideia muito trabalhada no célculo de poténcias, quando o
expoente é negativo (Giovanni Jr e Castrucci, 2009, p. 104).

O segundo e decisivo passo foi dado de forma consciente somente apds
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séculos de tentativas, despojando-se o simbolo % de sua referéncia concreta ao

processo de medir e as quantidades medidas, considerando-o um puro numero,

entidade em si propria, a0 mesmo nivel dos naturais. Quando m e n sdo numeros

inteiros, o simbolo % com n #0 é chamado de numero racional (COURANT &

ROBBINS, 2000, p. 62).
O conjunto de todos 0s numeros racionais sera denotado por Q. Doravante,

toda vez que aparecer um simbolo na forma % por exemplo, considera-se que n €

diferente de zero.

. , . . ~ ! '+ !
O conjunto Q dos nlmeros racionais com as operacdes §+ E_HTTF

] ]

qq
(adicdo) e g- s:: z:—:’: (multiplicag&o) € um exemplo de corpo, no qual sdo validos os
axiomas da adicao, da multiplicacédo e da distributividade.

Como exemplo, verifica-se que a comutatividade, tanto da adicdo quanto da

multiplicacéo, € valida em Q:

'

.. e +ap’ "+pgr !
- comutatividade da adicdo: 2+ &= PAX9° _ AP IPA _P 4 P
q aq a4 q
P . . ~ ! p' ! !
- comutatividade da multiplicacdo: 2. 2= B2 - P2 _P . P
q aq  aq  q q

Os outros axiomas também séo validos em Q, garantindo que esse conjunto é

uma estrutura de corpo.

1

Nota-se que E: le 2: % se pq = qp' para quaisquer inteiros p,q,p’q. O
simétrico de § é —s. O zero é % com q # 0 e 0 inverso des +0é %.

A construcdo dos numeros racionais pode parecer extremamente simples,
mas pesquisas mostram que, em termos da préatica docente no ensino fundamental
e no ensino médio, a sua construcdo pode ser considerada uma das mais
complexas operacdes escolares (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 59 e 60).

Nessa perspectiva, 0 PCN em mateméatica do ensino fundamental destaca:

Embora as representacdes fraciondrias e decimais dos numeros racionais
sejam conteldos desenvolvidos nos ciclos iniciais, 0 que se constata é que
os alunos chegam ao terceiro ciclo sem compreender os diferentes
significados associado a esse tipo de nimero e tampouco os procedimentos
de célculo, em especial os que envolvem os racionais na forma decimal
(BRASIL, 1998, p. 100).

Outro aspecto que se destaca na concepcao formal dos numeros racionais,

se refere as operacgdes e as ideias essenciais que fundamentam os seus conceitos.
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Os termos fracionérios, a serem adicionados, devem ter como referéncia a mesma
unidade-todo, tanto em sua representacao aritmética quanto geométrica.

Assim, quando as fragdes tiverem denominadores diferentes, a unidade-todo
sera dividida em partes iguais ao nimero de um dos denominadores; também
subdividida em partes iguais ao niumero do segundo denominador e, finalmente, a
divisdo exigira tantas partes quanto for o produto dos denominadores. Isso significa
dizer que ha uma transformacéo em fracBes equivalentes, necessariamente com os
mesmos denominadores.

1 2 1-5 2-3

375735735

Quanto a operacdao de multiplicacdo, a abordagem adotada atualmente no
ensino fundamental e no ensino médio cria condicbes para os estudantes
conviverem com diversas interpretacdes. Tal operacdo, nesse campo numerico, nao
se sustenta por si sO, pois articula uma série de relagbes com outros conceitos,
como: medida de segmento de reta; divisdo Aritmética e geomeétrica (segmento); a
divisdo da divisdo (por exemplo, tomar dois quintos de trés quartos); a identificacao
de uma nova fracdo (tomar quintos de quartos que se transforma em vinte avos);

adicdo de fracdo (exemplo, quatro quinze avos mais quatro quinze avos).

. 2 3 . 2 3
Assim, - Zpode ser interpretado como procurar p dos ” de um todo

I
____
.

Figura IX: Todo considerado
6

3
4 20
As definicbes das operacdes de numeros racionais Sao0 impostas,

77

o
27

]

N

2
£ 1"
principalmente para utilizacdo dos numeros racionais como medidas. Segundo
Courant e Robbins (2000, p. 63), “os numeros racionais sao criagdes nossas e que
as regras sao impostas por nossa vontade”.
Na busca de definir as operagdes, pode-se decretar outra regra para adigéo,
p' _ ptp’

como: §+ pri situagdo muito presente em salas de aulas de matematica dos
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ensinos fundamental e médio que, em particular, forneceria §+ gz % que € um
absurdo, do ponto de vista de medida.

Regras desse tipo, embora sejam logicamente permitidas, tornariam a
Aritmética um jogo sem sentido, pois o livre exercicio do intelecto € orientado pela
necessidade de se criar um instrumento que seja adequado para lidar com medidas,
dando consisténcia e utilidades aplicativas.

A invencdao das fragbes como novos simbolos numéricos, torna a diviséo, que
no conjunto dos numeros inteiros é restrita, sem restricdes, exceto no caso da
divisdo por zero, que é excluida de uma vez por todas (COURANT & ROBBINS,
2000, p. 65).

Outro questionamento, que € muito comum no ensino fundamental e no
. e - e e ” 1
ensino médio é, “por que ndo se pode dividir por zero”? Ou, quanto & 5?
Na estrutura de corpo, todo nimero diferente de zero tem inverso e esse é
;o . 1 .. ~ 1 -1 ~ .
anico, logo, se ; existir, entdo - = 0~*', que é o inverso de zero e, dessa forma,
0 -07' =1, contradizendo o teorema (3), o qual provou que O multiplicado por

qgualquer valor € 0. Outro absurdo € que se a divisao por zero fosse permitida, entao
1-0=2-0=21:-0:-01=2-0-0"'=> 1=2.

A medida que se ampliam os conjuntos numéricos e se estendem as
operacfOes para 0s novos campos, os significados dessas operacdes vao tomando
um sentindo mais abrangente e mais geral, de certa forma, pode-se dizer mais
algébrico (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 66).

Teorema (8): Dados a, b, c € d num corpo K, sendo b e d diferentes de zero, tem-se:

~ 1 1 1 Ly a c a-c ..., a c ad+bc
s A e

. . . 1
Demonstrando (i): Sejax € K elemento de tal forma que bx = 1,ouseja, x = e

y € K elemento tal que dy =1, ouseja, yz%. Prova-se que existe um unico

elemento z € K tal que (bd) -z =1, ou seja, z = ié xy. Bem, partido de (bd) - (xy),

escreve-se:  (bd)-(xy)=b-[d-(x-y)]=b-(

[y

(d-y)-xD=b-(1-x)=b-x=1,

. 1 1
logo xy = z. Tendo xy = z, pode-se concluir que Pkl
. 1 1 . .
Demonstrando (ii): Como % . 2: a---c- -, usando a propriedade associativa,
1 1 1 a-c
tem-se:a -c - -=-=a -c -— = .
b d b-d b -d
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Demonstrando (ii): Para a demonstracdo desta operacgdo, considera-se a relagao

1 1 .
%+ 2: a-—+c--= a-b 1+ ¢ -d~!. Baseando—se no axioma do elemento

. .. . . 1 1
inverso, multiplica-se a primeira parcela por d e d -d~! e a outra por b o= b -

b~1. Dessa forma, a-b~1-d -d '+ ¢ -d~! -b - b~1; pela comutatividade e pela

associatividade, tem-se: a-b~'-d -d '+ c-d'-b-bl'=a-d-b7'-d '+ c -
b-d'-b'=a-d- %- §+ c-b - % . %. Usando a propriedade distributiva, tem-se

ad+bc
bd

. Entdo, (a-d + C-b)-%-%:(ad+bc).$:

(a-d+c-b)- %-%
3.2.2. Ainterpretagdo geométrica dos numeros racionais

Para esta forma de interpretar 0os numeros racionais, toma-se uma reta
numérica e escolhe-se um ponto para ser o zero. Demarca-se 0 segmento de 0 a 1.
Defina o comprimento deste segmento como unidade de medida que fica a livre
escolha. Representa os inteiros positivos e negativos como conjunto de pontos
equidistantes na reta numerada, sendo a esquerda de zero 0s negativos e a direita
de zero os positivos.

Para se representar fracbes com denominadores n, divida cada um dos
segmentos da unidade escolhida em n partes iguais; os pontos da subdivisdo véao
representar as fracbes com denominador n. Se, para cada inteiro n, for feito o
mesmo raciocinio, todos 0s nameros racionais serao representados por pontos
desta reta numérica. Esses pontos serdo chamados de pontos racionais. Nesta
pesquisa, um pouco a frente (ver pag 82), ficara claro que o conjunto dos nameros

racionais nao esgota a reta numérica.

(I
—
| ]

Figura X: A reta numérica racional

As fracfes equivalentes sdo representadas na reta numérica por um mesmo

. ~ 2 7 ~ 4
ponto, ou seja, 0 ponto que representa fra(;ao 3 € 0 mesmo que representa a fra(;ao P

. ~ . 2
e as demais fragOes equivalentes a 5
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3.3. Corpo ordenado

Apresentam-se 0s corpos ordenados, no intuito de desvelar as ideias de
comparacdes, de desigualdades e de intervalos, presentes em muitos textos de
matemética do ensino fundamental e do ensino médio. Dessa forma, busca-se, na
compreensao dos processos formais, uma proximidade das relacBes operatérias,

desenvolvidas no ambito do ensino fundamental e do ensino médio.

3.3.1 O que sé&o corpos ordenados?

Ja se sabe que o conjunto dos numeros racionais, com as operacdes de
adicao e de multiplicacao usuais, € um corpo. Indo um pouco além, sabe-se que Q é
um corpo ordenado, isto €, em Q tem sentido se falar em elementos positivos e
negativos. Senéo, observe:

Dada a fracao %, concebida como quociente de inteiros relativos, logo, pode-
se considerar sempre b > 0, posto que para b <0, resulta em -b > 0 e a fracao %

podem ser substituidas pela fracdo equivalente :—Z.

Assumindo que seja sempre positivo o denominador b, valem as relacdes
seguintes: %< 0, %= 0 ou §> 0, segundo seja a<0, a=0 ou a>0

respectivamente.

Um fato que pode ser destacado € o estudo de comparacdo de fragdes,
“ . . 1 1A ~ 7 . e
quem € maior — ou 5? . Essa comparacao é garantida, em analise, pelo fato de
x~1 > y~! se, e somente se, x < y, considerando x e y elementos positivos de um

. ~ 1 1 -
corpo K. Demonstrar esta situacdo, basta observar que piaie % =>xy—y— %> 0

= xy—y >%como xy = xy, entdo x < y. Partindo de x< y, multiplica-se membro a

1
membro por e encontrando-se, dessa forma, que x=! > y~1,

Dadas as fracdes = e intercede entre elas uma, e somente uma das
b

c
E’

relacdes % <=z, Z= 2 e % > 2, segundo seja ad < bc, ad = bc ou ad > bc.

SRS

c
E;

3.3.2. Generalizando a nogéo de corpo ordenado.
Um corpo K sera dito ordenado se neste corpo esta destacado ou fixado um
subconjunto P, chamado de conjunto dos elementos positivos de K, que satisfaz as

seguintes condic¢obes:
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12 — Se a e b pertencem a P, entdo a + b pertence a P, ou seja, se dois elementos
do corpo K sédo positivos, a soma deles também é um elemento positivo.
22 — Se a e b pertencem a P, entdo a - b pertence a P, ou seja, o produto de dois
elementos do corpo K positivos é um elemento de K positivo.
3° - Se a pertence a K, entdo verifica uma, e somente uma das seguintes
propriedades

a EPou,a=0,0u-a €P

A terceira condicdo também é conhecida como propriedade da tricotomia.
Esta terceira condicao implica que o conjunto M = {—a; a € P} o qual é denominado
conjuntos dos elementos do corpo ordenado K negativos, ndo tem elementos
comuns com o P. Desta forma, pode-se concluir que o conjunto K € a uniao dos trés
conjuntos disjuntos, P, {0} e M.

A partir destas consideracoes, define-se que: se um elemento a € P, contudo
este elemento é positivo e diz que este elemento € maior que zero “a > 0”. (Bem
entendido, a > 0, se e somente se a € P). Se -a € P, entdo a € um elemento
negativo e desta forma, a < 0.

Se a pertence a P ou é 0, entdo a > 0. Por outro lado, se -a € P ou € 0, entdo
a < 0. Pode-se entdo introduzir que o elemento zero e tanto positivo quanto
negativo, admitindo, assim, um status dual (BARTLE, 1983, p. 43). De uma forma
mais geral, defini-se no ensino fundamental e no ensino médio que P é o conjunto
dos numeros positivos, P U {0} conjunto dos nimeros nao negativos.

Destaca-se, neste momento, que o elemento (-a) ndo € necessariamente
negativo, podendo ser positivo, se a for um elemento negativo. Caso a seja positivo,
entao - a sera negativo.

As relacfes de ordem definidas nos cursos de Andlise Real sdo introduzidas,
admitindo-se a e b, dois elementos de K, tal que se (a-b) € P, entdo a > b, ou
se —(a-b) € P, logo a < b. Da mesma forma, se (a-b) € P U {0}, entdo, a = b, e se
—(a-b) e PU{0}, entdo a < b.

Confluindo com essas ideias, para um principio de formalizacdo, o curso de
Andlise Real na licenciatura em matematica coloca as relacdes de ordem,
estabelecendo algumas propriedades, as quais sdo denominadas de Leis Familiares
da Desigualdade (BARTLE, 2000, P. 42), que, sem duvida, estdo presentes nas

obras do ensino fundamental e do ensino médio.
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Sejam a, b, e c elementos de K, logo:
-sea>beb>c, entdo, a > c.

Para demonstrar essa situacao, pode-se partir da definicdo apresentada neste
capitulo, a qual garante que se a > b, entdo (a-b) € P, ese b>c; (b-c) € P.
Observe que a-c = (a-b) + (b-c), 0 que garante que (a-c) € P, pois como
definido anteriormente, a soma de dois elementos positivos € um elemento positivo.

- a segunda propriedade fala exatamente da validade das relacdes a > b,a = b,a <
b e a verificacdo dessa propriedade se estabelece nas possibilidades de (a -b) € P,
a-b =0e—(a-b)€eP

- a terceira propriedade dizquesea > be b > a, entdo a = b.

Essa propriedade pode ser provada, considerando que a # b. Dessa forma,
ou(a-b) €EPou(b-a)€P,ouseja, oua>b,oub > a. Emqualquer caso, verifica-
se uma contrariedade das hipoteses.

Num corpo ordenado, se a # 0, entdo a? € P. Com efeito, sendo a # 0, ou
a € Pou—a € P.No primeiro caso, a? = a-a e no segundo caso a® = (—a) - (—a),
ou seja, (—a)-(-a)=(-1) (@) - (-1 - (@=(@ - (-D-(-D-(@=(a)-1-
(a) = (a)- (a) = a®.Um caso particular € que num corpo ordenado 1 = 1-1 é
sempre positivo.

Pode-se pensar em varios teoremas a partir dessa estrutura e identificar, no
desenvolvimento matematico dos ensinos fundamental e médio, muitas relacdes
possiveis ligadas a esses teoremas.

Essa propriedade fala que, se um corpo é ordenado, entdo o quadrado de
gualquer elemento diferente de zero € positivo. O que isso significa sobre corpos
conhecidos no ensino fundamental e no ensino médio? O que dizer dos numeros
complexos?

O corpo C dos numeros complexos deve ser tal que possa admitir as
operacles de adicdo, de multiplicacdo e também possibilitar a extracdo de raizes
guadradas de numeros negativos.

Segundo Dante (2009, p.431), uma boa maneira de definir esse conjunto &
usando a relacdo de pares ordenados, proposta por Gauss em 1831 e reforcada por
Hamilton em 1837. Esses pares ordenados estédo definidos da seguinte forma:
Igualdade: (a, b) = (c,d) seesomentesea=ceb=d
Adicdo: (a,b) + (c,d)=(a+c, b +d)
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Multiplicagéo: (a, b)-(c, d) = (ac — bd, ad + bc)

A unidade imaginéria é a denominacao para o numero complexo (0, 1), o qual
é denotado por “”. Observe que i? = (0,1)-(0,1) = (0-0—-1-1,0-1+1-0)= (-1,
0)=-1

O corpo dos numeros complexos (C) ndo pode ser ordenado, isto €, por mais
gue se tente, ndo é possivel destacar um conjunto em C que possa ser chamado
conjunto dos elementos positivos de C, satisfazendo as propriedades, ja que em C
tem um elemento cujo seu quadrado € negativo.

Outra situacao a considerar é se 1 >0,tem-se 1<1+1<1+1+1<1+1+
1+ 1 <... O subconjunto de K, formado por esses elementos, é infinito. Mais
precisamente, o conjunto N (Conjunto dos numeros naturais) pode ser considerado
subconjunto de K.

Indica-se o simbolo1' como o elemento unidade do corpo K. Defina uma

funcdo f:N — K, pondo f(1) =1,f(2) =1+ 1,f(3) = 1"+ 1 + 1', etc. Definindo

de maneira correta a funcgao f, utiliza-se a indugéo: f(1) =1"ef(m+1) = f(m) +
1'. Por inducéo, verifica-se que f(m +n) = f(m) + f(n). Como todos os valores de

f(n) sdo positivos, se m <p = f(m) < f(p). Dessa forma, define-se uma bije¢céo

do conjunto N dos numeros naturais sobre o conjunto N' = f(N), formado pelos
elementos 1',1'+ 1',1'+ 1' + 1', etc. H4 o costume de identificar N’ como N e
considerar que os numeros naturais estdo contidos em K. Logo N c K e, dessa
forma, sera permitido escrever 1 ao invés de 1'. Em particular, todo corpo ordenado
é infinito.

A definicdo que muitas vezes € usada no ensino fundamental e no ensino
médio de que todo numero natural é inteiro e todo namero inteiro é racional, é
perfeitamente identificada com a seguinte consideracdo: Dado um corpo ordenado
K. Considerando N c K, fazendo os simétricos -n dos elementos n de N e mais o
zero, sendo 0 € K, tem-se constituido o conjunto Z dos numeros inteiros. Dessa
forma, admite-se que N c Z c K.

Considerando m e n elementos de Z, com n # 0, existe n~! € K, de acordo

com o axioma (4M). Dessa forma, pode-se referir ao conjunto formado por todos os

elementos m - n~! :% € K, comn # 0, como um subcorpo de K, sendo este, 0

menor deles.
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Como todo subcorpo deve conter pelo menos O e 1, e mais, o conjunto N por
adicOes sucessivas de 1, o conjunto Z por tomadas de simétricos e o conjunto das
fracOes %;m,n € Z en # 0, de um modo natural, pode-se considerarque N c Z c Q

c K, identificando que o corpo Q dos ndmeros racionais € evidentemente o menor
subcorpo ordenado de K.

s

Figura XI: ilustragdo de Q

3.3.3. Nocéao de Intervalos

Fixados a < b, elementos de um corpo ordenado K, destacam-se o0s
seguintes subconjuntos de K.

[a,b] = {x € K;a < x < b} — intervalo fechado de extremos a e b
[a,b) = {x € K;a < x < b} - intervalo fechado na esquerda e aberto na direita.
(a,b] = {x € K;a < x < b} — intervalo aberto na esquerda e fechado na direita

(a,b) = {x € K;a < x < b} - intervalo aberto

(a, b) [a, b)
0 S 0
a b a b
0 ' ¢ $
(a,b] @ b a b [a, b]

Figura XII. Intervalos ou segmentos

Os intervalos acima sao ditos limitados. Na sequéncia, sdo apresentados
intervalos ilimitados cujas representacdes geométricas sao retas e/ou semi-retas

(—o0,b] = {x EK;x < b} — é asemireta esquerda fechada de origem em b

(—o0,b) = {x € K;x < b} — é a semi reta esquerda aberta de origemem b
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(a,0] = {x € K;x > a} - é a semi reta direita fechada de origemem a
(a,0) = {x € K ;x > a} - é a semi reta direita aberta de origem em a
(— 0,00) = K - intervalo cuja representacdo grafica é uma reta. Esse intervalo pode

ser considerado aberto ou fechado.

Quando é considerado um intervalo de extremos a e b, sempre supdem que
a < b, com excecao do intervalo fechado [a, b], no qual a = b. Esse Ultimo intervalo
pode ser denotado por [a,a]. Sua representacdo geométrica consiste em um Unico
ponto a e € chamado de intervalo degenerado.

N&o é dificil afirmar que todo intervalo ndo degenerado € um conjunto infinito,

basta observar que num corpo ordenado K, se x <y entdo x < “Ty< y. Desta

forma, se I, for um intervalo entre a e b, com a < b, entdo, pode-se obter uma

e +b
infinidade de elementos x; x, x3 x, ... x, ..., pertencentes a I. Tomando x; = aT

_atx, _a+Xxp a+x,

Xy = > y X3 = 5 Xn+1 —

,tem-sea <...< x3 < x, < x; < b.

Considerando que o intervalo entre dois numeros racionais a € b (a < b)

distintos € ndo degenerado, observa-se que sempre, entre dois numeros racionais,

S . , +b
vai existir um nimero racional n, dado por: n = aT

3.3.4. As inequac0des na estrutura de corpos ordenados

No ensino fundamental e no ensino médio, sdo introduzidas as chamadas
inequacdes, que sdo sentencas matematicas com uma ou mais incognitas (letras)
expressas por uma desigualdade. Para resolver essas inequacfes € preciso
observar bem o que acontece, quando se multiplica membro a membro da sentenca
por um namero positivo e por um ndmero negativo.
Teorema (9): Dados x,y,z, elementos de um corpo K ordenado. Se x <y, entédo
qualquer que sejaz > 0, tem-se xz < yz.
Demonstrando: Se x <y, entdo y-x € P e se z> 0 entdo z € P. Multiplicando y - x
por z, temos (y-x)z € P. Usando a propriedade distributiva, temos (yz-xz) € P,
logo, xz < yz.
Teorema (10): Sendo x,y e z, elementos de um corpo K ordenado, se x <y e z <

0, entdo xz > yz.
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Demonstrando: Se x < y, entdo y-x € P e se z < 0 entdo —z € P. Multiplicando y-x

por —z, temos (y-x)-(—z) € P. Usando a propriedade distributiva, temos (—yz +
xz) € P, logo, xz > yz.

Esses teoremas justificam que, ao se multiplicar os membros de uma
desigualdade, denotada pelos sinais: > (maior), < (menor), <(menor do que ou
igual a), = (maior do que ou igual a), por um numero positivo, a desigualdade nédo se
altera e, se o numero for negativo, a desigualdade é alterada, ou seja, 0 maior é
substituido pelo menor e vice-versa. Logo, a inequacdo —x <1, pode ser
equivalentemente representada por x > —1, satisfazendo o conjunto no qual foi
definido a sua solucéo.

Teorema (11): Dados x e y, elementos de um corpo ordenado K. Se x < y, entéo,
gualquer que seja z pertencente a K, tem-seque x + z <y + z.
Demonstrando: Se x <y, entdo y-x €P (y-x) +z+ (—z) €P. Logo, y+z-x-2z

EP,(yv+2)-(x+2)eEP=2x+z<y+z

Esta propriedade recebe o nome de “monotonicidade da adi¢gdo” e garante
gue, mesmo somando membro a membro de uma desigualdade por um ndmero
gualquer, encontra-se uma desigualdade equivalente a primeira.

Teorema (12): Dados a e b, elementos de um corpo K ordenado. Tem-se a - b >0
se,esomentese,a>0eb>0o0ua<0eb<0.

A demonstracdo desse teorema vai permitir uma maior compreensado da
resolugéo de inequagdes produto, como por exemplo, (x -7)(x + 2) > 0.
Demonstracéo: Esta demonstracéo se desenvolvera por duas partes:

-12parte:Sea-b>0,entdoa>0eb>00ua<0eb<0.Sendoa-b>0=a-b

€ positivo, ou seja, a - b € P. Considere a < 0, ou seja, a negativo e b > 0, logo, —a
€ Pe b € P, dessa forma -a-b € P, contradizendo a hipétese de a-b € P. Da

mesma forma, considere a >0e b <0,logoa e Pe -b eP,entdoa-(—b)EP =

—a - b € P, mais uma vez contradizendo a hipétese. Logo, sea-b > 0,entdoa >0e
b>0oua<0eb<0.

- 22 parte: Esta segunda parte vai transcorrer de forma a garantir as propriedades de
corpos ordenados. Se a>0eb>00ua<0eb<0, entdo a-b > 0. De fato, se
a>0entdoa e Pese b>0entdo b € P, logo, a-b € P. Por outro lado, se a <0

=>-a €EPeb<0=-b €P,logo, (—a)-(—b) € P, ou seja, (—1)a -(=1)b > 0.
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Usando a propriedade comutativa, tem-se a(—1)-(-1)b >0 =a-1:-b>0= a-

b > 0.

A resolucdo da inequacdo, com uma incognita, consiste na aplicacdo
sucessiva das propriedades das desigualdades que transcorrem neste trabalho, até
se chegar a uma expresséo final do tipox >c,x <c,x <c, x >c.

Coroléario 3: Dados a e b, elementos de um corpo K ordenado. Tem-se a-b < 0 se,
esomentese,a>0eb<0oua<0eb>0.

Demonstracédo: 12 parte: Se a-bh <0, entdo a<0 e b>0 ou a>o0 e b<O0.
Considerando a - b <0, entdo - (a - b) € P. Logo, (—1)(a-b) € P, ou seja, (—1)(a) -
beEP=—-a-beP=>-aePebeP,dessaforma,a<0eb>0.0u(-1)(a-
b) € P,ouseja, (—1)(a) -b € P. Usando a propriedade comutativa, (a) - (—=1)-b € P
=>a-(—b)EP=>a ePe—-b €P,dessaforma,a>0e b <0.

22 parte: Sea<0eb>0ea>0e b<0,entdo a - b <0. Partindo de a<0 e
b>0,tem-se —a € Pe b € P, dessa forma -a - b € P, = —(a - b) € P, logo
a - b < 0. De maneira analoga, considere a >0e b < 0,logoa € Pe —b € P, entédo
a-(—b)eEP=>a-(—1)-b €eP,=—(a-b) €eP,logoa - b <0.

Teorema (13): Sea>bec>d,entdéoa+c>b +d.

Demonstrando: Se a > b, entdo a-b > 0 e, se ¢ >d, entdo c- d >0, ou seja,
(a—b) ePe(c—d) eP.Deformaque (a—b)+ (c—d)eP=(a+c)—(b+d) €

P=>a+c>b + d.

Um erro muito frequente, cometido ao resolver inequacao do tipo xZTl < -1 por
exemplo, é escrever de uma forma direta a sentenca, multiplicando membro a
membro por (x-1). Dessa forma, tem-se 2 < (—-1)(x- 1)para x #1. A
observacéo que se faz € que o erro vem do fato de ndo saber o sinal de x - 1.

Quando se resolve uma inequacédo, todas as etapas podem e devem ser
justificadas pelos axiomas do corpo, pelos axiomas de ordem e pelas propriedades

decorrentes destes axiomas.

Para ilustrar, pode-se acompanhar com detalhe a resolucdo da inequacao

citada acima: —<-1oe—-—+1<-1+le-—+1< 0o <0 (x+1)-
x—1 x—1 x—1 x—1

x-Dl'<0e@x+1)>0e(x—1DT<0ou(x+1)<0e(x—1)"1>0. Um
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detalhe a ser considerado é que (x—1)"!>0&x—1>0 de outra forma, (x —
1)1 <0 ©x — 1< 0. Consequentemente, analisando os sinais de x+1 e x — 1,

conclui-sequex >—-lex<1,ouseja, -1 <x< 1.
Pode-se encaminhar a solucdo da inequacgéo acima, multiplicando membro a

membro por x — 1, desde que seja considerado o sinal de x — 1.

3.3.5. M6dulo de um elemento de um corpo ordenado K

Seguindo a definicdo da cole¢do “Tudo € Matematica”, livro do 7° ano do
ensino fundamental (DANTE, 2009, p. 26), médulo, ou valor absoluto de um nimero
inteiro, € a distancia do ponto que representa esse numero até a origem, atribuindo a
esse conceito, a visdo geomeétrica do que € modulo. Definicbes equivalentes a essa,
séo encontradas em diversos livros didaticos do ensino fundamental.

No ensino desse topico no curso de Analise Real na licenciatura em
matematica, médulo, ou valor absoluto, pode ser definido sobre qualquer corpo K

ordenado, de acordo com a propriedade tricotomia, a qual garante que, se a # 0,

entdo um dos numeros, a ou -a, é estritamente positivo. Define-se o valor absoluto
de a # 0, como o elemento positivo do conjunto {a, —a}.

Por definicdo, o valor absoluto de 0 € 0. Se a € K, € definido o valor absoluto
de a, o qual pode ser simbolicamente representado por |a|, como: |a]| = asea>0e
la] = —a se a < 0. Este fato pode ser usado como definicdo que |a| = max{a, —a},

significando que o mddulo, ou valor absoluto de “a”, € o maximo do conjunto cujos

elementos sdo a e -a.
Na linguagem de funcéo, o dominio da funcéo valor absoluto é todo conjunto
K, e seu conjunto imagem € P U {0}. Em especial, a funcéo valor absoluto leva os

elementos x e — x no mesmo elemento do contradominio.

f:Q@ - Q,tal que f(x) = |x|,tal que f(x) = {_i’ i ; 8

J

Pode-se concluir que dois elementos simétricos tém o mesmo maodulo.

Figura XIlII: elementos simétricos
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Destacam-se algumas propriedades as quais serdo citadas e demonstradas
nesta pesquisa, a fim de se pensar nas no¢des analiticas para certas situacdes em
matematica, associada ao ensino fundamental e médio.

(1®) |a| = 0 se, e somente se, a = 0. De fato, pois, se a = 0, por definicdo |0] =0 e se
a # 0, entdo, também —a # 0, de modo que |a| # 0.

(2®) |ab| =|al - |b| qualquer que seja a, b, numeros do corpo K. Para esta
demonstracao, se a > 0 e b > 0, entdo, ab > 0, de tal forma que |ab| = ab = |al|b]|.

De outra forma, se a >0 e b < 0 entdo, ab < 0 = |ab|= —(ab), como |a|=a e |b| =

—b, logo |a| - |b| = —ab, desta forma |ab| =|a| - |b| de maneira analoga para a < 0e
b > 0.
(3®) |—al = |a|, para todo a pertencente a K. Para a =0, tem-e que |0| = 0; para
a > 0,tem-se |a]| =a =|-a|.Sea<0,entdo |a|] = —a =|—al|.
(4®) Se ¢ =0, entdo |a| < c se, e somente se, - ¢ < a < c. Para esta demonstracao
infere-se que - ¢ < a, de modo que - ¢ < a < c. Reciprocamente, se essa relagéo se
verifica entdo a < c e —a < ¢, concluindo que |a| < c.

Um resultado importante deste estudo, refere-se a desigualdade triangular: Se
a e b sdo elementos de um corpo K ordenado, qualquer, entéo ||a| — |b|| <lath|l<
lal + |b]. °®

Essas questdes matematicas frequentemente aparecem nas atividades
principalmente de célculo. Pensando em demonstrar esse teorema, parte-se de
—la]l < a <|a|l e —|b] < +b < |b|, dessa forma, infere-se que, —(|a| + |b|) = —|a| —
bl <a+b <|a|l+|b|=|axb| <|a|+ |b|, provando dessa forma, a segunda parte
dessa desigualdade. Como |a| =|(a —b) + b|, € como foi demonstrado para a
segunda parte da desigualdade, tem-se |(a —b) + b| < |a — b| + |b|, da mesma
forma |a| — |b| < |a — b|. Combinando essas duas desigualdades, pode-se deduzir
que ||a| — |b|| < |a — b|, que é a primeira parte da desigualdade, com o sinal menos.
Para se obter a desigualdade com sinal mais, basta substituir b por - b.
Corolario 4: Se a,,a,,as,...,a, sao elementos de um corpo K ordenado, entdo

lay +a; + az + -+ an| < lag| +[ay] +[as] + - + an].

°A desigualdade comumente referida como desigualdade triangular é |x + y| < x| + |y].
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Demonstragdo: Para n = 2, a concluséo é precisamente a desigualdade triangular.
Se n > 2, utiliza-se a inducdo matematica’, ou seja, |a; + a, + az + -+ ap + a4l =
(a1 + az +az + -+ ap) + a1l < [(ag +a; +az + -+ ag| + |agq|

Seja € um elemento positivo e a e x elementos quaisquer, todos de um corpo

ordenado K. As seguintes sentencas sdo equivalentes:

)] x €E(a— ¢,a+ €)
ii) a—e<x< a+ €
iii) |x —al < €
Outra configuracdo para estas sentencas permite escrevé-las como: x €

(a—¢gat+e)eoa—ec<x<at+ee|x—al<e.

A, | !

a— a a—+e

Figura XIV: x pertencente ao intervalo |a — &|
As configuracbes geomeétricas ndo devem intervir nas demonstracdes, mas
constituem um auxilio valiosissimo para o entendimento de conceitos e de teoremas
em Analise (LIMA, 2009, p. 73). Mostrando a veracidade das sentencas acima, tem-

se: (i) = (ii) Segue da propria definicao de intervalo. (ii) = (iii) Sea — e <x < a+ ¢,
entdo, somando —a em todos os membros, temos (-a)+ a— € <x+ (—a) <
(—aA)+ a+ e >—e<x—a< €= |x—al <e. (i) = (i) Utilizando a 42 propriedade
de médulo, tem-se |x —a| < e  —e€ < x — a < ¢, somando a em todos 0s membros,

temosa — € <x < a+ €, 0 que significa dizer que x € (a — €,a + €).

3.4. Conjuntos limitados — do supremo ao infimo
Neste topico serdo conhecidos elementos maximos e minimos envolvidos em
corpos ordenados, identificando supremos e infimos. E um topico com relacdes

restritas no ambito do ensino fundamental e do ensino médio, mas contribui para

A inducdo é o processo da descoberta de leis gerais pela observacdo dos casos particulares. E
utiizada em diversas ciéncias, inclusive na matematica. A inducdo matemaética € utilizada
exclusivamente na matematica, no intuito demonstrar teoremas de certos tipos de problemas.
Segundo Polya (1995, p.91), € de se lamentar que estes nomes estejam relacionados, pois ha muito
pouca conexdo légica entre os dois processos. A indugdo procura encontrar a coeréncia nos fatos
observados. Seus mais notaveis instrumentos séo a generalizacdo, a particularizagéo e a analogia.
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uma aproximacgao e identificacdo de elementos importantes na construgdo dos

ndmeros reais.

3.4.1. Identificando supremo e infimo

Na nocdo de intervalos, pode-se definir intervalos limitados. O intervalo
(a,b),sendo a e b elementos de um corpo ordenado K, com a < b é limitado
inferiormente, pois todos os valores x, pertecentes a esse intervalo, sdo maiores que
a e, limitado superiormente, sendo todos os valores x desse intervalo menores que
b.

Seja um corpo ordenado K. Um subconjunto X de K é limitado superiormente,
se existir b pertencente a K, tal que b > x, qualquer que seja x € X. Pode-se traduzir
esse conceito, dizendo que X < ]—oo, b]. Cada b pertencente a K, com essa
propriedade chama-se cota superior de X. Um exemplo € o intervalo (4, 8), no qual 8
€ considerado uma cota superior desse intervalo. Em alguns textos de Analise Real,
a cota superior recebe 0 nome de majorante.

Se um conjunto tem uma cota superior entdo admite uma infinidade delas,
pois, se b é uma cota superior de X, entdo b + n também é, qualquer que seja
n pertencente aos naturais. A destacar, no intervalo (4, 8), citado anteriormente, 9 é
uma cota superior do intervalo.

De maneira analoga, X c¢ K diz limitado inferiormente, quando
existir a pertecente a K, tal que, para todo x pertencente a X, tem-se a < x. Um
elemento a que goza dessa propriedade € denominado cota inferior ou minorante de
X. Pode-se considerar que X c [a, +o].

Um conjunto que tem cota inferior a admite uma infinidade delas, ou seja, se
a é cota inferior de X, entdo a - n também o €&, qualquer que seja n, pertencente ao
conjunto dos numeros naturais. Voltando ao intervalo (4, 8), 4 € uma conta inferior
do intervalo, mas 3 também é uma cota inferior desse mesmo intervalo.

No corpo dos numeros racionais, 0 conjunto dos numeros naturais € limitado

inferiormente, pois N c [0, +o[-, mas ndo é limitado superiormente. Para mostrar

gue N ndo é limitado superiormente em Q, dado qualquer ;ae Q, o objetivo é

. , . a
encontrar um n pertencente ao conjunto dos numeros naturais, tal que, n > B Se
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% < o, basta considerar n = 1; se % > 0, ndo hé& perda de generalidade em admitir a e
b naturais. Neste caso, considerando n = a + 1, tem-se:

a < a+1 <a+1

— sa =n

b b

O fato de N néo ser limitado superiormente em Q, constitui uma propriedade

intrinseca no corpo dos racionais.

. Q

—t >
321012 3 4

Figura XV: N contido em Q
Um subconjunto X, de um corpo ordenado K, chama-se limitado, quando é
limitado superiormente e inferiormente, ou seja, quando existem a e b, pertencentes

a K, tais que X c [a, b].

3.4.2. Principio Arquimediano

Arquimedes de Siracusa nasceu no ano de 287 a.C. e veio a falecer no ano
de 212 a.C. E considerado consensualmente o maior matematico da Antiguidade,
superando todos os outros, pela quantidade de dificuldades dos problemas que
trabalhou, pela originalidade de seus métodos e pelo rigor de suas demonstracfes
(BOYER, 1992,p.28). Interessava pela matematica pura e aplicada e foi o fundador
de dois ramos da fisica (estatica e hidrodinamica).

Em seu trabalho sobre areas e volumes, desenvolveu também o método de
exaustdo, pelo qual aproximava-se quantidades desejadas pelas somas parciais de
séries ou pelos termos de uma sequéncia.

Principio Arquimediano: Dados os elementos x,y € K, se x > 0 existe n € N tal
que n - x > y. Nota-se que num corpo ordenado, o Principio Arquimediano é
equivalente as afirmacdes que se segue.

(i) N cKéilimitado superiormente;

(ii)Dadoaeb €K,coma > 0.Existen € Ntal que n-a > b;

(iii ) Dado qualquer € > 0. Existen € N, tal que 0 < %< €.
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A demonstragdo destas equivaléncias transcorrera de (i) = (ii) inicialmente,
na sequéncia de (ii) = (iii) e por fim (iii) = (i) .
(i) = (ii). Como N é ilimitado superiormente, qualquer que seja a > 0, pertencente

a K e b pertencentes a K, existe um n € N tal que Z < n (ver pag. 70) e, portanto,

b < a - n. Partindo para demonstrar (ii) = (iii). Dado ¢ > 0 existe, em relagcdo a
(ii),umn € N, talque € - n > 1; entdo, 0 < %< €. Finalmente, a demonstracéo de
(iii) = (i). Dado qualquer x > 0, existe, em relacao a (iii),um n € N, tal que % < i

ou seja, n > x. Pode-se dizer, dessa forma, que nenhum elemento maior que zero,
em K, pode ser cota superior de N. Evidentemente um elemento menor ou igual a
zero também néo pode. Logo N é ilimitado superiormente.

Um corpo ordenado K sera dito Arquimediano, se nele for valido o Principio
Arquimediano ou equivalentemente as afirmacodes (i), (ii), (iii) acima. Nota-se que o

corpo Q dos racionais € Arquimediano.

3.5. Supremo e infimo, algumas consideracdes

Para uma melhor compreensédo do que € supremo e infimo, empreende-se
neste tépico, uma breve explanacdo destes assuntos, buscando entender quando
um conjunto tem o ndo um maior elemento e quando tem ou ndo um menor

elemento.

3.5.1 Supremo, a menor das cotas superiores

Destaca-se que um conjunto limitado superiormente pode admitir uma menor
cota superior, a qual recebe o nome de supremo. Um conjunto X cotado
superiormente, uma cota superior b, se diz supremo de X, se é menor do que
gualquer cota superior de X.

Em outras palavras, um namero b pertencente a um corpo ordenado K diz
supremo de um subconjunto X de K se satisfaz duas condic¢ées:
12) x < b, qualquer que seja x pertencente a X
Pela primeira condi¢ao, b € uma cota superior de X, ou seja, X € ]—oo, b].
22) Se v é um elemento de K, tal que x < v, para todo x € X, entdo b < v.

Nota-se que b € menor que qualquer outra cota superior de X.
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O supremo de um subconjunto X de um corpo ordenado K é Unico, pois se
men sao supremos de X, entdo ambos sdo cotas superiores de X. Como m € 0
supremo de X e n cota superior de X, entdo m < n. De forma anéloga, se n é o
supremo de X e ma cota superior de X, entdo n <m. De acordo com as
propriedades de corpos ordenados descritas nesta pesquisa (ver pag. 60), se m <n

en<m,entdom = n.

3.5.2. infimo, a maior das cotas inferiores

Um conjunto limitado inferiormente pode admitir infimo que é a maior de suas
cotas inferiores. Dado um corpo ordenando k, se um subconjunto X de K, cotado
inferiormente, tem uma cota inferior a que € a maior delas, entdo a recebe o nome
de infimo.

Um elemento a, pertencente a K, se diz infimo de um subconjunto X de K, se
satisfaz a duas condigbes:
12) x > a, qualquer que seja x pertencente a X. Essa condigdo garante que a € cota
inferior de X, ou seja, X c [a, +oo[;
22) Se u é um elemento de K, tal que x > u, entdo a > u. Essa segunda condic¢ao diz
gue a é maior do que qualquer cota inferior de X.

Se um subconjunto X, de um corpo ordenado K, admite infimo, esse € Unico.
De fato, se p e q séo infimos de um subconjunto X de K, sendo p e q elementos de
K, entdo, se p é o infimo de X, sendo q a cota inferior de X, logo p > q. De maneira

analoga, se q é o infimo de X, e p a cota inferior de X, entdo q > p, portanto p = q.

3.5.3. RelacBes envolvendo supremo e infimo

Existindo supremo e infimo de um determinado subconjunto X, de um corpo K
ordenado, serdo usadas as denotacgdes Sup X, para o supremo de X, e Inf X, para o
infimo de X.

Pode ser conveniente atribuir outra caracterizacdo para o supremo de um
subconjunto de um corpo K ordenado. Um elemento b, de K, € o supremo de um
subconjunto X de K, ndo vazio, se, e somente se, goza das seguintes propriedades:

(@) Nao ha elemento x € X, talque b < x;

(b) Se v < b, entao existe um elemento x,, € X tal que x,, > v.
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A demonstracdo dessas propriedades reside no fato de que sO existe um
anico supremo para X c K. Seguindo a demonstracdo, suponha-se que b satisfaca
as propriedades (a) e (b). A condicéo (a) implica que b € cota superior de X. Se v é
tal que v < b, entdo a propriedade (b) mostra que v ndo pode ser cota superior de
X, logo b é a menor das cotas superiores de X, ou seja, € o supremo (Sup X = b).
Reciprocamente, seja b 0 supremo de X. Como b é cota superior de X, vale a
propriedade (a). Se v < b, entdo v ndo € cota superior de X, portanto vai existir um
elemento x, € X, tal que v < x,,.

Analisando os exemplos que se segue, considere dois conjuntos, 0s quais
serdo denotados por A4, e A,, ambos contidos em um corpo K ordenado. Sendo
A ={xe K;0<x<1}e A, ={x € K;0 < x < 1}. Nota-se que o conjunto A, tem
cota superior que € o 1, porém qualquer b > 1 também é cota superior de A4, .
Verifica-se que 1 é a menor das cotas superiores de A, portanto € o seu supremo.

O conjunto A,tem as mesmas cotas superiores de A;. Nota-se que 1 é a
menor cota superior de A4, , ou seja, é o supremo de A, . Observe que o supremo de
A, pertence ao conjunto 4,, ja o supremo de A; hdo pertence ao conjunto 4, . Essa
observacéo garante que, quando um conjunto contém supremo, néo esta se fazendo
nenhuma afirmacao sobre o supremo ser ou ndo elemento desse conjunto.

Outra observacao importante € sobre o conjunto vazio, ou seja, se X = 0,
entdo todo b € K € cota superior de X. Como nao existe 0 menor elemento num
corpo K ordenado, segue-se que 0 conjunto vazio ndo possui supremo, 0 Mmesmo
aplica-se ao infimo.

Um elemento a, de K, € o infimo de um subconjunto X de K, néo vazio, se, e
somente, sdo validas as seguintes propriedades:

(c) Nao ha elemento x € X, tal que x < a;

(d) Se v > a, entdo existe um elemento x,, € X tal que x,, < v.

Demonstrando: suponha-se que a satisfaca as propriedades (a) e (b). A condicdo (a)
implica que a é cota inferior de X. Se v é tal que v > a, entdo a propriedade (b)
mostra que v ndo pode ser cota inferior de X, logo a é a maior das cotas inferiores
de X, ou seja, € o infimo de X (Inf X = a). Reciprocamente, seja a o infimo de X.
Como a é cota inferior de X, vale a propriedade (a). Se v > a, entdo v ndo é cota

inferior de X, portanto vai existir um elemento x,, € X, tal que v > x,,.
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Voltando aos conjuntos 4; ={x € K, 0<x<1} e 4, ={x €K;0 <x <1},
subconjuntos de um corpo ordenado K, percebe-se que 0 é o infimo dos dois
conjuntos, e, de forma analoga ao supremo, o infimo ndo necessariamente tem que
ser elemento do conjunto.

Pode-se generalizar o fato da existéncia de supremo e infimo que sejam
elementos de um mesmo conjunto, da seguinte forma: Se X ¢ K possuir um
elemento maximo, entéo este € o0 supremo, se X possuir um elemento minimo, este
sera o infimo. Reciprocamente, se Sup X pertencer ao conjunto X, entdo € o maior
elemento de X e, se Inf X pertencer a X, esse sera 0 menor elemento de X. No caso
do conjunto 4, ={x €K; 0<x <1}, 1 é o maior elemento do conjunto e 0 é o
menor elemento desse mesmo conjunto. JA4 0 conjunto4; ={x € K; 0 <x < 1}
apesar de ser cotado, superiormente e inferiormente, ndo tem o menor € nem o
maior elemento.

Outro exemplo a ser observado, considere o conjunto Y € Q das fracdes do

: 1 i - 111 1 irma- =
tipo 7 COm n €IN, ou seja, Y = {2’4’3"“’zn""}' Afirma-se que o InfY 0e
SupY = 1
2
Demonstrando, em primeiro lugar, tem-se que % €EYe, zin < % para todo n >
1. Logo, % € 0 maior elemento de Y, ou é cota superior de Y, por conseguinte, € a
menor delas, % =SupY.

Por outro lado, 0 < zin qualquer que seja n € IN, de fato, 0 é cota inferior de Y.

Falta apenas provar que nenhum numero racional m > 0 é cota inferior de Y. Para

esta demonstracdo, sendo Q um corpo ordenado, Arquimediano, dado m > 0, pode-
se obter n €IN, tal que n > i — 1, significando que 1+n > % Para continuidade

desta demonstracao, sera introduzida a desigualdade conhecida como desigualdade

Bernoullié.

®Desigualdade de Bernoulli: Essa desigualdade garante que em todo corpo ordenado K, se n €IN e
x = —1,vale (1 +x)" = 1+ nx. A demonstragdo dessa desigualdade é feito por inducdo em n. Para
n = 1, verifica-se que (1+x)'>1+1x 21+x=1+x. Para n = k, tem-se (1+ x)*>1+ kx.

Para n=k+1=> (A+x)'>1+((k+1)x. De fato, dado n =k = @A +x)*>1+kx,

multiplicando membro a membro por (1 + x), tem-se que (1+ x)*-(1+x) > (1 +kx) - (1 +x), isto
significa que (A+x)*'>1+x+kx+kx*=>Q+x)*"'>1+x+kx+kx*>1+x+kx=1+

(1 + x)k, provando dessa forma que essa desigualdade é valida.
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Ora, pela desigualdade de Bernoulli, tem-se que 2" = (1+1)">1+n > %

ou seja, zin < m. Logo, nenhum m > 0 é cota inferior de Y, e, portanto, InfY = 0, e

esse elemento ndo pertence ao conjunto Y. Logo, ndo existe o menor elemento
deste conjunto.

Conceitos mateméaticos como supremo e infimo, ndo sédo citados no ensino
fundamental e no ensino médio, pode-se dizer que esses elementos estao presentes
nas atividades que envolvem intervalos, portanto a observagcdo se um conjunto
possui maior elemento ou nao, pode e deve ser trabalhada no ambito do ensino
fundamental e do ensino médio, deixando o0s questionamentos e as validades

destes, relacionados a percepcao e vivéncia do educando.

3.5.4. Este conjunto ndo tem supremo?

A pergunta que fica é se todo conjunto limitado a direita ou a esquerda tem
supremo ou tem infimo. Para responder a essa questdo, observe 0 conjunto
A={x € Q;x>0ex* < 2}. Esse conjunto admite supremo no corpo ordenado
dos numeros racionais?

Pensar no conjunto acima € o mesmo que pensar A c (—2,2), no qual os
elementos de extremos sdo elementos do corpo ordenado Q. Baseado nessa
informac&o, mais uma vez discuti-se a existéncia do supremo de tal conjunto e
consequentemente do infimo.

Pode-se dizer que tal conjunto acima tem supremo? Entdo inicia-se uma
discussao, em relacéo a existéncia de tal numero, e, principalmente, que namero &
este.

Com a proposta de demonstrar se o conjunto A = {x € Q;x >0ex* < 2}
tem ou ndo supremo, suponha-se a existéncia de tal elemento, o qual sera denotado
pora, logo,a = Sup A .

Essa demonstracao sera elencada provando as afirmacfes que segue:

1%) mostrar que a® ndo é o menor que dois ou seja, a? > 2;
23) mostrar que a® ndo é maior que dois, ou seja, a? < 2;
Demonstracéo da primeira afirmacdo: Se n é natural (n > 1), logo % < 1. Percebe-

1 7 . . .
se que — <-, mas como n e arbitrariamente grande, considere (n>1) e

S |=

1 1 1
consequentemente - < 1e <=
n n n
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2 2
Desenvolvendo o produto notével (a +%) ,tem-se (a + %) =a%+ 2a- % +

2a+1

i, tem-se que a?+ 2a- —+ <a?+2a-1+r — g2+ Fazendo a2 +
(%) ) +s

2

2a+1

< 2, 0 objetivo € encontrar um n, que satisfaca tal condicao.

2a+1

Existindo este n, prossegue-se a demonstracdo. Como a?+—<2 &
24l o2 _ g2 s2a+1<n2—a
71). Para todo n que satisfaca a condicdo n > z,tem se 0 < < “i, entao
- < jai:; a+1)<2-a*=>2+-<2-a% Se %<%:>27“+%<27“+%<2—

a? @zn—“+n—12< 2 —a®. Somando a? membro a membro, tem-se a? + 2 + =< 2-

2
1 . ~ .
a’*+a* & (a + Z) < 2, dessa forma, verifica-se que a® ndo pode ser menor que dois,

pois a € o supremo do conjunto A, significando que ndo pode existir outro elemento
maior que ele, pertencente ao mesmo conjunto, cujo quadrado é menor que dois.

Como ja foi apresentado nesta pesquisa (ver pag. 75), se o supremo pertence
ao conjunto, entdo ele € o maximo do conjunto, logo é a® > 2.

Demonstracdo da segunda afirmac&o: Com n natural arbitrariamente grande, tem-
1 1\2 2 1,1 2 1,1

se n>1 logo - < 1. Sabendo-se que (a——) =a“*—2a--+-ea" —2a--+=5>
n n n n n n

a’ —2a % Fazendo-se a® — 2a - % > 2, 0 objetivo é encontrar um n que satisfaca tal

a’-2

2a

condicdo a2—2a-%>2 (:)—2a-%>2—a2<:>2n—“<a2—2<:>%<

Pelo Principio Arquimediano, tem-se 0

2 . ~ 2 2
n> aziz' Desenvolvendo a inequacdo, tem-se ?a <a*-2 @f +2<d’e2<ad®—

2
27‘1 <a*-2a -%+ % = (a - %) . Dessa forma, podemos obter (a — %) <a, sendo

(a —%)2 > 2. De fato, a® ndo pode ser maior que dois, pois a = sup 4, e, como foi
demonstrado, existe um valor menor que a, cujo quadrado € maior que dois, entdo
a* < 2.

Se a® ndo pode ser menor que dois e ndo pode ser maior que dois, entdo a®

tem que ser igual a dois. Mas existe algum namero racional cujo quadrado € dois?
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A resposta para pergunta acima € direta: ndo. Porém deve ser provada. Se
existir tal nimero, entdo sera uma fracdo da forma % sendo m e n nUmeros primos

entre si.

2
Considere 2 :(%) sendo a fragao %irredutl’vel com m e n inteiros e

2

2
diferentes de zero. Logo?2 = (%) :2:’:— e, por conseguinte m2? = 2n?. Essa

2

Gltima igualdade diz que m? e, consequentemente, m deve ser par, ou seja, m = 2p,
sendo p um inteiro qualquer. Substituindo m por 2p na relacdo m? = 2n?, tem-se

como resultado (2p)? = 2n? = 4p? = 2n? ou 2p? =n?, que exige outrossim que n

seja par. Este resultado contradiz a hipétese inicial de que % seja fracao irredutivel.

Nenhum namero racional, elevado ao quadrado, € igual a 2, concluindo que
emQ,oconjunto 4 = {x € Q;x > 0ex? < 2} ndo tem supremo.

De acordo com as demonstracdes anteriores, se existir um corpo ordenado no
qual todo conjunto n&do vazio, limitado superiormente®, possua supremo, nesse tal

corpo existira um elemento a > 0, cujo quadrado é dois.

3.6. Conjunto dos numeros reais

Com a intencdo de identificar um conjunto, no qual sdo determinados o0s
nameros racionais e 0sS numeros ndo-racionais, discute-se, neste tépico, corpos
ordenados completos e a identificacdo de numeros reais, aproximando, tanto o
professor do ensino fundamental e do ensino médio, quanto ao licenciando em
matematica, do formalismo conceitual desses numeros e, a0 mesmo tempo,
contribuindo para uma melhor identificacdo desses elementos na préatica docente em

salas de aulas de matematica.

Outro exemplo de conjunto limitado superiormente num corpo ordenado K, ndo Arquimediano que
ndo possui supremo é o conjunto dos ndmeros naturais. O conjunto dos niUmeros naturais N, contido
em K, é limitado superiormente. Se b pertence a K, entdo b é uma cota superior para N, logon+1 <
b, para todon pertencente a N. Da desigualdade acima, segue-se que n < b — 1, qualquer que seja
n € N. Dessa forma, se b € K, for uma cota superior de N, entdo b —1 também o serd. Como
b —1 < b, segue-se que num corpo ordenado ndo Arquimediano K, o conjunto dos nimeros naturais
€ limitado superiormente, mas ndo possui supN em K.
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3.6.1. Corpo ordenado completo

Um corpo ordenado K é dito completo, se todo subconjunto ndo vazio X c K,
limitado superiormente, possui supremo em K, da mesma forma, se um subconjunto
Y c K for limitado inferiormente, tem que possuir infimo. Pode-se concluir que todo
corpo ordenado completo é Arquimediano.

Dado Y, e seja X =-Y, ou seja, X ={ —y;y € Y}, logo X é ndo vazio e limitado
superiormente, logo existe a = supX. De forma anéloga, facilmente observa-se que

- a = infY.

3.6.2. O corpo ordenado completo dos nameros reais

A partir deste momento, definem-se os Numeros Reais como corpo ordenado
completo e, evidentemente, todas as propriedades de corpos ordenados completos
serdo validas para R.

Na abordagem atual das licenciaturas, os numeros reais sao definidos
axiomaticamente e, uma vez assim estabelecidos, prova-se que existem reais que
nao sao racionais (MOREIRA & DAVID, 2005, p.82)

O numero real positivo a, em que a® = 2 é um namero real. Simboliza-se

esse numero por /2. Pode-se pensar na existéncia de mais algum nimero real
positivo que, elevado ao quadrado, dé 2? A resposta para questao acima € nao, pois
se existirem dois numeros reais, a e b, ambos positivos, cujo quadrado seja dois,

entdo a* =b*=2=0=a*—b*=(a—»b)-(a+b). No caso anterior, se (a—b) -

(a+ b) =0, logo um dos fatores seriam iguais a zero, entdéoa—b =00ua+ b = 0.
No primeiro caso, a = b, e, no segundo caso, a = —b, porém no segundo caso ha
uma contradicéo, pois a e b sdo ambos positivos, logo a = —b ndo pode acontecer.

De acordo com o primeiro caso, a = b, ou seja, sO existe um niumero positivo

cujo quadrado é 2. J& se sabe que esse nimero 2, ndo é racional, porém é real.
Logo, aos elementos de R que ndo sdo elementos de Q, serdo denominados de
nameros irracionais. O conjunto R — Q é o conjunto dos numeros irracionais.

Os irracionais sdo numeros reais porque sao supremos de subconjuntos de R
nao vazios e limitados superiormente de um corpo ordenado completo, porém outra
forma de definicdo é que a partir de resultados de sequéncias numéricas, e de séries

numeéricas, prova-se que todo numero real admite uma representacdo decimal
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infinita e, no caso dos irracionais, uma representacao infinita ndo-periodica (Ver pag.
79).

Moreira e David (2005) entendem essa forma de definir os niumeros reais
como uma espécie de legitimidade formal para se adotar nos textos escolares a
apresentacao usual dos numeros irracionais e dos numeros reais.

Os autores continuam afirmando:

(...) uma vez garantido o fato de que ndo ha nada matematicamente
incorreto em se apresentar 0s irracionais como nUumeros que ndo sao
fracdes ou como decimais infinitos e nao-periddicos, a questdo pedagogica
referente a introducdo dos reais para 0s alunos cujo universo numéerico € o
recém-construido conjunto dos racionais fica simplesmente esquecida
(MOREIRA & DAVID, 2005, p. 82).

Dando continuidade, serdo descritos aspectos dos numeros reais,
identificando elementos que estdo presentes nos textos do ensino fundamental e do

ensino médio.

3.6.3. Os numeros irracionais, algumas concepc¢odes

Os numeros irracionais estédo ligados ao conceito mais difundindo de medidas
gue trata da incomensurabilidade, a qual sera descrita nesta pesquisa, como fonte
de apoio para a compreensao do questionamento surgido e respondido: “quem € o
supremo do conjunto A = {x € Q;x > 0ex? < 2}?".

A priori, uma andlise feita nos livros didaticos do ensino fundamental, mostra
gue 0s numeros irracionais sdo definidos como numeros que nao podem ser
representados por uma divisdo entre dois nimeros inteiros, ou numeros que tém
uma representacao infinita e ndo-periodica.

“Sim, existem numeros cuja representacdo decimal é infinita e n&o-
periddica. Por exemplo, 0,101001000100001000000.... e 2,71727374.... séo
representacdes decimais infinitas n&o-periddicas. Ndo ha um mesmo
padréo que se repete apds a virgula” (DANTE, 2009, p. 30).

No trecho acima, retirado de uma colecao de livros do ensino fundamental (8°
ano), o autor faz uma referéncia a numeros que nao sdo racionais, por sua
representacdo decimal, e afirma que esses numeros sao irracionais, denotando o
conjunto de todos esses numeros pela letra (1).

Outra colegdo também usada no ensino fundamental, no mesmo ano escolar
(8° ano), apresenta 0s numeros irracionais, através do uso de poténcias e de
aproximacdes para raizes quadradas ndo exatas, aplicando inicialmente o Teorema

de Pitagoras.
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“Yamos entdo determinar a raiz quadrada do nimero 2 e, assim, encontrar a
medida da hipotenusa” (GIOVANNI & CASTRUCCI, 2009, p.22).

1
Figura XVI: Triangulo retangulo

Buscando as aproximacdes, verifica-se que raiz quadrada de 2 esta entre dois

numeros quadrados perfeitos, 1 e 4, como o0 quadrado de 1 =1 e o quadrado de 4 &

igual a 22, o valor de V2 esta entre 1 e 2. E, a partir dai, varias tentativas séo feitas
na busca de descobrir qual valor mais proximo desta raiz quadrada.
(1,12=141<2
(1,22=1,44<2
(1,32=1,69<2
(1,42=196<2
(1,52=2,25>2
Com essa distribuicdo, percebe-se que o valor da 2 esta entre 1,4 e 1,5.
Continuando o calculo, tem-se:
(1,41)2=1,9881 <2
(1,42)2=2.0164 > 2
Entdo V2 esta entre 1,41 e 1,42 e, prosseguindo os célculos, tem-se:
(1,411)2=1,990921 <2
(1,412)2=1,993744 < 2
(1,413)2 = 1,996569 < 2
(1,414)2 = 1,999396 < 2
(1,415)2 = 2,002225 > 2
Desse modo, verifica-se que V2 esta entre 1,414 e 1,415. Prosseguindo 0s

célculos, encontra-se uma aproximacdo para+2 que seria 1,414213562.... Nota-se
gue essa representacdo € infinita, mas ndo-periodica (GIOVANNI & CASTRUCCI,
2009, p.22).

Para Giovanni e Castrucci (2009), os numeros que apresentam a

caracteristica de ser infinito e ndo-periédico sdo chamados de numeros irracionais.
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Esses mesmos autores concluem que numero irracional é todo numero cuja
representacdo decimal € sempre infinita e ndo-periddica.

Giovanni e Castrucci (2009) continuam afirmando:

Um ndmero irracional nunca pode ser escrito na forma de fracdo com
numerador e denominador inteiro. Nem todo nimero que representa raiz
quadrada de outro nimero € um ndmero irracional, ou seja: 1) As raizes
guadradas de nimeros quadrados perfeitos sdo nimeros racionais. 2) Entre
dois naturais quadrados perfeitos existem nUmeros racionais cujas raizes
quadradas sdo numeros racionais (GIOVANNI & CASTRUCCI, 2009, p. 24).

3.6.4. Grandezas incomensuraveis

Em termos histéricos, a primeira evidéncia da necessidade de numeros
irracionais ocorre com a ideia da incomensurabilidade. Os niameros conhecidos hoje
como irracionais nao existiam na matematica grega. AristOteles associava a
irracionalidade da raiz quadrada de 2 a tentativa de escrever tal nUmero como a
razdo de dois inteiros primos entre si*° (fracéo irredutivel), ou seja, a demonstragéo
de que nédo existe um namero racional que elevado ao quadrado dé como resultado,
o numero dois (AVILA, 2006).

Raiz quadrada de dois parece ser o primeiro irracional a ser descoberto. Essa
possibilidade pode ser também associada a descoberta das grandezas
incomensuraveis, que estao interligadas as medicdes de segmentos.

Ao se comparar as magnitudes de dois segmentos de reta, aos quais seréo
denotados por “a” e “b”, existe a possibilidade de que o segmento “a” esteja contido
no segmento “b” em uma quantidade “r’ inteira e exata de vezes. Dessa forma, a
medida do segmento “b” podera ser expressa em termos da medida do segmento

“a”, afirmando que “b” é “r’ vezes “a”. Mas o segmento “b” pode n&o resultar em um

multiplo inteiro do segmento “a”, entao, pode-se dividir “a” por exemplo, n segmentos

iguais, sendo cada comprimento % de tal forma que algum mudltiplo m inteiro de

segmento % seja igual a b (COURANT & ROBBINS, 2000, P.67).Tal consideracao é

ilustrada abaixo:

Dois nimeros inteiros m e n, ambos diferentes de zero, s&o primos entre si, se admitirem apenas o
ndamerol como divisor positivo comum.
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Quando uma igualdade da forma anterior é valida, pode-se dizer que os dois

segmentos sdo comensuraveis, uma vez que eles tém medida comum, ou seja, 0

segmento % esta contido n vezes em “a” e m vezes em “b”.

No tempo de Pitagoras, aproximadamente no século VI a.C, pensava-se que,
dados dois segmentos quaisquer (AB) e (CD), seria sempre possivel encontrar um
terceiro segmento (EF), contido em um ndmero inteiro de vezes no primeiro
segmento (AB) e um numero inteiro de vezes no segundo segmento (CD), dizendo,
assim, que esse terceiro segmento (EF) era um submdltiplo comum dos dois
segmentos anteriores.

Um progresso sensivel na operacdo de medir consistia na determinacédo de

um submultiplo comum a unidade previamente fixada e a grandeza a qual iria medir.

Figura XVII: Grandezas comensuraveis
A existéncia de tal submultiplo garantiria a comensurabilidade das grandezas,
ou seja, duas grandezas sdo comensuraveis quando existe uma unidade, por menor
gue seja, a qual cabe exatamente um namero inteiro de vezes numa e noutra. Se
duas grandezas, de mesma espécie, ndo admitem um submultiplo comum, por
menor que seja, entdo elas sdo denominadas de incomensuraveis.
Para uma discussao mais aprofundada, escolhe-se o segmento unitario [0,1],

entdo 0s segmentos comensuraveis com segmento unitario corresponderédo a todos
0S pontos racionais % com n # 0, sobre a reta numeérica.

Um fato importante é dado pela seguinte proposic¢ao: “O conjunto dos pontos
racionais € denso sobre a reta” (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 67). A afirmacao
anterior significa que, dentro de cada intervalo, por menor que se possa pensar, vao
existir pontos racionais.

Precisamente, tome um denominador n, suficientemente grande, de modo,

. 1 . . .
gue o intervalo [0,;] seja menor do que o intervalo [a, b] considerado. Pelo menos
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uma das fracOes % deve ficar dentro do intervalo, por isso, ndo existe qualquer

intervalo na reta que ndo contenha pontos racionais, por menor que seja este
intervalo, alem disso, deve haver infinitos pontos racionais em qualquer intervalo,
pois, se houvesse um numero finito de pontos, o intervalo entre dois pontos
racionais adjacentes estaria, segundo Courant e Robbins (2000, p. 67), destruidos
de pontos racionais, o que, de acordo com o que foi apresentado, seria impossivel.

Para as finalidades praticas de medidas, os ndmeros racionais sao
inteiramente suficientes (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 68). Essa consideracéo é
valida também do ponto de vista tedrico, uma vez que o0 conjunto de pontos
racionais cobre a reta densamente. Parece que 0s pontos racionais cobrem toda
reta numérica, mas isso ndo é verdade, pois, caso fosse, qualquer segmento seria
comensuravel com a unidade.

A revelacdo da existéncia de segmentos incomensuraveis, ou seja, da
existéncia de numero irracional, foi um acontecimento de grande importancia, que
possivelmente marcou a origem do que € considerada uma contribuicdo
especificamente grega a procedimentos de rigor e de formalismo em matematica,
afetando profundamente a matematica e a filosofia da época grega até os dias de
hoje.

A construcdo geométrica simples que pode resultar em um segmento

incomensuravel com a unidade é feita usando o compasso™*

V2

Figura XVIII: Namero construtivel

“Primeiro se constréi um quadrado de lado 1. Utilizando um compasso, abra-o até que fique com
comprimento da diagonal. Com essa abertura, coloca-se a ponta seca do compasso no zero €, com a
outra extremidade, traca-se um semicirculo, passando pela reta orientada, no lugar que o semicirculo

cortar a reta orientada é o ponto J2.
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Se este segmento é demarcado sobre a reta numérica, por meio de um
compasso, entdo o ponto assim construido ndo pode coincidir com nenhum dos
pontos racionais, logo pode-se concluir que o conjunto de pontos racionais, embora
denso, ndo cobre toda reta numérica, o que pode parecer estranho em termos
intuitivos, mas a descoberta dos incomensuraveis instigou e ainda instiga filosofos e
matematicos, causando um efeito que Courant e Robbins (2000) consideram ser
provocativo e especulativo na mente humana.

Pode-se definir entdo que um nimero irracional, representa o comprimento de
um segmento incomensuravel com a unidade, para haver uma correspondéncia

mutua entre nimeros e pontos de uma reta.

3.6.5. A crise dos incomensuraveis e a sua solucao

As descobertas de grandezas nao comensuraveis, feita pelos proprios
pitagoricos, causaram uma das primeiras e grandes crises da matematica. Os
matematicos gregos acreditavam, em certo periodo da histéria, que medi¢cdes de
grandezas continuas sO0 poderiam ser concebidas, de forma a expressar a razao
entre dois numeros naturais.

Essa descoberta produziu uma grande crise entre esses pitagoricos, pois
suas observacdes envolviam comprimentos de cordas e 0 som por elas emitido e os
estudos de outros fendmenos assemelhavam-se a esse, permeando, como diz Avila
(2006, p.53), a natureza inteira.

Os pitagoricos, ao perceberem que a diagonal de um quadrado ndo poderia
ser medida através de numeros racionais, se viram diante de um dilema, sendo
deflagrada, naquele momento, a denominada crise dos incomensuraveis.

Conta-se que Pitdgoras proibiu seus discipulos de divulgar tal descoberta
para ndo abalar sua doutrina, mas um de seus discipulos, Hipasso, quebrou o voto
de siléncio e foi assassinado (DANTE, 2009, p.32).

Porém os préprios gregos produziram solucdes para essa crise, através da
construcdo de solucbes com régua e com compasso, possibilitando o que é usado
até os dias atuais, a associacdo da representacdo geométrica de segmentos

incomensuraveis e a representagdo Aritmética dos numeros irracionais.
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CAPITULO IV — NUMEROS DECIMAIS E FRACOES DECIMAIS

4. Decimais infinitos e periédicos
Buscando uma generalizacdo para o estudo dos decimais, empreende-se
nesta pesquisa uma discussdo sobre algumas formas de conceber tais numeros,

clareando a possibilidade de encontrar formas gerais para identifica-los

4.1. FragOes decimais

FracOes decimais sao fra(;ﬁes cujo denominador € 10, ou uma poténcia de 10.

34

Assim as fra(;oes —,——,—— sao exemplos de fragbes decimais.
10’ 1000’ 100

Existem fracdes que s&o denominadas parcialmente decimais, pois seus

denominadores podem ser transformados em poténcias de 10, por meio da

. A~ . ~ 2 9 . .
equivaléncia. A fracéo =, 5 por exemplo, podem ser escritas equivalentemente como

~ . . . ~ . 2
fracbes com denominadores iguais a uma poténcia de 10: o=

4.2. Representacao decimal

Representacdo decimal de um namero real @ ndo negativo € uma expressao

. 0 ai .
gue se caracteriza pela forma a = Zhﬂﬁ’ que pode ser escrita compactamente

COMO a = ay, a,a,as3 .. , €m que a, € um numero inteiro maior ou igual a zero e
os indices a4, a,, a3, a,, ... S0 digitos, ou seja, sdo numeros inteiros tais que 0 < a,, <
9.

Com relacédo as fracBes decimais, sua representacdo decimal é finita, logo
S=Z=04es="2"=1125

Todas as fracdes equivalentes as fracdes decimais tém denominadores que
podem ser escritos como poténcias de 2 ou 5, ou de 2 e 5. Se houver algum
denominador que apresente pelo menos um fator diferente de 2 e 5, entdo a fracao
nao pode ser equivalentemente escrita na forma de fracdo decimal.

Pode-se representar um numero racional na reta numérica, considerando
aqueles que se originam pela subdivisdo de cada intervalo unitario em 10, na
sequéncia em 100, 1000 e dai por diante. Essa divisao é feita em segmentos iguais.

Os pontos obtidos destas subdivisdes correspondem a frag(”)es decimais. Um

exemplo a ser considerado € o namero 0,321 = —+—+

Esse ponto, esta
100 1000°
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localizado no primeiro intervalo comprimentos unitario, no segundo subintervalo de
comprimento 10~!, no terceiro subintervalo de comprimento 1072 e no quarto
subintervalo de comprimento 103. Dessa forma, pode-se escrever que 0 ponto
0,321 = 3x1071+2x 1072+ 1x 1073, Essa forma de escrita serA denominada
nesta pesquisa como forma polinémica.

Se a fracdo decimal contiver n digitos apdés o ponto decimal, sera
representada pela forma f =z +a;107' + a,1072 + a31073 + - + a,,10™", onde z é
um inteiro e os a’s sao digitos 0, 1, 2, 3, ..., 9, 0s quais indicam os décimos,
centésimos e assim por diante (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 70).

A forma abreviada de representar o nimero f € z,a,a,asd,..a,. Como
exemplo, o nidmero 3,459 tem, por comparagédo, z = 3, a; =4,a, =5 a; =9 e
pode ser escrito na forma polinémicacomo f = 3 +4x 1071 +5x 1072 +9 x 1073,
A observacéo imediata que se traduz para fracdes decimais é a forma como podem

ser escritas, ou seja, como fragcdes comuns.

Considere a fragao s, sendo g = 10", se p e g tem divisores comuns, pode-se

reduzir a fracdo dada a uma fracdo comum com um denominador sendo algum
divisor da poténcia 10". Reforcando o que ja foi mencionado, nenhuma fragcao
irredutivel pode ser escrita na forma de fracdo decimal, se o denominador ndo € um

divisor de uma poténcia de 10.
. ~ 1 ~ ~ .
Mas como fica a fracao 3 por exemplo? Essa fracdo ndo pode ser escrita na

forma de uma fracdo decimal com uma quantidade n finita de casas decimais, pois,

segundo Courant e Robbins (2000), por maior que seja o valor de n escolhido, a

igualdade g = 1%“’ implicaria em 3b = 10", que do ponto de vista matematico € um
absurdo, ja que 3 ndo é um fator de qualquer poténcia de 10.

A questdo que fica € que se esse numero tem uma representacdo decimal,
como seria essa representacdo? Volta-se a reta numérica e escolhe-se um ponto P

gualquer que nao corresponda a nenhuma fracdo decimal, pode-se considerar a
fracao g por exemplo, ou o0 himero 2.

Escolhendo um ponto P qualquer, o qual ndo pode ser escrito na forma de
fracdo decimal, com uma quantidade finita de n digitos e utilizando o processo da

divisdo em subintervalos de 10, ou seja, em dez partes iguais, P nao vai ocorrer

como ponto inicial de um subintervalo, mas P pode ainda ser incluido em intervalos
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que se tornam cada vez menores, em relacéo a divisdo decimal, em qualquer grau
de aproximacéo a qual se deseja.

Supondo que o ponto P esteja situado no primeiro intervalo unitario. Ao se
subdividir esse intervalo em dez partes iguais, cada parte com o comprimento de

1071, verifica-se que P, esta contido, por exemplo, no quarto intervalo.
P

0 01 02 0,3 o4 05 06 07 08 09 1

Figura XIX: Subdivisdo do segmento unitario em dez partes iguais

Nesse momento, P esta situado, digamos entre 0,3 e 0,4. Dando sequéncia,
subdivide o intervalo entre 0,3 e 0,4 em dez partes iguais, cada uma com o
comprimento de 1072, Nesse caso, considere P estard situado, no quarto deste
intervalo, entre 0,33 e 0,34.

p
03 031 032 033 034 035 036 037 038 039 04

Figura XX: Subdivisao do segmento [0,3;0,4] em dez partes iguais

Subdividindo novamente, verifica-se que, por exemplo, P esta situado no

primeiro intervalo de comprimento 1073, logo, P esta, digamos, entre 0,330 e 0,331.

p
0,33 0,331 0,332 0,333 0,334 0,335 0,336 0,337 0,338 0,339 0,34

Figura XXI: Subdivisdo do segmento [0,33;0,34] em dez partes iguais

Continuando esse raciocinio indefinidamente, pode-se levar a uma sequéncia
sem fim de digitos a, a, as a,, ..., a, ,satisfazendo a propriedade que segue:

Qualquer que seja o numero n escolhido, o ponto P esta incluido no intervalo
I, cujo ponto inicial é fracdo decimal 0,a,a,asa,as...a,,_,a,. O ponto terminal é
0,a,a,a3a, a,_,a,(a, + 1) com comprimento de I,, sendo 107™".

Se a escolha for sucessivamente n = 1,2,3,4,5,..., pode-se observar que
cada um destes intervalos, I, 1, 15,1,,15 esta contido naquele que o precedeu,
enquanto seus comprimentos 1071,1072,1073,1074,1075,.. tendem a zero
(COURANT & ROBBINS, 2000, p. 71). Pode-se dizer que um ponto P esta contido

em uma sequéncia de intervalos encaixados.
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Considerando o ponto P = g entdo os digitos a,a,a;a, ... serdo todos iguais a
3. Nesse caso, P estara contido em um intervalo encaixado que vai de
0,33333...33até 0,33333...34, isto é, 0,33333...333< § < 0,33333...34, para
qualquer quantidade de digitos arbitrariamente grande. A forma de expressar essa

concepcgdo, é dizer que o numero 0,333333...33, tende a % a medida que a

guantidade n de digitos aumenta. Dessa forma, escreve-se que §:0,333...,

indicando que a fragdo decimal deve ser continuada indefinidamente, ou seja,

1 3 3 3 3 . . ~ .
~=—+—+-—5+—+-- . Mas como ficaria a representagdo decimal do ponto
3 10 10 10 10
V27?

Ao analisar a solucdo da equacdo x? = 2, identifica-se que o resultado é o

ponto irracional 2. Pode-se conduzir este ponto, a uma fracdo decimal
indefinidamente continuada, mas, segundo Courant e Robbins (2000, p.72), a lei que
determina os valores dos digitos na sequéncia néo é, de forma alguma, obvia. Pode-
se afirmar que nao existe explicitamente uma forma que determine os digitos
sucessivos deste ponto, porém é possivel calcular quantos digitos quiser.

Voltando a equagdo x? = 2, verifica-se que 2 esta entre x2 e (x + 1)?, ou seja,
x? <2< (x+1)2 ondmero (x + 1) é considerado a raiz quadrada de 2 a menos de
uma unidade, por excesso. Se x = 1, entdo, a solugdo da equagdo x? = 2 satisfaz
1 < x < 2. Seguindo o desenvolvimento acima, tem-se as aproximacdes racionais
para a solucdo da equacgdo x? = 2, que se encontram entre 1 e 2.

A raiz quadrada de 2 a menos de um décimo por falta € o maior niumero
inteiro de décimos, cujo quadrado € menor que 2. Isso € equivalente a dizer que

X 2 x+1 2 - x+1 2 z .
(E) <2< (?) , sendo o0 numero (7) € a raiz quadrada de 2 por excesso, a

menos de um décimo.

Para demarcar o ponto v/2, divide o intervalo entre 1 e 2, em dez partes

iguais, conforme a figura abaixo:

1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Figura XXII: Subdivisdo do segmento [1;2] em dez partes iguais



89

Verifica-se que 12 =1<2<22=4¢e (1,4)* =196 <2 < (1,5)% = 2,25. Nota-
se que 1,4 é a raiz quadrada de 2, a menos de um décimo por falta e 1,5 é a raiz
quadrada de 2 a menos de um décimo por excesso, logo 1,4 <+2 < 1,5. Na

~ . , ~ . ~ 1
sequéncia, obtém-se a solugéo aproximada da equacao a menos de 5o POr falta e

por excesso, logo basta dividir o intervalo entre 1,4 e 1,5 em dez partes iguais:

14 141 142 143 144 145 146 147 148 149 15

Figura XXIII: Subdivisdo do segmento [1,4;1,5] em dez partes iguais

Logo (1,41)* = 1,9881 < 2 < (1,42)? = 2,0264. O valor 1,41 é a raiz quadrada
de 2 a menos de um centésimo pela falta e 1,42 € a raiz quadrada de 2 a menos de
um centésimo por excesso. Seguindo 0 mesmo raciocinio, tem-se que (1,414)? <
2 < (1,415)?,(1,4142)? < 2 < (1,4143)%, e assim por diante. As classes das
solucdes da equagdo x?2 = 2, por falta e por excesso, constituidas por decimais
infinitas: A = {1; 1,4; 1,41;1,414;1,4142;...}
eB={2;1,5,; 1,42; 1,415; 1.4143,...}.

De uma forma geral, afirma-se que um ponto P que ndo esta representado
por qualquer fracdo decimal com um numero n, finito de digitos, é representado por
uma fracdo decimal infinita, z, a,aza, ... Se, para cada valor de n, o ponto P se
situar em um intervalo cujo comprimento € 10~", o seu ponto inicial sera indicado por
Z,a,0,030y ...04y,.

E importante observar que existe uma correspondéncia estabelecida entre
todos os pontos da reta numérica e todas as fracdes decimais finitas ou infinitas de
maneira a definir que um numero é uma decimal finita ou infinita (COURANT &
ROBBINS, 2000, p. 72).

As decimais infinitas que ndo representam numeros racionais sao 0s niumeros
irracionais. Essas consideracfes eram aceitas como satisfatérias para o sistema dos
nameros racionais e dos irracionais, até meados do século XIX, sendo conhecidas
como continuo numérico.

Um reexame critico de principios e de consolidacdo de resultados, os
matematicos perceberam que o conceito de numero irracional exigia uma analise

mais precisa, no entanto o desenvolvimento do sistema numérico permitiu um
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grande avanco da matematica desde o século XVII, e, em particular, da Geometria

Analitica e do Calculo Diferencial e Integral.
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CONSIDERACOES

Esta pesquisa se configura como uma proposta para iniciar uma reflexao
sobre 0 que poderia ser trabalho da disciplina de Andlise Real para os cursos de
licenciatura em matemética e também um convite ao professor do ensino
fundamental e do ensino médio a entender aspectos da constru¢cdo dos numeros
reais em suas estruturas “algébrica e topoldgica”, identificando consequéncias desta
na matematica produzida no ambiente escolar.

Para este empreendimento, o autor se dispds a apresentar algumas questdes
envolvidas na dindmica de sala de aula e também a clarear aspectos que
diferenciam matematica escolar e mateméatica académica. Como o foco desta
pesquisa tem como referéncia a formacdo inicial ou continuada do professor,
emprendeu-se neste trabalho um dialogo, permitindo, dentre varias concepcoes,
concluir que, em termos da formacdo do professor de matematica, ainda ha a
necessidade de se encontrar formas para uma melhor qualificagéo.

Durante o processo de desenvolvimento deste trabalho foi criado pelo
orientador, Prof. Dr. Carlos A. S. Soares, um grupo de estudos em Analise Real que
tinha como objetivo discutir e desenvolver conhecimentos na matéria em questao.

O grupo era composto por trés pessoas: o orientador, Prof. Dr. Carlos Alberto
Santana Soares, os mestrandos, Franscisco Bessa e Willian Cruz. Neste mesmo
grupo, sendo convidado inicialmente pelo professor Francisco Bessa a participar de
uma das reunides, o professor Hernando se integrou ao grupo, com a diferenca de
nao ter cursado no mestrado a disciplina Topicos de Analise Matematica I.

O professor Hernando passou a ser entdo o ponto de apoio e de validacdo
desta pesquisa. Durante a producéo deste trabalho foi solicitado a ele, em virtude da
visdo que ja trazia da graduacdo, que pudesse buscar questdes a medida que a
pesquisa avancgasse, dentro do material produzido pela mesma.

Com as duvidas surgidas nos encontros do grupo quanto ao desenvolvimento
de certos aspectos da matematica formal e correlacdes identificadas, no ambito do
ensino fundamental e do ensino médio, a pesquisa foi se diferenciando em varias
abordagens, das linguagens traduzidas nos livros-textos de Andlise, ganhando uma
caracteristica particular de ser um instrumento que discute formagdo, matematica
escolar e académica e, ao mesmo tempo, se apresentando como ferramenta para o
estudo de certas definicbes, demonstracdes e/ou aplicacbes da mateméatica formal,

dos cursos de Analise Real.
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Ao se falar de demonstragdes, percebe-se, segundo Garnica (2002, p. 76) a
inexisténcia de referéncias sobre a prova rigorosa (demonstracdes) tratada no
contexto da formacdo de professores, embora existam literaturas em Educacéo
Matematica, que trazem um numero significativo de publicacdes relativas ao tema,
abrindo possibilidades de analisar a prova como uma atividade social e de
negociacdo em comunidade, a qual € considerada constituicio de um regime de
verdade.

No grupo, varios aspectos eram discutidos, sempre percebendo quais
contribuicdes poderiam emergir na perspectiva do trabalho formal da matemética e
das consequéncias desse no ambito do ensino fundamental e do ensino médio. Ao
término do trabalho, foram feitas duas perguntas para o professor Hernando sobre a
importancia das provas e das demonstracdes no curso de Andlise Real para
licenciatura.

1 - Para vocé, qual é o papel das demonstracdes em matematica?

RESP: Penso que o papel das demonstracbes & dar veracidade as afirmativas

matematicas, como as férmulas, teoremas, etc*?,

Segundo Bicudo (2002, p.67), um dos maiores passos isolados da légica dos
tltimos 200 anos, foi a explicitacdo do conceito de demonstracdo. Em termos
I6gicos, uma demonstracdo pode ser considerada uma sequéncia finita de férmulas,
em gue cada uma seja ou um axioma, ou conclusdo de uma regra cujas hipoteses
precedam essa formula na sequéncia dada (BICUDO 2002, p.67), porém 0 mesmo

autor afirma que:

Em suma, quando se trata de discorrer sobre a DEMONSTRACAO"™
MATEMATICA, o matematico parece estar na mesma posicdo de Santo
Agostinho em relacdo ao tempo e, talvez, a Unica coisa sensata a fazer seja
responder como o Santo. DEMONSTRACAO MATEMATICA — se ndo me
perguntam o que é, eu sei; se me perguntam, e eu queira explicar, ndo sei
(BICUDO, 2002, p.71).

N&o foi objetivo desta pesquisa discutir o que é demonstracdo, mas, com
certeza, foi um questionamento que acompanhou todo trabalho, causando duvidas e
despertando interesses.

Estudar uma matematica mais formal, aproximando-se das demonstracdes
matematicas, fez surgir outros questionamentos que foram respondidos pelo

professor Hernando, o qual se mostrou muito entusiasmado ndo s6 em dar as

12 Os destaques sublinhados dao énfase as respostas do participante da pesquisa.
13 Destaque do autor da citagéo.
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respostas, mas em procurar associar sua vivencia como professor do ensino médio
a estas questoes.

2 - Vocé acha necessério fazer demonstracdes no processo de ensino e
aprendizagem em matematica na educacdo basica? E na formacdo do
professor?

RESP: Desde que a demonstracdo ndo seja um fator complicador que desmotive os

alunos, sua insercdo em certos momentos pode contribuir para um melhor

entendimento dos conceitos matematicos.

Quanto ao professor, penso que, independente do segmento gque trabalhe,

0 conhecimento da sua disciplina deva ser progressivo e continuamente estimulado.

Durante o processo de producédo de alguns teoremas, 0 grupo se sentiu
incomodado, principalmente quando colocado frente as demonstra¢cées do supremo
e do infimo de um conjunto, no que fala de sua existéncia ou ndo. Basicamente,
foram necessarios exatamente cinco encontros para que, de fato, fosse
compreensivel tanto para o professor Hernando quanto para o grupo tal
procedimento.

Essas duvidas fizeram com que neste tema o0 autor ndo conseguisse
encontrar um elo que aproximava este assunto do desenvolvimento da matematica,
vivenciada no ensino fundamental e no ensino médio. De fato, ainda € um obstaculo
a compreensao de tal assunto.

Em relacdo as demonstracbes e/ou provas rigorosas na formacdo de
matematica do professor que leciona na educacao basica, Garnica (2002) coloca
esse assunto entre dois campos, 0s quais denominam como o0 campo da técnica e o
campo da critica, que apresentam divergéncias sobre “verdade”, em particular
“verdade matematica”, e sobre as vertentes nas quais poderiam se situar, sendo a
técnica, o campo de producado cientifica da matematica e a critica o campo da
Educacdo Matematica.

Garnica (2002) conclui:

(...) a prova rigorosa, sendo elemento fundamental para entender a préatica
cientifica da Mateméatica, seria também fundamental nos cursos de
formagédo de professores, ndo como mero recurso técnico, mas numa
abordagem critica, que possibilitasse uma visada panoramica nos modos de
produgdo e manutengdo da “ideologia da certeza” para que, a partir disso,
pudessem ser produzidas formas alternativas de tratamento as
argumentagbes sobre 0s objetos matematicos em salas de aula reais
(GARNICA, 2002, p. 75).
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Apesar das dificuldades encontradas no produzir e no transcrever esta
pesquisa, a aproximacdo do desenvolvimento formal da matematica permitiu abrir
campo para outras discussoes, relativas a formagdo matematica do professor de
matemaética.

Essas dificuldades se acentuaram pela pouca literatura que tratasse do
assunto nas concepc¢des da Educacdo Matematica e pela forma como o autor trazia
certos conceitos com as imagens conceituais que tinha do conhecimento da
matematica que trabalhava na Educacao Basica.

As compreensdes de certos aspectos da matematica formal foram
observadas no transcorrer deste trabalho, buscando associar questbes importantes
da matematica do ensino fundamental e do ensino médio, dando aos mesmos um
tratamento mais rigoroso.

Um exemplo sdo questbes que envolvem o modulo de um namero real; o
autor percebeu que situacbes de calculos com equacdes do 2° grau, raizes

guadradas e modulo causavam muitas duvidas no grupo.

Modulo de um ndmero x pode ser caracterizado por |x| = \/x_ze a partir desta
caracterizacdo discutem-se alguns topicos envolvidos na educacdo basica,
principalmente no ensino médio no que diz respeito ao calculo de equacbes e
inequacoes.

As aplicacdes modulares permitem resolver sentencas como x* = 16 (por
exemplo), na qual estdo envolvidas relacbes que, muitas vezes, sdo omitidas no
transcorrer destes calculos na educacao basica. Essas situacfes de resolucédo de
equacdes quadradas, ou 2° grau, geralmente admitem duas solucbes que séao
valores simétricos, as quais ficam, muitas vezes, reduzidas a aplicacdes de regras,
como: “passar o quadrado para o segundo membro como mais ou menos a raiz

guadrada do termo do segundo membro” (grifo nosso).

¥ =16=2>x =+V16=>x = +4

Porém, em relacdo ao desenvolvimento formal da Analise Real, destacam-se
as propriedades de modulo, ja que os dois membros da igualdade acima séo
positivos. Logo, para pensar nesse mais ou menos do resultado dessa sentenca e
evitar que essa forma de calcular seja generalizada para célculo de raizes
quadradas, que por definicdo é positiva, ou seja,v16 = 4. Propdem-se a aplicacio

da definicdo de médulo, garantido, assim, as solu¢des da sentenca em destaque:
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¥ =16=>Vx2=V16=|x| =4=>x = 4oux = —4.

De forma generalizada: Sendo a um elemento positivo, logo:
x¥*=a=|x|=Va=x=+Va

Um cuidado a ser observado é na igualdade que segue: |-r| =r. Essa
igualdade nao é verdadeira, pois parar = —5, por exemplo, tem-se |[—(-5)| = -5,
que é falso, pois 0 modulo nunca € negativo (DANTE, 2009, p. 100).

Outra diferenca notavel no que se refere a modulo é a percepcdo das
igualdades |x| =7 e x =1|7|. No primeiro caso, x = 7 ou x = —7, ja no segundo
caso,x = 7, ndo admitindo outra solugéo.

A aplicacdo de modulo no ensino fundamental e no ensino medio inicia-se no
7° ano do ensino fundamental. J& no ensino médio vem fortemente ligada aos
ensinos de fungbes modulares, equacgdes e inequacdes modulares.

As duvidas que perpassaram pelo grupo, foram trazidas pelos membros do
mesmo, que atuam na educacao basica e com experiéncia de mais de uma década
em sala de aula. O grupo ndo estava seguro para falar das situacées que se
apresentaram nos encontros.

Outras questdes, como o caso da multiplicacdo por zero, que foi amplamente
discutida, a ponto de surgir o questionamento de como foi importante a introducao
do zero e dos numeros negativos em especial, o grupo concordou com Courant e

Robbins (2000, p. 64), os quais afirmam que introducédo do simbolo 0 foi um grande
passo no sentido de remover a restricdo dada a operacado b - a, definindo-se que
a-a = 0. Mais importante ainda foi a introdu¢cdo dos simbolos — 1, - 2, -3, ...

juntamente com a definicdo b -a = —(a - b) (COURANT & ROBBINS, 2000, p. 64).

Os questionamentos do grupo sdo geralmente encontrados por professores
de matematica do ensino fundamental e do ensino médio em sua pratica. A tentativa
€ de perceber quais contribuicbes podem emergir na dinamica desta pesquisa na
formacédo do futuro professor de mateméatica, pois 0s questionamentos sédo diversos
e as estruturas de aprendizagem séo distintas.

A aceitacdo de certos axiomas na construcdo da estrutura de corpo foi um
grande salto na dindmica de buscar relagbes envolvidas na estrutura da matematica
produzida no ensino fundamental e no ensino médio. No que se refere aos

elementos simétrico e inverso, algumas duvidas presentes em salas de aula de
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matematica, que se apresentaram em alguns momentos na discussdo do grupo
foram resolvidas.

No caso desses axiomas se impdem apenas a existéncia (de simétrico ou
inverso), mas, de fato, prova-se ainda a unicidade (estes elementos sdo Unicos). A
unicidade desses elementos permite entender conceitos mateméaticos envolvidos
nas operacdes comuns de equacdes ou ha propria Aritmética.

Destaca-se nesta pesquisa, um ponto principal que é a apresentacdo e o
significado dos nimeros irracionais. Diversos textos escolares apresentam o numero
irracional, como o nimero que nao se pode escrever na forma de fracdo e também
como o0 numero que tem uma representacao infinita e nao-periédica, porém, na
perspectiva do autor, esse assunto vem acompanhado de varias questdes que o
professor pode explorar. Segundo Moreira e David (2005, p. 82), essa duas
caracterizacdes néo tem significado algum para o aluno se o mesmo ainda assume
0 universo dos racionais.

Os mesmos autores esclarecem:

Quando ndo se sabe o que significa uma forma decimal infinita e néo-
periddica também ndo se sabe o que € numero irracional e vice-versa. Do
mesmo modo, se a ideia escolar de nuimero est4d associada, na sua
acepcdo mais ampla, apenas a uma razdo de inteiros, os irracionais nao
sd0 numeros ja que ndo sdo razdo de inteiros (MOREIRA & DAVID, 2005,
p. 82).

E comum no ensino fundamental e no ensino médio definir nimeros reais
COMO a uniao entre 0s racionais e 0s irracionais, nao esclarecendo o sentido de se

conceber 0os nimeros irracionais como numeros ou o significado que possa ter.

Ressalta-se que, na constru¢cdo dos numeros reais como corpos ordenados
completos, prova-se a existéncia de reais que ndo sao racionais, sendo esses,
supremos de subconjuntos de reais ndo-vazios e limitados superiormente.

Moreira e David (2005) criticam em seu trabalho, o tratamento formal dado
aos numeros reais na licenciatura, mostrando que essa forma de apresentar tais
nameros ndo oferece alternativas para o tratamento dado aos mesmos, nos textos
escolares, que é “legitimo, mesmo de forma inadequada”, esclarecem os autores.
Os mesmos autores consideram que uma forma possivel de se trabalhar nimeros
irracionais, seria através da incomensurabilidade, trabalhando as questdes de
medidas, permitindo discutir a insuficiéncia dos numeros racionais, podendo servir
de base para uma abordagem que venha ser mais compreensivel e transparente

para o educando.
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N&o ha um consenso em relagcdo ao trabalho com a incomensurabilidade no
ensino fundamental e no ensino médio, porém, o autor concorda com Moreira e
David que apdiam a discusséao de tal nocao na licenciatura.

Os autores dizem:

(...) O fato é que o dominio dos conhecimentos envolvidos com o trabalho
da incomensurabilidade e sua vinculagdo como o significado dos nameros
irracionais pode ser essencial ao desempenho de eventuais tarefas de
avaliacdo, selecdo e adaptacdo ou mesmo a construgcédo e a implementacao
de possiveis propostas de abordagem escolar do tema “numeros reais
(MOREIRA & DAVID, 2005, p. 83).

Abordada nesta pesquisa a definicdo formal da representacdo decimal,
percebe-se que, a partir dos resultados estabelecidos, pode-se provar que todo
numero real admite uma representacdo decimal infinita e que a representacao
decimal dos irracionais € infinita e ndo-periodica, com o intuito de chamar a atencéo
do professor e\ou licenciando em matematica para as validades da matematica
escolar, tendo alternativas para melhor definir os caminhos do seu fazer pedagogico.

Buscou-se nesta pesquisa, aproximar-se das situacdes que envolvem o
contexto do ensino fundamental e do ensino médio, ora trabalhando numa visédo
mais geomeétrica, ora huma visdo mais algébrica. Nesse construto, se destacam as
dizimas periddicas que sao as representacdes decimais de uma divisdo continuada,
ou prolongada indefinidamente. Esses decimais infinitos e periédicos também séo
considerados numeros, ja que partem de fracbes racionais.

Por serem numeros que geralmente causam muita confusdo principalmente
em termos de operagbes, 0 autor propds nesta pesquisa, em anexo, criar uma
oficina que tem como objetivos:

- apresentar as representacdes decimais de numeros reais em um desenvolvimento
formal e discutir questdes que envolvem este assunto no ambito do ensino
fundamental e do ensino médio

- desenvolver junto ao professor do ensino fundamental e do ensino médio, uma
relacdo de proximidade entre o conteudo Analise Real e a matematica produzida no
seio escolar, discutindo as idéias e no¢des sobre nimeros racionais e irracionais em
suas respectivas representacdes decimais.

- Sugerir uma melhor compreensdo na no¢do da densidade dos numeros reais,
traduzir as diferentes linguagens dadas a este conceito, principalmente no que se
refere a fracbes geratrizes das dizimas, periodos das dizimas e outras

configuragoes.
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O autor procurou, neste trabalho, proporcionar ao professor e\ou licenciando
em matematica, situacfes estudadas em um curso de Andlise Real, levantando
algumas questdes e mostrando as dificuldades que perpassam por assuntos mais
abstratos. Para esta pesquisa, foram dispostas etapas importantes, a destacar o
estudo de um numero significativo de textos, livros e outros; compreensdo dos
conteudos apresentados; desenvolvimento da pesquisa dentro do rigor necessario; a
construcdo de um procedimento metodoldgico coerente com os objetivos definidos;
desprendimento de certos aspectos da matematica escolar e académica, para uma
melhor compreenséo destas duas formas do fazer matematico.

O autor assumiu também grandes dificuldades em buscar na sua pratica
elementos que pudessem compor a dindamica desta pesquisa. Muitas vezes, 0
cansaco e o desanimo foram sendo obstaculos para se desenvolver o trabalho e
apresenta-lo com a qualidade e o dinamismo de poder ser um instrumento de apoio
a possiveis discussdes sobre o ensino de Analise Real na licenciatura.

O autor buscou aspectos que poderiam ser consequéncias da construcao
formal dos numeros reais no desenvolvimento da matematica tanto no ensino
fundamental quanto no ensino médio, mas, em muitos momentos, ele ndo conseguiu
associar tais aspectos, entdo, apresentou algumas consideragdes dentro do proprio
campo da matematica formal.

Como a proposta desta pesquisa era apresentar oS numeros reais nas
estruturas “algébrica e topoldgica”, convidando o professor do ensino fundamental e
do ensino médio a entender tais aspectos e, se possivel, iniciar, a partir dos
nameros reais, uma discussdo sobre como poderia ser o curso de Analise Real para
licenciatura, o autor acredita ter vencido esta etapa. Porém ndo é um término de um
trabalho, mas o inicio de um desenvolvimento que pode seguir por varias direcoes,

sendo outros estudos e pesquisas responsaveis para indicar novas possibilidades.
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ANEXO

OFICINA: Um olhar para as Representacfes decimais de nimeros reais.
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Resumo

Esta oficina se caracteriza por desenvolver um trabalho com as representacdes decimais de
numeros reais, propondo uma melhor compreensdo dos conceitos e das concepcdes
atribuidos a este conteido no ambito do ensino fundamental e médio. Dispem-se neste
trabalho utilizar de varios recursos, quer seja humanos quer seja tecnoldgicos, contribuindo
para formacéo inicial ou continuada do professor de matematica. Esta oficina vem como
proposta anexa ao trabalho de pesquisa para obtencdo do grau de mestre profissional em
Educacdo Matematica pela Universidade Federal de Juiz de Fora. Configura-se como
suporte a possibilidade de iniciar uma reflexdo sobre como poderia ser o trabalho da
disciplina Andlise Real nos cursos de licenciatura em matematica. E também um convite ao
professor do ensino fundamental e médio a entender aspectos formais na apresentacao das
dizimas periddicas e obter uma maior compreensao na diferenca de definicdes e
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Justificativa

Ao desenvolver uma pesquisa para obtencdo do grau de mestre no programa
de Mestrado Profissional em Educacdo Mateméatica pela Universidade Federal de
Juiz de Fora, na qual, o autor apresenta a construcdo dos NUmeros Reais nas

estruturas “algébrica e topoldgica”, a proposta desta oficina surgiu, aliada a
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necessidade pessoal do autor em entender certos aspectos na constru¢cdo dos
nameros decimais infinitos periddicos e ndo peridédicos e também compreender a
nocdo de densidade, tdo presente no estudo de limite, continuidade, derivada e
integral de funcdes reais de variavel real e pouco comentada nas aulas de
matematica do ensino fundamental e médio. Na oportunidade, buscar-se-a elucidar
situacbes apresentadas em livros textos de matematica adotados no ensino
fundamental e médio, para uma melhor compreensdo das questdes envolvendo
nameros reais nas representacdes decimais periddicas e ndo periodicas.

Cursando um mestrado profissional em Educacdo Matematica, que tem por
caracteristica aproximar o professor das leituras e pesquisas na area e por
consequéncia, incentiva-lo a propor materiais de apdéio as préaticas pedagogicas que
poderdo servir de suporte para dindmica da matemética, produzida no seio escolar,
0 autor se sentiu motivado a unir sua necessidade pessoal, a oportunidade de
desenvolver esta oficina, visando buscar uma melhor compreensdo das
representacdes decimais, em seus aspectos formais e praticos, e compreender as
leituras referentes a esse assunto, apresentadas nos livros didaticos.

Atribuir certos aspectos formais ao desenvolvimento das representacdes
decimais pode contribuir para elucidar questdes que ainda ndo foram totalmente
discutidas ou compreendidas pelos professores que lecionam esta matéria, no
ensino fundamental e médio (grifo nosso).

Penteado e Silva (2007, p.1) trazem, no seu trabalho intitulado “O Estudo da
Densidade dos NUumeros Reais no Ensino Médio”, que tem como tema a abordagem
da densidade dos numeros reais, no sentido da existéncia de infinitos nameros
racionais e infinitos irracionais entre dois numeros reais distintos que, algumas
pesquisas realizadas em Israel e na Franca, apontam certas dificuldades dos alunos
em compreender alguns contetdos, devido a falta de conhecimento a respeito dos
nameros reais e das suas propriedades. Os autores destacam algumas confusdes
sobre a nocdo da distingdo entre numeros racionais e irracionais e a nogcao de
densidade. Essas confusfes estdo associadas, segundo os autores, as concepc¢des
e as crencas dos pesquisados, de que um numero irracional tem uma representacao
decimal ilimitada, a dificuldade de distingéo entre a cardinalidade dos naturais e dos
reais, a associacdo do numero irracional como nimero ndo exato, a concepgao de
gue o numero irracional ndo é inteiro ou é negativo dentre outras destacadas pelos

autores.
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No Brasil, destaca-se a pesquisa feita por Igliori e Silva (2001), realizada com
alunos recém-ingressos nos cursos de ciéncia da computacdo e com os formandos
dos cursos de licenciatura em matematica. Esta pesquisa evidenciou a confuséo
existente entre 0s conceitos de numeros racionais e irracionais em relacdo a
representacao decimal, ao sucessor e a existéncia de infinitos nimeros.

Igliori e Silva (2001) evidenciaram a forma pela qual os alunos confundiam a
definicdo de numero irracional, sendo para eles, numeros infinitos, ou seja, aquele
gue contem infinitos digitos apds a virgula, ou ainda raizes. Nesta mesma pesquisa,
os alunos definiram nimeros racionais como sendo exatos ou inteiros. No caso do
uso das reticéncias, os autores Igliori e Silva (2001) afirmaram que os alunos
pesquisados ficaram desconfortaveis, causando instabilidade nas respostas
proferidas.

Segundo Moreira e David (2005, p. 90), os numeros decimais desempenham
uma funcdo ambigua, até certo estagio da aprendizagem escolar, sendo um topico
de grande importancia. Tem o papel de ajudar na construcdo abstrata de namero,
guando se consideram certos decimais finitos, sendo um subconstruto associado a
ndameros racionais, ou como representacdo quando considerados registros de
nameros racionais ou reais e ainda podem ser identificados com a prépria nocao de
namero, N0 caso em que se conceituam os irracionais como decimais infinitos e nao
periodicos.

A representagdo decimal dos reais se reduz primariamente a uma
compreensao do sistema decimal de registros de niumeros naturais, ndo passando
de uma extensao dessa ideia basica (MOREIRA & DAVID, 2005, p. 90). O grande
desafio é construir de forma coerente tal significado na apresentacdo desse
elemento no ambito do ensino fundamental e médio, diminuindo as dificuldades de
compreensao dos estudantes.

No ensino fundamental, ha o costume de apresentar aos estudantes, primeiro
as fracdes ordinarias e consequentemente os numeros decimais, determinados a
partir destas fracoes.

De acordo com Avila (2006, p.23) a conversdo de uma fra¢do ordinaria em
decimal se faz dividindo o numerador da fracdo pelo denominador. Se o denominar
da fragdo, na forma irredutivel, s6 contiver os fatores primos de 10 (2 e/ou 5), a

decimal resultante sera finita. Se o denominador da fracdo ordinaria em forma
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irredutivel tiver um fator primo diferente de 2 e 5, encontrar-se-a um decimal infinito e
periddico, ou seja, o resultado sera uma dizima periodica.

Para Moreira e David (2005, p. 92), a identificacdo da representacdo decimal
como resultado de uma divisdo continuada € uma das formas eficientes para a
atribuicdo da qualidade de namero as dizima periddica, identificando esse numero
como racional, pois € resultado da divisdo dois inteiros que previamente ja foram
identificados como numeros racionais.

Ao conceber a representacdo decimal para nimeros irracionais, Avila (2006,
p. 25), considera ndo ser nem finita e nem periddica. Esse mesmo autor considera
gue o primeiro numero irracional apresentado ao aluno no ensino fundamental e
médio € o numero PI (w), razdo do comprimento de uma circunferéncia pelo seu
didmetro, porém, no sentido formal, a demonstracdo da irracionalidade desse
namero esta fora do alcance da matematica para esse nivel de ensino.

Ainda no ensino fundamental e médio, o aluno é apresentado aos radicais e
novamente é informando a ele que raizes ndo exatas, como /3, V2,5, etc, sdo
nGmeros irracionais. Segundo Avila (2006, p. 35), o aluno tem condi¢des suficientes
para entender a demonstracdo da irracionalidade de 2, assim como outras
demonstracgoes.

Para Avila (2006), a apresentacdo dos nimeros irracionais, da forma como foi
discutida no paragrafo anterior, pode deixar no aluno a impresséo de que soO existem
o Pi (1) e alguns radicais como nameros irracionais, formando talvez a ideia de que
0 conjunto dos numero irracionais seja bem reduzido, no maximo enumeravel.

Essa visdo dicotomizada também esta presente em livros didaticos de
mateméatica adotados em algumas escolas publicas do Brasil. A imagem seguinte foi

retirada do livro “Tudo é Matematica” do autor Luiz Roberto Dante (2010, p. 34).

Figura I: O conjunto dos numeros reais
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Segundo o autor, o diagrama acima relaciona os conjuntos numericos N, Z Q, I

e R, sendo o conjunto I dos nimeros irracionais. Com base nessa apresentacéo, o
livro traz uma imagem de que o conjunto dos numeros irracionais é bem pequeno,
sugerindo ao leitor que esse conjunto tem poucos elementos, deixando a impressao
que esse conjunto é enumeravel®, o que de fato néo é verdade, pois trata se de um
conjunto ndo enumerdvel, ou seja, a cardinalidade® do conjunto dos nUmeros
irracionais € diferente da cardinalidade de N, demonstrada por Cantor em 1874.
Outra ilustracdo do mesmo livro (DANTE, 2010, p. 34) vem acompanhada da
definicdo do autor que conjunto dos numeros reais é a reunido do conjunto dos
nameros racionais com o conjunto dos numeros irracionais. Essa ilustracdo pode
causar também algumas duavidas, pois a imagem pode levar a subentender que os

dois conjuntos tém o mesmo tamanho.

Figura ll: Racionais e irracionais

Esta oficina abre campo para varias discussfes, porém, para um recorte da
mesma, este trabalho se pautara na compreensao das representacdes decimais dos
nameros reais, fundamentando-se na observacdo e na apresentacdo das dizimas
periddicas e na discussdo de certos aspectos desenvolvidos nos estudos dos
nameros decimais infinitos e ndo periddicos.

Moreira e David (2005, p. 96) apontam que, em outros estudos feitos para
classificar nimeros como racionais ou irracionais, € comum a identificacdo de
dizimas periédicas como ndmeros irracionais. Segundo 0os mesmos autores, 0S

alunos assumem que todos os numeros, 0s quais aparentemente apresentam certa

*Chama-se conjunto enumeravel todo conjunto equivalente ao conjunto dos nimeros naturais (AVILA,
2006, p. 33).

®Dois conjuntos tém a mesma cardinalidade se seus elementos podem ser colocados em
correspondéncia biunivoca, ou seja, quando € possivel estabelecer uma correspondéncia que leva
elementos distintos de um conjunto a elementos distintos do outro, tal que todos os elementos de um
e do outro conjunto sejam objetos dessa correspondéncia.
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anomalia, sao classificados como irracionais, ou seja, a infinidade de casas decimais
significa que um valor efetivamente nunca € atingido. Da mesma maneira, a
aceitacdo dos numeros negativos, que, de certa forma nao faz parte da intuicdo dos
alunos, sdo considerados também um namero irracional.

Presentes nos livros de matematica do ensino fundamental e médio, as
representacdes decimais despertam interesses, principalmente na forma pela qual
sdo caracterizadas. Apesar de ser um assunto bastante trabalhado no ensino
fundamental e médio, confusdes entre as representacdes de nlmeros racionais e
irracionais ainda causam duvidas e € nesta perspectiva que esta oficina pode
oferecer ao professor do ensino fundamental e médio em formacéo (continuada ou

inicial), uma compreensao de certos aspectos desse tema.

Objetivos

Objetivando esta oficina apresentar as representacfes decimais de nameros

reais em um desenvolvimento formal e discutir questdes que envolvem este assunto
no ambito do ensino fundamental e meédio, destacam-se também outros objetivos:
- desenvolver, junto ao professor do ensino fundamental e médio, uma relacédo de
proximidade entre o conteddo Andlise Real e a matemaética produzida no seio
escolar, discutindo as ideias e no¢des sobre nameros racionais e irracionais em
suas respectivas representacdes decimais.

- Sugerir uma melhor compreensédo na no¢do da densidade dos numeros reais.

Plano de acéo

O plano de acéo para o desenvolvimento desta oficina sera divido em trés
etapas, preenchendo o tempo de trabalho destinado a mesma.
1° tempo - 60 min: Sera feita uma apresentacéo expositiva da escolha do tema e/ou
motivos que contribuiram para o desencadear desta oficina, bem como a
apresentacao das dizimas periodicas e dos decimais infinitos ndo-periédicos, sendo
abordadas algumas consideracdes que possam ser importantes no decorrer do
trabalho.
2° tempo - 1h 30 min: Serdo apresentadas, neste segundo momento, cinco
situacbes de sala de aula, na forma de questbes, as quais serdo discutidas e

resolvidas durante esse tempo.
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- A primeira, relacionada a transformacgéo de frac6es em dizimas periodicas.
- A segunda, referente a transformacédo de dizimas periédicas na forma de
fracOes geratrizes.
- Aterceira, envolvendo decimais finitos escritos na forma infinita
- A quarta, envolvendo o periodo da dizima.
- A quinta, relacionada a densidade dos numeros reais e representacao
decimal dos nimeros irracionais.
3° tempo - 30 min: debate final em relagcdo aos problemas propostos, apresentacao
formal das dizimas peridédicas e das definicbes de numeros decimais infinitos
(periédicos e nao-periodicos) encontradas em livros didaticos do ensino fundamental
e médio e a apresentacdo da nocdo de densidade em no conjunto dos numeros

reais.

Procedimento metodoldgico da oficina

Esta oficina se resume em apresentar as representacdes decimais e em
entender aspectos da densidade dos numeros reais. Através de uma estrutura mais
formal, busca-se compreender e validar os aspectos pedagdgicos na aplicacdo
desses topicos, contribuindo para identificacdo de elementos estudados no ambito
do ensino fundamental e médio.

Para o desenvolvimento desta oficina, a abordagem, inicialmente escolhida,
foi o desenvolvimento das dizimas periddicas, que, ao longo do processo,
oportunizar4 tanto ao professor do ensino fundamental e médio quanto ao
licenciando em matematica, identificar elementos em livros didaticos e outros, 0s
guais utilizam, com ou sem rigor, tal estrutura.

Dando sequéncia, estudar-se-ao as representacées decimais dos numeros
irracionais, em contraste com as dizimas peridédicas, no intuito de desvelar
concepcdes e/ou consequéncias na aplicacdo deste assunto, no ambito do ensino

fundamental e médio.

Finalizando, serdo conduzidas discussfes em torno dos assuntos dizimas
periddicas, numeros irracionais na forma decimal e densidade do conjunto dos
nameros reais, formalizando alguns procedimentos e mostrando, ndo de forma

Impositiva, as possibilidades de entender questdes formais.
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Alguns conceitos a considerar
Limites: Uma aproximacao para séries geométricas infinitas
~ . - . 1 , z
Pense na representagdo decimal do numero racional - Esse nimero &

aproximado por uma sequéncia de outros numeros racionais, no qual os indices n
vao se tornando cada vez maiores, seguindo os valores consecutivos 1,2,3,... De
uma forma generalizada, pode-se considerar que certo namero racional s €
aproximado por uma sequéncia de outros numeros racionais s,, sendo n todos os
valores consecutivos 1,2,3,....

Para comecar, tome um segmento unitario e divida-o ao meio, pegue uma das
metades, e divida-o novamente ao meio. Sempre pegando uma das metades
restantes de cada divisdo, va dividindo-o ao meio, ate que os intervalos menores
obtidos tenham comprimento de 27", no qual n é escolhido arbitrariamente grande;

pode-se exemplificar, n = 1000, n = 100000, ou qualquer nimero que se desejar.

Figura lll: Dividindo o segmento unitario ao meio

Adicionando os comprimentos de todos os intervalos exceto o ultimo, obtém-
. ~ . . 1 1 1 1
se um comprimento total da sequéncia S,,, ou seja: S,, = Stotst ot

1
Considere a sequéncia S,, para n = 1; note que S; difere de 1 por (%) , ou

2
L L. — _1,1_3, i 1 —1] =
|51_1|_|E_1|_E’ paran =285, =-+=7;5, dlferedelpor(z) ,ouls,—1| =

|——1| === (—)ze para n =3, S3 =§+ +§=g; S; difere de 1 por (%)3 ou |S; —

1

4
1\3 . L )

1| = ——1| =-= (E) continuando o mesmo raciocinio acima, observa-se que a

n
sequéncia S,,, difere de 1 por G) e esta diferenca vai diminuindo, se tornando
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arbitrariamente pequena, ou tendendo a zero, a medida que n aumenta de forma
indefinida. O infinito considerado é o procedimento sem fim, ndo simbolizando uma
guantidade efetiva, logo ndo faz sentido afirmar que a diferenca é zero se n for
infinito.

O comportamento da sequéncia S,, € descrito como a soma §,, aproximando
do limite 1 a medida que n tende para o infinito, logo faz sentido a escrita 1 = §+
%+%+ -, no qual a direita tem-se uma série infinita, ndo significando que
efetivamente vai ser adicionado os infinitos termos, pois trata-se apenas de uma

expressao, que segundo Courant e Robbins (2000, p. 73) € abreviada para o fato de

gue 1 é o limite da soma infinita da sequéncia S,,, a medida que n tende ao infinito.

Nota-se que na igualdade 1 = %+ 212+ 233+ .-+ a forma de apresentar o simbolo

7

incompleto (+--) é meramente uma estenografia® matematica para afirmar

precisamente que 1 € o limite a medida que ntende ao infinito da quantidade

Sp = §+ % + % + -4 zin Pode-se usar de forma abreviada, a simbologia S, —1

guando n — o, ou a forma lim,_,,, Sn = 1. Essa ultima simbologia € utilizada dentro
de um rigor matematico que nao sera descrito nesta oficina.

Para tornar geral o conceito de limite, considera-se um numero g no intervalo
de (—1,1), logo as poténcias sucessivas de g, denotada por g, 42 4¢3, g%, ...,q", .., se
aproxima de zero, quando n aumentar. Se g for negativo, havera uma alternancia
dos valores das poténcias de q em valores positivos e negativos, os quais tenderéo
para zero pela esquerda ou pela direita alternadamente. O limite de ¢™, a medida

gue n tende ao infinito € zero. Simbolicamente indica-se por g - 0 com n — oo,

para —1 < ¢q < 1.

Se considerar g > 1o0u g < —1, sera que q", a medida que n tende a ao
infinito, tende a zero? Para uma analise mais detalhada, pode-se pensar em g = 2.
Escrevendo as poténcias sucessivas de ¢, tem-se 2,22 23,24 ..,2", .. pode-se
verificar que os valore crescem, se afastando de zero, logo ndo tende a zero, porém

para uma prova rigorosa da relagéo q" - 0 com n— oo, para —1 < g < 1, usa-se da

desigualdade de Bernoulli, a qual afirma que (1+p)" =1+ np, para qualquer

® Técnica de escrita abreviada segundo sinais convencionais que permite a rapida transcricdo de um
discurso (LAROUSSE, 2001, P. 401).
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p >—1 e n natural. Fixando g entre 0 e 1, tem-se ¢ =$, para p > 0. Logo,

q—ln =1+p)"=14+np>np :qin >np,o0u0<qgt< %% Logo, pode-se concluir que

s s . 1 1 7 las .
q" esta situado entre os valores fixos 0 e o sendo este ultimo se aproximando de
zero a medida que n aumenta arbitrariamente sem fim, dado que o ponto p € fixo e
. . 1
evidentemente q™ — 0. No caso de g ser negativo, tem-se q = ~ T e os valores

fixos se tornam (— %)(3) e

n

(%)(%) 0 invés de 0 e (1—17)(%) caso contrario,
segundo Courant e Robbins (2000, p.75), o raciocinio ndo se altera.

Considerando a série geométrica S, =1+ q+q*+--+q", sendo —1<q <
1, pode-se expressar a soma S, de uma forma mais simples e consistente. Esta
representacdo aparece com frequéncia nos estudos de progressfes geométricas
gue € um dos conteudos de sequéncias do ensino médio.

Se multiplicar S,, por g, a igualdade S, =1+ q + ¢* + -+ q", passara a ser
de forma equivalente ¢S, = q + ¢* + - + g™*1. Subtraindo as duas igualdades, tem-

S =1 24 ... n
Se{n +a+qi++q

=(1-¢)S,=1-g¢"" . Multipicando membro a
—an:q+q2+,,_+qn+1 ( CI) n q p
1—qn+1 1 n+1

membro por (1-g)7%, tem-se S, = T Pelo conceito de limite,

aumentando n tem-se q"*! =g"-q tendendo a zero, logo, passando ao limite
Sn —>1L_q guando n —» oo, para -1 < g < 1.

Esta linguagem permite escrever que uma série geométrica infinita 1+ g +

1 1 ‘o
CHg+ = T para —1 < g < 1. Voltando ao caso em que q = - tem-se a série
L. . g - 1 1 1 1 1 1
geomeétrica infinita 1 + ~ + 2 + = 4= =T =Ts 2.
2 2 2
. o fais 1 1 1
Considera-se agora a série geométrica S,, = Sttt Colocando o fator

2 em evidéncia, tem-se5n=3(1 +1+%+%+---)— 1( ! )=1-2= 1
2 2 2 2 2 2

~2\12
2
O intuito desta oficina € aproximar, tanto ao licenciando quanto ao professor
de matematica do ensino fundamental e médio, do desenvolvimento formal das

dizimas periédicas e identificar conceitos e caracterizacfes dadas a este assunto

nos livros didaticos do ensino fundamental e médio.
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Dizimas periédicas: um olhar diferenciado

Transformacéao de fragdes ordinarias em fracées decimais infinitas da origem
ao fendbmeno curioso das dizimas periddicas, gerando controvérsias, provocando
guestdes e desencadeando problemas.

Como seria a representacdo decimal infinita e periédica do nimero 1? Para
ilustrar o desenvolvimento das dizimas periddicas, considere o fato de que numa
divisdo de um numero por ele mesmo, cujo resultado é 1, a exigéncia de que o resto
seja sempre menor que o divisor fosse substituida por um fenémeno heterodoxo’,
em que o resto® seria igual ao divisor, como por exemplo, na diviséo de 5 por 5.

Observe:

5+5=0999.., como 5=+5=1,entdo € faciimente compreensivel que 0,9999... =

1. Na linguagem de série geométrica, escreve-se o numero 0,999... como a soma

. g s 9 1
infinita _+F+F+F+ 1o(1+_+ﬁ+ﬁ+ ) E<1 1)—1. Logo,

0,9999.... = 1.

Ao pensar na representacdo decimal de um nimero, seria possivel considerar
gue a decimal finita 0,34 e a decimal infinita 0,33999.... representa 0 mesmo
namero? Uma questdo a ser discutida e poderia causar davidas se ndo estivesse
bem definido o conceito de nimeros decimais.

Pode-se dizer que um numero decimal finito pode ser escrito na forma infinita,

bastando, para isso, considerar a dizima periédica 0,999... . No caso do exemplo,

observa-se que 0,33999... é o mesmo que — + F + F + F +o== + ﬁ +

103(1+ +F+ )=—+F+F(1_L%>=i+i+i(2):i+i+L:i+

F_os4

"Heterodoxo é gue ou aquele que se manifesta contrario a doutrina ortodoxa ou uma opinido
trad|C|0naI (LAROUSSE, 2001, P. 509).

8 Em cada etapa da diviséo, o resto considerado € o divisor, divido por 10, isto &, o resto de 5 dividido
por 5, na questdo acima, ndo é 5, e sim cinco décimos.
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De uma forma generalizada, um numero racional inteiro ou decimal finito,
pode ser escrito na forma de uma dizima periédica, representando o periodo desta

dizima por 9.

Algumas consideragdes sobre as dizimas:

Os ndmeros racionais 2 que ndo sdo fracdes decimais finitas podem ser

q
desenvolvidos como fragdes decimais infinitas, realizando o processo elementar do

algoritmo da divisdo. Em cada etapa, ha a necessidade de haver um resto ndo nulo,

pois caso contrério, a fracdo decimal seria finita.

p q

T,  €,0103A30405 ...axb;bybs ... b,

Os restos r; que surgem no processo da divisdo seréo 1, 2, 3,..., g - 1(todos
inteiros), de tal forma que haja no maximo g — 1 possibilidades diferentes para
valores dos restos, significando que algum resto r aparecera uma segunda vez,
fazendo com que todos os restos subsequente repitam novamente, mostrando que a
expressao decimal para qualquer numero racional é periodica.

O traco em cima dos digitos b, ..b; indica que esse conjunto repete
infinitamente, determinando, dessa forma, o periodo da dizima. Um exemplo a

considerar é = 0,33333... outro exemplo é o nimero racional % = 0,1222222 .....

Na sequéncia, serdo apontadas algumas situacdes para uma melhor
percepcdo do desenvolvimento das dizimas periodicas, aproximando do formalismo
conceitual exigido nos cursos de Andlise e abrindo campo para novas
consideracgoes.

Considere p <q nameros primos entre si, logo
s = 0,a,a,a3040s ... ax b b, b3 ... b,. Se multiplicar membro a membro por 10¥, implicar-
se-a na seguinte igualdade:

10% . § = ,a,03040s5 ... A, bib; b3 ... b, & 10% '§ = (10,030,405 ...ax + 0,b1b;bs ... b,.

7

O ndmero 0, b1 by b; ... b, €é:

———— biby.bj  biby.bj  biby..b; byby..bj 1 1
0, b.b,bs ...b, = === : : ...:_,.(1 L _ ):
P PLE25E3 e 10/ + 102J + 103J + 10/ + 10/ + 102J +

byb,..b; 1 _ biby..b; ( 10/ ) __ biby..b;
10/ -2/ 10/ 10/-1/ ~ 10/-1"
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Novamente, retorna-se a igualdade 10 - S: (103030405 ...ax + 0,b1bybs ... b,

e verifica-se que:
byb,..b;
10/-1 "

10k . §= A10,030405 ... AL + 0, b1b2b3 ...b] = 10k . §= A104,030405 ... AL +

Multiplicando membro a membro por 10/ — 1, tem-se a nova igualdade

(10/ — 1) - 10% . § = (10 — 1) - a;a,a3a,40s ...ay + by b, ... b;.

Multiplicando membro a membro por g, tem-se:

(10 —1)-10¥ - p = q-[(10/ = 1) - (aya,a3a4as5 ... az) + (b1b; ... b)),

significando que q é divisor de (10/ — 1) - 10¥. Se g for uma poténcia de 2 ou 5 ou de
2 e 5, entdo g € divisor de 10%, e desta forma, o decimal é exato, ou seja, ndo tem a
parte infinita e periddica. Porém se g ndo for multiplo somente de 2 e 5, encontra-se
a parte periodica, pois g sera divisor de (10/ —1). Um exemplo a destacar é a
representacao decimal da fracéo % Sabendo que 6 é multiplo de 2 e 3, logo escreve-
se que 2-3 é divisor de (10/ —1)10%, para j=1 e para k= 1. Se analisar as
condicoes de j e k, pode-se afirmar que a representacédo decimal da dizima ter4 um
elemento decimal que nao repete indefinidamente e um elemento decimal que faz
parte do periodo da dizima. De fato, se dividir o numerador da fracdo pelo

denominador, sera encontrada a representacdo decimal de %z 0,1666 ... . Outras

situacdes acompanham o mesmo raciocinio.
A fracdo que d& origem a dizima € denominada fragdo geratriz (IEZZI, 2007,
p. 12). Dada a dizima periodica 0, b;b,b; ...b,; essa dizima € considerada simples,

pois o periodo inicia-se imediatamente logo apds a virgula. Considere m, sendo a

byb,..b;
10/-1

geratriz desta dizima. A forma geral de encontrar m é dada por m = , logo, se

periodo tiver 4 termos, ou seja, j =4, o denominador da dizima sera 10* —1 =
9999. Isso explica o fato da geratriz da dizima periddica simples apresentar noves
em seu denominador.

Aplicando o conceito anterior, ao exemplo que segue, encontra-se a geratriz

da dizima 0,161616... Sabendo que o periodo é 16 e que j = 2, pois j corresponde

16 16 _ 16
102-1  100-1 99

a quantidade de algarismos do periodo, tem-se

Quando, logo ap6és a virgula, uma parte, sendo um algarismo ou um grupo de
algarismos ndo se repete, ou seja, ndo pertence ao periodo tem-se as dizimas

periédicas compostas, fazendo, como o préprio nome diz uma composicdo entre
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nao-periodo e periodo. Essas dizimas de forma geral, sdo representadas por
0,a,a,a3a4as5 ...agb by b3 ... b;.

Considere n, geratriz da dizima composta 0, a,a,;a3a,as ...agb;bybs...b;; a

[(10j—1)(a1 A,030405...0%)+by by ...bj]

(10/-1)10k Como

forma geral de escrever né dada por n =

[(10*-1)-1 +6] _ 9146 _ 15 _ 1
(ot-110t ~ 910 90 &

exemplo, a dizima 0,16666... tem como geratriz n =

A proposta ndo é substituir a ideia de usar as séries geométricas para
encontrar fragdes geratrizes, mas elucidar situagdes que ocorrem em salas de aulas
de matemética. Cabe ao professor decidir qual a melhor forma de trabalhar com
suas turmas, ficando claro que esta oficina serve como apoio para as praticas

pedagogicas.

Guias de trabalho
12 etapa: Apresentacdo e comentérios

Representacdo decimal de um namero real @ ndo negativo é uma expressao

. 00 ai .
que se caracteriza pela forma a = X2, que pode ser escrita compactamente

como a = ay, a,a,4a; ... 4, ..., €M que a, € um nimero inteiro maior ou igual a zero e
os indices ay, a,, as, a4, ... S0 digitos, ou seja, sdo numeros inteiros tais que 0 < a,, <
9.

As fracdes que tem 10, 100, 1000 no denominador podem ser representadas

na forma decimal. Essas fracbes sdo denominadas fracdes decimais. Com relacéo a

~ . ~ . ;s 2 4 9 1125
fracdo decimal, sua representacdo decimal é finita, logo ST 04 e 5= Toos =

1,125.

Todas as fracBes equivalentes as fracdes decimais tém denominadores que
podem ser escritos como poténcias de 2 ou 5, ou de 2 e 5. Se houver algum
denominador que apresenta, pelo menos um fator diferente de 2 e 5, entdo a fragéao

nao pode ser equivalentemente escrita na forma de fracdo decimal.

22 etapa: Atividades

1) Faz sentido escrever 1/3 = 0,33333..7 Qual o sentido de infinitas casas
decimais?

Discussédo: De acordo com os PCNs (1998) de matematica para o ensino

fundamental, as dificuldades encontradas no processo de aprendizagem dos
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nameros racionais, em especial, dos decimais finitos e infinitos se deve ao fato de
gue a aprendizagem dos numeros racionais supdem rupturas com ideias construidas
para 0s numeros naturais. Ao trabalhar como 0s numeros racionais, 0s alunos
acabam tendo que enfrentar obstaculos dos quais se destaca a representacdo do

nUmero racional na forma finita e infinita.

2) Escreva 12,314157237 na forma %.

Discussédo: Ao se observar célculos numéricos com aproximacdes, observa-se que
no campo dos racionais ocorrem duas representacdes, a fracionaria e a decimal,

sendo essa Ultima, finita ou infinita periddica (BRASIL, 1998).

3) Mostre que 0,999...= 1. E que 2,5=2,4999... e 1,48 = 1,47999...

Discusséo: As representacdes infinitas (tanto de racionais como de irracionais) dao
origem ao problema da aproximacdo numeérica, mostrando a necessidade de
considerar apenas um numero finito de ordens decimais na representacdo do
namero. Essa é uma oportunidade apropriada para se abordar o conceito de

arrendamento e as consequéncias nos resultados das operacdes (BRASIL, 1998).

4) Responda, justificando a resposta. A representacdo decimal de 3/17 é infinita e
periddica? Caso afirmativo, quantos algarismos tém o periodo dessa dizima?
Discusséo: Destacam-se as importancias de centrar as situacdes de aprendizagem
na elaboracdo de estratégias. De acordo como PCNs de matematica do ensino
fundamental (1998), é preciso que o0 aluno desenvolva processos importantes como
intuicdo, analogia, inducdo e deducdo, e ndo atividades voltadas para a
memorizacao, desprovidas de compreensdo ou de um trabalho que privilegie uma

formalizacdo precoce dos conceitos.
5) Existe algum nGmero real entre v2 e v3? E entre 0,333... e 0,444...? Justifique

suas respostas. Como seria representacéo decimal dos nimeros 2 e +/3?
Discussdo: Um conjunto € denso, se, entre dois de seus elementos quaisquer,
exista uma infinidade de elementos do mesmo conjunto (CARACA, 1951, p. 56).
As discussdes sdo apenas nortes motivadores para o desenvolvimento do

debate que se abrira depois de respondidas as questdes.
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3° tempo: Debate final
Nesta etapa, serdo discutidos os pontos formais na apresentacdo das
representacdes decimais, buscando refletir sobre como pode ser trabalhado esse

assunto, associado as aulas de Analise Real nos cursos de licenciatura.

INFORMACAO GERAL

Titulo da oficina: Um olhar para as dizimas periddicas: convite ao professor
do ensino fundamental e médio

Instituicbes dos autores: Universidade Federal de Juiz de Fora

Nome dos autores: Willian José da Cruz e Carlos Alberto Santana Soares

Pais ou paises dos autores: Brasil

NUmero de horas mais
convenientes: 3 horas

Nivel de escolarizacdo para o
qual sera dirigido (educacéo
infantil, anos iniciais do
ensino, Anos finais do ensino
fundamental, ensino médio, ensino fundamental e médio
ensino superior, ou geral).

NUumero maximo de pessoas.
20 pessoas

Equipamentos audiovisuais
ou informaticos necessarios Projetor multimidia, computador
(Projetor multimidia, TV)
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