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RESUMO

A construgao de imagens associadas a distribuicao de condutividades no interior de um
meio condutor a partir de injecao de corrente elétrica e medidas de potencial no contorno
externo do corpo é uma técnica conhecida como tomografia por impedancia elétrica. E um
problema inverso que tem sido estudado visando aplicacbes biomédicas, monitoramento
de processos industriais e investigacao geofisica. Em alguns casos, é possivel levar em
consideracao informagoes conhecidas sobre o dominio do corpo no processo de construcao
da imagem, recaindo no problema da deteccao de inclusoes que é o problema efetivamente
tratado neste trabalho. Este problema pode ser resolvido por meio da minimizacao de
uma funcao da diferenca entre potenciais medidos no contorno e calculados para uma
dada distribui¢ao de condutividades. O presente trabalho desenvolve uma estratégia para
a solugao deste problema baseada na parametrizacao da geometria do contorno das in-
clusoes cujas formas e dimensoes se pretende determinar. O problema de minimizagao é
resolvido por meio do Método de Levenberg-Marquardt e o problema direto via Método
dos Elementos de Contorno. Para avaliar o desempenho da estratégia proposta sao apre-
sentados resultados numéricos envolvendo contornos definidos por splines, problemas com
a presenca de ruido nas medidas, avaliacao de protocolos de injecao de corrente e medigao

de potencial elétrico e ainda uma aplicagao voltada ao monitoramento cardiaco.

Palavras-chave: Problemas Inversos. Tomografia por Impedancia Elétrica. Método

dos Elementos de Contorno. Método de Levenberg-Marquardt. Otimizacao.



ABSTRACT

The images reconstruction of the conductivity distribution inside a conductive body based
on electrical current injection and potential measurements on the outer boundary of this
body is a technique known as electrical impedance tomography. This is an inverse prob-
lem that has been studied in biomedical applications, industrial process monitoring and
geophysics investigation. In some cases, it is possible to take into account in the re-
construction process, informations about the body, leading to the problem of identifying
inclusions, that is the problem actually treated in this work. This inverse problem can be
solved by the minimization of a function, defined as the difference between the measured
potentials and the computed ones for a given conductivity distribution. The present work
describes a strategy to solve this problem based on the parametrization of the inclusions
boundary, whose shape and size is intended to be determined. The minimization problem
is solved via Levenberg-Marquardt Method and the forward one is solved via Boundary
Elements Method. In order to evaluate the performance of the proposed strategy, numer-
ical experiments with inclusions of boundaries defined by splines, problems with noisy
data, current injection and potential measurement protocols and an application of the

strategy to the cardiac function monitoring are presented.

Keywords: Inverse Problems. Electrical Impedance Tomography. Boundary

Elements Method. Levenberg-Marquardt Method. Optimization.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho aborda o problema da Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE),
que é uma técnica que busca reconstruir a imagem da distribuicao de condutividades
no interior de um dominio condutor a partir de injecao de corrente elétrica e medidas
de potencial elétrico apenas no contorno externo deste corpo. Na pratica, um nimero
finito de eletrodos é fixado no contorno externo do corpo a ser tomografado e através de
alguns eletrodos injeta-se corrente elétrica. Nos demais eletrodos o potencial elétrico é
medido. Em algumas aplicacoes, é possivel levar em consideracao informacoes conhecidas
sobre o dominio do corpo no processo de construcao da imagem, recaindo no problema
da deteccao de inclusoes. Neste trabalho, entende-se como inclusdao uma regiao com
condutividade elétrica homogénea diferente da condutividade do restante do dominio.

O problema inverso em questao é nao-linear, mal-posto e mal-condicionado. A nao-
linearidade do problema inverso se deve & nao-linearidade da relagao entre a distribuicao
de condutividades o e os potenciais V [1].

Um problema é dito mal-posto quando viola uma ou mais condigoes de Hadamard
para um problema bem-posto: existéncia de solucao, unicidade da solucao e dependéncia
continua da solugao em relagao aos dados de entrada. No problema da TIE, para um con-
junto de dados admissivel, consistente com uma distribuicao de condutividades, assume-se
que a solucao existe. Quanto a unicidade da solugao, admite-se que a distribuicao de con-
dutividades pode ser determinada de forma tnica por meio do conhecimento do potencial
e da densidade de corrente em todo o contorno. Porém, na prética, um ndmero finito de
medidas de potencial é feito, o que limita o niimero de parametros de definicao da con-
dutividade que pode ser determinado de forma tnica. Se o nimero de parametros a ser
determinado for maior que o nimero de medidas independentes, a segunda condigao é vi-
olada. O problema inverso da TIE viola também a terceira condi¢ao, uma vez que grandes
variacoes na distribuicao de condutividades pode levar a apenas pequenas variagoes nas
medidas de potencial [1].

E justamente a violacao da terceira condicao de Hadamard que faz com que o problema
seja mal-condicionado, uma vez que pequenos erros nas medidas de potencial podem levar

a grandes erros na distribuigdo de condutividades [2].
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A tecnologia da TIE envolve muitos aspectos, como o desenvolvimento de equipamen-
tos e sistemas capazes de coletar os dados, a escolha do protocolo de injecao de corrente e
medicao de potencial, implementagao de algoritmos de reconstrucao de imagem voltados
para determinada aplicacao, entre outros. Embora suas imagens possuam resolucao espa-
cial inferior as de técnicas como a tomografia computadorizada e ressonancia magnética,
estudos relacionados a TIE tem sido realizados ao longo dos tltimos 30 anos. Tais estudos
sao motivados pelas vantagens que a TIE apresenta em relacao as outras técnicas, como
seu baixo custo, portabilidade, o fato de ser livre de radiacao ionizante e a possibilidade
de alta resolucao temporal. Alguns dos principais grupos de pesquisa em temas rela-
cionados a TIE estao listados em http://www.eit.org.uk. No Brasil, na Escola Politécnica
da Universidade de Sao Paulo, existe um grupo que se destaca no desenvolvimento de
equipamentos e algoritmos de reconstrucao voltados para o monitoramento de atividade
pulmonar (http://www.timpel.com.br).

Resumidamente, um algoritmo de reconstrucao de imagens de TIE deve ser capaz
de encontrar a distribuicao de condutividades no interior do dominio que melhor ajusta
os potenciais medidos no contorno externo do corpo, para um conjunto de solicitagoes
conhecidas. Neste trabalho, o termo “solicitacao” é utilizado em substituicdo ao termo
“injecao de corrente elétrica”. Desta forma, estes algoritmos sao basicamente compostos
de duas partes: uma responsavel pela minimizagao da diferenca entre potenciais medidos
e calculados e outra capaz de calcular tais potenciais para dadas solicitagoes e distribuicao
de condutividade, o que é conhecido como o problema direto associado a TIE.

As técnicas usuais de reconstrugao de imagens sao baseadas na utilizacao do Método
dos Elementos Finitos (MEF) para a solugao do problema direto. Neste caso, a qualidade
da imagem referente & distribuicao de condutividade é dependente da discretizacao uti-
lizada. Em geral, o nimero de incégnitas é maior que o nimero de medidas de potencial,
o que leva & ndo garantia de solucdo unica para o problema inverso. Assim, estas técnicas
exigem que estratégias de regularizacao sejam utilizadas para resolvé-lo.

Como o problema tratado neste trabalho se refere & identificacao de inclusoes, utiliza-
se uma estratégia baseada na parametrizagao da geometria do contorno das mesmas, cujas
formas e dimensdes se pretende determinar. Desta maneira, o nimero de incégnitas do

problema se reduz significativamente em relagao a estratégia usualmente utilizada.
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Objetivos

Os objetivos do presente trabalho sao: apresentar a estratégia proposta para identificagao
de inclusées em um dominio condutor, testd-la em problemas de identificacdo a partir de
medidas de potencial simuladas computacionalmente, avaliar seu comportamento em caso
de medidas com ruido e explorar alguns aspectos referentes ao problema inverso, como a
influéncia dos casos de solicitacao e do protocolo de medicao de potencial na qualidade da
solugao. Neste trabalho, o problema de minimizacao é resolvido por meio do Método de
Levenberg-Marquardt e a solugao do problema direto é obtida via Método dos Elementos

de Contorno.

Estrutura do Trabalho

O presente trabalho encontra-se dividido em 5 capitulos. Neste Capitulo serao brevemente
descritas algumas das aplicacoes da TIE, estratégias para a reconstrucao das imagens e
métodos que tém sido utilizados na solugao do problema direto. No Capitulo 2, apresenta-
se a técnica utilizada neste trabalho para a solucao do problema inverso da identificacao
de inclusoes, envolvendo a estratégia de parametrizacao e o método de minimizacao em-
pregado. No Capitulo 3 aborda-se o modelo matematico que descreve o problema direto,
o método numérico empregado para sua solugao e os métodos utilizados para o calculo das
derivadas das incégnitas do problema direto em relagao as varidaveis de otimizacao. No
Capitulo 4, resultados referentes a alguns experimentos numeéricos relacionados ao prob-
lema de identificacao de inclustes sao apresentados e em seguida, discutidos. Apresenta-se
ainda, experimentos referentes a uma aplicagao da TIE, a determinagao da fracao de ejecao

cardiaca. O Capitulo 5 apresenta algumas conclusdes.

1.1 Aplicacoes da TIE

Entre as inimeras aplicagoes da TIE, destacam-se sua utilizacao na area médica, inves-
tigacao geofisica e monitoramento de atividades industriais.

As diferentes propriedades elétricas dos tecidos biologicos dos diversos 6rgaos [3, 4, 5,
6, 7] sugerem a utilizagao da TIE para reconstrucao de imagens em aplicagoes biomédicas.

Neste caso, suas principais vantagens em relacdo a técnicas convencionais como res-
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sonancia magnética e tomografia computadorizada, sdo seu baixo custo, sua portabili-
dade, que permitem seu uso no proprio leito do paciente, e seguranga em monitoramento
continuo, uma vez que é livre de qualquer radiagao ionizante. Assim, diversos trabalhos
apresentam o desenvolvimento desta técnica visando sua aplicagdo na area médica.

Um resumo dos esforgos no sentido de viabilizar a utilizagdo desta técnica de recon-
strugao de imagens em aplicagoes clinicas é apresentado em BARBER ¢ BROWN (8] e
BROWN et al. [9], que fazem uma revisao de estudos sobre o comportamento dos teci-
dos quando solicitados por correntes elétricas de diferentes intensidades e frequéncias e
apresentam as propriedades elétricas determinadas experimentalmente para os principais
tecidos. Apresentam ainda consideracoes sobre os sistemas desenvolvidos até entao para
coletar os dados experimentais a partir dos quais é feita a reconstrucao da imagem.

Em BROWN et al. [10], as mudancas na impedancia elétrica do térax humano cau-
sadas pelas variacoes do volume de sangue, que ocorrem durante o ciclo cardiaco, e do
volume de ar, que ocorrem durante o ciclo respiratério sao abordadas.

Um malha de elementos finitos para a representacdo mais realista de uma secao
transversal do térax é proposta por BORSIC et al. [11] com a finalidade de obter melhores
resultados para a reconstrucao das imagens da TIE em relacao as imagens reconstruidas
com a aproximagao da secao do térax por dominios circulares, que tem sua qualidade
afetada pela consideragao pouco precisa da posi¢ao dos eletrodos e forma do contorno.

Um algoritmo de reconstrugdo de imagens é avaliado em PATTERSON e ZHANG
[12], que apresentam resultados referentes a experimentos utilizando como fantoma um
modelo de térax humano. Em PATTERSON e YANG [13] estuda-se a contribui¢do da
resistividade dos pulmoes na resistividade total do térax.

Em ZHANG [14] é feita uma estimativa do efeito da expansao do peito e do movi-
mento dos 6rgaos devido a atividade respiratéria sobre as imagens da TIE. Tal trabalho
alerta para o fato de que as imagens reconstruidas sem levar em conta estas mudancas de
tamanho e posicao podem ser interpretadas de forma incorreta.

LIMA et al. [15] apresentam resultados de reconstrugao de imagens do térax a partir de
dados simulados computacionalmente para dominios bidimensionais elipticos e circulares,
considerando inclusdes de baixa condutividade em solucao salina. Realiza também a
reconstrucao a partir de dados experimentais.

No que se refere especificamente a imagens pulmonares, ADLER et al. [16] apresen-
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tam experimentos para monitoramento da atividade pulmonar através da TTE, buscando
identificar mudangas no volume de liquidos e ar nos pulmoes de caes.

Em LEATHARD et al. [17], sdo relatados experimentos para comparagao das al-
teragoes nas imagens de TIE de individuos com atividade pulmonar normal e com embolia.
CHEREPENIN et al. [18] apresenta resultados preliminares para obtencao de imagens
do torax com a TIE, principalmente comparando imagens dos pulmoes de individuos em
situacao normal com as de individuos com cancer, pneumectomia e enfisema.

FRERICHS [19] apresenta um resumo de trabalhos dedicados & aplicacao da TIE
para monitoramento de atividades pulmonares ao longo de 15 anos. Informacgoes sobre os
experimentos, caracteristicas dos sistemas utilizados e metodologia presentes em mais de
40 trabalhos sao comparados.

O monitoramento da atividade cardiaca pela TIE também tem sido estudada. ZLOCHIVER
et al. [20] apresenta uma metodologia para determinac¢ao do volume de sangue bombeado
pelo coragao em um ciclo por meio da TIE, realizando experimentos com 28 pacientes com
situacao cardiaca normal. Em seu trabalho, o cdlculo do volume de sangue bombeado
é feito com base nos valores do maior e menor eixos da elipse utilizada para aproximar
o contorno do ventriculo esquerdo. Os parametros considerados para a reconstrugao da
imagem pela TIE sao os comprimentos dos eixos desta elipse. A geometria dos demais
orgaos e a condutividade dos tecidos sao considerados conhecidos.

A consideracao de que tumores possuem propriedades elétricas diferentes das do tecido
normal no qual estao inseridos dé origem a muitos trabalhos que relatam aplicagoes da
TIE para a detecgao dos mesmos. No que se refere ao cancer de mama, ZOU e GUO [21]
apresentam uma revisao de estudos sobre técnicas invasivas e nao-invasivas baseadas em
impedancia elétrica de tecidos humanos para deteccao deste tipo de cancer.

CHOI et al. [22] apresentam um estudo da TIE em uma geometria simplificada do
seio na situacdo da mamografia. Apresenta ainda imagens reconstruidas a partir de dados
obtidos com fantomas, apontando a viabilidade e limitagoes do sistema. STASIAK et al.
[23] buscam a identificagdo de anomalias, representadas por formas esféricas, em geometria
tridimensional simplificada da mama.

Considerando que a técnica usual para deteccao de tumores em mama falha em deter-
minados casos de ocorréncia, BOVERMAN et al. [24] propoem a utilizagao da TIE com

multiplas frequéncias conjuntamente com a mamografia, visando minimizar as falhas de
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deteccao e falsos-positivos.

Em YOU et al. [25] a viabilidade de aplica¢ao da TIE ao monitoramento de hemorra-
gias abdominais, comuns em acidentes de transito e no periodo pds-operatério de cirurgias
abdominais, é estudada. O baixo custo e portabilidade da TIE permitem que seu sistema
esteja disponivel em unidades méveis e no proprio leito do paciente, o que permite que o
monitoramento se inicie ainda no transporte do acidentado ou logo apds a cirurgia. Neste
trabalho, a tecnologia é testada em porcos com hemorragias provocadas.

Quanto as aplicagoes industriais, a TIE pode ser utilizada como método nao-destrutivo
de avaliacao estrutural, monitoramento de processos de separacao, monitoramento de
escoamento de fluidos multifasicos, entre outras.

KARHUNEN et al. [26] mostram que a TIE é um método vidvel para a avaliagdo
nao-destrutiva do concreto, uma vez que pode ser capaz de reconstruir imagens tridimen-
sionais da estrutura, identificando a presenca de barras e fibras metalicas, fissuras, vazios,
etc. O estudo apresenta resultados de reconstrucao de imagens com dados experimentais
referentes a corpos de prova cilindricos, sendo capaz de identificar a presenca de inclusao
de material isolante, barras metalicas e placas de plastico no concreto.

PARK et al. [27] estudam a viabilidade da TIE no monitoramento de processos de
separacao de residuos radioativos em separador rotativo. A partir de medidas de potencial
simuladas computacionalmente, consegue-se estimar a borda entre a regiao do solvente e
a regiao do sedimento, distribuida de forma anular préximo a parede do cilindro.

O estudo da aplicagao da TIE para monitoramento de fluxos bifasicos gas/ liquido em
tubos horizontais é apresentado por MA et al. [28]. Nestes casos, os eletrodos que ficam
acima da camada liquida condutiva perdem o contato com o fluido que esta efetivamente
sendo medido, o que provoca a medida de falsos valores de potencial nesses eletrodos.
Desta forma, foi proposta uma metodologia denominada “Método da Deteccao do Nivel
do Liquido”, que leva em consideracao as alteracoes, observadas experimentalmente, que
ocorrem com os potenciais nos eletrodos acima da camada liquida .

A determinacdo da concentracao de fase solida com condutividade préxima a do ar e
densidade similar & da dgua presente num fluxo de dgua e ar é feita por meio da combinagao
entre as informagoes obtidas experimentalmente pela TIE e pela tomografia baseada em
raios gama, o que é apresentado por GEORGE et al. [29, 30].

BENNETT e WILLIAMS [31] apresentam um estudo sobre a aplicacao da TIE ao



20

monitoramento continuo da operacao de separacao entre agua e 6leo em hidrociclones. O
sistema mostrou-se capaz de identificar variagdes da concentragao da solugao e a presenga
de nicleo de ar no fluido. Seus experimentos revelam a capacidade da TIE em auxiliar
no ajuste da operagao de separagao.

Uma revisao sobre trabalhos que relatam a utilizacao da TIE para monitoramento de
fluxo de fluidos mutifasicos é apresentado por WANG [32], abordando os processos que
envolvem fluxo de dgua-ar, dgua-dleo, agua-ar-éleo ou qualquer outro tipo de fluido desde
que as diferentes fases apresentem diferentes condutividades.

TORTORA et al. [33] compara o desempenho da TIE com a tomografia baseada
em raios gama na determinacao da quantidade de sélidos em risers de leitos fluidizados
circulantes (CFB), utilizados por exemplo, no processo de transformagao de componentes
pesados do petrdleo em produtos mais leves. Neste caso, o processo ocorre em regime
fluidizado répido, caracterizado pela distribuicao anular do sélido nas paredes do riser.
O estudo apresenta concordancia entre os resultados experimentais obtidos com as duas
técnicas, sendo a TIE considerada um sistema mais seguro, econémico e rapido.

No que se refere a processos quimicos, VILAR et al. [34] apresenta uma metodologia
de controle da producao de emulsoes de 6leo em agua por meio do monitoramento de
reatores compartimentados oscilatérios através da TIE, cuja imagem resultante revela
a concentracao da fase dispersa. Apresenta também estudos iniciais sobre a obtencao
dos perfis de velocidade da fase dispersa. Seus resultados estdao em concordancia com os

padroes deste tipo de fluxo apresentado em trabalhos anteriores.

1.2 Reconstrucao de Imagem de TIE

Como dito anteriormente, o problema da TIE consiste na reconstrugao da imagem da
distribuicao de condutividades no interior de um dominio condutor a partir de medidas
de potencial elétrico no contorno externo deste dominio geradas pela injecao de corrente
elétrica segundo um protocolo estabelecido.

Como mencionado, uma das formas de se resolver o problema é por meio do MEF, no
qual o dominio é decomposto em elementos cujas condutividades sao as incognitas, sendo
estes os parametros a serem estimados. Com este procedimento, a resolucdo da imagem

depende do numero de elementos utilizado, o que, em geral, faz com que o numero de
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parametros seja maior que o numero de medidas. Assim, o procedimento de reconstrugao
da imagem deve ser capaz de estimar o valor de um grande niimero de pardmetros, a partir
de um conjunto finito de medidas no contorno. FEncontra-se na literatura uma ampla
gama de algoritmos de reconstrucao de imagens de TIE voltadas para uma determinada
aplicacao. Entre estes trabalhos, deve-se destacar o EIDORS [35], um software de cédigo
aberto para reconstrucao de imagens de TIE e tomografia por difusao ética desenvolvido
para facilitar colaboracoes, testes e novas pesquisas nestas areas.

As principais estratégias adotadas nos diversos algoritmos de reconstrucao podem ser
encontradas, por exemplo, em HOLDER [1]. Uma das possiveis abordagens para a solugao
deste problema inverso consiste em encontrar o vetor de condutividades s que minimiza
o funcional

F=IV-Fs), (1.1)

onde F é o operador nao-linear que leva o vetor de condutividades s no vetor de potenci-
ais medidos V. Porém, desta forma o problema é mal-posto uma vez que a unicidade da
solucao nao é garantida, fazendo com que a minimizacao do erro nos valores dos poten-
ciais falhe. Para a obtencdo de uma solugao tnica, uma alternativa é incluir informagao
previamente conhecida sobre a distribuicdo de condutividades através da modificagdo do
funcional apresentado na Equacao (1.1) [36]. Tal estratégia, conhecida como regular-

izagao, da origem ao seguinte funcional

f=IV=F@)l;+a’L(s —sep)lls . (1.2)

onde L ¢ uma matriz de regularizacao, que aproxima um operador diferencial, s,y sao
valores de referéncia para a condutividade e o é o parametro de regularizagao.

A estratégia de regularizacao pode ser entendida como uma penalizacao para grandes
oscilacoes na distribuicéo espacial de condutividades, forcando uma solucao suave para
esta distribuicao. Um das mais utilizadas estratégias de regularizacao para este tipo
de problema é a regularizacao de Tikhonov, cuja penalizacao no funcional definido na

Equagao (1.1) é dada por

o|l(s = srep)3 - (1.3)

Assim, pode-se obter s* que minimiza o funcional apresentado na Equagao (1.2)
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encontrando-se seus pontos criticos, isto é, resolvendo-se o sistema de equagoes dado
por Vf(s*) = 0.

Os algoritmos de reconstrucao podem ser classificados em dois grupos. No primeiro
encontram-se os métodos baseados em aproximagoes lineares, que assumem que a condu-
tividade nao é muito diferente de um valor de referéncia, sendo nao-iterativos. No segundo
grupo, estao os métodos iterativos [1].

Os métodos baseados em aproximagoes lineares consideram a seguinte aproximagao:

F(s) = F(so) + J(s —s0) , (1.4)

onde J é a matriz jacobiana de F calculada para um valor de condutividade estimada sg.

Em geral, muitos dos algoritmos de reconstrucao de imagem estao baseados em aprox-
imagoes lineares uma vez que, por serem nao-iterativos, sao mais rapidos. Uma vez obtido
o vetor de condutividades, dependendo da aplicagao, a imagem resultante passa ainda por
uma etapa de segmentacao ou limiarizacao, isto é, a cada elemento é atribuido um mate-
rial, dependendo do valor de sua condutividade em relacdo aos limiares definidos [37].

Uma outra alternativa para incluir informagao sobre a distribui¢ao de condutividades
no funcional a ser minimizado, evitando a necessidade da regularizacao tal como foi apre-
sentada, é definir a distribuicao de condutividades s por meio de um vetor de parametros
x com numero de incégnitas reduzido [37, 38]. Tal estratégia pode ser adotada em prob-
lemas nos quais sabe-se que o corpo a ser tomografado pode ser dividido em sub-regioces
dentro das quais as propriedades elétricas sao homogéneas, recaindo nos problemas de
identificacdo de inclusoes, sub-regides com propriedades elétricas diferentes do meio prin-
cipal e cavidades, que sao sub-regioes com condutividade nula.

Embora esta nao seja a estratégia mais adotada nos algoritmos de reconstrucao da
TIE propostos, pode-se citar alguns trabalhos que a utilizam na resolugao de problemas
inversos de diferentes naturezas. Em RUS e GALLEGO [38], para um problema de
elasticidade no qual busca-se identificar falhas, a parametrizacao adotada representa a
variacao geométrica (deslocamento, rotagao, dilatagao, alongamento e distorgao) de uma
cavidade devido ao campo de deformacao. Buscando a determinacao do volume de sangue
bombeado por meio da TIE, ZLOCHIVER et al. [20] considera o contorno do ventriculo
esquerdo como um elipséide, cujos eixos sao os parametros utilizados na reconstrucao.

Visando o controle do processo de separagao de residuos radioativos em um separador
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cilindrico rotativo por meio da TIE, PARK et al. [27] toma como parametros o raio
que separa a regiao de solvente da regiao de sedimento e as condutividades destas duas
regives. PARTRIDGE e WROBEL [39] fazem um estudo da aplica¢ao de andlise térmica
para identificacao de tumores na pele, representados por retangulos cuja parametrizagao
consiste das coordenadas do centro e seu tamanho, definido por categorias. O trabalho de
MERA [40] apresenta estudos sobre algoritmos de reconstruc¢ao baseados em computagao
evolucionista para resolver um problema de identificacao de cavidades através da TIE,
sendo os parametros adotados as coordenadas do centro e raio de cada circulo. Em CHAJI
et al. [41], deseja-se identificar a forma do contorno interno de um corpo submetido a
fluxo de calor a partir de medidas de temperatura do contorno externo. Neste caso, os
parametros a serem identificados sao os coeficientes da Série de Fourrier com finitos termos
que define a geometria do contorno interno, permitindo grande flexibilidade para estas
formas.

No presente trabalho, busca-se identificar a forma e posicao de inclusdes no interior
de um dominio condutor bidimensional. Assim, a técnica para a solugdo do problema
inverso proposta no presente trabalho estd baseada em uma estratégia de parametrizagao
cujos parametros definem as curvas do tipo spline que aproximam o contorno de inclusoes,
dispensando o uso de estratégias de regularizacao. Esta estratégia de solucao do problema

inverso sera descrita em detalhes no Capitulo 2.

1.3 Problema Direto: Modelos e Métodos

Como visto na se¢ao anterior, um algoritmo de reconstrucao de imagens de TTE deve ser
capaz de, para uma dada distribuicao de condutividades do dominio, calcular os potenciais
elétricos no contorno externo do corpo para uma solicitacdo conhecida. Este problema,
cujos dados sao a distribuicao de condutividades e a solicitacdo e as incdgnitas sao os
valores do potencial em alguns pontos do contorno, é conhecido como o problema direto
associado a TTE.

Diferentes abordagens para o problema direto foram propostas. Inicialmente, deve-se
distinguir entre os problemas que envolvem injecao de corrente elétrica de alta e baixa
frequéncia. Sabendo que os fenémenos eletromagnéticos sao regidos pelas Equagoes de

Maxwell, os problemas que envolvem alta frequéncia devem ser resolvidos levando-se em
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consideragao este conjunto completo de equagoes, como ¢é feito por exemplo, por SONI et
al. [42]. Tradicionalmente, a TIE tem sido estudada para aplicagdo em dominios nos quais
sao admitidas apenas injecao de corrente de baixa frequéncia. Nestes casos, simplificagoes
das Equagoes de Maxwell sao possiveis, sendo o problema direto modelado pela seguinte
equacao:

V- (oVu)=0. (1.5)

onde o representa a distribuicao espacial de condutividade elétrica.

Para completar a modelagem matematica do problema, deve-se definir as condicoes
de contorno. Na parte do contorno referente aos eletrodos utilizados para injetar e drenar
corrente elétrica prescreve-se condicdo de contorno do tipo Neumann, no restante do
contorno, Neumann homogénea. Na parte do contorno referente ao eletrodo tomado
como referéncia para as medidas de potencial, prescreve-se condicao de contorno do tipo
Dirichlet homogénea [2].

Neste trabalho, adota-se a hipdtese de baixa frequéncia da corrente elétrica injetada,
sendo utilizada, portanto, esta ultima abordagem, juntamente com as condigoes de con-
torno citadas. No Capitulo 3, apresenta-se as hipdteses simplificadoras das Equagoes de
Maxwell, a equagao resultante e a definicao das condi¢bes de contorno.

Embora nao sejam utilizados neste trabalho, existem outros modelos que descrevem
melhor os experimentos reais. Um deles leva em consideracao as propriedades elétricas
do material do eletrodo, de alta condutividade. Neste modelo, além das condi¢oes de
contorno, inclui-se uma restricao para o valor do potencial no eletrodo utilizado para
injecao de corrente. A distribuigao do potencial ao longo deste eletrodo deve ser constante.
Tal modelo é conhecido como shunt model [2].

Porém, este modelo pode ainda ser melhorado por meio da consideracao do efeito da
camada fina e de alta resisténcia, formada entre o eletrodo e o corpo, sobre o potencial no
eletrodo. Desta forma, o potencial ao longo do eletrodo permanece constante (V') e ocorre
uma queda do potencial ao longo da camada de contato, cuja impedancia é representada

por z, de acordo com a seguinte equagao:

u+ zagu =V, (1.6)

onde u é o potencial elétrico e cOu/0n é o fluxo normal. O modelo que faz estas consid-
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eracoes é conhecido como Modelo Completo do Eletrodo [1].

Outros modelos de eletrodo podem ser encontrados, como é o caso do modelo tridimen-
sional de eletrodo que considera a camada mais externa do corpo, a camada de interface
e o material altamente condutivo do eletrodo [43].

Uma vez definido o modelo matematico que descreve o problema direto, passa-se a
sua resolugdo. Embora o Método dos Elementos Finitos (MEF) seja o método mais
empregado, sao utilizados também o Método das Diferencas Finitas e Volumes Finitos
[44]. Em algumas aplica¢oes, como é o caso do presente trabalho, que o problema recai
na identificacao de inclusoes, torna-se possivel a utilizacdo do Método dos Elementos
Contorno (MEC). Em alguns casos torna-se apropriada a utilizagdo do método hibrido
entre o MEC e o MEF [44].

Grande parte das referéncias citadas neste trabalho, utilizam o MEF para a resolugao
do problema direto. Quanto aos trabalhos que utilizam o MEC para a solucdo de prob-
lemas iguais ou semelhantes ao que é tratado neste trabalho, alguns serao destacados.
Utilizando a TIE para imageamento do coragao, PULLAN et al. [45] resolve o problema
direto em dominio tridimensional por meio do MEC. Para a identificacdo de tumores em
mama por meio da TIE, STASIAK et al. [23] utiliza o MEC para resolver o problema
direto. MERA [40], HSIAO et al. [46] e HANKE e BRUHL [47] utilizam o MEC em
uma problema de identificacao de cavidades por meio da TIE. Em problemas inversos de
outras naturezas, também se utiliza o MEC na solugao do problema direto, como é o caso
de RUS e GALLEGO [38] que, em um problema de elasticidade, buscam a detec¢ao de
danos e PARTRIDGE e WROBEL [39], que visam a identificacao de tumores por andlise
térmica.

No Capitulo 3, além dos detalhes do problema direto, descreve-se sua solugdo numérica,
baseada na formulacao do Método dos Elementos de Contorno para problemas de poten-

cial.
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2 O PROBLEMA INVERSO

2.1 Introducao

Como explicado anteriormente, o problema inverso tratado no presente trabalho consiste
na identificacdo da posicao e da forma de inclusoes presentes em um dominio condutor
bidimensional a partir de valores de potencial elétrico medidos no contorno externo do
corpo, decorrentes da injecao de corrente elétrica segundo um protocolo previamente
definido.

Tal problema poderia ser resolvido a partir da discretizacao do dominio e tendo
como incognitas os valores da condutividade nesses elementos, sendo maior o nimero
de parametros a serem estimados que o numero de medidas. Porém, como trata-se de
um problema de identificacao de inclusdes homogéneas, pode-se reduzir o nimero de
incognitas do problema através de uma parametrizacao que defina as curvas que aproxi-
mam o contorno das inclusées a serem identificadas. Assim, alguma informacao sobre a
distribuicao de condutividades é introduzida no processo de solucao do problema evitando
o uso de estratégias de regularizacao. Desta forma, o problema inverso é resolvido como
um problema de ajuste de parametros geométricos, no qual busca-se encontrar o vetor de
parametros X* que gera o conjunto de valores de potencial no contorno que melhor ajusta

os valores medidos. Matematicamente, pode-se escrever da seguinte forma:

x" = argigligri f(x), (2.1)
F(x) = %R(X)TR(X) C com RX) =V(x) -V, (2.2)

onde R : R* — R™ é funcdo da diferenca entre os potenciais medidos (V € R™) e os
calculados (V(x) € R™), m ¢é o nimero de medidas de potencial, que depende do nimero
de eletrodos e do padrao de injecao de corrente elétrica e n é o nimero de varidveis
de minimizacao. Utilizando a nomenclatura de DENNIS e SCHNABEL [48], R(x) sera
chamada fungao residuo e f(x) serd chamada fungao objetivo.

No presente trabalho, para resolver o problema de minimos quadrados nao-linear ap-
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resentado pela Equagao (2.1), utiliza-se o Método de Levenberg-Marquard [48, 49, 50].
A seguir serao apresentadas a parametrizacao utilizada, uma breve descricao do Mé-
todo de Levenberg-Marquardt e a definigdo dos protocolos de injecao de corrente elétrica

e medidas de potencial, fundamentais para o calculo da fun¢ao objetivo.

2.2 Parametrizacao

Como dito anteriormente, as varidveis de minimizagao da fun¢ao objetivo sao parametros
que definem curvas do tipo spline, usadas para aproximar o contorno das inclusdes que
deseja-se identificar. Neste trabalho, utiliza-se o modelo X-Spline, utilizada no software
Xfig, cujas caracteristicas especiais que levaram a sua escolha serao apresentadas.

Além do modelo particular de curva, utiliza-se ainda uma estratégia de refinamento
progressivo da parametrizacao, isto é, o inicio do procedimento de solucao do problema
inverso se d4 com um numero pequeno de variaveis de otimizacao e a cada parada do
método de minimizacao da funcao objetivo, o nimero de varidveis é aumentado para que

uma nova rodada do método seja executada com a possibilidade de melhorar a solucao.

2.2.1 X-Splines

Splines sao modelos matematicos que definem uma curva ou uma superficie a partir de
um conjunto de pontos, em geral denominados pontos de controle. Frequentemente, sao
polinomiais por trecho e apresentam continuidade da funcéo e de um certo nimero de
derivadas. No presente trabalho, somente curvas sao utilizadas e particularizando para o
dominio bidimensional do problema em questao, tais curvas pertencem ao R?, assim como
o conjunto de pontos de controle associado [51].

Pode-se definir um modelo genérico de splines para curvas da seguinte maneira: seja
P, € R?, com k = 0,...,n, um conjunto de pontos de controle e seja Fy : [0,1] — R um
conjunto de fungoes de interpolagio, a curva C' gerada pelos pares (P, Fy) é definida pela
seguinte equagao paramétrica:

n

C(t) =Y _ F(t)P ,Vte[0,1], (2.3)

k=0
Dependendo da forma das fungoes de interpolacao utilizadas, a curva pode aproximar

ou interpolar os pontos de controle. Uma outra caracteristica especifica de cada modelo
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é se a curva resultante é suave ou se permite a formacao de geometrias angulosas. Em
outras palavras, a escolha do modelo de spline depende das caracteristicas desejdveis em
cada aplicacao.

Tendo como objetivo a obtengao de curvas que permitissem aproximar ou interpolar de
forma suave ou angulosa seus pontos de controle, BLANC e SCHLICK [51] desenvolveram
trés modelos de splines: Basic X-Splines, Fatended X-Splines e General X-Splines. No
modelo mais simples, as funcoes de interpolacao, juntamente com os pontos de controle
definem curvas suaves que apenas aproximam os pontos de controle. No segundo modelo,
Extended X-Splines, além das coordenadas dos pontos de controle, um parametro adicional
¢é utilizado para definir a forma da curva. Este modelo permite que uma curva tenha
partes suaves que aproximam os pontos de controle e partes angulosas que interpolam
estes pontos. Do modelo mais elaborado, General X-Splines, resultam curvas com partes
que interpolam de forma nao suave os pontos de controle e partes que aproximam ou
interpolam suavemente estes pontos.

No presente trabalho, utiliza-se o segundo modelo, denominado Fxtended X-Splines,
cujas caracteristicas sdo apresentadas a seguir.

As fungoes de interpolagao Fy(t) das Extended X-Splines tém forma de sino, comegam
a crescer em T}, atingindo seu méximo em 7}, diminuindo até se anular em 7}, o que

pode ser visto na Figura (2.1).

Figura 2.1: Fungoes de interpolagao Fy(t) das X-Splines, extraida de [51].
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No restante do dominio, isto é, para t < T, et > T;, o valor de Fj(t) é nulo. Sendo
assim, a fungdo Fj(t) pode ser dividida em duas partes nao nulas, F) , definida para
T, <t<T,e F,j , definida para T, < t < T,j . Cada uma destas partes da funcao é

obtida pelo seguinte polindémio de quinto grau:

fw=u*(10-p+ (2p—15)u+ (6 —p)u?) , (2.4)

onde p, uma constante em relagdo a t, tem como principal efeito a modificacdo da forma
da fungao. Além disso, uma reparametrizagao foi utilizada de modo que 0 < u(t) < 1.

Assim, a funcao F)_ é obtida a partir da Equacao (2.4) fazendo-se:

t—1T,
ut) = —F 2.5
)=~ (25)
De forma andloga, a segunda parte nao nula de Fj, F,j , ¢ obtida fazendo-se:
t—TF
t) = —Fh . 2.6

A Figura (2.2) apresenta o polinémio f para diversos valores do parametro p, cujo célculo
é feito de forma a garantir a continuidade da derivada segunda de F} no ponto T}, o que

serd apresentado posteriormente.

0.8 I

[Rs=Rs=Ra=ta=lue]

SO RO

jae]

0.6

f(w)

04

02 |

Figura 2.2: Polinémio f para alguns valores da constante p.
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A partir da Equagao (2.3) pode-se concluir que o ponto de controle P, influencia a curva
C(t) somente no trecho onde a respectiva fungao Fy é nao nula, isto é, T, <t <T. A
esta caracteristica chama-se controle local e pode-se dizer que uma spline tem “localidade”
L* quando cada ponto de controle influencia s segmentos da curva.

No caso das Fatended X-Splines, ao contrario do que acontece com as do tipo Basic,
cada funcao Fj, pode ter sua parte nao nula definida para trechos de diferentes tamanhos.
Assim, quanto maior o trecho [T} ,7}"] da fun¢do Fj, maior a influéncia desta fungao e
consequentemente, do ponto de controle P, sobre a curva resultante. Desta forma, para
o caso de splines de “localidade” L*, a funcao F}, é nao nula no trecho Tj_o < t < Tjo,
podendo ter seu grau de influéncia sobre a curva C(t) diminuido através da reducao deste

intervalo, o que é feito da seguinte maneira:

T, =Th-1— Sk—1,

+_
T, = Tht1 + Spy1

onde considera-se que os nés T sao equidistantes, com T, —Typ 1 =T 1—Tr, =1, e 5,1 €
Sga1 sao os parametros de forma associados aos pontos de controle Py_1 e P11, podendo
assumir valores do intervalo [0,1]. Se sx.1 = sx_1 = 0, a funcao F}, influencia somente
dois trechos da curva (Tp_1 < t < Tyy1). Se spy1 = S—1 = 1, a fungdo F}, influencia
quatro trechos da curva (Ty_o <t < Tiio).

Em outras palavras, s; = 0 anula a influéncia das fung¢oes Fj_1 no trecho [Ty, Ty11] €
Fi11 no trecho [Ty_1,T}], fazendo com que a curva C' interpole o ponto de controle Py,
uma vez que, em Ty, Fpy =1, F,_1 = 0 e F,.; = 0. Esta influéncia do parametro s na
curva resultante e seu efeito sobre as fungoes de interpolacdo é apresentada na Figura

(2.3).

Desta forma, tomando-se

_T_
Folt)=f (;k - Z’ik> ,

_ Tt
w0 =1 (5=5)

pode-se perceber que F, (Ty) = F; (T},) = f(1) e também, a partir da Equagao (2.4), que
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E(H)

E(t)
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t
(c) s3=0

Figura 2.3: Influéncia do parametro s na curva resultante e nas fungoes de interpolacao.
Em todos os trés casos foram usados: so =0, s1 =1,80=1,84,=1,83=1,8=0. O
parametro s3 é diferente para cada caso.

suas primeiras derivadas sao nulas em (7%), o que implica em continuidade da fungao e

de sua primeira derivada neste ponto. Entretanto, as segundas derivadas de F} e F;' em

(T}) sao:
7 —2p
F(T,) = —
e (Tk) (T, — T, )2’
" —2p
F1n)= —2
e (Tk) (T}, — T;)?

Assim, para que a continuidade na derivada segunda seja atendida, isto é, F~ ”(Tk) =
o ! (1)), o valor da constante p no ramo F,_ deve ser, de modo geral, diferente do valor
de p no ramo F}", sendo tais constantes designadas por p; e pi, respectivamente. Desta

forma, para garantir regularidade e continuidade C? para a curva resultante, deve-se tomar
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os seguintes valores para estas constantes:

pp = 2T - T;)*

p;: = —Q(Tk — T]:—)Z .

Outra caracteristica desejavel para as fungdes de interpolacao é a “normalidade”, isto

zn:Fk(t) ~1. (2.7)

Da forma como as funcées Fj, foram definidas, tal caracteristica nao é atendida, mas a

normalizacao destas funcgoes pode ser facilmente obtida através do seguinte procedimento:

= Fi(t)
Fv(t) = =27 (2.8)
Zk:o E k(t)
sendo as fungoes de interpolagao normalizadas representadas por Fy(t). Na Figura (2.3)
as fungoes de interpolacgao ja estao normalizadas.

Finalmente, a curva resultante do modelo Eztended X-Splines é obtida pela Equacao

(2.3), simplesmente substituindo-se as fungoes Fy(t) pelas Fy(t).

2.2.2 Refinamento progressivo da parametrizacao

No presente trabalho, utiliza-se uma estratégia de refinamento progressivo da parametrizacao.
Tal estratégia consiste na inicializacao do procedimento de solugao do problema inverso
com a consideragdo de um niimero pequeno de varidveis de otimizagao e atingida a con-
vergéncia do método de minimizacao da funcao objetivo, aumenta-se o nimero de variaveis
para que uma nova rodada do método seja executada com a finalidade de melhorar a
solucao.

Tal procedimento se justifica pelo fato de que dado um problema de otimizacao, mais
simples serd a sua resolucao quanto menor for o nimero de variaveis de otimizagao que
puder representar satisfatoriamente sua solucao. Além disso, se puderem ser adicionadas
novas variaveis a solucdo encontrada desta forma, aumentando o numero de graus de
liberdade, uma nova execucao do método de otimizacao pode ser realizada, agora com
uma aproximagcao inicial melhor que a primeira.

Como sera visto posteriormente, aproximacgoes inciais com muitas variaveis de otimizacao,
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por exemplo, muitos pontos de controle, tendem a gerar geometrias infactiveis para o con-
torno das inclusoes e prejudicar a convergéncia do método de otimizagao. Assim, a fim
de evitar este problema e aumentar a taxa de sucesso nas identificacoes, duas estratégias
de refinamento da parametrizacao foram implementadas. Uma delas se refere a variagao
do ntimero de pontos de controle cujas coordenadas sdo consideradas como varidveis de
otimizagao. Na outra, trata-se da consideracao dos parametros de forma (si) da spline

como variaveis.

2.2.2.1 Refinamento progressivo: parametro de forma

Com esta estratégia, a resolucdo do problema inverso é dividida em duas etapas. Na
b
primeira, as variaveis de minimizacao sao as coordenadas dos pontos de controle da spline

que aproxima o contorno da inclusdo. Assim, o vetor de varidveis x é:

X = {l’la Y1,22,Y2,5 -5 Tppes ynpc} )

onde npc é o nimero de pontos de controle. Neste caso, considera-se que os parametros
de forma s; da spline, fornecidos pelo usuério, sao constantes ao longo do processo de
minimizagao. Desta forma, o niimero de varidveis de minimizacao n é dado pelo dobro
do ntimero de pontos de controle. Ao final desta etapa de minimizagdo, tem-se uma
aproximagao melhor para a posi¢cao e tamanho da inclusao, em relagao a aproximagao
inicial.

Na segunda etapa do processo de minimizagao, as variaveis sao:

X = {xlv Y1, 5173727 Y2, 527 "'wTTLpCa ynp(37 STLPC} y

onde S; € R define o parametro s; € [0, 1] de acordo com a seguinte expressao:

t i
= S g5 (29)

Esta troca de varidveis é utilizada para permitir o uso do algoritmo de Levenberg-
Marquardt, desenvolvido para resolver problemas de otimizacao sem restricao.
A segunda etapa da minimizacdo tem como aproximacao inicial, um vetor formado

pelas coordenadas dos pontos de controle resultantes da primeira etapa da minimizacao,
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juntamente com os parametros S; referentes aos s; fornecidos no inicio do processo. Esta
etapa tem como objetivo possibilitar que melhores aproximagoes para a forma da inclusao

sejam encontradas, seja ela suave ou angulosa.

2.2.2.2 Refinamento progressivo: niimero de pontos de controle

A parametrizacao por splines permite a representacao de geometrias tanto mais complexas
quanto maior o numero de pontos de controle, isto é, maior o niimero de graus de liberdade.
Entretanto, observa-se que quanto maior o niimero de pontos de controle da aproximagao
inicial, associado ao nimero de varidveis do problema de minimizacao, maior a tendéncia
de geracao de geometrias infactiveis, o que prejudica a convergéncia do procedimento de
minimizagao para a identificacdo da geometria desejada. Isso se deve ao fato de que, como
mencionado anteriormente, o algoritmo utilizado ter sido desenvolvido para problemas
sem restri¢ao, condi¢do que o problema em questao, da forma como esta formulado, nao
atende, uma vez que a malha do contorno das inclusées nao pode se cruzar. Desta forma,
nao obtendo sucesso na identificagdo de inclusdes com geometrias mais complexas, a
estratégia de refinamento progressivo referente ao niimero de pontos de controle da spline
foi implementada.

Esta estratégia de refinamento progressivo consiste em iniciar a solu¢ao do problema
inverso usando como aproximacao inicial uma spline com poucos pontos de controle, por
exemplo, 3 ou 4 pontos. Alcancado o critério de parada do método de minimizagao, tal
processo é interrompido e a geometria resultante recebe um novo ponto de controle, au-
mentando seu nimero de graus de liberdade, mantendo inalterada sua geometria. Em
seguida, a curva definida por esse novo conjunto de pontos retorna ao processo de mini-
mizacao como uma nova aproximacao inicial e é feita mais uma execucao do método de
minimizagado. Repete-se este procedimento até atingir o niimero de pontos de controle
necessario para uma reducao satisfatoria da fungao objetivo.

Todavia, para que a geometria nao seja alterada com a inclusao de um novo ponto de
controle, foi desenvolvido um procedimento para a determinacao da posicao dos pontos
de controle da nova curva. Inicialmente, a inclusao do novo ponto se da na subdivisao do
segmento de reta que une os dois pontos de controle adjacentes mais distantes. A curva
resultante é sensivelmente diferente da curva original, com menos pontos. Isto pode ser

observado na Figura (2.4), que mostra uma spline de 4 pontos (verde) originada a partir
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de uma de 3 pontos (vermelha) e o quanto sao diferentes.

Figura 2.4: Comparagao entre a spline original com 3 pontos de controle (vermelho) e
curvas com 4 pontos de controle, antes da otimizagao (verde) e ao final do processo (azul).
Os pontos de controle de cada curva sao apresentados.

Desta forma, uma estratégia visando a adaptagao desta nova curva a geometria original
foi implementada. Como a varia¢ao da curva em fungao da posi¢ao dos pontos de controle é
um problema nao-linear, este é resolvido também como um problema de otimizacao, sendo
suas variaveis as coordenadas dos pontos de controle da nova curva. A solucao deste novo
problema de otimizagao é obtida por meio do Método de Powell [52], escolhido por sua
simplicidade e por ndo necessitar de derivadas. Além disso, devido a trabalhos anteriores
relacionados ao presente tema [53, 54], dispoe-se de uma implementagao ja testada de tal
método, facilitando a sua utilizacao.

No novo problema de otimizagao, a funcao objetivo a ser minimizada é uma funcao da
diferenca entre a curva original e a curva com um ponto de controle a mais. Para a sua
avaliagao, faz-se uma analogia com o fenémeno fisico da difusdo. Pelo efeito da difusao,
a distribuicao da concentragao ao longo de um dominio que contenha a curva original
pode ser representada por uma superficie suave. Este procedimento de suavizacao é feito
mantendo-se a concentragao ¢ = 1 nos pontos correspondentes a curva original. Para cada
passo de tempo, a concentracao em cada né i,j da malha é calculada pelo Método das

Diferencas Finitas da seguinte forma:

cijl =c;+ kiA:pQ (CHM —2c; + Ci—l,j) + (2.10)
At o, N .
kAyQ (cijn — 265 + ¢y 4)

onde ¢ é a concentracao e k é uma constante (k = 1). Como condigao inicial tem-se con-
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centragao nula em todos os nés da malha, exceto nos nés correspondentes a curva original,
nos quais a concentracao é unitaria. Nos nés do contorno do dominio, a concentragao é
mantida nula em todos os instantes de tempo.

Toma-se um instante de tempo no qual a distribuicao da concentragao ao longo do
dominio seja suficientemente suave e utiliza-se para a avaliagao da funcgao objetivo. Esta
distribuicao em um dado instante de tempo e a curva original, no plano ¢ = 0, podem ser

vistos na Figura (2.5).

Figura 2.5: Em vermelho a curva e em verde a concentragao correspondente.

Assim, tanto a curva original quanto a curva candidata a solucio sao discretizadas e,
para cada um destes nos, existe um valor de concentracao associado. Neste caso, a funcao
objetivo consiste em se fazer a diferenca entre as concentracoes médias da curva original
(c = 1) e da nova. Definindo-se a funcao objetivo desta forma, pode-se concluir que seu
minimo ocorre para a coincidéncia geométrica das curvas. A Figura (2.4) apresenta a
curva original e a spline de 4 pontos, obtida com o procedimento descrito.

Porém, esta funcao objetivo, considerando uma analogia com o problema fisico da di-
fusdo, além de depender da discretizacao, isto é, Ax e Ay, dependente ainda da defini¢ao
da constante de difusao k e do niimero de instantes de tempo que serao aguardados até que
a concentragao evolua para uma superficie suficientemente suave. Como ¢ dificil definir to-
dos estes parametros de forma automatica e considerando também o custo computacional
deste procedimento para gerar a superficie suave, esta funcao objetivo foi substituida por
uma mais simples.

Na atual implementagao do refinamento progressivo, minimiza-se uma medida mais
direta do erro geométrico entre a malha de elementos de contorno da spline antiga e a
spline nova, com um ponto de controle a mais. Este erro geométrico é definido da seguinte

forma: para cada né da malha dos elementos da nova spline, toma-se a sua distancia até
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o n6 mais préximo da malha da spline original, com menos um ponto, acumulando-a, até
que todos os nds da nova spline tenham sido percorridos. Este total é dividido pelo niimero
de nés da spline nova e pelo perimetro da spline original, a fim de adimensionalizar este
valor. Esta fungao objetivo possui custo computacional menor que a anterior.

Desta forma, para problemas de identificagdo de inclusdes com geometrias mais com-
plexas, esta estratégia de refinamento progressivo é executada até atingir o niimero de
repeticoes, fornecido pelo usuario como dado de entrada. Em seguida, passa-se a se-
gunda etapa da otimizacao, com a consideracao dos parametros de forma da spline como

variaveis de otimizacao, conforme apresentado na secao anterior.

2.3 Meétodo de Levenberg-Marquardt

Para solugao do problema de minimizacao apresentado na Equacao (2.1) e reescrito a
seguir

m

> rix)?, (2.11)

i=1

x* =argmin f(x) com f(x)= %R(X)TR(X) =

xE€R™

N —

sendo f(x) : R” — R a fungao objetivo, R(x) : R” — R™ a fungao residuo, r;(x) a
1-ésima componente da funcao residuo, n o niimero de parametros de minimizacao e m o
nimero de medidas de potencial, utiliza-se o Método de Levenberg-Marquardt, escolhido
por ser um dos melhores métodos para a solucao de problemas de minimos quadrados
nao-lineares [49, 38].

Detalhes sobre o Método de Levenberg-Marquardt podem ser encontrados, por exem-
plo, em [48, 49, 50]. A seguir, o desenvolvimento deste método a partir do Método de
Newton serd brevemente apresentado.

De acordo com a Férmula de Taylor, pode-se aproximar o valor de f(x) em torno de

um ponto xg por

J(x) = f(x0) + Vf(x0)" (x — x0) + %(X —x0)" V2 (%0)(x — Xq) - (2.12)

com

Vi) =Y ri(x)- Vri(x) = J(x)"R(x) (2.13)

i=1
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V2f(x) = Z (Vri(x) - Vri(x)" +ri(x) - VPri(x)) = J(x)"I(x) + S(x) (2.14)

i=1
onde J(x) € R™™ ¢ a matriz jacobiana cujos elementos sao dados por
J(x);; = Ori(x)/0x; e S(x) = r:(x) - V?ri(x). Assim, a Equagao (2.12) pode ser ree-

scrita:

J0) = RO R(x0) + Rixo) T (x0)(x 0

+ %(x —x0)" (J(x0)"I(x0) + S(x0)) (x — %) . (2.15)

Desta forma, a aproximagcao apresentada na Equac@o (2.15) é substituida na Equagao
(2.11), e o problema de minimizacao é resolvido fazendo-se Vf = 0. Chega-se assim a

expressao para atualizacao de x do Método de Newton:

x4 = %o — (J(x0)7I(x0) + S(x0)) " I(x0)"R(x0) - (2.16)

O Método de Newton possui convergéncia local réapida [48]. Porém, em muitos casos,
as derivadas de segunda ordem que compdem a matriz S nao estao disponiveis e o custo
computacional de sua aproximacao por diferencas finitas é alto. Desta forma, usualmente
utiliza-se o Método de Gauss-Newton, que tem origem na seguinte aproximagao para R(x)

em torno de um ponto xg
R(x) ~ R(xo)+ J(x0)(x—xo) (2.17)

Assim, substituindo a Equagao (2.17) em (2.11), resolve-se o problema de minimizagao
fazendo-se Vf = 0, o que da origem a expressao do Método de Gauss-Newton para

atualizagao de x:

x4 = %0 — (J(x0)"I(x0)) " I(x0)TR(xq) - (2.18)

A velocidade de convergéncia do Método de Gauss-Newton é menor quanto maior a
nao-linearidade do problema ou o tamanho do residuo. Em outras palavras, quanto menor
for S(x*) em relagdo a J(xg)?J (%) mais préximo seu desempenho em relacao ao Método

de Newton [48].
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Entretanto, observa-se que o Método de Gauss-Newton toma passos muito grandes
para atualizar x, o que prejudica sua convergéncia local. Uma das formas de melhorar
esta caracteristica é modificando o algoritmo do Método de Gauss-Newton, através da

estratégia de regiao de confianca:

minimizar ||R(x¢) + J(x0)(x — x0)||2 (2.19)

sujeito a  ||x — Xoll2 < do - (2.20)

A solugao deste problema de minimizagao com restri¢ao gera a férmula de atualizacao

de x do Método de Levenberg-Marquard
x4 = %0 — (J(x0)TI(x0) + pol) ™ I (x0) " R(x0) , (2.21)

onde py = 0 se o9 > || (J(XO)TJ(XO))_1J(XO)TR(XO)HQ e pp > 0 caso contrario. As
diferentes estratégias para a escolha de pg e dg dao origem a diversas implementagoes do
Método de Levenberg-Marquardt.

No presente trabalho, utiliza-se a implementacao disponivel no pacote de subrotinas
MINPACK-1 [55], disponivel no repositério Netlib (http://www.netlib.org). Nesta imple-
mentacao a escolha de pg estd baseada na estratégia proposta por MORE [56].

Neste algoritmo, sao trés os testes de convergéncia utilizados como critérios de parada,
um referente as varidveis de minimizagao, com tolerancia XTOL, o segundo referente a
fungao, com tolerancia FTOL e o terceiro referente ao jacobiano, com tolerancia GT'OL.
Considera-se que a convergeéncia foi atingida se pelo menos um dos trés testes forem
satisfeitos.

No primeiro teste, a convergéncia é atingida se
< XTOL - |Dx|2,

onde D é uma matriz diagonal de escalonamento das variaveis. No presente trabalho, tal
matriz é calculada internamente pelo algoritmo.
O segundo teste considera os valores da reducao relativa real (actred) e da redugao

relativa predita (prered) da funcao residuo:
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actred = (||R[j2 — [[R+]]2) /[ R]|2

prered = (|[R|2 — ||R+J(x+ —x0)|[2) /||R]2,

sendo a convergéncia, segundo este critério, atingida se as trés condigoes apresentadas a

seguir forem satisfeitas;

prered < FTOL
lactred| < FTOL

actred < 2 - prered

O terceiro teste considera uma medida do angulo entre o vetor residuo e as colunas da

matriz jacobiana da seguinte forma:

T
max{w:lgign} < GTOL ,
32 (R [l

onde j, é a i-ésima coluna da matriz jacobiana J. Pode-se perceber que este critério falha
se o vetor residuo for nulo ou alguma coluna da matriz jacobiana se anular. Assim, este
critério detecta também outros pontos criticos, como pontos de maximo ou pontos de sela,
além dos pontos de minimo.

Além dos critérios de convergéncia ja citados, um quarto critério de parada se refere
ao maximo numero de avaliacoes da funcao residuo.

A utilizacado desta implementacao do Método de Levenberg-Marquardt depende de
uma rotina fornecida pelo usuario para o cdlculo da funcao residuo. Tal cdlculo depende
da resolugao do problema direto e sera abordado no Capitulo 3. Além disso, o algoritmo
exige também o cédlculo da matriz jacobiana, que pode ser obtida através de uma rotina
fornecida pelo usudrio ou, caso contrario, aproximada por diferencas finitas. No presente
trabalho, estas duas abordagens sdo comparadas, sendo que a rotina fornecida para o
calculo da matriz jacobiana é baseada no Método Semi-Analitico, também apresentado

no Capitulo 3.
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2.4 Funcgao Objetivo

Como dito anteriormente, a fungao objetivo a ser minimizada, apresentada pela Equacao
(2.2), é funcao da diferenca entre potenciais medidos, V, e os potenciais calculados, V(x),
para uma dada distribuicdo de condutividades definida pelas varidveis fornecidas pelo
algoritmo de otimizagao.

Um ntmero finito de eletrodos, que depende do sistema utilizado, é fixado no contorno
externo do corpo a ser tomografado. Através desses eletrodos, solicitacoes sao realizadas
através de injegao de corrente elétrica. Para cada solicitacao, mede-se diferencas de po-
tencial elétrico nos eletrodos que nao estao envolvidos com a injecao de corrente. As
medidas de potencial em eletrodos utilizados para injecdo de corrente sao descartadas
porque sao afetadas pela queda de tensao da impedancia de contato [57]. Embora menos
comum, pode-se encontrar referéncias nas quais se utilizam medidas de potencial inclusive
nos eletrodos de injegao, por exemplo [26]. Assim, as medidas referentes a cada caso de
solicitacio sdo armazenadas no vetor de medidas V.

Desta forma, diferentes protocolos geram diferentes vetores de medida V e conse-
quentemente, diferentes funcées objetivo. Assim, pode-se concluir que a qualidade da
imagem final obtida é afetada pela estratégia de injecao e medicao escolhida.

No presente trabalho, todas as simulagoes sao feitas com 16 eletrodos, niimero utilizado
em grande parte dos trabalhos aqui citados. Para este nimero de eletrodos, varios sao
os casos de solicitacao que podem ser utilizados e os padroes para medicdo de diferencas
de potencial elétrico entre os eletrodos. Entre os protocolos frequentemente encontrados
na literatura, nos quais em cada caso de solicitacdo a injecdo de corrente é feita por
meio de um unico par de eletrodos, destacam-se trés, sendo eles: método da vizinhanga
ou adjacente, método cruzado e método “oposto” ou diametral. A seguir, uma breve
descrigao destes protocolos, segundo MALMIVUO e PLONSEY [58], é apresentada.

O método da vizinhanga ou adjacente ¢ um dos mais conhecidos, utilizado no sis-
tema de aquisi¢ao Sheffield [59]. Consiste na injegao de corrente entre pares de eletrodos
adjacentes e as diferencas de potencial sao medidas entre os demais pares de eletrodos
vizinhos. Desta forma, utilizando 16 eletrodos, sao 16 os possiveis casos de solicitagao e
13 as medidas de potencial para cada caso, gerando um total de 208 medidas. Destas,
somente 104 sdo independentes, devido a reciprocidade entre as medidas. Por exemplo,

injetando corrente entre os eletrodos ¢ e ¢ + 1 e medindo a diferenca de potencial entre os
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eletrodos j e j + 1 chega-se aos mesmos valores medidos entre ¢ e 1 4+ 1 quando a injecao é
feita entre os eletrodos j e j+ 1. Assim, para o primeiro caso de solicitagao, as 13 medidas
sao independentes, no segundo caso, somente 12 e, para os préximos casos, o numero de
medidas independentes diminui um a um. E um método considerado de boa sensibilidade
na regiao periférica do dominio. A Figura (2.6) ilustra como sdo realizados dois dos casos

de solicitacao e as respectivas medidas.

linhas de fluxo isopotenciais

Figura 2.6: O método da vizinhanca aplicado a um dominio de segao circular. Sao
apresentados 2 casos de solicitacao e 4 medidas de diferenca de potencial para cada caso.
A imagem foi adaptada de [58].

No método cruzado, escolhe-se um eletrodo, por exemplo o 16°. O primeiro caso de
solicitagao é realizado com injecao de corrente entre os eletrodos 16 e 2, o segundo entre
os eletrodos 16 e 4, até que no sétimo caso os eletrodos utilizados sao o 16 e o 14. Em cada
um destes casos, sao obtidas 13 medidas de potencial entre os eletrodos nao utilizados
na injecao e o eletrodo de ntimero 1. Um total de 91 medidas (7 x 13) sao geradas. Em
seguida repete-se o procedimento, tomando-se outro eletrodo para injecao de corrente, por
exemplo o 3°. Injeta-se corrente entre os eletrodos 3 e 5,3e7,3e9,3e11,3e13,3elbe
3 e 1. Para cada um desses casos, mais 13 medidas sao realizadas, agora com referéncia no
eletrodo de numero 2, totalizando mais 91 medidas. No total, 182 medidas sao feitas, das
quais 104 sao independentes. Este método é considerado de boa sensibilidade no dominio
todo, porém é menos sensivel que o método da vizinhanca na regiao periférica. A Figura
(2.7) apresenta este protocolo.

No método “oposto” ou diametral, em cada caso de solicitacao, dois eletrodos diame-

tralmente opostos sao tomados para a injecao de corrente elétrica. Um terceiro eletrodo,
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Figura 2.7: O método cruzado aplicado a um dominio de secao circular. Sao apresentados
4 casos de solicitacao e as 4 primeiras medidas de diferenca de potencial para cada caso.
A imagem foi extraida de [58].

por exemplo o eletrodo ao lado do eletrodo de injecao, é tomado como referéncia para as
medidas de potencial dos demais 13 eletrodos. Assim, sao 8 os casos de solicitacao que
geram o total de 104 medidas de potencial independentes. Neste protocolo, a reciproci-
dade entre as medidas ocorre quando injeta-se corrente no eletrodo ¢ e drena-se no j e no
sentido contrario, injeta-se no j e drena-se no i, fazendo com que as medidas tenham ape-
nas sinal diferente, quando o mesmo eletrodo é tomado como referéncia. Neste método,
a distribuicao de corrente elétrica em todo o dominio é mais uniforme, sendo considerado
de boa sensibilidade. A Figura (2.8) apresenta este método.

Além dos trés protocolos descritos, outros sao possiveis. Alguns deles com injegao de
corrente em mais de um par de eletrodos simultaneamente, como o método adaptativo
[58]. Porém, neste trabalho serao utilizados apenas os dois métodos mais empregados, o
diametral e o adjacente.

Deve-se notar ainda que, para um mesmo padrao de injecao de corrente elétrica, as

medidas de diferenca de potencial podem ser feitas de diferentes formas. Por exemplo,
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pode-se escolher qualquer um dos eletrodos que nao estao envolvidos com a inje¢ao e medir
a diferenca de potencial entre os demais eletrodos e o escolhido. Neste caso, cada possibil-
idade de escolha modifica a funcao objetivo, inclusive alterando o processo de otimizacao.
Pode-se ainda, como no método da vizinhanga, tomar as diferengas de potencial entre os
pares de eletrodos adjacentes que nao estao envolvidos com a injecao, o que resulta em
nova funcao objetivo.

Sabendo que para diferentes protocolos a fungao objetivo é diferente, pode-se esperar
que, para um determinado problema, algum dos protocolos seja mais adequado, favore-
cendo a identificacao das inclusoes, ou ainda, que medidas realizadas segundo outro pro-
tocolo nao sejam suficientemente sensiveis a presenca da inclusao, tornando dificil a sua
identificacdo. Assim, o protocolo de injecdo e medigdo é um importante parametro para
a solucao do problema inverso da TIE, mas este aspecto nao tem tido destaque na liter-
atura, sendo o protocolo Sheffield (método da vizinhanga) o mais utilizado nos trabalhos
[60].

Alguns trabalhos se preocupam com a questao da densidade de corrente elétrica apli-
cada de modo a melhorar sua capacidade de distinguir regides com diferentes propriedades
elétricas, como ¢ feito em [61] e [62]. Com relagao aos protocolos, KAUPPINEN et al.
[63] apresenta estudos sobre a sensibilidade de quatro métodos, sendo trés deles os apre-
sentados acima.

Em STEPHENSON et al. [60], sdo apresentados resultados referentes a imagens de

TIE reconstruidas por meio de técnicas de regularizacao a partir de dados simulados e

Figura 2.8: O método diametral aplicado a um dominio de se¢ao circular. Sao apresen-
tados 2 casos de solicitacao e as 4 primeiras medidas de diferenca de potencial para cada
caso. A imagem foi extraida de [58].
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dados medidos experimentalmente utilizando dois protocolos, o método da vizinhanca e
o diametral. Dos diversos resultados apresentados, a qualidade da imagem no caso do
padrao diametral mostrou-se um pouco melhor, uma vez que exige um valor menor para
o parametro de regularizacao, o que leva a uma melhor resolucao da imagem. Mostrou-se
também menos sensivel a ruidos nas medidas, uma vez que os valores das medidas sao
maiores neste que no outro padrao.

Assim, neste trabalho, de maneira semelhante ao que foi feito em [60] sao realizados

experimentos numéricos com quatro diferentes protocolos:

—_

. Injecao diametral e medicao de potencial entre eletrodos vizinhos;

[\)

. Injecao diametral e medicao de potencial entre o eletrodo de referéncia e os demais;

w

. Injecao adjacente e medicao de potencial entre eletrodos vizinhos;

W

. Injecao adjacente e medigao de potencial entre o eletrodo de referéncia e os demais.

Nos protocolos onde necessita-se de um eletrodo de referéncia para as medidas, toma-se
como tal o eletrodo de potencial nulo prescrito.

Além destes quatro protocolos, uma modificagdo da fungao objetivo gerada pelas me-
didas de potencial entre o eletrodo de potencial prescrito e os demais, para o padrao de
solicitagao diametral foi testada. Como visto anteriormente, se outro eletrodo tivesse sido
tomado como referéncia para as medidas, a funcao objetivo seria diferente. Assim, para
eliminar a dependéncia entre a funcao objetivo e o eletrodo de referéncia, foi testado o

seguinte procedimento: Dados os vetores de diferencas de potencial medidas (V) e calcu-
ladas (V), pode-se calcular o valor da constante ¢ que ao ser subtraida dos valores de V,
minimiza a norma do vetor diferenca entre Ve V.

Assim, deve-se minimizar a funcao f(c) = [|[(V — ¢) — V)||2, cujo ponto de minimo é

encontrado fazendo-se df /dc = 0. Assim, chega-se a
= AR A (2.22)

onde m é o numero de medidas utilizadas. Uma vez encontrada a constante c, este
valor deve ser diminuido dos elementos de V e a funcao objetivo pode ser calculada

normalmente. Esta subtracao pode ser entendida como uma “translacao” de um conjunto
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de diferengas de potencial na dire¢do do outro conjunto, de uma “distdncia” suficiente
para minimizar a diferenca entre eles. Assim, para diferentes eletrodos tomados como
referéncia, valores de ¢ diferentes sao calculados, levando a mesma fung¢ao objetivo.
Entretanto, os testes realizados com esta alteragao da fungao objetivo nao apresen-
taram ganho em relacao a estratégia original. Desta forma, tais experimentos nao serao

apresentados no presente trabalho.



47

3 O PROBLEMA DIRETO

3.1 Introducao

Como mencionado anteriormente, um algoritmo de reconstrucao de imagens de TIE deve
ser capaz de, para uma dada distribui¢ao de condutividades do dominio, calcular os poten-
ciais elétricos no contorno externo do corpo para uma solicitacao conhecida, como injegao
de corrente elétrica. Este problema, cujos dados sao a distribuigao de condutividades e a
solicitagdo, e as incégnitas sao os valores do potencial em alguns pontos do contorno, é
conhecido como o problema direto associado a TIE.

Neste capitulo apresenta-se o modelo matematico que descreve este problema direto
originado de simplificagoes das Equagoes de Maxwell e define-se as condigoes de con-
torno. Em seguida, com a consideracao de que o dominio pode ser decomposto em sub-
dominios homogéneos, mostra-se que a equacao governante do problema recai na Equagao
de Laplace.

A solucdo numérica do problema direto é feita por meio da formulacdo direta do
Método dos Elementos de Contorno. No problema tratado neste trabalho, o MEC apre-
senta como principal vantagem em relacao a outros métodos como o Método dos Elementos
Finitos e o Método das Diferencas Finitas, a facilidade na geracao das malhas.

Ao final do capitulo, duas formas para o cdlculo da matriz jacobiana, exigida pelo
algoritmo de solucdo do problema inverso, sdo apresentadas. A primeira, chamada de
Método Semi-Analitico, estd baseada na formulacao do MEC. A segunda baseia-se na

aproximagcao das derivadas parciais por Diferencas Finitas.

3.2 Equacao Governante

Para um dado ponto do dominio, o potencial e o fluxo elétrico gerados por uma solicitacao,

seja ela do tipo injecao de corrente elétrica ou imposi¢ao de diferenca de potencial, deve

satisfazer as Equacoes de Maxwell, que para excitacoes senoidais e”“! e sem fonte no
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interior do dominio, sdo expressas da seguinte forma:

VxE = iwuH; (3.1)
VxH = oE+iweE; (3.2)
V-(oc+iwe)E = 0; (3.3)
V-pH = 0; (3.4)

onde E é o campo elétrico, H é o campo magnético, w é a frequéncia da excitacao, u é a
permeabilidade, o a condutividade ¢ a permissividade do meio [1, 2, 42].
Para os casos nos quais a frequéncia de excitagao w é inferior a 30 MHz, como € o caso

da TIE, é vélida a aproximagao quasiestatica [64] e estas equagoes tornam-se:

VXE = 0; (3.5)
VxH = oE; (3.6)
V.oE = 0; (3.7)
V.uH = 0. (3.8)

Aplicando-se o operador divergente em ambos os lados da Equagao (3.6), tem-se:
V-cE=0. (3.9)
Sabendo que o campo elétrico E é igual a —Vu, onde u é o potencial elétrico, obtém-se:
V- (eVu)=0. (3.10)

Admitindo que serdo tratados problemas em que a variacdo da condutividade se d&
apenas entre os sub-dominios nos quais ¢ assume valores constantes, conforme ilustra a
Figura (3.1), para cada um destes sub-dominios o potencial elétrico u deve satisfazer a

Equagao de Laplace:

Viur(x) =0, xe€Q |, (3.11)

onde o indice k identifica o sub-dominio, sendo que k = 0 representa o sub-dominio que



49

contém o contorno externo, isto é, o meio principal. Os sub-dominios representados por

k > 0 sao referentes as inclusodes.

u=0

Figura 3.1: Dominio heterogéneo dividido em sub-regioes homogéneas e condigoes de
contorno.

Considerando que a Equagao (3.11) é resolvida para cada sub-dominio, as condigoes
de compatibilidade para o potencial e fluxo elétrico nas interfaces entre os sub-dominios

que devem ser satisfeitas sao:

wp(x) =ug(x) ,xely k>0 (3.12)
0 0
UO%(X) = —akﬁ(x) yxel'y k>0 (3.13)

onde I';, é a interface entre os sub-dominios 2 e €.
Para o caso no qual as solicitacoes sao feitas por meio de injecao de corrente elétrica,

as condigdes de contorno para a Equacao (3.11) podem ser escritas como:

ou
an—rf =Jkx) , xel{, (3.14)
up(x) =0 , xeTl¥ (3.15)

onde n ¢ o vetor normal ao contorno , oy é a condutividade do meio principal, du/On =
Vuy -m, Ty é o contorno externo do dominio, dividido em I'§, que diz respeito ao eletrodo
tomado como referéncia para o potencial elétrico, e I'J, restante do contorno, onde a
densidade de corrente elétrica J é prescrita. Nos eletrodos utilizados para injetar e drenar

corrente elétrica J =1 e J = —1, respectivamente. No restante de 'y, J = 0.
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3.3 Solugao Numérica

3.3.1 O Método dos Elementos de Contorno para problemas

de potencial bidimensional

O método numérico empregado para aproximar a solucao da Equacao de Laplace no
presente trabalho é o Método dos Elementos de Contorno. Apresenta-se a seguir, alguns
passos do desenvolvimento da equagao integral do MEC para problemas de potencial
bidimensional, cuja descri¢ao detalhada pode ser encontrada, por exemplo, em [65].
Para a equagao de Laplace em um dominio {2, pode-se escrever a seguinte sentenca de

residuos ponderados:

/ Viuwd)=0, (3.16)
Q

onde w é uma fungao de ponderagao.
Integrando por partes a Equagao (3.16) e usando duas vezes o teorema da divergéncia

chega-se a:

/VzwudQ—/uawdF:—/pwdF, (3.17)
Q r on r

onde, utilizando-se notagao indicial,

ow
on = W,;ny;
e
Ju
p= on UM -

Com a finalidade de eliminar a integragao ao longo do dominio {2 que aparece no lado
esquerdo da Equagao (3.17) utiliza-se uma fungao de ponderagao especial. Tal fungao,
representada por u*, é chamada Solugao Fundamental uma vez que trata-se da solugao da
equacao de Laplace para uma fonte unitaria concentrada, aplicada em um ponto interno

(¢) do dominio :

Viu* = —§(&;2) (3.18)
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onde §(&;x) é a fungao Delta de Dirac.

Desta forma, considerando a propriedade
| ) i) a0 = (o)
pode-se reescrever a Equacao (3.17) como
)+ [ ule) p'(62) dra) = [ o) (o) drla) (319)

onde o potencial no ponto ¢ do interior do dominio é expresso em fungao de integrais no

contorno. Para o problema bidimensional, a solugao fundamental é dada por:

() = —
u (&) = 27Tln(r) (3.20)
e
wie o Out 1
p(&x) = oo = ot T (3.21)

onde r é o vetor distancia entre o ponto fonte £ e o ponto campo X .
Para se obter uma expressao que permita calcular o potencial em pontos do contorno,
calcula-se o limite da expressao 3.19 quando o ponto interno ¢ tende para o contorno. Tal

procedimento da origem a equagao,

c(eu(e) + |

r

u() p* (€ 2) dT(z) = / p() u* (& 7) dT'(z) (3.22)

r
onde ¢(§) é um parametro que depende do angulo interno do contorno no ponto &, repre-

sentado por :

3.3.2 Daiscretizagcao do contorno

A solu¢ao numérica para a Equagao (3.22) pode ser obtida discretizando-se o contorno

em N, elementos:
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Cada elemento I'; tem sua geometria definida por N, nés e fungoes de interpolacao
de forma (¢). Além disso, a variagao nos valores de potencial u e da derivada direcional
p nestes elementos ¢ determinada por Ny nés funcionais e funcoes de interpolagao fun-
cional (¢). As fungoes de interpolagao sao escritas em fungao de 1, uma varidvel local

adimensional, podendo-se escrever para um elemento qualquer (I';):
Ny
ij(n) = Z%f o (n)
k=1
Ny
ui(n) =Y uf Pr(n) (3.24)
k=1
Ny
pi(n) = 0§ i)
k=1

onde x;;(n) ¢ a i-ésima coordenada de um ponto de I'; definido por 7, u;(n) e p;(n) sdo os
valores do potencial e de sua derivada direcional no ponto de I'; definido por 7. O indice
k que aparece em xlf indica o nimero do né geométrico e em uf e pg? indica o nimero do
né funcional.

No presente trabalho o contorno é discretizado com elementos que interpolam a ge-
ometria linearmente (N, = 2) e os valores de u e p sao considerados contantes em cada

elemento (Ny = 1). Neste caso, as expressoes 3.24 podem ser reescritas como:

$ij(77) = ¢1(n) 1’11 + ¢2(n) %2

uj () =, (3.25)
pi(n) =pj,
onde

1
o) = S(1-mn) (3.26)

1
$2(n) = (1+n). (3.27)

Definindo o sistema local como
1

r, =10 (3.28)
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tem-se
L

dr; = 3 dn, (3.29)

onde [; ¢ o comprimento do elemento j.
Assim, pode-se avaliar a Equagao (3.22) de forma aproximada para cada né funcional

&

N, N,

1 <l <l

Qu(fi)JrZuj/Q]p dn:ij/QJU dn , (3.30)
=1 In =1 In

onde utilizou-se ¢(&;) = %, uma vez que ¢ corresponde ao né central do elemento linear
fazendo com que o angulo 3 seja igual a , e a troca de varidveis apresentada nas Equagoes
(3.28) e (3.29).

Aplicando-se a Equagao (3.30) a todos os nés funcionais, obtém-se N equagoes, onde
N é o numero total de nés funcionais, que podem ser escritas matricialmente da seguinte
forma:

[C+ﬁ}-u:G-p, (3.31)

onde u e p representam o potencial e o fluxo nos nés funcionais.

Pode-se ainda acoplar a matriz diagonal C a matriz H:
Hu=G p. (3.32)

A introducao das condicoes de contorno se faz através da atribuicao de seus respectivos
valores a u e p de cada né funcional, restando N incégnitas. Coletando todas as incognitas
em um vetor y com a consequente reordenacao das colunas das matrizes H e G chega-se

ao seguinte sistema de equacoes lineares:

Ay=b (3.33)

onde b é o vetor independente e A é uma matriz densa e nao-simétrica. Com a resolugao
de tal sistema, os valores de u e p nos nés funcionais sao determinados, o que permite
calcular o valor do potencial e de suas derivadas direcionais para qualquer ponto interno

do dominio através da Equagao (3.30).



54

Deve-se ressaltar que, para a avaliagao das integrais da Equagao (3.30), exceto para
os termos da diagonal de H e G é utilizado o método de integracao numérica de Gauss.
Para os termos da diagonal, onde o ponto fonte pertence ao dominio de integracao e ocorre

singularidade no integrando, as integrais sao feitas analiticamente, resultando:

6 - En(2)]. -
(3.35)

jasi}
I
[a)

it

3.3.3 Sub-regioes

Conforme apresentado em [65], nos casos em que é possivel dividir um dominio heterogéneo
em sub-regides homogéneas, o procedimento numérico proposto acima pode ser aplicado
a cada sub-dominio como se fosse separado dos outros. O sistema final de equagoes
¢ obtido agrupando as equacoes referentes a cada sub-dominio e impondo condicoes de
compatibilidade nas partes dos contornos que sao interfaces entre dois materiais diferentes.
Considere um dominio €2 composto de dois sub-dominios €2, £2; e {5, como na Figura
(3.1).
Para o sub-dominio 2y sdo definidas as seguintes variaveis:
u’, oop”: potenciais nodais e fluxos no contorno externo Iy;

01

u’!, oop”: potenciais nodais e fluxos na interface I'; considerando que ela pertence a Qg;

u’?, oyp®%: potenciais nodais e fluxos na interface I's considerando que ela pertence a €.
No sub-dominio €2y sao definidas as seguintes variaveis:
u'?, o,p'°: potenciais nodais e fluxos no contorno externo I'; considerando que ela per-
tence a €.
De maneira analoga para a regiao {2;:
u?’, o,p?°: potenciais nodais e fluxos no contorno externo I's considerando que ela per-
tence a ,.

O sistema de equagoes correspondente a sub-regiao {2y pode ser escrito como:

HOO HOl H02 uO GOO GOI G02
HlO Hll H12 uOl — GIO Gll G12 p01 , (336)
H20 H21 H22 u02 G20 G21 G22 p02

i)
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onde o primeiro indice das matrizes H e G indica a qual contorno pertencem os pontos
fonte e o segundo indice indica a qual contorno pertencem os elementos integrados.

Para a sub-regiao )y, tal sistema pode ser escrito como:

)= ) o1

e para a sub-regiao {2s:

e (o] {0} =

As condicoes de compatibilidade nas interfaces I'; e I's entre os sub-dominios €2y e €

e entre () e {1y, respectivamente, para o potencial sao:

e para o fluxo sao:

01 __ 10
oop = —o01p ,

02 20
Oop = —02p" .

Fazendo p°! = p! e p*? = p? tem-se:

g
10 __ 0 1
p'’=—-—p',
01
(o
20 0_2
p? = ——
09

Assim, das Equagoes (3.36) a (3.38), considerando as condi¢oes de compatibilidade

nas interfaces, pode-se escrever um unico sistema de equagoes:

[ g g g2 | el G” |
HO U W u° gl @gn el p!
HY 2! H2 G b=l @ Q2 pl v (3.39)
o H" o u? 0 —-2G" 0 p?
0 o0 H” 0 0 —2G*




o6

Este sistema é similar ao obtido para uma tnica regiao, Equagao (3.32), sendo que as
matrizes H e G agora sao matrizes em banda. Lembrando que tanto os potenciais quanto

os fluxos na interface sao desconhecidos, pode-se reescrever a Equagao (3.39) como:

[ HY g gt g2 g | [ uo ) [ G |
HY H'!' _gl! H? _g» u! G0
H2 HY _Q2 H2 _Q2 pl p=| G® { p’ } _ (3.40)
0o H" 2G" 0 0 ’ 0

0 0 0 H®” 2G¥||p | | 0 ]

3.4 Calculo da Matriz Jacobiana

Como dito no Capitulo 2 o método de Levenberg-Marquardt necessita que seja calculada
a matriz jacobiana da funcao residuo. Neste trabalho, tais derivadas podem ser obtidas
através do Método Semi-Analitico, baseado na equagao integral do MEC, ou aproximadas

por Diferencas Finitas. Tais métodos sdo apresentados a seguir.

3.4.1 Método Semi-Analitico

O primeiro passo para o calculo das derivadas dos potenciais do contorno em relacao as
varidveis de otimizagao é a determinacao da variagao nos valores de potencial (J,u) e de
sua derivada direcional (0,p) em relagdo a uma variagdo em um parametro ¢ associado a
geometria, cujo desenvolvimento detalhado pode ser encontrado em [66].

Para a discretizagao adotada no presente trabalho, expressa pelas Equagoes (3.25),
uma variagao Ag no parametro ¢ provoca uma alteragao na geometria e consequente-
mente, nos valores de u e p. Estas varidveis modificadas, indicadas pelo simbolo ’, séo

apresentadas abaixo:

w},(n) = d1(n) ' + d2(n) 2

wji(n) = uj (3.41)
pi(n) = pj -
Por definicao,
UG —
Oquj = lim , (3.42)

- Ag—0 Aq
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onde Jyu; ¢ a derivada do valor nodal u; em relagao a ¢. Para um ponto qualquer, definido

pela variavel 7, do elemento j, tem-se
(3.43)

Utilizando-se interpolagao funcional constante, pode-se concluir a partir das duas ex-

pressoes anteriores que
Oyu; () = Dyu; (3.44)

Para a derivada de p em relagao ao parametro ¢, analogamente, chega-se a seguinte

expressao:

/

. P; — Dy
dypj(n) = lim 3

Jim = = O (3.45)

Desta forma, pode-se derivar a equacao fundamental do MEC ja na forma discretizada

(3.30) em relagao a este parametro ¢, obtendo-se:

3u£z+zau]/ pdn—l—Zu]/ ( )dn—
Zaqp]/ ud77+2p]/8< ) (3.46)

Aplicando a Equagao (3.46) a todos os nés funcionais e utilizando procedimento
analogo ao que foi apresentado na Segao 3.3.2, pode-se escrever matricialmente o seguinte
sistema de equagoes:

H.ou+oH.u=G.9p+9,G.p. (3.47)

Deve-se observar que as matrizes H e G sdo as mesmas matrizes da resolucdao do
problema direto e as matrizes 9,H e 9,G sao computadas analiticamente. Além disso,
considerando que a solugao do problema direto se da antes do calculo da matriz jacobiana,
os vetores u e p sao conhecidos. Nos nés onde u ou p sdo prescritos, as respectivas
derivadas sao nulas. Portanto, as incdgnitas da Equacao (3.47) sdo as derivadas das

incégnitas do problema direto e elas podem ser coletadas em um tunico vetor, d,y. Assim,
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pode-se reescrever a Equagao 3.47:
A. .0y =0,b, (3.48)

onde a matriz de coeficientes A é a mesma que surge na solucao do problema direto e o
vetor J;b armazena os termos independentes das equagoes do sistema.

Uma vez que a Equagao (3.46) foi obtida para um parametro genérico g, pode-se
tomar cada coordenada dos nds geométricos dos elementos de contorno das inclusoes
como um parametro ¢;. Para um problema bidimensional, o nimero de parametros ¢ é
NP, com NP igual a duas vezes o numero de nds geométricos dos elementos de contorno
das inclusoes. Nesta secdo estes noés serao chamados nds parametro. Além disso, as
coordenadas dos nds parametro estao relacionadas as variaveis de minimizacao através da
Equacao (2.3). Desta forma, pela regra da cadeia:

Ori <~ Ori dai

Jij = =
Ox; £ Oqi Ox;

com i=1,...m e j=1,..n; (3.49)

onde n é o nimero de varidveis de otimizagao, m é o nimero de medidas, r; é o i-ésimo
elemento da funcao residuo R, x; é a j-ésima varidvel de otimizagao.

Assim, os valores de J, u referentes aos elementos com né funcional no centro dos
eletrodos nao utilizados para injecao de corrente e para prescricao de potencial nulo sao
armazenados no vetor 9V /dgq,. Uma vez que R = V —V, as derivadas OR/dgj, sdo iguais
a OV /Jqy, pois as derivadas dos potenciais medidos em relagao a g sao nulas.

Quanto as derivadas das coordenadas dos nds parametro em relacao as varidveis de
minimizagao (0q;/0x;), estas podem ser calculadas analiticamente a partir da Equacao

(2.3).

3.4.2 Diferencas Finitas

Uma alternativa ao Método Semi-Analitico para o cdlculo da matriz jacobiana é a sua
aproximagao por Diferencas Finitas. Neste caso, o elemento J;; da matriz jacobiana é
aproximado da seguinte maneira:

87’2' - Ti(X + hjej) — Ti(X)
al’j - hj

Jij = (3.50)
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onde h; ¢ uma perturbacao finita no j-ésimo elemento do vetor de varidveis x e e; ¢ a
j-ésima coluna da matriz identidade.

Este cédlculo é realizado pela rotina LMDIF fornecida pelo pacote MINPACK-1 para
solucao do problema inverso sem que o usudrio precise fornecer uma rotina que faga
o calculo da matriz jacobiana. Porém, originalmente, esta rotina utiliza valores de h;
proporcionais a cada varidvel x;, o que nao ¢ adequado para o problema tratado, uma vez
que algum dos pontos de controle pode estar localizado na origem do sistema de eixos,
que estd contida no dominio em estudo, o que levaria a valores de h; nulos. Além disso,
pontos de controle afastados da origem teriam maiores valores de h;, levando a piores
aproximacoes para as derivadas. Desta forma, a rotina LMDIF foi modificada de modo a
aproximar todos os elementos da matriz jacobiana utilizando o mesmo valor A para todas
as variaveis.

Outra informacao importante com relacao a esta rotina é que o parametro h é calculado
como a raiz quadrada do valor da precisdo do cédlculo da fungdo objetivo, cujo valor é
fornecido pelo usudrio. Sabe-se que o valor do parametro h das Diferencas Finitas afeta
diretamente a qualidade da aproximacao das derivadas. Desta forma, uma vez que o
Método Semi-Analitico foi implementado, este pode ser utilizado como referencial para a

escolha do parametro h.
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

4.1 Introducao

Neste capitulo serao descritos alguns experimentos numéricos realizados com a estratégia
proposta para identificacdo de inclusoes. Inicialmente, serdao apresentadas algumas in-
formagoes sobre procedimentos comuns entre os varios experimentos, a fim de facilitar
a descricdo. Posteriormente, serd feita a descricdo dos experimentos, seguida de seus

resultados e discussao sobre 0s mesmos.

4.2 Descricao Geral

4.2.1 Protocolos de injecao e medicao

Como dito anteriormente, as medidas de potenciais elétricos utilizados para a identificacao
das inclusoes sao obtidas segundo um protocolo previamente escolhido, que inclui o padrao
de injecao de corrente elétrica e o padrao de medigao de potenciais. Visando a comparagao
entre diferentes protocolos, uma vez que os mesmos afetam diretamente a funcao objetivo
a ser minimizada, alguns dos experimentos aqui apresentados foram realizados utilizando
4 diferentes protocolos.

Independente do protocolo utilizado, todos os experimentos sao realizados com 16
eletrodos dispostos no contorno externo do corpo a ser investigado. A Figura (4.1) apre-
senta a disposicao desses 16 eletrodos em um dominio circular. Nesta figura, os eletrodos
aparecem rotulados com ndmeros que serao utilizados na definicao dos padroes de so-
licitacdo. Alguns experimentos sdo realizados em dominio quadrado e, nesse caso, a

orientacao e ordenagao desses eletrodos é preservada.

Para a injegao de corrente elétrica, sao utilizados dois padroes, o diametral e o adja-
cente conforme descrito na Sec¢ao 2.4. No primeiro, a corrente elétrica é injetada entre
eletrodos diametralmente opostos. Assim, s@o possiveis 8 casos de solicitagao, com 13

medidas independentes de potencial para cada um desses casos, gerando um conjunto de
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Figura 4.1: Dominio circular e distribuigao dos 16 eletrodos no contorno externo.

104 medidas. No padrao vizinhanga, a corrente elétrica é injetada entre eletrodos vizin-
hos. Sao possiveis 16 casos de solicitagao, sendo que no primeiro, 13 medidas de potencial
sao independentes, no segundo, 12 medidas e assim sucessivamente. Para cada caso as 13
medidas sao coletadas o que resulta em um conjunto de 208 medidas, das quais 104 sao
independentes. As Tabelas (4.1) e (4.2) apresentam os eletrodos utilizados para injetar

corrente elétrica e o eletrodo utilizado para prescrever potencial elétrico nulo.

Tabela 4.1: Injecao de corrente no padrao diametral.

Caso de  Eletrodos  Eletrodo de Caso de  Eletrodos  Eletrodo de
solicitacao de Injecao Potencial nulo | solicitagao de Injecao Potencial nulo
1 le9 5 5 5e13 9
2 2e10 6 6 6eld 10
3 3ell 7 7 7elb 11
4 4el2 8 8 8el6 12

Para cada um destes padroes de injecao, as medidas de potencial elétrico entre os
eletrodos sao feitas de duas formas. Na primeira, em cada caso de solicitacao, toma-se as
medidas de diferenga de potencial entre os 13 eletrodos restantes e o eletrodo de potencial
nulo prescrito, chamado eletrodo de referéncia. No segundo padrao de medi¢ao, mede-se
a diferenca de potencial entre os pares de eletrodos vizinhos. Embora estas duas formas
de medir nao sejam independentes, elas levam a diferentes funcoes objetivo, alterando o

processo de minimizacao, e serao comparadas neste trabalho.
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Tabela 4.2: Injecao de corrente no padrao adjacente.

Caso de  Eletrodos  Eletrodo de Caso de  Eletrodos  Eletrodo de
solicitacao de Injecdo Potencial nulo | solicitacao de Injecao Potencial nulo
1 le2 3 9 9e10 11
2 2e3 4 10 10e 11 12
3 3ed 5 11 11e 12 13
4 4eb 6 12 12 e 13 14
5 5e6 7 13 13e14 15
6 6eT 8 14 14 e 15 16
7 7e8 9 15 15e 16 1
8 8e9 10 16 16e1l 2

Em resumo, serao utilizados 4 protocolos de injecao e medicao:

1. Injecao adjacente e medicao de potencial entre o eletrodo de referéncia e os demais,

identificada pelo termo “adjacente - referéncia”;

2. Injecao adjacente e medicao de potencial entre eletrodos vizinhos, identificada pelo

termo “adjacente - vizinhanca”;

3. Injecao diametral e medicao de potencial entre o eletrodo de referéncia e os demais,

identificada pelo termo “diametral - referéncia’”;

4. Injecao diametral e medicao de potencial entre eletrodos vizinhos, identificada pelo

termo “diametral - vizinhanca”.

4.2.2 Geragcao das medidas sintéticas

Como dito anteriormente, a identificagdo de inclusoes no interior do dominio condutor é
feita através de potenciais elétricos medidos nos eletrodos colocados no contorno externo
do corpo em estudo. Porém, nao se dispoe dos equipamentos necessarios para a realizagao
destes experimentos. Assim, para testar a técnica proposta para a solucdo do problema
de identificacao, medidas de potencial elétrico sao simuladas computacionalmente.

Este procedimento ¢é realizado por meio de um “fantoma” numérico, isto é, um mod-
elo computacional de um dominio com distribuicao de condutividades conhecida, no qual
idealiza-se a posicao dos eletrodos que serao utilizados no experimento. Em seguida, o

contorno externo deste dominio, bem como as interfaces entre as regides de diferentes
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propriedades, sao discretizadas com elementos lineares. Alguns dos elementos do con-
torno externo se referem a discretizacao dos eletrodos. No presente trabalho, cada um
discretizado com 3 elementos.

Apos a discretizacao do dominio, para as solicita¢oes previstas no protocolo de injecao
de corrente elétrica, o problema direto é resolvido numericamente pelo Método dos Ele-
mentos de Contorno, conforme apresentado no Capitulo 3. A partir da solugao do prob-
lema direto, para cada solicitacdo, toma-se os valores dos potenciais elétricos nos nos
funcionais dos elementos que estao no centro dos eletrodos para serem utilizados como
valores medidos de potencial. Por meio destes valores, o procedimento de solucao do
problema inverso é utilizado com o objetivo de identificar a posicao e a forma da inclusao
do “fantoma” para o qual as medidas foram geradas.

Deve-se ressaltar que a discretizacao de contornos e interfaces utilizada na geracao das
medidas nao é a mesma discretizagao utilizada durante o processo de solucao do problema
inverso. De modo geral, o elemento utilizado na geracao das medidas tem a metade do
tamanho utilizado para a identificagdo. Na geracao das medidas, a melhor discretizagao
leva a uma melhor aproximagao para os valores de potencial que sao utilizados como
medidas. Na solugdo do problema direto, a discretizagdo menos refinada reduz o custo
computacional da avaliagado da fungao objetivo, que é realizada muitas vezes ao longo da
solucao do problema de identificacao. Além disso, a pratica de diferentes discretizagoes
nestas duas etapas é comumente utilizada para evitar que o procedimento de inversao,
quando realizado apenas com dados sintéticos, seja tendencioso, o que é frequentemente

chamado de “inverse crime” na literatura [1].

4.2.3 Geracao de medidas sintéticas com ruidos

Obtidas a partir da solugao numérica do problema direto, as medidas de potencial sdo con-
sideradas exatas no sentido de que nao possuem perturbagoes aleatérias tipicas de proced-
imentos experimentais. Sabendo que o problema inverso em questao é mal-condicionado,
a estratégia de solugao proposta neste trabalho deve ser testada a fim de que seu compor-
tamento na presenca de ruidos nas medidas seja avaliado. Assim, em alguns experimentos,
dados perturbados foram utilizados, gerados a partir dos dados considerados exatos, se-
gundo o modelo de ruido aditivo gaussino branco, cuja sigla em inglés é AWGN (Additive

White Gaussian Noise), considerado em muitos trabalhos desta natureza [67, 68].
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No modelo de ruido AWGN, considera-se que cada medida V' é composta por duas
parcelas, V = V 4w, onde V é o valor exato da medida e w é o erro, um nimero aleatério
com distribuigao normal de média zero e variancia A [67]. No presente trabalho, a geragao
do erro w é feita a partir da funcao intrinseca do Fortran que gera numeros aleatdrios
com distribui¢do uniforme no intervalo entre [0, 1]. Em seguida, a partir de dois destes
nimeros Uy e Uy, por meio da transformacao de Box-Muller [69] sao gerados dois novos

valores aleatorios de distribuicao normal:

7y =/ —2InU, cos(2rUs) (4.1)
Zy =/ —2InU,; sin(2nUs) (4.2)

onde Z; e Z5 sao normais padronizadas, isto é, de variancia unitaria, independentes.

Para obter os valores aleatérios com distribuicao normal e variancia A, basta multi-
plicar os valores Z; e Zs por A. Usualmente, este valor é definido de duas formas, uma
porcentagem da diferenca entre o valor maximo e o minimo das medidas do conjunto ex-
ato ou uma porcentagem do valor de cada medida [36]. No presente trabalho, a segunda
alternativa foi escolhida. Uma vez gerado o ruido, basta somar este valor a medida exata,
chegando aos valores de medidas perturbadas.

A partir de um conjunto de medidas exatas de potencial, a partir do procedimento
acima, pode-se perturba-las, obtendo um ou mais conjuntos de medidas com ruidos. Ao
longo do texto, cada um desses conjuntos é chamado de evento, uma vez que corresponde
a simulagao de um procedimento experimental de medicao de um conjunto de valores,
que pode ser repetido varias vezes. Cada uma destas repetigoes é um evento e da origem

a um conjunto de medidas que diferem do valor exato de um erro w.

4.2.4 Cadlculo do SNR das medidas com rutdo

Para cada conjunto de medidas perturbadas, pode-se quantificar a presenca do ruido no
sinal através de uma razao conhecida como Signal-to-Noise Ratio (SNR) [70], que em

escala decibel é calculada da seguinte forma:

SNR(dB) = 20log ﬁv (4.3)
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onde Ay é a amplitude do conjunto de medidas exatas e A,, é a amplitude do conjunto

de ruido. Esta amplitude é dada por

m 2
A, = 2ina % (4.4)

com m igual ao ntimero de medidas, z o conjunto de ruido w ou de medidas exatas V e
x; 0 i-ésimo elemento do respectivo conjunto. Deve-se notar que quanto maior o valor do
SNR, menor é a magnitude do ruido presente no conjunto de medidas.

Para que se tenha valores de referéncia no que se refere a quantificacao do ruido, dois
trabalhos s@o destacados. Segundo STEPHENSON et al. [60], a magnitude tipica do
ruido gaussiano presente nas medidas obtidas nos processos de TIE é de 50dB. Quanto
a influéncia do ruido no processo de solucao do problema inverso, ZLOCHIVER et al.
[20] conclui que seu algoritmo de reconstrugao de imagens do térax, utilizado para o
monitoramento de um parametro da atividade cardiaca, necessita de um valor de SNR

nas medidas maior que 65dB.

4.2.5 Cadlculo do erro geométrico

Uma vez que todos os experimentos foram realizados a partir de medidas de potenciais
simuladas para dominios cuja distribuicao de condutividades é conhecida, entao a geome-
tria da inclusao que se deseja identificar pode ser comparada com a geometria da inclusao
resultante do processo de solucao do problema inverso.

Uma das formas de se comparar as duas geometrias, talvez a mais direta e menos ob-
jetiva, seja representar graficamente a malha do contorno da inclusao alvo e da inclusao
identificada. Porém, em algumas situacoes, serd necessario comparar dois ou mais resul-
tados com o alvo e apontar qual deles melhor identifica a inclusao. Desta forma, faz-se
necesséaria a definigado de uma medida do erro geométrico entre a inclusao resultante e a
inclusao alvo.

A primeira definicdo testada para quantificar o erro geométrico, considera carac-
teristicas geométricas absolutas das inclusoes alvo e identificada, como posi¢ao do centrédi-
de, perimetro, area e momentos principais de inércia. Porém, a classificacao dos resultados
segundo este critério muitas vezes nao correspondia a classificacao feita a partir da vi-

sualizacao da representacao grafica. Desta forma, uma segunda definicdo para o erro
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geométrico, que a principio leva a uma classificacao dos resultados mais coerente com a
esperada, passou a ser utilizada.

Com esta definicao, que é a mesma utilizada para o refinamento progressivo, Sec¢ao 2.2,
o erro geométrico é calculado da seguinte maneira: a malha do contorno da inclusao alvo,
que ja é mais refinada que a malha da inclusao resultante, é ainda mais refinada, sendo
cada elemento dividido em 10 partes. Para cada né da malha dos elementos da inclusao
identificada, toma-se a sua distancia até o né mais préximo da malha do alvo, acumulando-
a, até que todos os nods da inclusao identificada sejam percorridos. Em seguida, esta soma
¢ dividida pelo nimero de nés do contorno da inclusao identificada e pelo perimetro do
alvo.

Esta medida de erro geométrico é adimensional e o valor unitario do erro significa que
cada né do contorno da inclusdo identificada estd afastada do alvo, em média, de um valor
igual a um perimetro do alvo.

Embora tenha sido este o critério utilizado nos experimentos para classificar seus
resultados quanto a qualidade da aproximacao da inclusdo identificada, deve-se notar
que esta classificagdo nao é absoluta, sendo afetada de acordo com a defini¢do do erro
geométrico. Dependendo da aplicacao, outros critérios podem ser adotados, como a area
da inclusdo ou quaisquer outras caracteristicas geométricas que sejam importantes no

problema tratado.

4.2.6 Plataforma computacional

O algoritmo de solugao do problema inverso consiste de um programa principal que faz a
leitura dos dados de entrada e em seguida, chama a rotina de solugao do problema inverso,
implementacao do Método de Levenberg-Marquardt, disponivel no pacote MINPACK-1
[55]. Esta rotina, por sua vez, faz varias chamadas a rotina de avalia¢do da fungao residuo
e, se necessario, da matriz jacobiana.

A rotina de avaliagao da funcao residuo gera a malha de elementos de contorno, monta
as matrizes H e G do MEC, introduz as condi¢oes de contorno para cada caso de so-
licitacdo e monta o sistema de equacoes lineares que, na atual implementacao, é resolvido
pela implementacao da decomposigao LU disponivel no LAPACK [71], um conjunto de
rotinas para algebra linear. Uma vez calculados, os potenciais nos eletrodos sao utilizados

para a avaliacao da funcao residuo. Deve-se destacar que, uma vez que o contorno ex-
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terno do dominio é o mesmo ao longo de todo o processo de otimizacao, os elementos das
matrizes H e G referentes apenas ao contorno externo, isto é H® e G» da Secao 3.3.3,
sao calculados apenas uma vez, aumentando a eficiéncia computacional da avaliagao da
funcao residuo.

Se for necessaria a avaliagao da matriz jacobiana, esta rotina monta o vetor indepen-
dente do sistema de equacoes referente a cada variavel de otimizacgao, a partir das matrizes
DH e DG, da solucao do problema direto e dos coeficientes que multiplicam as coorde-
nadas dos pontos de controle da spline. Estes sistemas sao resolvidos aproveitando-se a
matriz ja triangularizada na solucao do problema direto.

Tanto as rotinas do algoritmo de otimizacao quanto as de solugao do problema di-
reto estao implementadas em Fortran 77. As rotinas de solugao do problema direto e o
programa principal sdo compiladas com compilador GNU Fortran (gfortran), gec versao
4.3.3, e em seguida, linkadas com as bibliotecas estéticas do MINPACK-1 (libminpack.so)
e do LAPACK (liblapack.so).

Todas as execucoes foram realizadas em uma méquina com processador Intel® Pen-

tium® de 3,00GHz, cache de 2,0MB e sistema operacional Linux, kernel 2.6.27.

4.3 Solucao do Problema Direto

4.3.1 Cadlculo dos potenciais elétricos pelo MEC

Como dito anteriormente, a solugdo numérica da Equagao de Laplace por meio do Método
dos Elementos de Contorno é feita em cada avaliagao da fungao objetivo e também para
a geracao das medidas sintéticas de potencial. Em ambos os casos, a Equacao de Laplace
é resolvida tantas vezes quantos forem os casos de solicitagao do protocolo de injecao
escolhido, uma vez que as condicoes de contorno em cada um dos casos se altera. Por
meio do MEC, os valores incégnitos de potencial ou fluxo nos nés funcionais do contorno
externo e os valores de potencial e fluxo nos nds funcionais da interface entre a inclusao
e 0 meio sao calculados.

A Figura (4.2) apresenta a solugdo numérica da distribuigdo do potencial elétrico e
da densidade de corrente para 4 casos de solicitacao referentes ao padrao diametral de
injecao de corrente elétrica e a Figura (4.3) apresenta o mesmo para o padrao adjacente.

Deve-se notar que o nimero do caso de solicitagao se refere as Tabelas (4.1) e (4.2), que
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indicam as condigoes de contorno para cada caso. No problema apresentado, a inclusao
estd posicionada no centro do dominio e possui condutividade 10 vezes maior que a con-
dutividade do meio. O dominio é circular e possui 30 unidades de comprimento (u.c.)
de diametro. Seu contorno externo é discretizado com 144 elementos lineares de aproxi-
madamente 0,66u.c. e a interface entre a inclusao e o meio principal é discretizada com
55 elementos de 0,5u.c.. O célculo dos valores incognitos em 2423 pontos do interior do
dominio foi feito a partir dos valores de potencial e fluxo elétrico ja calculados para o

contorno externo e interface. Estas imagens de pds-processamento foram geradas através

do software GMSH (http://www.geuz.org/gmsh).

Figura 4.2: Distribuicao do potencial (U) e da densidade de corrente (J) para os casos 1, 3,
6 e 8 de solicitagao do protocolo diametral em um dominio com uma inclusao posicionada
no centro.
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Figura 4.3: Distribuic¢ao do potencial (U) e da densidade de corrente (J) para os casos 1, 5,
9 e 13 de solicitagao do protocolo adjacente em um dominio com uma inclusao posicionada
no centro.

Discussao

Embora as Figuras (4.2) e (4.3) apresentem a distribui¢ao do potencial elétrico e da densi-
dade de corrente em pontos internos do dominio, isto nao ¢é feito durante o procedimento
de solugdo do problema inverso. No MEC, os valores no dominio sdo obtidos em uma
etapa de pds-processamento, e foram aqui incluidos com a finalidade apenas de geracgao
de tais imagens que ilustram comportamento de solugoes tipicas.

A comparagao entre as Figuras (4.2) e (4.3) deixa claro que a densidade de corrente
elétrica gerada pelas solicitagoes do padrao diametral é muito mais uniforme no interior do
dominio do que no caso do padrao adjacente. Na Figura (4.3) pode-se notar que é minima
a densidade de corrente que alcanca a inclusdo. Desta forma, os valores dos potenciais

no contorno externo do dominio é pouco afetado em relacao aos valores de potencial no
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contorno deste dominio sem tal inclusdo. Por este motivo, considera-se que um dos fatores

que afeta a sensibilidade do protocolo é a distribuigao de corrente no interior do dominio.

4.3.2 Cadlculo da matriz jacobiana

Além da solucao do problema direto, o Método de Levenberg-Marquardt necessita também
do célculo da matriz jacobiana. Esta pode ser aproximada por Diferengas Finitas (DF) ou
pelo Método Semi-Analitico proposto. Um estudo comparativo entre estes dois métodos
esta descrito em [72].

A aproximacao por Diferencas Finitas depende diretamente da escolha do parametro
h, valor da perturbagao finita nas variaveis de otimizacao. Desta forma, deve ser feito
um estudo da influéncia deste parametro nas derivadas das funcgoes r; em relagdo as n
variaveis de minimizacao x.

Para diferentes valores de h, as derivadas O0r;/0z; (i = 1,...,m; j = 1,...,n) foram
computadas e em seguida, a norma Euclidiana da diferenca entre os vetores 0R/0z;
calculados via Diferencas Finitas e método Semi-Analitico. A razao entre a norma desta
diferenca e a norma do respectivo vetor OR/0x; obtido com o método Semi-Analitico
fornece uma medida relativa de erro, aqui representada por F;. A seguir apresenta-se
esta comparacao entre ambos os métodos para aproximacao da matriz jacobiana com
relagao a um problema genérico.

Inicialmente, para um dominio quadrado com 30 u.c. de lado com uma inclusao central
quadrada de 64 unidades de drea (u.a.) dez vezes mais condutiva, foram geradas as medi-
das de potencial sintéticas segundo o protocolo diametral-referéncia. O contorno externo
foi discretizado com 200 elementos de 0,6u.c. e o contorno da inclusdao com elementos
de 0, 5u.c.. Para a aproximagao inicial representada por linha tracejada na Figura (4.4),
os erro relativos £; foram estimados. Neste caso, as varidveis de minimizacao sao as 8
coordenadas dos 4 pontos de controle da spline. A Figura (4.5) apresenta os valores destes

erros relativos para os diferentes valores de h testados.
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Aprox. Inicial - - - - -
Alvo

Figura 4.4: Inclusao para a qual foram geradas medidas de potencial no contorno e
aproximacao inicial para a qual foram calculados os erros relativos Fj.

0.25 T ————.

0.2

0.1

Erro Relativo

0.05

Figura 4.5: Influéncia do parametro h no erro relativo entre as derivadas obtidas por
diferencas finitas e método semi-analitico.

Discussao

Pode-se observar na Figura (4.5) que, para valores de h menores que 0, 02, os erros relativos
sao suficientemente pequenos. Desta forma, como dado de entrada para o algoritmo de
minimizacao, pode-se fornecer a precisao do cdlculo da funcao objetivo com o valor de
107°, que leva ao seguinte valor do parametro das diferencas finitas: h = V105 ~
0,00316, que esta na regiao onde os erros relativos ja estao estabilizados em relacao a este
parametro.

A matriz jacobiana aproximada por diferencas finitas com h = h foi comparada com

a matriz calculada pelo Método Semi-Analitico, sendo a diferenca entre as aproximagoes
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considerada satisfatoria. Além disso, ambas aproximacgoes foram comparadas também
em outros problemas. Desta forma, em todos os experimentos realizados com Diferencas

Finitas foi adotado este valor para h.

4.4 Comparacao entre as Rotinas de Solucao do Prob-

lema Inverso

Lembrando que o problema inverso é aqui resolvido pelo Método de Levenberg-Marquardt
por meio da rotina LMDER, que utiliza a matriz jacobiana calculada pelo Método Semi-
Analitico, ou pela rotina LMDIF, que aproxima a jacobiana por Diferencas Finitas, deve-se
comparar o desempenho de ambas.

Assim, as medidas de potencial geradas para o experimento da secdo anterior foram
utilizadas para a solugao do problema inverso com as rotinas LMDER e LMDIF. Neste
caso as variaveis de otimizacao sao as coordenadas dos pontos de controle da spline de 4
pontos fornecida como aproximacao inicial para o contorno da inclusao a ser detectada.
Neste caso os parametros de forma da curva sao iguais a 0,5, ou seja, é uma curva suave
que nao interpola os pontos de controle. Assim, uma vez que a inclusdo alvo possui
geometria quadrada, com as variaveis de otimizagao propostas nao é possivel identificar
a forma da inclusao exatamente.

A solugao obtida com as duas rotinas chegaram ao mesmo valor para a fungao objetivo
no final do procedimento e resultados muito proximos para as variaveis de otimizacao,
como pode ser visto na Tabela (4.3). A Figura (4.6) apresenta a solugao obtida com a
rotina LMDIF. Nesta figura podem ser vistas também a geometria da inclusao alvo e da

aproximacao inicial.

Tabela 4.3: Resultados obtidos para a resolucao do problema inverso com as subrotinas
LMDER e LMDIF.

Coordenadas dos pontos de controle
Z1 Y1 T2 Y2 Z3 Y3 Ty Ya
Inicial  -12,00 12,00 0,000 12,00 0,000 0,000 -12,00 0,000
Alvo -4,000 4,000 4,000 4,000 4,000 -4,000 -4,000 -4,000
LMDER -4,407 4,407 4,410 4,406 4,405 -4,405 -4,403 -4,410
LMDIF -4,404 4,409 4,413 4,400 4,402 -4,408 -4,405 -4,407
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Aprox. Inicial - - - - -
Resultado LMDIF — f = 0.51E-04
Alvo

Figura 4.6: Resultado obtido com a subrotina LMDIF.

Uma vez comparadas as solugoes obtidas com as duas rotinas, passa-se a analisar o
numero de iteragoes que cada uma gastou para resolver o problema, bem como o tempo
total para a solu¢ao. A Tabela (4.4) apresenta o tempo gasto para resolver o problema

inverso descrito acima e o nimero de avaliagoes da funcao residuo e da matriz jacobiana.

Tabela 4.4: Tempo gasto para resolver o problema inverso utilizando as subrotinas
LMDER e LMDIF.

Tempo (s) Aval. de R Aval. de J Iteracoes
LMDER 50 7 6 6
LMDIF 43 66 - 7

Para facilitar o entendimento da discussao sobre o tempo total gasto por cada rotina,
toma-se a aproximacao inicial como exemplo. Para esta, a avaliacdo da funcao residuo
leva cerca de 0,76 segundos. O célculo da matriz jacobiana via Diferencas Finitas leva
cerca de 6,11 segundos. Este tempo é aproximadamente igual ao produto entre o niimero
de varidveis (8) e o tempo de uma avaliagao da fungao residuo (0,76s). Utilizando o
Método Semi-Analitico, o cdlculo do jacobiano leva cerca de 7,86 segundos na atual im-

plementacao.
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Discussao

Tanto a rotina LMDER quanto a LMDIF levaram a mesma reducao no valor da funcao
objetivo. Além disso, comparando as solucoes, pode-se dizer que em ambos os casos
chegou-se ao mesmo resultado dentro de uma determinada tolerancia, uma vez que os
valores das varidveis de otimizagao diferem basicamente no quarto algarismo significativo.

A comparacao dos tempos mostra que o tempo gasto pela LMDIF, embora esta tenha
realizado uma iteragao a mais, é menor que o tempo gasto pela LMDER. Este resultado
nao esta de acordo com as expectativas.

Para facilitar a comparagao entre os resultados, os experimentos apresentados a seguir
serao realizados utilizando apenas uma destas rotinas, a LMDIF. Tal escolha se justifica
pelo menor tempo de execucao, uma vez que em termos de resultados, as estratégias sao

equivalentes.

4.5 Refinamento Progressivo da Parametrizacao

A fim de verificar as estratégias de refinamento progressivo da parametrizacido, no mesmo
dominio quadrado utilizado nos problemas anteriores, busca-se identificar inclusoes de
material dez vezes mais condutor. Todos os experimentos sao realizados com o protocolo
diametral-referéncia para injecao de corrente e medidas de potencial. Estes experimentos
estao divididos em duas partes, na primeira busca-se identificar geometrias mais simples,
que podem ser representadas por 4 pontos de controle, a fim de testar a consideracao
dos parametros de forma como variaveis de otimizacao. Na segunda parte, as inclusoes
a serem identificadas possuem geometria um pouco mais complexa, a fim de testar o
aumento do nimero de varidaveis por meio do aumento do nimero de pontos de controle.

Os experimentos apresentados nesta se¢ao estao relatados em [73].

4.5.1 Refinamento: parametro de forma

Partindo-se de uma aproximacao inicial com forma suave, busca-se identificar a inclusao de
forma quadrada, o mesmo problema da se¢ao anterior. Porém, terminada uma execugao
do algoritmo de minimizagao, os parametros de forma da curva (s;), um para cada ponto
de controle, serao também considerados como varidveis, sendo uma nova rodada realizada.

A Figura (4.7) mostra o resultado obtido ao final de cada etapa da minimizacao da fungao



75

objetivo. Na primeira etapa, cujo resultado é chamado de intermediario, sao consideradas
8 variaveis de otimizacao, referentes as coordenadas dos 4 pontos de controle da curva.
Na segunda etapa, o nimero de variaveis cresce de 8 para 12.

Desta forma, considerando problemas simples de identificacdo de uma unica inclusao
e geometria que possa ser aproximada por uma spline de poucos pontos de controle, a
metodologia proposta deve ser capaz de identificar posicao e forma da inclusao, indepen-
dentemente do conhecimento prévio sobre suas caracteristicas geométricas. Para testar
esta habilidade, medidas de potencial elétrico referentes a outros 5 problemas foram simu-

ladas. A Figura (4.8) apresenta a solugao para os 6 problemas de identificagao resolvidos.

Aprox. Inicial - f=0.51E-04 - - - - -

Aprox. Tnicial - = 0.15E+01 - - - - - : - y
Result. Intermed. - £ = 0.51E~04 Result. Final - f = 0.42E-06
Alvo Alvo
(a) Resultado Intermedidrio (b) Resultado final, detalhe da inclusao

Figura 4.7: Resultado de cada etapa da minimizacao. Deve-se destacar que a inclusao
resultante da primeira etapa, apresentada em (a), aparece como aproximagao inicial da
segunda etapa (b).
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Aprox. Inicial — f = 0.14E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.26E-07 ——<—
Alvo

(a)

Aprox. Inicial — £ =0.12E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.50E-06 ——<—
Alvo

(b)

Aprox. Inicial - f=0.13E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.33E-06 —<—
Alvo

()

Aprox. Inicial — f = 0.13E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.37E-06 —<—
Alvo

(d)

Aprox. Inicial - f=0.14E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.23E-06 ———
Alvo

(e)

Aprox. Inicial - f =0.13E+01 - - - - -
Resultado — f=0.39E-06 ——¢—
Alvo

(f)

Figura 4.8: Identificacao de 6 diferentes inclusoes, algumas com formas suaves e outras

angulosas.
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Discussao

A Figura (4.7) deixa claro que a primeira etapa de otimizagao é responsével pela local-
izacao da posicao e ajuste do tamanho da inclusao, porém, somente com as coordenadas
dos pontos de controle da curva, nao é possivel ajustar a forma, permitindo a detecgao
de quinas, o que tornou-se possivel com a segunda etapa, conforme proposto.

Os resultados apresentados na Figura (4.8) mostram que, a partir de uma aproximagao
inicial com forma suave, por meio da estratégia de parametrizacao proposta, é possivel
identificar a forma de inclusoes simples, mesmo que esta tenha partes nao suaves e que

esta informacao nao seja previamente conhecida.

4.5.2 Refinamento: numero de pontos de controle

Para testar a metodologia proposta para identificagdo de inclusdes com formas um pou-
co mais complexas, inicialmente, resolve-se o problema inverso tomando-se como aprox-
imacao inicial para o contorno da inclusao, uma spline com 7 pontos de controle. A Figura

(4.9) apresenta a geometria obtida com esta aproximacao inicial.

Aprox. Inicial — f=0.14E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.15E-02
Alvo

Figura 4.9: Identificagdo de inclusao a partir de spline com 7 pontos de controle.

Para este mesmo problema, testa-se a estratégia de refinamento progressivo, iniciando
o procedimento de solucao do problema inverso a partir de uma inclusdo com contorno

definido por 4 pontos de controle. Deve-se observar que estes 4 pontos foram escolhidos
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entre os 7 pontos usados na primeira aproximacao. Tal resultado é apresentado na Figura
(4.10).

Outro problema estudado trata de uma inclusdo com contorno gerado por uma spline
que interpola seus 7 pontos de controle gerando uma geometria angulosa como alvo.
Utilizando a mesma aproximacao inicial do problema anterior, com contorno suave e
poucos pontos de controle, juntamente com a estratégia de refinamento progressivo, chega-

se ao resultado apresentado pela Figura (4.11).

Aprox. Inicial — f = 0.15E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.20E-05 ——<—
Alvo

Figura 4.10: Identificagdo de inclusao a partir de spline com 4 pontos de controle,
chegando a 7 pontos ao final do procedimento.

Aprox. Inicial — f = 0.22E+01 - - - - -
Resultado — f = 0.66E-04 ——<—
Alvo

Figura 4.11: Identificacao de inclusao com contorno nao suave, a partir da mesma aprox-
imacao inicial usada no problema anterior. Ao final do procedimento, chega-se a 7 pontos
de controle.
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Discussao

Na Figura (4.9) pode-se perceber que alguns elementos da malha de elementos de contorno
da inclusao resultante se interceptam, gerando uma geometria infactivel. No caso das
aproximagcoes iniciais com muitos graus de liberdade verificou-se uma maior tendéncia
de acontecer este tipo de problema, o que dificulta a convergéncia do método. Neste
problema, pode-se perceber que o método parou em uma valor relativamente alto da
funcao objetivo. A mudanca da aproximacao inicial para uma spline de poucos pontos
de controle, aliada a estratégia de refinamento progressivo da parametrizacao, permite
uma aproximagao melhor para a geometria da inclusao a ser identificada, como visto na
Figura (4.10). Percebe-se também que, neste caso, a reducao no valor da func¢ao objetivo
¢ significativamente superior, indicando a convergéncia do método. Nota-se nesta figura
que existe uma maior dificuldade de identificacao da parte nao convexa da inclusao, o que
foi também percebido em outros problemas.

O resultado apresentado na Figura (4.11), obtido empregando-se a estratégia do refina-
mento progressivo, possui qualidade superior ao resultado obtido a partir da aproximagao
inicial com 7 pontos de controle. Porém, embora a inclusdo identificada aproxime bem
a posicao, o tamanho e a forma da inclusdo alvo, nao foi possivel ajustar perfeitamente
as quinas, embora o parametro de forma (s;) dos pontos de controle tenham sido con-
siderados ao final do procedimento. Entretanto, com a inclusido destes parametros como
variaveis de otimizacdo, a funcdo objetivo foi reduzida de 1,2.10~* para 6,6.107°, com

satisfatoria alteracao da geometria da inclusao.
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4.6 Comportamento da Metodologia na Presenca de

Ruido nos Potenciais Medidos

A metodologia proposta para identificacdo de inclusoes foi testada para problemas com
presenca de ruido nas medidas de potencial elétrico. Estas perturbagoes possuem dis-
tribuicao normal e varidncia A e foram obtidas de acordo com o procedimento apresentado
na Secao 4.2.3.

Mais uma vez, os experimentos desta secdo se referem a identificacao da inclusao
quadrada, Figura (4.7), utilizada nos experimentos relatados anteriormente. Utiliza-se o

protocolo diametral-referéncia para injecao de corrente e medidas de potencial.

4.6.1 Solugao do problema inverso a partir de medidas com

ruido

Inicialmente o conjunto de medidas exatas de potencial foi perturbado com ruido de cinco
diferentes niveis, sendo cada nivel caracterizado pela variancia A. No nivel de ruido mais
baixo, a variancia é de 1% do valor da medida. Os niveis intermedidrios de ruido foram
gerados com variancia de 5%, 10% e 20% do valor das medidas. A variancia considerada
para o nivel mais alto de ruido é de 40% do valor exato da medida. Cada nivel de ruido
pode ser interpretado como o valor tipico do erro de um determinado sistema experimental
utilizado para a coleta das medidas de potencial.

A fim de testar a técnica de identificacao de inclusoes na presenca de erros de diferentes
magnitudes, o problema inverso deve ser resolvido a partir destas medidas perturbadas.
Porém, tendo em vista o carater aleatério do erro presente nas medidas, devem ser simu-
lados um numero suficiente de eventos de medigao para cada nivel de ruido. Resolvendo
o problema inverso com todos estes dados, pode-se inferir sobre o comportamento da
técnica.

Para determinar o nimero de conjuntos de medidas suficiente, para cada nivel de ruido,
foi tracado o grafico da média acumulada da funcao objetivo. Nestes graficos, o primeiro
ponto representa o préprio valor da funcao objetivo f obtida com a resolucao do problema
de identificagao com os dados do primeiro evento. O segundo ponto representa a média
dos valores da funcao obtidos com os dados dos eventos 1 e 2. O tltimo ponto representa

a média dos valores da funcao objetivo obtidos com os dados de todos os eventos. Este
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procedimento é feito até que o valor da média acumulada de f se estabilize, indicando
que, se um novo evento for simulado, a probabilidade de seu resultado afetar a média
acumulada até entdao é pequena.

Os gréaficos da média acumulada da funcao objetivo podem ser vistos na coluna da
direita da Figura (4.12), onde verifica-se que, a partir de 30 conjuntos de medidas, a
média acumulada ja estd praticamente estabilizada. Assim, os resultados referentes aos
60 conjuntos de medidas que foram utilizados para a solugdo do problema inverso em
cada nivel de ruido, serao utilizados nos estudos preliminares sobre a influéncia do ruido
na técnica proposta. No total, o problema inverso foi resolvido 300 vezes (60 eventos x
5 niveis) e cada conjunto de medidas teve seu SNR calculado. Assim, o nivel 1 de ruido
corresponde a um SNR médio de 52, 12dB, o nivel 2 de 38, 14dB, o nivel 3 de 32,12dB, o
nivel 4 de 26,10dB e o 5° nivel corresponde a um SNR médio de 20,08dB. A coluna da
esquerda da Figura (4.12) apresenta o valor final da fungao objetivo que foi alcan¢ado ao

final de cada resolucao.
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Figura 4.12: A esquerda sao apresentados os valores da fungao objetivo ao final do processo
de otimizacao para cada evento. A direita, apresenta-se a média acumulada do valor final
da funcao objetivo, sendo que o eixo horizontal indica o nimero de valores da fungao
objetivo que foram considerados na média.
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A relacao entre a magnitude do ruido presente nas medidas de cada evento e o valor
final da funcao objetivo gerada por cada evento pode ser visto no primeiro grafico da
Figura (4.13). Para cada uma das 300 solugoes, o erro geométrico da inclusao identificada
em relagao ao alvo foi avaliado, conforme o procedimento apresentado na Secao 4.2.5. A
relagao entre esse erro geométrico relativo e o SNR é apresentado no segundo grafico da

Figura (4.13).
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Figura 4.13: Relagao entre o SNR de cada evento e o valor final da func¢do objetivo (a)
ou o valor do erro geométrico da identificagao (b).

Segundo o critério do erro geométrico relativo, o melhor e o pior resultado referente a
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cada nivel de ruido sdo apresentados nas Figuras (4.14) e (4.15).
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Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado ——<— Resultado ——<—
Alvo Alvo
(a) Nivel 1 (b) Nivel 1
: %5
K ”x%
55X
Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado ——<— Resultado ——<—
Alvo Alvo
(c) Nivel 2 (d) Nivel 2

Figura 4.14: A esquerda sao apresentados os melhores resultados e a direita os piores para
os niveis 1 e 2 de ruido.
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25
sk

Aprox. Inicial - ----
Resultado ——<—
Alvo

Aprox. Inicial - ----
Resultado ——<—
Alvo

(a) Nivel 3 (b) Nivel 3

Aprox. Inicial - - - - -
Resultado ——<—
Alvo

Aprox. Inicial - - - - -
Resultado ——<—

Alvo
(c) Nivel 4 (d) Nivel 4
§W \
KR
Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado ——<— Resultado ——<—
Alvo Alvo
(e) Nivel 5 (f) Nivel 5

Figura 4.15: A esquerda sao apresentados os melhores resultados e a direita os piores para
os niveis 3, 4 e 5 de ruido.
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Discussao

Para o mais baixo nivel de ruido pode-se considerar os resultados da identificacdo muito
bons, incluindo o pior deles. Dependendo da aplicacao, a metodologia até pode ser uti-
lizada com dados experimentais de nivel médio de ruido entre 30 e 40dB, uma vez que,
embora nao seja bom o ajuste da forma da inclusao, sua posicao e tamanho sdo bem
identificados, como mostram as Figuras (4.14) e (4.15).

Para os niveis mais severos de ruido, os resultados sao fortemente influenciados pelo
erro nas medidas. Porém, isto nao é um impedimento para a aplicacao da metodologia
proposta, uma vez que, como ja foi dito, o erro tipico em sistema de TIE é equivalente a
um SNR de 50dB, ou seja, um nivel de perturbagao semelhante a média do conjunto com
nivel mais baixo (52,12 dB) de ruido aqui testado.

Percebe-se uma clara relacao entre a medida do ruido presente nas medidas e o valor
final da funcao objetivo que pode ser alcancado. Quanto menor a magnitude do erro,
mais baixo é o valor da funcao objetivo alcancado, o que melhora as chances de se obter

uma boa solucao para o problema de identificacao.

4.6.2 Tratamento para a diminuicao do ruido nas medidas

Uma vez que os experimentos anteriores confirmam que a qualidade da solugao da identi-
ficacao ¢é afetada pelo ruido e que quanto maior a magnitude do ruido maior a probabil-
idade de que o resultado obtido seja diferente do alvo, serd testada uma estratégia para
minimizar a influéncia dos erros no procedimento de identificacao.

Sabe-se que, na pratica de laboratorio, eventos de medicao de uma mesma grandeza
sdo realizados mais de uma vez e em seguida, a média das medidas é feita para que
seja utilizada diminuindo a influéncia do erro presente nas medidas sobre o resultado. E
exatamente esta idéia que serd utilizada. Uma vez que considera-se que os erros presentes
nas medidas de potencial possuem distribuicao normal com média zero, quanto maior o
numero de eventos utilizados na média, mais esta se aproxima do valor exato da medida.
Assim, pretende-se estimar o niimero de eventos necessarios para que a média destas
medidas tenha o nivel de ruido aceitavel pelo procedimento de identificacao.

Dos 5 niveis de ruido utilizados na se¢ao anterior, foram tomados 3: o de SNR médio
de 52,12dB (nivel 1), 32,12dB (nivel 3) e 20,08dB (nivel 5) . Para cada nivel de ruido,

os 60 conjuntos de medidas originais foram usadas para a geragao de novos 60 conjuntos,
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obtidos a partir de médias acumuladas. Na secao anterior, para cada evento, o problema
de identificacao foi resolvido e as médias acumuladas dos valores da fungao objetivo foram
calculadas. Aqui, novos conjuntos de dados sao gerados a partir da média acumulada dos
valores das medidas dos conjuntos originais e posteriormente, o problema de identificagao
é resolvido.

O primeiro novo conjunto de medidas ¢é igual ao conjunto de medidas do primeiro
evento. O segundo novo conjunto é obtido com a média das medidas referentes aos eventos
1 e 2. O procedimento é realizado repetidas vezes, aumentando o nimero de medidas para
a realizacao da média, até que, no ultimo conjunto, as novas medidas de potencial sejam
a média das medidas dos 60 eventos. A coluna da esquerda da Figura (4.16) mostra
como o valor do SNR aumenta a medida que aumenta o niimero de conjuntos de medidas
utilizadas na média.

Todos esses novos conjuntos de medidas de potencial, totalizando 180 (3 niveis de ruido
X 60 novos conjuntos de medidas), sdo utilizados para a solugdo do problema inverso.
Na coluna da direita da Figura (4.16) sao apresentados o valor final da fungao objetivo
referente a cada um desses novos conjuntos de dados.

Para cada solugao obtida, o erro geométrico do resultado em relacao a geometria da
inclusdo alvo também foi calculado. A Figura (4.17) apresenta o grafico que relaciona
os valores de SNR para cada novo conjunto e o respectivo valor da fungao objetivo e o
grafico que relaciona o SNR e os valores do erro geométrico relativo obtidos em cada caso.

Como a proposta desta pratica é reduzir a influéncia do ruido nos resultados da iden-
tificacao, por meio da média de um numero crescente de conjuntos de medidas, para os
3 niveis de ruidos aqui tratados, nas Figuras (4.18), (4.19) e (4.20) apresenta-se os re-
sultados da identificacao referente ao conjunto de medidas originado de um tnico evento
de medicao e na sequéncia, os resultados referentes ao conjunto de medidas obtidas pela

média das medidas de 20, 40 e 60 eventos de medigao.
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Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -

Resultado £=9,5.10™ E=23.107 —*— Resultado £=5,6.107° E=8,9.107% ——
Alvo Alvo
(a) 1° Conjunto (b) Média com 20 conjuntos

Aprox. Inicial - --- - Aprox. Inicial - - - - -

Resultado £=3,1.107° E=9,0.10™" —— Resultado f=1,2.10"° E=8,9.107% —>—
Alvo Alvo
(¢) Média com 40 conjuntos (d) Média com 60 conjuntos

Figura 4.18: Sao apresentadas as solugoes obtidas com 4 diferentes conjuntos de dados
gerados a partir de médias acumuladas dos conjuntos de medidas com SNR médio de

52,12dB. A funcao objetivo f e o erro geométrico F referentes aos resultados sdo apre-
sentados em cada figura.
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Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado £=9,3.107° E=12.1072 — % — Resultado £=5.8.10™" E=3,6.107 — % —
Alvo Alvo
(a) 1° Conjunto (b) Média com 20 conjuntos

Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -

Resultado f=2,5.107% E=52.107 —*— Resultado f=1,0.10™ E=3,0.107 —>—
Alvo Alvo
(¢) Média com 40 conjuntos (d) Média com 60 conjuntos

Figura 4.19: Sao apresentadas as solugoes obtidas com 4 diferentes conjuntos de dados
gerados a partir de médias acumuladas dos conjuntos de medidas com SNR médio de

32,12dB. A funcao objetivo f e o erro geométrico E referentes aos resultados sdo apre-
sentados em cada figura.
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Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado f=1,5.107" E=27.1072 — % — Resultado £=9,2.10 E=12.1072 — % —
Alvo Alvo
(a) 1° Conjunto (b) Média com 20 conjuntos

b
TR
Aprox. Inicial - - - - - Aprox. Inicial - - - - -
Resultado £=4,0.107 E=12.1072 —* — Resultado f=1,6.107 E=93.107° — % —
Alvo Alvo
(¢) Média com 40 conjuntos (d) Média com 60 conjuntos

Figura 4.20: Sao apresentadas as solugoes obtidas com 4 diferentes conjuntos de dados
gerados a partir de médias acumuladas dos conjuntos de medidas com SNR médio de

20,08dB. A fungao objetivo f e o erro geométrico E referentes aos resultados sao apre-
sentados em cada figura.
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A Figura (4.16) fornece indicios de quanto é possivel melhorar a qualidade das medidas
através da préatica da média desde que a hipdtese de erro aleatério com distribuigao
uniforme com média zero esteja correta. Para os trés niveis de ruido, consegue-se melhorar
em torno de 20 dB o SNR do novo conjunto obtido a partir da média das medidas de 60
eventos. Nesta figura pode-se constatar também que, em consequéncia desta melhoria, a
medida que aumenta o nimero de conjuntos de medidas considerado na média, menor o
valor da fun¢ao objetivo que o algoritmo de minimizagao alcanga.

Ja na Figura (4.17), confirma-se que quanto menor a magnitude do ruido no conjunto
de medidas, menor o valor da fungao objetivo alcangado. Nesta mesma figura, pode-se
ver também que, em cada nivel de ruido a dispersao dos resultados no que se refere ao
erro geométrico é bem menor do que a dispersao das medidas originais, apresentada na
Figura (4.13).

Quanto a Figura (4.18) nao é possivel perceber visualmente a melhoria do resultado da
identificacao, uma vez que as medidas originais ja levam a bons resultados por se tratar
de um nivel baixo de ruido. Porém, nas Figuras (4.19) e (4.20) pode-se notar que, a
consideracao de um numero maior de conjuntos de medidas para a realizacdo da média

utilizada na solucao do problema inverso, melhora a solucao.

4.7 Influéncia do Protocolo de Injecao/Medigao

A fim de estudar a influéncia do protocolo de injecdo de corrente elétrica e medigao
de potencial nos eletrodos do contorno sobre a solucao do problema de identificacao de
inclusoes, nesta secao serao tratados 6 diferentes problemas. Destes problemas, 3 sao
referentes a identificagao de inclusées em dominio circular e outros 3 em dominio quadrado.
Em todos os casos, considera-se que a inclusao é 10 vezes mais condutiva que o restante
do meio.

Todos os 6 problemas serao resolvidos por meio da minimizacao de 4 diferentes fungoes
objetivo, oriundas de diferentes protocolos, como relatado no Capitulo 2 e complementado
na Secao 4.2.1. Para cada problema, nas 4 diferentes resolugoes serao utilizados a mesma
aproximacao inicial e critérios de parada para que a comparacao seja feita de forma

adequada. Nestes experimentos, as medidas de potencial utilizadas sao exatas, isto é, nao
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foram introduzidas perturbagoes aos valores calculados.
Para facilitar a compreensao dos resultados, repete-se aqui os termos utilizados na

descricao dos mesmos:

Adjacente - Referéncia: Injecao adjacente e medicao de potencial entre o eletrodo de

referéncia e os demais;

Adjacente - Vizinhanca: Injecao adjacente e medicao de potencial entre eletrodos viz-

inhos;

Diametral - Referéncia: Injecao diametral e medicao de potencial entre o eletrodo de

referéncia e os demais;

Diametral - Vizinhancga: Injecao diametral e medicao de potencial entre eletrodos viz-

inhos.

A seguir, as Figuras (4.21) a (4.26) apresentam a solugao para os 6 problemas. Em
cada resultado, a geometria da inclusao alvo, da inclusao resultante e da inclusao dada
como aproximagao inicial sdo apresentadas. Os valores da fungao objetivo referentes a

aproximacao inicial e a inclusao identificada sao apresentadas nas legendas das imagens.
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Discussao

Uma comparacao adequada entre os métodos pode ser feita através da observacao dos
valores da funcao objetivo referentes a aproximacao inicial dada a cada problema, uma vez
que a mesma aproximagcao € utilizada por todos os métodos. Tais valores sao apresentados

nas Figuras (4.21) a (4.26). Desta forma, pode-se perceber que:

1. Em cada problema, o valor da fun¢do na Figura (a) é maior que na Figura (b) e o
valor desta func¢ao na Figura (c¢) é maior que na Figura (d). Isto significa que, para
um mesmo padrao de injecao de corrente, o valor da funcao objetivo obtido é menor
quando a diferenca de potencial é medida entre eletrodos vizinhos, uma vez que
neste caso toma-se menores valores de diferenca de potencial do que se fosse feita
a diferenca de potencial entre um eletrodo de referéncia e os demais. Logo, para
um mesmo problema e mesma aproximagao inicial, o padrao de medi¢ao vizinhanca

gera menores valores para a fungao objetivo.

2. Em cada problema, o valor da funcao na Figura (a) é menor que na Figura (c).
O mesmo acontece na Figura (b) em relacao a Figura (d). Assim, verifica-se que,
considerando o mesmo padrao de medigao, para uma dada distribui¢ao de condutivi-
dades, seu valor da funcao objetivo é menor quando o padrao de injegao adjacente é
utilizado. Isto acontece porque, neste tipo de injecao de corrente, a maior variacao
do potencial elétrico ocorre na regiao proxima aos eletrodos de injecao, sendo muito

pequena no restante do dominio.

Nos problemas 1 e 6, considerados de facil identificacao, todos os métodos tiveram
sucesso na solugao. O valor da funcao objetivo referente ao resultado pode ser tomado
como valor de referéncia para a funcao objetivo que cada método alcanca ao final do
procedimento de solucao, em caso de sucesso.

No que se refere ao numero de problemas resolvidos, destacam-se o método diametral-
referéncia, com sucesso nos 6 problemas de identificacdo propostos, e o adjacente-vizi-
nhanca, que levou a nao convergéncia do método em 3 problemas (P2, P3 e P5) e chegou

a um resultado de qualidade inferior no problema 4.
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4.8 Experimentos com Ruido nas Medidas

4.8.1 Awaliagdo dos protocolos de injecao/medi¢cao quanto a

medidas com ruido

Nesta secao serao realizados experimentos a fim de comparar o comportamento do proced-
imento de solugao do problema inverso com dois diferentes protocolos de injegao/medigao
na presenca de ruidos nas medidas. Estes dois protocolos sao o de injecao de corrente em
eletrodos diametralmente opostos e medidas de potencial em relacao ao eletrodo de re-
feréncia e o de injegao em eletrodos adjacentes com medi¢ao em eletrodos vizinhos. Nesta
secao, como sao apenas dois os protocolos tratados, estes serao chamados “diametral” e
“adjacente” , em referéncia ao padrao de injecao de corrente, por simplicidade na descrigao
destes experimentos.

Desta forma, para os 6 problemas da secao anterior foram geradas medidas de potencial
perturbadas com ruidos de 3 niveis: o primeiro com variancia de 1%, o segundo com 10%
e o terceiro com variancia de 40% do valor de cada medida. Para cada nivel de ruido
foram gerados 60 conjuntos de medidas perturbadas, simulando 60 eventos de medicao
independentes, da forma como foi apresentado anteriormente.

Cada conjunto de medidas de potencial teve seu SNR calculado e foi utilizado na
solucao do problema inverso. No total foram realizadas 2160 execugoes do algoritmo de
reconstrugao (6 problemas x 2 protocolos x 3 niveis de ruido x 60 eventos).

Assim, na Figura (4.27) s@o apresentados o SNR de cada medida e o valor alcancado da
funcao objetivo ao final de cada procedimento de identificacao de inclusoes, referente aos
dois protocolos em estudo. Nestes graficos sao apresentados 6 curvas em cores distintas
em referéncia aos problemas de 1 a 6 da secao anterior. Para cada problema, considerando
resultados referentes ao mesmo nivel de ruido, a média da funcao objetivo alcancada nas
60 solugoes e seu desvio padrao foram calculados e sdo apresentados na Tabela (4.5).

Para os resultados obtidos, o erro geométrico relativo da inclusao identificada em
relacao a inclusao alvo foi calculado. Para cada protocolo, foi feito um gréfico relacio-
nando o SNR do conjunto de medidas e seu respectivo erro geométrico relativo, o que é
apresentado na Figura (4.28). Complementando esta figura, a Tabela (4.6) apresenta a

média do erro geométrico e seu desvio padrao.
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Figura 4.27: Relacao entre SNR das medidas e valor alcancado da funcao objetivo.

Tabela 4.5: Comparacao dos protocolos: Média da fungao objetivo e respectivo desvio
padrao para cada problema em cada nivel de ruido.

Ruido Protocolo Adjacente Protocolo Diametral
SNR Média da Desvio Média da Desvio
P Problema - .. - - .. -
médio Fungao Objetivo  Padrao  Fungao Objetivo  Padrao

1 4,25.1076 9,38.1077 9,13.107° 1,86.107

2 4,10.1073 1,74.1073 2,24.1073 1,66.10~2

Nivel 1 3 2,76.1073 1,46.1073 2,74.1073 2,05.10~2
52,26dB 4 3,29.1074 1,54.1073 3,53.1074 8,45.1074
5 2,15.1072 9,99.10~* 5,75.1073 4,44.1073

6 6,64.10 5,12.1073 1,05.10~4 2,15.107°

1 4,22.107* 1,07.10~* 9,21.1073 2,16.1073

2 4,50.1073 1,73.1073 1,17.1072 2,94.1073

Nivel 2 3 2,95.1073 3,00.10~* 1,17.1072 2,85.1073
32,26dB 4 1,17.1073 6,52.10~* 1,44.1072 3,63.1073
5 2,24.1072 1,82.1073 2,13.1072 8,97.1073

6 8,69.10~* 3,07.10~* 1,04.1072 2,59.1073

1 6,75.1073 1,70.1073 1,48.107! 3,62.1072

2 1,06.1072 2,87.1073 1,89.107! 4,60.1072

Nivel 3 3 8,89.1073 2,04.1073 1,90.107! 4,63.1072
20, 20dB 4 1,45.1072 5,06.1073 2,28.107 5,66.1072
5 3,52.1072 9,94.1073 2,40.107! 6,46.1072

6 1,41.1072 4,87.1073 1,67.107! 4,04.1072
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Figura 4.28: Relagao entre SNR das medidas e erro geométrico.
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Tabela 4.6: Comparacao dos protocolos: Média do erro geométrico e respectivo desvio
padrao para cada problema em cada nivel de ruido.

Ruido Protocolo Adjacente Protocolo Diametral
SNR Problema Média do Desvio Média do Desvio
médio Erro Geométrico  Padrao  Erro Geométrico  Padrao
1 1,77.1073 7,97.107* 2,81.1073 1,07.1073
2 4,49.1071 1,94.107! 8,24.1073 3,85.1073
Nivel 1 3 1,10.10%° 6,09.102 1,60.1072 2,33.1072
52,26dB 4 9,56.1072 1,57.107! 2,95.1072 2,88.1072
5 1,12.10%° 1,73.1072 1,64.107! 1,00.107!
6 2,02.102 1,45.107! 2,31.1073 9,98.10~*
1 8,15.1073 2,71.1073 1,26.1072 6,07.1073
2 4,63.1071 1,86.107! 4,36.1072 1,64.1072
Nivel 2 3 1,10.10%° 2,18.1072 5,66.1072 2,25.1072
32,26dB 4 1,32.1071 9,96.1072 6,68.1072 2,91.1072
5 1,12.10%° 1,82.1072 2,29.107¢ 1,75.107!
6 1,17.1072 5,05.1073 1,25.1072 4,06.1073
1 2,78.1072 1,16.1072 4,11.1072 2,12.1072
2 4,88.1071 1,74.107! 1,97.107! 1,50.107!
Nivel 3 3 1,04.10%° 2,40.1071 5,67.107¢ 5,44.1071
20,20dB 4 3,17.107¢ 1,86.1071 3,25.107¢ 2,41.107!
5 1,10.10%° 1,81.107! 6,01.1071 3,64.1071
6 3,80.102 1,85.1072 3,99.1072 2,22.1072
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A exemplo do que foi apresentado na Secao 4.6.2, pode-se criar novos conjuntos de
medidas a partir da média das medidas de um determinado niimero de eventos de medicao.
Desta forma, espera-se que nos novos conjuntos de medidas a magnitude do erro seja
menor em relacao aos conjuntos de medidas originais.

Assim, foram gerados conjuntos de medidas com ruido para o protocolo adjacente e
para o protocolo diametral. Foram gerados 200 conjuntos de medidas para 5 niveis de
ruido, com variancias de 1%, 5%, 10%, 20% e 40% do valor de cada medida. Em seguida,
novos conjuntos foram obtidos a partir da média das medidas de 2, 3, 4 até 200 eventos.
Para estes 200 novos conjuntos de medidas, o SNR foi calculado. As Figuras (4.29) e

(4.30) apresentam estes resultados.
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Figura 4.29: Protocolo Adjacente: (a) SNR do conjunto de medidas de cada evento de
medigao; (b) SNR de cada conjunto de medidas obtido pela média acumulada das medidas
originais.
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Figura 4.30: Protocolo Diametral: (a) SNR do conjunto de medidas de cada evento de
medicao; (b) SNR de cada conjunto de medidas obtido pela média acumulada das medidas
originais.

Discussao

Os graficos da Figura (4.27) mostram que, nos problemas em que houve convergéncia, em
ambos os protocolos, existe uma relagao exponencial entre o SNR das medidas e o valor
da funcao objetivo alcancado ao final do procedimento de otimizacao. Isto é evidenciado
pelo comportamento dos problemas 1 e 6, para o protocolo adjacente, e dos problemas 1,
2, 3, 4 e 6, para o protocolo diametral. Porém, os valores da fungao objetivo obtidos com
medidas do protocolo adjacente sao de ordem de grandeza inferior em relacao aos valores
do protocolo diametral, da mesma forma que na secao anterior, onde as solugoes para os
mesmos problemas, porém obtidas com medidas sem ruido, foram apresentadas.

No grafico da Figura (4.27), referente ao protocolo adjacente, nota-se que as solugoes
dos problemas 2, 3 e 5 apresentam valor da fungao objetivo relativamente alto, indicando
que o algoritmo nao teve sucesso na identifica¢ao nestes casos. O grafico da Figura (4.28),
referente a este mesmo padrao, confirma esta indicacdo. Na Tabela (4.6) observa-se que
os erros geométricos para os problemas 3 e 5 estao em torno de 1 e em torno de 0,5 para
o problema 2.

Quanto ao problema 4, no que se refere ao padrao adjacente, embora a funcao ob-
jetivo tenha chegado em um valor mais baixo do que nos problemas em que nao houve

convergéncia, percebe-se que o erro geométrico para a solugao deste problema com o pro-
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tocolo adjacente é um pouco maior do que no protocolo diametral, nos niveis de ruido 1
e 2, o que pode ser visto na Tabela (4.6).

Na Figura (4.28), em relagao ao padrao diametral, percebe-se que o erro claramente
diminui & medida que o SNR aumenta, isto é, & medida que o nivel de ruido diminui.

A Tabela (4.6) mostra que os erros geométricos obtidos com o padrao adjacente sao,
em geral, maiores que os obtidos com o protocolo diametral.

Os resultados alcangados para os problemas de identificacao propostos indicam que
as medidas de potencial obtidas com o protocolo de injecdo diametral podem ser con-
sideradas mais adequadas que as medidas de potencial obtidas no padrao adjacente para
serem utilizadas na funcao objetivo. Porém, estes resultados nao devem ser considerados
conclusivos, uma vez que o numero de problemas propostos para a comparagao é pequeno.

Quanto aos graficos das Figuras (4.29) e (4.30) percebe-se que nao hé sensivel diferenga
entre o comportamento do ruido em relacao aos dois protocolos. Em ambos os casos
percebe-se que, fazendo-se a média das medidas de 20 conjuntos, hd um ganho em torno
de 10 dB para o novo conjunto de valores de potencial. Por outro lado, percebe-se que
a partir da média de aproximadamente 100 conjuntos, aumentar o nimero de conjuntos
utilizados na média nao leva a uma melhoria sensivel do ruido.

Conhecido o SNR tipico de um sistema de TIE, os gréficos das Figuras (4.29(b)) e
(4.30(b)) dao uma indicacdo sobre o nimero de medidas necessarias para se obter um

determinado nivel de ruido desejavel.

4.9 Uma aplicacao da TIE: Calculo da Fracao de Eje-
cao Cardiaca

A fracao de ejecao (FE), um parametro da atividade cardiaca, é uma medida da fracao
de sangue que é bombeada por cada ventriculo em cada passo do ciclo do coragao. Tanto
a fragao de ejecao do ventriculo esquerdo (FEVE) quanto a fragdo do ventriculo direito
(FEVD) podem ser determinadas, porém o uso clinico da FEVE é mais comum. Por

definigao, a FE é calculada da seguinte forma:

VB VFD-VFS

) VFD '
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onde VB é o volume de sangue bombeado, dado pela diferenca entre o volume do
ventriculo ao final da diastole (VFD) e o volume do ventriculo ao final da sistole (VFS).
Atualmente, diversas técnicas podem ser utilizadas para a determinacdo da FE, como
o ecocardiograma, ressonancia magnética cardiovascular e tomografia computadorizada.
Entretanto, devido entre outros fatores, aos custos destas técnicas, estas nao sao usadas
para monitoramento continuo. Como ja foi mencionado, o baixo custo da TIE, sua porta-
bilidade e a nao utilizacao de radiacao ionizante motivam o estudo da aplicacdao desta
técnica no monitoramento continuo da FE.

Assim, o objetivo desta secdo é apresentar estudos preliminares da viabilidade de
aplicacao da TIE ao monitoramento continuo da FE, a partir de experimentos numéricos.
A estratégia proposta consiste em, a partir de imagens bidimensionais de Ressonancia
Magnética (RM) do paciente na sistole e na didstole, definir parametros geométricos
particulares deste individuo através da segmentacao, isto é, definicdo dos contornos das
cavidades ventriculares do coragdo. Em seguida, passa-se a monitorar o paciente com a
TIE, a fim de detectar uma alteracao nestes parametros geométricos e consequentemente

no valor da FE, possibilitando que providéncias clinicas sejam tomadas imediatamente.

4.9.1 Parametrizacao dos sub-dominios

Como mencionado, a partir de duas imagens de RM, uma referente a sistole e outra a
diastole, as regioes de interesse, neste caso os dois ventriculos, sao manualmente contor-
nadas por splines com um nimero minimo de pontos. A Figura (4.31) mostra estas duas
imagens de RM. O ventriculo esquerdo (VE) é limitado por uma spline de 7 pontos de
controle e o direito (VD) por 8 pontos. As splines que contornam externamente o térax
e os pulmoes sdo também definidas manualmente.

Utilizando-se 0 mesmo numero de pontos de controle para as splines, na sistole e na
diastole, utiliza-se uma interpolagao linear entre os valores das coordenadas de cada ponto
de controle ¢, com parametro t;. Desta forma, pode-se fazer com que, assumindo todos
os parametros t; = 0, seja obtida a spline correspondente ao final da sistole e com todos
t; = 1 ao final da didstole. Apesar de nao estar limitado a estes valores, na Figura (4.32)
o intervalo de variagdo destes pontos entre 0 e 1 é indicado pela linha tracejada. Sao
apresentadas as curvas referentes a t; = 0 e t; = 1 para todos os pontos de controle.

Com base nas interpolagoes acima sao propostas trés estratégias de parametrizagao
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(a) Final da sistole (b) Final da didstole

Figura 4.31: Imagens de Ressonancia Magnética com a regiao de interesse delimitada
pelas splines, em linha continua. Poligonal em linha tracejada une os pontos de controle,
numerados.

(a) t = 0: final da sistole (b) t = 1: final da didstole

Figura 4.32: Comparagao entre as curvas que contornam os ventriculos para valores ex-
tremos de t na parametrizagdo com um unico parametro. Em cada figura, os pontos
destacados com uma cruz definem as curvas apresentadas.

a serem utilizadas no processo de otimizagao. Na primeira estratégia, utiliza-se uma
variavel, t, Unica para todos os pontos de controle. Neste caso, o valor de n utilizado
na solugao do problema inverso é 1. Na segunda estratégia, assume-se um valor de ¢
independente para cada uma das splines, sendo n = 2. Esta proposta contempla a hipdtese
de que cada um dos ventriculos pode sofrer uma alteracao diferente durante seu ciclo.
Ainda com a finalidade de aumentar o nimero de graus de liberdade do modelo geométrico
proposto, uma terceira parametrizacao foi testada. Nesta, cada um dos 15 pardmetros

que definem os pontos de controle das splines é tomado como parametro de otimizacao,
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neste caso n = 15.

Deve-se notar que em todas as trés estratégias de parametrizagdo, o espaco de busca
das variaveis de otimizagao tornou-se bastante limitado devido a inclusao de informagoes
extraidas das imagens de RM no modelo.

A partir da defini¢ao inicial dos parametros do paciente, isto é, geometria dos ventri-
culos em sistole e em didstole, este passa a ser monitorado continuamente por meio da
TIE, com o objetivo de detectar quaisquer alteracoes nestes parametros. A partir da ge-
ometria dos ventriculos relativos aos parametros identificados, a FE pode ser aproximada

da seguinte maneira:
_AFD — AF'S

FE
AFD

(4.6)

onde AFD e AFS sao as areas da secao transversal do ventriculo ao final da diastole e
da sistole respectivamente. Neste caso, considera-se que as areas da secao transversal das

cavidades sejam proporcionais aos seus volumes.

4.9.2 Modelos do torax

Em geral, tecidos bioldgicos sao materiais heterogéneos, anisotrépicos e de dificil caracter-
izacao, principalmente tecidos vivos. A determinacao das propriedades elétricas depende
dos métodos experimentais utilizados, da frequéncia da corrente elétrica, da temperatura,
da presenca de dgua no tecido e do tempo apds a morte no qual o tecido foi extraido do
corpo, entre outras. Desta forma, para um mesmo tecido sdo encontrados diversos val-
ores de suas propriedades elétricas na literatura. A Tabela (4.7) apresenta alguns destes

valores.
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Tabela 4.7: Valores de resistividades de tecidos biolégicos encontrados na literatura.

Tecido  Resistividade (Qem) Referéncia
150 BARBER ¢ BROWN [8]
Sangue 150 YANG e PATTERSON [74]
100 SCHAN e KAY [5)
160 RUSH et al. [6]
400 PATTERSON e ZHANG [12]
Coragio 250 YANG e PATTERSON [74]
400 - 800 BAYSAL e EYUBOGLU [75]
250-550 RUSH et al. [6]
727 - 2363 BARBER ¢ BROWN []
- 1400 PATTERSON e ZHANG [12]
600 - 2000 BAYSAL e EYUBOGLU [75]
2000 RUSH et al. [6]

No presente trabalho, assume-se que o valor da condutividade dos tecidos é conhecida
e constante e os modelos de térax utilizados sao baseados no modelo de RUSH et al. [6],
caracterizado pela presenca de cavidades preenchidas por sangue envoltas por material

homogéneo de condutividade dez vezes menor, como mostra a Figura (4.33).

Figura 4.33: Esquema do modelo simplificado de distribuigao de resistividade na secao
transversal do térax, extraido de [6].

Porém, neste modelo, a presenca dos pulmoes envolvendo as cavidades cardiacas nao
é considerada. A condutividade dos pulmées diminui & medida que eles se enchem de ar e
esta baixa condutividade pode prejudicar a identificacao correta da forma dos ventriculos
por meio da TIE. Assim, foram utilizados também outros dois modelos de térax, cada um
considerando uma diferente estimativa para o valor da condutividade dos pulmoes, uma
vez que nao foi possivel concluir sobre este valor a partir de dados na literatura pesquisada.
Considera-se ainda que a condutividade e a geometria dos pulmoes permanece a mesma

durante todo o ciclo cardiaco.
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Em resumo, dada a complexidade do modelo real, tanto por sua geometria quanto por
suas propriedades elétricas, foram adotados trés modelos bastante simplificados do térax.

A Figura (4.34) apresenta a geometria dos modelos definidos a seguir:

Modelo 1: Trés sub-regioes, dorso (T), ventriculo esquerdo (VE) e ventriculo direito

(VD), com duas condutividades distintas: o7 e oyg = oyp = 1007;

Modelo 2: Cinco sub-regioes, dorso, ventriculo esquerdo, ventriculo direito e dois pul-
moes (P), com trés condutividades distintas: o7, oyp = oyp = 10 or e

op=0,0507;

Modelo 3: As mesmas sub-regioes do Modelo 2, com diferente condutividade para o

pulméo: or, Oyvg = 0vyvp — ].OUT e op = 0702 or.

- . \ - - \
- -

/ \ / \
Vd D | 7 D |

/ ® O,
7/ 7/

\ 7’ \ 7

~ s ~ '

(a) (b)

Figura 4.34: Geometria dos modelos de térax utilizados. Em (a) a geometria utilizada no
Modelo 1 e em (b) a utilizada nos Modelos 2 e 3. A posicao dos eletrodos em torno do
corpo pode ser vista em (a), onde os mesmos aparecem numerados.

4.9.3 Padroes de injecao de corrente

Duas estratégias para injecdo de corrente foram testadas, a diametral, ja apresentada,
com 8 casos de solicitacao, e uma estratégia “adaptada” ao problema, com o objetivo
de privilegiar a regiao de interesse com um menor niimero de casos de solicitagdao, 6. A
Figura (4.35) apresenta os casos de solicitacao de cada padrao, indicando com setas os

pares de eletrodos utilizados para injecao de corrente.
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Figura 4.35: Estratégias para inje¢ao de corrente elétrica: (a) Diametral e (b) Adaptada.
As setas indicam os eletrodos utilizados para injetar e drenar corrente.

4.9.4 Experimentos Numéricos

A partir de imagens de RM nos momentos de sistole e diastole, os ventriculos do coragao
foram manualmente delimitados, da mesma forma que o contorno externo da secao transver-
sal do torax. Nesta situagdo, de acordo com a Equagao (4.6), a fragdo de ejecao do
ventriculo esquerdo é de 58,97%, enquanto a fracao de ejegao do ventriculo direito é de
29, 85%. Estes valores serao chamados FE, ,mae. A seguir, uma disfuncao cardiaca é sim-
ulada, bem como os potenciais elétricos medidos no contorno referentes a esta situacao,
para que o problema inverso de identificagao possa ser resolvido e com seu resultado, a
nova FE seja calculada.

A disfuncao simulada consiste de um ciclo cardiaco alterado, que mantém o volume
dos ventriculos ao final da didstole mas que, ao final da sistole, o volume das cavidades
ventriculares ¢ maior do que no ciclo normal, ou seja, o volume de sangue bombeado é
diminuido. As bordas das se¢oes transversais das cavidades ventriculares ao final da sistole
alterada foram definidas em uma imagem de RM num instante intermedidario aos extremos
do ciclo cardiaco normal. Estas bordas, relativas a sistole alterada, serao chamadas de
alvo no decorrer desta secao e a FE relativa a esta configuragao serd chamada FEgp.,,
sendo utilizada para comparacao com os valores da FE resultante da otimizacao. Para a
configuracao de disfuncao, as medidas de potencial foram geradas sinteticamente para as
duas estratégias de injecao de corrente propostas e utilizadas para a solucao do problema
inverso. Em todos os experimentos, a aproximacao inicial dada ao algoritmo de otimizacao

corresponde as cavidades ventriculares em didstole, isto é, t; = 1.
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4.9.4.1 Modelo 1: resultados

Para cada um dos dois conjuntos de medidas de potencial elétrico simulados, o prob-
lema inverso foi resolvido utilizando as trés parametrizagoes propostas. As Figuras (4.36)
e (4.37) possibilitam a comparagao entre os resultados obtidos com as trés diferentes
parametrizacoes e as duas formas de solicitacao apresentadas.

Com as areas das sec¢oes dos ventriculos identificados no processo de otimizacao, ref-
erentes ao final da sistole, e utilizando as areas dos ventriculos em diastole das imagens
de RM, é possivel calcular a fragao de eje¢cao de cada um dos ventriculos e comparar com
o valor exato, FE calculada para o alvo. Os valores da fragdo de ejecao e a razao entre

a fracdo de ejecao em disfuncao e a fracao de ejecao normal sao apresentados na Tabela

(4.8).
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Figura 4.36: Resultados para o problema da identificagdo das cavidades ventriculares
utilizando o protocolo adaptado de injecao de corrente. E possivel comparar os resultados
da otimizagao com 1, 2 e 15 varidveis de otimizagao.
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Figura 4.37: Resultados para o problema da identificagao das cavidades ventriculares
utilizando o protocolo diametral. O procedimento de identificacao foi feito com 1, 2 e 15
variaveis de otimizacao.

Tabela 4.8: Valores da FE para a disfungao cardiaca simulada referentes aos ventriculos
alvo e identificados. A razao FE/FE,,mq indica o quanto a disfungao alterou os valores

normais da FE.

. FE (%) FE/FE,orma

Parametrizacao VD VE VD VE
Protocolo Diametral

1 parametro 10,62 21,86 0,36 0,37

2 parametros 12,31 20,28 0,41 0,34

15 parametros 5,47 23,07 0,18 0,39
Protocolo Adaptado

1 parametro 10,73 22,07 0,36 0,37

2 parametros 12,60 20,44 0,42 0,35

15 parametros 2,85 25,48 0,10 0,43

Alvo 5,08 23,84 0,17 0,40
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4.9.4.2 Modelos 2 e 3: resultados

Considerando agora uma disfuncao cardiaca do mesmo tipo da apresentada anteriormente,
resultando em uma fracao de ejecao para o alvo de F'Ey,, = 16,19% para o ventriculo
direito e F Ey,, = 33,01% para o ventriculo esquerdo, foram simuladas medidas de po-
tencial elétrico referentes aos dois protocolos de injecao: o diametral e o adaptado. Os
Modelos 2 e 3 de distribuicao de condutividades foram utilizados. Com as medidas simu-
ladas para esta disfuncao, o problema inverso foi resolvido considerando 15 parametros de
otimizagao, conforme explicado anteriormente. Com as areas das cavidades ventriculares
identificadas referente a sistole anormal, a FE foi calculada e posteriormente, a razao
entre a FE encontrada para a situacao de disfuncdo e a FE normal. Estes resultados
sao apresentados na Tabela (4.9). A Figura (4.38) apresenta os resultados obtidos com a

identificacao para os dois modelos e os dois protocolos de injecao de corrente.

Tabela 4.9: Valores da FE referentes aos ventriculos identificados e o alvo. Sao con-
siderados dois modelos de distribuicao de condutividade e dois protocolos de injecao de
corrente.

FE (%) FE/FEnormal

Modelo VD VE VD VE
Protocolo Diametral

Modelo 2 15,80 33,04 0,53 0,56

Modelo 3 16,09 32,21 0,54 0,55
Protocolo Adaptado

Modelo 2 20,89 29.40 0,70 0,50

Modelo 3 18,72 32,84 0,63 0,56

Alvo 16,19 33,01 0,54 0,56
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Figura 4.38: Resultados para o problema de identificacao das cavidades ventriculares,
considerando os modelos 2 e 3 de distribuicao de condutividades e dois protocolos de
injecao de corrente.

Discussao

Considerando inicialmente os resultados obtidos com o Modelo 1, sem a consideracao dos
pulmoes, percebe-se que a geometria das inclusoes identificadas aproximam melhor as do
alvo com a consideragdo de 15 parametros de otimizagdo. Apesar disso, os resultados
referentes a 1 e 2 varidveis de otimizacao sdo satisfatérias, o que pode ser visto nas
Figuras (4.36) e (4.37). A Tabela (4.8) mostra que os valores da FE obtidos com o
protocolo diametral sao ligeiramente melhores que os obtidos com o protocolo adaptado.
Um das possiveis causas é o diferente nimero de medidas utilizado em cada protocolo.
No diametral sao 104 medidas enquanto que no adaptado sdo apenas 78.

A Tabela (4.9) mostra que, tanto no Modelo 2 quanto no Modelo 3, novamente o

protocolo diametral apresenta melhores resultados. Nota-se que, com este protocolo, a
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razao FE/FE, ,ma tanto no Modelo 2 quanto no Modelo 3 estd muito préxima da razao
calculada para o alvo. Porém, de acordo com a Figura (4.38) percebe-se que, independente
do protocolo de injecao utilizado, no Modelo 2 houve uma melhor aproximacao para a
forma dos ventriculos. O Modelo 3, que apresenta os piores resultados, é o modelo no
qual a condutividade é mais baixa, o que confirma a hipdtese de que quanto mais baixa
a condutividade dos pulmoes, mais dificil a identificacdo dos ventriculos, uma vez que
funcionam como um obstaculo para a corrente elétrica.

De modo geral, observa-se em todos os experimentos que a FE do ventriculo esquerdo
¢ melhor aproximada do que a do ventriculo direito. De fato, a forma do ventriculo direito
faz com que sua identificacao seja mais dificil. Porém, como mencionado anteriormente,
na pratica médica, usualmente utiliza-se apenas a FE do ventriculo esquerdo.

Em todos os experimentos nota-se que a razao entre a fracdo de ejecao identificada
e a fracao de ejecdo normal indicam uma diminui¢do neste parametro de funcionamento
cardiaco, mesmo nos casos em que o erro na FE ¢é relativamente alto, o que pode ser visto
nas Tabelas (4.8) e (4.9). Isto significa que, mesmo que a informagao quantitativa da
TIE para a FE nao tenha a precisao desejavel, a técnica consegue identificar que houve
alteragao.

Os experimentos apresentados tem como finalidade explorar alguns aspectos como
modelos de distribui¢ao de condutividades, uma especializagao da parametrizacao, avaliacao
do numero de varidveis de otimizacao necessarias para a solucao do problema inverso e
protocolos de injecao de corrente. Estes resultados preliminares sdo apenas um indicativo
de que a aplicacao da TIE ao monitoramento da fracao de ejecao cardiaca pode ser viavel.
Para que a técnica seja efetivamente utilizada estudos mais aprofundados devem ser real-
izados, a resolucao do problema inverso com dados simulados com erros deve ser testada
e a verificacao da metodologia com dados obtidos experimentalmente é fundamental.

Os experimentos relatados nesta segao referentes ao Modelo 1 de distribuicao de con-
dutividades estao descritos em [76]. Posteriormente, os experimentos referentes ao Modelo

2 foram apresentados em [77, 78].
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5 CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou uma estratégia para a solucdo numérica do problema
inverso da identificacao de inclusdes em um dominio condutor baseada na parametrizagao
da geometria do contorno das inclusées. O problema de minimos quadrados nao-linear
foi resolvido pelo Método de Levenberg-Marquardt e o problema direto pelo Método dos
Elementos de Contorno.

Tal estratégia mostrou-se capaz de resolver os problemas propostos, identificando in-
clusoes com geometrias simples com formas suaves e cantos a partir de aproximagao inicial
de contorno suave. Isto se deve a parametrizagdo da geometria com FEztended X-Splines,
com a utilizacao das coordenadas e parametro de forma de seus pontos de controle como
variaveis de otimizacao.

A estratégia de aumentar o niimero de varidveis gradativamente ao longo da solucio do
problema inverso, aqui chamada refinamento progressivo, mostrou-se satisfatéria, uma vez
que tende a melhorar a qualidade da solucao dos problemas de identificacao de inclusoes
com geometrias um pouco mais complexas.

A comparacao entre os protocolos de injecao de corrente elétrica e medicao de potencial
mostram que, nos problemas propostos, o padrao diametral, com eletrodo de referéncia
fixo em relagdo a solicitagdo para a medicdo de potenciais, é o mais adequado. Nestes
mesmos problemas, verifica-se que o protocolo de injecdo e medicao entre eletrodos viz-
inhos, um dos mais utilizados na literatura, falha na identificacdo de 4 dos 6 problemas
avaliados. Tais fatos sao observados nos resultados referentes a identificagao a partir de
medidas de potencial consideradas exatas e perturbadas.

O desempenho da estratégia de solucao do problema inverso foi avaliado quanto a
presenca de erros nas medidas de potencial. No que se refere ao protocolo diametral, os
resultados mostram que a estratégia foi bem sucedida com os dados perturbados com erros
de magnitude tipica de sistemas de TIE (50dB). Em niveis superiores de ruido (entre 30
e 50 dB) os resultados podem ser considerados, dependendo da aplicacdo, satisfatérios.

Estudos preliminares sobre a aplicacao da TIE ao monitoramento continuo da fracao de
ejecao cardiaca, com a estratégia de solucao do problema de identificacao de inclusoes aqui

desenvolvida, foram apresentados. Os experimentos numéricos mostram que, a medida
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que aumenta a complexidade do modelo de distribuicdo de condutividades no térax, maior
a dificuldade de solugao do problema de identificacao da forma e dimensoes dos ventriculos.

Ainda com relagdo a estes experimentos, foram testadas trés diferentes parametri-
zagoes, das quais a de 15 pardmetros mostrou-se mais adequada, e dois protocolos de
injecdo, dos quais o diametral mostrou-se melhor. Nos experimentos referentes a esta
aplicacao, a metodologia aqui proposta nao foi avaliada quanto a presenca de ruidos nas
medidas de potencial. Em todos os resultados, a simulacao da TIE foi capaz de identificar
a reducao na fracao de ejecao, o que indica, a principio, a viabilidade de aplicacao da TIE
no monitoramento da fracao de ejecao cardiaca.

Apesar dos resultados satisfatorios referentes a solucéo do problema de identificacdo de
inclusoes a partir de dados gerados sinteticamente, com e sem ruido, é essencial a avaliacao
da estratégia com medidas de potencial obtidas experimentalmente. Para isso, faz-se
necessaria a implementacao de um modelo do eletrodo, para que o modelo matematico
do problema direto descreva melhor o fendémeno fisico real.

Outro aspecto a ser investigado mais profundamente é a relacao entre o valor final
da fungao objetivo e o erro geométrico entre a inclusao alvo e a identificada, adequada
para uma dada aplicagao. Tal relagao permite, para um problema real, cuja distribuicao
de condutividades no interior do corpo nao seja conhecida, estimar o erro geométrico da
identificacao a partir do valor final da fung¢ao objetivo.

Estudos referentes ao acoplamento da estratégia de identificagao de inclusoes proposta
neste trabalho aos algoritmos de reconstrucao de imagens de TIE usuais, baseados em
estratégias de regularizagao, podem ser promissores. Como mencionado, das estratégias
usuais resultam imagens referentes ao valor da condutividade nos elementos utilizados
para discretizacao do dominio e dependendo da aplicacdo, passam por uma etapa de
segmentacio, gerando uma nova imagem. Assim, a partir da informacdo extraida das
imagens geradas pela segmentacao, a estratégia aqui proposta pode ser utilizada a fim de
melhorar a aproximacao para a distribuicao de condutividades.

A definicao de uma metodologia que permita determinar, para um problema especifico,
um protocolo 6timo para injecao de corrente elétrica e medicao de potenciais é de grande
interesse. Com o protocolo étimo, somente os padroes de injecao de corrente e as medidas
de potencial mais relevantes para a solucao do problema de minimizacao sao utilizados,

o que pode levar a reducao do tempo de processamento e melhores aproximagcoes para as
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inclusoes.

A fim de reduzir o tempo total de solugao do problema inverso, técnicas de computacao
paralela podem ser empregadas no cédlculo da funcao objetivo. O Apéndice A apresenta
alguns estudos preliminares referentes a este aspecto, indicando a viabilidade de uma
estratégia de paralelismo mesmo em problemas relativamente simples, como os abordados.

Nos experimentos apresentados neste trabalho, assume-se que a condutividade das
inclusoes é conhecida. Outros experimentos podem ser realizados com a consideragao dos
valores da condutividade das inclusoes como incognitas, além das varidveis de otimizagao

ja utilizadas neste trabalho.
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APENDICE A - Implementacio

paralela da funcao objetivo

Como apresentado neste trabalho, ao longo do procedimento de solugdo do problema
inverso, a funcao objetivo é avaliada um grande nimero de vezes, podendo chegar a mil-
hares, dependendo da complexidade do problema e do método de minimizacao utilizado,
como apresentado em [79].

Desta forma, este grande ntimero de avaliagbes da fungao objetivo justifica o estudo
da viabilidade de paralelizacao desta funcao com o objetivo de diminuir o tempo total do
processo de otimizacao e aproveitar a tecnologia de maquinas com multiplas unidades de
processamento disponiveis.

Apesar do custo da avaliacdo da funcdo objetivo ser relativamente baixo devido ao
carater simplificado do problema apresentado, o estudo da viabilidade da avaliacao desta
funcdo em paralelo se justifica por trés motivos. O primeiro se deve ao fato de, depen-
dendo do método de otimizagao utilizado, serem necessarias muitas avaliagoes, o que leva
a longos tempos de execucao para a determinacao da solugao. O segundo estéd relacionado
ao adequado aproveitamento da tecnologia das méquinas com multiplas unidades de pro-
cessamento. O terceiro é que se pretende posteriormente, resolver problema anédlogo em
um dominio tridimensional onde cada avaliagao serd muito mais dispendiosa.

Assim, nesta se¢ao apresentamos e analisamos a eficiéncia de dois esquemas simples
de paralelizagao da fungao objetivo utilizando OpenMP (Open Specification for Multi-
Processing), um conjunto de diretivas de pré-processamento que permite especificar par-
alelismo em aplicacoes que executam em ambientes de memoria compartilhada. Tais

experimentos sdo também apresentados em [80].

Solucao do Sistema Linear - GMRES

Como visto anteriormente, o problema direto é resolvido numericamente pelo MEC, re-
caindo na resolugao de um sistema de equagoes lineares. Uma alternativa para resolucgao

deste sistema é o método iterativo conhecido como GMRES (Generalized Minimal Resid-
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ual), desenvolvido por [81, 82]. Tal método é resumidamente descrito a seguir.

Seja o sistema linear:

Ax =b, (A1)

onde A é uma matriz quadrada de ordem N inversivel e seja Kj o subespaco de Krylov
gerado por {b,Ab,AQb7 ...,Akflb}. O método GMRES aproxima a solugao exata da
Equacao (A.1) por um vetor x; = Xo + z tal que z € K} e minimiza a norma do residuo
Ax, —b.

Assim, o método de Arnoldi é utilizado para, a partir dos vetores b, Ab, A’b, ..., A*'b
encontrar os vetores ortonormais vi, v, ..., Vi que constituem uma base para o subespaco
de Krilov. Fundamentado nestes conceitos, foi desenvolvido o método GMRES(m), cujo

algoritmo é apresentado abaixo:
1 Escolher x e calcular ro = b — Axq, 5 = ||rglls € vi =10/
2 Definir a matriz H,,, tal que H = {hivj}lgigm-i-l,lgjgm' Fazer H,, = 0.
3 Fager j=1,2,...m
w; = Av;
Fazeri=1,...,7
hij = (Wj, Vi)
W =W, — h;;V;
hjt1; = ||Wjll2. Se hjy1; =0, fazer m = j e ir para o passo 4.
Vit1 = Wi/hj
4 Computar ¥, que minimiza ||3e; — H,,y||2 e calcular x,, = Xo + V,,¥,,-

5 Calcular r,,, = b — Ax,,. Se ||r,,||2 for menor que a tolerancia, parar o procedimento,

sendo, atualizar xo com Xy = X,, € vy com vy = Iy, /||, ||2 retornando ao passo 3.

No algoritmo apresentado, m é uma constante previamente definida e V,,, ¢ uma matriz
de ordem N por m cujas colunas sao os vetores v;.

Portanto, pode-se observar que os pontos que demandam maior esforco computacional
sao os produtos de matriz por vetor Av;, que ocorre em cada iteracao, e Ax,, do calculo

do residuo r,, que ocorre uma vez a cada ciclo do GMRES.
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Esquemas de Paralelizacao e Implementacao

Para a paralelizagdo do cédigo que realiza o calculo da funcao objetivo foi escolhido
o OpenMP (Open Specification for Multi-Processing), que é uma especificagdo para um
conjunto de diretivas de compilagao, rotinas de biblioteca e varidveis de sistema que podem
ser utilizadas para especificar paralelismo em memoéria compartilhada. Esta especificagao
pode ser utilizada tanto em plataformas Unix quanto Windows e possui implementagoes
em Fortran e C/C++.

O fato de OpenMP ter sido criado com o intuito de facilitar a paralelizacao de
aplicacoes em maquinas com memoria compartilhada nao é um fator limitante para a
presente proposta, posto que o principal objetivo do trabalho aqui descrito é o de reduzir
o tempo de computacao de cada avaliacao da funcao objetivo, aproveitando a capacidade
computacional das méquinas com multiplas unidades de processamento disponiveis e até
entao sub-utilizadas durante a resolucao do problema apresentado.

Da observacao de que o cédigo sequencial possui algumas partes cujos dados utilizados
na computacao sao independentes entre si e da identificacao das partes mais significativas
em termos de tempo de execucao, sao propostos dois esquemas de paralelizacao.

No primeiro esquema aproveita-se do fato de que a resolucao do problema direto para
cada um dos casos de solicitacdo pode ser feito independentemente. Assim, na versao
paralelizada, os oito casos de solicitacao sao divididos estaticamente entre as threads,
sendo que o numero de threads é escolhido previamente pelo usudrio. A seguir, as ativi-
dades envolvidas neste lago e que sao executadas independentemente por cada thread sao

apresentadas esquematicamente.

Para cada caso de solicitagdo faca:
Determine os valores prescritos;
Calcule os elementos das matrizes H e G;
Forme a matriz A e o vetor b (vide Equagao (3.32));

Resolva o sistema Az = b.
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Deve-se ressaltar que o indice do lago paralelizado, que especifica o caso de solicitacao,
as matrizes H, G e A e o vetor b, além de outras varidveis auxiliares utilizadas durante a
resolucao do sistema sao privativas de cada thread. Neste esquema, a parte paralelizavel
corresponde, em média, a 99,25% do tempo total de execugao do programa.

No segundo esquema proposto, ao invés de paralelizar o lago que itera sobre os casos de
solicitacao, optou-se por paralelizar apenas os trés lagos de maior relevancia no tempo total
de execucao. Destes, o primeiro laco faz a montagem das matrizes H e G apresentadas
na Equacao (3.32), o segundo faz o produto da matriz A pelo vetor v; no passo 3 do
algoritmo GMRES e o terceiro faz o produto da matriz A pelo vetor x,, no passo 5 deste
mesmo algoritmo. O célculo dos elementos das matrizes consome, em média, 74, 36% do
tempo total de execucao e na resolucao do sistema linear, o produto Av; é responsavel por
13,07% do tempo total, enquanto que o produto Ax,, é responsavel por apenas 0,50%
total, ja que este é realizado apenas uma vez em cada ciclo do GMRES.

Este esquema foi implementado em duas etapas. Inicialmente, somente a paralelizacao
do célculo dos elementos das matrizes H e G foi implementada e testada. Em seguida, fez-
se um estudo da viabilidade de diversas estratégias para o calculo em paralelo do produto
entre matriz e vetor, para que se escolhesse a mais adequada para aplicar no cédigo em
questao. A seguir sao apresentadas esquematicamente as estratégias experimentadas, bem
como o lago da versao original do programa sequencial. Deve-se ressaltar que A é uma

matriz quadrada, AT é a matriz A transposta e b e x sao vetores, ambos de ordem N.
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Estratégia P1:

'$0OMP PARALLEL DO

I$0MP& private(i,j,k)

1$0MP& schedule(static,1)

DO k = 0,Nthreads-1

DO j = 1,N
DO i = k*chunk+1, (k+1)*chunk

b(i) = b(i) + A(i,j)*x(j)

ENDDO

ENDDO

ENDDO

'$0OMP END PARALLEL DO

Estratégia P3:

'$OMP PARALLEL DO private(i,j)
1$0MP& schedule(static,chunk)
DO i =1,N

DO j = 1,N

b(i) = b(i) + AT(j,1)*x(j)

ENDDO
ENDDO
'$0OMP END PARALLEL DO

Estratégia P2:

'$OMP PARALLEL private(i,j)
DO j = 1,N
DO i = i1,i2
b(i) = b(i) + AG, ) *x(j)
ENDDO
ENDDO
I$0MP END PARALLEL

Versao sequencial:

DO j= 1,N
DO i =1,N
b(i) = b(i) + A, ) *x(j)
ENDDO
ENDDO

Deve-se lembrar que a Estratégia P1 s6 se aplica a casos em que N é um multiplo do

numero de threads a se utilizar. Na Estratégia P2, as varidveis il e i2 sao proprias de

cada thread e definem o intervalo de elementos de b que serao calculados por cada thread.

Em todos os casos a varidvel chunk se refere a razao entre N e o numero de threads.

Em todos os esquemas citados acima, as tarefas foram divididas entre as threads de

forma estatica. Tal escolha se justifica devido a utilizacdo de maquina dedicada, onde

todas as suas unidades de processamento possuem aproximadamente o mesmo nivel de

carga. Nesta situacao, espera-se uma melhor eficiéncia na divisao estdtica pois esta se da

em tempo de compilacao enquanto a divisao dinamica é realizada durante a execucao.
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Experimentos Numéricos

Para a verificacdo do desempenho dos esquemas propostos, as versdes sequencial e par-
alelas foram utilizadas para avaliar a fungdo objetivo dez vezes, o que leva a oitenta
resolucoes do problema direto, uma vez que utiliza-se um padrao de solicitacao com 8
casos de injecao de corrente elétrica. Isto foi feito para 3 diferentes dominios, sendo que
em todos eles existem duas inclusdes com condutividade dez vezes maior que a condutivi-
dade do restante do dominio. A discretizagdo do contorno externo destes dominios e das
interfaces das inclusoes leva a sistemas lineares de 379 a 457 equagdes.

Todas as execucoes foram realizadas em maquina com quatro unidades de processa-
mento, com processador Intel® Xeon® de 1,6GHz e cache de 4,0MB. O sistema opera-
cional utilizado é Linux, kernel 2.6.24.

O c6digo é escrito em Fortran77 e para a sua compilagdo com as diretivas do OpenMP
é utilizada a opgao -fopenmp do compilador da GNU, o gfortran, cuja versao do gcc é a
4.2.3. A opgao de otimizagao -O8 também foi utilizada na maioria dos testes. As tomadas

de tempo sao feitas através do comando time.

Primeiro Esquema de Paralelizagao

A Tabela A.1 apresenta o tempo médio total de execucao do programa para até quatro
threads. Esta média foi obtida a partir de dez execugoes e o coeficiente de variagao (razao
entre o desvio padrao e o tempo total médio) foi calculado. Também sao apresentados
o speedup e a eficiéncia obtidos com este esquema, seguidos do limite méximo tedrico do
speedup dado pela Lei de Amdahl [83] para uma fragao paralelizada do cédigo de 99.25%.
A eficiéncia foi calculada como a razao entre speedup e niimero de threads, onde o speedup

é a razao entre o tempo total de execugao do codigo sequencial e do paralelizado.

Segundo Esquema de Paralelizacao

Como foi dito anteriormente, este segundo esquema foi implementado em duas etapas. A
primeira, que implementa o paralelismo apenas da formacao das matrizes H e G, tem
seus resultados apresentados na Tabela A.2. O tempo total apresentado é a média dos
tempos totais de dez execucgoes e é seguido pelo respectivo coeficiente de variacdo. A
seguir sdo apresentados o speedup e a eficiéncia desta etapa de paralelizacdo. O limite

maximo tedrico para o speedup é calculado segundo a Lei de Amdahl para uma fracgao
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paralelizével de 74, 36%.

Tabela A.1: Desempenho do primeiro esquema de paralelizacdo e comparacao com a
versao sequencial.

Numero Tempo  Coeficiente de Eficiéncia Speed Lim. Tedrico
de Threads Total (s) Variacao (%) (%) peeaup Speedup
Sequencial 8,792 0,332 - - -

2 4,473 1,081 98,27 1,96 1,99
3 3,474 1,055 84,36 2,53 2,96
4 2,457 0,810 89,46 3,58 3,91

Tabela A.2: Desempenho da paralelizacdo da formacao das matrizes H e G.

Nimero Tempo  Coeficiente de Eficiéncia Speed Lim. Tedrico
de Threads Total (s) Variacao (%) (%) peeatp Speedup
Sequencial 8,795 0,862 - - -

2 6,107 4,596 72,01 1,44 1,59
3 4873 1,626 60,17 1,81 1,08
4 4,420 4,075 49,75 1,99 2,26

Numa segunda fase, as Estratégias P1, P2 e P3 para o produto entre matriz e ve-
tor foram testadas, sendo este produto realizado 50 vezes para matrizes e vetores com
elementos gerados aleatoriamente. Foram analisadas a escalabilidade de cada estratégia
e o seu desempenho ao realizar produtos de diferentes ordens. O tempo total de ex-
ecucao da versao sequencial foi dividida pelo tempo total de cada estratégia paralelizada.
Em seguida, esta razao foi dividida pelo nimero de threads e representa uma medida
da eficiéncia do esquema paralelizado em relacao a versao sequencial. Um resumo deste
estudo é apresentado pela Tabela A.3, que mostra estes valores de eficiéncia. Nesta, o

traco indica que nao houve ganho de tempo.

Tabela A.3: Eficiéncias dos esquemas para cédlculo do produto entre matriz e vetor.

NX =600 NX = 6000
Threads 2 3 4 2 3 4
P1 — — 0,28 10,78 0,55 0,46
P2 0,51 0,35 0,27 10,78 0,55 0,46
P3 — — — 10,88 0,56 047
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Discussao

Embora o custo computacional de cada avaliagdo da funcdo objetivo seja relativamente
baixo, dependendo do algoritmo de otimizagao utilizado, o niimero de avaliacoes da fungao
justifica o uso de sua computacgao paralela.

O primeiro esquema de paralelizacao proposto, que divide entre as threads as resolucoes
do problema direto, apresentou speedup proximo aos valores méaximos previstos pela Lei
de Amdahl. A eficiéncia deste esquema pode ser considerada boa, tornando vidvel a sua
utilizacao em algoritmos de otimizacao. Por exemplo, um Algoritmo Genético que resolva
o problema inverso proposto em 20000 avaliagoes demandaria por volta de 5 horas apenas
para a computacao da funcao objetivo. Utilizando este esquema de paralelismo, este
tempo se reduziria para 2,5 horas com duas threads ou 1,4 horas com quatro threads.

Quanto ao segundo esquema proposto, a implementacao do paralelismo na montagem
das matrizes H e G apresentou ganho de tempo inferior ao primeiro esquema devido a
menor parcela paralelizavel do cédigo. Para a ordem das matrizes envolvidas na resolugao
do sistema, o cédlculo em paralelo dos produtos entre matrizes e vetores nao proporciona
ganho de tempo, como pode ser visto na Tabela A.3. Porém, a medida que a complexidade
do problema torna-se maior, a estratégia P3, que mostrou-se mais eficiente neste caso,
deve ser utilizada para o calculo deste produto.

Apesar do primeiro esquema proporcionar maior ganho de tempo, em aplicacoes fu-
turas, a quantidade de dados a ser armazenada para cada thread neste esquema superara a
capacidade de memoéria da cache. Assim, com limitagoes de memoria, o segundo esquema

serda mais adequado.



