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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo esquema de marcha no tempo capaz de reduzir oscilagoes
espurias através de amortecimento numérico para problemas de propagacao de ondas
eldsticas no ambito da Aproximagao Explicita de Green (“Explicit Green’s Approach”
(ExGA)) [1]. A expressao integral referente ao ExGA ¢é escrita em termos das fungoes
de Green e Degrau. Seus calculos sao realizados de forma independente por meio da
formulagao semi-discreta do MEF e o método Diferenca Central. Devido ao principio
da causalidade, as fungoes de Green e Degrau possuem um suporte compacto ao redor
dos pontos fonte para um intervalo de tempo suficientemente pequeno que é usualmente
empregado nos métodos explicitos classicos de integragao temporal aplicados a modelagem
de propagacao de ondas. Neste sentido, as fungoes de Green e Degrau em ¢t = At podem ser
eficientemente calculadas localmente através de subdominios pequenos. Cada subdominio
local com sua respectiva submalha cobre somente pontos nodais onde os valores das
fungoes de Green e Degrau sao nao nulos. A precisao e eficiéncia da metodologia proposta

¢ demostrada ao analisar trés exemplos numéricos.

Palavras-chave: Fungoes de Green locais.  Principio da causalidade. =~ Marcha no

tempo. MEF. Ondas elasticas.



ABSTRACT

This work presents a new time-marching scheme able to reduce spurious oscillations by
means of numerical damping for elastic wave propagation problems in the framework
of the Explicit Green’s Approach (ExGA) [1]. The integral expression concerned with
the ExGA is written in terms of the Green’s and the Step response functions. Their
computations are carried out independently by means of the semidiscrete FEM and the
Central difference method. Due to the principle of causality, the Green’s and Step response
functions admit a compact support surround the source points for a small enough time
step that is usually employed in common explicit time integration methods applied to wave
propagation modeling. In this sense, the Green’s and Step response functions at t = At
can be efficiently computed locally through small subdomains. Each local subdomain with
its respective submesh covers only nodes whose Green’s and Step response function values
do not vanish. The accuracy and efficiency of the proposed methodology are demonstrated

by analyzing three numerical examples.

Keywords: Local Green’s functions. Principle of causality. Time stepping. FEM.

Elastic waves.
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1 INTRODUCAO

Primeiro sera feita uma breve apresentagao do fenomeno denominado propagacao de onda
e de algumas das suas muitas aplicacoes, para em seguida, apresentar os objetivos deste

trabalho assim como sua organizagao.

1.1 Aspectos gerais da propagacao de ondas

O simples fato de que uma perturbagao localizada num meio se transmita, ou se propague,
para outras partes deste, constitui a base para o estudo do fascinante fenémeno conhecido
como propagacao da onda. A manifestacao deste fenémeno é familiar a todos de alguma
maneira, como por exemplo a transmissao do som no ar, a propagacao de ondas em um
tanque de dgua, a transmissao de abalos sismicos na terra, ou a transmissao de ondas de
radio. Estes e muitos outros exemplos poderiam ser citados para ilustrar a propagacao de
ondas através de diversos meiog [2].

A propagacao de perturbacoes nos diversos meios mencionados compartilham muitas
caracteristicas, de modo que uma pessoa versada na ciéncia de um, entende muito sobre
os outros, porém ao mesmo tempo cada uma destas ciéncias tem suas particularidades. E
¢é por causa destas particularidades este trabalho estara focado na propagacao de ondas
em sélidos, ou seja, serd considerado exclusivamente perturbacoes mecanicas.

A base fisica para a propagagao de uma perturbacao, se encontra na interacao dos
atomos discretos do sélido. Porém as investigagoes ao longo dessas linhas sao mais do
interesse da fisica do que da mecanica. Na mecanica dos sélidos e dos fluidos, o meio é
considerado continuo, de forma que as propriedades como a densidade ou constante de
elasticidade sao consideradas funcoes continuas que representam médias das quantidades
microscopicas. No entanto, para entender a propagacao de uma perturbacao, é ttil
considerar em primeiro lugar um modelo composto por elementos discretos, o qual consiste
numa série de massas e molas interligadas, como visto em [3]. De modo que quando seja
dada uma perturbacao a uma particula de massa, esta é transmitida para a préxima

particula de massa através da mola entre elas e assim por diante. Desta forma, a

londas eletromagnéticas ndo precisam de meio para se propagar
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perturbagao é transmitida até um ponto distante, embora todas as particulas do sistema
tenham se deslocado apenas um pouco.

A maneira de como a massa e parametros de rigidez afetam a velocidade de propagacao
da perturbacao fica claro neste modelo. Por exemplo, se aumentada a rigidez das
molas ou se diminuida a massa das particulas, ou até mesmo realizando ambas agoes
simultaneamente, é de se esperar que a velocidade de propagacao aumente. De maneira
semelhante, molas menos rigidas e/ou massas maiores iriam diminuir a velocidade de
propagacao. Assim, é de se esperar que utilizar os valores extremos dos parametros,
poderia levar a propagacao instantanea ou nula dos distirbios.

No caso de um meio continuo, a massa e os parametros de rigidez sao agora distribuidos
em termos da densidade de massa e do mdédulo de elasticidade. A interagao de uma parte
do sistema para a proxima é a interacao de um elemento infinitesimal no préximo. Em
vez do simples movimento de empurrar e puxar ao longo de uma série de molas e massas,
a perturbacdo se propaga num sentido tridimensional. Associando uma frente de ondaP]
com a propagacao da perturbacao pode-se afirmar que, particulas posicionadas diante da
frente de onda nao terao experimentado nenhum movimento, enquanto que as particulas
atras do frente de onda terao experimentado movimento e podem, de fato, continuar a

oscilar durante algum tempo.

1.2 Aplicacoes dos fenomenos de onda

Muitas vezes os problemas presentes na natureza nao sao simples de serem resolvidos,
por causa disto os modelos computacionais, assim como os experimentos em laboratorio,
auxiliam na obtencao de melhores resultados numa dada aplicacao, sendo feitos muitos
testes antes de finalmente escolher a melhor opcao a ser utilizada. Na maioria dos
casos, os testes feitos em laboratérios, além de caros, podem chegar a ser demorados
ou em quantidade elevada, por outro lado os métodos numéricos além de obter resultados
proximos da realidade, sao em sua maioria mais rapidos e baratos, podendo assim,
complementando os resultados obtidos em laboratério, diminuir a quantidade elevada
de testes feitos em laboratoério e melhorando os custos.

Em particular, a motivacao pelo qual surge interesse nos fenémenos de onda sao as

?Define-se como a superficie na qual todas as particulas vibram com a mesma fase
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muitas aplicacoes praticas na ciéncia e na industria. Por exemplo, na area das estruturas
o interesse é principalmente prever a resposta das ditas estruturas a cargas de impacto ou
explosao. Sob cargas transientes de for¢a moderada, condicoes completamente elasticas
podem prevalecer em toda a estrutura e neste caso a teoria de ondas elasticas pode
ser suficiente para prever todos os aspectos da resposta. Jd, sob cargas mais graves, a
deformacao local pode se tornar permanente, pode ocorrer fratura, ou pode ocorrer a
perfuracao da estrutura caracterizando outro tipo de problema.

Uma das areas mais estudadas atualmente, uma vez que o petréleo e o gas natural estao
entre as principais matrizes energéticas utilizadas no mundo e que nas ultimas décadas
os investimentos da industria do petréleo em pesquisas vem crescendo com o objetivo de
viabilizar a exploracao de reservas de hidrocarbonetos, é a de formulacao de métodos que
possibilitem obter imagens da subsuperficie com elevada exatidao, podendo assim, evitar
desastres ambientais e otimizar a perfuragao de pocos. Alguns desses métodos baseiam-se
em gerar ondas sismicas através de fontes artificiais e registrar suas reflexdes formadas
pelo contato com camadas geoldgicas com diferentes caracteristicas, sendo essas reflexoes
capturadas, processadas e analisadas para gerar uma imagem da subsuperficie que esta

sendo estudada.

1.3 Objetivos do trabalho

Ao se estudar o fenomeno de propagacao de onda em meios elasticos mais complexos, é
utilizada a equacao da elastodinamica junto com suas condi¢oes de contorno e iniciais,
relacoes constitutivas do meio além da escolha adequada do método numérico e do termo
fonte. Dentre os varios métodos numéricos existentes na literatura, podem-se destacar os
métodos das diferencas finitas (MDF'), volumes finitos (MVF), elementos finitos (MEF) e
elementos de contorno (MEC), dos quais, neste trabalho sera apresentado unicamente o
método dos elementos finitos e conceitos do método dos elementos de contorno.

Quando o método dos elementos finitos padrao é aplicado para este problema, é
obtido um sistema de equagoes diferenciais ordinérias [4]. Embora existam diferentes
metodologias para a solucao de tal sistema de equacoes diferenciais ordindrias, métodos
de integracao temporal ou de marcha no tempo sao uma poderosa e eficiente ferramenta

numérica. Entre os métodos numéricos de integracao temporal (marcha no tempo) mais
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utilizados se destacam os seguintes métodos: Diferenca central, Runge-Kutta, Newmark,
a-generalizado, etc. [5]. Ao longo das ultimas décadas novas metodologias de integragao
temporal vém sendo criadas, principalmente para o desenvolvimento de métodos de
integracao temporal de ordem superior, ja que os métodos mencionados acima sao de
primeira ou segunda ordem no tempo.

Neste trabalho seréa apresentado um novo método de marcha no tempo de segunda
ordem, este método se baseia no método da aproximacao explicita de Green — “Explicit
Green’s Approach” (ExGA) — proposto por [Il, [6], onde é feito o cédlculo numérico e
explicito da func¢ao de Green (através do MEF e MDF, respectivamente) para problemas
governados pela equagao hiperbdlica — onde apresentou resultados bastante precisos
quando comparado aos métodos tradicionais de marcha no tempo — diferente do método
dos elementos de contorno, que se baseia na utilizacao de fungoes de Green analiticas
[7, 18, [@].

Como descrito por [I0], a solucao de equagoes diferenciais pode ser facilmente obtida
uma vez conhecida a funcao de Green para o meio em questao. De fato, funcoes de
Green sao uma poderosa ferramenta para solucao de diversos problemas, pois a solugao
de um determinado problema submetido a diferentes condi¢oes de contorno é facilmente
obtida através de equagoes ou expressoes integrais. O sucesso do MEC se baseia no fato
de que fungoes de Green de meio infinito (solu¢oes fundamentais), usualmente utilizadas,
existam. Embora o MEC seja geral com respeito a geometria do problema, certas restrigoes
aparecem quanto ao meio em questao, ja que fungoes de Green para diferentes tipos de
meios, e.g., heterogéneos, anisotrdpicos, etc., nem sempre estao disponiveis [§].

Por outro lado, fungoes de Green para um dominio finito qualquer que satisfacam as
condicoes homogéneas de contorno sao muito dificeis se nao impossiveis de se obterem
analiticamente. O método ExGA, porém, como dito antes, se baseia em funcoes de
Green calculadas numericamente (e.g., MEF, MEC), tornando-se bastante geral no sentido
de que qualquer geometria e meio podem ser facilmente levados em consideracao na
modelagem do problema em questao. Entretanto, para tal generalizacao, o dominio do
problema a ser resolvido precisa ser discretizado em elementos.

Ainda sobre o método, este se mostrou bastante promissor ao resolver problemas
transientes de conducao de calor utilizando o MEF [11], 12, [13] e utilizando o MEC para

o célculo da funcao de Green [14].
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1.4 Organizacao da dissertacao

A dissertacao consiste em quatro capitulos organizados da seguinte maneira:

Neste primeiro capitulo é apresentada, de maneira geral, uma introdugao aos aspectos
gerais da propagacao de ondas e algumas das suas aplicacoes, juntamente com os objetivos
desta dissertacao e a organizacao do trabalho.

No capitulo 2 é apresentada a fundamentagao tedrica do fenomeno de propagacao de
ondas em meios eldsticos.

No capitulo 3 sao apresentados os procedimentos matematicos para a obtencao da
expressao do método da aproximagao explicita de Green (ExGA), suas caracteristicas,
sua analise de estabilidade e convergéncia.

No capitulo 4 sao apresentados tres exemplos numéricos e os resultados da aplicacao
do método proposto juntamente com os de um método classico para comparagao.

As conclusoes e comentdarios, baseados nos resultados obtidos para as aplicacoes do
Capitulo anterior, como também as sugestoes de trabalhos futuros sao apresentados no
Capitulo 5.

No Apeéndice A sao apresentadas, de forma resumida, a teoria béasica e as caracteristicas

da notacao utilizada neste trabalho.
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2 TEORIA GERAL DA
PROPAGACAO DE ONDAS
ELASTICAS

Neste capitulo é apresentada a teoria referente ao fenéomeno de propagacao de ondas em
meios elasticos homogéneos e isotropicos necessaria para a compreensao das formulagoes
numéricas utilizadas ao longo dos demais capitulos. Sao abordados apenas os topicos
principais necessarios para a obtencao das equagcoes da elastodinamica, sendo apresentadas
principalmente as que efetivamente serao utilizadas nas modelagens numéricas. Sao

deixadas para o Apéndice A algumas definigoes e conceitos relacionados.

2.1 Introducao

No estudo da propagacao de ondas em meios elasticos, sabe-se que uma onda tem dois
tipos distintos de acao. Num deles, o sélido ira transmitir tensoes de tragao e compressao
relacionado ao movimento das particulas que estara na direcao de propagacao da onda,
este comportamento é idéntico ao dos fluidos. No outro, o sélido ird transmitir tensoes
de cisalhamento, relacionado ao movimento (das particulas) transversal a direcao de
propagagao. Comportamento que nao ocorre no caso dos fluidos (e.g. ar e dgua) [15],
em virtude dos mesmos nao oferecerem resisténcia ao cisalhamento. Um exemplo deste
fato é que, ao virar-se um copo d’agua, a agua escorre, ou seja as camadas de agua
“escorregam” umas sobre as outras sem resisténcia, diferente de um material sélido que se
mantém coeso devido a resisténcia que as camadas deste meio tem de “escorregarem” umas
sobre as outras. Desta forma, as equagoes que regem a propagacao de ondas actsticas (ou
em fluidos) podem ser vistas como um caso particular da propagacao de ondas eldsticas
em meios isotropicos onde o médulo de cisalhamento é nulo. Muitos modelos geofisicos
utilizam operadores acusticos para simular a propagacao de ondas no meio, é evidente
porém, que tais simulagoes em meios geofisicos sao uma simplificacdo, uma vez que as

camadas de rochas destes meios nao sao meios fluidos e, portanto, nao sao meios acusticos,
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sendo somente a lamina d’agua um meio acistico. Os meios elasticos oferecem resisténcia
ao cisalhamento; logo, ondas transversais sao geradas e podem se propagar em conjunto
com as ondas longitudinais, de forma que as rochas sao, na verdade, melhor descritas como
sendo meios elasticos. O modelo mais simples de propagacao de ondas elasticas considera
a existéncia de isotropia, isto é, que as propriedades elasticas do meio independem da
dire¢do em que sao medidas e, por conseguinte, a velocidade independe da direcao. A
seguir, serao obtidas as equagoes que governam a propagacao de ondas em meios elasticos

homogéneos e isotrépicos.

2.2 A equacao da onda elastica

Nesta se¢ao, sao obtidas as equacoes e relagoes que descrevem a propagacao de ondas em
meios elasticos como consequéncia da aplicacao das leis da fisica, ainda é tratado o caso

da isotropia do meio e de como isto afeta a modelagem do problema.

2.2.1 Conservacao da quantidade de movimento

Considere uma regiao do espaco contendo um corpo qualquer de densidade p cujo volume
seja (2 e cuja superficie seja I'. Associada a todos os elementos infinitesimais de €2 tem-se a
velocidade v, enquanto que no corpo estardo agindo as forgas de superficies ¢; e as forcas
de volume por unidade de volume f;. A lei da conservacao da quantidade de movimento
estabelece que a mudanga da quantidade de movimento destes elementos neste volume
¢ igual a resultante das forgas que atuam nos elementos em 2 (Segunda Lei de Newton

generalizada), ou seja:

d
Q T Q

Sabendo que t; = ajmjﬂ, onde n; é a componente j do vetor normal a superficie I'
e 0;; ¢ o tensor de tensoes, e utilizando o teorema da divergéncia para uma quantidade

tensorial é:

/EdeQ = /T‘Z]ledr (22)

Q r

1Uma breve introducdo sobre a notacdo indicial se encontra no Apéndice A
2A definicao do tensor de tensdes se encontra no Apéndice A
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a equagao [2.1] se torna:

dvi
/(p_dt —0ji; — fi)d2 =0 (2:3)
Q
ou, uma vez que () é qualquer
dl}i
jig + fi = pr (2.4)

2.2.2 Conservacao da quantidade de movimento angular

Este principio estabelece que a taxa de variagao da quantidade de movimento angular do
corpo em relacao a um ponto qualquer é igual a soma das quantidades de movimentos
angulares em relacao em relacao ao mesmo ponto de todas as forcas externas atuantes,
sejam elas de volume ou de superficie. De maneira geral, sendo r o vetor posigao e usando

notagao vetorial tem-se:

&l&

t/rxvde:/rxtdF—i-/rxfdQ (2.5)
Q

r Q

e em notacao indicial

Q.l&

t/eijkxjvkde:/eijkxjtkdf—i—/eijkxjfkdﬁ (26)
Q r Q

Expressando t; = ojn; e reescrevendo a integral na superficie como uma integral de

volume utilizando o teorema da divergéncia, i.e.:

I r

el-jk(ajk + l’jO‘lk,l)dQ

Q

= /eijk(5jl0'lk + xj01,)d (2.7)
Q
Q/



Também sabendo que

d d
E/Qﬁ[ﬂj’l%ﬂd@ = E(eijkxjvkp)dﬁ
Q
d
eijk%(xjvk)de

e + xjiix) pdQ

SEAN {OL SENN

uma vez que v X v =20
= / €k i pdS)
Q
Substituindo as Egs. e [2.8 na Eq. tem-se
/el]kycjukpdﬂ = /eijk(ojk -+ I’jglk,l)dQ + /eijkxjfde
Q %) 9)
rearranjando a equagao [2.9 obtém-se

/ezjkxjﬂkp — €ijk(Ojk + Tjom1) — €ijpj frd =0
Q

/eijkxj (,dkp — Okl — fk;) - eijko'jde =0
Q

Utilizando a conservagao da quantidade de movimento (Eq. tem-se:

/el'jkO'jde =0

Q

ou, localmente

€ijk0jk =0

19

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Este resultado é equivalente a dizer que 0;; = 0j;, ¢ # j. Esta simetria do tensor de

tensoes € resultado do balanco da conservacao da quantidade movimento angular. O que

ird reduzir as variaveis independentes do tensor de elasticidade, como sera observado nas

secoes a seguir.
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2.2.83 Solido elastico linear e Tensor de elasticidade

Para a descricao completa dos movimentos em um meio elastico, é necessario ainda levar
em conta as chamadas relagoes constitutivas do meio, que para o caso que estamos
estudando é, como se relacionam os tensores de segunda ordem de tensoes o;; e de
deformagoes 5%’1’E|7 pois sera através deste ultimo que se obtera a formulacao final do
problema. Como neste trabalho o interesse se concentra apenas no regime linear, a relagao

tensao-deformagao (Lei de Hooke generalizada) é descrita por:
0ij = CijkiCh (2.13)

na qual, o tensor de elasticidade de quarta ordem Cjj;i; que num caso mais geral possui 81
componentes, terd esse nimero reduzido a 21 componentes independentes [16], [15]. Estas

componentes caracterizam completamente o meio elastico no regime linear.

2.2.4 Caso isotropico

Neste trabalho sera estudado o caso mais simples de todos, que se caracteriza por
apresentar a velocidade de propagagao da onda independe da direcao de propagagao
da mesma, isto é, serao considerados os meios isotropicos. Como consequéncia, as 21

componentes independentes se tornarao apenas 2 [16], resultando na relagao:
Oij = )\gkkéij + 2,LL€Z'j (214)

onde g = €11 + €99 + €33 representa a dilatacao e, A e u sao conhecidas como constantes
de Lamé, a partir das quais se definem o modulo de elasticidade E e o coeficiente de

poisson v como:
vE E

AT T Ay

(2.15)

Desta forma, no estado plano de deformacao, o tensor de elasticidade é dado pelo tensor

3A definicao do tensor de deformacdes se encontra no Apéndice A
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isotrépico simétrico, sendo sua expressao na notagao de Voigtﬁ] (em duas dimensoes):

A 2pn A 0
A A2 0 (2.16)
0 0 7

D

resultando numa relagao entre as tensoes e deformagoes de forma matricial (o = De):

O11 A+ 2M A 0 €11
02 (= A A+2u 0 €99 (2.17)
012 0 0 0 2e12

Na pratica, é comum utilizar o tensor D em fun¢ao do modulo de elasticidade F e o

coeficiente de Poisson v, obtendo-se

1—v v 0
D - b v ol—v 0 (2.18)
0+ 01 —20) 1—2)
0 0 5

sendo este ultimo o utilizado para a formulagao numérica do problema como serd visto no

préximo capitulo.

2.3 Termo fonte, condicoes iniciais e de contorno

Nesta secao, sao discutidos os demais tépicos importantes para que as equagoes
de propagacao de ondas apresentadas anteriormente representem um problema fisico
completo com solucao unica. Para tal, é necessério a especificacao do termo fonte, além
das condigoes de contorno e das condigoes iniciais, como sera discutido nos proximos

topicos.

2.3.1 Termo fonte

Neste trabalho é de interesse mostrar certas caracteristicas importantes do método de

marcha no tempo que serd apresentado, uma destas estda diretamente relacionada com

4A definicdao da notacdo de Voigt se encontra no Apéndice A
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o termo fonte utilizado, por este motivo, além das fontes sismicas tradicionais, serao
utilizadas fontes diferentes das mesmas.

De maneira geral, uma fonte sismica é qualquer aparato utilizado para gerar ondas
sismicas que irao se propagar através do meio que se deseja estudar. Exemplos de possiveis
fontes sismicas para levantamentos terrestres sao: detonagao de dinamites enterradas e
queda de pesos na superficie da Terra. Em geofisica, estas fontes sao tradicionalmente

tratadas como fontes pontuais
fi = 3(x — x/) F(#) (2.19)

onde §(x — x7) é a distribui¢do conhecida como delta de Dirac, x; é a coordenada de

aplicacdo da fonte e F'(t) é dada, por exemplo, pela seguinte expressao [17, [18]:
F(t) = 2n(m fotq)* — 1] exp|—n (7 fotq)?), (2.20)

onde f, é um parametro relacionado com a frequéncia de corte fere (Fig. etg éo
tempo defasado, utilizado para deslocar o inicio da aplicacao da fonte, para que o maximo
(ou minimo, no caso) da fungao seja deslocado de zero para um tempo t, positivo de
forma que a expressao seja praticamente zero no inicio da andlise (em ¢t = 0) e cresga
suavemente (sem descontinuidade), conforme mostra a Fig. As expressoes para os

parametros acima sao dadas por:

_ fcorte
fc - 3ﬁ
ty = 2V (2.21)

fcorte
ty = t—tg
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Figura 2.1: Grafico da fonte sismica e seu espectro de frequéncias

Como a Eq. [2.20] que representa a derivada segunda da fungao de Gauss, vai a zero
apenas no infinito, utiliza-se tal expressao truncada no tempo, ou seja, na pratica, utiliza-
se a seguinte expressao para fonte:

27 (7 fotg)? — 1] exp[—m (7 feta)?] se 0 <t <ty

F(t) = (2.22)
0 set >ty

onde

4y
fcorte (223)

Além desta primeira, como dito anteriormente, neste trabalho serao utilizadas também

ty = 2t =

fontes nao necessariamente sismicas, para visualizar algumas caracteristicas do método
de marcha no tempo que sera apresentado.
Por este motivo, a segunda fonte, utilizada por [19], faz parte das funcées do tipo

triangulares definidas como:

t/Tp/Q set < Tp/g
F(t)=Fo-$ 2—t/T, se(t>Typ) e (t<T,) (2.24)
0 set>1,

onde Fy é a amplitude da fonte, T), representa o instante final onde a funcao deixa de ter

valores nao nulos (periodo predominante) e T},)o = T,/2.
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Figura 2.2: Grafico da fonte e seu espectro de frequéncias
A terceira fonte, serd uma funcao do tipo Heaviside, i.e. ;
F(t) = FoH(t) (2.25)

onde Fj é a amplitude da fonte. Diferente das outras, esta fonte conseguird excitar todas

as frequéncias do sistema.
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Figura 2.3: Grafico da fonte e seu espectro de frequéncias

O motivo particular da utilizacao destas duas tltimas fontes serda apresentado

devidamente no capitulo de exemplos numéricos.
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2.3.2 Condicoes iniciais e de contorno

Como é bem conhecido, para que um sistema de equagoes diferenciais parciais apresente
solugao unica em um determinado dominio é necessario levar em conta as condigoes iniciais
e de contorno do problema.

Em relacao as condicoes iniciais, nos problemas de propagacao de ondas, sao
necessarias apenas condigoes triviais, porém num caso mais geral sao dadas as condigoes

iniciais dos campos de deslocamentos e velocidades, ou seja,

£
—~
»
~
I
=
I

u;(x) em (2.26)

U;i(x,t = 0) = 0;(x) em (2.27)

Como foi visto no topico anterior, ao utilizar uma fonte explosiva geradora da
perturbacao sismica com uma dependéncia temporal suave que inicia de um valor nulo,
basta assumir as condicoes iniciais dadas acima como sendo nulas.

Em relagdo as condigoes de contorno, serao utilizadas as condigoes essenciais (de
Dirichlet), com valor do campo prescrito, e as condigdes naturais (de Neumann), com

valor das forgas de superficie, i.e.

U; = U; em FDz‘ x I (228)

0;in; = Ez em FNz‘ x I (229)

sendo I = (0,t7] C Ry o tempo da andlise (dominio temporal), I'p, e I'y, particoes de
0N =T taisque'=Tp, ULy, e I'p,NTx, = 0.

Entretanto, no contexto da propagagao de ondas, aplicar tais condi¢oes no contorno do
dominio numérico considerado faria com que toda onda incidente sobre eles fosse refletida
com a mesma fase ou com a fase invertida dependendo da condicao que se utiliza. Neste
sentido, é necessario recorrer-se as chamadas condicoes de contorno nao-reflexivas.

A necessidade de utilizar condigoes de contorno nao-reflexivas ocorre porque os
problemas que desejam-se modelar possuem dominios semi- infinitos (ou infinitos), que
precisam ser truncados para alguns métodos numéricos a fim de se realizar as simulacoes
em computador.

Antes da discussao sobre as varias condi¢oes de contorno para a solucao de
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problemas de propagacao de ondas em dominios infinitos, é necessario introduzir algumas
caracteristicas importantes da propagacao de ondas elasticas em meios infinitos. Esta
breve introdugao da teoria de ondas mecanicas estara baseada em [20] 21|, 22].

Quando energia ¢ liberada a partir de um ponto x, localizado préximo a superficie de
um meio elastico — por simplificagao homogéneo — parte da energia propaga-se no interior
do meio como ondas de volume, a parte remanescente da energia propaga-se na forma
de ondas de superficie, como as ondulacoes na superficie da agua quando uma pedra é
atirada.

As ondas de volume sao divididas em duas categorias: ondas primaérias (ondas-P)
e ondas secunddrias (ondas-S). No caso das ondas-P, o movimento das particulas é na
direcao de propagacao da onda, sendo elas as ondas de volume mais rapidas e também
conhecidas como ondas de pressao, compressao ou longitudinais. No caso das ondas-
S, o movimento das particulas é transversal a direcao de propagacao da onda. Estas
ondas sao também conhecidos como ondas transversais ou de cisalhamento. Neste caso, a
direcao do movimento da particula pode ser utilizada para dividir as ondas-S em ondas-SV
(movimento vertical ao plano) e ondas-SH (movimento horizontal ao plano). Entretanto
numa analise no estado plano de deformacgao somente poderao consideradas ondas-P e
ondas-SV.

As ondas de superficie resultam da interacao das ondas de volume com a superficie
livre e sao divididas em duas categorias: ondas de Rayleigh (ondas-R) e ondas Love.
Ondas-R podem ser consideradas como uma combinagao das ondas-P com as ondas-SV.
Ja as ondas Love, assim como as ondas-SH, se propagam na direcao pra fora do plano
nao tendo componentes verticais no movimento das particulas, e de igual maneira nao
podendo ser consideradas numa anélise no estado plano de deformacao.

Ainda, para ilustrar a natureza geométrica da propagacao dos diferentes tipos de ondas
citadas acima, pode-se considerar que, para ondas de volume em trés dimensoes, a frente
de onda, a uma distancia r da fonte pontual, ¢ dado por um grande hemisfério de area
27r?, enquanto que para as ondas-R a frente de onda é um cilindro plano cuja altura mede

aproximadamente um comprimento de onda-R, ou Ag [23].
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Figura 2.4: Representacao da natureza geométrica da propagacao das ondas num meio
infinito. Extraido de [23].

Uma das primeiras técnicas utilizadas para implementar condicoes de contorno nao
reflexivas foi a condicao de contorno viscoso a qual foi introduzida por Lysmer e
Kuhlemeyer em 1969. Esta técnica possui uma implementacao simples quando comparada
por exemplo aos PML (“Perfectly-Matched-Layer”, e.g., [24]), que sdo, atualmente,
os métodos que produzem melhores resultados tendo porém uma formulagao bastante
complexa. Por outro lado a técnica PML depende da frequéncia da fonte utilizada,
limitando assim a quantidade de modelos nos quais pode ser aplicada a mesma formulacao.
Este problema nao esta presente na condicao de contorno viscoso padrao.

A ideia fundamental do contorno viscoso padrao é a aplicacdo de uma forca de
superficie artificial num contorno livre, que faga com que as tensoes de ondas refletidas
sejam nulas, também podendo ser entendido como uma série de duplas de amortecedores
infinitesimais orientados normal e tangencialmente no contorno de uma malha de
elementos finitos, como descrito na Fig. [2.6(a). Portanto, as expressoes do contorno

viscoso sao dadas por:

o(t,s)+ apr% =0 (2.30)
Jv(t, s)

7(t,s) + bpVs T

—0 (2.31)

onde o(t,s) e 7(t, s) sdo as forga de superficie normal e cisalhante no contorno, u(t,s) e

v(t, s) sdo os deslocamentos normal e tangencial, s denota a coordenada em um contorno
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artificial, a e b sdo parametros adimensionais [25] e Vp e Vg sao as velocidades da onda-P e
onda-S respectivamente. O estudo analitico de [25] sugeriu que o desempenho da condigao

de contorno é otimizado quando aw = b = 1,0, sendo depois confirmado por [20].

—> A >
v X
u
\ 4
7=
e N4
Y
—
~
v’ |

(a) (b)

Figura 2.5: Modelo da barra semi-infinita

Ressalte-se que [27] considerou o problema de uma barra prismética homogénea,
elastica e semi-infinita a fim de mostrar que o contorno viscoso padrao é baseado na
teoria das ondas unidimensionais, podendo-se substituir a parte da barra que se estende
ao infinito por um amortecedor. Desta forma, a absorcao perfeita da condi¢ao de contorno
viscoso s6 pode ser alcancada por ondas que incidam perpendicularmente no contorno.
Portanto, para a propagacao de ondas de volume, o método é exato apenas nos problemas
unidimensionais. Para os casos bidimensionais e tridimensionais, um grau de absor¢ao
aceitavel é obtida para os angulos de incidéncia maiores do que 30°(quando o angulo
é medido a partir da diregao paralela ao contorno) [28]. Porém, geralmente, quando
muito distantes da fonte, as ondas de volume se propagam de maneira unidimensional
na diregao do vetor normal ao contorno artificial [27], devendo-se encontrar um equilibrio

entre precisao e um tamanho de malha economicamente aceitavel.
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Figura 2.6: Representacao mecanica da condigao de contorno viscoso padrao(a) e do
cone(b). Extraido de [29).

O contorno viscoso padrao provavelmente seja a técnica mais utilizada, por possuir uma
precisao aceitavel para o baixo custo computacional, no entanto, possui uma desvantagem,
que é a de nao conseguir absorver ondas de Rayleih [25] 130, [31].

Neste trabalho porém, serd utilizada a condigdo de contorno do cone [19], o qual
consiste em adicionar uma fator relacionado com o deslocamento u a condi¢ao de contorno
viscoso (Egs. e , que pode ser entendido como a adi¢ao de uma mola infinitesimal
para cada amortecedor da condigao de contorno viscoso, vide Fig. [2.6(b). Gragcas a isso,
a condicao do cone aproxima a rigidez do sistema de dominio ilimitado e isto elimina o
movimento de corpo rigido quando se tem somente condi¢ao de contorno de Neumann,
sendo que esta caracteristica vantajosa nao esta presente na condi¢ao de contorno viscoso
padrao [28§].

Assim como o modelo da barra unidimensional pode ser considerada como a
interpretacao fisica do contorno viscoso padrao, o contorno do cone pode ser representado
pelo modelo de uma barra conica unidimensional. A aplicagao de uma carga na superficie
livrce de um meio, conduz a tensoes que atuam sobre uma area que aumenta com a
profundidade. O que nao pode ser adequadamente modelado pelo modelo da barra semi-
infinita. A melhor aproximacao ¢ uma barra semi-infinita com segao transversal varidvel
A(z), podendo-se substituir a parte da barra que se estende ao infinito por uma dupla de

amortecedor e mola infinitesimal.
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Figura 2.7: Modelo da barra conica semi-infinita

Este tipo de contorno também apresenta uma implementagao simples e se mostrou
mais efetivo para os problemas estudados neste trabalho quando comparado ao contorno
viscoso padrao. Ainda, este método possui duas formulagoes [32, [19], uma para ondas de

volume

E du(t,s)
_ B 2.32
o(t,s) = ——ult,s) — pVp—p, (2.32)
i ov(t, s)
t.s) = —=o(t.s) — 2.
r(t5) = ~Eo(t,9) - oV (2.33)
e outra para ondas de Rayleigh
21,2
o(t,5) = —pSrVRu(t, 5) — pSVRa“ng s) (2.34)
Y L))
T(t,s) = o v(t,s) — pVr T (2.35)

onde ¢é possivel ver que ambas formulagoes dependem da distancia r da posicao da fonte

pontual ao né da malha no contorno, e

0.862 4 1.14
Vi = VS%, S=+201-v)/1-2) (2.36)

representam a velocidade aproximada da onda de Rayleigh e a razao entre as velocidades
das ondas-P e ondas-S respectivamente.

Ainda, no estado plano de deformagao, ondas de Rayleigh se propagam ao longo de
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uma superficie retangular de altura Agz. Podendo, como sugerido por [32] [19], utilizar uma

formulagao do contorno viscoso modificada, resultante da extracao do termo referente ao

deslocamento das Eqgs. e

o(t,s) = —pSVRaug;’ s) (2.37)
T(t,s) = —pVRavgt’ ) (2.38)

ao longo dos contornos laterais do dominio (em contato com a superficie livre) até uma
profundidade igual a A\g = 0.92VsT, [28], que é o comprimento de onda de Rayleigh
aproximado — considerando o periodo dominante da fonte —, e a formulacao para ondas

de volume da contorno do cone para o restante do contorno lateral e inferior.
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3 METODO DA APROXIMACAO
EXPLICITA DE GREEN:
EQUACAO ELASTODINAMICA

3.1 Introducao

No presente capitulo é apresentada a formulacao para problemas de propagacao de ondas
em meios elasticos e para a fungao de Green do problema em consideracao. Na sequéncia,
os procedimentos matematicos necessarios para a obtencao da expressao integral do
método da aproximagao explicita de Green (ExGA) e suas fungoes de Green para a solugao

da equacao elastodinamica sao detalhadamente apresentados.

3.2 Equacoes governantes

Diferentemente do capitulo anterior, as equagoes serao descritas com maior rigor
matemdtico. Seja Q@ C R? um dominio finito aberto qualquer com contorno 99 = T
do tipo Lipschitz, onde d representa o ntimero de dimensoes do problema, a equacao

diferencial parcial que descreve problemas de propagacao de ondas é expressa por [15]
ij—l—flzpul emQX[, (31)

onde ; : 2 x I — R representa o campo de aceleracoes, f; : 2 x I — R as forcas de
volume por unidade de volume oj; : Q@ x [ — R? o tensor de tensoes, p = p(x) com
p: ) — R, adensidade, como visto no capitulo anterior. Porém ¢é de nosso interesse que
esta equagao esteja em termos do campo de deslocamentos u; : €2 X [ — R.

Com esta finalidade, substituindo a defini¢ao do tensor de deformagdes (vide apéndice
na relacao tensao-deformagao (Eq. e utilizando as simetrias vistas no capitulo

anterior tem-se:

Ojij = (Cijkluk,l),j (3-2)
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possibilitando assim que as equagoes anteriores sejam reescrita em termos do campo de

deslocamentos, i.e., a Eq. [3.1] torna-se:
(Cigraurg) j + fi = pil; em Q x 1. (3.3)

onde Cijiy = Cyj(x) com Cijgy + Q — R%" & o tensor de elasticidade de quarta ordem.
Ainda, utilizando das mesmas simetrias, a condigao de contorno de Neumann (Eq. [2.29)

pode ser reescrita em funcao de u;, como:

_ 1
ti = 0N = §C’ijkl(uk7l + UUC)?’LJ‘ (34)
1
= §(Cijkluk,l + Cijritiy )N (3.5)
= CijriUpmn; (3.6)

Incluindo esta ultima alteracao, as condigoes iniciais e de contorno do capitulo anterior
serao utilizadas para completar o problema, e assim obter solucao tnica.

Como a solucao do campo de deslocamentos efetuada pelo método ExGA se baseia
na utilizacao de fungdes de Green do problema, sendo consideradas como as fungoes
teste para se aplicar as equagoes governantes num sentido de ponderacao integral, torna-
se importante definir as caracteristicas da fungao de Green utilizada. Como descrito
na literatura [10, B3, 8, 34], a fungdo de Green pode ser interpretada como sendo o
deslocamento na direcdo i de um ponto x € R¢ (ponto campo) no tempo ¢, resultante da
aplicagao de uma fonte pontual instantanea na direcao n numa determinada posicao y
(ponto fonte) e em um certo instante de tempo 7, i.e., matematicamente representado por
fin(x,t) = 8;nd(x—y)d(t —7) , onde d;, é o operador delta de Kronecker, e 0(+) representa

a funcao generalizada delta de Dira(ﬂ definida como:

I(E—A)=0,&#A (3.7)
/ 5(¢ — A)dg = 1 (3.8)

sendo D um dominio qualquer espacial ou temporal e A € D com &, A € R” variaveis

!Denominada apenas de funcdo delta de Dirac deste ponto em diante
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genéricas. A funcao delta de Dirac possui a seguinte propriedade

g(A) seAeD
[ st~ Agterae - (39
7 0 se A¢ D
supondo que g(&) seja uma fungao continua em &€ = A.

Uma questao crucial para se inicializar uma metodologia baseada em fungoes de Green
corresponde a escolha de uma funcao de Green para o problema, e.g., fungoes de Green
de meio infinito (solugao fundamental), semi-infinito, etc. No método ExGA, considera-se
a funcao de Green no mesmo dominio fechado Q2 = QUT e com as mesmas propriedades

fisicas do problema original a ser resolvido, mas com condigoes de contorno homogéneas:

pGin — (CijriGrna) j = 0ind(x —y)o(t — 7) em Q,t > 7 (3.10)
Gin =0 em FDi,t>T (311)
Cl-jlekn,mj =0 em FN“t >T (312)

Além da fungao de Green serd utilizado também uma fungao chamada Degrau [35, 36,
37) a qual para a Eq. pode ser interpretada como a derivada a funcao de Green no
tempo, i.e., Hy,(x,y,t —7) = Gin(x,y,t — 7), desta forma, as Eqs. |3.10 podem ser

reescritas como:

sz — (Cijlekn,l),j = dmd(X — Y)(S(t — 7') em Q,t > T (313)
Hy,=0emI'p, t>71 (3.14)
Oijle]m?lnj =0em FN“t >T (315)

Vale a pena ressaltar que a resolucao das Eqgs. [3.1343.15| ou obtendo a funcao Degrau
diretamente derivando da fun¢ao de Green no tempo da a mesma expressao de um ponto de
vista analitico, entretanto, como serd mostrado na se¢ao seguinte, calcular numericamente
a funcao Degrau a partir das Egs. pode gerar resultados diferentes, dando a

possibilidade de obter resultados com maior precisao.
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3.3 Formulacao fraca e Método de elementos finitos
(MEF)

Nesta secao serd obtida a formulacao fraca do problema dado pelas Eqgs. [2.29]
antes de se obter a formulacao semi-discreta do MEF e finalmente a discreta no dominio
do tempo.

Sendo o espago de solugoes admissiveis e o espaco de fungoes teste, respectivamente

definidos como:

S, = {u(x, t) € [H(Q)]" u(x,t) = a(x,t) em Tp ¥t > o} (3.16)

V= {v(x) e [H'(Q)]";v=0em rD} (3.17)

a formulagao fraca do problema consiste em encontrar u(x,t) € Sy, Vt > 0 tal que Vv € V

satisfaga [5:

(v,pi) + a(v,u) = (v,f) + (v,t); (3.18)
(v, pu(0)) = (v, ) (3.19)
(v, pu(0)) = (v, V) (3.20)

onde H' é o espago de Sobolev cldssico e (-,-) é o produto interno Ly(€)) usual

(e.g.,(v,pi) = [pv-1udQ) [38]. O operador bilinear a : V x S; — R da Eq. [3.18
Q

pode ser escrito como

a(v,u) = /VV : (C: Vu)dQ (3.21)

A Eq. pode ser obtida a partir das Eqgs. [3.3] e[2.29, ao multiplicar a Eq.

por v; € V e integrar no dominio €2, ou seja

/ [(C’ijkluk,l)vj + fz] UZdQ = /pu,deQ (3.22)

Q Q

Da regra da derivada do produto tem-se:

(Cijrury) Vi = (Cijrtgvi) ; — Cijrie Vi ; (3.23)
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a qual substituindo na Eq. resulta em

/ [(Cijkluk,lvi)yj — C’ijklumvi,j + fﬂ]l] dQ) = /puzvldQ (324)
Q Q

Através do teorema da divergéncia tem-se

/(Cijklukyl’l)i)’de = /C’ijklukwmde (325)
Q r
onde n; é o vetor normal a superficie I'. Como a funcao teste tem que satisfazer a condigao
de contorno de Dirichlet e os deslocamentos estao prescritos em I'p,, entao v; = 0 em
I'p,, por outro lado tem-se as condigdes de contorno de Neumann Cjjpugn; = t; em
I'n, e do cone em I'y,. A condi¢ao de contorno nao reflexiva do cone em I'4, pode ser

interpretada como forcas de superficies ¢ obtidas das Eqs. 2.32H2.35] que dependem tanto

do deslocamento quanto da velocidade. Logo

/C’ijkluk,lvinjdfz /fzv,dl“—i— /t:‘vzdf (326)

r T, T4,

7

e substituindo a Eq/3.26/em tem-se:

/(C’ijklukylvi)JdQ: /tﬂ]zdr—l— /t;"vldF (327)

Q Ty, T4,

k3

em seguida, substituindo a Eq. em [3.24] chega-se a:

Q

Q Q Ty, Iy

(3

A partir daqui, nesta subsecao, adota-se a notacao matricial para facilitar a
implementagao computacional do problema, que para o caso bidimensional, resulta na

relacao matricial do tensor deformacao com o campo de deslocamentos:

€11 Uyl

e={ ey p= Uss — Lu (3.29)

2e12 Ur o + U1
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onde L é a matriz de operadores diferenciais:

- 9 -
— 0
ox 9
L= 0 Ju (3.30)
)
| Oy Oz
e u é o vetor de deslocamento
Uy
u= (3.31)
Uz

Assim, por exemplo, a relagao tensao-deformacao pode ser dada em funcao do

campo de deslocamentos:

0 =De =DLu (3.32)

obtendo, o segundo membro da Eq. em forma matricial:

/ Cosmtn 010 = / (Lv)"D (Lu)ds. (3.33)
Q Q

3.3.1 Aproximacao por elementos finitos

No MEF deve-se inicialmente particionar €2 em n. elementos de dominios {2, nao

_ _ Mel _
sobrepostos, i.e., 0 =Q" = J Q. e Q. ) Qv =@ (ver e.g., Fig. .

e=1 Ve#e!

Figura 3.1: Representacao da discretizacao espacial por elementos finitos.

Tendo em vista a discretizacao do dominio, restringe-se o problema variacional a um
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determinado subespago — de dimensao finita, com base na aproximacgao de polindmios por
partes sobre o dominio discreto Q" — do espaco das funcdes admissiveis, i.e., substituem-
se os espacos Sy e V pelos subespacos de dimensao finita S C S; e V" C V definidos

respectivamente como

Sp={u"(x,t) € Syu"(x,t) = a"(x,t) em T} V¢t > 0} (3.34)

Vi={v"(x) e V;v" =0em I} (3.35)

Assim, a formulagao semi-discreta do MEF pode ser realizada. Para cada elemento, o

campo de deslocamentos u(x, t) é aproximado por
ui (x,t) = Nf(x)ug, () (3.36)

onde uf, (t) é o deslocamento do né I do elemento e segundo a direcdo i no instante ¢
e Nf(x) é a funcao de interpolagao associada ao né I, com e = 1,...,n,. Desta forma

tem-se:

u® = Nuj (3.37)

tomando a matriz N¢ € R?*?"e da seguinte maneira

N, 0 Ny 0 Ny 0 ---
N° = (3.38)
0 Nt 0 No O Ny --

e o vetor u¢ € R <1 como

T
et _
u _{ Uy, Uz, Uiy, Uz, Uiy Uz } (339)

onde n,. ¢ o numero de nds do elemento e.

Assim, para um elemento (). da malha de elementos finitos do problema, tem-se

/ (Lv®)"D(Lu®)dQ) = / ve tdl + / ve t*dl

e Tey

Ie
i (3.40)
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e ao aproximar as fungoes teste por v¢ = N°v*® e o campo de deslocamento por u® = N°ug,

a Eq. torna-se

/ (LN®)"D(LN®)dQu; = [ N tdl + / N t*dl

Qe 1_‘EN FEA

+ / N £dQ — / pN° NedQi
Qe Qe

(3 7

Dada a matriz de deformacao B¢ por

0
9N 0 N0 N0
%y 0O N, 0 N, 0 Ny

0
ox
B =LN°= | 0
0
dy Ox |

e o vetor de forgas como

Fe = / N tdl + / N t*dl’ + / N £dQ
Tey, Tey, Qe

tem-se
/ B¢ DBdu’ = F° — / pN¢ N°dQi
Qe

Qe

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Introduzindo as defini¢oes das matrizes de rigidez K¢ e de massa M€ dadas por

K¢ = / B¢ DB

Qe

M° = / PN Ned
Qe

obtém-se finalmente a equacao de equilibrio elementar

Meii + Keuj = F*

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Ao se somar de maneira correta as contribuicoes das matrizes e vetores elementares
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nas globais, ou seja

K= AK (3.48)
M= A M (3.49)
F=AF (3.50)

Nel
onde A é o operador Assembly [5], chega-se na equacao de equilibrio global
e=1

MU+ KU =F (3.51)

onde M € R"?*™ ¢ K € R"7*™ 530 as matrizes globais de massa e rigidez, F : [ — R™
o vetor de forcas nodais, U : I — R™ ¢ U : I — R™ os vetores de deslocamentos e

aceleragoes nodais respectivamente, em que ng representa o nimero de equagoes ou graus

de liberdade.

3.3.2 Matriz de massa diagonal

A matriz de massa definida em ¢ denominada matriz consistente, nao sendo
diagonal; Matrizes de massa diagonais possuem um grande atrativo, principalmente do
ponto de vista computacional e quando aplicadas a métodos explicitos de marcha no
tempo. Na obtencao de matrizes de massa diagonais, se destacam, as técnicas: “Row
Sum”, HRZ e quadratura nodal.

A matriz massa “Row Sum” [39, 40], associada ao par de graus de liberdade
(deslocamento do né I na diregao i, deslocamento do né J na diregao j) do elemento

e ¢ definida como:
0ij [ pNidQY sel=1J
M 55 = e (3.52)

0 I4J

O nome vem do fato de que

> / pNIN,;dQ = / pN; (Z NJ> Q) = / pN;dS (3.53)

J:1Qe Qo J=1 Qe
1
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Ou seja, os elementos en cada linha sdo somados e colocados na diagonal [5].

3.3.3 Condigcao nao-reflexiva do cone

Ao implementar a condicao nao-reflexiva do cone assume-se que os contornos I'4, utilizados
para os modelos serao paralelos aos eixos x (contorno superior e inferior) e y (contornos
laterais), consequentemente, ao fazer-se t*7 = { ty 4 } tem-se {7 = o e {5 = 7 para os
contornos laterais e t7 = 7 e t; = ¢ para os contornos superior e inferior.

Ao expandir a parcela referente ao contorno do cone da Eq[3.43] com relagao a uma

forma geral das Eqs. [2.321{2.35| obtém-se:

/ N¢ t*dll =
ea;

= [ N aNdIu + / N bN°dI'i (3.55)

FEA,L

/ N¢ (au® + bu®) dl’ = / N (aN°u$ +bNeug)dl'  (3.54)
ea,; €A

r r T

FeAz’

onde o € R?*2 ¢ b € R?**? sao matrizes que dependem das constantes do material do

elemento, e que sendo na lateral por exemplo, para o caso das ondas de Rayleigh serao

[32, 19]:
SVg 0
a=0 b=p (3.56)
0 Vg
e para o caso das ondas de volume:
V2 0 Vp 0
a=L1"7 b=p d (3.57)
ri o0 v 0 Vs
Tomando
K*= [ N aNI (3.58)
l"eAZ.
Ce = / N¢ bN¢dI (3.59)
FeAl.

e ainda, fazendo a matriz de amortecimento diagonal, equivalente ao feito com a matriz
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de massa, e utilizando o operador Assembly, obtém-se o sistema global final:
MU +CU +KU =F (3.60)

onde U : I — R™ é o vetor de velocidades nodais, C € R™*" ¢ a fracao referente a
condicao nao-reflexiva retirada do vetor F e K = K + K, ressaltando que a matriz de
amortecimento so tera influéncia nos elementos cujos lados tiverem a condigao de contorno
nao reflexiva do cone, que na maioria das vezes sao poucos quando comparados com a

quantidade de elementos total.

3.3.4 FElementos finitos isoparamétricos

Na formulacao de elementos finitos isoparamétricos, se utilizam as fungoes de interpolacao
N; tanto para aproximar o campo de deslocamentos como para a prépria geometria do
elemento finito.

O elemento quadrilatero de 4 nds (). representado na Figura [3.2] é obtido de uma
mudanca de coordenadas que o mapeie a partir do elemento padrao definido no sistema

de coordenadas (&,7), através da regra:

W~

‘T(g: 77) = Z N[(gu n)m§

I=1

y<€7 77) = Z NI(é-’ W)yi

I=1

(3.61)

N

onde (z%,y§) sdo as coordenadas globais dos pontos nodais, N; sdo as fungoes de
interpolacao correspondentes aos 4 pontos nodais, vértices do elemento quadrado unitdrio

no sistema (£, 7) (chamados de coordenadas naturais &;,7;).
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4

€ e
(@5, 45) (25, 95)

(2, %)

(25, 95)

Figura 3.2: Dominio do elemento quadrilateral bilinear e ordenacao local dos pontos
nodais.

As funcgoes de interpolagao N; do elemento sao obtidas considerando a expansao

bilinear
z(€,1) = ap + 1§ + aan + azén
(3.62)
y(&,n) = Bo + i€ + Ban + B3€n
onde o; e (i, (i =0,...,3) sdo parametros a ser determinados, e ao se estipular que
LE(&[, 7]1) =z
! (3.63)
y(&,mr) = i
obtém-se 1
Np= (-0 )
1
Ny = 10461 -n)
(3.64)

N = (1 +6)(1+1)

N = 1(1-8)(1+0)

As condigoes impostas nas funcoes de interpolacao N; tem como consequéncia

N;(&rm1) = 01g (3.65)

onde d7; é o operador delta de Kronecker.
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As derivadas das fungoes de interpolagao em rela¢do a (x,y) sdo obtidas através da
matriz jacobiana que relaciona as derivadas entre a coordenada global e natural (local),

sendo as expressoes obtidas através da regra da cadeia, como indicado a seguir [4]:

N Ni.
el _ g g (3.66)
NIﬂ? N],y
com 4 4
> Niews > Nreys
Te Yge - -1
Tn Yn > Ninx§ > Niayi
I=1 I=1

As integrais de drea definidas nas Eqs. [3.43| [3.45| e [3.46] também sao calculadas nas

coordenadas naturais, através da seguinte transformacao:
11
[ Bwie = [ [ BaEn.oen) detsdar (3.68)
Qe “151

onde a funcao E representa o integrando e pode ser por exemplo B* DB°.

3.3.5 Integracao numérica — Quadratura Gaussiana

Em muitos casos a integral definida pela EqJ3.68 nao possui solucao analitica e precisa
ser integrada numericamente. Em elementos finitos é usual adotar a integracao por

quadratura Gaussiana, obtendo-se a seguinte expressao:

1 nilnt ni2nt
/ / E(&, 1) det Jdédn = > Y " E(&, ;) det J(&, ) wiw; (3.69)
14 j=1 i=1

onde ni, e nZ, representam o nimero de pontos de integracao, (&;,7;) sdo os pontos de
Gauss e w; e w; seus respectivos pesos, todos tabelados. Ao utilizar n;,; pontos de Gauss
em uma dimensao, o esquema integra exatamente polindmios de grau menor ou igual a

2nint — 1.
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3.3.6 DMeétodos de integracao temporal direta

Quando analisado um problema de dinadmica de estruturas, na maioria dos casos, é
mais efetivo utilizar um esquema de integragao implicito incondicionalmente estavel, uma
vez que o vetor de carga excitard somente os modos mais baixos (ou somente alguns
intermedidrios) do sistema fisico [4], nao se fazendo necessaria a representacao precisa
das frequéncias elevadas do sistema fisico em questao no sistema de elementos finitos, as
quais sao diretamente incluidas num esquema de integragao direta de marcha no tempo.
Esta carateristica é atrativa ao se estudar fenomenos de propagacgao de onda, uma vez
que, uma caracteristica deste problema é que uma grande quantidade de frequéncias do
sistema sao excitadas.

Um dos métodos classicos de integracao direta de marcha no tempo é o esquema de
segunda ordem Diferenga Central padrao [5], o qual é de facil implementacao (Algoritmo
1) e serd utilizado neste trabalho como objeto de comparagdo com o novo método
proposto. Como pode se observar no algoritmo [1| é necessario o cédlculo da inversa das
matrizes de massa M e amortecimento C, o que nao é nenhum problema ao se trabalhar

com suas respectivas matrizes diagonalizadas (subsecao [3.3.2)).
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Algoritmo 1: Algoritmo do esquema de marcha no tempo Diferenca Central*

Defina as condicoes iniciais U(0) = U% e U(0) = U°;

Forme as matrizes globais de massa diagonal M de amortecimento diagonal C e de
rigidez K e o vetor de forgas nodais F;

Defina t;/At = n, ou seja, n é o nimero de passos de tempo;

Defina v = 1/2;

/* Calcule a aceleragdo inicial */

00— —M-? (CUO L KU — F°>;
/* Integragdo temporal */
parai=1,...,n faca
. - o AP
U =0 + AtU" + TUZ ;
Ul =U"" + (1 — ) AtUY
U = — (M + yAtC) ™! (cUi L KU — F>
U = U’ + 7AtUY

fim

*Observe que este algoritmo pode ser implementado elemento por elemento sem a necessidade

de formar nenhuma matriz ou vetor global.
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3.4 Expressao integral do método da aproximacao
Explicita de Green

A presente secdo tem por objetivo apresentar a expressao integral do método da
aproximacao explicita de Green ao aplicar-se o método dos residuos ponderados
simultaneamente no espaco e no tempo e utilizar-se conceitos tanto do método dos
elementos de contorno quanto do método dos elementos finitos como descrito em [411, [12].

Antes de aplicar a sentenca de residuos ponderados, a transformacao dada por u; =
u; + u; tal que 4; = 4; em I'p, € utilizada. Essa transformacao tem por objetivo satisfazer
a condicao de contorno de Dirichlet de forma exata e também evitar o calculo da derivada

da funcao de Green no contorno I'p, [4I]. Portanto, o problema de valor inicial e de

contorno dado pelas Egs. (3.3)), (2.26)-(2.29)) é reescrito como:

(Cijmling) j + fi + ¥ = pli; em Q x I (3.70)
w;(x,0) = u;(x) — 0;(x,0) em Q, t =0 (3.71)
i;(x,0) = (%) — t;(x,0) em Q, t = 0 (3.72)

;=0em I'p, x I (3.73)
Cijualtins + tps)ny = & em Ty, x T (3.74)

onde ¢; = (Cijrilny) j — pﬂl pode ser interpretado como sendo uma nova fonte responsavel
pela introducao da condigao de Dirichlet nao nula na solugao do problema.

Aplicando o método dos residuos ponderados simultaneamente no dominio espaco
tempo, ou seja, em ) e em um intervalo de tempo qualquer (o, ¢*] e adotando a funcao
de Green solucao das Eqgs. [3.1013.12] como sendo a funcao teste, a seguinte sentenca

integral é obtida:

/ / Gin(t = 7) [(Crjitling) j + fu + Un — plin)] dQdr = 0 (3.75)
t Q

onde t* =t + € (sendo € um nimero positivo arbitrariamente pequeno) é utilizado para
evitar que o limite superior da integral coincida com o pico da funcao delta de Dirac.

No método ExGA o dominio do problema 2 é particionado em n,. dominios de
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elementos ), nao sobrepostos i.e., Q = Q" = T[j Q. e Q. N Qo = @. A ideia
principal é a de aproximar os campos desconhecidos (Gdéslocamen:gzz fungoes de Green) de
maneira similar utilizando a formulagao semi-discreta do MEF onde o espaco é discretizado
independentemente do dominio do tempo como discutido anteriormente [5].

Devido ao grande niimero de expressoes, o desenvolvimento da Eq. [3.75] para se obter

a expressao integral do método ExGA nao sera explicitamente dado, sendo apenas os

passos principais apresentados [42]. Sao eles:

1. Aplicacao do teorema da divergéncia duas vezes no primeiro termo da Eq.

contendo o laplaciano;

2. Aplicagao do teorema da divergéncia uma vez no primeiro termo envolvendo a

parcela ¢, (y, 7) na Eq. que contem o laplaciano devido a condi¢ao de contorno
B4

3. Efetuar integracao por partes em relacao a 7 uma vez para a integral que contem

dily. *u(y,
% e duas vezes para a integral que contem o termo % na
. T

Eq. [3.75 observando posteriormente que para 7 = t* tem-se G(x,y,t —t7) =0 e

o0 termo

G(x,y,t —t") = 0 pelo principio da causalidade uma vez que t —t* =t — (t +¢) =

—e < 0;

4. Utilizacao da propriedade integral da funcao delta de Dirac definida anteriormente
(Eq. 3.9) tendo em vista a integral obtida depois de efetuado os passos anteriores e
a Eq. e finalmente tomando o limite quando € — 0;

5. Apos a realizagdo de todas essas etapas e levando em consideracao as condigoes
de contorno homogéneas da funcao de Green e bem como a condigao de
contorno homogénea [3.73, obtem-se a expressao integral do método ExGA para a

varidvel u(x,t) [42]
U(t) = (G(t—to)C+G(t—to)M)U(to)+G(t—t0)MU(to)+/G(t—T)F(t)dT (3.76)

onde G : t > tg — R™*™ ¢ a matriz da funcao de Green que armazena seus valores

nodais.
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Alternativamente, pode-se obter a seguinte expressao integral no dominio do tempo

utilizando a funcao Degrau:
t
U(t) = H(t — to)) MU(ty) + G(t — tO)MfJ(to) + /G(t —71)F(t)dr (3.77)
to

onde H : t >ty — R™*"1 é a matriz da funcao Degrau que armazena seus valores nodais.
Causa pela qual, a partir daqui o método passa a receber o nome de ExGAH.

A solugao da Eq. ¢é realizada recursivamente. Deste modo, particionando o
tempo total de andlise I em N intervalos de tempo iguais, i.e., [0,7] = NL_Jl[tk, trt+1] com
0=ty <ty...<ty =ty At =ty —t =tp/n e tpy = (k+ 1AL, ;:E())q. B.77 e sua

derivada no tempo podem ser escritas como [6]:

At

U = H(AHMU* + G(AH)MU* + / G(At — 7)F(t), + 7)dr (3.78)
0
At

U = H(AHMU* + G(AH)MUF + / G(At — 7)F(t), + 7)dr (3.79)
0

onde as integrais de convolucao serao aproximadas pela regra do Trapézio como:

G(At — 7)F(ty, + 7)dr ~ [G(0)F"! + G(A)F*] % (3.80)
/ G(At — 7)F(ty + 7)dr ~ [G(O)F’““ + G(At)F’“} % (3.81)

0

E importante ressaltar que ao utilizar a matriz Degrau se elimina a segunda derivada
da matriz de Green com relagdo ao tempo na Eq. (1° termo do lado direiro) a
qual poderia ser uma fonte de erros quando seu calculo é realizado numericamente como

descrito por [6].

3.5 Funcoes de Green locais

Nesta segdo o conceito de fungdo de Green local em duas dimensoes (i.e., d = 2) é

introduzido tendo em vista o principio da causalidade com o objetivo de reduzir o custo
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computacional para obter as funcoes de Green e Degrau. Além disso, para mostrar a
flexibilidade dada pela formulacao proposta, as funcoes de Green e Degrau serao calculadas
independentemente pelo MEF em conjunto com o esquema de Diferenca central padrao

para se realizar a integracao temporal.

3.5.1 Principio da Causalidade (sistema continuo)

Tendo em mente que as funcoes de Green serao calculadas somente em t = At de acordo
com as Eqs. e[3.79]e motivado pelo principio da causalidade, a funcao de Green possui
suporte compacto, i.e., seus valores serao nao nulos somente numa pequena regiao ao redor
do ponto fonte considerando um passo de tempo suficientemente pequeno [0, 43, 41].
De fato, ao se considerar um sistema continuo, o principio da causalidade afirma que o
efeito de um impulso no tempo 7 localizado em y, dado em qualquer dire¢cao, nao gera
nenhuma influéncia para pontos x tal que ||x — y|| > Vp(t — 7), i.e., a onda gerada pela
fonte pontual instantanea nao teve tempo suficiente de alcancar pontos fora da regiao
Vp(t — 7). Foi utilizada a velocidade da onda-P (Vp) uma vez que seu valor é maior que o
das velocidades das onda-S (Vs) e de Rayleigh (Vg), resultando na maior regiao possivel.
Assim, considerando 7 = 0 e t = At pode-se definir o seguinte subdominio local para a
fungao de Green dada uma fonte pontual em y (ver Fig. para uma descricao destes

subdominios locais)

Q,={x,y eR?: |x —y| < VpAt} C Q (3.82)

A fim de ilustrar este fato, considerando, por exemplo, que o subdominio local tem
propriedades de material homogéneas; e supondo que o subdominio nao intercepta o
contorno original I' do problema em consideracao, a fun¢ao de Green se reduz a conhecida

solugao fundamental que tem a sua expressao analitica dada por [44]:

1 1 fo th_ 2 Til'n 5m I
Gy, =—<{ —H(Z 1) |[2(ZX) —1] = % Jy2p 2
(Xy_> 271',0{Vp <r > ( <’r> /Vlth—TQ r2 P r

. N . (3.83)
P (VSt — 1) {2 <V'St> S| et Vst !
Vs r T /VSQtQ ) r2 Vsztg — 2
ondet =t—171,r = |x—y| e H(-) é a fungao Heaviside generalizada. Observe que a

funcao Heaviside garante o principio da causalidade discutido anteriormente.
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3.5.2 Sistema discreto

Devido ao fato de que as expressoes analiticas para as Eqs. [3.10] serem dificeis ou até
mesmo impossiveis de serem obtidas para um meio geral com geometria qualquer, a funcao
de Green junto com a funcao Degrau serao tratadas numericamente com a formulacao
semi-discreta do MEF. Porém, as Eq. [3.10] e [3.13] ainda nao estao de maneira adequada
para aplicar os procedimentos do MEF devido a funcao delta de Dirac no tempo e sua
derivada no tempo respectivamente.

Neste caso, a fonte pontual instantanea (0;,0(x —y)d(t—7) e 6;nd(x—y)d(t —7)) pode
ser substituida por condigbes iniciais equivalentes (ver, por exemplo, [41], [45] para mais
detalhes).

Além disso, como as funcoes de Green sao calculadas localmente através dos
subdominios ), sdo impostas condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas (i.e.,
Gin = 0) no contorno I'y do subdominio somente se este nao intercepta o contorno original;
caso contrario, serao impostas as condi¢oes de contorno originais com valores nulos.

Daqui em diante, o contorno local do subdominio pode ser dividido como 0€2, =T', =
fDiUfNiUFsDi de forma que fDiﬂfNi = fDiUFsDi = IN“NZ.UFSDZ. = @ onde fDi =I'p,Nlse
Ty, = I'y, NI, com as condigdes de contorno de Dirichlet sendo utilizadas em T'yp, ao invés
da de Neumann, a fim de evitar o movimento de corpo rigido no caso onde o subdominio
nao tenha influéncia do contorno de Dirichlet original (ver Fig. [3.3)).

Assim, pode-se definir o seguinte conjunto de equacoes no subdominio local

P — (CijriWiny) ; = 0 em Qg t > 7 (3.84)
Wi =0 em I'p UT,p,,t >0 (3.85)
CiirWinn; =0 em Ty, t >0 (3.86)

Wiy, = w; em Q¢ =0 (3.87)

Wy = w; em Q¢ =0 (3.88)

onde w;, : 2 x Q x (0,t) — R representa as componentes da fun¢ao de Green ou a fungao
Degrau devido as condigoes iniciais equivalentes.

J

~ .~ e e ~ o 2 in
Para a fungao de Green, as condigoes iniciais sdo dadas por w; = 0 e w; = —i(x — y),
p

0; o
enquanto que para a funcao Degrau, 1; = —3(x —y) e w; = 0. Fisicamente, a fungao de



o2

Green pode agora ser interpretada como a resposta do sistema, devido a uma velocidade
inicial aplicada na diregao n, ao passo que a funcao Degrau é a resposta do sistema, devido

a um deslocamento inicial.

I'n,

FNi = FNi ﬂFS
2

I'p

i

Figura 3.3: Representacao dos subdominios €2, perturbados apés um passo de tempo
pela fonte pontual instantanea aplicada em y.

Agora a formulacao semi-discreta do MEF pode ser facilmente aplicada para resolver

as Eqgs. [B.843.88 Sendo a forma fraca das Eqs. [3.84}3.8§| encontrar: w € S; tal que
Vi>0eVvevV,

(v, pW)gq, + aq, (v,w) =0 (3.89)
VoWl = (v W), (3.90)
(v, pW)g, = (VW)Q (3.91)

Agora, a discretizagao pelo MEF pode ser realizada, sobre o subdominio local discreto
QF = QhuTh C O" de um modo similar ao procedimento realizado para obter a Eq.
. Assim, considerando que os pontos fonte sao dispostos em pontos nodais (y =y,),
as funcoes de Green ou Degrau discretas devido a condigoes iniciais na direcao n de um

dado ponto fonte nodal, em notagao matricial (na qual foi adicionada a condigao do cone)
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se resume em encontrar W; : ¢t > 0 — R™¥ tal que

MW, (t) + CW,(t) + KW,(t) = 0,t > 0 (3.92)
MW, (0) = W%t =0 (3.93)
MW, (0) = W° t =0 (3.94)

onde M € R"=*"%s C € R™Ms*"%s ¢ K € R™=*" ga0 as matrizes de massa diagonal,
de amortecimento diagonal e de rigidez respectivamente, relativas ao subdominio local
discreto, com ng, sendo o nimero de equacoes associado a cada subdominio local discreto
QP com sua respectiva submalha.

A matriz de amortecimento diagonal C sera nula em muitos subdominios uma vez
que nem todos os elementos possuem lados com a condigao de contorno nao reflexiva do
cone. Além disso, observe-se que W;(t) denota o vetor de Green nodal se as condigoes
iniciais forem dadas por W9 = 0 e W0 = 1, ou o vetor Degrau nodal se as condigoes
iniciais forem dadas por W° =1, e WO =0 em que 1; € R™% é o vetor unitario com as
componentes definidas como 1;; = ;.

Efetivamente, o vetor W(¢) representa somente os valores nao-nulos de uma coluna
da matriz de Green G(t) ou da matriz Degrau H(t) devido a uma condigao inicial aplicada
no grau de liberdade j, lembrando que os valores nodais fora do subdominio local discreto
(i.e., Q" \ Q") sdo nulos devido ao principio da causalidade.

De acordo com as Eq. 3.78 e [3.79] as matrizes de Green, Degrau e de suas derivadas
no tempo precisam ser calculadas no primeiro passo de tempo. Isto é realizado através
da utilizacao de uma variacao do esquema de integracao Diferenca Central classico para
resolver o problema de valor inicial representado pelas Eqgs. [3.92}3.94]

Na realidade, a caracteristica principal da metodologia proposta é a de calcular as
matrizes de Green e Degrau independentemente adotando o esquema de Diferenca Central
procedente da implementagao que utiliza a aceleragao (Algoritmo (1)) [5] com v sendo um
parametro livre, diferente do esquema de Diferenca Central padrao, onde este parametro
é sempre igual a v = 1/2.

As matrizes de Green e Degrau sao calculadas diretamente de ¢t = 0 para t = At
adotando v = 1/2 para o célculo da matriz de Green e v = 79 € [1/2, 1] (parametro livre)

para o calculo da matriz Degrau com 7, sendo ajustada para produzir a melhor precisao.
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O procedimento acima estd resumido no Algoritmo [2| (as propriedades de estabilidade e
precisao deste algoritmo serao vistas em detalhes na segao seguinte). Como o esquema de
Diferenca Central ¢ um método de integracao explicita, a seguir sera utilizada uma matriz
de massa (ou amortecimento) diagonal a fim de evitar a solu¢do de qualquer sistema de
equacao (veja, por exemplo, Eqgs. e[3.94).

Agora torna-se claro que resolver as matrizes de Green e Degrau independentemente
permite uma aproximacao mais geral para derivar diferentes técnicas de marcha no
tempo — no que concerne a expressao do método ExGAH dada pelas Eqgs. e —

com diferentes propriedades numéricas.

Algoritmo 2: Algoritmo para o calculo das matrizes de Green e Degrau

para j = 1,...,nqg(nimero total de graus de liberdade ndo nulos) faga
Defina a submalha Q" ao redor da fonte pontual nodal associada com o grau de

liberdade;

Forme as matrizes locais de massa diagonal M, de amortecimento diagonal C e
de rigidez K;

Defina as condigdes iniciais W;(0) = W2 = 0 e W;(0) = W9 = M~'1; para o
vetor nodal de Green ou W;(0) = W) = M™'1; e W,;(0) = Wg) = 0 para o
vetor nodal Degrau;

/* Integragdo temporal */

Calcule a aceleracao inicial W? =-M! (CW? - KW?);

Defina vy = 1/2 para o vetor de Green e 7y € [1/2, 1] para o vetor Degrau;

W; = W0 + AtWO + A—152\?'\70;
J i Ty Y
W, = W0+ (1 - ) AtWY;
W, = = (M +9ALC) ™ (CW, + KW, );
Wj = Wj + ”yoAth;
Insira os vetores W; = W;(At) e W; = W;(At) na coluna j da matriz de

Green (ou Degrau) e de sua derivada, respectivamente;

fim
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3.5.3 Propriedades da funcao de Green e implementacao

computacional

Como descrito na secao anterior, as funcoes de Green e Degrau podem ser calculadas
somente numa pequena regiao ao redor de cada ponto fonte nodal representada pelas
submalhas para formar as matrizes G(At), G(At), H(At) e H(At). De fato, para um
passo de tempo suficientemente pequeno (que é o caso devido a regiao de estabilidade que
serd estudada na préxima se¢ao), o nimero de equagoes de uma submalha do subdominio
discreto QF ¢ muito menor que o niimero de equacdes de toda a malha, implicando que
ngs < nq especialmente para malhas refinadas.

No contexto computacional, pode-se ter vantagens da relagao de reciprocidade que
pode ser usada para mostrar que as matrizes de Green e Degrau, assim como suas derivadas
temporais, sao simétricas, como visto nas figuras e [3.5] e sendo assim, somente os
coeficientes da parte superior ou inferior da matriz precisam ser calculadas, reduzindo
pela metade o custo computacional. Além disso, os calculos das funcoes de Green e
Degrau sao interdependentes uns dos outros assim como suas submalhas. Portanto, o
armazenamento de memoria e o tempo de processamento para a obtencao destas fungoes
sio consideravelmente reduzidos. E importante ressaltar que devido ao processo de
semi-discretizacdo, o principio da causalidade nao é totalmente satisfeito [15] resultando
num subdominio discreto maior comparado ao subdominio real obtido pelo principio da
causalidade. De fato, isso é de certa forma esperado uma vez que a fungao delta de Dirac
das Eqgs. e numa fonte pontual nodal é tratada num sentido distribuido pelo
MEF através das funcoes de interpolacao dando origem as Egs. e[3.94

Neste sentido, deve ser tomado cuidado ao definir o tamanho de cada submalha. Isto
é ilustrado pelas Fig. 3.4 e onde pode-se observar que o tamanho dos subdominios
locais discretos Q" é ligeiramente maior do que o do sistema continuo, como serd analisado
a seguir.

Para analisar melhor o tamanho dos subdominios discretos, serao feitos testes num
modelo onde é considerado, num estado plano de deformacao, um sélido homogéneo
eldstico linear de dimensoes lmxlm que possui as velocidades Vs ~ 5,83m/s e Vp =
9,53m/s, p = 2200kg/m?, v = O,ﬂ no qual é aplicado uma condicao inicial no ponto

nodal do centro (Fig. , em ambas diregoes porém, uma por vez, por exemplo, nos

2Médulo de Young ou de elasticidade E = 1,8 x 10° N/m?.
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graus de liberdade j e j + 1, obtendo os vetores W;(At), W;(At) com i = j,j + 1.

Para este modelo considerou-se que todo o contorno sera livre, tendo um total de 64
elementos regulares de tamanho [, = 0,125m, e um At = 9,7 x 10735 (0.85A¢ critico)ﬁ
sendo igual ao tempo final, pois sera feito o calculo dos vetores nodais somente num passo
de tempo.

Ainda, para este problema V,At = 0,0924m < [, o que faz com que o subdominio

discreto seja maior que o continuo (Fig. [3.4a)).

2.8e-02
I2 S5e-02
2.2e-02
1.88e-02
156e-02
1.2e-02
9.4e-03
6.2e-03
I3‘le-03

o]

2.8e-02
I2 5e-02
2.2e-02
1.88e-02
1.56e-02
1.2e-02
9.4e-03
6.2e-03
I3‘le-03

o]

(a) ||G"|, cond. inicial em x (b) [|G"||, cond. inicial em y

144 1.44
Il 28 Il 28
112 112
0.96
0.80
0.64

0.48

0.32
0.16
]

0.96
0.80
0.64
0.48

0.32
0.16
]

(c) [|G"|, cond. inicial em x (d) |G"||, cond. inicial em y

Figura 3.4: Funcao de Green numérica.

Na figura [3.5|é possivel ver que a matriz mais cheia é a da derivada temporal da funcao

3Na préxima secdo serd comentado mais sobre o At critico
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Degrau, H(At), também é possivel ver nas figuras e que G(At) = H(At), como
comentado na segao [3.2]

Ainda, quando o subdominio tiver influéncia da condicao do cone, a matriz Degrau
podera nao ser simétrica [41], porém, como comentado na se¢ao anterior, isto ocorrera em

poucos subdominios.

144
Il 28
112
0.96
0.80
0.64
0.48

0.32
0.16
]

144
Il 28
112
0.96
0.80
0.64
0.48

0.32
0.16
]

(a) |H"||, cond. inicial em z (b) [[H"||, cond. inicial em y

176.21
156.64
137.06
117.48
97.897
78318
58.738

39.159
19.579

176.21
156.64
137.08
117.48
97.897
78318
58.738

39.159
19.579

(c) |[H"||, cond. inicial em z (d) ||H"||, cond. inicial em y

Figura 3.5: Funcao Degrau numérica.

Ainda, em algumas simulagoes praticas, ¢ comum utilizar materiais homogéneos por
partes e regulares em pelo menos alguma parte de toda a malha, o que também ¢é vantajoso
para o método, uma vez que pode-se utilizar unicamente a quarta parte da submalha

para o calculo das matrizes como visto na Fig. 3.7, reduzindo assim, ainda mais o custo
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computacional.

Na figura[3.6] é possivel ver as matrizes de Green e Degrau, assim como suas respetivas
derivadas temporais, quando feito o calculo delas na quarta parte da submalha. O modelo
utilizado foi o mesmo, mudando unicamente as condi¢oes de contorno que sao escolhidas
com seguinte critério, quando dada uma condi¢ao inicial na direcao x, os lados de cima
e esquerdo sao presos na mesma direcao z (Fig. , e o valor da condigao inicial que é

dividido por quatro.

2.8e-02
IZ‘SE—OZ
2.2e-02
1.88e-02
156e-02
1.2e-02
9.4e-03

6.2e-03
3.1e-03
0

1.44
IlQB
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0.96
0.80
0.64
0.48

0.32
0.16
0

(a) ||G"||, cond. inicial em z (b) ||H"||, cond. inicial em

144

Il 28

112

1768.21
I156 64
137.06
117.48
97.897
78318
58.738

39.159
19.579

0.96
0.80
0.64
0.48

0.32
0.16
o]

(¢) |G"||, cond. inicial em z (d) |H"|, cond. inicial em z

Figura 3.6: Fungoes de Green e Degrau numéricas.
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Figura 3.7: Modelo utilizado e sua quarta parte com as condi¢oes de contorno quando
aplicada a condicao inicial na diregao x.

3.6 Analise de convergéncia

Nesta secao sera feita a analise de convergéncia no dominio do tempo do método ExGAH
e de suas propriedades numéricas. Como as funcoes de Green e Degrau sao calculadas
separadamente como descrito no Algoritmo [2, a estabilidade e precisao serao estudados

em detalhe.

3.6.1 FEstabilidade e Precisao

A andlise estabilidade e precisao da técnica de marcha no tempo proposta pode ser
realizada pelo estudo de equagdes de um grau de liberdade desacopladas (SDOF) da
forma i(t) + w?u(t) = f(t) resultantes do procedimento de diagonalizagao [4, 35]; onde w
representa uma frequéncia natural do sistema e f(t) é funcao de carregamento aplicado.
Assim, as expressoes recursivas das Egs. e quando aplicadas para a equacgao

SDOF podem ser escritas como:

L han gan | ]t L g@oayzo ) (3.95)

@ [ han g || gAnAL/2 A2 || |
Uk F

N S ) f (3.96)
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onde A é a chamada matriz de amplificacao e L é a matriz do operador de carga. Devido
ao fato de que as propriedades da estabilidade e precisao sao efetuadas na matriz de
amplificacao, a analise do operador de carga nao sera considerada; para aprofundar as
discussdes sobre o operador de carga ver [1].

Adotando o algoritmo [2| para o0 modelo SDOF, a contraparte numérica das fungoes de
Green e Degrau em t = At que definem as componentes da matriz da amplificacao, sao

dadas como:

g(At) = At (3.97)

G(A) =1 - WAL (3.98)

h(At) = g(At) (3.99)

B(AL) = —w? At + 320 (3.100)

E importante ressaltar que embora a funcao Degrau seja igual a derivada no tempo
da funcao de Green, o mesmo, no entanto, nao acontece quando comparado h(At) (veja
Eq. com j(At) = —w?At. Confirmando que calcular separadamente as fungoes de
Green e Degrau pode resultar em diferentes expressoes, dando origem a uma abordagem
mais geral uma vez que diferentes combinacoes podem ser consideradas.

Como a analise de estabilidade esta relacionada com a matriz de amplificacao, o passo
seguinte é o de calcular seu raio espectral, o qual é definido como p(A) = max |\ 5|, sendo

A1,2 0s autovalores, que podem ser calculados por:

Ao = Ay /A2 — A, (3.101)

onde A; = 1/2tr(A) e Ay = det(A) s@o os invariantes escalares. Observa-se que
autovalores complexos sao preferiveis uma vez que foi obtida uma solugao oscilatéria:
a qual representa o modelo do problema utilizado; esta é obtida se A2 < A,. A condicio

que garante a estabilidade é [4], [5]:
p(A) <1 (3.102)

O método é dito ser incondicionalmente estéavel ou A-estavel, se p(A) < 1 para todo

valor positivo de wAt; caso contrario, o método é dito condicionalmente estavel. Por
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outro lado, a precisao de um método de integracao temporal é medida pela diferenca
entre a solugao numérica e a exata. No caso onde a matriz de amplificacao apresenta
autovalores complexos conjugados, a solucao discreta pode ser colocada de forma similar
a da solucdo exata da equagao SDOF [35]. Assim, os autovalores podem ser escritos como

Ao = exp SWAIEIGAL — A 44 SAy — A? levando em conta as seguintes expressoes [5]:

arctg (W)

At
=

(3.103)

=

—In (Ag)

EAT (3.104)

onde @ é a contraparte numérica de w e £ é chamado de amortecimento numérico, o qual
da uma medida da quantidade de dissipacao numérica. A dispersao numérica é medida
pelo erro do perfodo relativo e sua expressao é dada por (T — T)/T, onde T = 27/w e
T = 27 /@ sdo, respectivamente, o perfodo natural exato e o numérico.

E conhecido que, usualmente, as discretizagoes espaciais nao conseguem representar
bem respostas de frequéncias elevadas [4, 5], que pode ser devido tanto ao comportamento
fisico do sistema mecanico quanto a erros numéricos. Quando os componentes de
frequéncias elevadas nao sao importantes, os algoritmos que tém capacidade de eliminar as
resposta espurias de alta frequéncia sao preferiveis. Isto é alcancado, por exemplo, quando
o algoritmo possui algum amortecimento numérico, o qual é responsavel pela dissipacao
da energia dos modos mais imprecisos. Entao, em grande parte dos casos, é desejado
desenvolver algoritmos que possuam algum amortecimento numérico, mantendo o erro do
periodo relativo (dispers@o) o menor possivel.

A figura mostra o raio espectral referente ao método ExGAH proposto (Algoritmo
. Como esperado e similar ao método Diferenca Central padrao, o esquema de marcha no
tempo é também condicionalmente estavel. Adicionalmente a limitacao da estabilidade,
o raio espectral pode também ser utilizado para identificar, de maneira qualitativa, a
presenga do amortecimento numérico do algoritmo que aparece para valores de p(A)
menores que a unidade. Como pode ser observado, o amortecimento numérico do
algoritmo aumenta quando o valor do parametro 7, se aproximam de um, enquanto que
a limitagao da estabilidade diminui (para 7y = 1/2 o esquema proposto é espectralmente

equivalente ao método de integragao temporal Diferenca Central padrao como visto na

Fig. B.§).
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Figura 3.8: Raio espectral para o método ExGAH e o método de integracao temporal
Diferenga Central padrao (DC).

Na figura |3.9| erros de periodos relativos assim como o amortecimento numérico do
algoritmo sao plotados. Analisando a Fig. é facil ver que os erros dos periodos
relativos do algoritmo proposto sao menores do que o da integragao temporal do Diferenca
Central. Também é possivel ver que os erros de periodos relativos sao menores para valores
baixos de At/T quando o parametro livre estd entre 0.6 e 0.7. Além disso, a Figura
3.9b| apresenta os valores dos amortecimentos numéricos do algoritmo que confirmam que
os valores aumentam de forma qualitativa a medida que aumenta 7y, como discutido
acima. Assim, pode-se concluir que o algoritmo proposto é mais preciso do que o método
de integracao temporal Diferenga Central padrao com a vantagem de dissipar oscilacoes
espurias causadas por modos de frequéncias imprecisos mais elevadas, o que desempenha
um papel importante em algumas simulacoes numéricas como serd ilustrado na préxima

Secao.
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Figura 3.9: Analise de precisao para o método ExGAH e o método de integragao
temporal Diferenga Central padrao (DC): (a) erros de periodos relativos; (b)
amortecimentos numéricos do algoritmo.

3.6.2 FErro de truncamento local

Para demonstrar a consisténcia da presente abordagem, a matriz de amplificacao numérica

¢ comparada com a analitica para analisar o erro de truncamento local. A matriz de
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amplifica¢do analitica para o sistema SDOF é dado por [35]:

1
Ay — f.L(At) g(At) _ cos(wAt) ;sen(wAt) (3.105)
h(At) g(At) —wsen(wAt)  cos(wAt)

Uma maneira de provar a ordem de convergéncia de uma técnica de marcha no tempo
é calcular a matriz de erro definido como E = A — A4y e aplicar a série de Taylor.
O algoritmo ¢é dito ser de ordem p se os erros correspondentes as componentes de E
satisfazem |Ej;;| < ¢;;AtPT, Vij com ¢;; sendo constantes independentes do passo de

tempo At. Assim, a expansao das componentes da matriz de erro E em séries de Taylor,

¢ dada por:
WAL WAL
Ei1=Fro=— At’ 1
1,1 2.2 o + 20 —i—O( t) (3.106)
WAL WAL
Ei, = — O (AtT 3.107
6 im0 T80 (3.107)
FEyi=|=—= A A 1
21 (2 6>w *+ 50 + O (At7) (3.108)

Analisando as Eqs. [3.106] - [3.108| é facil ver que o menor erro dos termos do algoritmo
é proporcional a At?, e portanto, pode se deduzir que o esquema de marcha no tempo

proposto (i.e., ExGAH) é de segunda ordem de precisdo em relacdo ao tempo, i.e.,

O (At?).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

No presente capitulo serao apresentados os resultados de alguns testes numéricos
realizados com o objetivo de mostrar as vantagens do método da aproximagao explicita de
Green (ExGAH) quando comparado com o método cléssico de Diferenga central (DC), o
qual nao possui amortecimento numérico, porém ¢é de segunda ordem igual ao método
apresentado neste trabalho, e com a solucao analitica quando existente. O primeiro
exemplo é dedicado a analisar o método ExGAH considerando-se uma barra homogénea
sob um carregamento externo do tipo Heaviside. O segundo exemplo tera como interesse
analisar o desempenho do método ExGAH quando utilizadas as condig¢oes de contorno
(ndo reflexivas) do cone considerando-se um sélido sob carregamento vertical pontual.
Por fim é mostrado um exemplo mais complexo mostrando a propagacao da onda gerada
por uma fonte sismica em um meio geofisico. Quando nao mencionado nada a respeito,
os testes terao em comum a utilizagao de malhas com elementos quadrilaterais bilineares,
o parametro vy = 0.65 e o At = 0.85At, (intervalo de tempo critico), o qual é achado

através do cdlculo do At, de cada elementd!] para garantir a convergéncia do método.

4.1 Barra homogénea

O primeiro exemplo tem como interesse validar o método ExGAH comparando-o com a
solugao analitica do problema, além de demonstrar o amortecimento numérico através da
variacao do parametro 7.

O modelo utilizado baseia-se no exemplo estudado por [7, 46], o qual consiste numa
barra retangular de dimensoes a = 2m (largura) e b = 4m (comprimento) submetida a
um carregamento uniforme vertical do tipo Heaviside com Fy = 1.0 (Eq. 2.25] Fig. [2.3),
a barra teve restrito o movimento horizontal nas laterais e vertical no lado inferior como
descrito na Fig. [1.1](a).

As constantes do material sao p = 1kg/m?, v = 0.25, E = 10°N/m?, as velocidades
sao dadas por Vp = 341.1m/s e Vg = 200m/s. Foi utilizado o At = 1.6556 x 107*s e o
tempo final t; = 0.1, na Fig. (b) ¢é possivel ver a malha de elementos finitos regular

1Célculo para achar os autovalores do elemento, que é computacionalmente barato
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utilizada a qual possui 1250 elementos com [, = 0.08m, sendo [, o tamanho do elemento.

f(t)
(a) (b)

a

— —

Figura 4.1: Barra retangular submetida a tensao: (a) geometria e condigoes de contorno;
(b) malha de elementos finitos.

Do ponto de vista numérico este problema é considerado muito severo, pois possui
velocidade e tensoes descontinuas, sendo, portanto, frequentemente utilizado na literatura
[44, [7] para testar a robustez de novos métodos, uma vez que o mesmo possui solu¢ao

analitica [47]:

_ FRa |z 8 (-1)" (2n — V)rw (2n — 1)V, nt
ul(,t) = E ot w ; (2n — 1)2sen < 2a o8 2a

A figura mostra os resultados dos deslocamentos verticais nos pontos A=(1,4) e
B=(1,2) (ver Fig. f.1}(a)) e a tensdo o, no ponto C=(1,0.04) (ponto de Gauss perto do

(4.1)

lado inferior) bem como suas respectivas solugoes analiticas.
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Figura 4.2: Resultado do deslocamento vertical para os pontos A e B e tensao o, no
ponto C.

No grafico dos deslocamentos é possivel observar que tanto o método ExGAH quanto
o método DC se aproximam da solucao analitica, porém no grafico das tensoes, o método
DC apresenta uma quantidade elevada de oscilagbes espirias, as quais estao presentes
de forma localizada, e em menor numero, no método ExGAH. Esta caracteristica esta
presente nos métodos que possuem amortecimento numérico.

A figura[f.3|mostra a tensao o, no ponto C, obtida pelo método ExGAH para diferentes

valores do parametro g, estudando sua influéncia nos resultados.
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Figura 4.3: Resultado da tensao o, no ponto C para diferentes valores de 7.

Para melhor visualizagao, as figuras[4.4] e [£.5| mostram com mais detalhes os resultado

para diferentes valores do parametro vy nos intervalos onde ocorrem as oscilagoes espurias.



E possivel ver que aumentando o valor

amortecidos (vide Fig. [3.9b]).
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do parametro v, obtem-se resultados mais
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Figura 4.4: Resultado da tensao o, no ponto C para diferentes valores de vy em
diferentes intervalos de tempo.
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4.2 Condigao nao-reflexiva do cone

O segundo exemplo tem como objetivo mostrar o desempenho do método ExGAH quando
utilizadas as condicoes de contorno nao reflexivas do cond’l O modelo utilizado se baseia
naquele proposto por [19], onde é considerado, num estado plano de deformagao, um sélido
homogéneo eldstico linear que possui as velocidades Vg = 224m/s e Vp ~ 387,98m/s,
p = 2000kg/m3, v =0, 25EL no qual é aplicado um carregamento pontual vertical do tipo

triangular (Eq. Fig. com T, = 0,2s e Fy = 1,0 na sua extremidade superior
esquerda (vide Fig [4.6)).

350m
f(t) !
150m

150m

Contorno nao reflexivo

350m

Contorno nao reflexivo

Contorno néao reflexivo

Figura 4.6: Modelo de elementos finitos para as malhas menor e estendida.

Serao realizados testes com duas malhas regulares cobrindo areas diferentes, porém
possuindo em comum o mesmo tamanho do elemento (I, = 2,5m), a malha menor possui
150m x 150m (3600 elementos) e a malha estendida 350m x 350m (19600 elementos), para

ambas as malhas serd utilizado um At = 4,6243 x 10™®s com o tempo final ¢; = 1.6s.

20 assunto foi discutido na secdo sobre condicoes iniciais e de contorno
3Médulo de Young ou de elasticidade E = 2, 5088 x 108N /m?.
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Este modelo, possui as carateristicas necessarias para utilizar as propriedades de
simetria das matrizes de Green e Degrau (assim como suas respetivas derivadas) e a
redugao do subdominio, vistas na secao |3.5.3| e assim diminuir consideravelmente o custo
computacional. Para o modelo, considerou-se que o contorno superior esta livre, o
contorno esquerdo possui restrigoes somente na direcao x e nos demais contornos aplica-se
a condi¢ao nao reflexiva do cone, para o contorno da lateral direita tal que y < 40m serd
utilizada a formulacao referente as ondas de Rayleigh e para y > 40m a formulacao para
ondas esféricas. Ainda na figura, pode se observar os pontos A=(40,0) e B=(10,70) nos
quais serao mostrados os resultados dos deslocamentos verticais para a malha menor e
dos deslocamentos e velocidades verticais para a malha estendida.

Primeiro foram feitos testes utilizando a malha estendida (a qual nao apresentou
deslocamentos decorrentes da reflexdo das ondas no contorno nos pontos escolhidos),
figura [4.7, a fim de comparar os resultados obtidos ao utilizar as condigdes de contorno
do cone na malha menor. Nos graficos referentes a Fig [4.7] é possivel observar claramente
as oscilacoes espurias geradas pelo método DC. Ao contrario do método DC, o método
ExGAH é capaz de filtrar as frequéncias espurias referentes a discretizacao espacial, como
comentado anteriormente, evidenciando a importancia de utilizar métodos que possuam
amortecimento numérico para a obtencao de resultados mais precisos.

Por este motivo os resultados obtidos pelo método ExGAH serao utilizados como
referéncia para uma melhor visualizacao na hora de comparar os resultados da malha
menor. Uma vez que o método DC apresentou uma quantidade elevada de oscilacoes
no campo das velocidades quando utilizada a malha estendida, é de se esperar que as
apresente quando utilizada a malha menor, motivo pelo qual serao vistos unicamente os

resultados dos deslocamentos.
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Figura 4.7: Resultados dos deslocamentos e velocidades verticais para M350x350.

Analisando a Fig. [4.8] é possivel observar que a resposta utilizando a condicao
de contorno nao-reflexiva do cone conseguiu absorver de forma satisfatéria as ondas
incidentes, gerando apenas pequenas diferencas que podem ser vistas nos graficos da
Fig. 4.8 a partir dos tempos t = 1,16s para ponto A e t = 1,026s para o ponto B
(tempo aproximado que leva para que esses pontos sofram o efeito resultante da reflexao
da onda-S e de Rayleigh no contorno).

Tal nao ocorre com a onda-P, para a qual se esperava efeitos resultantes da reflexao
no contorno a partir dos tempos t = 0,67s para ponto A e t = 0,592s para o ponto B,
ja que esta atravessou o contorno mantendo uma frente de onda esférica, como sugere a
Fig. , resultando vantajoso para contorno do cone, dada sua formulacao [19].

Uma comparacao do desempenho do método do cone com as condigoes de contorno

tradicionais (Dirichlet e Neumman) e a condigao de contorno viscoso tradicional pode ser

vista em [19].
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Além dos deslocamentos e velocidades, na Fig. pode-se ver o resultado das tensoes
o, para a malha estendida e na Fig. para a malha menor. Mais precisamente, as

tensoes foram calculadas nos pontos C=(41,25 , 1,250) e D= (11,25, 71,25), que sao pontos
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Figura 4.8: Resultado do deslocamento vertical para M150x150.
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de Gauss localizados préximos de A e B. Nos resultados da malha estendida, o método

DC apresentou novamente altas oscilacoes espirias em ambos os pontos, motivo pelo qual

serao utilizados os resultados obtidos pelo método ExGAH para melhor visualizacao na

hora de comparar os resultados obtidos com malha menor.
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Figura 4.9: Resultado das tensoes o, para M350x350.

12 14 16

Novamente ¢é possivel observar que assim como nos casos do deslocamento e da

velocidade, a tensao sofreu pequenas mudancas por causa das ondas refletidas nos pontos

escolhidos, para os quais se esperavam efeitos resultantes da reflexdo no contorno, a partir
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dos tempos t = 0,67s para ponto C e t = 0,592s para o ponto D, referentes a onda-P,
que desta vez afetaram nos resultados para este segundo ponto mais do que ao primeiro.

Como observado na resposta considerando a malha M150x150 (ver Fig. |4.10)).
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Figura 4.10: Resultado das tensoes o, para M150x150.

Nas figuras [.11] [4.12] e [4.13] sdo apresentados os snapshots das tensoes o, de ambos

os métodos, DC(esquerda) e ExGAH (direita). Analisando estas figuras fica evidente a
diferenga dos resultados, uma vez que os obtidos pelo método DC apresentam durante
todo o processo de propagacao oscilagoes espirias, o que nao acontece para o método
ExGAH, demonstrando, portanto, o bom desempenho do método ExGAH.

Na figura sao apresentados os resultados dos instantes em que a onda-P comeca
a atravessar o contorno do cone, e a onda-S se aproxima do contorno. E possivel observar
que a onda-P consegue atravessar o contorno do cone sem apresentar aparente reflexao.

Na figura é possivel ver o instante em que a onda-S comeca a atravessar o contorno,

e como esta reflete, ainda que em pouca intensidade, na parte superior do contorno direito.



(a) oy em t=0,138 segundos (b) oy em t=0,138 segundos

(d) oy em t=0,231 segundos

(e) oy em t=0,369 segundos (f) oy em t=0,369 segundos

Figura 4.11: Snapshots das tensoes o, para M150x150 utilizando os método
DC(esquerda) e ExGAH (direita).
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(b) oy em t=0,462 segundos

(c) oy em t=0,555 segundos (d) oy em t=0,555 segundos

(e) oy em t=0,647 segundos (f) oy em t=0,647 segundos

Figura 4.12: Snapshots das tensoes o, para M150x150 utilizando os método
DC(esquerda) e ExGAH (direita).
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(a) oy em t=0,832 segundos (b) oy em t=0,832 segundos

(c) oy em t=0,924 segundos (d) oy em t=0,924 segundos

(e) oy em t=1,017 segundos (f) oy em t=1,017 segundos

Figura 4.13: Snapshots das tensoes o, para M150x150 utilizando os método
DC(esquerda) e ExGAH (direita).
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4.3 Meio geofisico

Neste exemplo a propagacao de onda gerada por uma fonte sismica da forma da equacao
em um meio geofisico representado através de um modelo elastico bidimensional é
estudado (as grandezas utilizadas nao sao reais), a fonte pontual adotada neste exemplo
tem uma frequéncia de corte de 13Hz e serd aplicada em dois pontos diferentes, o primeiro
na superficie, na diregao vertical, no ponto (0,0) e o outro no interior da primeira camada,
em ambas diregoes (resultando na diregao diagonal entre ambas), no ponto (0,-3).

O meio é composto por quatro camadas (enumeradas de cima para baixo, vide Fig.
possuindo propriedades fisicas segundo a tabela , tendo em comum a densidade
p = 2200kg/m3:

Tabela 4.1: Propriedades fisicas do meio geofisico.

Ne Vs(m/s) v | E(N/m?)
1 | 8,9188258502 | 0,4 | 490000

13,0558241967 | 0,2 | 900000
16,8549965616 | 0,2 | 1500000
33,7099931232 | 0,2 | 6000000

0 W | N

O meio é discretizado através de uma malha com 486860 elementos totalizando
aproximadamente um milhao de equagoes (i.e., 976656 equagdes). Na primeira camada
foi utilizada uma malha regular, possibilitando utilizar as propriedades de simetria vistas
na segao para diminuir o custo computacional. Observe que esta configuracao ocorre
muitas vezes, por exemplo em modelos actstico-eldsticos (e.g., [18]) onde a primeira
camada é de 4gua (meio actstico). No contorno superior (superficie) é aplicada a condigao
de contorno natural (Neumann), sendo seu valor prescrito igual a zero. Nos demais
contornos aplicam-se condicoes de contorno do cone, com o intuito de representar a
continuidade do meio. Para este problema foi utilizado um At ~ 1,362 x 10~*s e o tempo
final t; = 3,0s, os resultados dos deslocamentos e velocidades nos pontos A=(10,0) e

B=(-10,-15) foram calculados.
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20m

40m
(a) Modelo com fonte na superficie

20m

40m
(b) Modelo com fonte no interior da primeira camada

Figura 4.14: Modelos para o meio geofisico.

Os resultados obtidos com ambos os métodos para os dois modelos ficaram muito
préximos, uma vez que a fonte era suave, nao excitando, portanto as frequéncias mais

altas que ocasionam as oscilagoes.

4.3.1 Fonte na superficie

Os resultados dos deslocamentos, tanto verticais quanto horizontais, podem ser vistos na

figura[d.15] onde é possivel observar que os resultados de ambos os métodos ficaram muito



proximos.
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Nos resultados das velocidades porém, figura[d.16] o método DC, ainda que em pequena

amplitude e quantidade, apresentou oscilagoes espurias em algumas regioes, tanto no ponto

A quanto no ponto B.
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Figura 4.15: Resultado dos deslocamentos verticais e horizontais para o modelo geofisico.

Nas Fig. [£.17], [£.18| e [£.19] serao apresentados os snapshots do médulo do deslocamento

u = ||lu]| obtidos pelo método ExGAH.

Na Fig. [£.17sdo apresentados os primeiros instantes da simulagao, e o instante no qual

é possivel ver a onda-P chegando no contorno inferior da malha apds ter atravessado pelas

diferentes camadas de materiais diferentes, a onda-S e de Rayleigh se mantendo na parte

superior, sendo que a de Rayleigh ¢ a de maior intensidade e s6 acontece na superficie.
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Figura 4.16: Resultado das velocidades verticais e horizontais para o modelo geofisico.

Na Figura sdo apresentados os instantes da simulagao onde a onda-P atravessou

o contorno, e a onda-S e de Rayleigh estao prestes a chegar nos contornos laterais.

Na Figura [£.19] sao apresentados os instantes da simula¢ao onde a onda de Rayleigh

chega (figura [1.19(a) e (b)) e reflete (figura [£.19(c)) no contorno, como comentado

anteriormente a condicao do cone consegue absorver muito bem a onda-P e a onda-S

um pouco menos, porém onde tem maior problema ¢ realmente na onda de Rayleigh.
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Figura 4.17: Snapshots de u para o método ExGAH.
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Figura 4.18: Snapshots de u para o método ExGAH.

82



3e-08
I2 67e-08
2.33e-08
2e-08
1.67e-08
1.33e-08
1le-08
6.67e-09
I3.33€—09

0

(a) u em t=2,002 segundos

\ |

3e-08
I2 67e-08
2.33e-08
2e-08
1.67e-08
1.33e-08
1e-08
6.67e-09
I3.33€—09

0]

(b) u em t=2,411 segundos

3e-08
I2 67e-08
2.33e-08
2e-08
'1.67e-08
1.33e-08
1e-08
6.67e-09
I3.336—09

o]

(¢) u em t=2,983 segundos

Figura 4.19: Snapshots de u para o método ExGAH.
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4.3.2 Fonte no interior da primeira camada

Da mesma forma que no exemplo com a fonte na superficie, para a fonte no interior da
primeira camada, os resultados dos deslocamentos ficaram muito préximos, como pode
ser visto na Fig. [4.20]

Novamente para o caso das velocidades, o método DC apresentou oscilagoes espurias

em ambos pontos como é possivel ver na Fig.
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Figura 4.20: Resultado dos deslocamentos verticais e horizontais para o modelo geofisico.

Na Figura sao apresentados os primeiros instantes da simulacao, onde é possivel
ver a onda-P chegando no contorno inferior da malha apds ter atravessado pelas diferentes

camadas de materiais, a onda-S e de Rayleigh se mantendo na parte superior. Na superficie
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Figura 4.21: Resultado das velocidades verticais e horizontais para o modelo geofisico.

Na Figura sao apresentados os instantes da simulagao onde a onda-P atravessou

o contorno, e a onda-S e de Rayleigh estao prestes a chegar nos contornos laterais.

Na Figura [£.24] sao apresentados os instantes da simula¢ao onde a onda de Rayleigh

chega (figura [4.24a) e (b)) e reflete (figura [4.24[c)) no contorno, porém em menor

quantidade do que no exemplo anterior.
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Figura 4.22: Snapshots de u para o método ExGAH.
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(a) u em t=1,185 segundos

(b) u em t=1,389 segundos

(¢) u em t=1,798 segundos

Figura 4.23: Snapshots de u para o método ExGAH.
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(a) u em t=2,002 segundos

(b) u em t=2,411 segundos

(¢) u em t=2,983 segundos

Figura 4.24: Snapshots de u para o método ExGAH.
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5 CONCLUSOES

Na presente dissertacao foi apresentada uma técnica precisa de marcha no tempo explicita
baseada no método ExGA, que foi implementada na linguagem de programacao Fortran90,
a qual consiste numa modificacao do método Diferenca Central para calcular as fungoes
de Green e Degrau de maneira independente uma da outra e logo em seguida o calculo
dos campos de deslocamentos e velocidades pelo método ExGAH (algumas multiplicagoes
matrizxvetor).

Motivado pelo principio da causalidade, a caracteristica principal é o céalculo das
fungoes de Green e Degrau localmente em subdominios ao redor de cada ponto fonte.
Embora o subdominio local discreto com sua respectiva submalha obtida a partir da
formulagao semi-discreta do MEF seja um pouco maior do que o previsto pelo principio
da causalidade, ainda é muito pequeno quando comparado a toda a malha, especialmente
para simulacoes em grande escala, e assim, as func¢oes de Green e Degrau sao eficientemente
calculadas com um baixo custo computacional.

Além disso, em muitos casos, se as submalhas sao formadas por elementos regulares e
as propriedades do material sao constantes ao longo deles, o custo computacional pode ser
reduzido drasticamente, uma vez que sera necessaria somente um quarto da submalha para
a realizacao dos célculos; ainda, a resposta obtida de uma submalha pode ser reutilizada
para outras submalhas iguais. A analise de convergéncia revelou que o esquema proposto
é de segunda ordem de precisao em relacao ao tempo e possui as seguintes vantagens sobre
o método Diferenga Central padrao: amortecimento numérico e menor erro de dispersao.

A primeira é uma importante propriedade numérica para filtrar oscilagoes espurias
que possam surgir em algumas simulacoes. De fato, os resultados numéricos mostraram
que com a formulagao proposta sao obtidos resultados precisos, sem oscilagoes espurias.
Por isso, o uso de conceitos numéricos de fungoes de Green em conjunto com o principio
da causalidade para problemas de propagacao de ondas pode ser muito promissor para
desenvolver técnicas numéricas eficientes.

Cita-se como sugestoes de trabalhos futuros:

e a expansao do esquema de marcha no tempo para problemas em trés dimensoes;
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e a utilizagdo do método dos elementos finitos espectral;

e Intentar melhorar a solugao adicionando informacao da solugdo analitica (solugao

fundamental);

e 0 estudo do comportamento do esquema no tempo quando aplicado a problemas

inversos de propagacao de ondas ou detecgao de danos ou trincas.
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APENDICE A - TEORIA BASICA
E NOTACAO INDICIAL

O objetivo deste capitulo é o de apresentar a teoria basica necesséaria para entender as

equacoes utilizadas, além de apresentar a notacao utilizada ao longo deste trabalho.

Notacao indicial

A utilizacao da notacao indicial, convencao de somatorio, e certos simbolos ajudam que
as equagoes utilizadas aparecam de forma compacta. Ao se designar alguma varidvel
subscrita, ela o sera unicamente por indices numéricos em vez de letras individuais ou
letras subscritas. Desta forma tem-se 1, z3, o3, em vez de z, y, 2z, ou &, T,, ©,. Por

exemplo, utilizando a notacao indicial teremos a equagao:
U = a1T1 + A2T2 + A3T3 (Al)

a qual, utilizando a notacao convencional de somatorio pode ser escrita como:
3
u= E a;x; (A.2)

=1

e ainda, introduzindo a convengao de somatoério, o qual estabelece que a repeticao de
indices num termo representa um somatério com respeito a esse indice no seu intervalo

de variacao, denotasse a equagao anterior como:
u = a;x; (1=1,2,3) (A.3)
Um indice repetido pode ser trocado com outro indice repetido. Assim

Q;T; = ;5 (A4)
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Muitas vezes pode aparecer um indice duplo. Por exemplo, a equacao:

V =01101T1 + A1221%2 + A13T1 23
A21T2L1 + A22T2X2 + G23T2T3 (A.5)
31T3%1 + A32T3T2 + A33T3T3

Se resumme em

U= Q% (1, =1,2,3) (A.6)

Por outro lado, uma equacao na notacao indicial pode representar muitas equacoes na

notacao estendida, assim
W; = aijxj (Z,j = 1, 2, 3) (A?)
é equivalente a
Wy = 41171 + 1272 + A1373
W = A21T1 + Q22T + G23T3 (A.8)
W3 = 3171 + Q322 + A33T3

Dois simbolos especiais utilizados na notagao indicial sao, o delta de Kronecker,

definido como

41 L
s = set =] (A.9)

0 sei#j

e o segundo, o simbolo de permutacao, definido como

+1 se1jk é uma permutacao par de 1, 2, 3
€ijk =4 —1 seijk é uma permutagao impar de 1, 2, 3 (A.10)

0  se pelo menos dois dos trés indices repetem

Desta maneira teremos 017 = dao = 033 = 1, 012 = 0, da3 = 0, etc., e

€123 = €231 = €312 = 1, €913 = €321 = €132 = —1

(A.11)

eriz = 0, ex23 = 0, etc

Finalmente, a notacao para a derivada com respeito a uma varidvel sera indicada por
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uma virgula seguida por um indice, assim:

ou ov;
e o A.12
g ox;’ Yisj ox; ( )

Desta forma muitas das operagoes vetoriais conhecidas podem ser escritas facilmente na
notagao indicial. A seguir serao apresentadas algumas destas seguidas da sua notagao

indicial correspondente:

a-b~ ab;
ax b~ ejra;bg,r
A:B~ A;Bj;
Vo~ o, (A13)
V-ar~a;,;
V xan~ e;rar,;

V- V¢ = V2¢ ~ ¢u
Tensor de tensoes

Considere um meio continuo de volume V' e superficie S sofrendo agao de varias forgas
como visto na Figura [A.Ta] Como resultado destas forgas, forcas de superficie irao agir

numa superficie infinitesimal arbitraria dentro do corpo, como visto na Figura [A.Th]

(a)

Figura A.1: (a) Um meio continuo sujeito a influéncia de forcas, e (b) um tetraedro
infinitesimal do meio continuo.

Sendo e; vetores unitarios nas direcoes x; de um sistema retangular de coordenadas



99

cartesiano, ou em notacao estendida:

61:1'$1+O'$2+O'[B3
6220'$1+1'$2+0'ZL‘3

es=0-274+0-294+1 23

De acordo como esta definicao, o vetor normal a um dos lados do tetraedro sera

n = n;e;. De forma semelhante o vetor de forgas de superficie é dado por
t = tjej (A14)

onde as componentes do vetor de forcas de superficie ¢; servem pra definir o tensor de
tensao ;; como

ti = 0;jN; (A15)

Em notacao cartesiana estendida estas componentes serao

ty = Ozeny + O gy2 + 02213
by = OyeNy + TyyNo + 0y2n3

l, =01 + O zyT2 + 0,.n3

Tensor de deformacoes

Considere um meio continuo de volume V' e superficie S submetido a uma deformagao.

Sendo o vetor posicao definido por
X(t) = Xq(t)er + Xo(t)es + X3(t)es (A.16)

Antes da deformacao, o ponto P, é localizado através do vetor posicao X;, e P é
um ponto vizinho do ponto P, localizado pelo vetor dX; que tem origem em F,. Apés a
deformacao, o ponto Fy se torna POI o qual é localizado pelo vetor posicao z;, P; se torna
Pll o qual é localizado pelo vetor dx; relativo a P(']. A distancia do ponto P, para P(; é
medido pelo vetor deslocamento u;. O deslocamento do ponto P; para Pll ¢ medido pelo

A~ ;. ~ / / .
vetor u;. O volume e superficie final do corpo deformado sao V' e S respectivamente.
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Estas consideracoes sao mostradas na figura

Algumas das relagoes vetoriais resultantes sao:

e da Eq[A.17 obtém-se a seguinte igualdade dx; = dX; + du;, a qual substituindo na

Eq[A 1§ resulta em:

-

T3

Figura A.2: Deformacao de um meio continuo do volume V' no volume V.
No caso de uma deformacao infinitesimal pode-se expressar du; como
dui = ui,jdxj (AQO)

ainda, pode-se decompor a matriz u;; como soma de uma matriz simétrica e uma

antissimétrica, assim sendo, tem-se

1 1
du; = §<ui,j + Ujﬂ')dl’j + E(ui,j — Uj,i)dl’j (A21)

Pode-se definir o tensor de deformacoes infinitesimais e de rotacao respectivamente

COIMo:

1 1
Eij = 5(%1 +uji)  wiy = i(um — Uj;) (A.22)

O resultado enfatiza que a cinemédtica de um vizinho arbitrario do ponto F ¢é
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governado pelo campo do gradiente de deformacao local u;; e esse movimento é uma
combinacao dos efeitos de distorcao local €;; e também pelos efeitos da rotacao de corpo

rigido local wj;.

Notacao de Voigt

Em virtude das simetrias existentes nas tensoes, deformagoes e no tensor de elasticidade
[16], 15], é possivel reescrever estes objetos com uma notagao compacta, de forma que a
visualizacao deles se torne mais simples. Isto porque, sendo o tensor de elasticidade um
tensor de quarta ordem, sua representacao matricial nao é possivel a principio, de forma
que neste caso apenas se pode trabalhar com suas componentes.

O tensor de tensoes, por ser um tensor de segunda ordem, no caso bidimensional, pode
ser representado matricialmente por

011 012

o= (A.23)

021 022
onde x = 1, y = 2 e 019 = 091, totalizando 3 componentes independentes. Assim, uma
forma de representar o tensor de tensoes, permitindo com isto que o tensor de elasticidade

seja representado por uma matriz, é escreve-lo como um vetor, da seguinte forma

011 01
g = 099 = 09 (A.24)
012 03

Repare que, para tornar possivel a representacao utilizando um vetor, os dois indices ¢, j

do tensor foram transformados num indice n Unico, através da seguinte relagao

que define a chamada notacao de Voigt para o caso bidimensional.

Desta forma, utilizando a mesma notacao, e tendo em conta as simetrias nos indices



originais ijkl, o tensor de elasticidade de quarta ordem mais geral é dado por

Ci1 Cia O
D= Ca1 Cap Cys
Cs31 Csp O

cujos elementos correspondem a

Ciii1 Chrizz Chie
D= Caoor1 Cazra Cazno
Ciai1 Cizzz Claiz

na notagao original.
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(A.26)

(A.27)

A notacao de Voigt é muito 1til pois simplifica a representagao e evidencia as simetrias

fisicas presentes no problema.
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