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RESUMO

O avanco da tecnologia de materiais e o desenvolvimento de novas técnicas de execugao
mais sofisticadas permitiram a construgao de estruturas mais leves e com elevada capaci-
dade portante. Este processo iniciado durante a revolucao industrial se estende até os dias
atuais e impos a necessidade de se verificar, durante a fase de projeto, o comportamento
dinamico das estruturas, com poucas excegoes.

Apesar disso algumas estruturas apresentam grandes amplitudes de deslocamentos
por experimentarem combinacoes de acoes imprevistas. Esta situagao indesejada acelera
o processo de fadiga dos materiais e em determinadas situagoes impede o uso da estrutura
e/ou equipamentos. Uma forma eficiente de se atenuar as vibragoes de uma estrutura é
através de sistemas passivos de controle de vibragoes via materiais viscoelasticos.

Neste sentido, este trabalho abordara o método GHM utilizado na modelagem numérica
de materiais viscoelasticos no dominio do tempo via Método dos Elementos Finitos. Com
o intuito de validar este método, alguns tipos de elementos finitos formulados através
deste método sao apresentados e suas respostas no dominio da freqiiéncia obtidas para
uma determinada estrutura sao comparadas com aquelas obtidas pela formulagao classica.

Sao apresentados, também, alguns exemplos de aplicagao deste método. Sao modela-
das numericamente vigas sanduiche e um modelo de riser e as freqiiéncias naturais e taxas
de amortecimento identificadas com os modelos numéricos sao comparadas com aquelas

identificadas através de ensaios experimentais.

Palavras-chave: Dinamica de estruturas. Amortecimento estrutural. Viscoelasticidade.

Modelo GHM.



ABSTRACT

Advances in materials technology and development of new sophisticated construction
techniques allowed the construction of lighter structures and with high bearing capacity.
This process started during the industrial revolution and extends to present days and
imposed the necessity to check, along the design phase, the dynamic behavior of structures,
with few exceptions.

Despite that, some structures have large amplitudes of displacements under unex-
pected actions. This unwanted situation speeds up the fatigue of materials and in certain
situations prevent the use of the structure and/or equipment. An efficient way to at-
tenuate these vibrations is through passive vibration control systems with viscoelastic
materials.

In this sense, this work will address the GHM method used in numerical modeling of
viscoelastic materials in time domain with Finite Element Method. In order to validate
this method, some types of finite elements formulated using this method are presented
and their responses in frequency domain obtained for a given structure are compared with
those obtained by classical formulation.

Are also outlined a few examples using this method. Sandwich beams and a riser
model are modeled numerically and the natural frequencies and damping ratios identified
with the numerical responses are compared with those identified through experimental

tests.

Keywords: Structural dinamics. Structural damping. Viscoelasticity. GHM Model.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

As estruturas erguidas pelo homem até a revolugao industrial foram basicamente cons-
truidas com grandes pecas de madeira, cantarias e pecas fundidas, o que conferia grande
rigidez a estas estruturas. A grande rigidez e o pequeno carregamento a que estas estru-
turas estavam submetidas, tornavam as respostas dinamicas despreziveis.

Apoés este periodo, o desenvolvimento de novos materiais de construgao como o ago
e o aluminio, o avango dos conhecimentos sobre o comportamento destes materiais e o
dominio de técnicas de execucao mais sofisticadas, permitiram a construcao de estruturas
mais leves e com elevada capacidade portante. Este processo se estende até os dias atuais e
impos a necessidade de se verificar, durante a fase de projeto, o comportamento dinamico
das estruturas, com poucas excegoes.

As vibracoes em estruturas sao indesejaveis nao somente pelo desconforto causado
aos usuarios, mas por acelerar o processo de fadiga dos materiais e em, determinadas
situagoes, impedir o uso da estrutura e/ou equipamentos. Estes efeitos podem ser vistos
mais facilmente em grandes estruturas com pouca rigidez e baixas freqiiéncias naturais,
ficando propicias a grandes amplitudes de deslocamento. Exemplos tipicos de estruturas
que apresentaram grandes deslocamentos sao: a Ponte de Tacoma Narrows, a Passarela
do Millenium e a Ponte Rio Niterdi.

Com o objetivo de reduzir estes efeitos, foram desenvolvidas vérias técnicas de con-
trole de vibragoes, que podem ser divididas em trés categorias: técnicas de controle ativo,
passivo e hibrido. As técnicas de controle ativo lancam mao de mecanismos autonomos
acoplados as estruturas que aplicam forgas com o intuito de reduzir as amplitudes dos
deslocamentos. O controle passivo pode ser realizado, por exemplo, através a adicao de
sistemas massa-mola (atenuadores dinamicos sincronizados) na estrutura ou aplicando
elementos viscoelasticos em determinados pontos da estrutura sob a forma de amorte-
cedores ou em camadas sobre a superficie livre da estrutura. Os sistemas hibridos tém
caracteristicas mistas de controles passivos e ativos.

Os materiais viscoeldsticos possuem pouca capacidade de carga mas, em contrapartida,



possuem elevada capacidade dissipativa ao serem submetidos a deformagoes ciclicas. Por-
tanto, para amortecer uma estrutura de forma mais eficaz, deve-se aplicar estes materiais
em locais que eles sejam expostos as maiores deformacoes ciclicas possiveis. Para isso é ne-
cessario compreender o comportamento dinamico da estrutura, do material viscoelastico
a ser utilizado e das deformacoes que este sofrera.

Dentro deste contexto, o presente trabalho abordara a modelagem computacional de
materiais viscoelasticos e sua utilizacao para reducao de vibragoes em estruturas civis,

funcionando como um mecanismo de controle passivo.

1.2 Historico

Um dos primeiros estudos relativos ao amortecimento de estruturas com tratamento vis-
coeldstico data do inicio da década de 1950 e foram feitos por Oberst e Frankenfeld [1].
Eles desenvolveram um conjunto de equagoes que descrevem o amortecimento conferido
a vigas e placas obtido através de uma camada viscoelastica livre, além de uma metodo-
logia para determinar as propriedades desta camada através de ensaios dinamicos. Estas
equagoes assumem que as se¢oes da viga composta permanecem planas quando deforma-
das, como o ilustrado na Figura 1.1.

Material viscoelastico
'A 'B

1A ;B
Estrutura base

(a) Configuragao indeformada (b) Configuragao deformada

Figura 1.1: Viga de Oberst.

Nesta mesma época o conceito do modulo complexo foi introduzido, tendo destaque
o trabalho de Myklestad [2]. Este conceito permitiu ao médulo de Young e ao fator de
perda poderem ser modelados em func¢ao da freqiiéncia.

Ja no fim da década de 1950, Ross, Kerwin e Ungar [3] publicaram um trabalho no
qual é descrito um conjunto de equagoes (Equagoes RKU) que descrevem o movimento de
vigas e placas tratadas com uma camada de material viscoelastico restringida como pode

ser visto na Figura 1.2(a). Nestas equagoes sao considerados que os modos de vibracao da



estrutura sao senoidais; que as segoes da viga composta nao permanecem planas (Figura
1.2); e que o nucleo pode se deformar devido ao cisalhamento e tracdo (a rigidez a flexao é
desconsiderada). Apesar destas simplificagoes as equagoes RKU tornaram-se a base para

se determinar o médulo complexo a partir de dados experimentais.

Camada de restrigao Material viscoelastico

IA 1B
[

Estrutura base

(a) Configuragao indeformada (b) Configuragao deformada

Figura 1.2: Viga RKU.

Por volta da década de 1960 a aplicagao desta tecnologia, desenvolvida inicialmente
para aplicacoes aeronauticas, difundiu-se em outros campos de aplicagao e conseqiiente-
mente recebeu contribuicao de varios autores. Pode-se citar a contribuicao de Mead e
Markus [4] que realizaram uma anédlise de vibragoes for¢cadas em uma viga sanduiche com
nucleo viscoelastico e condi¢oes de contorno arbitrarias em 1969.

Até a década de 1980 os modelos viscoelasticos utilizavam o mdédulo complexo para
representar a variagao das suas propriedades eldsticas e dissipativas, o que fazia com que
a representagao matricial nao fosse prética. Johnson et al [5] propuseram um método
para contornar este problema, o método da energia de deformacao modal (Modal Strain
Energy - MSE) onde o amortecimento modal é estimado através de relagdes entre os fatores
de perda e a energia de deformacao da estrutura e do material viscoelastico. Contudo,
este modelo assume que as propriedades do material viscoelastico permanecem constantes
para uma dada faixa de freqiiéncia. A fim de permitir que estas propriedades variem em
fungao da freqiiéncia, Bagley e Torvik [6, 7] propuseram um método baseado em derivadas
fraciondrias.

Em 1983 e 1985 Golla, Hughes e McTavish (GHM) [8, 9] desenvolveram um modelo
baseado na introducao de variaveis dissipativas. Em 1995 Lesieutre [10] propds o modelo
do campo de deslocamentos ineldsticos (Anelastic Displacement Field - ADF) onde, assim
como o modelo GHM, introduz graus de liberdade adicionais nas equagoes elasticas para
representar a dissipagao de energia do material.

Estes 1ltimos modelos se diferenciam quanto as suas formulagoes, pois no modelo



GHM, ela é feita no dominio de Laplace para entao, via transformada inversa de Laplace,
ser escrito no dominio do tempo enquanto que no modelo ADF utiliza-se a formulacao
no dominio do tempo. Outra diferenca é devido ao fato de a formulacao do modelo ADF
utilizar uma equacao de primeira ordem para descrever os graus de liberdade dissipativos.
Este modelo tende a produzir matrizes singulares sendo necessario escrever o problema
no espaco de estados para realizar a integragao no tempo.

No Brasil, diversos pesquisadores vém desenvolvendo formulagdes e/ou implemen-
tando modelos computacionais no intuito de simular numericamente o comportamento
dinamico de materiais viscoelasticos (MVE). Destaca-se o Programa de Engenharia Civil
da COPPE/UFRJ onde hé mais de 15 anos vém sendo desenvolvidos trabalhos de pesquisa
e consultoria que abordam esse tema. Esses trabalhos foram iniciados em 1997 sob coor-
denagao do professor Ronaldo Battista que projetou (com auxilio de modelos analiticos
cléssicos) e ensaiou um protétipo em escala 1:1 do vao central da ponte Rio-Niter6i com
tabuleiro composto por uma estrutura sanduiche com nicleo viscoeldstico. Barbosa [11]
e Vasconcelos [12] implementaram o modelo GHM para algumas classes de elementos fi-
nitos. Enquanto Barbosa [11] concentrou seus esfor¢os na modelagem de problemas com
MVE em estado plano de tensao, Vasconcelos [12] resolveu problemas de placas com uma
simplificacao do modelo GHM através da eliminagao de alguns graus de liberdade dissi-
pativos. Correlagoes entre resultados tedricos e experimentais foram apresentados para
aplicagoes em tabuleiros de pontes [13]. Outro trabalho que abordou a modelagem com-
putacional de MVE foi a dissertacdo de mestrado de Santos [14] que avaliou o uso de
atenuadores viscoeldsticos para a redugao de vibragoes em edificios altos. Castello [15]
apresenta em sua tese de doutorado um modelo baseado no conceito de variaveis internas,
construido a partir dos principios de termodinamica dos processos irreversiveis.

Além de testes numéricos, ensaios experimentais tém sido realizados no Laboratorio
de Estruturas da COPPE/UFRJ. Além de Battista et al [?]|, Faisca [16] e Silva [17]
também abordaram esse assunto e realizaram testes para caracterizacao de MVE. Mais
recentemente, Borges [18] em sua dissertacao de mestrado ensaiou vigas sanduiche com
ntcleo viscoeldstico. Parte dos resultados obtidos na dissertacao de Borges [18] sdo usados

para validacao do presente trabalho.



1.3 Objetivos do trabalho

Diante das diversas formulagoes disponiveis na literatura e da eficiéncia dos MVE no con-
trole passivo de vibragoes, optou-se neste trabalho avaliar, para alguns casos especificos,
se o modelo desenvolvido por Golla, Hughes e McTavish é capaz de simular o comporta-
mento de estruturas amortecidas com materiais viscoelasticos de forma satisfatéria para
fins de engenharia. A escolha do modelo GHM se deve a algumas vantagens que sao aqui

destacadas:

e A formulagao considera a variagao das caracteristicas mecanicas do MVE em funcao

da frequiéncia de operacao;
e Sua implementacao computacional via Método dos Elementos Finitos é direta;

e O conjunto de matrizes gerado na aplicacao do Método dos Elementos Finitos ao
GHM ¢ simétrico, o que facilita a aplicacao de técnicas numéricas que demandam

matrizes com esta caracteristica;

e os resultados obtidos com o GHM sao de uma maneira geral, satisfatérios, quando

comparados com dados experimentais [19].

O ponto de partida deste trabalho foi a tese de doutorado de Barbosa [11], onde,
como ja destacado anteriormente, estudos fundamentalmente de elementos planos foram
realizados.

Destaca-se entdo como principais contribuigdes e/ou objetivos do presente trabalho,
a implementacao de elementos finitos sélidos tetraédricos lineares para simular o com-
portamento dinamico de MVEs via GHM, suas validagoes, e suas aplicagoes a problemas
tridimensionais. Como contribuigoes secundarias destaca-se o desenvolvimento de um
programa para modelagem de MVE via GHM incluindo uma biblioteca de elementos con-
tendo elemento de mola, trelica espacial, pértico plano, pértico espacial, triangulo linear
(CST) e tetraedro linear (T4). Além disso, foram desenvolvidas interfaces para geracao

de malhas de MVE a partir de dados do software livre GMSH [20].



1.4 Escopo

Esta dissertagao estd dividida em seis capitulos, no primeiro capitulo sao apresentados
uma abordagem geral sobre o tema, mostrando o contexto atual, algumas defini¢des per-
tinentes as técnicas de amortecimento estrutural, um breve historico da modelagem de
MVE e os objetivos deste trabalho.

No segundo capitulo, serao discutidas as principais propriedades que influenciam o
comportamento dos materiais viscoelasticos, alguns modelos reolégicos de materiais sao
apresentados além de dois outros modelos para materiais viscoelasticos.

O terceiro capitulo traz a dedugdao do modelo GHM além de abordar algumas me-
todologias para caracterizacao de materiais viscoelasticos, determinacao dos parametros
do modelo GHM e as dificuldades relacionadas com a caracterizagao e determinacao dos
parametros deste tipo de material. E ao final deste capitulo, é realizado um estudo para
validagao do modelo proposto por Golla, Hughes e McTavish aplicado ao presente traba-
lho.

O quarto capitulo mostra, brevemente, as principais caracteristicas e estratégias ado-
tadas no programa implementado para a simulagao de estruturas com materiais vis-
coelasticos.

No quinto capitulo, alguns exemplos de andlise de vigas sanduiches de secao reta
retangular e anular com MVE sao apresentados e as respostas das simulagoes numeéricas
sao comparadas com os resultados experimentais.

No 1ultimo capitulo sao apresentadas as conclusoes do trabalho desenvolvido e sao

apresentadas algumas propostas para trabalhos futuros.



2 Modelos para materiais

viscoelasticos (MVE)

2.1 Propriedades dos materiais viscoelasticos

O comportamento dos materiais viscoelasticos apresenta uma composicao entre os com-
portamentos perfeitamente eldstico e viscoso. Materiais elasticos perfeitos sao aqueles em
que toda a energia armazenada ao se deformarem é liberada quando o carregamento a
que estavam submetidos cessa. Ja nos materiais perfeitamente viscosos toda a energia de
deformagao é perdida. Os materiais viscoelasticos quando submetidos a um carregamento
sofrem uma deformagao inicial e, conforme o carregamento se prolonga, ele se deforma ao
longo do tempo até um ponto maximo e interrompendo o carregamento o material, de-
vido a sua parcela de deformacao elastica, volta parcialmente a sua configuracao original
lentamente [21]. O comportamento destes materiais pode ser entendido de forma mais
facil através da Figura 2.1, que ilustra como estes trés tipos de materiais se deformam ao
longo do tempo quando submetidos a um esfor¢o do tipo degrau que se inicia no tempo

t; e termina no tempo ty.

Smax| ™"~

gff---

~
7

v

t. t t t t t

i f i f
(a) Diagrama tensaoxtempo (b) Diagrama  deformagcdoxtempo
para um material elastico perfeito

~
Cd

t

i f
(¢) Diagrama  deformagdoxtempo (d) Diagrama  deformagaoxtempo
para um material viscoso perfeito para um material viscoeldstico

Figura 2.1: Diagramas deformagaoxtempo para corpos de diferentes materiais submetidos
a uma dada tensao ao longo do tempo. Adaptado de [22].



Analisando a Figura 2.1, percebe-se que as deformacoes do material viscoeldstico pos-
suem um “atraso”em relacao ao carregamento, o que nao acontece para o material elastico.
Outra forma de se ver esta diferenca de comportamento é através dos graficos tipicos de
histerese para estes dois materiais apresentados na Figura 2.2. Nela pode-se ver que tanto
na fase de carregamento quanto na fase de descarregamento as deformacoes sofridas pelo
material elastico estao no mesmo nivel de tensao, o que nao ocorre para o material vis-
coelastico onde as deformacoes na fase de descarregamento ocorrem em um nivel mais
baixo de tensao. Portanto, ao sofrer deformagoes ciclicas as deformacoes dos materiais
viscoelasticos ocorrem fora de fase do carregamento. Esta é uma das caracteristicas que
tornam interessante a aplicacao deste tipo de material para se incrementar o amorteci-

mento.

G/\ G/

m\/

(a) Material eldstico (b) Material viscoeldstico

Figura 2.2: Diagramas tipicos de histerese.

2.1.1 Equacao constitutiva para materiais viscoeldsticos line-

ares

Como pode ser visto, as tensoes em um corpo de material viscoelastico dependem das
deformagoes experimentadas anteriormente. Christensen [23] mostra que o tensor de

tensoes deste material pode ser escrito da seguinte forma:

O'Z'j(t) = /OOO Ekl(t — T)dez‘kl(T), (2.1)



onde 0;;(t) é o tensor de tensoes do material, e (t) é o histérico de deformacoes, Gijui(t)

é um tensor de quarta ordem, tal que:

t) = Giji(t); (2.2)

Esta funcao (Gyjri(t)) traduz as propriedades mecanicas deste tipo de material e é
denominada funcao de relaxacao.

Sabendo que as deformagoes que acontecerao apds o instante ¢ nao exercem influéncia
sobre as deformacoes deste instante e assumindo que nao hé deformacoes anteriores ao
inicio da contagem do tempo (eg(t) = 0 para t < 0), €y(f) é uma fun¢do continua e
Giijri(t) e sua derivada primeira sdo continuas no intervalo 0 < ¢ < oo, a equacao 2.1 pode
ser escrita como:

3(t) = Gipa©)eu®) + [ eu(t — )4 ar. (23)

A relacao tensao deformacao dada pela equacao 2.3 é uma das formas em que se pode
escrever a equacao constitutiva de materiais viscoelasticos. Outra forma de se escrever
esta relacao é realizando a seguinte mudanca de variaveis a = t — 7 na equacao 2.3 e

integrando por partes obtendo [23]:

o (8) = /0 Gl —a) de’;lé“) da. (2.4)

2.1.2 Moobdulo complexo

Jones [24] mostra que as tensoes e deformagoes em materiais viscoeldsticos submetidos a

um esforco harmonico podem ser escritas como:

o(t) = ope™t = o (t) = ogcos(wt) + i sin(wt)], (2.5)

£(t) = goe™'™" = £(t) = go[cos(wt — V) + i sin(wt — )], (2.6)

onde w é a freqiiéncia, v é a diferenca entre os angulos de fase das tensoes e das de-

formagoes, t é a variavel tempo, o(t) e £(t) sao tensdo solicitante e a deformagao no
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instante t, respectivamente.

Se o(t) = E*e(t) é a relagao tensao/deformacao, pode-se entao escrever:

g o)
(t) N
g %0 cos(wt) + z.s?n(wt) ; (2.7)
g0 | cos(wt — 1) + isin(wt — 1)
E* = ? [cos(¢)) + isin(v)].
0
Definindo o fator de perda como 7 = tan(¢)) tem-se:
sin(¢))  Im(E")
1 cos(v))  Re(E*) (28)
Entao pode-se definir o médulo complexo E* para a freqiiéncia w como:
E* = E*(w);
E*(w) = E'(w) + iE" (w); (2.9)
E(w) = E'(w)(1 +in(w)).

onde E'(w) e E”(w) sao a parte real e a imaginaria de E*(w), respectivamente. Apesar do
moédulo complexo aqui ter sido definido para o modulo de Young, E, as mesmas relacoes
valem para o médulo de cisalhamento, G. Outra importante relagao referente ao modulo

complexo é:

T niwgﬂ(w) G"(w) (2.10)
") =50~ G

2.1.3 Efeito da temperatura

Ao contrario do que ocorre em outros materiais de construgao, os materiais viscoeldsticos
apresentam grande sensibilidade a variagao de temperatura préximas a tempreratura am-
biente [25]. H& quatro regides de temperatura em que os materiais viscoeldsticos podem
estar: regiao vitrea, de transicdo, emborrachada e escoamento. Analisando a Figura 2.3
percebe-se que em temperaturas mais baixas (regido vitrea) o material tende a apresen-
tar baixo fator de perda e o moédulo de elasticidade ou de cisalhamento tem seu valor
maximo. Na regiao de transi¢ao encontra-se o valor méximo do fator de perda e o médulo

de elasticidade ou de cisalhamento possui maior variabilidade. Na regiao emborrachada
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ambas variaveis apresentam pouca variabilidade e na ultima regiao o fator de perda tende

a aumentar enquanto o valor do modulo de elasticidade ou de cisalhamento tende a dimi-

nuir.
N
Vitreo Transicdo Emborrachado Escoamento
G _ § :
- ~ : : e
7 N : 7
/ N\ : /
// \ S~ d
/ f
& N\
Temperatura

Figura 2.3: Diagrama tipico do efeito da temperatura sobre o médulo complexo e o fator
de perda. Adaptado de [25].

Portanto, para fins de amortecimento estrutural, a regiao de trabalho mais atrativa é
a regiao de transicao, por conter o valor maximo do fator de perda e rigidez relativamente

alta.

2.2 Modelos constitutivos

2.2.1 Modelo de Hooke (Eldstico Linear)

O modelo de Hooke (Figura 2.4) define o comportamento eldstico de um material, onde
as tensoes variam linearmente com as deformacoes. A relacao tensaoxdeformacao é dada
pela seguinte equacao:

F(t) = ku(t), (2.11)

onde F(t) é a forga aplicada ao modelo, k a rigidez da mola e u(t) é o deslocamento do

modelo.

Figura 2.4: Modelo de Hooke.
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2.2.2 Modelo de Newton (Viscoso)

O comportamento de materiais viscosos é definido através do modelo de Newton, como o
mostrado na Figura 2.5. Neste modelo a forca varia em fungao da derivada dos desloca-

mentos em relagao ao tempo, como pode ser visto na equagao 2.12.

(2.12)

onde [ é a viscosidade do elemento.

u(t)
[—>

n F(t)

Figura 2.5: Modelo de Newton.

2.2.3 Modelo de Mazxzwell (Viscoeldstico)

Este modelo resume-se na associagao em série de um elemento de Newton e um de Hooke,
como na Figura 2.6, e foi criado inicialmente para explicar a elasticidade de materiais
liquidos. As equacoes de equilibrio e compatibilidade para este modelo sao dadas, respec-

tivamente, por:

F(t> = Feldstico(t> = Fviscoso(t)

= u(t) = Fy E + %H(t)] , (2.13)

U(t) = ueldstico(t) + uviscoso(t)

onde F(t) = FyHd(t) é a forga aplicada ao modelo e H(t) é a funcao degrau tal que:
H(t)=0parat<0e H(t) =1 parat > 0.

Y, [_)
% k n F(t)

Figura 2.6: Modelo de Maxwell.

2.2.4 Modelo de Voigt (Viscoeldstico)

O modelo de Voigt trata do amortecimento por atrito e é representado pela associacao

em paralelo de um elemento de Newton e um de Hooke como ilustra a Figura 2.7. As
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equacoes de equilibrio e compatibilidade deste modelo sao dadas, respectivamente, por:

F(t) = Faastico(t) + Foiscoso(1) — u(t) = % {1 —eap (—%t)] H(t). (2.14)

U(t) = ueldstico(t) = um’scoso(t)

k
g VY
,—)
% -
=

n

Figura 2.7: Modelo de Voigt.

2.2.5 Modelo Linear Padrao (Viscoeldstico)

O modelo Linear Padrao é representado através da associagao em paralelo de um elemento
de Maxwell e um de Hooke como mostra a Figura 2.8. As equacoes de equilibrio e

compatibilidade deste modelo sao dadas, respectivamente, por:

F(t) = Fl(t) + FZ(t) Fy ko k1ks
= [1 Ry k2exp (—Wt)] Hd(t). (2.15)

onde: Fi(t) e uy(t) sdo a for¢a e o deslocamento na mola respectivamente, Fy(t) e us(t)

sao a forca e o deslocamento no modelo de Maxwell, respectivamente e F(t) = FoH (t).

ko o uh)
[—)

F(t)
kq

Figura 2.8: Modelo Linear Padrao.
A resposta deste modelo, u(t), e dos outros modelos descritos quando submetidos a

um carregamento constante no tempo (Teste de Fluéncia), podem ser vistas na Figura

2.9. Observando esta figura pode-se perceber que as respostas dos modelos de Voigt e
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Linear Padrao sao semelhantes ao comportamento de materiais viscoelasticos descrito no

inicio deste capitulo.

N\
= & S
= fb+// Q}$ ‘
=1 % > e
7/
/
7/
7/
7/ .
/
7/
v Hooke

t

Figura 2.9: Resposta para o Teste de fluéncia dos modelos apresentados. Adaptado de
[25].

2.2.6 QOutros modelos para materiais viscoeldsticos

Modelos que consideram o efeito das forcas inerciais necessitam incluir a massa da es-
trutura na sua formulacao. Este é o caso dos modelos MSE, ADF e GHM que serao

apresentados a seguir.

2.2.6.1 Método da energia de deformacao modal - MSE

Johnson e Keinholz [5] propoem uma forma de se obter um fator de perda aproximado
para cada modo de vibragao de uma estrutura mediante uma relagao entre a energia
dissipada e a energia de deformacao do sistema nao amortecido. Para isso inicialmente se

escreve a equacao de movimento nao amortecido da seguinte forma:

Mq(t) + K(w)q(t) = F(t), (2.16)

onde K(w) = Kpgeq(w) + 1K (w) é a matriz de rigidez complexa do sistema, M a matriz
de massa do sistema, q(t) o vetor de deslocamentos e F(t) o vetor de forgas aplicadas no
sistema. Assumindo que as propriedades do sistema sao constantes ao longo da faixa de

freqiiéncias em analise o problema de auto-valor associado a esta equacao é dado por:

KReal(wj)CBj = X?Mé], (217)
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onde ®; € o j-ésimo auto-vetor e >\? é o j-éstmo auto-valor. Entao uma aproximagao do

fator de perda para modo j é dada por:

n; = f (2.18)

2.2.6.2 Modelo do campo de deslocamentos inelasticos - ADF

Uma das possiveis aplicagoes do Método dos Elementos Finitos (MEF) é a modelagem
de materiais viscoelasticos. Neste sentido alguns modelos foram propostos na literatura,
podendo-se destacar o modelo ADF desenvolvido por Lesieutre [10].

Neste modelo, assume-se que o médulo complexo do material é dado por:

i} "L w? 4w
J

onde w ¢ a freqiiéncia, G, A; e (2, sao constantes a determinar. Este método é baseado na
separacao das deformagoes em duas partes, uma elastica e outra ineldstica que representa
a relaxacao do material. Para isso o campo de deslocamentos ¢ é decomposto da seguinte

forma:

g=q+> qf (2.20)
j=1

onde q;-i é a parcela inelastica e ¢¢ a parcela elastica. Escrevendo a equacao de movimento

da seguinte forma:

MG+ D¢+ (K. + K*(w))g=F (2.21)

onde K, e K*(w) sao respectivamente a parte eldstica e a parte viscoeldstica da rigidez do
sistema, M, D, F' e q sao a massa, o amortecimento, a forga e o deslocamento do sistema.
Re-escrevendo a equacao 2.20 em funcao de ¢° e substituindo ¢ em 2.21 por esta nova

equacao tem-se:

Mi+Dg+ (K. + K )g— K> ¢} =F (2.22)

J=1

sendo K, = (1+ > A))K? e K? = GoK,. Trindade [26] escreve um sistema de equagoes
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que descreve as resposta dos graus de liberdade inelasticos da seguinte forma:

C.
Q—JK;q‘;f — Kiq+ CiKiql =0 (2.23)
J

onde C; = (1+ > A;)/A,. Das equagoes 2.22 e 2.23 obtém-se:

Mq+Dq+Kg=F (2.24)
onde:
- M o _ D 0| __ K.+K, K| — F
M = ;D = K = F = ;
0 0 0 D, Ko K 0
C Ch
q=col(q,q},...,q%); D,, = diag —IKZO,...,—KZO :
04 Q,

K., = [_KZm ) _KZo]v Ko = KT Koo = dlag(clKZm ) CnKZo)

ea’

Outro modelo aplicado junto ao MEF que tem tido destaque é o modelo proposto por
Golla, Hughes e McTavish (GHM) [8, 9]. Como este modelo é o foco deste trabalho, ele

serd apresentado de forma mais detalhada no proximo capitulo em separado.
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3 O Modelo GHM

3.1 Deducao do modelo GHM

Seja a equacao constitutiva de materiais viscoelasticos lineares dada por 2.4, re-escrita

abaixo com os indices suprimidos:

o(t) = /0 G(t — a)akd(j)da. (3.1)

Fazendo H(t) = G(t) — G°, onde G° = lim,_,, G(t) a equacao 3.1 fica:

/ [G°+H( )]dil(a)da;

06 )_

o(t) = [G0<>}0+/H(t o) i« da:
o(t) = Ge( /H )d.

Considerando que no instante inicial o corpo estd em respouso entao:

+ /0 tH(t —a) d;? da, (3.3)

aplicando a transformada de Laplace nesta equacao chega-se a:

o(s) = G%(s) + [se(s) + €(0)] H(s);
o(s) = GOe(s) + se()H(5); (3.4)
o(s) =[G+ sH(s)]e(s).

Assumindo que h(s) = sH(s) a equagao 3.4 fica:

o(s) = [G° + h(s))e(s). (3.5)

onde h(s) é a funcao de relaxagao associada aos efeitos de dissipacao de energia. Segundo
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Golla et al [8], a funcao h(s) é dada por:

hs) = 3 2l T 0is), (36)

onde as constantes o, 3; e 6; dependem do material. Estas constantes sao obtidas através
de resultados experimentais utilizando técnicas para ajuste de curvas.

Para inserir a equagao constitutiva do material (equagao 3.5) em um modelo de ele-
mentos finitos deve-se primeiramente escrever a equacao de movimento no dominio de

Laplace. Partindo da equacao de movimento escrita da seguinte forma

Mq(t) + Dq(t) + Kq(t) = f(b), (3.7)

onde: M, D e K sado a massa, o amortecimento e a rigidez do sistema e ¢(t) e f(t) sdo o
deslocamento e as forgas externas atuantes no sistema em funcao do tempo. Aplica-se a

transformada de Laplace nesta equagao obtendo:

M(s%q(s) — sq(0) — 4(0)) + D(sq(s) — q(0)) + Kq(s) = f(s);

(3.8)
{Ms?+ Ds + K}q(s) = f(s) + M(sq(0) — 4(0)) + Dq(0).

Considerando que a estrutura estda em repouso no instante de tempo t = 0 a equagao

3.8 se reduz a:

{Ms*+ Ds+ K}q(s) = f(s). (3.9)

Assumindo que o sistema contenha elementos eldsticos e viscoelasticos a rigidez K

pode ser decomposta em:

K=K, + K,(s), (3.10)

onde: K, é a rigidez da parte eldstica e K,(s) = [G° + h(s)]K, ¢é a rigidez da parte

viscoeldstica. Substituindo a equagao 3.10 em 3.9 tem-se:

{Ms? + Ds+ K.+ (G° + h(s)) K, }q(s) = f(s),

(3.11)
{Ms®+ Ds + K.+ KJ}q(s) + K,h(s)q(s) = f(s),

onde K? = K,G°.
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Escrevendo a série h(s) com apenas um termo e a variavel de dissipa¢do no dominio

de Laplace z(s) como:

J

== A2
9) = g5l (312)
pode-se escrever a identidade:
() = 2s) =a(e) ~ 5o sals)
1 — 4 s+ Bs+ o)
)
( 1 ps+o) 1) (3.13)
_ 82_‘_768 (5>
TS24 Bst o)
Substituindo este resultado na equacao 3.11 chega-se a:
{Ms*+ Ds+ K, + K}q(s) + Kyalq(s) — z(s)] = f(s). (3.14)
Com as equagoes 3.12 e 3.14 pode-se montar o seguinte sistema de equacoes:
{Ms* + Ds + K, + K,(G° + a)}q(s) — K,az(s) = f(s)
(3.15)

(564 1) sl - a1 =0

Multiplicando a segunda equacao do sistema anterior por a K, e aplicando a transformada

de Laplace inversa no sistema, levando em conta as condigoes iniciais chega-se a:

M(t) + Dg(t) + [K. + Ko (G° 4+ a)]q(t) — K,az(t) = f(t)

N of (3.16)
SKvé(t) + TKDZ(t) + aK,z(t) — aK,q(t) =0

Escrevendo o sistema de equacoes 3.16 em notacao matricial tem-se:

M 0 q(t) N D 0 q(t) N K*  —akK, q(t) _ f(t)

0 2K,| | 2() 0 2LK,| |2 —aK, K, | |z o[

onde K* = K, + K® e K> = K,(G° + a). Considerando somente a parte viscoeldstica e
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desprezando o amortecimento viscoso tem-se:

M 0 q(t) N 0 0 q(t) N K, (G +a) —aky| Ja(t) | _ ) ()
0 2K,| |£(t) 0 2LK,| |21 —alkK, K, 2(t) 0
(3.18)

Ao generalizar o sistema 3.18 para varios graus de liberdade o termo K, passa a incluir
modos relativos & movimentos de corpo rigido. Golla [8] modifica esta equacao para
retirar forcas de amortecimento associadas a movimentos de corpo rigido fatorando K,

da seguinte maneira:

K, = TTAT (3.19)

onde A é uma matriz diagonal composta pelos auto-valores nao nulos da matriz de rigidez
elastica normalizada em relacao ao modulo de Young e T é a matriz de auto-vetores

correspondente aos auto-valores nao nulos. Assumindo R = TAY? e Z = Rz tem-se:

Mcand + Dagnd + Kennd = Fanu (3.20)
onde:
M 0]
Mecum = a_ | (3.21)
0 —I
0
D 0 o] (3.22)
GHM = : .
0
o A
K,(G'+a) —aR
Keum = . , (3.23)
—aR ol

Foun = , (3.24)

d= . (3.25)
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Como pode ser visto nas equacoes 3.6 e 3.20 a quantidade de graus de liberdade dissi-
pativos associados aos elementos viscoeldsticos depende do niimero de termos utilizados
na fungao de relaxacao h(s) e do nimero de movimentos de corpo rigido. Por exemplo,
um elemento de portico espacial eldstico possui 12 graus de liberdade e 6 movimentos de
corpo-livre, sendo assim o numero de graus de liberdade dissipativos é: 12 — 6 = 6. A
ordem (n) das matrizes de massa, rigidez e amortecimento do elemento viscoelastico fica
entao: n =12+ 6 = 18.

Observa-se da equacao 3.20 que, uma vez conhecida a matriz de rigidez e massa para
um elemento finito constituido de material elastico, a obtencao da matriz de massa, rigidez
e amortecimento do correspondente elemento viscoelastico é direta, bastando para isso
também se conhecer os parametros G°, o, 8 e § que definem o comportamento do MVE.

A Figura 3.1 traz uma representacao do modelo GHM com um grau de liberdade
através de uma associacao de molas eldsticas e amortecedores viscosos, onde k; = (E° +

af

a)K, ky = aK, 7 = —K, g1 = $K e m é a massa do sistema. Percebe-se que

4]

ha semelhancas entre o modelo apresentado nesta figura com aqueles apresentados na
secao 2.2, onde mais uma vez pode-se constatar que a utilizagao de associacoes de molas
e amortecedores viscosos para simular o comportamento de materiais viscoelasticos é
adequada.

z(t)
, 2 ] o o q(t)
,ﬁ

—

F(t)

K1

Figura 3.1: Interpretacdo do GHM para 1 grau de liberdade. Adaptado de [11].

3.2 Determinacao dos parametros do modelo GHM

Como pode ser visto, o modelo GHM depende dos parametros G°, o, 3 e § para modelar
o comportamento de MVEs. Portanto a qualidade destes é mandatoria para que o modelo
seja capaz de produzir bons resultados. Isto posto, nesta se¢ao serao abordados alguns
métodos experimentais para caracterizacao de MVEs e o processo para determinacao dos

parametros do modelo GHM.
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3.2.1 Caracterizacao dos materiais viscoeldsticos

Os métodos de ensaio para caracterizacao de MVEs descritos nesta secao sao: Padrao
ASTM, Método Indireto e Método Direto [16]. Estes métodos consistem basicamente em
registrar-se, em uma dada temperatura, os deslocamentos e agoes externas ao longo do
tempo, submetendo um corpo-de-prova a deformagoes de cisalhamento ou normal [24].
O Método Padrao ASTM utiliza barras metalicas para simular vigas engastadas-livre
como pode ser visto na Figura 3.2. Este método resume-se em aplicar um impacto nas
vigas metalica e sanduiche para capturar suas respostas ao longo do tempo. Com estas
respostas calculam-se as freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento para entao se

obter o modulo dinamico de cisalhamento e o fator de perda pelas férmulas:

]

Viga metalica

]

I

Viga sanduiche

Figura 3.2: Secoes longitudinais das vigas utilizadas pelo método padrao ASTM.

G — (A—B) —2(A—B>2 —2(A7]3n)2 ElHlHQ(In'
2n —

(1-24+ A2£)2+4(An3n)2 Ly (3.26)
T AT B 2(A— B)2 — 2(Ang)?
2
Wsn B 1 H, P2 ,
de: A= () Q4 ph)2 B= - hy= 2, P2 dulo d
onde (wm) 2+p 2)2 sarm? T m, p o G o médulo de

cisalhamento, n o fator de perda, p a densidade, £ o médulo de Young, w a freqiiéncia,
a o coeficiente, L. o comprimento da viga e H a espessura da viga. E os indices 1,
2, e 3 referem-se a viga metdlica base, o material viscoelastico e a viga de restri¢ao
respectivamente [16].

No Método Indireto uma massa suspensa ¢é presa a um excitador através de amostras
de MVE, conforme a Figura 3.3, e sao medidas as aceleracoes do excitador e da massa

suspensa. O médulo de cisalhamento complexo do MVE é entao calculado pela expressao
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[27]:
_ K(w)h
Gw) = T (3.27)
Hypy(w) — 1 (W) .
onde: K (w) = w*m—2"L _— H, (w) = =222 m é a massa do bloco suspenso, w a
) Hyy(w) ) Syy(w)

freqiiéncia de excitacdo, S,y(w) a densidade espectral cruzada, S,,(w) a densidade auto-
espectral e b, h e [ sao respectivamente o comprimento, a espessura e a largura total das
amostras de MVE.

=

acelerbmetro

— | <l

excitador

Figura 3.3: Aparato experimental utilizado no Método Indireto.

Faisca [16] desenvolveu em sua dissertacao de mestrado o Método Direto, que se di-
ferencia do Indireto por medir diretamente tanto a resposta do sistema quanto a forca

aplicada (ver Figura 3.4). A rigidez complexa do material pode ser obtida pela formula:

1
K(w) = w?m + :

s (wl)qxf () (3.28)
o) = 5,y

S, . . , .
onde: H,y(w) = 2l e S, 7 e Syy sao obtidos através de um acelerometro acoplado a massa

Str

suspensa e da célula de carga [16].

excitador

\ z
L] Célula de carga

v |:| 7
\ acelerdmetro

[ 1

base rigida

T~

Figura 3.4: Aparato experimental utilizado no Método Direto.

Silva [17] em sua dissertacdo de mestrado realizou uma comparacdo entre os resul-
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tados de caracterizacao de um material viscoelastico obtidos através de ensaios segundo
os métodos Padrao ASTM e Direto, utilizando sensores sem contato. Neste trabalho foi
possivel constatar que estas duas metodologias de ensaio produzem resultados semelhan-

tes.

3.2.2 Ajuste dos parametros do modelo GHM

Ap6s determinar experimentalmente os valores do médulo de armazenamento e do fator
de perda pode-se ajustar as curvas da parte real do mdédulo complexo e do fator de
perda para os pontos obtidos nos ensaios. Para o caso da formulacao GHM, o médulo de

cisalhamento complexo é dado por:

G"(w) = G'(w)(1 + in(w));
G*(w) = G° + h(s);

N (3.29)
a;(s* + Bjs)
G*(W> — GO 4 J J 7
; s+ ﬁjs + (53'
adotando somente o primeiro termo da série h(s) tem-se:
—w? + ifw)
oWy =04 T . 3.30
() * —w? +ifw+6 (3:30)

Separando as partes real e imaginaria da equacao anterior chega-se as seguintes fungoes

de G'(w) e n(w):

wiw? =5+ 5%

! _ 0
G'(w)=G +a(5—w2)2—|—52w2’

(3.31)

B afow 1
1) = (52 1 p? Gr(w)’

(3.32)

que sao as fungoes a serem utilizadas para determinar as constantes do modelo GHM. Caso
as expressoes para o GHM sejam desenvolvidas para o modulo de Young, as equagoes 3.31

e 3.32 seriam escritas na férma

w(w? =+ 3?)
(6 — w?)? + fPw?’

F'(w)=E"+« (3.33)
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afow 1

n(w) = 622+ Pl B(w) (3.34)

Analisando as equacoes 3.31 a 3.34 pode-se perceber que as curvas para o modulo de
armazenamento e o fator de perda possuem os mesmos coeficientes. Portanto o ajuste des-
tas curvas nao é trivial, neste caso as duas curvas devem ser ajustadas simultaneamente.
Este ajuste pode-ser realizado, por exemplo, segundo o método dos minimos quadrados

nao-linear [28, 29] ou via algoritmos genéticos [11].

3.3 Validacao do modelo GHM

Com o objetivo de verificar a acuracia do modelo, comparagoes entre resultados tedricos
e aqueles obtidos via GHM serao analisados. Para tanto, foram avaliadas computacio-
nalmente as barras mostradas na Figura 3.5 com os carregamentos nelas indicados e as
seguintes dimensoes para comprimento, altura e largura: 1,00m, 0, 30m e 0, 15m, respec-

tivamente.

S

P(t) = 1,0.sen(wt) kN

2y,

P(t) = 1,0.sen(wt) kN

(a) Estrutura com carregamento transversal (b) Estrutura com carregamento axial

Figura 3.5: Estruturas e carregamento utilizados para os testes de validacao.

Estas barras sao constituidas de material viscoeldstico com as caracteristicas mecanicas
descritas na Tabela 3.1. As curvas para G’(w) e n(w) obtidas com estes parametros deste
material encontram-se na Figura 3.6.

Estas estruturas foram modeladas por diferentes classes de elementos finitos e seus
resultados no dominio da freqiiéncia sao comparados com valores tedricos, que serao mos-

trados a seguir.
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Tabela 3.1: Caracteristicas mecanicas adotadas na estrutura dos testes de validacao.

Constante Valor
p 1.102kg/m?
v 0,25
EO 1,0 MPa
« 5,0 MPa
B 6,0.103s71
5 1,2.100572

eta(omega)

. . . .
10’ 10° 10° 10 10° 10
Frequéncia (rad/s) Frequiéncia (rad/s)

(a) Funcdo G’ (w) (b) Funcao n(w)

Figura 3.6: Curvas das fungoes G'(w) e n(w) do MVE utilizado nos testes de validagao.

3.3.1 FElemento de Trelica

A discretizacdo da barra da Figura 3.5(b) em elementos de treliga leva ao modelo mos-

trado na Figura 3.7. Nesta figura apresenta-se o modelo com cinco elementos na sua

discretizacao.
d, d, dy d, de de
. < < - °
] no 1 no 2 né 3 no 4 né 5 no 6

Figura 3.7: Viga discretizada em elementos de trelica.

Caso o material que compusesse a barra fosse puramente elastico, partindo-se das
bem conhecidas matrizes de massa e rigidez para um elemento de treliga (Figura 3.8),

mostradas nas equagoes 3.35 e 3.36, respectivamente,

ds da
,n

®
[
v

1 noé 2

o

Figura 3.8: Elemento de treliga.
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FA|1 -1
K, - 24 , (3.35)
L 1.1 1
AL |2 1
M, = 2% (3.36)
6 |1 2

Através do acoplamento cldssico de matrizes do MEF, seria facilmente possivel se
montar as matrizes de massa e rigidez do sistema, conforme sugere as equagoes 3.37 e

3.38, respectivamente

N© de elementos

K= ) K (3.37)

i=1

NPO de elementos

M= > M, (3.38)

i=1
NO de elementos

onde Z indica o somatoério das contribuicoes de cada elemento da discretizacao
para a forri;z;(;éo da matriz global segundo suas concectividades.

Usando esta mesma formulac¢do (aqui denominada formulacao cléssica) para modelar
uma trelica constituida de material viscoelastico, basta lembrar que o médulo de elas-

ticidade deixa de ser uma constante e passa a ser um complexo (médulo complexo) e

dependente da freqiiéncia. Assim, a matriz de rigidez de elemento viscoelastico fica:

AL —1
Kel,das(w) =F (W)Z s (339)
-1 1
Ell/
lembrando que E*(w) = E'(w) +iE"(w) e n(w) = 7 onde E'(w) e n(w) sao dados pelas
equacoes 3.33 e 3.34. Neste caso, obviamente, matriz de rigidez do sistema também fica
dependente da freqiiéncia.
Solugoes no dominio do tempo para a formulacao classica nao sao triviais, uma vez que
o médulo complexo é dependente da freqiiéncia. Entretanto, para solugoes no dominio
da freqiiéncia, onde, por exemplo, calcula-se a amplitude do deslocamento horizontal da
extremidade livre da barra para um carregamento harmonico como mostrado na Figura

3.5(b), a solucao na formulagao cléssica torna-se bastante simples. Partindo da equagao
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matricial de equilibrio para o modelo da Figura 3.7, para um carregamento harmonico, e

das equagoes 3.37 e 3.38 pode-se chegar facilmente a:

d= [KClCLS(w> - W2Mclas]_1f7 (340)

onde f s € 0 vetor de forcas aplicado a estrutura, K.,s € M.s sa0 as matrizes de rigidez
e massa globais do sistema para a formulagao clédssica, respectivamente.

Na modelagem desta mesma barra via GHM, inicialmente é necesséario se calcular as
matrizes para elementos viscoelasticos. Para tanto seguindo-se os passos apresentados na

secao 3.1.

1. Determinagao do niimero de graus de liberdade dissipadores
Da Figura 3.8, observa-se dois graus de liberdade (GL) fisicos. Como o ntimero de GLs
dissipadores ¢ igual ao nimero de GLs fisicos menos o nimero de GLs de corpo rigido,
para o presente caso chega-se a: 2GLs fisicos - 1 GL de corpo rigido = 1 GL dissipador.
Uma ilustracao do modelo de elemento de trelica viscoeldstica é mostrado esquema-
ticamente na Figura 3.9, nessa figura o grau de liberdade dissipador z; nao tem sentido
fisico.

d’l / d2

N
7

N
7

1 né 2

o

n

Figura 3.9: Elemento de trelica viscoelastica segundo a formuacao GHM.

2. Determinacao das matrizes de elemento do modelo elastico

Estas matrizes estao mostradas nas equagoes 3.35 e 3.36.

3. Determinagao das matrizes T e A
Sabendo que A é uma matriz diagonal composta pelos auto-valores nao nulos da matriz
de rigidez eldstica normalizada em relacao ao médulo de Young (K,) e T é a matriz com

os correspondentes auto-vetores. Neste caso estas duas matrizes sao:

A =2 (3.41)



29

2 1—-1
T V2 , (3.42)
2 11
_ A
onde x* = 2.
4. Determinacao da matriz R
De posse destas duas matrizes pode-se montar a matriz R da seguinte forma:
R = TAz,
2 |—1
R_ V2 2,
2 1 (3.43)
-1
R = X
1

5. Determinacao das matrizes para elementos viscoelasticos
Aplicando as equagoes 3.21, 3.22 e 3.23 chega-se as matrizes locais para o elemento de

trelica viscoelastica formulado via GHM:

(E'+a) —X*(E°+a) xa

Kacav = | —x*(E°+a) X*(E°+a) —xaf, (3.44)
o —x oY
AL pAL
R
Me.cum = ’)ATL ’)A?L 0f, (3.45)
0 0 =
00 O
Daguv =10 0 0. (3.46)
afB
00

6. Determinagao das matrizes globais do sistema
De posse das matrizes de elemento, aplica-se as equacoes 3.37 e 3.38 para se obter as
matrizes globais do sistema obtidas via GHM.
A solucao no tempo dos problemas envolvendo MVEs formulados via GHM nao ofe-

recem complicagoes adicionais, uma vez que as matrizes agora envolvidas no problema
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sao constantes e independentes da frequiéncia. Entretanto, visando comparar o com-
portamento dos modelos computacionais obtidos para a trelica da Figura 3.5(b) com a
aplicagao do GHM e via formulagao cldssica optou-se aqui para uma analise no dominio
da freqiiéncia. Partindo da equacao matricial de equilibrio para o modelo da Figura 3.10

e das equacoes 3.37 e 3.38 pode-se chegar a:

d1 Z1 d2 22 d3 23 d4 Z4 d5 Z d6
il S S S S

Nn(ﬂ né 2 n6 3 né 4 n6 5 né 6

Figura 3.10: Viga discretizada em elementos de trelica viscoelastica via GHM.

d | ) it
= [Kgum + iwDeapy — w’Mep] of (3.47)
Z

onde Kgpyar, Darnm € Maray sao respectivamente as matrizes globais de rigidez, amor-
tecimento e massa do sistema segundo a formulagoa GHM.
As diferengas bésicas entre a equacao 3.47 (formulagado GHM) e a equacao 3.40 (for-

mulagao classica) sao:

a) As matrizes da equagdo 3.47 possuem linhas e colunas adicionais relativas aos GLs

dissipadores;

b) O vetor de deslocamentos da equagao 3.47 é acrescido dos graus de liberdade dissipa-

dores;

(1399}

c) O vetor de forga da equagao 3.47 é acrescido de “n” linhas nulas, relativas aos “n

GLs dissipadores que por nao terem sentido fisico, nao possuem forgas atuantes;

d) A matriz do sistema de rigidez obtida para a equagao 3.47 é constante para qualquer
valor de frequiéncia, diferentemente da matriz de rigidez da equacao 3.40 que, numa

varredura em freqiiéncia requer sua atualizacao em funcao de w.

Entretanto, tanto a equacao 3.47 quanto a equacao 3.40, devem fornecer os mesmos va-
lores de deslocamentos, quer seja no dominio do tempo quer seja no dominio da freqiiéncia,
para um mesmo carregamento.

Com as equacoes 3.40 e 3.47 e malhas semelhantes as apresentadas nas Figuras 3.7 e

3.10, pode-se tracar os graficos Freqiiéncia de excitacaox Amplitude do GL horizontal da
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extremidade da trelica para os diferentes niveis de discretizacao em funcao da freqiiéncia,
variando w de 0 a 2000 rad/s. Analisando a Figura 3.11 percebe-se que as respostas dos
modelos com formulagao classica e via GHM sao praticamente idénticas. Ainda nesta
figura pode-se ver que conforme a malha é refinada a resposta do modelo GHM apresenta

pequenas perturbagoes de ordem numérica a partir de 200 rad/s aproximadamente.

3.3.2 FElemento de Portico Plano

A Figura 3.12 traz uma ilustracao de elementos de poértico plano viscoeldstico para a
formulagao classica e via GHM. Como pode ser visto, a formulagao via GHM possui 3
graus de liberdade dissipativos totalizando 9 graus de liberdade por elemento.

Os modelos das Figuras 3.13 e 3.14 mostram, respectivamente, as discretizacoes com
cinco elementos de pértico plano via formulagao classica (com 18 GLs) e a via GHM (com
18 GLs fisicos mais 15 GLs dissipadores).

Para uma formulacao classica, as matrizes de elementos de portico plano obtidas para

uma discretizacao com cinco elementos sao mostrados nas equacoes 3.48 e 3.49.

[0, 2250 0 0 —0,2250 0 0
0,5062 0,0506 0 —0,5062  0,0506
0,0067 0 —0,0506  0,0033
K. cias(w) = E*(w) ; (3.48)
0, 2250 0 0
sim. 0,5062  —0,0506
i 0,0067 |
(3, 3060 0 0 1,6530 0 0o ]
3,6838 0,1039 0 1,2752 —0,0614
0,0038 0 0,0614 —0,0028
Mel,clas = . (349)
3, 3060 0 0
sim. 3,6838 —0,1039
L 0,0038 |

Partindo das matrizes obtidas para a formulacao cléssica e aplicando uma seqiiéncia
de procedimentos andlogos aqueles apresentados na se¢ao anterior, pode-se escrever as

matrizes para elementos de poértico plano viscoelasticos, formulados via GHM para o
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25 ; . .
Classica
- = =GHM
20t 1
E 150 il
£
(9]
e}
2
g
E 10p 1
51 il
0 L L -
10' 10? 10°
Freqiiéncia (rad/s)
(a) Malha com 1 elemento
25 ; . .
Classica
- = = GHM
20t .
T 456 ,
£
[}
el
2
g
£ 10f .
51 ,
0 . . =
10’ 10° 10°
Frequliéncia (rad/s)
(b) Malha com 5 elementos
25 . . .
Classica
- = = GHM
20 g
T 45l ,
R
()
el
2
g
E 10f g
5- ,
0 : :
10’ 107 10°

Freqléncia (rad/s)

(c¢) Malha com 10 elementos

Figura 3.11: Analise de convergéncia para malhas de elementos de treliga solicitados a
tragao.
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)
4

/ né 1 /'néz / né 1 / noé 2
I d3 1 d6 [ d3 ¥ d6

(a) Elemento segundo a formulagéo cldssica (b) Elemento formulado via GHM
Figura 3.12: Elementos de portico plano viscoelasticos.
d, TdS Tda dys Tdm wa
\ ° o °
© d3 ¥ d6 1« dg ¥ d12 1K d15 1K d18

Figura 3.13: Discretizagao da viga com cinco elementos de pdértico plano viscoeldstico
segundo a formulacao classica.

d d d d d
5 8 1 14 17
Zg Zg Z1 Z14

J \I/, 24\1/26 27\1/,29 Z1O\T/,Z12 213\T/.Z15

/§T y d, V' d, V' dy _7= dps d/>=”f’5
4 7 10 13 1
1K dG “ d9 [ d12 1 d15 I d18

Figura 3.14: Discretizacao da viga com cinco elementos de pértico plano viscoeldstico via
formulacao GHM.

modelo da Figura 3.14:

1, 3500 0 0 —1,3500 0 0 0 2,3717 0
3,0375  0,3037 0 —3,0375  0,3037 —3,5576 0 0
0,0405 0 —0,3037  0,0203 —0,3558 0 0,2054
1,3500 0 0 0 —2,3717 0
K. cuv = 3,0375  —0,3037  3,5576 0 0 |; (350
0,0405  —0,3558 0 —0,2054
sim. 5,0000 0 0
5,0000 0
I 5,0000 |
3, 3060 0 0 1,6530 0 0 0 0 o
3,6838 0,1039 0 1,2752  —0,0614 0 0 0
0,0038 0  0,0614 —0,0028 0 0 0
3,3060 0 0 0 0 0
M. crn = 3,6838 —0,1039 0 0 E (3.51)
0,0038 0 0 0
sim. 4,1667 0 0
4,1667 0
I 4,1667
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D, cun = diag(0,0,0,0,0,0,25000, 25000, 25000). (3.52)

Também de forma analoga, as equagoes 3.40 e 3.47 podem ser obtidas para os modelos
das figuras 3.13 e 3.14. As respostas para as duas formulacoes e trés niveis de discretizacao
podem ser vistas na Figura 3.15. Nesta figura, as respostas para a estrutura da Figura
3.5(b) (viga com carregamento axial) estdo apresentadas na primeira coluna de graficos,
ja as respostas para a estrutura mostrada na Figura 3.5(a) (carregamento transversal) sao
mostradas na segunda coluna.

Em todos os casos analisados, observa-se uma excelente concordancia entre os resulta-
dos para a formulagao classica e as respectivas respostas obtidas via GHM. Obviamente
os resultados obtidos para o carregamento axial sao idénticas aos apresentados para os

respectivos modelos de trelica mostrados na secao anterior.

3.3.3 FElemento de Portico Espacial

As representagoes dos elementos de pértico espacial viscoelastico derivados das formulagoes
classica e via GHM podem ser vistas na Figura 3.16. Como pode ser observado, o elemento
viscoelastico obtido via GHM apresenta 6 GLs dissipativos, além dos fisicos.

As Figuras 3.17 e 3.18 mostram exemplos das discretizagoes das vigas da Figura 3.5
com 5 elementos viscoelasticos formulados da forma cléssica e via GHM, respectivamente.
A malha da Figura 3.17 possui 36 GLs fisicos, ja a da Figura 3.18, além dos GLs fisicos,
ha 30 GLs dissipativos.

De forma semelhante as matrizes elasticas de elementos para a formulacao classica
sao o ponto de partida para obtencao das matrizes viscoelasticas de elementos via GHM.
Aplicando um procedimento andlogo ao apresentado para elementos de trelica e com a
discretizacao da Figura 3.18, chega-se as seguintes matrizes de rigidez, massa e amorteci-

mento para os elementos:
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Figura 3.15: Anélise de convergéncia para malhas de elementos de portico plano solicitadas

a tragao e flexao.
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TdG Tdu Tde Td12
d d d Z3 24 d
dy dio d; Z1Sk,ze dio
dy / né 1 / 2 d, d, / né 1 / o2 .
d, dg d d
7 Z 7

5 ¥ dy

(a) Elemento segundo a formulagao cléssica (b) Elemento formulado via GHM

Figura 3.16: Elementos de portico espacial viscoelasticos.

ne LX) —> ——» nc’JIZ/d _a7> - né‘3/ —> i né‘4/‘—> —» n65/‘—> —» noe/‘—> —»

|l/ds Il/du Il/dw I!/dza 1/dzg |1/d

Figura 3.17: Discretizagao da viga com elementos de portico espacial viscoelastico segundo
a formulacao classica.

ds T me me dzaT daoT dseT
dy Z3 24 dg Z9 Zy dis Z15 Z1p day Z3 Zp» dyr Zy7 Zag day
Z2 § z Zs5 T Zg Z1 T Z14 Z17 T Z20 223 T 226 Z29 T
Z4 Z6 ;N Z7 Z12 _ Z13 Z18 ;N Z19 Z24 _ Z25 Z30 2
né 1 —> T n62, —> = n63, —> = nod s —> = n65,/ —> = N6 /S —> e
O dy 4 d; 10 dyz 16 dyg 22 dys 28 dyy 34
dZ dS dTé d?ﬁ d32

dZU

Figura 3.18: Discretizacao da viga com elementos de portico espacial viscoeldstico via
formulacao GHM.
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Novamente, de forma analoga, as equacoes 3.40 e 3.47 podem ser obtidas para os
modelos das figuras 3.17 e 3.18. As respostas para estas formulagoes em trés niveis de
discretizacao encontram-se na Figura 3.19. Nesta figura, as respostas para a estrutura
com carregamento axial encontram-se na primeira coluna de graficos e as respostas para
a estrutura mostrada carregada transversalmente estao na segunda coluna. Assim como
nos elementos de trelica e pértico plano, em todos os casos analisados, observa-se uma

excelente concordancia entre os resultados obtidos através das duas formulagoes.

3.3.4 Elemento Triangular Linear (CST)

Os elementos CST utilizados nesta andlise estao ilustrados na Figura 3.20. Tratam-se de
elementos planos bidimensionais, com 6 graus de liberdade fisicos e, para o formulado via
GHM, 3 graus de liberdade dissipadores.

A Figura 3.21 traz um exemplo de discretizagao de parte das vigas da Figura 3.5, utili-
zando elementos CST viscoelasticos formulados via GHM. Seguindo uma marcha analoga
aquela apresentada para os demais elementos finitos descritos anteriormente, pode-se ob-

ter as matrizes para elementos CST viscoelasticos com formulagao GHM:
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Figura 3.19: Analise de convergéncia para malhas de elementos de portico espacial solici-

tadas a tracao e flexao.
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dg de
ds ds
n3 g5 n3 g5
d, d,
d, d,
d, d,
E— d — d
né 1 3 né 1 3
E— _—>
né 2 né 2
(a) Elemento segundo a formulagao cldssica (b) Elemento formulado via GHM

Figura 3.20: Elementos triangulares lineares viscoeldsticos.

Td 26
d
3 25
—_

Td 22 Td 24
1

Figura 3.21: Discretizagao da viga com 16 elementos CST viscoelasticos formulados via
GHM (sem escala).

[0,3100 0,1250 0,1900 —0,0250 —0,5000 —0,1000 0,1409  1,1180  0,5293 |
0,6892 0,0250 0,6442 —0,1500 —1,3333 1,8257  0,3354 —0,0136

0,3100 —0,1250 —0,5000 0,1000 —0,1409 1,1181  —0,5293

0,6892  0,1500 —1,3333 11,8257 —0,3354 —0,0136

K. cum= 1,000 0 0 —2,2361 0o | .06
2,6667 —3,6514 0 0,0272
sim. 5,0000 0 0
5,0000 0
5,0000 |

(3.56)
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[1,0331  o© 0 0 0 0 0 0 0
1,0331 0 0 0 0 0 0 0
1,0331 0 0 0 0 0 0
1,0331 0 0 0 0 0
M. cum = 1,0331 0 0 0 o | (3.57)
1,0331 0 0 0
sim. 41,1667 0 0
4,1667 0
i 4,1667]
Dacum = diag(0,0,0,0,0,0,25000, 25000, 25000) (3.58)

Como pode-se notar, a matriz de massa adotada para este elemento é do tipo discreta,
ao contrario dos outros elementos apresentados anteriormente que utilizam a matrizes de
massa consistentes.

Apéds a obtengao das matrizes globais para uma modelagem classica e via GHM com
elementos CST, as solucoes para a estrutura da Figura 3.5 podem ser obtidas mais uma
vez. Observa-se da Figura 3.22 que na medida em que as malhas de elementos finitos sao
refinadas, os resultados da formulagao classica e via GHM tendem a ficar mais coinciden-

tes.

3.3.5 FElemento Tetraédrico Linear (T4)

Com o intuito de realizar analises em problemas com geometria complexa também foram
estudados os elementos tetraédricos lineares. Os elementos utilizados na andlise desta
secao estao ilustrados na Figura 3.23, tratam-se de elementos sélidos com quatro nés e 3
graus de liberdade fisicos por né. Para o elemento formulado via GHM, além dos graus
de liberdade fisicos, hé 6 graus de liberdade de dissipacao por elemento, fazendo um total
de 18 graus de liberdade em cada elemento.

Para realizar a discretizacao das barras da Figura 3.5 foram utilizadas malhas de
elementos finitos que dividem o dominio em paralelepipedos regulares, sendo cada para-
lelepipedo composto por 5 elementos tetraédricos como pode ser visto na Figura 3.24.

Discretizando a estrutura da Figura 3.5 com uma malha do tipo 2x1x6, isto é, com
duas divisoes na horizontal, uma na vertical e seis no comprimento conforme ilustra a

Figura 3.25, pode-se escrever as seguintes matrizes de rigidez, amortecimento e massa
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Figura 3.22: Anélise de convergéncia para malhas de elementos triangulares lineares soli-

citadas a tracao e flexao.
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(a) Elemento segundo a formulagao cldssica (b) Elemento formulado via GHM

Figura 3.23: Elementos tetraédricos lineares (T4) viscoelasticos.

Figura 3.24: Discretizacao de um paralelepipedo com cinco elementos tetraédricos lineares.

locais para o elemento viscoelastico segundo a formulacao GHM, apds os desenvolvimen-
tos matematicos comuns a todos os elementos finitos viscoelasticos modelados via GHM

mostrados anteriomente, conforme abaixo:

—

Figura 3.25: Discretizacao da viga com uma malha do tipo 2x1x6 de elementos T4.
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Obtendo as matrizes globais para uma modelagem classica e via GHM com elementos
T4, pode-se calcular as respostas para a estrutura ilustrada na Figura 3.5. Observa-se
da Figura 3.26 que na medida em que se realiza o refinamento das malhas de elementos

finitos, os resultados da formulacao classica e via GHM convergem entre si.

3.3.6 Andlise geral dos modelos construidos via GHM

Analisando as figuras 3.11, 3.15, 3.19, 3.22 e 3.26 nota-se que as respostas para o caso da
barra solicitada a tragao sao semelhantes para todos os elementos estudados. Ja para o
caso da barra solicitada por flexao, os elementos de barra convergem mais rapidamente
para a solucao classica do que os elementos CST e T4.

A fim de permitir uma melhor visualizacao, a Figura 3.27 mostra graficos com as
comparagoes entre respostas das malhas mais refinadas de elementos finitos discutidas
anteriormente. Observando esta figura percebe-se, no caso da barra sujeita a tracao,
todos os elementos apresentam boa correlacao com a resposta classica. Para o caso da
barra solicitada a flexao, a resposta da malha com elementos tetraédricos na porg¢ao inicial
do intervalo de freqiiéncias considerado estd em um nivel inferior ao das outras malhas.
Contudo como pode ser visto na Figura 3.26, a resposta do modelo converge para a classica,
sendo necessario entao uma malha mais refinada para se obter o mesmo desempenho das

outras malhas.
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Figura 3.26: Anélise de convergéncia para malhas de elementos tetraédricos lineares soli-
citadas a tracao e flexao.
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Figura 3.27: Comparacdo entre os resultados dos elementos estudados (graficos log-
normal).

A Figura 5.2 traz os mesmos graficos mostrados anteriormente, agora em escala log-
log. Nestes graficos pode-se ver mais facilmente que as perturbacoes numéricas em altas
freqiiéncias que ocorrem para todos os elementos.

Pela natureza dos problemas estudados ao se utilizar os elementos CST e T4 sao
necessarias malhas mais refinadas para se obter resultados no mesmo nivel de precisao dos
outros elementos. Esse aumento no niimero de elementos, conseqiientemente no ntimero
de graus de liberdade do problema, aumentando a exposicao dos algoritmos utilizados
na simulagao numérica a propagacgao de erros numéricos. Destaca-se que, do ponto de
vista pratico, estas diferencas numéricas sao praticamente despreziveis uma vez que elas
ocorrem em altas freqiiéncias e em amplitude, em geral, aproximadamente 100 vezes menor

que os maiores valores de amplitudes que aparecem nos graficos.
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(a) Viga solicitada & tragao (b) Viga solicitada a flexao

Figura 3.28: Comparagao entre os resultados dos elementos estudados (gréficos log-log).
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4 Implementacao computacional

Para simular numericamente o comportamento de estruturas mistas (materiais elasticos
e viscoeldsticos) foi desenvolvido o programa de elementos finitos dinGHM, utilizando a
linguagem MATLAB.

O programa pode ser dividido em trés partes principais: pré-processamento, resolucao
do problema dinamico e/ou estatico e pds-processamento. O pré-processamento compre-
ende a leitura do arquivo de dados, montagem das matrizes globais do sistema e imposicao
das condicoes de contorno. O pds-processamento permite visualizar as respostas no tempo
dos graus de liberdade selecionados ou gerar um arquivo de saida com a deformada da
estrutura.

Dentre as caracteristicas implementadas no dinGHM, pode-se destacar:

e Determinacao dos deslocamentos, velocidades e aceleragoes de problemas 1D, 2D ou

3D eléstico, viscoeldstico ou eldstico/viscoeldstico;

Utilizagao de matrizes esparsas para as matrizes globais do sistema;

Integracao das equagoes de movimento segundo o método de Newmark;

Realizacao da leitura de malhas geradas pelo programa GMSH;

Aplicacao das condigoes de contorno através da eliminagao de linhas e colunas.

O programa dinGHM é acompanhado de uma biblioteca de elementos com os seguintes

elementos eldsticos e viscoelasticos:

e Trelica espacial;

Pértico plano;

Pértico espacial;

Triangulo linear (CST);

Tetraedro linear (T4).
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4.1 Algoritmo do programa

Para se ter uma idéia geral do dinGHM a Figura 4.1 traz o pseudo-cédigo do programa
implementado. Como se pode notar a sua estrutura principal tem as caracteristicas basicas
de um programa de elementos finitos. Por entender que algumas rotinas sao de facil
compreensao e ja amplamente discutidas na literatura, serao descritas em detalhe somente

aquelas de maior relevancia.

leitura do arquivo de dados

Aloca memoria para as matrizes globais

Para i = I até niimero de elementos
Calcula as matrizes locais (matElemento)
Determina o vetor mapeamento do elemento (montLM)
Descarrega as matrizes locais nas globais

fim

Monta o vetor de forcas global

Aplica as condicoes de contorno

Monta um vetor com os graus de liberdade observados

Se solveEstatico = verdade
Resolve o problema estdtico

fim

Realiza a integracdo no tempo (intNewmark)
Plota as respostas dos GLs observados

Figura 4.1: Pseudo-cédigo do programa dinGHM.

4.1.1 Detalhamento das rotinas

Rotina matElemento

As rotinas para construcao das matrizes locais dos diferentes elementos serao apresen-
tadas aqui através da rotina genérica matElemento. Esta funcao recebe como entrada
a conectividade do elemento, as caracteristicas do material e da secao transversal e as
coordenadas dos nés. As saidas desta rotina sao as matrizes locais de rigidez e massa,
para elementos elasticos, ou, além destas duas, a matriz de amortecimento para elementos
viscoelasticos.

O célculo das matrizes locais eldsticas é realizada de forma direta (analitica) ou através
de integragao numérica, como € o caso dos elementos CST e T4. Para o caso de elementos

viscoelasticos as matrizes locais sao determinadas segundo o pseudo-codigo da Figura 4.2.
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Calcula as matrizes de rigidez (Ke) e de massa (Me) eldsticas
Calcula a matriz de rigidez normalizada em E (K,= (1/E)Ke)
Calcula os auto-vetores (D) e auto-valores (\) ndo nulos
Calcula R;= ®;%; , onde R=[R,... Ry]

Calcula K?: Ko + EO)

Calcula a matriz de rigidez viscoeldstica

™ 0
Kvisco = KTV Ra
-R'a Ia
Calcula a matriz de massa viscoeldstica
Myvisco = Me (1
0 I+

Calcula a matriz de amortecimento viscoeldstica

0 0

Dvisco =
Visco '

Figura 4.2: Pseudo-cédigo do célculo das matrizes elementares viscoelasticas.

Rotina montlLM

Nesta rotina é montado o vetor com o mapeamento dos graus de liberdade fisicos e
dissipativos de um dado elemento. Em problemas usuais de engenharia todos os graus
de liberdade (GL) estao associados & um ponto nodal da malha. Isto ndo acontece em
elementos formulados através do método GHM. Nestes elementos os GL dissipadores nao
estao associados a nenhum ponto nodal, mas sim ao elemento em si. Para lidar com esta
particularidade, optou-se por iniciar a numeracao dos GLs dissipadores apds os Gls fisicos.

Para ilustrar esta estratégia considere o elemento triangular linear e sua numeragao

de GLs locais da Figura 4.3(a) e a malha com estes elementos da Figura 4.3(b).

d no 3 no 4
6 ®
ds | to 1
n3 g—— 5 elemento
dy
d,
d, elemento 2
> ds
no 1 3 L
né 2 no 1 no 2

(a) Elemento finito com sua numeracao lo- (b) Malha de elementos finitos
cal adotada para o exemplo

Figura 4.3: Elemento finito e malha adotados como exemplo.

Utilizando a estratégia descrita pode-se construir os vetores de mapeamento (LM)
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para os dois elementos como segue:

LM1:|:1 278 56 9 10 11]?
LMQZ[l 2 3 4 7 8 12 13 14]7

onde os GLs de 9 a 14 sao os GLs dissipativos.

Logo a numeracao final dos GLs deste problema fica de acordo com o ilustrado na

Figura 4.4.

! % T

—>
no 4 d;

noé 1

Figura 4.4: Numeracao global dos graus de liberdade para a malha adotada.

Rotina intNewmark

A integracao no tempo é feita nesta funcao utilizando o método de Newmark conforme o
pseudo-codigo da Figura 4.5. Esta fungao tem como argumentos de entrada: as matrizes
globais de rigidez, massa e amortecimento, o tempo total observado, o incremento de

tempo e o vetor com os graus de liberdade a serem observados, sendo os deslocamentos

observados argumentos de saida.

Calcula a matriz de rigidez efetiva (Kefe)
Enquanto t < Ttotal faga
Calcula o vetor de forca efetivo (Fefe)
Calcula os deslocamentos U=K'e]feFefe
Atualiza os vetores de velocidade e aceleracdo
Armazena os deslocamentos dos graus de liberdade observados
t=t+ At
Fim

Figura 4.5: Pseudo-cédigo para o método de Newmark.
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Esta integracao no tempo é realizada segundo o método de Newmark, conforme o

algoritmo exposto por Bathe [30]. Para isso inicialmente sdo calculadas as constantes:

an = 1 . — 5 . — 1 . ___1.
07 aAR’ M AL 2= OAL %= 94 ’
(4.1)
) At (6
0,4:——1; CL5:_<__2>, (J,GIAt(l—é), CL7:5At,
« 2 \«

onde a = 0,25 e § = 0,50. Estes dois valores foram adotados por permitirem ao esquema
de integragao ser incondicionalmente estavel.

De posse destes valores pode-se calcular a matriz de rigidez efetiva, como segue:

Kefe =K + CL()M + a1C, (42)

onde K, M e C sao as matrizes globais de rigidez, massa e amortecimento, respectiva-
mente. Para cada passo de tempo o vetor de forca efetivo, F.y., é atualizado da seguinte

forma:

Fefe= Fi}eAt+M(aoUt_At+G2Ut_m+a3Ut_m)+C(@1Ut_m+G4Ut_At+a5Ut_At)a (4.3)

. t . t - . ~ :
onde U", U e U sao os vetores de deslocamentos, velocidades e aceleracoes no instante
de tempo t.

. © Kcf. calcula-se o vetor de deslocamentos U’. Entao pode-se

De posse de Fif

atualizar os vetores de velocidade e aceleracao segundo as equacoes abaixo:

-U-H_At = CL()(Ut - Ut_At) - (J,QUt - (Zgﬂt, (44)

Ut-l-At _ Ut 4 a6Ut 4 a7Ut+At‘ (45)
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5 Exemplos de aplicacoes

Com o objetivo de realizar uma melhor avaliacao do modelo GHM serao comparados
resultados experimentais com aqueles obtidos através de simulagao numérica. Para isso
serao utilizados os resultados experimentais obtidos por Borges para vigas sanduiches de

segao reta retangular [18] e de se¢ao anular [31].

5.1 Vigas sanduiche

5.1.1 FEnsaios Experimentais

Na referéncia [18] ¢ feita a caracteriza¢ao de um material viscoeldstico (fita auto-adesiva
dupla face VHB 4955 fabricado pela 3M) e uma série de ensaios com vigas sanduiches
com multiplas camadas.

Os ensaios foram feitos com vigas engastadas-livres de aluminio com 1140 mm de
comprimento, sendo a viga base com 16,1 mm de espessura e as camadas viscoelastica
e de restricao com 2,0 e 3,17 mm de espessura respectivamente. A Figura 5.1 mostra
como foram instrumentadas as vigas. Para isso foram utilizados sensores do tipo LVDT,
produzidos pela empresa Balluff, que sao capazes de medir deslocamentos sem entrar em

contato com a estrutura.

Figura 5.1: Viga sanduiche preparada para ser ensaiada. Extraido de [18].

Foram ensaiadas trés configuracoes de viga sanduiche, a saber: VS1, VSlc e VS2. A
viga VS1, Figura 5.2(a), conta com uma camada de material viscoeldstico e uma camada
de restri¢ao, sendo esta iltima também é engastada. A viga VSlec, Figura 5.2(b), difere

da VSI por nao ter a camada de restrigao engastada. Ja a viga VS2, Figura 5.2(c), conta
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com camadas de material viscoelastico e de restricao nas faces superior e inferior, sendo

todas as camadas engastadas.

707

),
(a) Viga VS1

),

(b) Viga VSlc
0

o,
(¢) Viga VS2

Figura 5.2: Configuragoes de vigas sanduiche ensaiadas. Extraido de [18].

Foram ensaiadas duas vigas puramente elasticas A e B e cada configuracao de viga
sanduiche foi montada sobre essas duas vigas elasticas, perfazendo um total de dois corpos-
de-prova para cada configuragao, exceto para a configuracao VS2 onde somente sobre a
viga B foi montada a estrutura sanduiche. As freqiiéncias naturais e respectivas taxas de
amortecimento identificadas para as vigas A e B, a principio idénticas, encontram-se na

Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Resultados experimentais para as vigas A e B. Extraido de [18].

Viga A Viga B
a Taxa de n Taxa de
Modo Freqiiéncia Natural Amortecimento Freqiiéncia Natural Amortecimento
(Hz) (%) (Hz) (%)
1 10,25+0,00 0,05+0,00 10,2440,00 0,0540,00
2 63,38+0,00 0,03+0,00 63,70+0,00 0,0440,00
3 179,0040,00 0,06+0,00 179,2640,00 0,0540,00

Os valores obtidos para as freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento dos trés
primeiros modos de vibracao identificados para as trés configuragoes de viga sanduiche
encontram-se na Tabela 5.2.

Observa-se nas Tabelas 5.1 e 5.2 que, mesmo para as vigas eldsticas A e B que serviram
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Tabela 5.2: Resultados experimentais para as vigas sanduiche. Eztraido de [18].

Viga A Viga B
. n Taxa de n Taxa de
Viga Modo Freqiiéncia Natural Amortecimento Freqtiéncia Natural Amortecimento
(Hz) (%) (Hz) (%)
1 11,31+0,02 4,9840,11 11,03£0,02 4,44+0,01
VS1 2 63,37+£0,17 4,90+0,19 61,76+0,14 4,3240,05
3 175,13+0,12 4,39+0,01 168,08+0,23 3,28+0,06
1 9,82+0,00 2,74+0,01 8,41+0,01 2,2340,02
VSlc 2 63,70+£0,04 4,80+0,10 55,09+0,06 3,484+0,06
3 174,05+0,35 4,49+0,04 145,48+0,16 3,86+0,07
1 _ - 12,34£0,05 7,9240,11
VS2 2 - - 64,79+0,37 8,65+0,20
3 - - 173,29+0,90 6,17+0,49

de base para se montar as vigas sanduiches e que sao a principio idénticas, existem dife-
rengas em termos de freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento. Diferencgas superiores

a 30% sao detectadas para taxas de amortecimento identificadas nas vigas sanduiche A e

B.

5.1.2 Caracterizacao do material viscoeldstico

A caracterizacao do material viscoeldstico foi realizada segundo o Método Direto [17]

utilizando o aparato visto na Figura 5.3 para realizar este ensaio.

Figura 5.3: Vista do aparato para ensaio pelo Método Direto. Extraido de [18].

Durante a execucao do ensaio, as freqiiéncias de excitagao utilizadas pertenciam a
faixa de 0 a 800,50 Hz, obtendo-se os valores para o médulo de cisalhamento e o fator de
perda da Tabela 5.3.

De posse destes dados pode-se determinar os parametros E°, o, 8 e 6 do modelo GHM
utilizando, para isso, o algoritmo de minimos quadrados nao-linear descrito por Coleman

[28, 29]. Estes valores ajustados encontram-se na Tabela 5.4. A Figura 5.4 mostra os
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Tabela 5.3: Propriedades do MVE obtidos do ensaio de caracterizacao. Extraido de [18].
Freqiiéncia Moédulo de Cisalhamento Fator de perda

(Ha) (MPa) )

1,00 0,42 0,56
5,00 0,76 0,59
10,00 1,00 0,72
11,17 0,89 0,63
15,00 1,19 0,70
20,00 1,33 0,73
62,58 1,20 0,80
171,88 2,47 0,81
349,90 10,33 0,28
538,38 2,69 1,04
800,50 3,33 0,61

graficos comparando os valores experimentais e as curvas ajustadas para G’ e 7).

Tabela 5.4: Constantes do modelo GHM ajustadas para o material VHB 4955.

Constante Valor
EO 3,0 MPa
« 7,7 MPa
Jéj 120000 s~ !
) 1,46.107 572
10° : 10" \
Curva ajustada Curva ajustada
® Dados experimentais ® Dados experimentais

10° 10’ 10° 10 10' 10

Freqiiéncia (Hz) Frequiéncia (Hz)
(a) Mdédulo de cisalhamento (b) Fator de perda

Figura 5.4: Curvas G'(w) e n(w) ajustadas para o material VHB 4955.

Outras constantes mecanicas necesséarias para a modelagem dos materiais constituintes

das vigas sao apresentados na Tabela 5.5.
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Tabela 5.5: Propriedades adotadas para o Aluminio e o material VHB 4955.
Aluminio MVE

p v E P v

2600 kg/m® 0,33 68,7 GPa 795 kg/m> 0,49

5.1.3 Simulacoes numéricas

Nesta segao serao apresentados e discutidos trés modelos para simular numericamente as
vigas sanduiches. O primeiro modelo a ser apresentado (Modelo M1) representa tanto a
parte elastica quanto a parte viscoelastica através de elementos de estado plano de tensao
(triangulares lineares), o segundo (Modelo M2) representa as camadas eldsticas utilizando
elementos de portico plano e o material viscoelastico com elementos de estado plano de

tensao e o Modelo M3 que utiliza elementos tetraédricos lineares, para ambos os materiais.

5.1.3.1 Modelo M1

Como descrito anteriormente, este modelo representa toda a viga através de elementos
triangulares lineares. A Figura 5.5 mostra um trecho da malha utilizada neste modelo. O
dominio da viga foi dividido em intervalos regulares sendo 1140 divisoes no comprimento
e a altura de cada camada foi dividida em 16, 2 e 3 partes, para as camadas da viga base,

de amortecimento e de restri¢ao, respectivamente.

L7 f L \ camadade
3 A restricao
> 3
_— _—
E 3 MVE
N * 3
I —_ —
* 3
> 3 viga base
N e; ée

Figura 5.5: Trecho da malha de elementos triangulares utilizada para modelar as vigas
sanduiche.

Para reproduzir os ensaios realizados por Borges [18], foi aplicado na viga um golpe a
15 cm do engaste e observou-se neste mesmo ponto os deslocamentos verticais, como na

Figura 5.6.
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é A
P(t) .
1,0
\ Ponto de
observacgao »
15 cm »
1,0 2,0 (10%)

(a) Posi¢ao do golpe e do ponto (b) Funcao P(t)
observado.

NN\

Figura 5.6: Modelo dos ensaios realizados nas vigas.

Isto feito, foi possivel construir o grafico da Figura 5.7, que mostra os deslocamentos

verticais em funcao do tempo para o ponto observado.

25

1.5 1

Deslocamento (mm)

Tempo (s)

Figura 5.7: Resposta no do tempo dos deslocamentos observados na viga VSI1.

Aplicando-se a transformada rapida de Fourier (FFT) ao sinal da figura 5.7 pode-se

construir o grafico da Figura 5.8.

0 50 100 150 200 250 300
Freqliencia (Hz)

Figura 5.8: Grafico de densidade espectral para o sinal da viga VSI.
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Neste grafico pode-se observar as amplitudes em funcao da freqiiéncia de excitacao.
Sabendo que os picos das amplitudes ocorrem nas freqiiéncias naturais da estrutura. Assim
sendo, pode-se filtrar o sinal no dominio do tempo da Figura 5.7 em torno de cada uma
das trés primeiras freqiiéncias naturais identificadas, resultando nos graficos da Figura
5.9. As taxas de amortecimento podem ser calculadas segundo a férmula do decaimento
exponencial:

£= o In(:"

2mn

), (5.1)

5i+n
onde §; é o deslocamento no pico 7 e n é a quantidade de picos entre d; e d;yy,.

Fazendo este procedimento para as trés primeiras freqiiéncias naturais, em todas as
trés configuracoes de vigas chega-se aos valores da Tabela 5.6, que resume a identificagao

modal obtida.

Tabela 5.6: Resultados numéricos para a simulacao das vigas sanduiches com o Modelo
M1.

Freqiiéncia Natural Taxa de Amortecimento

Viga Modo
(Hz) (%)
1 11,72 5,17
VS1 2 65,43 1,75
3 159,2 0,57
1 9,77 4,58
VSlc 2 64,94 1,49
3 158,70 2,03
1 13,18 8,62
VS2 2 67,38 3,24
3 157,70 0,94

Para realizar uma melhor avaliagao dos resultados numéricos, pode-se tragar os graficos
da Figura 5.10, que mostram as freqiiéncias naturais e as taxas de amortecimento em
funcao do modo de vibragao para cada uma das configuragoes de viga sanduiche modeladas
numericamente, comparadas com os seus respectivos resultados experimentais.

Como se pode observar, as freqiiéncias naturais apresentam boa correlagdo com os
dados experimentais. Contudo as taxas de amortecimento no segundo e terceiro modos
ficam subestimadas e no primeiro modo ligeiramente sobreestimadas. Uma explicagao
para esse comportamento estd na imprecisao do ajuste realizado para os parametros do
MVE. Retornando a Figura 5.4, pode-se notar que a curva ajustada para o fator de perda

estd sobreestimada nas freqiiéncias do intervalo [0, 60] Hz e subestimada para freqiiéncias
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(a) Sinal da viga VSI filtrado em torno de 11,72 Hz.
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(b) Sinal da viga VS1 filtrado em torno de 65,43 Hz
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(c) Sinal da viga VS1 filtrado em torno de 159,20 Hz

Figura 5.9: Sinais da viga VSI1 filtrados em torno de 11,72, 65,43 e 159,20 Hz.
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Figura 5.10: Comparacao entre as respostas numéricas do Modelo M1 com as experimen-
tais para as vigas estudadas.
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superiores a 60 Hz. J4 a curva para o mddulo de armazenamento (G'(w)) apresenta um
bom ajuste em todo o intervalo considerado. Desta forma, como as freqiiéncias naturais
sao mais fortemente influenciadas pela rigidez que pelo amortecimento, tem-se neste caso
resultados numéricos bastante préoximos dos experimentais. Ja para as taxas de amorteci-
mento, que sao diretamente associadas ao fator de perda, observa-se um comportamento
do modelo numérico menos preciso, seguindo a mesma tendéncia da caracterizacao de n
na Figura 5.4, ou seja, sobreestimando o amortecimento para baixas freqiiéncias e subes-

timando o mesmo para freqiiéncias mais altas.

5.1.3.2 Modelo M2

O Modelo M2 modela a parte elastica da viga através de elementos de barra e a parte
viscoeldstica com elementos triangulares lineares. A Figura 5.11 mostra um trecho da
malha utilizada neste modelo. O dominio da viga foi dividido em intervalos regulares
sendo 1140 divisoes no comprimento e na altura da cada camada de amortecimento 2
divisoes.

elemento de pértico plano

Z MVE

A

elemento /

triangular linear

Figura 5.11: Trecho da malha de elementos finitos do Modelo M2.

Utilizando a mesma metodologia apresentada anteriormente para o modelo M1 para
determinacao de freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento, pode-se determinar os
valores das Tabelas 5.7 e 5.8. Analisando estas Tabelas percebe-se facilmente que tanto as
freqiiéncias naturais quanto as taxas de amortecimento possuem erro elevado, o que leva
a conclusao de que este tipo de modelo é inadequado para modelar este tipo de problema.

Os erros obtidos com este modelo sdo elevados e chegam a 95,0% para as freqiiéncias
naturais e 96,6% para as taxas de amortecimento. Isso se deve ao fato das excentricidades
da viga base e da camada de restricao serem desconsideradas, como ilustra a Figura

5.12. Como as freqiiéncias naturais sao diretamente proporcionais a rigidez da estrutura,
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Tabela 5.7: Resultados numéricos para a simulacao das vigas sanduiche com o Modelo
M2.

Frequiéncia Natural Taxa de Amortecimento

Viga Modo
(Hz) (%)
1 9,28 0,17
VS1 2 57,13 0,07
3 1489 0,04
1 0,49 3,15
VSle 2 40,04 1,09
3 123,50 0,33
1 1.47 5,45
VS2 2 37,60 0,38
3 115,20 0,11

Tabela 5.8: Erros relativos dos resultados numéricos para a simulacao das vigas sanduiches
com o Modelo M2.

Viga A Viga B
. wn Taxa de . Taxa de

Viga Modo Freqiiéncia Natural Amortecimento Freqiiéncia Natural Amortecimento

(%) (%) (%) (%)

1 17,9 96,6 15,9 96,2

VS1 2 9,8 98,6 7,5 98,4

3 15,0 99,1 11,4 98,8

1 95,0 99.6 94,2 99,6

VSlc 2 37,0 97,7 27,7 96,8

3 28.9 92,9 92,9 91,7

1 - - 88,1 31,2

VS2 2 - - 42,0 95,6

3 - - 33,5 98,2

ao modelar as vigas desconsiderando as excentricidades das camadas elasticas, as trés
camadas da viga sanduiche se sobrepoem parcialmente reduzindo a rigidez da estrutura
composta e reduzindo as freqiiéncias naturais da mesma. O amortecimento conferido a
estrutura pelo MVE é proporcional ao nivel de tensoes impostas a este material e, ao
ignorar as excentricidades da viga base e da camada restricao, durante os ciclos de flexao
tem-se deformagoes menores que os realmente ocorrem no MVE, levando a menores taxas
de amortecimento. Conclui-se que esse modelo (M2) nao é adequado para simular o

comportamento dinamico da viga sanduiche.

5.1.3.3 Modelo M3

O Modelo M3 representa toda a estrutura através de elementos tetraédricos lineares. A

Figura 5.13 mostra um trecho da malha utilizada neste modelo. O dominio da viga foi
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camada de

" O Ao _ _ elemento de
restrigad — e |_— portico plano
1 /
MVE ———>
S—_ elemento

triangular linear

viga base

\ e,

Figura 5.12: Excentricidades desconsideradas no Modelo M2.

dividido em intervalos regulares sendo 283 divisoes no comprimento; 6, 1 e 1 divisoes nas

alturas das camadas e 6 divisoes na largura.

Figura 5.13: Trecho da malha de elementos finitos do Modelo M3.

Utilizando a mesma metodologia apresentada anteriormente para o calculo das frqiiéncias
naturais e respectivas taxas de amortecimento, pode-se determinar os valores da Tabela
5.9.

Tragando-se os graficos da Figura 5.14, onde os resultados numéricos sao comparados
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Tabela 5.9: Resultados numéricos para a simulacao das vigas sanduiche com o Modelo
M3.

Frequiéncia Natural Taxa de Amortecimento

Viga Modo
(Hz) (%)
1 11,72 4,76
VS1 2 66,89 1,63
3 164,10 0,48
1 10,25 3,15
VSlc 2 66,41 1,09
3 163,10 0,33
1 13,18 5,80
VS2 2 69,34 1,69
3 162,60 0,64

com os respectivos resultados experimentais, pode-se observar que, assim como no caso do
Modelo M1, as freqiiéncias naturais apresentam boa correlacao com os dados experimen-
tais e as taxas de amortecimento no segundo e terceiro modo ficam subestimadas enquanto
no primeiro modo ficam ligeiramente sobreestimadas. Esse comportamento igualmente
observado no modelo M1, também pode ser explicado pelo ajuste dos parametros do

MVE.

5.1.3.4 Comparacao entre resultados dos modelos e os experimentais

Como pode ser visto, com exce¢ao do Modelo M2, os modelos foram capazes de captu-
rar com boa eficacia as freqiiéncias naturais das vigas modeladas. Apesar dos modelos
capturarem as freqiiéncias naturais de forma satisfatéria, as taxas de amortecimento en-
contradas através das simulagoes numéricas nao apresentam tao bom desempenho. Como
ja explicado, isso se deve principalmente ao fato do ajuste da funcao do fator de perda
nao ter a mesma qualidade do ajuste da funcao do médulo de cisalhamento.

Entretanto observa-se que para o primeiro modo de vibragao houve diferencas de
resultados para o amortecimento identificado que sao de magnitudes aproximadamente
iguais das diferencas encontradas entre os corpos-de-prova ensaiados. Além disso, como
em diversos casos praticos em engenharia, o comportamento dinamico de uma estrutura
estd em grande parte associado ao 1° modo de vibracao, pode-se dizer que, nestes casos,
os modelos M1 e M3 apresentaram resultados satisfatorios tanto nas freqiiéncias naturais
identificadas quanto nas taxas de amortecimento.

Obviamente o uso de elementos tridimensionais na modelagem de um problema plano

como o aqui apresentado representa um aumento do esfor¢co computacional, sem a me-
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lhoria dos resultados uma vez que os resultados para os elementos tetraédricos foram
praticamente iguais aos obtidos para os elementos CST. Entretanto, o objetivo aqui foi o
de validar o modelo tridimensional comparando os resultados por ele obtidos com aque-
les extraidos de programas experimentais disponiveis e a modelos computacionais mais
simples (elementos CST) que, a principio, deveriam fornecer resultados semelhantes, con-

forme foi verificado.

5.2 Vigas sanduiche de secao reta anular

5.2.1 FEnsaios experimentais

Borges [31] executou um programa experimental vigas sanduiche de se¢ao reta anular que
contemplou a caracterizacao do material viscoelastico e ensaios no modelo de riser em
duas configuracoes de tratamento amortecedor. A viga consiste em uma barra com secao
transversal anular, funcionando como estrutura base e as configuragoes de amortecimento
utilizadas foram: uma com tratamento amortecedor nos setores 1 e 2 e outra com o
tratamento nos quatro setores, conforme as indicagoes da Figura 5.15 e as dimensoes

mostradas na Tabela 5.10.

Setor 1

camada de

47 restricao

+
estrutura MVE
base
(a) Secao transversal (b) Detalhe da secdo
transversal

Figura 5.15: Segao transversal da estrutura tubular. Adaptado de [31].

Tabela 5.10: Dimensoes das camadas da estrutura tubular. Eztraido de [31].
Comprimento Raio externo Espessura

Camada
(mm) (mm) (mm)
Base 9,46 1,06
Amortecedora 1613 11,86 2,4
Restricao 12,63 0,80

Esta estrutura foi construida utilizando tubos de latao para compor a estrutura base
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e as camadas de restricao. Nas camadas dissipativas foi utilizado a fita auto-adesiva
dupla face VHB 4970, fabricada pela 3M. As propriedades mecanicas destes dois materiais

encontram-se na Tabela 5.11 através da técnica Short Time Fourrier Transform [?].

Tabela 5.11: Propriedades mecanicas dos materiais constituintes da estrutura tubular.
Constante Latao VHB 4970

p(kg/m3) 8794 795
E (GPa) 137 -
v 0,33 0,49

Para a realizacao dos ensaios a estrutura foi engastada em uma de suas extremidades,
deixando a outra livre e instrumentando-a a 200 mm do engaste através de sensores do
tipo LVDT que medem os deslocamentos sem entrar em contato com a estrutura, como

pode ser visto na Figura 5.16.

Figura 5.16: Estrutura tubular preparada para o ensaio. Extraido de [31].

Os ensaios consistiram em golpear a estrutura a 200mm do engaste na direcao das
faces 1-2 e observar os deslocamentos nesta mesma direcao. Destes ensaios foram obtidos

os dados das tabelas 5.12 e 5.13.

Tabela 5.12: Parametros modais da estrutura tubular com tratamento amortecedor nos
setores 1 e 2. Fxtraido de [31].

- Freqiiéncia N 1 T i
Modo de vibragio equencla Natura axa de amortecimento

(Hz) (%)
1 4,85 5,59
2 30,79 7,21

3 82,30 9,82
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Tabela 5.13: Parametros modais da estrutura tubular com tratamento amortecedor nos
setores 1 a 4. Extraido de [31].

Modo de vibraco Frequéncia Natural Taxa de amortecimento

(Hz) (%)
1 4,26 41,96
2 29,11 6,33
3 k *

*: Valores nao identificados.

5.2.2 Caracterizacao do material viscoeldstico

A caracterizacao do material viscoelastico foi realizada através do Método Direto, variando
as freqiiéncias de excitacao de 0 a 25 Hz. Com os resultados obtidos nesse ensaio foi
possivel ajustar as curvas do modulo de cisalhamento e do fator de perda para os dados

experimentais conforme a Figura 5.17.

T T T
160 = Curva Ajustada |
: «  Dados experimentais

0,2t

Curva Ajustada
Dados experimentais
n n n

. . . . n . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Freqléncia (Hz) Freqléncia (Hz)
(a) Médulo de cisalhamento (b) Fator de perda

Figura 5.17: Curvas G'(w) e n(w) ajustadas para o material VHB 4970.

Estas curvas foram ajustadas segundo o algoritmo de minimos quadrados nao-linear
[28, 29|, onde obteve-se os parametros do modelo GHM da Tabela 5.14. Analisando a
figura 5.17 pode-se perceber que a curva ajustada tende a subestimar o fator de perda
para altas freqiiéncias e sobreestimé-lo em freqiiéncias mais baixas, ja o ajuste da curva

do médulo de armazenamento mostra-se mais compativel com os dados experimentais.

Tabela 5.14: Constantes do modelo GHM ajustadas para o material VHB 4970.

Constante Valor
EO° 1,17 MPa
o 2,21 MPa
B 143000 s1

) 8,57.106 52
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Além destes parametros, para modelar o comportamento deste material é necessario
conhecer a densidade e o coeficiente de Poisson. Foram adotados os seguintes valores para

estas constantes: p = 795 kg/m? e v = 0, 49.

5.2.3 Simulagcoes numéricas

Para simular numericamente os ensaios experimentais discretizou-se o dominio da estru-
tura utilizando malhas de elementos tetraédricos lineares, como as mostradas na Figura

5.18.

(a) Riser com tratamento (b) Riser com tratamento amor-
amortecedor nos setores 1 e tecedor nos setores de 1 a 4.
2.

Figura 5.18: Trecho das malhas utilizadas para discretizar o riser.

Foram realizadas analises de convergéncia em termos das freqiiéncias naturais e taxas
de amortecimento para as duas configuragoes de tratamento ensaiadas. Utilizou-se para
isso as malhas descritas nas tabelas 5.15 e 5.16 em termos dos numeros de elementos e

graus de liberdade.

Tabela 5.15: Caracteristicas das malhas utilizadas para modelar a estrutura tubular com
tratamento amortecedor nos setores 1 e 2.

Malha N® total No.de el(?mfantos GLs total G I.JS -
de elementos viscoeldsticos de dissipacao
1 20400 7200 60774 43200
2 51000 18000 151674 108000
3 102000 36000 303174 216000

Com estas malhas e a mesma metodologia para identificagao modal utilizada com as
vigas sanduiche de secao reta retangular, pode-se determinar os valores das tabelas 5.17

e 5.18.



73

Tabela 5.16: Caracteristicas das malhas utilizadas para modelar a estrutura tubular com
tratamento amortecedor nos setores 1 a 4.

Malha N* total No.de ele/m.entos GLs total G LS ~
de elementos viscoelasticos de dissipacao
1.b 31200 14400 100337 86400
2.b 46800 21600 165387 129600
3.b 109200 36000 275587 216400

Tabela 5.17: Resultados numéricos para as simulagoes da estrutura tubular com trata-
mento amortecedor nos setores 1 e 2 e valores experimentais de Borges [31].
Freqiiéncia Natural Taxa de Amortecimento

Malha (Hz) (%)
Fn;  Fng Fng &1 &2 &3
1 7,69 43,70 113,30 1,93 0,62 0,18
2 6,23 34,79 89,23 3,09 1,15 0,40
3 5,98 32,71 83,98 3,29 143 0,43

Experimental 4,85 30,79 82,30 5,59 7,21 5,82

Tabela 5.18: Resultados numéricos para as simulagoes da estrutura tubular com trata-
mento amortecedor nos setores 1 a 4 e valores experimentais de Borges [31].
Frequiéncia Natural Taxa de Amortecimento

Malha (Hz) (%)
Fny Fny &1 §2
1.b 6,59 39,06 1,47 0,57
2.b 5,86 33,20 2,08 0,92
3.b 5,13 29,54 2,60 1,31
Experimental 4,26 29,11 4,96 6,33

A fim de realizar uma melhor comparacao entre as freqiiéncias naturais e taxas de
amortecimento identificadas a partir das simulagoes numéricas e aquelas identificadas
experimentalmente foram construidos os graficos das Figuras 5.19 e 5.20, onde pode-se
ver a evolucao dos valores obtidos para freqiiéncia naturais e taxas de amortecimento
comparados com os respectivos valores experimentais para os trés niveis de refinamento
de malhas considerados.

Analisando-se as freqiiéncias naturais, observa-se que existe uma tendéncia de con-
vergéncia para aquelas experimentalmente identificadas quando se analisa o incremento
de elementos na malha de elementos finitos. Para as taxas de amortecimento, verifica-
se que a medida que se refina a malha de elementos finitos, hd uma tendéncia de obter
uma boa correlacao para o primeiro modo de vibracao, e valores subestimados para os
amortecimentos relativos ao segundo e terceiro modos de vibragao. Esse comportamento

se mostra bastante semelhante aquele que foi observado para as vigas sanduiche de secao
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Figura 5.19: Analise de convergéncia do modelo numérico da estrutura tubular com tra-
tamento amortecedor nos setores 1 e 2 observando os deslocamentos da direcao 1-2.
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Figura 5.20: Analise de convergéncia do modelo numérico da estrutura tubular com tra-
tamento amortecedor nos quatro setores observando os deslocamentos da dire¢ao 1-2.

reta retangular, onde as imprecisoes do fator de perda ajustado para o MVE utilizado

influenciam diretamente as taxas de amortecimento obtidas.
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6 Conclusoes

Este trabalho avaliou o método GHM na modelagem computacional de materiais vis-
coelésticos atuando como amortecedores de vibragoes estruturais. O GHM foi implemen-
tado em um cédigo de Elementos Finitos e observou-se que, para problemas com malhas
suficientemente refinadas, o GHM produz resultados praticamente idénticos a formulacao
classica. Este fato permite validar o método GHM, uma vez que esse comportamento se
deu para todos os tipos de elementos finitos desenvolvidos.

Para o exemplo das vigas sanduiche, observou-se comportamentos dos modelos GHM
diretamente influenciados pelo ajuste dos parametros que definem o mddulo complexo.
Desta forma, para as freqiiéncias naturais, que sao influenciadas mais fortemente pelo
ajuste do médulo de elasticidade, foram obtidos resultados numéricos muito préximos
dos experimentais, uma vez que o ajuste de parametros para esta propriedade mecanica
foi bastante razoavel. Considerando as taxas de amortecimento obtidas para as vigas
sanduiche, também foi possivel observar a influéncia do ajuste dos parametros que defi-
nem o médulo complexo na qualidade dos resultados numéricos. Para freqiiéncias onde o
fator de perda foi sobreestimado, as taxas de amortecimento obtidas numericamente fo-
ram superiores as extraidas dos ensaios experimentais e, em contra partida, os resultados
numeéricos obtidos para freqiiéncias mais altas, onde o ajuste do fator de perda foi subes-
timado, foram obtidas taxas de amortecimentos numéricas inferiores as experimentais.

Obviamente estas diferencas nao podem ser atribuidas somente ao ajuste de parametros
do modulo complexo. Outros fatores como: 1) A metodologia usada na identificagdo mo-
dal; 2) Dispersao dos resultados experimentais. Para vigas teoricamente idénticas, Borges
[18] obteve taxas de amortecimento significativamente diferentes e 3) Néo consideracao
do amortecimento do material elastico que, na pratica, também dissipa energia.

Assim sendo, considera-se que, uma vez que os modelos M1 e M3 forneceram resul-
tados muito préoximos aos experimentais em termos de freqiiéncias naturais e da taxa de
amortecimento do primeiro modo de vibracao, pode-se considerd-los como ferramentas
uteis ao engenheiro quando se necessita projetar e/ou analisar vigas sanduiche. As taxas
de amortecimento dos modos 2 e 3, que via de regra contribuem com parcelas menos

significativas no somatorio de contribui¢coes modais da estrutura, por serem minoradas,



76

estao a favor da seguranga em um projeto de estrutura sanduiche.

Para o exemplo do riser, mais uma vez observou-se uma boa correlagao numérico-
experimental para a identificacao das freqiiéncias naturais. Ja para as taxas de amor-
tecimento observou-se que a medida que se refina a malha de elementos finitos, ha uma
tendéncia de se obter valores proximos aos experimentais quando se analisa o primeiro
modo de vibracao. Neste caso, mais uma vez, houve subestimacao das taxas de amor-
tecimento relativas ao segundo e terceiro modo de vibragao, como era esperado, pois
nitidamente hd uma minoracao do fator de perda na faixa de freqiiéncia destes modos
(ver Figura 5.17).

Conforme ja destacado anteriormente, uma vez que as freqiiéncias naturais foram
satisfatoriamente identificadas nos dois exemplos analisados, e as taxas de amortecimento
ou foram identificadas razoavelmente proximas aos correspondentes valores experimentais
ou foram subestimadas. Pode-se dizer que os modelos GHM forneceram resultados a favor
da seguranca e, portanto, podem ser tteis na avaliacao do comportamento dinamico de
estruturas dotadas de amortecedores constituidos de materiais viscoelasticos.

Finalmente, pode-se citar como sugestoes de trabalhos futuros:

e Analisar a influéncia da quantidade de termos da funcao h(s);

e Implementar um pré-condicionador para reduzir os problemas de ordem numérica;
e Adotar estratégias de reducao de ordem das matrizes do sistema;

e Paralelizar o c6digo do programa implementado;

e Implementacao de elementos finitos viscoelasticos de alta ordem via GHM;

e Comparar o desempenho de elementos hexaédricos e tetraédricos formulados via

GHM;

e Implementar elementos de casca plana e/ou curva triangular e trapezoidal.
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