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RESUMO

Doengas cardiovasculares estao relacionadas com um alto indice de mortalidade no
mundo. Tendo isto em vista, a modelagem computacional cardiaca tornou-se uma fer-
ramenta importante no suporte ao teste de novas drogas e no desenvolvimento de novos
equipamentos e técnicas de diagndstico.

O objetivo deste trabalho é o estudo e desenvolvimento de novos modelos para o acopla-
mento eletromecanico de células e tecidos cardiacos, em especial do ventriculo esquerdo,
que é a principal estrutura responsavel pelo bombeamento do sangue para o corpo. Este
trabalho foi dividido em duas principais etapas:

1) Desenvolvimento de um novo modelo para a eletromecanica dos cardiomiécitos do
ventriculo esquerdo humano, a partir do acoplamento de dois modelos preexistentes, um
para a eletrofisiologia e outro para a geracao de forca ativa nos miofilamentos. No desen-
volvimento do modelo, técnicas de otimizagao como algoritmos genéticos foram utilizadas
para o ajuste de parametros de forma que o modelo reproduzisse os escassos dados expe-
rimentais para humanos encontrados na literatura.

2) A incorporagao deste modelo em simulagoes de maior escala, em nivel de tecido.
Tratamos neste trabalho os problemas numéricos e metodoldgicos que esta incorporacao
acarreta. Além disso, analisamos a influéncia da deformacao mecéanica em caracteristicas

eletrofisioldgicas, como a forma da onda de eletrogramas ventriculares.

Palavras-chave: Eletrofisiologia Cardiaca, Mecanica Nao-Linear, Acoplamento Eletromecanico.



ABSTRACT

Cardiac diseases are associated with high mortality rates around the globe. With this
in mind, cardiac computational modeling has become an important tool to support the
test of new drugs, the development of new devices and of diagnostic techniques.

The objective of this work is the study and development of new models for the elec-
tromechanical coupling of heart cells and tissues, in particular the left ventricle, which is
the main structure responsible for pumping blood to the body. This work can be divided
in two main steps:

1) The development of a new model for the electromechanics of human left ventricle
cardiac myocytes, based on the coupling of two existing models, one for the electrophys-
iology and another for the myofilament active force generation. On the development of
this model optimization techniques like genetic algorithms where used for the parameter
adjustment to reproduce the few experimental data available in the literature.

2) This model was embedded in larger scale electromechanical simulations, i.e. tissue
level. This work treats the numerical and methodological problems that this coupling
brings. Furthermore, we analyze the influence of the mechanical deformation in impor-

tant eletrophysiological features, such as the waveform of ventricular electrograms.

Keywords: Cardiac Eletrophysiology, Non-Linear Mechanics, Electromechanical Coupling.
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1 INTRODUCAO

A morte subita ocasionada por falha do coracao é a maior causa de mortalidade no
mundo industrializado [1]. Os processos biofisicos que estdo envolvidos em muitas arrit-
mias, que sao disfungoes que afetam o padrao excitatorio do coragao, podem ser estuda-
dos através da modelagem do coracao. Tanto teoricamente quanto experimentalmente ja
foi provado que certas arritmias sao causadas por estimulos reentrantes e padroes exci-
tatorios em ondas espirais rotacionais, padroes estes associados também a outros tipos
de doencas e processos biolégicos. Alguns padroes espirais ja foram associados a certas
classes de arritmias [2]. Por exemplo, ondas espirais rotacionais estaciondrias sao associ-
adas a taquicardia monomorfica, ondas nao estaciondrias demonstram caracteristicas de
taquicardia polimorfica e padroes mais complexos sao associados a fibrilagao ventricular.

Apesar do desenvolvimento da modelagem elétrica e mecanica do coragao, existem
poucos modelos que estudam estes dois fenomenos de maneira conjunta. Porém, sao
conhecidas diversas maneiras em que a deformacao mecanica do tecido cardiaco afeta a
eletrofisiologia do coracao e vice-versa. Entre elas podemos citar a influéncia da defor-
macao mecanica na difusao das ondas elétricas, canais ionicos ativados por alongamento da
célula e influéncia do comprimento celular na ativacao dos miofilamentos que geram forca.
Por outro lado, esta ativacao da forca ativa nas células cardiacas que gera a contragao
¢ dada pela concentragao de fons cédlcio no meio intracelular, e diversos canais ionicos
nas células sao ativados através de impulsos elétricos. Portanto, a tinica maneira de re-
alizarmos uma simulacao que capture todas essas relacoes e influéncias é desenvolvendo
um modelo eletromecéanico fortemente acoplado.

Neste trabalho, primeiramente apresentaremos modelos para a eletrofisiologia celular.
Estes modelos sao geralmente constituidos por um sistema de equacoes diferenciais or-
dindrias (EDOs). Eles variam em complexidade, desde os trabalhos pioneiros de Hodgkin e
Huxley [3] que continham poucas equagoes, até os detalhados modelos atuais com dezenas
de equagoes, que representam diversas estruturas celulares.

As células cardiacas sao organizadas em fibras, e estas, em laminas; isto gera dife-
rentes condutividades elétricas em diferentes diregoes, o que da um carater anisotropico

ao tecido cardiaco. As células sao também conectadas por pequenos canais chamados
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juncgoes comunicantes, gap junctions. Estas jungoes servem como uma conexao elétrica ja
que permitem o fluxo de corrente elétrica na forma de fons. Neste trabalho adotamos o
modelo elétrico para tecido cardiaco mais difundido, que sao as equagoes do bidominio.
Estas sao equagoes diferenciais parciais (EDPs) que representam uma homogenizagao das
condutividades do tecido e tratam os meios intracelular e extracelular como um continuo
[4].

A geracao de forga nas células cardiacas é um complexo processo biofisico que tem
diversos estados de energia. Existem diversas controvérsias e consequentemente varias
abordagens para a modelagem da geracao de for¢a em miécitos. O maior impedimento
para o desenvolvimento destes modelos é que alguns fenomenos envolvidos neste processo
ainda nao sao completamente compreendidos e quantificados. Para representar determi-
nadas caracteristicas deste fenomeno, modelos espacialmente explicitos baseados em EDPs
devem ser adotados, porém, estes modelos sao muito custosos computacionalmente. Para
evitar este problema, adotamos neste trabalho modelos espacialmente comprimidos basea-
dos em EDOs. Estes modelos, bem como suas vantagens e limitacoes, serao apresentados
mais adiante.

Levando em conta a magnitude das deformagoes no tecido cardiaco, sua modelagem
mecanica ¢ feita baseada na teoria das grandes deformacoes. Neste trabalho, conceitos de
mecanica do continuo e leis constitutivas hiperelasticas sao utilizados, associados a uma
formulagao incremental-iterativa baseada no método de Newton-Rhapson e método dos
elementos finitos para a resolucao do problema mecanico nao-linear.

Neste trabalho propomos um novo modelo eletromecanico para cardiomiécitos hu-
manos, desenvolvido a partir dos modelos de ten Tusscher et al.(TNNP) [5] e Rice[6].
Estes modelos foram acoplados através das equacoes da concentragao intracelular de cal-
cio. Como o modelo miofilamentar de Rice nao foi originalmente desenvolvido para hu-
manos, diversos ajustes de parametros foram necessarios. Estes ajustes foram feitos uti-
lizando algoritmos genéticos com dados de um protocolo dinamico. Os resultados foram
entao validados utilizando um protocolo estatico.

Além disso, foi implementada também a geracao de forca com direcao preferencial ao
nivel do tecido, ou seja, na direcao das fibras cardiacas. Isto possibilitou o estudo de casos
com alongamento da parede ventricular. Por fim, utilizamos os resultados anteriores para

estudar o efeito da deformagao mecanica em eletrogramas ventriculares.
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2 ELETROFISIOLOGIA
CARDIACA

O coracao é uma bomba responsavel pela circulagao do sangue para os pulmoes e para
o corpo humano. Ele é dividido em duas partes, a direita e a esquerda, cada uma delas
composta por um atrio e um ventriculo. A principal funcao dos atrios é de servir como
reservatério e via de entrada do sangue para os ventriculos, apesar de eles bombearem
fracamente para ajudar no transporte do sangue até os ventriculos. J& os ventriculos
bombeiam fortemente, fazendo o sangue circular para os pulmoes e para o resto do corpo
[7.

O sangue passa pelo coragao duas vezes antes de completar um ciclo completo, como
podemos observar na Figura [2.1, Primeiramente, o sangue venoso desoxigenado chega
do corpo ao atrio direito, sendo entao levado ao ventriculo direito que o bombeia para os
pulmoes, a circulagao pulmonar. La o sangue libera gés carbonico e é oxigenado, retorna ao
coragao para o atrio esquerdo, que entao o leva para o ventriculo esquerdo, onde finalmente
¢ bombeado para o resto do corpo, a circulacao periférica. E importante lembrar que,
além de oxigénio e gas carbonico, o sangue leva pelo corpo diversas outras substancias

importantes como nutrientes, hormonios além de excregoes metabdlicas e celulares.

Artéria Aorta
Artéria pulmonar

Veia cava
superior

Atrio ‘ & \)

Direito T Veia
¢ pulmonar
R | " Atrio
i \‘ He Esquerdo
% v
Ventriculo A
Direito _ N i
. Ventriculo
Veia cava - Esquerdo

inferior

Figura 2.1: Fluxo sanguineo. Adaptado de [7].
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As células musculares cardiacas, também conhecidas como cardiomidcitos, sao células
excitaveis que se organizam ligando-se umas as outras em série, na forma de fibras mus-
culares estriadas [8]. Os discos intercalados, ou discos Z, que podem ser observados na
Figura[2.2] sdo na verdade membranas celulares que separam células individuais umas das
outras. Nessas regioes em que as membranas celulares se fundem, formam-se as jungoes
comunicantes, ou gap junctions. Essas juncoes sao muito permedveis e possibilitam a
difusao de fons e outras pequenas moléculas de uma célula para outra. Desta maneira, o

tecido muscular cardiaco é um sincicio de muitas células interligadas.

Cisternas Terminais  Mitocdndria Tubulo T

Disco Z Reticulo Sarcoplasmatico  Espaco Diadico

Figura 2.2: Sarcomero. Adaptado de [§]

Quando células cardiacas sao excitadas eletricamente, elas desenvolvem um fenémeno
denominado de potencial de acao, que é uma variagao no potencial transmembranico das
células causadas por correntes ionicas que cruzam os canais ionicos. Este estimulo entao se
propaga para as outras células através das juncoes comunicantes e serve como ativador do
processo de contracao das células. Na Figura[2.3]podemos observar as principais etapas do
potencial de agao. Primeiramente, os canais rapidos de sédio permitem a entrada de uma
grande quantidade de fons sédio, o que causa a despolarizagao da célula, fase que pode ser
vista em [2.3A. Em seguida, os canais lentos de cdlcio e sédio mantém a despolarizac¢ao na
regiao chamada de platé na regido [2.3B. Por fim, quando os canais lentos de célcio e sédio
se fecham e a permeabilidade da membrana ao potassio aumenta, a saida de potassio da

célula ocasiona a repolarizacao e fim do potencial de a¢ao na regiao 2.3/C.
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Figura 2.3: Potencial de acao para uma célula cardiaca humana.

O estimulo elétrico comeca no nodo sinoatrial, um conjunto de células localizadas na
parede do atrio direito, que sao especializadas na geracao de impulsos elétricos ritmicos.
Elas geram um potencial de agdo e acionam a contracao cardiaca. O impulso do nodo
sinoatrial se propaga para todo o atrio direito, quando chega ao feixe A-V, ou feixe de
His. Este se conecta ao nodo A-V, que é o principal responsavel pelo pequeno retardo
da transmissao do estimulo do atrio para o ventriculo, garantindo um sincronismo, ja que
os atrios bombeiam o sangue para os ventriculos ligeiramente antes que estes contraiam.
As fibras de Purkinje sao especializadas em uma transmissao muito rapida do estimulo e
saem do feixe A-V para os ventriculos, o que garante uma contragao quase que simultanea

de todas as células do ventriculo.

2.1 Membrana Celular

Para compreender em mais detalhes o mecanismo do potencial de acao nas células
cardiacas precisamos entender certas caracteristicas da membrana celular. A membrana
celular, ou membrana plasmatica, envolve as células e separa os meios intracelular e
extracelular, controlando o fluxo de ions e outras moléculas de um meio para o outro.

A membrana é formada principalmente por uma bicamada fosfolipidica. Estas molécu-
las tém caracteristica anfipatica, ou seja, uma extremidade hidrofilica e a outra hidrofébica.
Além de lipidios, a membrana também é formada por pequenas fragoes de agucares e por

proteinas.
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Os meios intracelular e extracelular sao solugoes aquosas e contém sais dissolvidos,
que se dissociam em fons, principalmente Nat, KT e Cl~. A diferenca nas concentracoes
desses ions gera a diferenca de potencial através da membrana. Os canais iOnicos sao

as estruturas proteicas responsaveis por controlar o fluxo dos ions através da membrana,

| iiii%iiiii -

como podemos observar na Figura [2.4]

Figura 2.4: Membrana plasmatica.

2.1.1 Leir de Fick

As diferencas de concentracao dos fons induzem a difusao do meio de alta para o de
baixa concentracao, contra o gradiente de concentracao. Esta difusao pode ser descrita

pela lei de Fick:
Jr=—DVc (2.1)

onde Ve é o gradiente de concentracao do ion ¢, D é o coeficiente de difusao do meio, Jg

é o fluxo dos ions.

2.1.2 Potencial de Equilibrio de Nernst

A diferenca de potencial gerada pela diferenca de cargas entre os meios intracelular
e extracelular gera um campo elétrico, e este campo elétrico gera um forga, de forma a

dirigir os fons no sentido oposto ao da difusao.

Jp = —m%cvv (2.2)
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onde m é a mobilidade do fon, z é a carga do fon, |z| é a valéncia do fon, ¢ é a concentragao
do ion, e VV ¢ o gradiente do potencial elétrico.

Um equilibrio é alcancado quando os dois fluxos se igualarem.
J=Jr+Jp=0 (2.3)

Existe uma relagao, que foi determinada por Einsten, entre a mobilidade ionica e seu

coeficiente de difusao:

2| F
m=D— 2.4
RT (24)
onde F' é a constante de Faraday, R ¢ a constante ideal dos gases, e T é a temperatura
absoluta.

Substituindo na Equagao chegamos a seguinte expressao:

2 F
-D (Vc + ﬁcVV) =0 (2.5)

Para o fluxo de ions através da membrana podemos adotar uma simplificagao unidi-

mensional, nos deixando com a seguinte equagao:

dc zF dV B

de | zF dV _ 9.
ar TR ar 0 (2:6)

Dividindo os dois lados da equagao por ¢, considerando que o eixo x esta localizado
ao longo do canal ionico, x = 0 como a borda interior do canal, e x = L. como a borda

exterior, podemos integrar em x e obter a seguinte equacao:

c(z=L) 1 V(z=L) F
/ Zde + / v =0 (2.7)
c(z=0) € V(z=0) RT

e finalmente calculando as integrais:

- F
In(c)|o=8) = —2

clam0) = ~p V(@ =L) = V(z =0)] (2.8)

Finalmente, considerando o potencial transmembranico como a diferenga entre os po-

tenciais intracelular e extracelular, V,, = V; — V., obtemos a seguinte equacao para o
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potencial transmembranico de equilibrio, ou potencial de Nernst:

v, = 1y, (C—> (2.9)

=
T 2F G

2.1.3 Modelo Elétrico para a Membrana

Como a membrana separa cargas e funciona como um isolante, ela pode ser modelada

como um capacitor. A definicao de capacitancia é dada pela seguinte equacao:

Cpp = = (2.10)

onde C,, é a capacitancia, () é a carga, e V' é a diferenca de potencial.

Um modelo de circuito elétrico simplificado para a membrana plasmatica pode ser
encontrado na Figura [2.5] Neste modelo assume-se que a membrana funciona como um
capacitor em paralelo com um resistor, que nao necessariamente tem caracteristicas linea-
res. Este resistor representa as correntes ionicas que atravessam a membrana. Aplicando
a lei dos nés de Kirchoff obtemos a seguinte equagao:

av

m”=, [ion: 2.11
C T 0 (2.11)

Meio Extracelular

cmdv | cm ==
dt

Rm | lion

Meio Intracelular

Figura 2.5: Modelo Elétrico para a Membrana
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2.1.4 Canais Iénicos

Canais i06nicos sao canais proteicos presentes na membrana de todas as células, que
permitem a passagem seletiva de fons. Quando o potencial transmembranico ¢é diferente
do potencial de Nernst uma corrente flui nestes canais. A condutancia destes canais
aos ions depende do potencial transmembranico, ja que mudangas neste potencial geram
alteracoes na conformacao das proteinas que os compoem e mudam a permeabilidade do
canal. A seguir apresentaremos duas maneiras de modelar a relagdo entre as correntes
ionicas e o potencial transmembranico.

O primeiro é um modelo linear dado pela equacao:

[=G(V -V, (2.12)

onde G é a condutéancia do canal dada pelo inverso da resisténcia. A determinacao deste
parametro pode ter diferentes abordagens, podendo ser considerado uma constante, funcao
do tempo, do potencial elétrico ou até mesmo de concentragoes idnicas.

Outro modelo para a relacao entre a corrente ionica e o potencial transmembranico é
a equagao nao-linear de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK), que considera o campo elétrico

constante na membrana. Para mais detalhes sobre a dedugao desta equagao consultar [9].

22F? ¢ — coexp(=ZEY)
I=P 1% Rl 2.13
RT 1 —exp(=£Y) (2.13)
onde Pg = % ¢ a permeabilidade da membrana ao ion considerado, e c¢; e ¢ sao as

concentragoes interna e externa deste fon.

Em ambos os modelos a corrente ionica ¢é igual a zero quando o potencial transmem-
branico se iguala ao potencial de Nernst do ion em questao. Estes modelos representam
correntes em canais isolados e abertos. No entanto, nas células esses canais aparecem
em conjuntos e sao formados por subunidades que podem estar abertas ou fechadas, de
maneira que s6 é possivel fluir corrente em um canal quando todas as subunidades es-
tiverem abertas.

Uma maneira de representar esta caracteristica é adotando populacoes de canais aber-
tos e fechados, [O] e [C] respectivamente, de maneira que [O] + [C] seja constante e igual

ao numero de canais ionicos, e descrevendo a transicao de um estado para o outro da
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seguinte maneira:

=0 (2.14)

w2

onde o e 8 dependem do potencial transmembranico e sao as taxas em que 0s canais
se abrem e fecham respectivamente. Adotando esta modelagem, ficamos com a seguinte
equacao:

—— = a(V)[C] = B(V)[0] (2.15)

Podemos ainda reescrever esta equacao como:

Y V)1~ g) ~ A(V)g (2.16)

onde g = [O]/([O] + [C]) e representa a fracao de canais idnicos abertos.

Adotando este modelo ficamos com dois estados possiveis para os canais, um aberto
e um fechado, mas como citamos anteriormente os canais sao compostos por diversas
subunidades. Considerando que um canal tem n subunidades independentes e lembrando
que um canal sé estd aberto quando todas subunidades estao na conformacao aberta,

podemos dizer que a probabilidade deste canal estar aberto é dada por:
O=yg" (2.17)

onde g é dado por . Nesta equacao todas as subunidades sao consideradas iguais.
Podemos ainda ter canais com subunidades de dinamicas de abertura e fechamento

diferentes, ou seja, valores para « e 3 diferentes. Por exemplo, um canal pode ter m

subunidades do tipo g com taxas o, e 3, e n subunidades h com taxas oy, e 3. Este canal

ficaria com a seguinte equacao de probabilidade de abertura:

O=g"h" (2.18)

Adotando esta abordagem para abertura dos canais e um modelo de corrente linear,

por exemplo, ficamos com uma equacao de corrente ionica da seguinte forma:

I = GraaO(V = Vi) (2.19)

onde G,,.: ¢ a condutancia maxima que é alcangada quando todos os canais estao no



19

estado aberto.

2.2 Modelos Celulares

2.2.1 Modelo de Hodgkin-Huzxley

O modelo de Hodgkin-Huxley foi proposto em 1952 com o objetivo de reproduzir o
potencial de acao de axonios gigantes de lula [3]. Os autores foram premiados em 1963
com o prémio Nobel de medicina por este trabalho. Embora nao tenha sido desenvolvido
para células cardiacas, este é um importante modelo pois foi utilizado como base para o
desenvolvimento de diversos outros modelos.

Este modelo é composto por trés correntes, uma corrente de sédio Iy,, uma corrente
de potassio Ix, e uma corrente de fuga I, que representa as outras correntes agrupadas,

de forma que:

Lion = Ing + I + 11, (2.20)

As equagoes para cada uma das correntes sao:

]Na = gNamSh(V - VNa) (221)
I = ggn*(V — Vk) (2.22)
I, =g.(V—-V) (2.23)

onde gy, 9k, € g1, sao as condutancias maximas para cada um dos canais, V., Vi,
e V1, sao os potenciais de equilibrio de Nernst para cada um dos canais, m, h e n sao as
probabilidades de cada subunidade dos canais ionicos estar aberta. O canal de sédio é
composto por trés subunidades m e uma h, o canal de potassio é composto por quatro
subunidades n, e a corrente de fuga nao possui subunidades. As subunidades respeitam a
Equagao [2.16]

Substituindo as correntes na Equacao obtemos a seguinte equacao:

dv
—C’mﬁ = gnam’h(V = Viva) + g (V = Vie) + g (V = Vi) + Lew (2.24)
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onde I.,; é uma corrente externa aplicada. Este modelo gera um potencial de acao repre-

sentado na Figura 2.6
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Figura 2.6: Potencial de A¢ao para o modelo de Hodkin-Huxley.

2.2.2 Modelo de ten Tusscher et al.

Este é um modelo para células do ventriculo esquerdo humano, desenvolvido com base
em dados experimentais das correntes ionicas mais relevantes encontradas em humanos
[5]. Inclui a dindmica do cdlcio contendo representagoes, incluindo o reticulo sarcoplas-
matico, caracteristica importante para seu uso neste trabalho como veremos mais adiante.
Apresenta trés variagoes: para células do endocardio, epicardio e células M. E capaz de
reproduzir o potencial de ac¢ao visto na Figura [2.3|além de uma série de outros protocolos

experimentais. As correntes representadas neste modelo sao as seguintes:

[ion = [Na + IKI + [to + [Kr + [Ks + [CaL

+ [NaCa + [NaK + [pCa + [pK + IbC’a + IbNa (225)

onde Ix1, lio, Ikr, Ixs € Ik sao correntes de potdssio, Ioar, Ipca € Ipca s@0 correntes
de célcio, In, e Iyn, sao correntes de sédio, In.x € Inaca S20 bombas que consomem

energia para efetuar o transporte dos fons. Diversas sao as abordagens para a modelagem
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de cada uma dessas correntes. A maioria delas tem dinamica de abertura dos canais,
como a da Equagao [2.1§] associada as Equagoes [2.12] ou [2.13] para o modelo linear ou
GHK respectivamente para a corrente. Mais detalhes sobre a formulacao de cada uma
das correntes podem ser encontrados no trabalho original. Um esquema para este modelo

pode ser visto na Figura [2.7]

ICaLl INal IKr1' II’{*:.'ll ItDI‘

'R ' | | [N
—1— k1
— . IPK

Myoplasm

 — INaCa
4= hak

\ Lt 1 J

Ipf:al IbCal IbNal

Figura 2.7: Esquema do modelo de ten Tusscher

As EDOs para a variagao da concentracao dos fons sao equacoes de conservacao de
massa e levam em conta todas as correntes do ion referente. Neste modelo, as equagoes

para o sédio e potdssio sao:

dNa; Ing + Ipna + 3INak + 3 Naca
= — 2.2
dt VeF (2:26)
dKz _[K1+]to+[Kr+]Ks_]NaK+]pK+[stim_Iaz

= VE (2.27)

onde F' é a constante de Faraday, e V. é o volume do citoplasma.

Uma variavel de grande interesse neste trabalho é a concentracao de calcio no cito-
plasma, pois ela é importante no mecanismo de desenvolvimento de forcas ativas nos
miocitos. A principais equagoes que representam a dinamica deste ion sao as EDOs para
as concentragoes e as equacoes dos buffers presentes no citoplasma e no reticulo sarcoplas-
matico. Os buffers sao proteinas presentes no citoplasma e no reticulo em que o calcio se
liga, reduzindo a concentracao de célcio livre. A concentragao total de cdlcio em um meio
é a soma do calcio livre e do célcio bufferizado naquele meio. O principal buffer no reticulo

sarcoplasmatico é a calsequestrina, ja no citoplasma temos a calmodulina e a troponina.
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Neste modelo, os dois buffers do citoplasma sao representados em uma tinica equagao. Por
serem reacoes muito rapidas, todos os buffers sao representados por equacoes algébricas
que aproximam as condi¢oes de equilibrio e dependem apenas da concentragao de calcio

livre em cada um dos meios.

Cajtor = Ca; + Capyfe (2.28)
dcaitot ([bCa + [pCa - 2[NaCa + [CaL)
=] Lot — Ly — 2.2
dt leak + l D 2‘/CF ( 9)
Ca; X Buf.
Capyfe = ——— 2.30
Gibuf CCLi + Kbufc ( )
Caspiot = Casr + Caspyufe (2.31)
dCasriot Ve
= —Tiear: + Lup — Le 2.32
7 VSR( teak + Lup 1) (2.32)
Casp X Bufsg
Casrpute = 2.33
ST Cagg + Ky FSR (2:33)
(2.34)

onde Ca; € a concentracao total de célcio no citoplasma, C'a; é a concentracao de cal-
cio livre no citoplasma, e Ca;p,p. ¢ a concentragao de célcio bufferizado no citoplasma.
Casrior ¢ a concentragao total de calcio no reticulo sarcoplasmaético, Cagr é a concen-
tragao de célcio livre no reticulo sarcoplasmético, e Cagpyufe ¢ @ concentracao de célcio
bufferizado no reticulo. Buf. e Bufsr sao as concentracoes dos buffers no citoplasma e
reticulo respectivamente, Ky, re € Ky psr sa0 as constantes de meia ativacao dos buffers e

representam a concentracao de calcio em que metade desses buffers estarao ocupados.

2.3 Modelos para o Tecido

A maneira mais natural de se imaginar a modelagem de tecidos cardiacos talvez seja a
de se interconectar diversas células isoladas. No entanto, o tecido cardiaco contém tantas
células e detalhes microestruturais que esta abordagem se torna impraticavel. Desta
maneira, a forma mais difundida de se modelar a propagacao elétrica no coracao é através
de homogenizagoes que descrevem médias das caracteristicas microscopicas do tecido, ou

seja, caracteristicas macroscopicas. Em seguida apresentaremos dois importantes modelos.
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2.3.1 Modelo do Bidominio

O modelo do bidominio tem este nome pois representa o tecido cardiaco como dois
dominios continuos, o meio intracelular e o meio extracelular. Cada ponto no espaco
contém uma fracao em cada um desses meios e consequentemente dois potenciais elétricos
e duas correntes, um potencial e uma corrente intracelular V; e i; respectivamente, além
de um potencial e uma corrente extracelular V, e i.. As relagdes entre esses potenciais e

correntes respeitam a Lei de Ohm:

i; = —D;VV, (2.35)
i. = —D.VV, (2.36)

onde D; eD, sao os tensores de condutividade. A corrente total em um ponto qualquer
1y = 1; + 1. nao pode variar a nao ser que fontes externas sejam introduzidas. Desta forma

Vi, = 0 ou:

V- (D;VV;+ D, VV.) =0 (2.37)

Em todos os pontos do dominio podemos definir um potencial transmembranico V,, e

uma corrente trasmembranica %,,:

Ve =Vi—V, (2.38)
im =V - (D;VV,) = =V - (D.VV.) (2.39)

Como mostrado previamente, a corrente transmembranica tem uma parcela ionica e
uma parcela capacitiva. Podemos escrever:

im =V- (DlV‘/l) =X (Cmaa% + ]Z‘On) (240)

onde y é a relagao superficie/volume da membrana, que é necessaria para converter cor-
rente transmembranica por area em corrente transmembranica por volume.

As Equagoes 2.37] e [2.40 sdo conhecidas como equagdes do bidominio. Estas equagoes
foram formuladas na década de 1970 por Tung e Geselowitz [4] e podem ser reescritas

com uma substituicao de variaveis, eliminando o potencial intracelular V; e incluindo o
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potencial transmembranico V,,:

Vi
V- (DiVV)+ V- (DiVV)) = y (Omaa—t + [n) (2.41)

V- (D;VV,) + V- ((Di + D)VV,) = 0 (2.42)

Estas equacgoes sao a formulacao mais difundida para a modelagem da propagacao

elétrica em tecidos cardiacos [10].

2.3.2 Modelo do Monodominio

O modelo do monodominio é uma simplificacao do bidominio que considera que o meio
extracelular nao afeta a atividade elétrica, ou seja, V., = 0. Adotando esta simplificacao
temos que V,, = V; e chegamos a seguinte equacao:

oV
V . (DZVVm) = X (me + [’ion (243)

Outra maneira mais geral de se obter a equacao do monodominio é assumir a mesma
taxa de anisotropia entre os meios intracelular e extracelular, ou seja, D, = aD; onde « é
uma constante. Desta maneira, para meios isotrépicos a equacao do monodominio pode
ser adotada. Esta equacao nao é capaz de reproduzir certos fenomenos que as equagoes
do bidominio conseguem, entretanto, o esforco computacional para sua resolugao é bem

menor. Por conta disso, esta equagao é empregada em diversos trabalhos [11], [12].
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3 GERACAO DE FORCA ATIVA
EM MIOCITOS

Neste capitulo apresentaremos sucintamente os mecanismos fisiolégicos de geracao de

forca nas células cardiacas, assim como modelos para este fenomeno.

3.1 Fenomenos Fisiolégicos

As células musculares cardiacas tém formato cilindrico e possuem de 80 a 100 pum de
comprimento e de 10 a 20 ym de diametro. Elas sao formadas por sarcomeros, que repre-
sentam as unidades subcelulares que possuem o aparato contratil e podem ser observadas
na Figura2.2] Os sarcomeros sdo compostos principalmente por filamentos finos e grossos
intercalados que interagem e geram forga.

Os filamentos finos sao longos polimeros compostos principalmente por uma dupla
hélice de monomeros de actina. J& os filamentos grossos sao compostos principalmente
por miosina, que pode ser considerada uma molécula motor, ja que é capaz de converter a
energia da hidrélise de ATP, que é a principal fonte de energia nas células, em movimento
da regiao da cabeca da miosina, como veremos em detalhes mais adiante. A organizacao
desses filamentos no sarcomero pode ser vista na Figura [3.1] A nebulina é uma proteina
de ancoramento que fixa a actina nos discos-Z, e a titina é uma longa proteina elastica,
responsavel por manter a integridade estrutural dos sarcomeros.

O processo de contragao comeca quando a célula é estimulada eletricamente. Acontece
entao um influxo de fons de célcio, principalmente pelos canais tipo-L. O célcio é o respon-
savel pela ativacao dos filamentos que gera a contragao; no entanto, a quantidade de calcio
que entra por esses canais nao é suficiente para ativar os filamentos e gerar contracao. Na
verdade, este pequeno influxo de célcio ativa receptores no reticulo sarcoplasmatico que
libera uma grande quantidade de cdalcio armazenada no seu interior para o citoplasma.
Este mecanismo é conhecido como liberacao de C'a** induzida por C'a?** (CICR - calcium
induced calcium release). Apoés esta liberagao, a concentragao de cédlcio no citoplasma

sobe a niveis capazes de ativar os filamentos e a contragao ocorre; apos este fendmeno o



26

Filamento de miosina Filamento de actina

Disco-Z

Nebulina Titina

Figura 3.1: Organizagao dos miofilamentos. Adaptado de [13]

reticulo sarcoplasmatico recupera o célcio através de canais ionicos especializados.

A interacao dos filamentos de actina e miosina é controlada por proteinas regulatorias.
A troponina e a tropomiosina sao complexos de proteinas presentes no filamento fino de
actina, e, em condigoes de repouso, estas proteinas impedem que a cabeca da miosina
se ligue a actina, efetuando um bloqueio estérico dos sitios de ligagao presentes neste
filamento, que também sao conhecidos como unidades regulatorias ou regulatory units
(RUs). O estimulo da célula e o consequente aumento da concentragao de Ca?* faz com
que esses ions se liguem a troponina C, fato este que gera uma mudanca de conformagao
desta proteina e abre o sitio de ligacao na actina para a miosina. Com isso a actina e a
miosina se ligam, formando as chamadas pontes cruzadas ou crossbridges (XBs). Entao,
com o consumo de ATP, a cabeca da misosina se deforma e faz com que um filamento
deslize sobre o outro, fazendo com que a célula se contraia, encurtando seu comprimento
de maneira que os discos Z se aproximam. Um esquema para este processo pode ser

observado na Figura |3.2

3.2 Modelos para a Geracao de Forca

Apesar da principal funcao do coracao ser de funcionar como uma bomba mecéanica,
a capacidade de reproduzir fenomenos dos modelos para a geracao de for¢a nos miofila-

mentos estd de maneira geral atrasados em relagao aos modelos eletrofisiolégicos. Isto se
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Figura 3.2: Interacao entre os Filamentos

deve em parte ao trabalho de Hodkin e Huxley [3] que impulsionou o desenvolvimento de
modelos para os canais e correntes ionicas. Além disso, um dos maiores impedimentos
ao desenvolvimento de modelos para a geracao de forga sao as grandes controvérsias que
existem na descricao das interacoes entre os filamentos, apesar das avancadas técnicas que
podem provar eventos em nivel molecular e identificar diversos estados de energia.

Um dos primeiros e mais influentes trabalhos nesta area foi o modelo proposto por
Huxley em 1957 [14]. Este modelo é composto por apenas dois estados para os filamentos,
ligados ou desligados, e por taxas de transicao entre esses estados definidas como funcoes
da posicao relativa dos sitios de ligacao da actina e da posicao de equilibrio da XB mais
proxima. A forca ativa gerada por uma XB é considerada como uma funcao linear do
deslocamento da estrutura da cabeca da miosina em relacao ao equilibrio, como uma
mola linear. Este modelo ajudou a compreender alguns fenomenos experimentais como
a diminuicao da forga ativa com o aumento da velocidade de encurtamento da célula
causada pela diminuicao da fracao de XBs formadas e diminuicao do deslocamento médio
das XBs formadas.

No entanto, este modelo ¢é incapaz de reproduzir uma série de fenémenos como, por
exemplo, o consumo de ATP, ja que, por conter apenas dois estados, nao existe como
diferenciar uma transicao de ligado para desligado que consome energia de uma que nao
consome. Além disso, este modelo é nao regulado, ou seja, nao considera a ativacao dos
filamentos controlada pela concentracao de cdlcio. Esta caracteristica limita o modelo a
tratar apenas fenomenos que consideram ativacao total ou, pelo menos, ativacao constante
dos filamentos.

Modelos mais recentes foram propostos por Campbell, Razumova et. al. [I5], [16] e
[17]. Estes modelos, apesar de também nao serem regulados, contém trés estados: um

fracamente ligado, que equivale ao estado desligado, e dois fortemente ligados, um pré
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e um poés rotacao da cabeca da miosina. Os dois estados fortemente ligados sao os que
contribuem para a geracao de forga; além disso, transi¢oes do estado pés rotacionado para
o fracamente ligado sao as associadas ao consumo de ATP. Desta maneira, nao é possivel ir
diretamente do estado fracamente ligado para o fortemente ligado pds rotacionado. Estes
modelos foram tomados como base para o desenvolvimento do modelo de Rice et. al. que
foi o adotado neste trabalho, e mais detalhes serao apresentados mais adiante.

Em condicoes fisiolégicas, a geracao de forga é sempre modulada pela variacao da
concentracao de Ca®*. Isto nos leva & necessidade de utilizar modelos que levam em conta
a ativacao para reproduzir uma série de fenomenos dinamicos. A fungao de ativacao do
calcio é nao-linear, e sua quantificacao geralmente é desenvolvida em experimentos com
um comprimento de sarcomero fixo, também conhecidos como isosarcométricos. Nestes
experimentos, a concentracao de calcio é mantida constante e a forca de repouso é medida,
obtendo-se um relagao entre a forca e a concentragao de célcio, também chamada de
relacao F'—Ca?". Um grafico obtido em um experimento com tecido humano em condicoes

normais e miopaticas [I8] pode ser visto na Figura 3.3
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Figura 3.3: Curva experimental para a relacao F' — Ca?" em humanos em condicoes
normais e miopaticas. Adaptado de [18§]

Podemos observar que estas curvas apresentam caracteristicas de cooperatividade e
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podem ser aproximadas por equacoes de Hill que podem ser escritas na forma da Equacao
3.8l Eventos cooperativos sao aqueles em que a ocorréncia de um evento aumenta a
probabilidade de outro evento ocorrer. Estas equacoes sao tradicionalmente utilizadas
na bioquimica para representar reacoes catalisadas por enzimas e outros fendmenos co-
operativos, como a reagao de um ligante a macromoléculas que pode ser favorecida pela
presenca de outro ligante. Sao utilizadas inclusive na modelagem dos buffers de célcio do
modelo TTPN.

No caso dos buffers podemos chegar a equacao da seguinte maneira: considere I como
a concentracao de um fon, Ay como uma constante que representa a concentragao total de
uma proteina em uma célula, A; como a concentracao desta proteina sem o ion ligado a
ela, A; como a concentracao da proteina com o ion ligado a ela. Se a proteina nao estiver

envolvida em outras reacoes, podemos escrever:

AO - Al + A2 (31)

Podemos ainda escrever as seguintes equacoes para a reacao quimica:

ky
al
% = ]{7_ A2 - k+ A1 C (33)

onde k, e k_ sao as velocidades das reacoes direta e inversa. No equilibrio chegamos a:

k. Ay —ky A1 C =0 (3.4)
Logo:
ky

Substituindo a Equagao [3.1| na expressao anterior temos:

ki

A2 =17

(Ag— A2) 1 (3.6)

Rearranjando os termos e fazendo k_/k; = K., temos:

I
A2 — A() N m (37)
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Com isso podemos escrever a concentragao de proteina com fon ligado a ela como
funcao apenas da concentragao do ion e constantes.

Em um caso mais geral, podemos escrever as fungoes de Hill da seguinte forma:

(3.8)

0 é a fracao de sitios de ligagdo da macromolécula ocupados pelo ligante, [L] é a concen-
tragao do ligante, K., é a concentracao de ligante em que metade dos sitios de ligacao
estarao ocupados, e n é o coeficiente de Hill. No caso da relagao F-Ca, os parametros que
devem ser observados nestas curvas sao o coeficiente de Hill, que basicamente nos da a
inclinacao da parte linear da curva e representa o grau de cooperatividade do fenomeno,
e a concentragao de célcio de meia ativagao, [C'a®T]50, que nos indica a concentragao em
que a forca gerada ¢ igual a 50% da forca méxima produzida no sarcomero. Coeficientes
de Hill com valores acima de 1 indicam cooperatividade positiva, iguais ou proximas a
1 indicam que os eventos sao independentes, e menores que 1 indicam cooperatividade
negativa. Para a curva da Figura [3.3] os coeficientes de Hill e concentracao de meia ati-
vagao para o controle sao 5.2140.20 e 0.56 +0.05uM respectivamente, e para as amostras
miopaticas, 5.61 4+ 0.60 e 0.54 4+ 0.09uM respectivamente.

Apesar dos altos coeficientes de Hill indicarem uma alta cooperatividade na geracao
de forca ativa, a origem desta cooperatividade ainda é debatida. Podemos associar as
fontes de cooperatividade a trés interacoes, ou a uma combinacao entre elas. Usando
a nomenclatura proposta por Razumova em [15], elas sdo: XB-RU, RU-RU e XB-XB,
relembrando que XB se refere a croosbridges, e RU, as unidades regulatérias de tro-
ponina/tropomiosina. As interagoes XB-RU se devem ao fato de a presenca de uma
crossbridge formada aumentar a afinidade de unidades regulatérias vizinhas ao calcio.
A hipétese sobre interacoes RU-RU é de que existe uma sobreposicao de unidades regu-
latorias adjacentes de tropomiosina nos miofilamentos de actina. As interagoes XB-XB
sao mais complexas e existe mais de uma categoria. Estudos indicam que a existéncia de
uma crossbridge aumenta a taxa de formacao de outras crossbridges nas unidades vizin-
has. Este pode ser um efeito secundario das interagoes XB-RU, porém, a presenca de uma
crossbridge pode manter a tropomiosina em uma posi¢cao mais lateral do que a posicao
em que ela se encontra apenas com o Ca?" ligado, e isto pode facilitar ainda mais a for-

macao de novas crossbridges. Outra questao fundamental é o nimero de crossbridges que
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podem ser formadas em cada unidade regulatoria. A alta complexidade das interagoes e
a diversidade de hipoteses feitas sobre elas dificultam um consenso e o entendimento de
mecanismos basicos, inibindo o desenvolvimento de modelos biofisicos detalhados para os
miofilamentos.

Para tentarmos representar todos estes complexos fenomenos, modelos espacialmente
explicitos baseados em EDPs devem ser adotados. No entanto, a resolucao dos modelos
baseados nesta abordagem é muito custosa computacionalmente, e por este motivo estes
modelos nao sao adotados em simulagoes em maior escala. Ao invés disso, modelos es-
pacialmente comprimidos baseados em EDOs sao adotados. No entanto, a formagao de
XBs nos miofilamentos nao é um evento independente ja que possuem cooperatividade, e
erros sao gerados por essas aproximacoes.

Vamos agora apresentar em mais detalhes o modelo espacialmente comprimido de Rice
et. al. que foi utilizado no desenvolvimento do modelo acoplado proposto neste trabalho.

Para uma revisdo mais completa dos modelos de geracao de forga indicamos [19] e [20].

3.3 Modelo Miofilamentar de Rice et. al.

Este modelo miofilamentar é baseado em EDOs e foi proposto em 2008 [6]. Tem
ativacao regulada pela concentracao intracelular de calcio e se propoe a reproduzir uma
série de protocolos experimentais mesmo sem uma representacao espacial explicita, através
de uma série de hipéteses e feedbacks internos do modelo. Contém ainda mecanismos que
permitem variacoes no modelo dependentes da temperatura, que pode ser alterada, e do

comprimento do sarcomero, que é variavel.

3.3.1 Dindmica Ca’"-Troponina

Neste modelo é assumido que a presenca de XBs fortemente ligadas aumenta a afinidade
de unidades regulatérias vizinhas ao calcio. Isto é representado assumindo duas populagoes
de unidades regulatérias de troponina, uma de alta afinidade e uma de baixa afinidade.
Essas unidades sao representadas pelas variaveis CaTropy e Cal'ropy, que sao as fragoes
dessas unidades que contém calcio ligado a elas. As equacoes que descrevem essas variaveis
sao:

d
%CaTropH = konr[Cal(1 — CaTropy) — kofrurCalropy (3.9)
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d
aC’aTropL = konr[Cal(1 — CaTropr) — kopprrCaTlropy, (3.10)

onde ko,r é a taxa de ligacao, korrar € kofprr sao as taxas de desligamento para as
unidades de alta e baixa afinidade respectivamente.

A partir do valor dessas variaveis, a fracao de unidades regulatoérias do filamento fino
de actina que estao com calcio ligado, Tropprey, ¢ calculada com a seguinte equacao que

leva em conta o comprimento do sarcomero:
Tropreg(z) = (1 = SOV Eypin(x)) x TropCar, + SOV Fypin(z) x TropCay (3.11)

onde x é o comprimento do sacomero, e SOV Fyy;,, é a funcao que da a fracao dos filamentos
finos que estao sobrepostos por filamentos grossos, que depende exclusivamente do com-
primento do sacomero. O valor desta funcao aumenta com um aumento do comprimento
do sarcomero. Nesta equacao podemos ver entao como a relacao entre a sensibilidade da
troponina regulatéria ao cdlcio e o comprimento do sarcomero ¢ modelada. A Tropge, é 0
parametro que modula as taxas de transicao entre os estados nao permissivo e permissivo

a formacao de XBs.

3.3.2 Ciclo das Crossbridges

Neste modelo sao considerados quatro estados para os miofilamentos: Nxpg, estado
nao permissivo, onde XBs nao podem se formar; Pxpg, estado permissivo, porém com
os filamentos fracamente ligados; X Bp,sir, estado com filamentos fortemente ligados pré
rotacao da cabeca da miosina; e X Bp,.r, estado com filamentos fortemente ligados pds
rotagao da cabeca da miosina.

A ativacao dos filamentos é induzida por um aumento de concentragao de célcio, no
entanto, a presenca de XBs fortemente acopladas também é capaz de ativar unidades
regulatérias vizinhas. Para melhor representar estas interacoes, a ativagao e o ciclo das
XBs sao acoplados como mostra a Figura 3.4 As taxas de transicao ky, e ky, entre
os estados nao-permissivos e permissivos sao calculadas de maneira que a relagao de
ocupacao entre esses estados sejam proporcionais a fracao de RUs com calcio ligado, e

nao diretamente a concentragao de calcio intracelular.
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As equacoes para os estados sao:

%NXB = —knpr X Nxp + kpnr X Pxp (3.12)
& P = ke X Nw — (kyur + fuppr) X Pxs (3.13)

+Gappr X X Bprer + guvt X X Bposir
%XBPTGR = fappr X Px — (Gappr + hyr) X X Bprer (3.14)

+hyr X X Bpostr
%XBPostR = hyr X XBprer — (hor + guvr) X X Bpostr (3.15)

Ligacao regulatéria do calcio )
(taxas controladas por SL) T T .

- S

-
________

Ligacao aparente do calcio Ot fonor
(taxas controladas por SL / XBrreR / XBPostR)
gappT

H
\
—
—
- >
v}
b
:
po)
3
g
A 4

Figura 3.4: Esquema para o modelo de Rice

onde foppr, Gappr, NT, hir, gupr s20 as taxas de transicao entre os estados e sao depen-
dentes da temperatura. Algumas dessas taxas sao afetadas por feedbacks e sofrem vari-
acoes dependentes do comprimento celular e da velocidade de encurtamento. Estes foram
os principais parametros ajustados para reproduzir dados humanos no modelo acoplado
que propomos. Mais detalhes sobre as equacoes e hipéteses sobre esses parametros podem

ser verificadas em [6].
Outra proposta deste modelo ¢é artificialmente separar a concentracao de troponina
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com calcio ligado, que regula ativacao dos filamentos, e a concentracao de troponina com
calcio ligado aparente, que é sentida pela célula. A equacao da troponina aparente, além
de depender do comprimento do sarcomero, dependente também da fracao de XBs no

estado fortemente acoplado, Fracsgxp, como mostra a férmula abaixo:

Trop apparent() = (1 — SOV Fiypin(x)) x TropCay, + (3.16)

+SOV Fypin(x) X (Fracspxp X TropCay + (1 — Fracspxp) x TropCar)

Em outras palavras, a afinidade das unidades regulatorias aumenta com um au-
mento do comprimento do sarcomero, porém, é independente das XBs estarem fortemente
acopladas ou nao. Por outro lado, a concentracao de troponina com calcio ligado aparente,
que é sentida por toda a célula, é calculada assumindo que a afinidade ird aumentar so-
mente se os XBs estiverem fortemente acoplados. Esta abordagem é utilizada pois a
cinética do céalcio se ligando a troponina ¢ muito rapida, e a inclusao de termos globais de
feedback na ativagao dependentes das XBs gera respostas nao fisiologicas, pois retarda a

ativagao como efeito da cinética mais lenta da formacao das XBs.

3.3.83 Cadlculo da For¢ca Ativa

Neste modelo, a forga ativa é calculada seguindo as proposi¢oes encontradas em [15]
e é proporcional ao produto das fragoes de ocupacao dos estados fortemente acoplados,
X Bprer € X Bposir, com os deslocamentos médios sofridos pelas cabecas de miosina nesses
estados, X Bp,.r € ©X Bp,ssr. Em modelos espacialmente explicitos, a equacao para a
forca ativa pode ser escrita como uma integral em dx do produto entre a for¢ca de uma
mola linear, com uma constante eldstica kxg, com um deslocamento x e com uma funcao
de densidade de probabilidade, PDF, dos XBs fortemente acoplados estarem com um

deslocamento igual a z.

Futiva < Fxp = /(k;XBx) x PDF(xXB = x)dx (3.17)

Em modelos espacialmente comprimidos, esta integral se transforma em um somatério
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do produto dos deslocamentos médios de cada estado de deformacao por sua ocupacao:
FXB%]CXBZ<X1' >< xX; > (318)

onde X; é a ocupacgao do estado i, e xX; é o deslocamento médio do estado 7. Mais
especificamente para o modelo de Rice, como temos dois estados fortemente ligados que

geram forca, a equagao fica a seguinte:

Fativa 8 [xXBPreRXBPreR + -TXBPostRXBPostR] (3 19)

O modelo de Rice se diferencia dos outros no equacionamento dos deslocamentos mé-
dios dos estados, que aqui dependem apenas do deslizamento de um filamento sobre o

outro. Estas equagoes sao alcancadas supondo uma ativagao total dos filamentos finos:

1dSL )
— XB re = — ; . XB Ny 320
X Bren =5 g e (X Bren) (320
+hbT X (xXBPostR — Xy — xXBPreR)]
d 1dSL &
ExXBPoStR = 5 dt XBEggféMax [th X (xXBPreR + To — xXBPostR)] (321)

onde dSL/dt é a velocidade do comprimento do sarcomero, ¢ é uma constante empirica,
X BfracMaz o X BEracllar 30 as fragoes de XBs pré e pds rotacionados respectivamente
assumindo ativacao total do filamento fino. O termo que depende da velocidade do com-
primento do sarcomero esta relacionado ao deslizamento de um filamento sobre o outro,
a divisao por dois é causada por simetria na geometria. Os outros termos estao associ-
ados ao aumento ou diminuicao do deslocamento médio associado a transigoes entre os
estados que geram forga. Os termos X BEracMar o X pErachlar o34 constantes e podem ser
derivados analiticamente em funcao das taxas de transicao entre estados dependentes da
temperatura.

De forma similar ao cdlculo de X BEracMar o X pEraciaz odemos também calcular
a ocupacao dos estados em condigoes Otimas para geracao de forga, com temepratura

fixada em 37°C e em condicoes isosarcométricas com comprimento do sarcomero maximo.

Calculamos assim uma forca que servird para normalizar a nossa forga gerada. A forga
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ativa normalizada fica entao com a seguinte férmula:

xXBPreRXBPreR + xXBPostRXBPostR
o X XB%)Z?R

Fativa(aj) == SOVFthwk<:U) X (322)

onde SOV Fypier(z) é 0 termo que inclui o efeito da geometria no nimero de XBs re-
crutdveis, e X BM%. é a ocupagao do estado em condigoes 6timas de ativagao. Podemos
notar que na for¢a maxima, usada para a normalizacao, nao existe influéncia do estado
X Bper, ja que em condicgoes isosarcométricas o deslocamento médio deste estado é igual

a zero, e este estado nao contribui na geragao de forca ativa.
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4 MECANICA DO CONTINUO

As células cardiacas sofrem variagoes de até 20% em seu comprimento em uma batida
normal do coragao. Desta maneira, para fazer uma representagao coerente de suas carac-
teristicas devemos usar a teoria de grandes deformagoes. Nos capitulos anteriores apre-
sentamos as propriedades de desenvolvimento de forca ativa nas células cardiacas. Porém,
para termos uma representacao completa das deformagoes mecanicas do tecido cardiaco
devemos analisar as caracteristicas passivas também.

Toda matéria é constituida de moléculas, e estas por sua vez sao constituidas por ato-
mos e particulas subatomicas. Entretanto, muitos aspectos do comportamento mecanico
dos corpos podem ser descritos sem se levar em conta sua estrutura molecular. A mecanica
do continuo estuda o comportamento de corpos, sélidos ou fluidos, de maneira macroscopica,
sem levar em conta caracteristicas microscépicas das particulas, tratando-os como um con-
tinuo. O estudo da mecanica do continuo pode ser dividido em diferentes partes: o estudo
da cinematica, que descreve o movimento e a deformacao dos corpos, e o estudo das
tensoes e principios de balanco, que descreve a conservacao de massa e energia.

Estes conceitos sao aplicaveis a corpos constituidos de qualquer material. No entanto,
nao sao suficientes para uma completa descricao do comportamento mecanico de um
COTpo. E necessario, entao, descrever para cada tipo de material uma relagao constitutiva,
responsavel por nos dar a dependéncia entre tensoes mecanicas, deformacao e taxa de
deformagao presentes em um corpo.

Neste capitulo, apresentaremos conceitos basicos da mecanica do continuo que sao
importantes para a solucao do problema das deformacoes em tecidos bioldgicos. Em

seguida apresentaremos as principais leis constitutivas utilizadas nestes estudos.

4.1 Cinematica do Continuo

A cinematica é o estudo do movimento sem preocupacao com suas causas. Nesta secao
apresentaremos defini¢coes e variaveis importantes no estudo de corpos deforméveis.
E chamada de configuracao a posi¢ao das particulas de um corpo em um determinado

instante. Quando se trata do instante inicial ¢ = 0, esta é chamada de configuracao
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indeformada. Quando se trata de um instante de tempo t qualquer, esta é chamada de

configuracao deformada. A Figura [£.1 mostra um exemplo.

tempo =t

X4

fempa =0

Figura 4.1: Movimento de um corpo. Adaptado de [11]

Com uma sequéncia de configuracoes de instantes de tempo diferentes podemos des-
crever o movimento de um corpo. Este mapeamento é feito pela funcao ¢ que descreve a

posicao x das particulas com relacao a posigao inicial X, ou seja:
= $(X,1) (4.1)

Para qualquer instante de tempo t, a Equacao representa um mapeamento entre a

configuracao indeformada e a configuracao deformada. Podemos ainda escrever:
X = Qbil(xat) (42)

esta funcao inversa nos da as coordenadas X da posicao inicial em relagao a posicao x

que as particulas ocupam num instante determinado.
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4.1.1 Gradiente de Deformacgao

Uma importante defini¢ao no estudo de deformagoes finitas é o gradiente de defor-

macao:
81’1'
0X;

F; =Vo; onde 4,7=1...3 (4.3)

As componentes Fj; formam um tensor de segunda ordem. Este tensor é assimétrico
e representado por F. Quando o tensor gradiente de deformagao é aplicado a um seg-
mento dX da configuracao indeformada ele é levado ao segmento dx correspondente na

configuragao deformada através da seguinte operagao:
dr = FdX (4.4)
A sua inversa realiza a operacao contraria:

dX = F'dx (4.5)

4.1.2 Tensor de Deformacgao de Cauchy-Green

Apesar de o gradiente de deformacao ser uma importante medida no estudo de de-
formacoes, em muitos casos ele é inapropriado, ja que suas componentes nao se anulam
quando representam um movimento de corpo rigido. E necessdrio entdo definir uma me-
dida que nao represente estes termos.

Considerando dois pares de segmentos dX; e dX; que se deformam em dx; e dzo

temos:

Podemos calcular o produto escalar entre estes segmentos:

d[[’l'dﬂfg = FXmFdXQ
= dX,-FTFdX,
= dX; -CdX, (4.8)
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Isto define o tensor de deformacao direito de Cauchy-Green:
C=F'F (4.9)

De forma similar podemos também definir o tensor de deformagao esquerdo de Cauchy-
Green, b, como:

b=FF" (4.10)

Os componentes destes tensores representam os alongamentos em cada diregao. A
seguir apresentamos um exemplo adaptado de [21I] para demostrar esta representagao.
Considere que dx = dsn seja o vetor deformado do elemento dX = dSe;, onde n é um

vetor unitario, e e; é um vetor da nossa base. Podemos escrever:

(ds)? = (dS)*e1Cey (4.11)
Desta maneira podemos escrever:
ds\?
Cy = 7S para o elemento dX = dSe;q (4.12)

Analogamente podemos achar os outros termos da diagonal. Podemos ainda estender
esta definicao para dois elementos distintos e achar os termos fora da diagonal. Considere
dX; = dSje; e dXy = dSzesz que se deformam em dx; = dsin e dxs = dsom, onde e;

e ey sao vetores da base, m e n vetores unitdarios com um angulo € entre eles:
ds1dsscost = dS;dSse1Ces (4.13)

Desta maneira podemos escrever:

d81 d82

Cip = d_Sld_Sg

cos(dxy,dxz) para dX; = dSie; e dXy = dSses (4.14)

Analogamente podemos achar os outros termos fora da diagonal.
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4.2 Tensao

Nesta se¢ao vamos introduzir os conceitos de tensao para um corpo sofrendo defor-
magcoes finitas. O vetor tensao ¢ definido como forca por unidade de area na configuragao
deformada, esta definicao nos leva ao tensor de tensao de Cauchy.

Para uma analise de grandes deformacoes, no entanto, é conveniente definir a tensao
em relacao a configuracao inicial indeformada. Podemos fazer isso através dos tensores

de Piola-Kirchhoff que serao apresentados na sequéncia.

4.2.1 Tensor Tensao de Cauchy

Para definir o vetor tensao, considere que um corpo no estado deformado foi dividido
em duas regiodes, R, e Ry, como mostra a Figura [£.2] Considere o ponto p contido na
superficie de R;, no elemento de area Aa cujo vetor normal é n.

Xg

Figura 4.2: Vetor tensdo. Adaptado de [11]

Se Ap for a forga resultante nesta drea, podemos definir o vetor de tensao t correspon-

dente a normal n no ponto p como:

. Ap
ton) = Jim, (419

Podemos definir um vetor ¢(n) associado a cada plano de separagao do corpo que passa
pelo ponto p. Dado um sistema de coordenadas cujos vetores base sao formados por e;,

podemos escrever um vetor de tensao associado a cada vetor base:
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t(er) = ouer+oper +oise; (4.16)
t(e2) = 09161 + 02es + 0o3es (4.17)
t(es) = osier+ 03262 + 03363 (4.18)

Podemos reescrever estas equagoes da seguinte maneira:

t(n) =on (4.19)

Nesta expressao, o é um tensor de segunda ordem simétrico chamado de tensor de
tensao de Cauchy. Este tensor relaciona as forcas por unidade de &rea na configuracao

deformada. Podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

011 O12 013
o= 0921 0322 033 (4.20)

031 032 033

Os termos diagonais sao chamados de tensoes normais, e os termos fora da diagonal

sao chamados de tensoes de cisalhamento.

4.2.2 Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff

Em muitos casos é conveniente representar o tensor de tensao na configuragao indefor-
mada. Considerando ¢, como um vetor (pseudo) tensao no estado indeformado e N como
o vetor unitario normal a um elemento de area dA, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff,

P pode ser descrito da seguinte maneira:

to =PN (4.21)

Para encontrarmos a relacao entre este tensor e o tensor de tensao de Cauchy vamos
partir da seguinte expressao:

df = tda = todA (4.22)

onde df é a for¢a atuando no elemento de superficie da que resultou da deformagao de
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dA. A partir desta equacao chegamos a seguinte relacgao:

da
_ 4 4.2
o= 4"t (4.23)

Substituindo as Equacoes e na Equacao 4.23| chegamos a seguinte expressao:

da
PN = — 4.24
1" (4.24)

Em seguida, utilizaremos a seguinte expressao para a mudanca de area encontrada em
[21]:
nda=JF T NdA (4.25)

onde J = detF. Substituindo a Equacao 4.25] na Equagao [4.24] chegamos a seguinte

relacao:

PN = JoF TN (4.26)

E finalmente podemos escrever a relagao entre o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e o
tensor de tensao de Cauchy:

P=JoF T (4.27)

O tensor P é de segunda ordem e descreve as forgas correntes por unidade de drea na

configuracao indeformada. Podemos ainda escrever a expressao para a relagao inversa:

oc=J"'PF" (4.28)

4.2.83 Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff

Outra medida que podemos definir é o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, que por sua
vez nio tem uma interpretacao fisica intuitiva. Considere df como uma (pseudo) forga
diferencial que, aplicada ao gradiente de deformacao, F, resulta na forca diferencial real

na configuracao indeformada, df, ou seja:

df = Fdf (4.29)
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Da mesma maneira podemos definir #y:
df = todA (4.30)
O segundo tensor de Piola-Kirchhoff, S, é por defini¢ao:
to= SN (4.31)
Podemos escrever as relacoes entre S, o e P da seguinte maneira:

t(] - F_lto

da
= —F!
dA

da
= d_AF on

= JF'oF TN (4.32)
Comparando as Equagoes e temos:
S=JFloFT=F1'P (4.33)
Podemos expressar as relagoes inversas da seguinte maneira:

o=J'FSFT (4.34)
P=FS (4.35)

4.3 Equacgao de Equilibrio

Diversas grandezas fisicas sao governadas por principios de balanco ou leis de con-
servacao. Ksses principios de uma maneira geral garantem que uma quantidade fisica,
como por exemplo a massa, carga elétrica ou momento, seja conservada. O principio da
conservacao da quantidade de movimento linear estabelece que a forca total atuando em
uma parte qualquer de um material é igual a taxa de variagdo do momento linear desta
mesma parte.

Mais particularmente, para os casos estaticos, a conservagao do momento linear nos
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fornece equacao de equilibrio de Cauchy. Podemos obter esta equacao considerando que
v seja o volume de um corpo qualquer em sua configuragao deformada, e Jv seja seu
contorno. Consideremos ainda que f represente as forcas de corpo por unidade de volume,
e t as forcas de superficie por unidade de area atuando no contorno dv. Desprezando as
forcas de inércia, para um corpo se encontrar em equilibrio estatico, a seguinte equagao

deve ser respeitada:

/avtdaJr/vfdu:o (4.36)

Utilizando a Equacao [4.19) podemos reescrever esta equacao da seguinte maneira:

/8vanda—|—/vfdv:0 (4.37)

Aplicando o teorema de Gauss, podemos reescrever o primeiro termo, referente a uma

integral de superficie, como uma integral de volume e desta maneira aglutinar os termos:

/(diva + f)dv=20 (4.38)

v
Esta equacao estabelece uma relacao que é vélida para um corpo qualquer. Se ela
é valida em um corpo qualquer, deve também ser valida em qualquer subdominio deste
mesmo corpo. Desta formada, para finalizar, concluimos que ela é véalida para todos os
pontos do dominio e podemos entao eliminar as integrais e reescrever a equacao em sua
forma diferencial:

dive +f=0 (4.39)

4.4 Principio dos Trabalhos Virtuais

Para aproximar a solucao do problema de deformagoes finitas utilizamos o método dos
elementos finitos (MEF). Desta forma, devemos estabelecer uma forma fraca da equagao
em questao. Neste trabalho utilizamos o principio dos trabalhos virtuais (PTV) como

forma fraca da equacao de equilibrio:

oW = /(diva +f)-dvdv=0 (4.40)
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onde dv é uma velocidade virtual que obedece a propriedade de se anular no contorno dv
onde o deslocamento é prescrito. Podemos reescrever o primeiro termo desta equacao da

seguinte maneira:

div(cdv) = dive - dv + o : Vv (4.41)

ficamos entao com a seguinte equacao:

/div(05v) dv — /J:V5U dv + /f ~dvdv =0 (4.42)

v v

Utilizando o Teorema de Gauss podemos reescrever a primeira integral como uma

integral de superficie, chegando a:

/ a5v-nds—/a:V(5vdv—l—/f-(5vdv:0 (4.43)
ov v v

Podemos ainda reescrever o vetor de tensao de Cauchy como on =t e sabemos também
que o gradiente de dv é o tensor gradiente de velocidade §l. Substituindo estas relacoes

temos:

/J:éldv:/ t-5vd3+/f-5vdv (4.44)
v ov v

Por fim, escrevemos o tensor gradiente da velocidade virtual 6l em termos de suas
componentes simétrica e anti-simétrica, dd e dw respectivamente. Considerando que o

tensor o € simétrico, a equacao do PTV pode ser escrita como:

/U:5ddv—/t-5vds—/f-5vdv:0 (4.45)
v ov v

O PTV estabelece a igualdade entre o trabalho virtual interno e o trabalho virtual
externo, 6W;,; = 6W,.: , ou seja, o trabalho de o é igual a soma do trabalho das forcas

de volume f e das forcas de superficie ¢, onde:

Wi = /0 2 0ddv (4.46)

MWeat = / t~6vd5+/f~5vdv (4.47)
ov v

Pode ser demonstrado que, ao se descrever o trabalho virtual com relacao a config-

uracao indeformada, outros tensores de tensao podem ser empregados obtendo-se duas
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outras expressoes para o PTV dadas por

oW = / P:5FdV — / fo-ovdV — / to - dvdS (4.48)
\%4 \% °)%

oW = /S:éEdV—/f0~5vdV—/ to - ovdS (4.49)
14 14 ov

onde P e S sao respectivamente o primeiro e o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff,

e F' e F sao as deformacoes conjugadas destes tensores de tensao.

4.5 Relacoes Constitutivas

Todas as equagoes apresentadas neste capitulo até agora sao gerais e aplicaveis a
qualquer material. No entanto, elas nao sao suficientes para descrever a resposta de um
material a um determinado carregamento. Para termos uma descrigao completa e especi-
fica do comportamento de um material necessitamos de equagoes constitutivas. Neste
trabalho, estas equagoes descrevem a relagao entre a tensao e a deformacao que um corpo
sofre.

Estas equacoes sao determinadas através de estudos experimentais. Nesta secao dare-
mos uma visao geral sobre leis constitutivas hiperelasticas e em seguida apresentaremos

algumas leis com aplicagoes em modelagem de tecidos biolégicos.

4.5.1 Materiais Hipereldsticos

Materiais sao considerados hiperelasticos quando o trabalho realizado pelas suas ten-
soes ¢ independente da trajetéria durante uma deformagao, sendo dependente apenas dos
estados inicial e final. A tensao para um material hiperelastico é dada através da definicao

de uma funcao energia de deformacao W como

ow

g2
oC

(4.50)

onde S ¢é o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, e C é o tensor direito de defor-
magao de Cauchy-Green. As fungoes de energia de deformagao W representam as relagoes
constitutivas.

Devido ao fato destas fungoes serem independentes da trajetoria percorrida durante

a deformacao, elas podem ser representadas apenas com respeito ao gradiente de defor-
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macao, F. Uma restricao é que estas fungoes nao devem ser alteradas por rotacoes de

corpo rigido; desta maneira, para um tensor ortogonal qualquer ) podemos escrever:
W(F)=W(Q-F) (4.51)

Utilizando o teorema da decomposicao polar podemos representar o gradiente de defor-
macao como o produto entre um tensor ortogonal de rotagao R e um tensor que representa

apenas os alongamentos U':

F=R-U (4.52)

Aplicando este teorema e devido ao fato de que () é uma matriz ortogonal qualquer,

que particularmente pode ser RT, podemos escrever a seguinte relacao:
W(F)=W(Q-R-U)=W(R" - R-U)=W() (4.53)

O tensor de alongamento U se relaciona ao tensor de deformacgao direito de Cauchy-

Green, C, através da seguinte relacao:

C=F'F=U"R"RU = U? (4.54)
Com isso, também podemos escrever a funcao de energia W como funcao de C.

W =W(F)=W(U)=W(C) (4.55)

No caso particular em que o material é isotrépico, a funcao W deve apresentar o
mesmo comportamento para deformacoes em qualquer dire¢cao. Neste caso, a fungao pode
ser escrita utilizando os invariantes do tensor C representados por 11,15 e I5. Os invariantes
sao escalares calculados a partir dos componentes do tensor que nao dependem da base

vetorial em que o tensor estd representado.
W =W (I, I, 1I3) (4.56)

Além disso, podemos ressaltar que os tecidos cardiacos sofrem pouca variacao de vol-

ume mesmo sujeitos a grandes deformagoes. Assim, eles sao de maneira geral modelados
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como incompressiveis. Esta restricao é caracterizada matematicamente por:

J=det F =1 (4.57)

onde F' é o tensor gradiente de deformacdo. A equagao anterior resulta em I3(C) = 1.
A seguir vamos apresentar algumas leis constitutivas com aplicagoes em modelagem de

tecidos cardiacos.

4.5.2 Material do tipo neo-Hookeano

Este é um modelo de material isotropico e incompressivel. Pode ser considerado como
uma extensao da lei de Hooke para grandes deformacoes. Este material tem a seguinte
equacao constitutiva:

onde I; é o primeiro invariante do tensor de deformacao de Cauchy-Green, C, e ¢; é
uma constante do material. Podemos ressaltar que na auséncia de deformagao, quando

F =C =1, o invariante I, = 3 e a fungao ¢é nula.

4.5.3 Material do tipo Mooney-Rivlin

Outro modelo de material isotropico incompressivel muito utilizado é o Mooney-Rivlin.

A equacao deste material é a seguinte:

W =ci(I1 —3) + co(l2 — 3) (4.59)

onde I; e I, sdo o primeiro e segundo invariantes do tensor de deformacao de Cauchy-
Green. As variaveis c¢; e ¢y sao constantes do material. Novamente podemos ressaltar que

na ausencia de deformagao os invariantes sao Iy = I, = 3 e a fungao é nula.
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4.5.4 Modelo Pole-Zero

Este é um modelo desenvolvido especificamente para tecidos cardiacos [22]. E anisotrépico,

portanto nao pode ser representado em funcao dos invariantes. Ele tem a seguinte equacao:

C? 2 2
W = k ff + kSS = + knn nn —I'_ (460)
1 |aff - Cff|bff |ass — Cls P |y, — Crpp|Prm
02 CJ%” 082n

+k

fs
S| R Y | N Y— —
Polags — Croltrs 7 "™ agn — Crpltrn " ag, — Canlten

onde Cj; sao os componentes do tensor de deformacgao de Cauchy-Green com referéncia a
diregdo da fibra (f), lamina de fibras (s) e normal & lamina (n). Além disso, a;;, b;; e kij
sao constantes do material. Os valores de a;; dao os alongamentos maximos, ou pélos, em

cada uma das diregoes.

4.6 Resumo do Problema Mecanico

Apoés apresentar estes conceitos de mecanica do continuo podemos descrever o pro-
blema mecanico que estamos interessados em resolver neste trabalho. O problema pode

ser descrito pelas seguintes equacoes:

dive + f =0 (4.61)

oc=J'FSFT (4.62)
oW

W(l,) = ci(h —3) (4.64)

Este sistema de equagoes nao-linear é resolvido tomando como incégnita o campo de
deslocamentos. Este permite calcular o campo de deformagoes através do tensor direito
de Cauchy-Green, C. Com base nos invariantes deste tensor e da lei constitutiva utilizada
pode-se determinar as tensoes e iterativamente satisfazer a equacao de equilibrio na forma

do PTV. No capitulo seguinte serao dados alguns detalhes sobre este procedimento.
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5 METODOLOGIA

Como ja citamos anteriormente, o coragao pode ser considerado uma bomba mecanica
com ativamento elétrico, e certos fenomenos fisiologicos observados experimentalmente so
podem ser reproduzidos com um modelo eletromecanico fortemente acoplado. Este capi-
tulo tem como objetivo apresentar a metodologia utilizada para desenvolver os modelos
acoplados bem como os métodos numéricos utilizados neste trabalho.

Primeiramente, sera apresentado o modelo eletromecanico para cardiomiécitos que foi
desenvolvido a partir do modelo eletrofisiolégico TNNP e do modelo miofilamentar de
Rice et. al..

Em seguida, apresentaremos como usamos este modelo acoplado como interface entre
as equacoes do bidominio e as equagoes da mecanica. Apresentaremos também os ajustes
feitos nas equagoes do bidominio para incluir o efeito mecanoeletrico, que ¢é a influéncia
da deformacao mecanica sobre a propagacao elétrica no tecido. Por fim, vamos resumir
como ficam as equagoOes para o sistema completo.

As equacoes que modelam a atividade elétrica e mecanica do tecido cardiaco tém
um alto nivel de complexidade, e a obtencao de solugoes analiticas se restringe a casos
extremamente simples. Desta forma, para aproximar as solucoes é necessaria a utilizacao
de métodos numéricos. Daremos aqui uma visao geral sobre os métodos utilizados neste
trabalho, além de fornecer alguns detalhes de implementacao.

Serao apresentados os métodos utilizados para a resolucao dos problemas elétrico e
mecanico separadamente. Em seguida, explicaremos a abordagem utilizada para o pro-
blema acoplado. Comentaremos ainda sobre as instabilidades numéricas que encontramos

na tentativa de incluir determinados termos de acoplamento.

5.1 Dinamica do Calcio

Como vimos anteriormente, o calcio intracelular é o ativador para os miofilamentos
que geram forga nos miocitos. E a concentragao deste ion que serve como variavel de
acoplamento entre os modelos eletrofisiolégicos e miofilamentares. Porém, algumas alter-

acoes foram necessarias nas equacoes da dinamica do cédlcio do modelo TNNP para efetuar
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o acoplamento. No modelo de Rice, a ligacao do cédlcio com a troponina é representado
por EDOs, enquanto no modelo TNNP, todos os buffers de célcio citoplasmaticos sao re-
presentados por uma tnica equagao algébrica que aproxima o estado de equilibrio destas
reacoes, que sao consideradas muito rapidas. As principais equacoes para a dinamica do

calcio no modelo TNNP original sao as seguintes:

dOaitot (]bCa + IpCa - 2INaCa + ]CaL)
= e Lot — Ly — 5.1
dt teak + fret = Lup 2V.F (5.1)
Cajtor = Ca; + Capyf (5.2)
Cai
Cap,t+ = Buf,  ———— 5.3
@ouf uf Kbuf.+ Ca; (5:3)

Para acoplar os dois modelos, a Equagao[5.1], que representa a variagao temporal do c4l-
cio total no citoplasma, nao foi alterada. Alteragoes nos buffers nao afetam a concentragao
total no citoplasma, ja que essa variavel é a soma do calcio livre com o calcio bufferizado,
Ca; e Cay,s respectivamente. No entanto, foram necessdrios ajustes na Equagao e
nos coeficientes da Equacao do buffer citoplasmatico. O efeito da troponina passou
a ser computado pelas equagoes do modelo de Rice. Utilizando as Equagoes [3.9 [3.10] e
podemos, entao, calcular a concentracao de calcio ligado a troponina, T70papparent-
Com a inclusao deste termo e com os ajustes de parametros necessarios, a variavel C'ap, s
passou a representar apenas o efeito dos buffers de calmoddulina. Com estas alteragoes

ficamos com as seguintes equacoes para os buffers citoplasmaticos:

Cajtor = Ca; + Cabuf + TropApparent (54)
Caz
KbUfcalmod + Cai

Capyy = Calmod, - (5.5)

Nestas equagoes, os termos em negrito sao as principais alteragoes. Na Equagcao [5.4] foi
adicionado o termo Trop apparent vindo do modelo de Rice, que representa a concentracao
de célcio ligado a troponina. Nesta mesma equagao, a varidvel C'ay,s representa apenas
o buffer de calmodulina. Este buffer é representado na Equacao [5.5, onde C'almod, é a
concentracao de calmodulina no citoplasma, que é considerada constante, e Kbu feqimod €
a constante de meia ativacao deste buffer. Com os valores de C'a;,; do modelo TNNP
e de Tropapparent do modelo de Rice et. al. podemos resolver o sistema composto pelas

equagoes [5.4] e [5.5] para achar a concentracao de célcio livre no citoplasma Ca;. Este valor
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para o calcio intracelular passou a ser usado como ativador nas equacoes vindas do modelo
de Rice.

Podemos dizer que os modelos foram fortemente acoplados, ja que os dois modelos
influenciam o comportamento do outro, através de realimentacoes. Por um lado, con-
centragao de calcio do modelo eletrofisiologico é passada para o modelo miofilamentar.
Por outro lado, a varidvel Trop apparent que vem originalmente do modelo miofilamentar
influencia a dinamica do cédlcio do modelo eletrofisiolégico.

E importante citar que todo este desenvolvimento foi feito utilizando a linguagem
CellML. Esta linguagem é baseada em XML e tem como objetivo descrever componentes
e modelos celulares. Toda a edicao das equagoes foi feita no portal web AGOS [23]. Este
portal, além de permitir a visualizacao e edicao dos modelos em CellML, conta com uma
ferramenta capaz de gerar automaticamente cédigos na linguagem C++ para a simulagao

dos modelos com diferentes métodos numeéricos.

5.2 Ajuste de Parametros

Apesar de o modelo TNNP ter sido desenvolvido para células humanas, o modelo de
Rice teve seus parametros originalmente ajustados para reproduzir dados experimentais de
ratos. Desta maneira, foi necessario efetuar um ajuste nos parametros do modelo miofila-
mentar de Rice para que o modelo acoplado reproduzisse dados experimentais de humanos
tanto na parte eletrofisiolégica quanto na parte mecanica. Foram também necessarios
ajustes em certos parametros no modelo TNNP para que as alteracoes nas equagoes do
calcio nao afetassem a dinamica deste ion e, em consequéncia, o comportamento do resto
do modelo.

Uma das primeiras e maiores dificuldades nesta tarefa foi encontrar dados experimen-
tais para humanos, visto que esses sao muito escassos. A maioria dos estudos experi-
mentais com tecidos cardiacos de humanos sem patologias sao realizados com amostras
obtidas de érgaos que nao puderam ser transplantados por razoes técnicas. Para efetuar
este ajuste de parametros, dois conjuntos de dados foram utilizados.

Primeiramente, utilizamos dados de um ensaio dinamico realizado por Pieske et. al.
[24]. Neste ensaio, foram analisadas no momento do transplante 12 amostras de coragoes

normais e 31 amostras de pacientes com insuficiéncia cardiaca aguda devido a miocar-
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diopatia dilatada. Neste ensaio, as amostras foram mantidas a 37°C' e a um pH de 7.4,
sendo entao alongadas até que a tensao isométrica maxima fosse alcancada. Elas foram
inicialmente estimuladas a uma frequéncia constante de 1Hz até que se estabilizassem.
Apos isto, a frequéncia de estimulo foi variada e diferentes medidas foram feitas.

Para o ajuste de parametros, utilizamos os dados do experimento de controle, referentes
a células normais com frequéncia de estimulo de 1Hz. Os valores para o tempo total de
tensao, total twitch time, T'T, e tempo para tensao de pico, time to peak, TTP, foram entao
utilizados para definir uma funcao objetivo e um problema de otimizagao. O objetivo é
minimizar os erros entre os dados experimentais e os dados simulados. A expressao da

funcao objetivo é da forma:

TTsm(par) — TT,

F(par) = a; - e .
(par) = ay - | e (5:6)
TT Pyjp(par) — TTP.,,,
+Qp ” TTP., || +
pCasim (pm’) - pcaem
+ag- | . 2|
PU Gegp

onde par é o vetor de parametros a ser ajustado, pCa é o valor de pico da concentracao
de calcio; varidaveis com o subindice sim sao as simuladas e, portanto, dependentes dos
valores dos parametros, e as variaveis com subindice exp sao os valores experimentais.
Os coeficientes « sao utilizados para ponderar o peso do erro de cada variavel no valor
da funcao objetivo. O valor experimental para o pico da concentracao de calcio ado-
tado foi o mesmo utilizado no desenvolvimento do modelo TNNP e ¢é referente aos dados
experimentais expostos em [25].

Esta funcao objetivo foi otimizada utilizando algoritmos genéticos, AG, que sao méto-
dos de otimizacao e estimativa de parametros que combinam técnicas de busca diretas e
estocésticas. Eles fazem uma busca multidirecional mantendo uma populagao de possiveis
solucoes e encorajando a troca de informagoes. Mais informacoes gerais sobre algoritmos
genéticos e sobre a implementagao utilizada neste trabalho podem ser encontrados em [20]
e [27] respectivamente.

Os parametros ajustados foram os seguintes:

par = {Calmod,, kof fmod, kon, kyp, kpn, fapp, gapp, hf, hb, gzb} (5.7)
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onde Calmod, é a concentracao de calmodulina, kof fmod e kon sao parametros rela-
cionados a velocidade das reacoes dos buffers de troponina, e os demais sao taxas de
transicoes entre os estados do modelo de Rice et. al. apresentados na Figura [3.4] Para
cada um dos conjuntos de parametros gerados pelo AG, um protocolo computacional foi
executado para calcular os valores de T1y;,,, TT Py, € pClag;y referentes. Este protocolo
computacional foi configurado de maneira a reproduzir o protocolo experimental. A tem-
peratura foi definida a 37°C, o valor do comprimento do sarcomero, SL, foi mantido em seu
valor maximo, 2, 4um, e condigoes isosarcométricas foram adotadas, ou seja, dSL/dt = 0.
Apoés todos os valores de parametros e condigoes serem definidos, foram simulados esti-
mulos continuos a uma frequéncia de 1Hz até que o modelo se estabilizasse. Entao, para
o ultimo estimulo simulado os valores de T Ty, TT Py, € pClag;,y, foram calculados.

Apos diversas execucoes do AG, com diferentes valores para os coeficientes as na
Equacao ou seja, diferentes pesos entre os erros referentes a cada termo, os conjuntos
de parametros com os melhores valores para a funcao objetivo tiveram seus ajustes vali-
dados através de um diferente conjunto de dados referentes a outro experimento. Foram
utilizados dados relativos a um experimento realizado por Gwathmey et.al.[18]. Este artigo
apresenta dados de diversos experimentos. Entre eles, um ensaio estatico para determinar
a relacao forca-calcio, F' — Ca®*, em células cardiacas humanas intactas e miopaticas.
Neste experimento, amostras foram também obtidas de érgaos que, por razoes técnicas,
nao puderam ser transplantados. As amostras foram entao fixadas a uma temperatura
de 30°C' e constantemente estimuladas. Em seguida, variacoes na concentracao de célcio
extracelular foram geradas e induziram variagoes na concentragao de calcio intracelular e
no valor da forca gerada pela amostra. Os valores da concentragao intracelular e da forga
foram continuamente medidos, uma relacao entre eles foi obtida, e uma curva de Hill foi
ajustada aos valores medidos experimentalmente, Figura 3.3

Os valores experimentais para o coeficiente de Hill, nh, e concentracao de meia ativacao
[Ca*T]50 da curva ajustada foram os dados utlizados para validar os ajustes realizados aos
parametros do modelo na etapa anterior. Foram realizadas simulagoes computacionais
para repoduzir as condigoes do experimento. Primeiramente, a temperatura foi fixada
em 30°C, em seguida, os valores para os parametros ajustados na etapa anterior foram
adotados. Apoés estas configuracoes, a concentracao intracelular de calcio foi fixada em

diferentes valores. As simulacoes foram executadas até que fosse alcancado o equilibrio
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para cada um dos diferentes valores para a concentracao; entao, os valores da forca gerada
referentes foram também registrados. Desta forma, foi possivel obter uma curva F —Ca?*
simulada para cada conjunto de parametros ajustados. Apds a obtencao desta curva, uma
fungao de Hill foi ajustada aos valores simulados, e os valores para nh e [Ca*T]5 para

esta curva foram entao comparados aos dados experimentais.

5.3 Tensao Ativa

Apo6s discutirmos como o modelo acoplado foi desenvolvido, precisamos agora analisar
como a forca gerada por este modelo foi incorporada no modelo mecanico do tecido. Neste
trabalho, o estado total de tensao é considerado como a soma da tensao ativa com a tensao
passiva do material. A tensao ativa é a gerada nas células através dos complexos processos
biofisicos descritos anteriormente, ja a tensao passiva ¢ intrinseca do material e depende
apenas do estado de deformacao do material. Chamando a tensao ativa de o, e a tensao

passiva de op, , 0 estado total de tensao é dado por

0 =0,(F)+ 0.(F,s) (5.8)

onde F' é o gradiente de deformagao. O termo o,(F') representa a dependéncia da tensao
passiva em relagao a uma medida de deformacao do material que depende de F', como por
exemplo o tensor C', enquanto que a tensao ativa o,(F, s) depende também das varidveis
que vém do modelo celular, representadas por um vetor de variaveis s.

Devido a presenca das fibras cardiacas e das complexidades de sua estrutura, o tecido
cardiaco ¢é anisotrépico e nao homogéneo. Para uma modelagem mais realista destes
tecidos estas caracteristicas devem ser incorporadas [22]. Com o objetivo de representar
estas caracteristicas, o tensor de Cauchy para a tensao ativa expressado nas coordenadas

locais das fibras pode ser escrito da seguinte maneira:

Uaff 0 0
Oal = 0 Oass 0 (59)
0 0 Oann

onde 0, ff,04s5 € Tann S0 as tensoes ativas na diregao principal da fibra (f), lamina de fibras

(s) e normal a lamina (n) respectivamente. A tensdo ativa de cisalhamento é considerada
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Zero.

Devido a falta de modelos experimentais para estimar a tensao ativa transversal a fibra,
uma simplificagao comumente adotada é considerar estes termos como zero. Utilizando
esta simplificagao, o tinico termo diferente de zero na Equacgao ¢ o.f5. Entretanto,
estudos como [2§] demonstraram que a tensao transversal a fibra estd na faixa de 20-60%
do valor da tensao na direcao da fibra em experimentos realizados com coelhos. Neste
trabalho, adotamos uma abordagem semelhante & apresentada em [29] e consideramos a
tensao transversal como sendo 20% da tensao na direcao da fibra. Desta forma, ficamos

com a seguinte expressao para o tensor de Cauchy para a tensao ativa:

Oaff 0 0
Tal = 0 0,204y 0 (5.10)
0 0 O,Q'Uaff

Para o valor de o,y utilizamos o valor da forca ativa normalizada calculada pelo
modelo celular multiplicada pelo valor da tensao ativa maxima reportado no estudo ex-
perimental [24], de 13,7 mN /mm?. Apéds todos estes procedimentos encontramos a tensio
ativa local referente a coordenada das fibras. Entretanto, para o calculo das deformacoes
precisamos deste mesmo tensor representado com referéncia as coordenadas globais do
problema. Para efetuar esta transformacao, utilizamos uma matriz de rotacao formada
pela base de vetores ortonormais com as diregoes da fibra (f), lamina de fibras (s) e normal

a lamina (n) representados nas coordenadas globais:

fo Sz Ny
R=| f, s, n (5.11)

Com esta matriz podemos escrever o tensor de tensao ativa global, o,, como sendo:

0a = R'oyR (5.12)

5.4 Efeito Mecanoelétrico

Os efeitos da deformacao mecanica na atividade elétrica do coracao sao diversos e

complexos. Basicamente, todas a propriedades constitutivas dependem do estado de de-
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formacao. A Equacao do modelo do monodominio, por exemplo, pode ser reescrita

CO1mo:

V- (D(C)VV) =C,(C) %_‘t/ + Lion(C) (5.13)

onde C' é o tensor de deformacao direito de Cauchy-Green que define o estado de defor-
macao.

As dependeéncias ionicas sao em parte representadas pelo modelo celular acoplado
apresentado anteriormente, entretanto, determinados efeitos como canais ionicos ativados
por alongamento nao serao representados. Neste trabalho, os efeitos da deformacao na
capacitancia da membrana foram negligenciados, isto é, C,, foi considerado constante.
J& o efeito da deformacao nas condutividades do tecido, D, foi representado com uma
abordagem semelhante & apresentada em [2].

Para incluir este efeito, o operador V- (D(C) VV') foi avaliado nas coordenadas gerais
curvilineas do estado deformado, que pode ser determinado a partir do tensor de de-
formacgao. Como nao adotamos coordenadas curvilineas nos problemas mecanicos que
resolvemos, nosso objetivo é representar este operador nas coordenadas da geometria inde-
formada. Para o desenvolvimento desta equacao adotaremos a notagao para coordenadas
curvilineas apresentada em [30)].

Podemos escrever o tensor de condutancia D nas coordenadas curvilineas utilizando

componentes covariantes e contravariantes:
D = D} gyg’ (5.14)

Além disso, o operador gradiente pode ser escrito da seguinte maneira:

oV ov. |
= — = Nl
vV o 8XLg (5.15)
Desta forma:
ov OV

Podemos ainda escrever a base da seguinte maneira:

gr = Fey, (5.17)
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Desta forma, os coeficientes métricos podem ser escritos da seguinte maneira:

9i5 = & 8
= (Fe,;) - Fe,
= e;-F'(Fe,)
= ¢;Ce;

onde na segunda passagem foi utilizada a definicao de tensor transposto. Na terceira
passagem foi utilizada a relacao C = FTF, que define o tensor de deformacao de Cauchy-
Green , C, em termos do gradiente de deformagao, F. Na tultima passagem foi utilizado
o fato de o tensor C ser simétrico.

A relacao entre os vetores das bases covariante e contravariante pode ser escrita como:

gl =C"gy (5.19)

Substituindo a relagdo acima na Equacao podemos escrever as seguintes ex-

pressoes:
ov ;
= (DJMCLNW> gM(SgV
ov
— (D%CNLaXL) g (5.20)

Na segunda expressao utilizamos a relagao 6% = g’ - gn. Na tltima expressao uti-
lizamos a simetria do tensor D. A dltima parte deste desenvolvimento é mais direta.
Podemos utilizar a seguinte equacao para o divergente em equacgoes curvilineas, que pode

ser encontrada em [30]:
_10(Jg")

onde, como ja foi dito, J = det [F].

Utilizando a mesma notagao de [2] o determinante de C, pode ser expresso como:

C = detC = (detF)* = J? (5.22)
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Logo:

J=VC (5.23)

Desta maneira, fazendo q = D - g—;/(, temos, a partir de '

oV
¢ = (D% M T XL) (5.24)

Substituindo as Equagoes ((5.22)) e (5.24)) na Equacao (5.21]) temos a seguinte relagao:

1 0 oV
V- (DIC)VV) = —=— CDMCNE — 5.25
(DIC)TV) = i (VEDY O™ (5.25)

Isto completa o desenvolvimento da equacao e mostra como devemos corrigir o valor do
tensor D para representar o efeito da deformagao mecanica mesmo integrando as equagoes

na geometria indeformada.

5.5 Resumo do Sistema Acoplado

A seguir apresentamos o sistema de equagoes para o modelo eletromecanico acoplado
para o tecido. Reescrevemos as equacoes do bidominio incluindo o efeito mecanoelétrico
que foi desenvolvido acima e em seguida apresentamos as equagoes da mecanica hiperelds-
tica.

As Equagoes [5.26] e [5.27 s@o as equagoes do bidominio com a inclusdo do efeito meca-
noelétrico. O termo I, é a corrente que atravessa a membrana da célula e depende de
V,n e do vetor s que representam as variaveis do modelo celular acoplado. [ é a relacao
superficie volume das células. O sistema de EDOs representado pela Equacao [5.28] rep-
resenta o modelo celular acoplado. As demais equagoes definem o problema mecanico.
Os principais termos de acoplamento aqui sao: o modelo celular, ja que suas variaveis
s afetam tanto o problema elétrico quanto o mecanico; além disso, temos o tensor de
deformagao, C, que é uma medida mecanica que afeta a propagacao elétrica através do

efeito mecanoelétrico apresentado anteriormente.
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Lot (VEDNCN ) = — L8 (VEDNCN! ) + Bl (Viys) (5.26)
Lsr (VO + DMV %) = — L 50 (VODNCV ) (5.27)
a5 — f(Vyn, 5) (5.28)
dive+ f=0 (5.29)
o=0,+0, (5.30)
0o = Rou(s)R (5.31)
o, =J 'FSFT (5.32)
S =9 (5.33)
W(l) =c (I —3) (5.34)
Além disso precisamos definir as condig¢oes iniciais:
Vit =0) = Vo (5.35)
s(t=0) = sg (5.36)

Temos também as seguintes condi¢oes de contorno para o problema elétrico, que consid-

eram o coragao isolado:

D.VV, - n=0 (5.37)
(DZVVm + DZV‘/G) N = 0 (538)

onde 7 é o vetor normal ao contorno.
No problema mecanico sao utilizadas diferentes condigoes de contorno em cada simu-

lacao. Mais detalhes serao dados mais adiante.

5.6 Solucao do Problema Elétrico

Nesta secao comentaremos sobre os métodos utilizados na resolucao das equacgoes do
bidominio, que no nosso sistema acoplado sao representadas pelas Equacoes [5.20], e

0.28].
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Estas equacoes podem ser consideradas como um sistema composto de uma equagao
diferencial parcial (EDP) eliptica, uma EDP parabdlica e equagoes diferenciais ordinérias
(EDOs). Devido ao cardter altamente nao-linear das EDOs, é muito dificil se obter
solugoes implicitas para o sistema completo.

Desta forma, utilizamos a técnica de quebra de operadores, operator splitting. FEsta
técnica permite a resolugao de um grande sitema como uma sequéncia de resolugoes dos
subsistemas que o formam. Isto permite a utilizacao de diferentes métodos numéricos em
cada subsistema com o objetivo de maximizar a eficiencia computacional. No entanto,
a desvantagem ¢ a perda de precisao, ja que as dependéncias entre as varidveis nao sao
garantidas simultaneamente.

Aplicando esta técnica nas equagoes do bidominio podemos separar o sistema de EDOs
nao lineares, permitindo entao a utilizagdo de métodos implicitos eficientes na resolucao
das EDPs lineares restantes. No simulador utilizado neste trabalho, a equagao parabdlica é
discretizada utilizando o método de Crank-Nicholson, e o sistema de equagoes nao-lineares

é resolvido utilizando o método de Euler explicito. Ficamos com as seguintes equacoes:

1. <1 — %Ai) AR (1 + %Ai) vE At Ay(d)F (5.39)
2. wFH = B2 AL I, (02 ) (5.40)

sPHE = sF o At s (uFH2 sk (5.41)
3. (A + A (¢ = — Ak (5.42)

onde A; e A, representam as discretizagoes espaciais para V - (D;V) e V - (D.V). O
subsistema 1 representa a equacao parabdlica. O subsistema 2 representa o sistema de
EDOs nao-lineares que inclui uma equacao para V,,. Por fim, o subsistema 3 representa
a equacao eliptica.

Os sistemas lineares 1 e 3 sao resolvidos com um esquema de elementos finitos bilineares
utilizando o método do residuo minimo generalizado, GMRES. Inicialmente, era utilizado
o método gradiente conjugado, entretanto, a inclusao do efeito mecanoelétrico transforma
o sistema originalmente simétrico em um sistema assimétrico. Este fato impossibilitou a
utilizagao do método gradiente conjugado que se restringe a sistemas simétricos. Por este

motivo adotamos o GMRES, que é capaz de resolver sistemas assimétricos. O sistema de
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EDOs nao-lineares 2 é resolvido utilizando o método de Euler explicito.

Mais informagoes podem ser encontradas em [31), [32].

5.7 Solucao do Problema Mecanico

A forma variacional apresentada na Equacao é nao-linear em relacao ao deslo-
camento, que ¢é nossa variavel de interesse. Para resolver este problema nao-linear uti-
lizamos para discretizacao espacial o método dos elementos finitos acoplado a um pro-
cedimento incremental-iterativo através do método de Newton-Raphson como em [33].
A proposta é substituir o problema nao-linear por uma sequéncia de problemas lineares.
Toda metodologia e implementacao relativa ao problema mecanico utilizada neste trabalho
foi baseada em [11]. No Apéndice |A| podemos encontrar detalhes do desenvolvimento das
linearizacoes e discretizacoes aplicadas neste problema. Vamos aqui apresentar de forma
mais resumida o algoritmo de solucao e certos detalhes de implementagao utilizados.

Apesar de ser possivel resolver o problema com um tnico incremento de carga, neste
trabalho a carga é aplicada como uma série de incrementos. Isto melhora a convergéncia
do método Newton-Raphson. Quanto maior o niimero de incrementos, maior ¢ a facilidade
para o método convergir dentro de cada incremento. A seguir o algoritmo para resolugao

do problema mecanico:
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Algoritmo 1: Algoritmo de solucao

1 inicie F =0; R=0; x = X

enquanto (incremento < n°deincrementos) faga

N

3 calcula AF

4 F=F+ AF;

5 R =R — AF,

6 enquanto (||R||/||F|| > tol) faga
7 calcula K;

8 Ku=—R;

9 T =+ Uu;
10 calcula b;
11 calcula o;
12 calcula T

13 calcula R=T — F;
14 fim

15 fim

Primeiramente, sao inicializados como zero a forga externa F' e o residuo R. As
posicoes nodais = sao inicializadas com o valor das posicoes iniciais X. Na sequéncia,
comega o laco de incrementos na carga, onde o novo incremento de carga AF' é calculado
e sao atualizados o vetor de carga e o residuo. Em seguida, comeca o laco do método de
Newton-Raphson, que tem como objetivo calcular o incremento de deslocamento associado
a cada incremento de carga. Dentro do lago do método de Newton-Raphson, apds calcular
um incremento nos deslocamentos u atualiza-se o valor das posicoes = e do tensor de
deformagao b que é utilizado na sequéncia para determinar o tensor de tensao de Cauchy
o. Em seguida calcula-se as forgas nodais internas que sao utilizadas para calcular um
novo residuo. Este processo é repetido até que o residuo seja suficientemente pequeno

para todos incrementos de carga, até que a configuracao deformada final seja alcancada.
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5.8 Solucao do Problema Acoplado

Ja discutimos como solucionamos os problemas elétrico e mecanico isoladamente.
Agora vamos apresentar como resolvemos o problema acoplado e como é feita a troca
de informacao entre os problemas.

Apresentamos como incorporamos a ativagao da contracao mecanica a partir do modelo
celular e como incluimos o efeito da deformacao mecanica na propagacao elétrica no tecido.
Entretanto, ainda nao discutimos sobre o fato de o modelo celular conter termos que
dependem da simulagdo mecéanica como comprimento do sarcomero SL e velocidade de
contracao dSL/dt.

Para termos uma simulacao fortemente acoplada, os termos do modelo celular que
dependem da contracao devem ser atualizados com informacoes vindas da simulacao
mecanica. Uma primeira abordagem foi de utilizar o tensor de deformacao de Cauchy
C de cada no e, apds projetar este tensor na direcao das fibras, calcular e atualizar o valor
de SL e dSL/dt, que sao os termos do modelo celular dependentes.

Entretanto, esta abordagem se mostrou falha, pois, como demonstrado em [34], gera
instabilidades numéricas. Utilizando este esquema observamos o mesmo comportamento
oscilatério e instavel previsto no trabalho citado. Neste mesmo trabalho, os autores
propoem um método estavel que envolve o calculo de certas variaveis para atualizacao
da forca ativa implicitamente na simulacao mecéanica. Devido a grande complexidade e
dificuldade de implementacao deste método, ele nao foi adotado. Desta forma, nas sim-
ulacoes de tecido desenvolvidas neste trabalho apenas o termo SL do modelo celular é
calculado utilizando informagoes da simulagao mecanica, sendo o termo referente a veloci-
dade desconsiderado, dSL/dt = 0. Utilizando esta abordagem o método se demonstrou
estavel.

Também é importante citar que no problema acoplado utilizamos duas diferentes ma-
lhas. No problema elétrico utilizamos uma malha mais refinada, enquanto no problema
mecanico utilizamos uma malha mais grosseira. Além disso, a dinamica dos eventos da
simulagao mecanica é mais lenta do que a dinamica dos eventos da simulacao elétrica.
Desta maneira, poderiamos utilizar uma discretizacao temporal também mais grosseira
para o problema mecanico. Com isso, avancariamos diversos passos de tempo no simu-
lador elétrico para cada problema mecanico resolvido. Entretanto, como certas variaveis

do modelo celular, que ¢ integrado na escala de tempo do problema elétrico, sao depen-



66

dentes da simulacao mecanica, neste trabalho, apesar de nao ser estritamente necessario,
resolvemos um problema mecanico para cada iteracao do problema elétrico.

De maneira simplificada, o algoritmo para resolugao do problema geral fica:

Algoritmo 2: Algoritmo do Problema Acoplado

1 Inicializagoes;

N

enquanto (tempo < tempo final) faga

3 Solugao do Problema Elétrico;

4 solucao Equagao Parabdlica [5.26

5 solugao Sistema de EDOs |5.28;

6 solucao Equacao Eliptica [5.27}

7 calcula o, a partir do modelo celular;

8 solugao Problema Mecanico [5.29 ;

9 atualiza valor de D e SL a partir de
10 tempo = tempo + At

11 fim

O simulador elétrico foi desenvolvido em C++. Neste programa primeiramente sao
feitas as inicializagoes necessarias, e em seguida entramos no lago de avanco tempo-
ral. Dentro deste laco, inicialmente é solucionado o sistema linear referente a equacao
parabdlica. Para este passo, utilizamos o método dos elementos finitos e a biblioteca
PETSc [35]. Na sequéncia, o sistema nao-linear de EDOs que representa o modelo celular
é solucionado utilizando o método de Euler explicito. Neste passo utilizamos o codigo
C++ gerado automaticamente pelo portal AGOS. Em seguida, é solucionada a equacao
linear eliptica novamente utilizando o método dos elementos finitos e a biblioteca PETSc.
Neste ponto finalizamos a iteragao do problema elétrico. A partir das varidaveis do modelo
celular é entao calculada a tensao ativa o,. Utilizamos esta tensao como carregamento
para o problema mecanico como explicamos anteriormente.

O simulador mecanico foi implementado em FORTRAN utilizando como base o codigo
que pode ser encontrado em [33]. A utilizacao de diferentes linguagens de programagao
dificultou a comunicacao entre os programas. Apesar de nao ser a maneira mais eficiente,
fazemos a troca de informacgoes entre os programas através de escrita e leitura em arquivos.

Desta forma, apods calcular e escrever em arquivo a tensao ativa o,, € solucionado o



67

problema mecanico para este carregamento utilizando o método incremental-iterativo e o
MEF como explicamos anteriormente. Em seguida, é devolvido para o programa em C++
novamente através de escrita em arquivo o tensor de deformacao, C. Ele é entao utilizado
para atualizar o valor das condutancias do tecido D e a varidvel do comprimento do
sarcomero S L do modelo celular. Isto completa um passo da iteracao, e este procedimento

se repete até que o tempo final configurado seja alcancado.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos no decorrer deste
trabalho. Primeiramente, serao apresentados os resultados referentes ao ajuste de para-
metros do modelo celular acoplado. Em seguida, mostraremos resultados da introducao
da tensao ativa anisotropica, ou seja, geracao de forca com direcao preferencial das fibras
no tecido.

Por fim, apresentaremos alguns resultados relativos a simulagoes de eletrogramas ven-
triculares. Nestas simulagoes, o problema completo acoplado ¢ simulado e analisamos o

efeito da deformagao mecanica no formato das ondas do eletrograma.

6.1 Modelo Celular

Como foi explicado anteriormente, foi necessério realizar um ajuste nos parametros do
modelo celular acoplado desenvolvido para que ele representasse dados humanos. Para
efetuar este ajuste primeiramente foram utilizados dados de um ensaio dinamico em um
problema de otimizacao. Na sequéncia, o ajuste foi validado utilizando dados de um ensaio
estatico.

Além da dificuldade em encontrar dados experimentais que ja foi citada anteriormente,
outro problema encontrado no ajuste de parametros foi a grande interdependéncia dos
dados a serem ajustados. Foi encontrada grande dificuldade no ajuste simultaneo do
tempo total de contragao (TT) e do tempo para tensao de pico (TTP).

De maneira geral, para um conjunto de parametros que produzia um bom ajuste para
o tempo total de contracao, o tempo para tensao de pico ficava com valores abaixo dos
experimentais. Outros conjuntos que geraram um TTP maior e que alcancaram os valores
experimentais, geraram também um aumento no valor de TT e o deslocava para valores
acima dos experimentais.

Para determinados conjuntos de parametros, bons ajustes dentro dos valores experi-
mentais foram alcangados, tanto para TT quanto para TTP, entretanto, quando foram
submetidos ao protocolo estatico, apresentaram resultados discrepantes em relacao aos

dados experimentais.
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Tabela 6.1: Parametros

Parametro Original || Ajustado
Calmod,. (mM) - 0,13
koffmod 1,0 1,0
kon (pM~tms™) | 0,050 0,050
Enp (ms™1) 0,50 0,61
o (ms 1) 0,05 0,016
fapp (ms™!) 0,50 4.8
gapp (ms—1) 0,070 0,093
hf (ms™!) 2,0 0,01
hb (ms™1) 0,40 0,034
gxb (ms 1) 0,070 | 0,030

Na Tabela podemos encontrar os valores para os parametros que apresentaram os
melhores resultados. O valor para o buffer de calmodulina, C'almod.., se encontra dentro
dos valores experimentais reportados em [36] e [37]. Os valores para kof fmod e kon
ficaram inalterados. Estes parametros sao responsaveis pelas velocidades das reagoes do
calcio com a troponina. Desta forma, é coerente que eles sejam independentes da espécie.
Alteracoes nesses parametros geraram discrepancias principalmente no protocolo estatico
de validacao. E importante notar também que o parametro fapp foi o que sofreu maior
aumento. Ja os parametros hf e hb foram os que sofreram maior reducao percentual, o
que indica que estas transicoes sao mais lentas para humanos.

A Tabela 6.2 apresenta os resultados do protocolo dinamico para este conjunto de

parametros:

Tabela 6.2: Protocolo Dinamico

Parametro Experimental || Ajustado
Tempo Total 501442 ms 586 ms
Tempo Tensao de Pico 16547 ms 145 ms

Observando os resultados para o protocolo dindmico podemos notar a dificuldade
citada anteriormente de ajustar os dois tempos simultaneamente. O valor ajustado para o
tempo total ficou acima do tempo experimental, enquanto o tempo para a tensao de pico
ficou abaixo. A Figura mostra o comportamento da geracao de forca neste protocolo.

Este mesmo conjunto de parametros foi entao utilizado em simulagoes do protocolo

estatico para validar o ajuste. A Tabela 6.3 mostra os resultados obtidos:
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Figura 6.1: Geracao de Forca

Tabela 6.3: Protocolo Estatico

Parametro Experimental || Ajustado
Coeficiente de Hill 5,2140,20 7
[Ca**]50 560+50 nM 457 nM

Na Figura podemos visualizar que o valor para [Ca*"]5, abaixo do valor experi-
mental faz com que a curva ajustada fique deslocada para a esquerda. Isto caracteriza que
o modelo tem uma sensibilidade ao cédlcio acima da observada experimentalmente. Além
disso, podemos visualizar que a curva ajustada apresenta uma inclinagao mais acentuada
devido ao fato de seu coeficiente de Hill ser maior do que o experimental. Noés utilizamos
um protocolo isosarcométrico para aproximar o isométrico do experimento. Desta forma,
o coeficiente de Hill obtido estd consistente com os estudos [38] e [39]. Estes estudos
indicam um maior grau de cooperatividade em ensaios realizados com controle do com-
primento do sarcomero do que em ensaios com controle apenas do comprimento total da
amostra de fibra muscular.

Um importante fato que devemos salientar é que as mudancas nas equagoes necessarias
para o acoplamento e o ajuste de parametros nao comprometeram o bom funcionamento

da parte eletrofisiolégica do modelo acoplado. A dinamica do célcio praticamente nao
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foi alterada em relacao ao modelo TNNP original, e consequentemente o comportamento

do restante do modelo eletrofisioldgico também foi mantido. A Figura [6.3] compara a

dinamica do célcio do modelo acoplado com o modelo TNNP apés alguns segundos de

simulagao estimulados a uma frequéncia de 1Hz.
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Apesar de certos resultados do modelo acoplado nao estarem na faixa de valores ex-

perimentais, devido a escassez de dados e as aproximacgoes feitas aos protocolos expe-

rimentais, podemos considerar que todos os parametros estao ao menos razoavelmente

ajustados. Desta forma, tomamos este modelo como base para a realizacao de simulagoes

de tecido.



72

6.2 Tensao Ativa Anisotrépica

Apesar de neste trabalho adotarmos leis constitutivas isotrépicas, foi implementada a
utilizagao de tensao ativa anisotropica. Esta caracteristica nos permitiu realizar estudos
sobre o engrossamento da parede do ventriculo.

A Figura [6.4] nos mostra os resultados de duas simulagbes mecanicas onde utilizamos

esta abordagem. A regiao com fundo vermelho representa a configuracao indeformada.

A 1 2

Figura 6.4: Simulagbes com Tensao Ativa Anisotrépica

Nestas simulagoes, a direcao da fibra foi a vertical. Foram utilizados a lei constitutiva
de Mooney-Rivlin e estado plano de tensao. Foi ainda considerado que a forga ativa na
dire¢ao da fibra em todos os nés era a mesma. A condic¢ao de contorno do caso A é que os
nos 1, 2, 3 e 4 teriam deslocamento prescrito igual a zero. No caso B foi considerado que
todos os nos do lado esquerdo tém deslocamento horizontal prescrito igual a zero, com
excecao do nd 5, que tem deslocamento prescrito igual a zero em ambas as diregoes.

Em ambos os casos, se utilizarmos tensao ativa isotropica nao observamos alongamento
em uma direcao e encurtamento na outra. Na Figura m podemos ver que, neste caso,

temos encurtamento nas duas diregoes.

A

1 2

Figura 6.5: Simulac¢oes com Tensao Ativa Isotrépica
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6.3 Simulacao de Eletrograma Ventricular

O objetivo destas simulacoes foi investigar o efeito da deformagao mecanica nas ondas
de um eletrograma do ventriculo esquerdo humano. Eletrogramas sao medidas em que a
diferenga de potencial elétrico entre dois pontos é registrada ao longo do tempo. Para isto
adotamos uma abordagem inspirada em [40].

Foram simuladas as atividades elétricas e mecanicas de um corte da parede do ven-
triculo esquerdo humano. A Figura mostra um esquema com a regiao do ventriculo
relativa a simulagao. O eletrograma foi simulado através da diferenca de potencial ex-

tracelular de dois eletrodos virtuais como podemos ver na Figura

Diferentes fendtipos
celulares

Eletrodos

Figura 6.6: Esquema do Corte Simulado. Adaptado de [41]

Os contornos esquerdo e direito sao referentes as paredes ventriculares do endocardio e
epicardio respectivamente. O dpex ventricular estd localizado na direcao do contorno su-
perior, e a base ventricular, na direcao do contorno inferior. Os eletrodos sao considerados
proximos aos vértices superiores. Consideramos os trés fenétipos de células ventriculares:
endocardio, M e epicardio. As células M encontradas no meio da parede ventricular
apresentam a maior duracao do potencial de agao, enquanto as células do epicardio apre-
sentam o PA mais curto. Este fato é importante pois estas diferencas determinam certas
caracteristicas do formato dos eletrogramas.

O tecido ¢ estimulado no vértice inferior esquerdo, e este estimulo se propaga por todo
tecido. Nestas simulagoes, a condutividade do tecido foi considerada transversalmente
isotropica, ou seja, com uma dire¢ao preferencial para a conducao na direcao da fibra, e

isotropica nos planos transversais a essa direcao. A orientacao das fibras foi considerada
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Figura 6.7: Esquema da Simulacao de Eletrograma

vertical. As condutancias elétricas foram escolhidas de forma a reproduzir as velocidades
de conducao encontradas em [42].

Com esta configuracao, ainda sem a inclusao dos efeitos mecéanicos obtivemos o eletro-
grama simulado que pode ser visto na Figura[6.8] Nesta simulagao podemos ver a presenca
de diversas ondas que podem ser associadas a ondas que aparecem em eletrocardiogra-
mas, ECGs. O eletrocardiograma é um importante exame na area de cardiologia, no qual
a atividade elétrica do coracao é analisada através de diferentes medidas de potencial

elétrico da superficie do corpo.
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Figura 6.8: Eletrograma Simulado
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Diastole Sistole

Figura 6.9: Imagens de Ressonancia Magnética

Na Figura podemos visualizar o complexo QRS que corresponde a despolarizacao
ventricular, e a onda T que corresponde a repolarizacao ventricular.

Nas sequéncia incluimos os efeitos mecanicos. Utilizamos a lei constitutiva neo-
Hookeana e o estado plano de deformacao. Desta forma, é considerado que nao ha
deformacao na direcao perpendicular ao plano do corte que estamos simulando.

Na Figura podemos ver imagens de ressonancia magnética de um ventriculo refe-
rentes a sistole e a didstole. A parede do ventriculo estd segmentada entre os contornos
verde e amarelo. No quadrado vermelho podemos ver uma regiao da parede do ventriculo
que pode ser associada ao corte que estamos simulando. Nesta Figura podemos visualizar
também o engrossamento que a parede do ventriculo sofre durante uma batida do coragao.

Através de ajustes no parametro da lei constitutiva obtivemos engrossamentos da
parede ventricular na faixa de 20%. Na Figura podemos ver a malha proxima da
maxima deformacao. A regiao com fundo vermelho representa a malha indeformada. O
alongamento horizontal causa a redugao na condutancia nesta direcao, e o encurtamento
vertical causa o aumento na condutancia nesta direcao.

Estas variagoes nas condutancias alteram a propagagao elétrica no tecido e a duragao
do potencial de acao das células. O potencial de acao é afetado ja que a reducao da con-
dutancia horizontal de certa forma desacopla as células com potencial de acao diferentes,

do endocardio, M e epicardio. Ao mesmo tempo, o aumento da condutividade vertical
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Figura 6.10: Malha na Méaxima Deformacao

aumenta o acoplamento com células que possuem a mesma duracao de PA que elas. Por
consequéncia, o eletrograma também ¢é alterado. A Figura [6.11] mostra a variacao mé-
dia das condutancias aparentes nas duas dire¢oes normalizadas em relagao a condutancia

inicial.
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Figura 6.11: Variacao das Condutancias Aparentes

O principal efeito que pode ser observado no eletrograma devido a inclusao do efeito
mecanico é a variacao da amplitude da onda T. Realizamos diferentes simulagoes com

dois valores para a espessura da parede ventricular: um na faixa de valores de pacientes
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normais, e um na faixa de pacientes com cardiomiopatia hipertrofica. Esta doenca tem
como caracteristicas o engrossamento da parede do ventriculo e a diminuicao das cavidades
ventriculares.

A Figura mostra em zoom as diferentes ondas T geradas com e sem a inclusao do

efeito mecanico para o caso de espessura normal e hipertréfica da parede ventricular.

4
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Figura 6.12: Ondas T

Podemos ver que, no caso hipertréfico, a onda T teve uma redugao em sua amplitude
que também é vista na pratica. Podemos ver também que nos dois casos a inclusao do
efeito da deformacao mecanica teve dois efeitos diferentes. Para a simulacao com espessura
da parede do ventriculo com valor normal, a amplitude da onda T foi aumentada. Ja para
a simulacao com espessura na faixa dos valores hipertréficos, houve uma reducao na
amplitude do valor da onda T.

Devido ao fato de adotarmos uma simplificagao em 2D com estado plano de defor-
macao, nao conseguimos reproduzir os valores de engrossamento da parede ventricular
reportados em [43] de 56% =+ 23%. Na realidade, existe encurtamento na dimensao nao

representada que, devido a incompressibilidade do material, contribui para o engrossa-
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mento da parede ventricular.
Apesar das simplificacoes nestas simulagoes podemos ver claramente a importancia da

inclusao dos efeitos mecanicos no estudo de fenomenos elétricos do coracao.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho foram realizados diversos avangos com o objetivo de desenvolver mo-
delos quantitativos para simulagoes cardiacas de humanos. Um modelo eletromecanico
fortemente acoplado especifico para cardiomidécitos humanos foi desenvolvido. Seus pa-
rametros foram ajustados para reproduzir dados experimentais. Este ajuste foi entao
validado com um outro conjunto de dados vindo de outro experimento.

Este modelo foi entao utilizado em simulacoes de tecidos cardiacos. Foi incluido nes-
tas simulagoes a caracteristica de desenvolvimento de forca ativa anisotrépica. Esta car-
acteristica nos possibilitou analisar o efeito da deformacao mecanica em eletrogramas
ventriculares.

Nestas simulagoes de eletrogramas vimos a importancia da inclusao do efeito mecanico,
ja que diferentes efeitos foram observados no caso executado com espessura do ventriculo
normal e no caso com espessura hipertrofica. Estes resultados preliminares mostraram que
o efeito mecanoelétrico tem um importante papel no formato das ondas de um eletrograma.

Tendo em vista as limitagoes deste trabalho, a seguir algumas propostas de trabalhos

futuros sao feitas:

e Melhorias no ajuste de parametros do modelo celular através de simulagoes que

aproximem melhor os protocolos experimentais.
e Utilizagao de leis constitutivas anisotropicas para a mecanica.
e Extensao das simulagoes para 3D.

e Implementacao do método proposto em [34] que permite incluir a dependéncia da
forga ativa em relagao a velocidade de encurtamento do sarcomero dSL/dt. Neste
método, a forga ativa é atualizada implicitamente dentro do método de Newton-

Raphson da mecanica.

e Os programas utilizados para as resolu¢oes numéricas apresentam restrigoes, prin-
cipalmente em relagao ao acoplamento. Desta forma, seria interessante desenvolver

uma implementacao mais robusta.

e Paralelizacao dos Codigos.
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APENDICE A - LINEARIZACOES
E DISCRETIZACOES

A.1 Linearizacao do Principio dos Trabalhos Virtuais

As formas variacionais apresentadas na definicdo do problema mecanico sdao nao-
lineares com relacao a varidavel de interesse, no caso, o campo de deslocamentos. No
presente caso, as nao linearidades sao devidas aos grandes deslocamentos e grandes defor-
magcoes do corpo, bem como pela relagao constitutiva do material.

Para problemas nao-lineares, uma técnica comum e muita difundida é utilizar um
procedimento incremental-iterativo para solugao através do método de Newton-Raphson.
Neste método substituimos o problema nao-linear por uma sequéncia de problemas lineares
a serem resolvidos a cada iteracao. Para isso, é necessario linearizar corretamente todas
as quantidades que estao associadas com a variavel do problema de modo a obter uma
formula de recorréncia para atualizacao da solucao do problema nao-linear. O conceito
de linearizacao sera brevemente abordado neste texto, com o proposito de se obter as
linearizagoes necessarias para a aplicagao do método dos elementos finitos.

Considere a equagao F(x) = 0 que representa um conjunto de equagoes nao lineares
para o qual se deseja encontrar a solugao quando € = ¢+ u, sendo x tal que F(xq) = 0.
Assim, utilizando a mesma notagao que [33], o valor de F(x¢ + u) pode ser linearizado

ou aproximado linearmente como
F(xo+u) = F(xg) + DF(zo)[u] =0 (A.1)

onde o segundo termo do lado direito da equagao anterior é chamado de derivada direcional

de F em xq na direcao de u, e é definida como

DF(x)[u] F(xo+ cu) (A.2)

de e=0

onde € é um parametro escalar. A derivada direcional de F em xy na direcao de u
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representa a variacao da funcao F na direcao de w.
Para se obter uma linearizagao do PTV na descricao espacial, considere que este é

escrito em termos das velocidades virtuais dv como

(5W(gb,(5'v):/a:5ddv—/ t-5'vds—/f-5fvdv:O (A.3)

v 0

onde ¢ é o mapeamento da configuracao indeformada para a configuracao deformada e
representa a solucao que se deseja encontrar.

Seja ¢ uma solucao aproximada em um determinado instante, a Equacao é
linearizada neste instante na direcao de um incremento de deslocamento representado por

U, COmMo

IW (P, 0v) + DIW (¢, dv)[u] =0 (A4)

Assim, é necessario calcular a derivada direcional da equacao do trabalho virtual avali-
ada em ¢y, na diregao do incremento u, denotado aqui por DSW (¢, dv)[u], que representa
a variagao do trabalho virtual 0W devido a mudancga de ¢, para ¢r+u. Como a velocidade
virtual v se mantém constante durante esta mudanca, a derivada direcional descreve a
mudanca nas forcas internas devido ao incremento de deslocamento u, provocado, por
exemplo, por um acréscimo no carregamento.

Essa mudanca nas forcas internas descrita pela derivada direcional na configuracao
¢r na direcao de u ird se balancear com as forcas externas até o equilibrio ser atingido.
Dentro do procedimento de Newton-Raphson, a derivada direcional sera responsavel pela
obtencao da matriz tangente. A equacao do trabalho virtual pode ser dividida entre

o trabalho virtual interno e externo, como
W (¢, 0v) = 6Wint (¢,0v) — 6Wext (¢, 6v) (A.5)
e através da linearizacao na direcao do incremento de deslocamento u obtem-se:
DOW (¢, 6v)[u] = DoWiy (¢, 6v)[u] — DOWey (¢, dv)[u] (A.6)

A linearizagao do trabalho virtual externo DéWey (¢, dv)[u] depende das contribui¢oes
das forcas de corpo f e das forcas de superficie ¢, as quais supomos aqui nao dependerem

da configuracao atual do corpo, isto é, estas forcas nao mudam conforme o corpo se
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deforma. Consequentemente, uma linearizacao na direcao de w nao ird contribuir para o

trabalho virtual linearizado, logo
DéWext (¢7 5”)[’“’} =0 (A7)

Dentro do contexto deste trabalho (como utilizamos uma formulagao lagrangeana atu-
alizada) deseja-se obter a linearizagdo do PTV na descri¢ao espacial, o que é conseguido
considerando a transformacao dos termos da linearizagao obtidos na descricao material
em suas respectivas descrigoes espaciais. Para isso considere a Equagao (4.49), que ao ser

linearizada resulta em

DSWis (6,60)[u] = /V DGE : S)dv
= /S:DéE‘[u]+5E:DS[u]dV
|4

— / S :DJE[u]+0E :C: DE[u]dV (A.8)

onde DJE[u] representa a derivada direcional de E na direcio de um incremento de
deslocamento u.

Neste ponto é necessério considerar a linearizacao de algumas medidas de deformagao
tendo em vista o seu uso na obtencao da forma linearizada . Para isso, considere
um deslocamento u(x) a partir da configuragao, € = ¢,(X) = ¢(X,t), em que o corpo
se encontra. Sendo assim, o gradiente de deformacao F' pode ser linearizado na diregao

de u como

DF(¢)[u] = 7 6:OF(qbt + eu)

d| O(¢+eu)
dele=o 00X

_ 4 (9% Ou
T dele—o \0X T Sx
ou
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Através da regra da cadeia

Ju Ox
DF(¢)lu] = - 55
= (Vu)F (A.10)
de onde se obtem a seguinte relacao

A taxa de variacao do gradiente de deformacao pode ser escrita da seguinte forma

. d 0o\ 0 [0\
F=a <ax> T 9X (875) = Vov (A.12)
e usando (A.10]) e (A.11)) conclui-se que
DF[v]=Vyv=F (A.13)

ou seja, a linearizacao de F' na direcao da velocidade v ¢ igual a taxa de variacao do
gradiente de deformacao F.
Utilizando a expressao (A.10), a linearizacao do tensor de deformacao de Green-

Lagrange E no instante de tempo ¢, é dada por

DE[u] = =D (F"DF[u]l+ DF"[u]F)

[F"VuF + F" (Vu)" F|

N DN — DN =

F"[Vu+ (Vu)'| F (A.14)

E importante ressaltar que o termo entre parénteses na equagao anterior é o tensor
g, que é a parte linear do tensor de deformacao de Euler-Almansi e para o campo de

incremento de deslocamento w. Isto é,

€= % [Vu + (Vu)] (A.15)
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O tensor taxa de deformacao virtual 6 E ¢ dado por
. 1/ .7 I
0B = 3 <5F F+F 5F) (A.16)

e assim, através das relagoes DF[u] = Vou e §F = Vv, a sua linearizacao na direcao

de um incremento de deslocamento u é obtida como

DéE[u] — % [(Vodv)" DF[u] + (DF[u])"Vobv]
_ %[(voav)TvoquOu)Tvoav} (A17)
= (VO’U,)TVO(S'U (A18)

Desta forma, utilizando as relagoes aqui descritas, o primeiro termo da Equacao (A.8))

pode ser reescrito na descricao espacial usando a regra da cadeia e as Equagoes (A.11])

(§] Ccomo
/ S : [(Vou)! Vo] dV = /0' :[(Vu)! Vév] dv (A.19)

Para o segundo termo, a relagao entre a derivada direcional e a derivada no tempo,
conforme discutido para a Equacao (A.13]), é utilizada para se obter a seguinte expressao

0E = DE|6v], que permite reescrever este termo como
SE :C: DE[v]dV = DE[§v] : C: DE[u]dV (A.20)
e assim, considerando que

DE[u] = F'eF (A.21)

DE[jv] = F'§dF (A.22)
a descricao espacial deste termo é obtida como
DE[jv]:C: DE[u|dV =0dd :c:edv (A.23)

através do uso de (|A.14) e da relagdo entre o tensor de elasticidade material e espacial.

A prova desta equagao pode ser encontrada em [33].
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Finalmente, chega-se a expressao linearizada para o trabalho virtual interno formulado

na descrigao espacial como
DoWiyt (¢, 0v)[u] = /a (V)" Vév] do + /§d tciedv (A.24)

onde dd e € sao a parte simétrica do gradiente de velocidade virtual e o tensor de de-
formacao linear, respectivamente. A discretizacao desta expressao ird dar origem a uma

matriz simétrica, denominada de matriz de rigidez tangente.

A.2 Discretizacao das Equacoes da Cinematica

Dadas as linearizacoes das quantidades necessarias, a equacao que governa o problema
de deformacoes finitas é discretizada através do método dos elementos finitos para se obter
uma solucao aproximada.

A esséncia do método dos elementos finitos estd na discretizacao da forma fraca do
problema, e este processo envolve a aproximacao da variavel do problema assim como da
funcao teste, aproximacgoes estas que por sua vez sao escritas como expansoes em termos
das fungoes de interpolagao (ou fungoes de forma).

Como dito anteriormente, a variavel do problema assim como a fungao teste sao apro-
ximadas pelas funcoes de interpolacao. Assim, tanto o incremento de deslocamento u

quanto a velocidade virtual dv sao dados por

u = i Nowg; ov = i N,ov, (A.25)
a=1 a=1

onde n representa o numero de ndés de um elemento, e N, sao as funcoes de forma. As co-
ordenadas nodais iniciais e finais serao interpoladas utilizando elementos isoparamétricos,

logo
X = i N, X 43 T = i]\fawa (A.26)
a=1

a=1

Como o gradiente de deformagao é dado por F = dx /0 X, diferenciando-o com relagao
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as coordenadas iniciais, obtem-se a seguinte expressao

F=) z,®VoN, (A.27)
a=1
onde VoN, = ON,/0X é o gradiente das fungoes de forma com relacao as coordenadas
iniciais.
As funcgoes de forma sao geralmente definidas e tabeladas no sistema de coordenadas
local como N, = N,(&,n), portanto é preciso saber como VN, se relaciona com o gradi-
ente das fungoes de forma no sistema de coordenadas local definido por V¢ N, = 0N, /0§.

Pela regra da cadeia tem-se

ON, (aX ) T HN,

ox ~ \oe o€ (A.28)

onde

0X, /06 0X1/08 0X,/0%

0X

€ 0X5/08 0Xo/0& 0Xo/0&3 (A.29)
0X3/06 0X3/06 X306

O gradiente 0X /0€ é calculado e invertido, possibilitanto assim o cdlculo do gradiente
das fungoes de forma com relacdo as coordenadas iniciais dado por (A.28]).
A discretizacao do tensor de taxa de deformacao virtual dd e do tensor de deformacao

linear € é dada por

1 n
= = N, N, A.
od 2;:1 (v, ® VN, + VN, ® dv,) (A.30)
g (ug @ VN, + VN, ® u,) (A.31)

1

1
2

a

onde VN, = ON,/0x é o gradiente das func¢oes de forma com rela¢ao as coordenadas

finais e pode ser obtido de forma analoga a VoN, como

ON, [0z\ " ON,
ox = (8_§> 85 (A.32)
onde -
8N 8ZE1/6£1 6171/852 8901/853 8Na/8§1
3; = | 0x2/08 0Ox9/08y Ox9/0&3 ON, /08> (A.33)

(93133/851 8.1’3/852 8363/853 8Na/8£3
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A.3 Discretizacao da Equacao do Equilibrio

Para avaliar a contribuigdo ao trabalho virtual 6W (¢, dv) causada por uma velocidade
virtual nodal dv, do né a do elemento (e), substitui-se na expressao (|A.3) as interpolagoes
de dv e 0d dadas por ((A.25)) e (A.30), respectivamente, e considerando a simetria do tensor

de tensao de Cauchy obtem-se

SW© (p, Nyov,) = / o : (6v, ® VN,)dv
,U(e)

- / £ (N, §v,) dv — / t- (N, dv,)ds (A.34)
’U(E) 61)(5)

que ¢é reescrita como

SW(p, Nydw,) = / 6v, - VN, dv
1}(‘5)

- / £. (N, 6v,)dv — / t.(N,ov.)ds  (A.35)
v(e)

Av(e)

Como dv, sao valores nodais constantes, os mesmos sao independentes da integracao

e portanto pode se reescrever a equagao anterior como

SW (¢, Nybv,) = dv,, - ( / oVN,dv— [ N,fdv-— N, tds) (A.36)
v(€) (e ovle)

Como o trabalho virtual é composto pelos trabalhos virtuais interno e externo, para

as forcas nodais internas e externas definidas por T, e F,, respectivamente, temos

SW© (¢, Nydv,) = v, - (T — F©) (A.37)
onde
T = / oV N, dv (A.38)
U(e)
Fl© = N, f dv + N, tds (A.39)
v(e) ovle)

As forcas nodais internas podem ser escritas na forma indicial como

3
e) ON,
T = E 0 —— dv A 40
o =1 /1)'(6) J 827] ( )
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e, para serem escritas na forma matricial, considere que os tensores o e dd na Equacao
(A.3)) sao simétricos e os mesmos podem ser escritos como vetores utilizando apenas as

seis componentes independentes. Isto é

g = [011, 02, 33, 012, 13, Tas" (A.41)

0d = [dy, dyo, dss, 2dyz, 2dys, 2das]" (A.42)

Assim, a Equagao (A.38) pode ser escrita como

/O'VNa dv = /5dngU (A.43)
onde - ON _
0 0
TN
0 i 0
8.1'2
n 0 0 ONa
_ _ Ox
0d=> B.u, B,= ON. N, 3 (A.44)
o Jrs Ox X
ON, ' 0N,
Ox 0 Ox
. 0N, ON,
L Ors  Oxy |
Substituir (A.44]) em (A.43]) permite escrever a equacao do PTV linearizado (A.34)
como

SW(p, Nyov,) = / (B, 0v,) odv
,U(e)

_ f (N, dv,)dv — / t-(N,dv,)ds (A.45)

U<e> 61)(‘3)

que comparada a (A.36|) fornece uma expressao alternativa escrita na forma matricial para

as forcas nodais equivalentes T, como

T = [ Blodv (A.46)

'U(E)

Em uma determinada configuracao do procedimento de solugao, na qual o equilibrio

entre as forcas nodais internas e externas ainda nao foi obtido, existe um desequilibrio
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nodal entre estas de modo que existe uma forca residual nodal R, definida por
R,=T,—-F,=0 (A.4T7)

onde T, F e R sao vetores com N componentes, onde N é o niimero de graus de liberdade.

A.4 Discretizacao da Equacao do Equilibrio Linearizada

A discretizacao do PTV linearizado dé origem a matriz de rigidez tangente, a qual sera
separada nas componentes que se referem aos termos com o tensor constitutivo e com a
tensao na Equacao , que representa a linearizacao do trabalho virtual interno.

A equacio SW (4, Nydv,) = v, - (T — F9) exprime a contribuicao das forcas
nodais equivalentes T, e das forcas externas F', para o equilibrio do né a. A linearizacao
desta expressao fixa em N,0v, na direcao de Nyu, representa a mudanca de T, e F, no
no a devido ao incremento u;, da posicao do né b. Assim

DSW (¢, Nydwa)[Nyws) = D(6w, - (T — FO))[Nyuy)

= Sv,- D(T'® — FO)[N,uy)

= dv,- K(?ub (A.48)

a

A matriz de rigidez tangente K E;)) serd obtida através das contribui¢oes do termo

constitutivo e do termo da tensao inicial da equacao do trabalho virtual linearizada, isto
¢,
K\ =K+ K\ (A.49)

o,ab

sendo que K ieib é obtido substituindo-se as interpolacoes de dd e € no segundo termo da
equagao (A.24)), logo

3
(e) _ % S aNb
[K } = /U(6> k; c dv (A.50)

c,ab ij 18£L'k ikjl awl

onde 7,7 =1,2,3.
(e)

o.ap € Obtida utilizando as seguintes interpolagoes para

Por outro lado, a componente K
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o gradiente da velocidade virtual e para o gradiente de deslocamento

Viv = i v, ® VN, (A.51)
a=1
Vu = i up, @ VIV, (A.52)
que substituidas no primeiro termo de resultam em
DéW, (¢, Nodw,)[Nouy] = /(6)0': [(Vuy)'Viv,] dv
= /@ o [(0v, - up)Vu, @ Vv, dv
= (dv, - up) /(E) o :Vu, ® Vv, dv (A.53)
que pode ser escrita de forma matricial como
DW, (6, Nadw,)[Nywy] = v, - K u, (A.54)
onde
/ . Z ZZ Oy 5 8;; dv (A.55)

k,l=1

Finalmente, a matriz de rigidez pode ser obtida combinando

CcOomo

DSW (¢, 60)[Nyus] = 6w, (K, + K9

c,ab

= Jv,- Kgb)'u,b

o,ab

as equacoes anteriores

Y (A.56)
(A.57)



