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RESUMO

Este trabalho compara diferentes esquemas numéricos para a solu¢ao de modelos modernos
para a eletrofisiologia de midcitos cardiacos. Apresentamos o Método de Uniformizacao -
amplamente utilizado para a solucao de problemas estocasticos em ciéncia da computacao
- e mostramos que, quando aplicado na resolucao numérica de modelos cardiacos baseados
em Cadeias de Markov de Tempo continuo, aumenta substancialmente a estabilidade
numérica em relacao a métodos explicitos tradicionalmente utilizados, como o Método
de Rush-Larsen e o Método de FEuler FExplicito. A formulagao em Cadeias de Markov
para estruturas subcelulares - como os canais i0nicos - permite a descricao detalhada do
comportamento elétrico de células cardiacas para importantes aplicagoes experimentais,
como a simulacao dos efeitos de drogas e toxinas sobre a atividade elétrica da membrana
celular. No entanto, as equacoes diferenciais associadas as Cadeias de Markov para
canais ionicos frequentemente trazem problemas de estabilidade numérica, que limitam
fortemente o passo de tempo utilizado por esquemas explicitos. Com a utilizacao do
Método de Uniformizacao foi possivel aumentar significativamente a magnitude dos
passos de tempo utilizados em simulacoes de trés modelos da eletrofisiologia cardiaca
baseados em Cadeias de Markov. Neste trabalho mostramos como € possivel associar o
Método de Uniformizacao a outros esquemas explicitos para a solugao numérica de tais
modelos, e como tais técnicas melhoram significativamente o desempenho computacional
em relacao a métodos explicitos tradicionais. Além disso, propomos extensoes do método
de Rush-Larsen e do método de Uniformizacao com segunda ordem de precisao para o
desenvolvimento de esquemas explicitos de passo de tempo adaptativo, visando reduzir

ainda mais o custo computacional em simulagoes com tolerancia numérica estrita.

Palavras-chave: Eletrofisiologia Cardiaca. Métodos Numéricos. Cadeias de Markov.

Método de Uniformizacao. Passo de Tempo Adaptativo.



ABSTRACT

This work compares different numerical schemes for the solution of modern
electrophysiology models for cardiac myocytes. We present the Uniformization Method
- frequently applied to stochastic problems in computer science - which significantly
increase the numerical stability when used for the solution of cardiac models based on
Continuous Time Markov Chains, with respect to traditional explicit schemes such as
Rush-Larsen Method and Foward Euler Method. The Markov Chains formulation for
subcellular structures, e.g. ionic channels, enables an accurate description of the electrical
behaviour of cardiac cells for important experimental applications, for instance the
simulation of the effects of drugs or toxins on the electrical activity of the cell’s membrane.
However, the differential equations associated with the Markov Chains for ionic channels
frequently cause problems of numerical stability, which severely limits the time step used
by explicit schemes. By using the Uniformization Method we could significantly increase
the time steps size in simulations of three models of cardiac electrophysiology based on
Markov Chains. In this work we show how the Uniformization Method can be used
along with other foward numerical schemes for the solution of these models, and how
these techniques significantly improve the computational performance with respect to
traditional numerical methods. In adition, we propose extensions of the Rush-Larsen
method and the Uniformization method with second-order accuracy for developing foward
time-adaptive techniques, aiming to reduce the computational cost of simulations with

strict numerical tolerances.

Keywords:  Cardiac Electrophysiology. Numerical Methods. Markov Chains.
Uniformization Method. Adaptive Time Step.
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1 Introducao

A modelagem da fisiologia cardiaca é hoje uma area de pesquisa extremamente ativa,
envolvendo miltiplas areas do conhecimento cientifico. Depois da publicacao de Hodgkin
e Huxley| (1952) os modelos celulares tém evoluido constantemente. O desenvolvimento
recente da genética tem auxiliado a formulacao destes modelos através da identificagao
das proteinas que formam os diversos canais i0nicos que permeiam a membrana celular
(Schram et al., 2002).

Os canais i6nicos possuem um papel essencial na geracao do potencial de agao (PA).
Pesquisas recentes tém permitido a compreensao minuciosa acerca dos canais ionicos,
das suas funcoes e das conformacoes das proteinas que compoem sua estrutura. Muitas
doencas alteram as propriedades eletrofisiologicas das correntes ionicas associadas a
canais ionicos, por exemplo, de células do coracao. Essas alteragoes podem ser descritas
matematicamente por cadeias de Markov.

Modelos da eletrofisiologia cardiaca sao compostos por sistemas de equagoes
diferenciais de dificil resolu¢ao numérica (Rush e Larsen, [1978). As equagdes derivadas dos
modelos de Markov aumentam a complexidade do sistema como um todo, demandando a
utilizacao de pequenos passos de tempo em métodos numéricos condicionalmente estaveis
- por exemplo, o método de Euler -, os quais sao largamente utilizados para a simulagao de
tecidos cardiacos, devido a sua intrinseca utilizacao de meméria reduzida. Portanto, é de
grande importancia a busca por técnicas numéricas que venham a aumentar o desempenho

de métodos numéricos para os modelos baseados em cadeias de Markov.

1.1 Justificativa

As doencas cardiacas sao responsaveis por um terco do total de mortes registradas em
todo o mundo (OMS). Acredita-se que mais de 300 mil pessoas morrem anualmente no
Brasil vitimas de patologias relacionadas principalmente a atividade elétrica do coracao.

Muitos esforcos tém sido feitos para compreender as causas das doencas cardiacas, de



18

modo a proporcionar, para a comunidade cientifica, solidas bases para o desenvolvimento
de novas formas de trata-las e de detecta-las.

Para o cumprimento de tais objetivos, faz-se necessaria uma profunda compreensao
acerca do funcionamento do coracao. Entretanto, a sua grande complexidade, desde o
nivel molecular até o nivel dos tecidos, torna a tarefa extremamente dificil. Todavia,
alguns de seus aspectos podem ser melhor compreendidos através da modelagem
computacional (Martin) 1968)), que permite aos pesquisadores realizarem um vasto nimero
de experimentos em um curto periodo de tempo, sem que sejam necessarios estudos in
vivo ou in vitro. Espera-se que, a longo prazo, possa-se vislumbrar um cendrio em que
todo o sistema circulatério humano podera ser simulado computacionalmente, permitindo
aos cientistas desenvolverem e testarem medicamentos contra as mais diversas doencas
que atacam o coragao através de experimentos virtuais - in silico -, ou seja, sem riscos e
em tempo menor do que em situacoes de experimentagao com cobaias.

A utilizacao de modelos computacionais para a descricao matematica de complexos
sistemas naturais foi incluida pela Sociedade Brasileira de Computagao (SBC) na
lista dos Grandes Desafios da Computagao para o periodo 2006/2016 (Carvalho et
al., 2006). O Comité de Pesquisa em Computagao do Reino Unido e a Sociedade
Britanica de Computagcao estabeleceram em 2004 (Hoare e Milner, [2004)) a personificagao
computacional de animais, plantas e organismos unicelulares como um dos Grandes
Desafios da Computagao para os proximos anos. As sociedades de computagao inglesa
e brasileira estao cientes de que a complexidade envolvida na modelagem dos sistemas
naturais ird impor a necessidade de melhorias nas atuais técnicas de solugao numérica e
de um grande suporte computacional para sua simulagao.

Em virtude das grandes demandas computacionais inerentes a simulagao dos
complexos sistemas naturais, faz-se necessaria a utilizacao de técnicas eficientes para a
solucao numérica de sistemas de equacoes diferenciais.

Sobre a simulacao da eletrofisiologia do 6rgao cardiaco, o elevado niimero de células
presentes nos tecidos do coracao implica na simulacao de malhas computacionais com

elevada quantidade de nés, sendo que cada um dos mesmos representa um diferente
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sistema de equagoes diferenciais ordinarias a ser resolvido numericamente. Deste modo,
¢ de extrema importancia a utilizagao de métodos numéricos com baixa demanda de
memoria RAM no processo de solucao de cada um desses sistemas. Por isso, métodos
condicionalmente estaveis, como o método de Euler, o método de Runge-Kutta e o
método de Rush-Larsen (Rush e Larsen| (1978) sao amplamente utilizados em simulagao
eletrofisiologica de tecidos cardiacos.

Tais técnicas, por sua natureza, limitam o tamanho dos passos de tempo tomados
no processo de simulacao, devido as suas condicoes de estabilidade. Tal limitacao ¢é
acentuada com a presenga de equagdes do tipo stiff (rigidas), que sdo equagoes diferenciais
ordindrias em que as complicagoes de instabilidade por tamanho do passo de tempo sao
consideravelmente elevadas. O método de Rush-Larsen (Rush e Larsen| [1978) busca
atenuar o problema de instabilidade sobre determinados tipos de equacoes presentes em
modelos eletrofisiolgicos. Quando tais equagoes constituem a parte mais rigida do sistema
como um todo, como no caso do modelo proposto por Tusscher e Panfilov| (2006)), o método
permite a utilizacao de passos de tempo consideravelmente maiores, diminuindo o tempo
de computagao de forma acentuada (MacLachlan et al., 2005).

Determinados modelos celulares de eletrofisiologia cardiaca, como o modelo para
midcitos de camundongos proposto por |[Bondarenko et al.| (2004)) e o modelo para células
cardiacas humanas proposto por [lyer et al.| (2004), utilizam modelos de Markov (Jensen,
1953) para descrever o comportamento de canais i6nicos. Tal modelagem permite uma
descrigao mais completa do funcionamento de tais estruturas, fornecendo a possibilidade
da simulacao dos efeitos de drogas e de toxinas sobre tais canais e, consequentemente,
sobre a atividade elétrica do coracao.

A presenca de equacoes derivadas de cadeias de Markov em modelos celulares de
eletrofisiologia cardiaca frequentemente faz com que o tamanho do passo de tempo
utilizado em simulagao seja limitado pelas condigoes de estabilidade de tais equagoes,
pois as mesmas geralmente figuram-se como a parte mais rigida do modelo (MacLachlan
et al., [2005)), que é o caso dos modelos descritos em Bondarenko et al.| (2004) e lyer et al.

(2004). Consequentemente, o método de Rush-Larsen, quando aplicado a tais modelos,
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passa a nao oferecer ganho em desempenho computacional.

A técnica de uniformizagao (Melamed e Yadin) 1984) é um método de estabilidade
superior a métodos explicitos tradicionais para a solugao numeérica de sistemas de equagoes
diferenciais ordinéarias derivadas de cadeias de Markov. Segundo recentes experimentos
(Gomes et al.l |2015), sua utilizagao, em conjunto com o método de Euler, em modelos de
eletrofisiologia cardiaca, permite consideravel aumento no tamanho dos passos de tempo
e, por consequéncia, a diminui¢ao nos tempos de computacao.

Abordagens como o método de Euler e o método de Runge-Kutta de 2* ordem,
utilizando-se passo de tempo adaptativo, também resultaram em ganhos de desempenho
na simulagao de vérios modelos desta natureza (Campos et al, [2013). Portanto, a
pesquisa sobre a utilizacao do método de uniformizacao em conjunto com essas demais
técnicas pode vir a trazer resultados bastante relevantes no que se refere ao aumento de

desempenho no processo de simulagao numérica de tecidos cardiacos.

1.2 Objetivos

Conforme descrito anteriormente, a modelagem matematica da eletrofisiologia de células
cardiacas tem por objetivo principal fornecer a pesquisadores da area ferramentas
computacionais capazes de auxiliar na busca por novas técnicas de tratamento e de
diagnéstico de doencas cardiacas. A pesquisa por técnicas eficientes para a solugao
numérica de tais modelos é fundamental para que tais ferramentas possam ser geradas
e efetivamente utilizadas, uma vez que a complexidade envolvida é consideravel,
especialmente para o caso dos modelos baseados em Cadeias de Markov.

Neste trabalho propomos a utilizacao do método de uniformizacao em conjunto
com métodos amplamente utilizados na comunidade de modelagem cardiaca, visando
melhorar o desempenho de simulagdes envolvendo modelos recentes baseados em Cadeias
de Markov. Além disso, propomos extensoes explicitas com precisdo numérica de
segunda ordem para os métodos de Rush-Larsen e de uniformizacao, com a finalidade de
desenvolver esquemas de passo adaptativo para os métodos hibridos anteriormente citados,

buscando obter ganhos de desempenho computacional enquanto os erros numéricos sao
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mantidos sob controle.

1.3 Sumario

Nesta se¢ao, descreveremos brevemente a organizagao do conteudo deste trabalho através
dos capitulos que compoem o presente documento.

Neste primeiro capitulo apresentamos uma introducao, onde os aspectos gerais e
objetivos do trabalho foram apresentados, bem como a justificativa para a pesquisa
desenvolvida na area do conhecimento em questao.

No capitulo 2, iremos apresentar o contetudo tedrico basico para a formulacao de
modelos eletrofisiolégicos para células cardiacas, introduzindo conceitos fundamentais
para a formulagao geral das equagoes envolvidas.

No capitulo 3 serao apresentados os métodos numéricos da literatura que foram
utilizados neste trabalho para a solucao dos sistemas de EDOs nao-lineares derivados
de modelos da eletrofisiologia cardiaca.

O capitulo 4 descrevera os novos métodos desenvolvidos neste trabalho e tépicos
selecionados com relacao a implementacao de tais métodos, bem como o ambiente
computacional, os modelos utilizados e as métricas empregadas no processo de
experimentacao computacional.

O capitulo 5 apresenta os resultados obtidos na simulacao dos modelos citados
utilizando os métodos descritos nos capitulos 3 e 4. Além disso, é apresentada uma
analise sobre o comportamento dos métodos em estudo quando aplicados aos diferentes
modelos, com base nos resultados obtidos.

No capitulo 6 apresentamos uma conclusao geral acerca do trabalho realizado,

limitagoes dos métodos propostos e possiveis trabalhos futuros.
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2 Modelagem da Eletrofisiologia

Cardiaca

A modelagem da eletrofisiologia cardiaca parte, fundamentalmente, de formulacoes
matematicas para fenomenos evidenciados no nivel celular. Neste capitulo apresentaremos
conceitos basicos em relacao a eletrofisiologia de células excitaveis e estabeleceremos
os passos fundamentais para a formulagao matemaédtica de modelos que descrevem o

comportamento elétrico das estruturas envolvidas.

2.1 Introducao

O coracao é um 6érgao muscular, cuja principal funcao é fornecer oxigénio e nutrientes
para as células por meio do bombeamento de sangue para todo o corpo do individuo. Tal
processo se da pelo mecanismo periddico de contragao (sistole) e de relaxamento (didstole)
do musculo cardiaco (Constanzo, 2007)).

A Figura[2.1]ilustra a estrutura bdsica do coragdo de um mamifero, composta por dois
atrios e dois ventriculos. Os atrios sao as estruturas que recebem o sangue, enquanto os
ventriculos sao as estruturas que expulsam o sangue para o restante do organismo.

A visao geral do ciclo cardiaco é relativamente simples: o atrio direito recebe o sangue
desoxigenado do corpo, leva-o para o ventriculo direito, de onde serd levado para os
pulmées com a finalidade de receber oxigénio. Apds esse processo, o sangue retorna ao
coracao pelo pelo atrio esquerdo e é levado ao ventriculo esquerdo para, finalmente, ser
bombeado para o restante do corpo.

Os tecidos musculares que compoem o musculo cardiaco sao compostos de
células musculares denominadas midcitos. Tais células, ao serem submetidas a um
pequeno estimulo elétrico, sofrem um processo de variacao temporal do seu potencial
transmembranico, que é a diferenca de potencial elétrico entre os meios intracelular e

extracelular. Esse percurso do potencial transmembranico é denominado potencial de
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Figura 2.1: Estrutura do coracao de um mamifero (adaptado de Guyton| (2005)).

acao (PA), o qual é dividido nas fases de despolarizacdo e repolarizagdo. Na situagao
de repouso, o potencial transmembranico é negativo. Com a aplicacao de um estimulo
elétrico, tal potencial varia rapidamente para um valor positivo, o que caracteriza a fase
de despolarizacao. Posteriormente, o potencial de repouso sera retomado através de uma
diminuicao lenta e gradativa do potencial transmembranico, o que consiste na fase de
repolarizacao.

Os midcitos cardiacos sao considerados células excitdveis e contréateis, sendo que o
processo de contragao é sempre precedido pelo advento do potencial de acao. Para garantir
o sincronismo entre midcitos no processo de contracao, o PA é propagado entre todos os
midcitos cardiacos, tendo sua origem no chamado nodo sinoatrial (veja a Figura . O
sinal elétrico percorre o 6rgao cardiaco através de fibras de alta condutividade, sendo que
o mesmo atinge os ventriculos em tempo posterior a sua chegada aos atrios, de modo

que os ventriculos sofram contragao apds o sangue ter sido devidamente bombeado pelos

atrios (Jenkins et al., 2002).

Os processos biofisicos envolvidos na geragao e na propagacgao do PA celular sao de

elevada complexidade e de natureza nao linear, sendo sua compreensao fundamental para o
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entendimento e para a exploragao dos complexos fenémenos da fisiologia celular (Campos,
2008). Portanto, diversos modelos computacionais para a descricao do PA em células
cardiacas vem sendo formulados desde a segunda metade do século XIX, com o objetivo
de auxiliar no processo de compreensao do funcionamento do coracao e na busca por novas

técnicas de tratamento e de diagnéstico de doencas cardiacas.

Nodo _ 1 .

Sinoatrial * e N
Atrio Atrio
direito esquerdo

Nodo

Atrioventricular

Feixe de His

Ventriculo
esquerdo

Ventriculo
direito

Fibras de
Purkinje

Figura 2.2: Origem e propagacao do estimulo elétrico no coracao de um mamifero
(adaptado de (Constanzo (2007))).

2.1.1 FEstruturas Subcelulares

Conforme mostrado em Alberts et al.| (2003), a célula tem seu interior delimitado por

uma membrana que controla o fluxo das substancias que entram e saem do citoplasma.
A membrana é constituida de uma bicamada fosfolipidica continua que mantém uma
relagdo ambivalente com a dgua (Figura . Ambos os meios intracelular e extracelular
sao solugoes aquosas compostas por sais dissolvidos, principalmente NaCl e KCI, os quais
se dissociam em fons Na™, K+ e Cl~. A bicamada fosfolipidica age como uma barreira
ao livre fluxo desses ions, mantendo assim uma diferenca de concentracao e de potencial
elétrico entre os meios.

O transporte de fons e de moléculas entre os meios intracelular e extracelular pode

ocorrer por meio de processos ativos (com gasto energético) e passivos (sem gasto



Figura 2.3: Estrutura béasica da membrana
i6nico (extraido de |(Campos| (2008)).
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celular e fluxo de fons através de um canal

energético) (Alberts et al., 2003)). O transporte passivo de ions ocorre pelo processo de

difusdao através de estruturas altamente seletivas denominadas canais ionicos. Os canais

ionicos sao altamente sensiveis a determinadas varidaveis do sistema celular, sendo que a

maior parte tem seu comportamento regulado pelo potencial transmembranico. A Figura

ilustra determinado canal ionico tendo seu estado de condutividade alterado pelo

potencial transmembranico.
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Figura 2.4: Dinamica de abertura e fechamento de canais i0nicos sensiveis ao potencial

transmembranico (extraido de (2007)).
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2.2 Potencial de Acao e Excitabilidade

Conforme visto na secao anterior, a membrana plasmatica admite a existéncia de fluxos
ionicos através de estruturas proteicas presentes em toda a sua extensao. A regulacao
do potencial transmembranico (a diferenga de potencial entre os meios intracelular e
extracelular) pelos canais idnicos é uma das fungdes mais importantes da célula (Alberts
et al., 2003)). Varios tipos de células, como neurdnios e células musculares, usam este
potencial como forma de comunicacao intercelular. Assim, o funcionamento do sistema
nervoso e da contragao muscular, por exemplo, dependem da geragao e da propagacao de
sinais elétricos, isto é, do potencial de acao.

Para que possamos estudar os sinais elétricos nas células, precisamos classifica-las em
dois grupos distintos: células excitaveis e células nao-excitaveis. Muitas células mantém
um potencial de equilibrio estavel. Para algumas delas, se correntes elétricas sao aplicadas
em um periodo curto de tempo, o potencial retorna diretamente para o equilibrio depois
que a corrente é removida. Tais células sao chamadas de nao-excitaveis.

Por outro lado, as chamadas células excitaveis, ao receberem uma corrente elétrica de
intensidade suficiente através de sua membrana, percorrem um longo caminho de variacao
do seu potencial transmembranico, ou seja, o potencial de acao (PA). Tais células, quando
na situacao de repouso, possuem um potencial transmembranico negativo, em torno de
—80mV para células nervosas. Essa diferenca de potencial é mantida devido a uma grande
diferenca de concentracao ionica entre os meios intracelular e extracelular. A Tabela

mostra as concentragoes de repouso dos ions de sddio e de potdssio em um axonio gigante

de lula.

Tabela 2.1: Diferencas entre as concentracoes dos fons Nat e K* nos meios intracelular
e extracelular de um axo6nio gigante de lula (Hodgkin e Huxley, 1952).

fon | Conc. meio intracelular (mM) | Conc. meio extracelular (mM)
K+ 397 20
Na*t 50 497

A Figura ilustra esquematicamente um potencial de acao medido na membrana

de um miodcito cardiaco. Um midcito cardiaco em estado de repouso é submetido
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a uma corrente elétrica de estimulo. Imediatamente apds tal evento, o potencial
transmembranico sofre uma rapida elevacao, ou seja, sofre o processo de despolarizacgao.
Apés uma réapida queda no potencial, uma fase relativamente longa, denominada fase

plato, é iniciada. Finalmente, a repolarizacao leva a célula novamente ao potencial de

repouso.
V (mV) |
30 ___-Pi_CQ____:________:_____..:_____
Plateau
0 [ S
—30 [—
60 4z
Despolarizagao
—90J:-------:-- |
| | | |

0 100 200 500 Tompoms)

Figura 2.5: Potencial de acao medido sobre a membrana sarcoplasmatica de um miécito
cardiaco (adaptado de (Sachse, 2004))).

O PA ¢ dividido em quatro fases distintas (Aires, 2007)), as quais sdo mostradas
na Figura [2.6] A fase de repouso é aquela em que a membrana diz-se polarizada,
com o potencial transmembranico constante em um valor menor que zero. A fase de
despolarizacao, conforme descrito anteriormente, ocorre imediatamente apds a aplicagao
de uma corrente elétrica que eleva o potencial para um valor acima do chamado potencial
limiar. Nessa fase, a membrana subitamente torna-se fortemente permeédvel aos fons
de sédio, os quais dirigem-se para o interior da célula em um grande fluxo que eleva
o potencial transmembranico a um valor positivo. Na fase de repolarizacao, ocorre a
inativagao dos canais de sédio e um consideravel aumento na condutividade dos canais

de potassio, gerando um fluxo de potéassio para o meio extracelular, o que leva ao lento



28

restabelecimento do potencial de repouso. A fase de hiperpolarizacao ocorre quando a

fase de repolarizagao leva o potencial a um valor inferior ao potencial de repouso.
40

20

Despolarizagao

V (mV)

Repolarizagao

Hiperpolarizagao

-80 F  Repouso

-100

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo (ms)

Figura 2.6: Visualizagao das quatro fases de um Potencial de Acao (adaptado de [Costa
(2011))).

2.3 Modelo Elétrico para a Membrana Celular

A membrana celular, sendo composta por uma camada separadora e isolante elétrica,
além de estruturas pelas quais ocorrem fluxos de cargas (ou correntes elétricas), pode ser
modelada por um circuito elétrico composto por um capacitor e varias resisténcias em
paralelo (Figura . Conforme veremos adiante, as resisténcias associadas aos canais
ionicos sao funcgoes nao lineares da diferenga de potencial entre os meios intracelular e
extracelular (Hodgkin e Huxley|,1952). Por definigao, tal diferenga de potencial é chamada
potencial transmembranico, o qual é dado por V' = Viuiraceiutiar — VEstracelular-

A partir do modelo elétrico apresentado na Figura [2.7, podemos extrair uma equagao
diferencial para o potencial transmembranico, a qual é obtida da lei de Kirchhoff para
correntes elétricas, ou seja, o somatorio de correntes que saem de um noé pertencente a

um circuito elétrico é nula.



29

Meio Extracelular

| B

Meio Intracelular

Figura 2.7: Modelo elétrico para a membrana celular.

Para um capacitor de capacitancia C,,, sabe-se que ¢ = C,,,V,, onde ¢ ¢é a carga elétrica

acumulada no capacitor e V. é a tensao sobre os seus terminais. Derivando-se ambos os

membros de tal equacao em relacao ao tempo, obtemos a Equacao . Como % = I,

tem-se a Equagao [2.2]

dq dv.

Y _ o D 2.1

dt Cim dt (2.1)
dv.

I =Cpn—t (2.2)

Aplicando-se a lei de Kirchhoff para correntes elétricas sobre o né inferior do circuito
da Figura obtemos a Equagao 2.3 onde C,, é a capacitancia elétrica da membrana
plasmatica, I;,, é o somatério das correntes ionicas que atravessam os canais iOnicos e
Lyim € uma corrente de origem externa, denominada corrente de estimulo.

dv 1

o _C_(Iion + Lstim) (2.3)

As diferencas nas concentracoes fazem com que os fons se movam no sentido contrario
ao dado pelo gradiente de concentracao. Em contrapartida, a forca do campo elétrico

gerada pelo potencial transmembranico dirige os fons no sentido contrario ao movimento
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de difusao. Um equilibrio serd alcancado quando o fluxo difusivo dos fons se igualar ao
fluxo devido a diferenca de potencial elétrico. O valor do potencial transmembranico para
tal equilibrio, relativo a um fon isolado, é dado pela equacao de Nernst (Equacao ,
onde R é a constante dos gases (8,314 J/Kmol), T' é a temperatura absoluta, z é a valéncia
do fon, F' ¢é a constante de Faraday (9, 648210 C/mol), c. e ¢; denotam as concentragoes

externa e interna do fon, respectivamente.

RT Ce
o = ——in| 4
Veq ZFln(q) (2.4)

A Equacao [2.4] é valida para o caso em que um tnico tipo de ion pode atravessar a
membrana. Neste caso, na situagao de equilibrio, ou seja, V' = v, o fluxo do fon em
questao através da membrana serd nulo. Para o caso em que a membrana ¢ permedavel para
dois ou mais fons diferentes, é utilizada a formula¢ao de Goldman-Hodgkin-Katz (Keener
e Sneyd, [1998), também chamada de equagao GHK. A titulo de exemplo, considerando-se

os fons K™ e Na*, a equacao GHK é dada por

__FBT, (PNa[NaﬂﬁPK[K*]i) | (2.5)

Yea = 7T "\ PyalNat], + Pr[K+.

onde Pk e Py, sao as permissividades da membrana em relacao aos fons Kt e Na™,

respectivamente.

2.4 Modelos para a Corrente Ionica

Os modelos para a relagdo corrente-voltagem (I-V) em determinado canal i6nico mais
utilizados em formulagoes de eletrofisiologia cardiaca sdo o modelo linear (Equacao
e a equagao GHK, cuja demonstracao pode ser encontrada em |[Keener e Sneyd (1998)). O
modelo linear para o fon S, dado pela Equagao [2.6] estabelece que a corrente ionica Ig
é funcao linear da diferenga entre o potencial transmembranico e o potencial de repouso

Es do fon S, sendo ¢ a condutancia do canal i6nico em questao.

Is =g(V — Es) (2.6)
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A equacao GHK estabelece uma relacao nao-linear entre a corrente ionica e o potencial
transmembranico, sendo obtida a partir da hipdétese de campo elétrico constante sobre a
membrana sarcoplasmética (Keener e Sneyd, |1998). Sendo I a corrente relativa ao fon
S, Ps a permissividade da membrana ao fon S, ¢; e ¢, as concentragoes interna e externa,
respectivamente, do fon S, temos que a equacao GHK, para a situacao de todos os canais

ionicos abertos, é dada por:

22F? (¢ — co)e AT
I, =P, Vv ~ 2.7
RT 1—e IZ?,I;“V ( )

Geralmente, a condutancia g associada a uma corrente ionica é funcao do potencial
transmembranico ou de determinadas concentracoes ionicas, sendo usualmente descrita
através de modelos para o comportamento do canal idnico associado. Tais modelos sao

descritos na proxima secao.

2.5 Modelos para os Canais Idnicos

A ampla variedade de canais idnicos presentes na membrana celular demanda a realizagao
de experimentos sofisticados para se avaliar quantitativamente seu comportamento. A
metodologia mais utilizada atualmente é denominada patch-clamp (Keener e Sneyd, [2002),
na qual se mede correntes ionicas através dos canais sob valores constantes de potencial
transmembranico. Através de observagoes experimentais, verifica-se que os canais i0nicos
alternam-se entre estados condutivos e nao condutivos, o que leva a formulagao de diversos

tipos de modelos estocéasticos para os mesmos.

2.5.1 Modelo de Dots Estados

Muitos modelos para o comportamento de canais ionicos descrevem um espagco de estados
discreto para os mesmos, de modo que algumas configuragoes permitem a passagem de
corrente ionica e outras nao. O modelo mais simples para ilustrar esse conceito é o
chamado modelo de dois estados, que estabelece dois possiveis estados para um canal

ionico: aberto (O) e fechado (C) (Figura[2.8). Sendo n a proporgao de canais no estado
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O, pode-se formular a EDO ([2.8)) - a qual pode ser chamada de equagdo do tipo Hodgkin-
Huzley (HH) - em funcao das taxas de transicao o(V') (C para O) e 5(V') (O para C), as

quais usualmente sao modeladas como funcoes nao lineares de V.

dn
i a(V)(1—=n)—B(V)n (2.8)
Fazendo-se
~ «aV)
1Y) = S+ 507) (29)
1

temos que a equagao diferencial (2.8)) toma a forma:

dn  ne(V)—n

T~ o) (2.11)

A Equagao (2.11) torna conveniente o ajuste de parametros a ser realizado, uma
vez que as fungoes n.. (V) e 7,(V), respectivamente chamadas de wvalor assintdtico de
n e constante de tempo de n, sao mais facilmente obtidas através de procedimentos

experimentais (Keener e Sneyd} 1998)).
a(v)
n
C_—O0
<«
I1-n
p(v)
Figura 2.8: Modelo de dois estados.

Seja gmaz,s & condutancia para a populacao de canais ionicos do ion S no caso de
todos os canais estarem no estado O. Se n, dado por (2.8), é a proporgao dos canais

que encontram-se no estado O, temos que Ig é dada pela Equagao (2.12)) (utilizando-se o
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modelo linear para a rela¢do entre corrente e potencial transmembranico).
[5 = ngmax,S(V — Es) (212)

2.5.2 Modelo de Subunidades

Podemos assumir, como uma generalizacao do modelo de dois estados para o canal ionico,
a existéncia de multiplas subunidades idénticas como componentes estruturais do canal,
sendo cada uma delas sujeita aos estados aberto (O) ou fechado (C). Suponha, por
exemplo, que determinado canal ionico seja composto de duas subunidades. Deste modo,
o canal pode assumir qualquer um dos quatro estados Eyy, E11, E19 € Ep1, onde os indices
denotam as diferentes subunidades, com 1 e 0 denotando a subunidade aberta e fechada,
respectivamente. No entanto, tal espaco de quatro estados somente é utilizado quando
consideramos que as subunidades sao distintas entre si, sendo que as taxas de transicao «
e (3 sdo caracteristicas de cada subunidade (veja a Figura2.9). Assumindo as subunidades
idénticas entre si, podemos concluir que os estados Ey; e E1g sao equivalentes, de modo

que ¢é possivel uma representagao que gere um espaco de estados mais compacto.

EOO B ElO

'@NQ | (R

) L ]

Figura 2.9: Espago de estados para o modelo de duas subunidades distintas.

Considerando FE; o estado em que exatamente ¢ subunidades encontram-se abertas,
nosso exemplo tem seu espaco de estados reduzido para Ey, Fy e E,. A Figura [2.10
mostra o espaco de estados com as transicoes possiveis e suas respectivas taxas, sendo «

a taxa de transicao C' — O de uma subunidade e [ a taxa de transicao O — C' de uma
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subunidade do canal i6nico.

200
Ey ._—B" E;

[\
| [R

L

Figura 2.10: Espaco de estados para o modelo de duas subunidades idénticas.

Ambos os modelos representados nas Figuras[2.9/e[2.10] tratam-se de cadeias de Markov
(veja a Secao , que resultam em equacgoes com certa complexidade de resolucao.
Pode-se mostrar (Keener e Sneyd, 1998) que, sendo z( e x5 as varidveis adimensionais
associadas aos estados Ej e Fy, respectivamente, temos que g = (1 —n)? e que 9 = n?,
onde n é a variavel adimensional dada pela Equagao [2.8, De modo geral, tem-se que a
condutancia maxima em um canal ionico que contém k subunidades idénticas é dada por
1 Gimaz, onde n satisfaz a equacao diferencial .

Observa-se em determinados canais ionicos, por exemplo os chamados canais de
corrente rdpida de sodio, uma rapida resposta condutiva a elevacao do potencial
transmembranico, seguida de uma lenta fase de transicao para o estado nao-condutivo.
Tais fases, para os canais de sédio, sao chamadas, respectivamente, de ativacao e
inativagdo.  Conforme proposto por Hodgkin e Huxley| (1952), consideram-se trés
subunidades idénticas m para a ativagao e uma subunidade h relacionada a inativacao,

sendo as equacoes resultantes dadas por:

IS = mgh.gmaz<v - ES)
dm _ me (V) —m

dt (V)

dh heo(V)—h

T (2.13)
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2.5.3 Cadetas de Markov

Uma cadeia de Markov é uma forma particular de um processo estocastico em que
considera-se um conjunto discreto de estados (ou seja, uma variavel aleatéria discreta) tal
que a predicao de estados futuros independe dos estados anteriores. Diversos dos novos
modelos para células excitaveis téem empregado cadeias de Markov como alternativa ao
modelo de subunidades para descrever o comportamento dos canais ionicos (Bondarenko
et all, 2004; [Iyer et all) 2004; |Clancy e Rudy, 2002; |S. Wang et al., 1997)), pois no ultimo,
o processo de ativacao e o processo de inativagao sao modelados de forma independente.
Contudo, experimentos revelam que a inativacao de um canal i6nico é um processo
intrinsecamente acoplado a ativagao (Aldrich et all 1983 /Armstrong e Bezanilla, [1977)),
o que pode ser levado em consideracao na modelagem de canais ionicos por cadeias de

Markov.

o
CcC__—™"0

Figura 2.11: Cadeia de Markov com os estados aberto (O), fechado (C) e inativo (I).

A titulo de exemplo, consideremos um simples modelo de Markov, no qual o canal
ionico pode estar em um dos trés estados: aberto (O), fechado (C) ou inativo (I).
Consideraremos neste exemplo que, uma vez no estado inativo, o canal nao pode retornar
para os estados aberto ou fechado. A Figura [2.11] ilustra o conjunto de estados e as
possiveis transigoes, com suas respectivas taxas.

Ainda para o exemplo considerado, sendo i, o e ¢ as proporcoes de canais ionicos do
ion S nos estados inativo, aberto e fechado, respectivamente, a corrente ionica Ig para tal

fon pode ser modelada pelo conjunto de EDOs (22.14]), onde «, 8, v e J s@o as taxas de
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transigao entre os estados, representadas na Figura (2.11)).

]S = OgS,max(V - ES)

%:—(aqws)c—kﬁo

do

G = oe= 040

%: dc+ o (2.14)

Os estados inativo e fechado produzem o mesmo efeito de nao permitirem a passagem
de fons, ou seja, conferem estados nao condutivos para o canal idnico em questao.
Contudo, a transicao do estado aberto para o estado inativo é geralmente favorecida
em situacoes de valores positivos para o potencial transmembranico, enquanto a transicao
do estado aberto para o estado fechado ocorre com mais frequéncia em potenciais mais
negativos (Hille, 2001]).

A biologia molecular tem sido fundamental na compreensao de fenomenos fisioldgicos
e na obtencao de informagoes acerca da estrutura e da funcao dos canais ionicos. Gragas
a tal area do conhecimento, é possivel capturar detalhes sobre a conformacao proteica
dos canais i0nicos e as alteragoes morfologicas promovidas por drogas ou por doencas
genéticas.

As alteracoes das propriedades eletrofisioldgicas decorrentes das doencgas cardiacas
podem se refletir em mudancas nas taxas de transicao de modelos de Markov para os canais
ionicos. Portanto, a utilizacao de tal formalismo na modelagem do comportamento de
canais ionicos pode vir a ser adequada em futuros estudos sobre consequéncias fisiolégicas
associadas a patologias cardiacas, bem como no processo de desenvolvimento de novos
medicamentos para o tratamento de tais doencas. Maiores detalhes sobre a relagao entre
a estrutura molecular dos canais ionicos e as cadeias de Markov podem ser encontrados
em [Hille (2001)).

Modelos baseados em cadeias de Markov para os canais ionicos podem assumir

elevada complexidade, levando em consideracao um grande numero de estados e,
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consequentemente, demandando o ajuste de uma grande quantidade de parametros (taxas
de transi¢ao), os quais podem ser determinados somente com a utilizacao das mais
avancadas técnicas de medicao experimental. Ilustramos essa possivel complexidade
com a Figura 2.12] que mostra a cadeia de Markov para os canais ionicos da chamada
corrente rdpida de sodio, considerada no modelo para midcitos de camundongo proposto

por Bondarenko et al.| (2004).

Figura 2.12: Cadeia de Markov para os Canais Ionicos da Corrente Rapida de Sodio
(Bondarenko et all 2004).

2.6 O Modelo de Hodgkin e Huxley (1952)

O modelo de Hodgkin e Huxley descreve a eletrofisiologia da membrana do axoénio gigante
de lula e foi desenvolvido a partir de medidas do comportamento elétrico passivo e ativo
da célula (Hodgkin e Huxley, [1952)). A base da descri¢ao do potencial de agdo proposto
por Hodgkin e Huxley é o comportamento dos canais de sédio e de potéssio, conforme
ilustrado pela Figura [2.13

Conforme descrevemos em segbes anteriores, o Potencial de Agao é dividido nas fases
de repouso, despolarizacao, repolarizacao e hiperpolarizacao. Os principais componentes
responsaveis pelo comportamento do potencial transmembranico em tais fases sao os
canais ionicos de sodio e de potdassio, os quais sofrem variacoes em suas condutividades
durante a trajetéria do PA. Esta relagdo entre potencial de acao e as variacoes das

condutividades dos canais ionicos de sédio e de potassio pode ser observada nas Figuras

214 e 2,15
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Figura 2.13: Esquematizacao da membrana celular e dos canais idnicos considerados no
modelo de |Hodgkin e Huxley| (1952]).

Conforme discutido em secoes anteriores, é possivel a obtengao de uma equagao
diferencial para o potencial transmembranico V' em funcao da corrente de estimulo e
do somatério de correntes que atravessam a membrana, conforme mostrado na equacao

abaixo:

dv 1
P _C_(Im + Lotim) (2.15)

onde (C,, é a capacitancia da membrana, I,, é a corrente transmembranica e [y, €
uma corrente de estimulo. O modelo de Hodgkin e Huxley leva em consideragao apenas
as correntes de sodio e de potdssio, sendo sua corrente transmembranica, portanto, dada
por

Im:]Na+]K+Il7

sendo Iy, a corrente de sédio, Ix a corrente de potassio e I; uma corrente de fuga. A
corrente de fuga I; é um somatorio de diferentes correntes ionicas, majoritariamente de

cloro. As equagoes para as correntes ionicas sao dadas por
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Figura 2.14: Potencial de agdo do modelo de Hodgkin e Huxley (1952) (adaptado de
Keener e Sneyd| (1998).

INa :gNa(Vm_ENa) (216)
Ix = gk (Vi — Ek) (2.17)
[l = gl(vm - El) ;

onde gn., gx € g; sao as condutancias associadas as correntes e Ey,, EFx e Ej
sao os potenciais de Nernst relativos aos respectivos ions envolvidos. Assume-se que
a condutividade ¢; é constante e que as demais condutividades variam com tempo e
sao dependentes do potencial transmembranico. Além disso, o modelo considera as
concentragoes ionicas constantes e, consequentemente, os potenciais de Nernst constantes.

A condutancia associada a corrente de sédio gy, é dada por

INa = mgtha ;

onde gy, ¢ a condutividade maxima de sédio, m é a variavel adimensional associada as
subunidades de ativacao do canal idnico e h é a varidvel adimensional de inativacao. As

taxas de transicao ay,, Bm, an € By sao fungoes nao lineares do potencial transmembranico.
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Figura 2.15: Variacao das condutividades g,, € gr do modelo Hodgkin-Huxley durante
um potencial de acao (adaptado de [Keener e Sneyd| (1998))).

As equagoes diferenciais para as variaveis m e h sao

dm

i 1— _

7 (1 —m) = Bm
dh
E:Oéh<].—h)—6hh

A condutancia associada a corrente de potassio gy é dada por

gk = ggn

onde g representa a condutividade méaxima de potéassio e n é a proporc¢ao de subunidades

de canais de potassio no estado condutivo, sendo controlada pelas taxas de transicao a,

e By
dn

i an(l—n)— Bun (2.18)
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As fungoes nao lineares para as taxas de transicao do modelo sao dadas por:

20 =V,

= 0.1 A (2.19)
P\ 10
-V,
_4 —m 2.2
e o
_Vm
ap = 0.07 exp (2—0) , (2.21)
8, = 1 (2.22)
P\ 10
10—V,
oy = 0.01 A (2.23)
“P\ 10
B =0.125 ex Vi (2.24)
h — V. D 30 . .

2.7 O Modelo de Bondarenko et al. (2004)

O modelo de eletrofisiologia cardiaca proposto por Bondarenko et al. (2004)) descreve
quantitativamente a atividade ionica em midcitos ventriculares oriundos do apice e
do septo cardiacos de camundongos. O modelo busca explicar as variagoes regionais
observadas na fase de repolarizagao dos miécitos de camundongos a partir das diferentes
expressoes das correntes de potdssio em tais regioes. Através de um conjunto de 45
EDOs, o modelo simula correntes ionicas, bombas ionicas e a homeostase celular para
a reproducao do potencial de acao. Os fluxos ionicos considerados pelo modelo estao
representados na Figura [2.16] os quais determinam a seguinte EDO para o potencial

transmembranico:

av
_Cm% = [CaL =+ [p(Ca) + [NaCa + ICab + Ina + Inap

+INaK + [Ktof + [K,tos + IKl + [Ks + IKur

+IKss + IKr + ICl,Ca + Iapp (225)
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Algumas das equacoes para o comportamento de canais iOnicos sao baseadas no
formalismo de Hodgkin e Huxley| (1952), porém estao presentes no modelo cadeias de
Markov que modelam, por exemplo, as correntes ionicas lcq.r, Ing € Ixr. A cadeia de
Markov para a corrente Iy, (fast Na* current) foi mostrada na Figura . O conjunto

completo de equagoes que modelam a corrente Iy, encontra-se abaixo:

Ing = GNoOna(V — Eng) (2.26)

RT . 0.9[Na*], + 0.1][K*],
= —In
F " 09[Nat]; +0.1[K+];

Ene (2.27)

CNag =1- (ONa 4+ CONa1 + Cna2 + TFNg + I1ng + 1284 + ICNG2 + ICNag) (228)

dc:;:ﬂ = aNa110ONa3 — BNa11CNa2 + Bna12CNa1 — aNa12CNa2
+ana3ICnaz — BnasCnaz - (2.29)

di'lz:m = ana120Na2 — BNa120Na1 + Bna130na — ana13Cnal
+anasl Fya — Bna3Cnar - (2.30)
di;\/a = ana13CONa1 — Bna13Ona + Bra2l Fna — ang2Ona (2.31)

d]dFtNa = aNa20nNa — BNa2l Fna + BnasCnat — anasl Fivg
+BNail Ina — anaal Fna + ana12l Cnaz — Bnai2l Fna  (2.32)
dI;tNa = anatl Fng — Bnaallng 4 BnasI2na — ONasI1ng (2.33)
dltha = anasllng — Bnas 2na  (2.34)

dliévaz = aNa111CNa3 — BNa11ICna2 + Bra12l Fna — ana12l Cnaz
+BNa3CNa2 — aNa3lCnaz - (2.35)

dICNa3

ST BNa11LCNa2 — ANa11LICNas + BnasCnas — a3l Cnas (2.36)
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Figura 2.16: Ilustracao esquemaética dos fluxos ionicos e compartimentos celulares
considerados pelo modelo de Bondarenko et al. (Imagem extraida de [Bondarenko et al.
(2004))).

2.8 Modelo Generalizado para a Membrana Celular

Para facilitar referéncias futuras, iremos propor uma notacao generalizada para as
variaveis associadas aos modelos de eletrofisiologia celular utilizados neste trabalho.
Seja um modelo genérico cujas varidveis associadas a EDOs (varidveis de estado) sdo
representadas pelo vetor 7, com N, componentes. Iremos categorizar cada equagao
diferencial em uma das trés possiveis classes: equagao nao-linear (NL); equacao do tipo
Hodgkin-Huxley (HH) ou quasi-linear (tais equagoes sao associadas as gate variables); e
equagao de cadeia de Markov (MK).

A equacao para o potencial transmembranico desse modelo é a primeira das equacoes
NL e tem a forma da Equagao , onde I; é a corrente ionica de indice ¢ que atravessa os
canais da membrana, C,, é a capacitancia da membrana, V' é o potencial transmembranico

e N,,, ¢ o numero de correntes ionicas do modelo. As varidveis nao-lineares restantes yfﬂ
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tém equacoes na forma da Equacao , onde fil sao fungoes completamente nao-
lineares e j varia de 2 até N,,;, o qual é o nimero de equacoes do tipo NL.

Considere, ainda, que tenhamos N, gate wvariables no modelo, cada uma delas
associada a uma equacao do tipo HH. Seja yih uma dessas variaveis, com j = 1,2, ..., Npj.
Suas equagoOes correspondentes sao descritas pela Equacao , as quais podem ser
consideradas equacoes quasi-lineares, apesar do fato de o/ e 37 serem funcoes nao-lineares
do potencial transmembranico.

Finalmente, as variaveis de cadeias de Markov, denotadas por yilk, sao descritas pela
Equacao , onde N,,r é o nimero dessas variaveis e j = 1,2, ..., N,,.. Na Equacao
(12.40), a§- é a taxa de transigao do estado y' , para o estado yﬁnk em uma cadeia de Markov.

i J ; ; 50 ) — ot —
Claramente, se y,,;, € y,,, pertencem a diferentes cadeias de Markov, entao o; = o’ = 0.

dyl,  dV 1 &

dt Al O s (2:37)
du’

ggl o il(?7t); J = 2, 7an (238)
dy’ . , , - .

d;h - ffjbh(?at) = o’ (1= yp) = B Yhas J =1, Nup (2.39)
7’“ = gnk(V,t) =—y . Z ol + Z Y mies Jg=1,., Np (2.40)

i=1,i#] i=1,i#£j]

Apo6s todas essas classificagoes explicitas, neste documento poderemos também

generalizar nosso modelo descrevendo-o por

dy’

dt :fj(77t>7 .7: 17"'7NUC”“ (241)

onde a derivada no tempo da varidvel genérica y’ é fj(7,t). As equacoes descritas
acima também podem ser referenciadas em formato vetorial, conforme mostrado pelas

equacoes abaixo:
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L =FaY.0) . (2.42)

Y = Fu(Y, 1), (2.43)
Y (Y1) (2.44)

mk —

onde 7nl, 7% e ?mk sao os vetores correspondentes as variaveis do tipo NL, HH e
MK, respectivamente. Os vetores ?nz, ?hh e ?mk representam as fungoes de lado direito
para tais grupos de varidveis. Para o sistema de equagoes completo, utilizamos a seguinte

equagcao vetorial:

Y —FX.0) (2.45)

onde ? ¢ a funcao vetorial que representa o lado direito do sistema de EDOs.
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3 Meétodos Numéricos

Este capitulo ¢ destinado a apresentagao dos métodos numéricos existentes na literatura
que foram aplicados neste trabalho para a realizacao de experimentos computacionais e
como base para a geracao de novos esquemas numéricos para a solucao de modelos da

eletrofisiologia de células cardiacas.

3.1 Método de Euler Explicito

O método de Euler explicito ¢ um método de 1* ordem para a solucao aproximada de
equacoes diferenciais ordindrias. Considere a EDO % = f(y,t), onde f(y,t) é uma funcao
dada e y(t) é uma funcdo a ser determinada (ou aproximada). Expandindo-se y(t) em

uma série de Taylor em torno de ¢, tem-se

i+ B) =y + hFD.0) + 0.0 + L.+ ()

onde h é um valor de pequena magnitude denominado passo. Tomando-se uma
aproximacao para y(t + h) a partir do truncamento de termos cuja poténcia de h seja

superior a 2, ou seja, termos de ordem superior a 2, temos

gt +h) =y(t) + hf(y(t),t) = y(t + h) + O(h?) . (3.2)

Sejam yg = y(to) e y1 = Y(to + h), para n = 2,3, ... é estabelecido pelo método de

Euler que

Yn = Yn—1 + hf(yn—h tn—l) ) (33)

onde t,, = to + nh. Pode-se demonstrar (Burden e Faires, |2008) que o erro cometido
ao aproximar-se y(to + nh) por y, é da ordem de h. Além disso, pode-se verificar que

o método de Euler explicito possui estabilidade condicionada ao passo utilizado e as
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caracteristicas da EDO a ser aproximada, sendo classificado, portanto, como um método

condicionalmente estavel. Em notagao vetorial, o método de Euler explicito é dado por:

Yoir = Yo+ WE(Yoity) . (3.4)

3.2 Meétodo Runge-Kutta de 2* Ordem

Os métodos de Runge-Kutta - apresentados detalhadamente por Holmes (2007) - s@o
métodos explicitos, condicionalmente estaveis, também para a solucao numérica de EDOs,
com formulagoes para diferentes ordens de precisao. Neste trabalho, utilizaremos a versao
de 2* ordem, doravante referida por RK2 ou método de Heun, a qual é ilustrada pelas

equacgoes abaixo, onde ty ¢ o tempo inicial adotado.

t, = nh +ty
Yo = y(to)
fo = F(Yns tn)
R (A (T ) 35

3.3 Método de Euler Adaptativo

O método de Euler adaptativo (ou Euler / ADP) trata-se de uma extensao do método
de Euler para a utilizacao de passos de tempo adaptativos (Campos et al) 2013). Tal
método utiliza, a cada passo, avaliagoes da solucao pelo método de Euler e pelo método
de Heun para estimar erros numeéricos locais e adaptar o tamanho do passo de tempo de
acordo com uma tolerancia predeterminada. Os itens a seguir descrevem as operagoes

executadas a cada passo da simulacgao:

1. Dado 77“ calcule 7n+1 = 7n + h?(?mtn).

=
2. Calcule Y, 41 = 7n + %(?(7,1,15”) + ?(?,ﬂ_l,tn + h)). Note que o calculo de
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?(?nﬂ, t, + h) serd reutilizado na primeira etapa do préximo passo.

3. Calcule o maximo erro relativo encontrado entre as duas solugoes:

ygLJrl _ yﬁH»l (36)

ETTO0local = mamlSjSNmr

777
yn+1

4. Dada uma tolerancia de erro local 7, se erroj,.q < 7, entao o passo de tempo sera
atualizado e dado por hye, = hy /%, respeitando um valor maximo (hq,) € um

oca
valor minimo (A, ) predefinidos. Se erroj,.a > 7, entao o passo atual é descartado

e calculado novamente com o passo de tempo reduzido a metade.

3.4 Meétodo de Rush-Larsen

O método proposto por Rush e Larsen (Rush e Larsen, [1978)) (denotaremos este método
por RL) é largamente utilizado em solvers numéricos para modelos de eletrofisiologia que
contém as chamadas gating variables provenientes da formulacao de (Hodgkin e Huxley;,
1952)) para canais idnicos. As equagdes associadas a tais varidveis possuem a forma da
Equacao e sao comumente chamadas de equagoes quasi-lineares.

Esse método assume que os coeficientes o/ e 3/ da Equacao (2.39) sao
aproximadamente constantes em um pequeno intervalo de tempo, embora sejam funcoes
nao lineares do potencial transmembranico. Portanto, o método consiste na linearizagao
local das equacoes quasi-lineares, onde as mesmas sao calculadas pela Equacao , a

qual é a solucao exata das EDOs lineares resultantes.

d (v . (3.7)

hh,n+1 hh,n ol + B] ol + 6]
As demais equacoes do modelo, ou seja, aquelas nao quasi-lineares, sao resolvidas pelo
método de Euler explicito, fazendo com que o método resultante seja de primeira ordem,
com maior estabilidade para modelos com um grande niimero de equacoes quasi-lineares

(MacLachlan et al. 2005).
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3.5 Método de Uniformizacao

O método de uniformizagao (Melamed e Yadin, 1984)) é tradicionalmente utilizado para a
analise da confiabilidade de redes e sistemas computacionais. Trata-se de um método com
boas condicoes de estabilidade para a solucao numérica de EDOs associadas a cadeias de
Markov. Esse método sera referenciado neste texto como UNI.

Uma cadeia de Markov (Jensen, |1953) é um processo estocastico definido em um
conjunto discreto de estados onde a probabilidade condicional associada a um estado
futuro depende apenas do estado presente. Uma cadeia de Markov pode ser de tempo
discreto (a varidavel tempo é finita ou enumerédvel) ou de tempo continuo (a varidvel
tempo é continua). Do ponto de vista estatistico, o método de Uniformizacao baseia-se
na transformacao de uma cadeia de Markov de tempo continuo (CMTC) em uma cadeia
de Markov de tempo discreto (CMTD) submetida ao processo de Poisson (Reibman e
Trivedi, 1988)).

Seja A a matriz de transi¢oes de uma CMTC dada por [A];; = af parai # j e

Nk '
Al == ) o

i=1,i#j
onde 04{ sao as taxas de transicao definidas na Secao . Considere ainda que 7mk (t)
seja o vetor de probabilidades associado a essa CMTC. Se considerarmos os termos
[A];; constantes desde o instante 0 até o instante ¢, o sistema de EDOs associado a
CMTC, }jmk(t) = A?mk(t), serd linear. Portanto, a solugao do sistema sera dada por
?mk(t) = etA?mk(O), onde a exponencial matricial é definida pela série de Taylor da

seguinte maneira:

tA = (tA)’
=2 il

i=0

A utilizagao direta da matriz A leva a erros numéricos e a problemas de convergéncia
para o calculo da série, uma vez que os termos diagonais de A sao negativos e os demais
termos sao positivos. Além disso, pode haver termos com magnitude maior do que 1,

exigindo a normalizagdo de A. A técnica de uniformizacao define A* = A/q + I, onde
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q > mazi<i<n|[A]ii| € n é o nimero de estados da CMTC. Como A = q(A* —1I), segue que
7mk(t) = eqt(A**I)7mk(O) = e deatA” 7,,1;@(0), entao a solugao resultante utilizando-se a

série de Taylor é dada pela equagao abaixo (Sidje e Stewart, [1996)).

?mk(t) — et [i (th*)i mG(o)

7l
i=0

A formulacao final para o tempo t até t + h é ilustrada pelas Equacoes ,
e (3.10), onde A(t) é a matriz de transigaio da CMTC avaliada no tempo t e 7mk(t)
¢ o vetor de probabilidades correspondente, contendo as varidaveis da CMTC como
suas componentes. O truncamento do somatério na Equagao ¢ determinado pelo
parametro N, o qual pode ser determinado pela Equacao , dada uma tolerancia \.
O valor A\ é um limitante superior para o erro absoluto de truncamento obtido em cada

componente de 7mk(t + h) (Melamed e Yadin, [1984)).

N(tn)  ps i
7mk,n+1 _ oalta)h Z (A (tn)ic!l(tn)h) ]7mkn (3.8)
A*(t) = ?((f:)) iy (3.9)
q(tn) = mazi<i<n,, | [A(tn)]il (3.10)
A< 1— e—4(tn)h XN: M (3.11)

3.6 Meétodo de Sundnes et al.

Em 2009, Sundnes et al. propuseram uma extensao do método de Rush-Larsen na qual
equacgoes semelhantes a sao utilizadas para a solugao de todas as EDOs em modelos
de eletrofisiologia (Sundnes et al., 2009). A partir de uma linearizacao local de todas as
EDOs do sistema e através de uma simplificacao por diagonalizacao do Jacobiano, pode-
se chegar a equagao , onde t, = ty + nh, y} representa a aproximagao da j-ésima
variavel do sistema avaliada no tempo t,, ?n = (yL,y2,...,y™) é o vetor aproximado de

varidveis do sistema no instante ¢, e f’ (7, t) é o lado direito da EDO correspondente a
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varidvel 1/, ou seja, dditj = fJ (7, t). A derivada parcial presente na formulacao, denotada

por k,, pode ser obtida por uma diferenga finita para tras.

Fi(Y o t)

yiﬂ = yzz + L (ehk -1)
J
k, = %Z."’t) (3.12)

A aplicacao da Equacao sobre todas as EDOs do sistema constitui a versao de 1*
ordem do método de Sundnes, a qual chamaremos de método SAST1. Pode-se facilmente
verificar que a Equacao aplicada as equacoes do tipo quasi-linear - ilustradas pela
Equacao - é equivalente a formulagao , o que dispensa, para tais equacoes, o
calculo numérico da derivada parcial de f7 (k,), a qual pode ser obtida analiticamente.

Originalmente, o método proposto por Sundnes et al. (2009)) consiste na realiza¢ao dos

dois seguintes passos principais:

1. Seja 7n o vetor solugao calculado mais recentemente, calculemos 7n+1 /2 através

das seguintes equacoes, para ¢ = 1,2, ..., m:

i i fz 7n7tn h
oy = v+ T e (3.13)
O (Y 1 1)
k, = —+—""—= 3.14
o (314
. —4
2. Para cada uma das varidveis ¢/, tomemos o vetor W/ =

1 2 j m J 4 Sog-
(yn+1/27 Yns1/25 Yo -5 yn+1/2) e calculemos o valor de y; | através das equagoes:

Vi, 1)
Yo = Y+ - (e — 1) (3.15)
. —
— OfI(WIt
"= f(—’ (3.16)

oy’
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O método descrito pelos dois passos anteriores sera referenciado neste trabalho por
SAST?2 o qual possui precisao de segunda ordem, conforme mostrado experimentalmente

em Sundnes et al.| (2009).

3.7 Meétodos de Rush-Larsen de 22 Ordem

Nesta se¢ao apresentamos uma colecao de extensoes de 2* ordem para o método de Rush-
Larsen, proposta por Perego e Veneziani| (2009). Considere uma equagao do tipo HH

escrita na seguinte forma:

A’ o .
S — giyd + v, (3.17)
dt
onde
= —(ad + 57,V =d. (3.18)

Lembramos que o e 3/ sao funcoes nao lineares do potencial da transmembranico V
e que sao definidos pelas Equagoes (2.39). A familia de métodos apresentada em Perego
e Veneziani (2009) utiliza uma abordagem de 2* ordem, como o RK2, para as Equagoes

do tipo NL ([2.37)), (2.38]) e a formulacao dada pela Equacao (3.19) para as Equac¢oes HH
(12.39).

j a’ h ; b{z-i-l/Z bzz+1/2
yn+1 = € n+1/2 y% _|_ 7 _ 5 (319)
@py1/2 Apt1/2

Tal formulacao, assim como no método de Rush-Larsen original, assume que a’ e &’
sao contantes em um pequeno intervalo de tempo. No entanto, os valores adotados para
a’ e b em cada passo de tempo sao tomados no ponto médio entre t =t, e t = t, 1, ou
seja, no instante ¢ = t,,41/2. Os valores afl +1/2 @ bﬁL 12 sao estimados por uma combinagao

linear de valores discretos para a’/ e ¥/, como mostrado nas equacoes:
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J _ J J J
pp172 = G100 + oy, + 1G5, 1,

b£+1/2 = by + bl + il (3.20)

Para garantir precisao de segunda ordem, c_1, ¢y e ¢; sao restritos pelas relagoes

C_1 :9/2—{—1/4,
Co = 1—-46 s
o =0/2—1/4, (3.21)

onde # é um parametro que pode ser escolhido com base em questoes de estabilidade e
de eficiéncia. Conforme a escolha do parametro 6, podem ser gerados esquemas explicitos
ou implicitos. Em Perego e Veneziani (2009) sao apresentadas versdes implicitas, explicitas
e esquemas do tipo preditor-corretor com passo de tempo adaptativo. Neste trabalho sera
apresentado um esquema de passo adaptativo baseado no método de Rush-Larsen com

baixo custo computacional por passo de tempo.
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4 Métodos Propostos e

Implementacoes

Neste capitulo apresentamos os novos esquemas numéricos desenvolvidos neste trabalho
e detalhes importantes acerca de suas respectivas implementagoes. Adicionalmente,
descreveremos os experimentos computacionais realizados neste trabalho, juntamente com

as métricas utilizadas para as medicoes de desempenho.

4.1 Meétodos de Precisao Numérica Estendida

4.1.1 Método de Rush-Larsen Explicito de 2* Ordem (RL2)

A partir da familia de extensoes do método de Rush-Larsen descrita na Secao -

Equagoes (3.19)), (3.20) e (3.21]) - escolhemos 6 = 1/2, obtendo:

c1=1/2, (4.1)
co=1/2, (4.2)
C1 = 0 s (43)

de modo que

ai+1/2 = (1/2)al,,, + (1/2)ai,

bi+1/2 = (1/2)b) 1, + (1/2)b), . (4.4)

Desta maneira, produzimos um método implicito, uma vez que o calculo de a/, +1)2 €

b dependeré dos valores desconhecidos a? e v 41, Tespectivamente. Neste trabalho

J
n+1/2
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propomos a utilizacao de aproximacoes para os valores de al,,, e de b}, com base em
uma abordagem semelhante ao método de Heun. O método resultante é explicito e serd

referenciado neste trabalho por RL2, sendo o mesmo descrito pelos passos abaixo:
=
1. Dado 7n, calcule Y .1 pelo método de Rush-Larsen original.

YV ; Seq 7’ 7’ J J ;
2. Dado Y 41, calcule as aproximacoes @, e b, para a, ., e b, , respectivamente,

pela Eq. (3.18). Entao calcule

i 1 1jap o 13 1y
Upy1/2 = 20n41 T 305 © bw]a+1/2 = 3lng1 500
J 4 : ~
3. Calcule 7hh,n+1 usando a Eq. (3.19). Se a;,_,, ¢ aproximadamente nulo, entao

utilize Y041 = Yinn + %(ff]m(7m tn) + fin (Y nsr, tnin))-

=
Y

4. Calele Y i1 POt 41 = Yo + B motn) + PV it b)) -

4.1.2 Método SAST2 Simplificado

Conforme veremos em capitulos posteriores, o método SAST2 - descrito na secao [3.6
- apresenta caracteristicas de estabilidade consideravelmente superiores aos métodos
SAST1, Euler, Heun, RL e RL2, permitindo a utilizacdo de passos de tempo
significativamente maiores que tais métodos para os modelos baseados em cadeias de
Markov. No entanto, seu custo computacional por passo de tempo é severamente mais
elevado que o custo apresentado pelo método SAST1. Com a finalidade de desenvolvermos
um esquema adaptativo baseado nos métodos SAST1 e Uniformizacao, produzimos uma
versao de segunda ordem do método SAST1 baseada no método de Heun, de forma
exatamente analoga ao método RL2. Damos a tal método o nome de SAST2 Simplificado.

O método SAST2 Simplificado apresenta um custo por passo de tempo equiparavel
ao método SAST1. No entanto, de acordo com experimentos numéricos realizados, suas
restricoes de estabilidade sao praticamente idénticas aquelas apresentadas pelo método
SAST1. Embora tal método, quando utilizado isoladamente, apresente um desempenho
inferior em relagao ao método SAST2 (por questoes de estabilidade), seu custo por passo
de tempo consideravelmente mais baixo o torna mais indicado para o desenvolvimento de

esquemas de passo adaptativo baseados no método SAST1.
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4.1.83 Método de Uniformizacao de 2* Ordem (UNI2)

O método de Uniformizacao, assim como o método de Rush-Larsen, baseia-se em um
processo de linearizacao local e na obtencao de uma solugao exponencial. Para o método de
Rush-Larsen, admitimos que uma equagcao diferencial ordinaria seja linear e de coeficientes
constantes para um pequeno intervalo de tempo. Portanto, a solucao local aplicada pelo

método de Rush-Larsen ¢é a solucao exata de uma equacao diferencial da forma

Yy =ay+b,

a qual é dada por

b b
y(t) = e <y0+ —> - =,
a a

onde ¥, € o valor de y para t = 0 e os coeficientes a e b sao constantes. Se o termo b

for nulo, temos que a solugao exata da equacgao resultante sera dada por

y(t) = yoe . (4.5)

No caso do método de Uniformizacao, a linearizagao local se d& para um sistema de

EDOs da forma

4 — A, OV o

dt

de modo que, se considerarmos A(?, t) constante para um pequeno intervalo de tempo,

teremos

d7mk :A? i

dt
Yy

Um sistema diferencial matricial da forma - = A? possui solucao exponencial dada

por

7<t) = 70€At .
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Tal solucao assemelha-se aquela apresentada pela Equacao , diferenciando-se pela
presenga da exponencial matricial, a qual é definida através da série de Taylor (veja a
Secao . Com base em tais semelhancas, podemos propor uma extensao para o método
de Uniformizacao baseada na utilizacao da matriz de transicao avaliada no instante
intermediario entre o passo atual e o passo subsequente. Em outras palavras, a cada

passo de tempo, efetuamos:

?mk,nJrl = 7mlc,neA(tn-‘—l/Q)h ) (46)

onde h é o passo de tempo utilizado. Uma vez conhecida a matriz A(t,1/2), podemos
completar o passo de uniformizacao utilizando-se as Equacoes , e ,
substituindo-se A*(t,,) por A*(tny1/2), A(tn) por A(tyi1/2) € q(tn) por q(tny1/2).

De modo semelhante ao método RL2, neste trabalho propomos a utilizagao da

aproximacao

A(tn) + A(tn—I—l)

Altngry2) = 5 ,

onde A(t,,1) é uma aproximacao para A(t,,;) obtida através de um passo preliminar
utilizando o método de uniformizacao tradicional (1* ordem). Tal esquema numérico
proposto também assemelha-se ao método de Heun e serd referenciado neste trabalho
como UNI2. Posteriormente mostraremos resultados experimentais que indicam uma

convergeéncia numérica de 2* ordem para este método.

4.2 Métodos Hibridos

Nesta se¢ao descreveremos os métodos hibridos gerados a partir da associacao do método
de uniformizagao com outros métodos tradicionais apresentados no capitulo anterior.
E importante destacar que o método de uniformizacao pode ser aplicado somente as
Equagoes do tipo , de modo que precisamos associa-lo com outro método numérico

para que o sistema de equagoes do modelo seja resolvido por completo.
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4.2.1 Método FEuler + UNI

O método hibrido Euler + UNI consiste na utilizagdo do método de uniformizagao para
as variaveis de cadeias de Markov (7mk), ou seja, aquelas determinadas pelas Equacoes

(2.40), e na aplicagao do método de Euler para as demais varidveis do modelo.

4.2.2 Método RL +~ UNI

O esquema hibrido RL + UNI é bastante similar ao método Euler + UNI, sendo que a
unica diferenca encontra-se na utilizagao do método de Rush-Larsen em substituicao ao

método de Euler.

4.2.3 Método SAST1 + UNI

Aplicando-se 0 método de Uniformizacao para as variaveis de Markov definidas pela Eq.
e o método SAST1 para as demais equagoes do sistema, temos o método hibrido
SAST1 + UNI. Tal método possui um elevado custo computacional por passo de tempo
mas, conforme serd visto adiante, a estabilidade numérica de resolugao é aumentada de

forma significativa.

4.3 Métodos com Discretizacao Temporal
Particionada (DTP)

Determinados métodos dentre os apresentados em secoes anteriores apresentam diferentes
caracteristicas numéricas para conjuntos distintos de equagoes em modelos cardiacos:
o método de Rush-Larsen apresenta condigoes de estabilidade menos restritivas que
o método de Euler para as Equacoes do tipo Hodgkin-Huxley (Perego e
Veneziani, [2009); analogamente, o método de Euler apresenta estabilidade numérica
consideravelmente inferior ao método de uniformizacao para a solucao das Equacoes de
Markov ([2.40) (Melamed e Yadinl, [1984)).

Com base nessas observacoes, desenvolvemos alguns experimentos utilizando um passo
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de tempo diferenciado para a solucao das equagoes para as quais o método utilizado
apresenta melhor estabilidade numérica. Em termos praticos, suponha que para o método
hibrido Euler + UNI utilizemos um passo de tempo h, para as equacoes de Markov e
um passo de tempo hl para as demais equagoes do sistema, a serem resolvidas com o
método de Euler explicito, de modo que hy > h;. Geramos solvers com tal processo de
discretizacao particionada para determinados métodos apresentados no capitulo anterior,
de acordo com a Tabela[4.1] Conforme veremos mais adiante, em alguns casos tal técnica

apresentou consideraveis ganhos de desempenho em relacao as versoes de passo unico

correspondentes.

Equacoes NL (2.38) | Equacoes HH (2.39) | Equagoes MK (2.40)

Solver Método At Método At Método At

Euler + UNI / DTP Euler h1 Euler h1 UNI ha

RL / DTP Euler hy RL ho Euler hy

RL + UNI /DTP Euler h1 RL ha UNI ha

SAST1 / DTP SAST1 hq RL ho SAST1 hy

SAST1 + UNI / DTP | SAST1 hy RL ho UNI ho

Tabela 4.1: Esquemas numéricos com discretizacao particionada (hy < hs)

Suponha que estejamos utilizando um método M1 para o conjunto de variaveis ?hp
com passo de tempo h; e um método M2 para o conjunto das variaveis restantes 7!12,
utilizando um passo de tempo hy = D x hy, onde D é um ntmero inteiro. A técnica de
discretizacao particionada utilizada neste trabalho é ilustrada pelo Algoritmo|[l} Podemos
notar que, a cada D passos de tempo realizados para as variaveis ?hu as variaveis 7};,2
sao calculadas com um tnico passo de tempo D X hy.

De acordo com o Algoritmo , quando n for multiplo de D, calculamos 7h17n+1 e
?hz,m p. Nos proximos D —1 passos ?hl é calculado com passo h; e 7h2 nao é atualizado.

Quando 7h27n+D é calculado, podemos dizer que a solucao completa no instante atual
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encontra-se sincronizada e seus valores podem ser salvos.

Algoritmo 1: Pseudocddigo ilustrando um método de discretizacao particionada:
hi = h e hy = D x h. A operagao a%b denota o resto da divisao do inteiro a pelo

inteiro b.
Entrada: tfipa, hi, D

inicio

t<+0;

n<+0;

enquanto t <t faca

Calcule 7;“7”“ pelo método M1;

se n%D = 0 entao

Calcule 7h27n+p pelo método M2;

senao se (n + 1)%D = 0 entao

Salve a solucao atual (agora 7}11 e 7112 estao sincronizados) ;
fim

n<n+1;

fim
fim

Saida: Aproximacao numérica de 7(75) para 0 <t < {fina.

4.4 Métodos Adaptativos

4.4.1 Meétodo de Rush-Larsen Adaptativo

O Método de Rush-Larsen adaptativo (RL / ADP) é um esquema explicito proposto
neste trabalho, baseado no método de Rush-Larsen e que adapta a magnitude do passo
de tempo durante a execugao. Tal abordagem busca reduzir o tempo de computagao
enquanto mantém os erros numéricos sob controle. Este método é muito similar ao Fuler
adaptativo apresentado na Secao [3.3, porém utiliza os métodos de Rush-Larsen de 1% e

de 2% ordens. Cada passo do método é composto pelas seguintes operagoes:
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=
1. Dado 7,“ calcule Y, 41 e ?nﬂ como estabelecido pelo método RL2.

2. Calcule o maximo erro relativo encontrado entre as duas solugoes:

ETTO0local = mamlSjSNmr

J
yn+1

3. Dada uma tolerancia de erro local 7, se erroj,.q < 7, entao o passo de tempo sera

atualizado e dado por hye, = hy/ eg;il” . respeitando um valor maximo (hq,) € um
oca

valor minimo (A, ) predefinidos. Se erroj..q > 7, entao o passo atual é descartado

e calculado novamente com o passo de tempo reduzido a metade.

=
4. A solucao discreta considerada para o proximo passo serd Y, 1.

4.4.2 Meétodos Hibridos de Passo Adaptativo

Nesta secao descreveremos os métodos hibridos baseados no método de Uniformizacao com
passo de tempo adaptativo. Tais métodos utilizam a extensao do método de Uniformizacao
para segunda ordem de precisao (UNI2), de modo a obtermos uma estimativa de erro
local para o método de primeira ordem a cada passo de tempo executado. Suponha que
estejamos utilizando um método explicito de 1* ordem denominado M1 e sua extensao
de 2* ordem denominada M2, juntamente com o método de Uniformizacao, para gerar
um esquema de passo adaptativo. O Algoritmo [2| descreve de forma generalizada como

implementamos neste trabalho esquemas de passo adaptativo para um método M1 a ser
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utilizado juntamente com o método de uniformizagao.

Algoritmo 2: Algoritmo genérico para os métodos hibridos de passo adaptativo. A

operacao a%b denota o resto da divisao do inteiro a pelo inteiro b.
Entrada: 2ff'mab hiniciab T

inicio

t <« 0;

h < Riniciat;
n < 0;
repita
repita
Calcule 7nl,n+1 e 7hh’n+1 pelo método M1;
Calcule ?mk,nﬂ pelo método UNIT;
Calcule ?nl,nﬂ e $hh7n+1 pelo método M2;
Calcule ?mk,nﬂ pelo método UNI2;
yiﬂf?iﬂ

ETTO0local = ma:plngva )

J
yn+1

S€ errojeq > T entao

h < h/2;
fim

até erropeq < T;

h=h 0.5xT .
ETTOlocal !
t < t+h;

n<+<n-+1;

até t > tfinal;
fim

Saida: Aproximacao numérica de 7(75) para 0 <t < {fina.

A expressao para o novo passo de tempo apresentada no Algoritmo [2| é a mesma
utilizada para o método RLTA e para o método de Euler Adaptativo (Campos et al.,
2013). Caso o erro local calculado seja superior a tolerancia 7 predefinida, descartamos

os valores recém calculados para as variaveis do modelo e efetuamos novamente o calculo
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do passo corrente, utilizando-se a metade do passo de tempo original. Tal procedimento
trata-se de uma heuristica que busca evitar uma nova reiteracao de passo.
Os métodos hibridos de passo adaptativo que implementamos neste trabalho sao os

descritos a seguir:

e Euler + UNI de Tempo Adaptativo (Euler + UNI / ADP): Método ilustrado pelo
Algoritmo [2, com o método M1 sendo substituido pelo método de Euler explicito e
M2 pelo método RK2. Este método assemelha-se ao método de Euler adaptativo,
com a diferenca de que o método de Uniformizacao é utilizado para as equacoes de

Cadeias de Markov.

e RL + UNI de Tempo Adaptativo (RL + UNI / ADP): Método andlogo ao anterior,
porém com os métodos M1 e M2 sendo substituidos pelos métodos RL1 e RL2,

respectivamente.

e SAST1 + UNI de Tempo Adaptativo (SAST1 + UNI / ADP): Método representado
pelo Algoritmo [2[ - como os dois anteriores -, com a utilizagdo do método SAST1
no lugar de M1. Em substituicao a M2 utilizamos o método SAST2 Simplificado
(apresentado na segao [1.1.2).

4.5 Otimizacoes para o Método de Uniformizacao

Nesta secao iremos discutir duas otimizacgoes importantes que foram aplicadas na
implementagao do método de uniformizagao utilizada neste trabalho. A primeira delas
diz respeito ao truncamento bilateral efetuado sobre a série da formulagao do método de
uniformizacao, que permite a aproximacao controlada da série pela utilizacao de apenas
uma faixa de termos centrais. A segunda otimizacao que iremos abordar trata-se da
utilizagao de estruturas esparsas para representar as matrizes de transicao das cadeias de

Markov envolvidas.
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4.5.1 Truncamento da Série

Conforme descrito na Segao a expressao (3.11]) pode ser utilizada para a realizacao do
truncamento direito sobre o somatério da Equacao . Com isso, é possivel dispensar
o calculo do termos tais que i > N(t,), cuja magnitude é considerada desprezivel. Além
disso, é possivel aplicar um truncamento sobre os termos a esquerda (termos de indices
menores), uma vez que, para magnitudes suficientemente grandes de ¢(t)h, a distribuigao
dos termos de magnitude significativa passa a concentrar-se em posicoes intermediarias
do somatério presente na Eq. , conforme descrito em Reibman e Trivedi| (1988)).
Em outras palavras, os termos mais a esquerda - assim como os termos de indice grande
- passam a contribuir de forma pouco significativa para o computo final do somatério.
Supondo que, a cada passo n, tenhamos meios justificiveis para escolher indices Ny(t,) e
Ny(t,) = N(t,) tais que os unicos termos calculados para o somatério da Equacao
sejam aqueles associados aos indices {Ny(t,), Ni(t,) + 1,..., Na(t,)}, temos a seguinte

versao simplificada para o método de uniformizacao:

Na(tn)

7mk,n+1 = emdltn)h Z & (tn)l“]@n)h)’ 7mk,n (4.8)
=N (tn)

A(t,) = ’2((;:3 v 1 (4.9)

q(tn) = mari<i<n,,, | [A(tn)]il (4.10)

Para determinarmos o valor de Ny(t,), utilizamos a abordagem descrita em |[Reibman

e Trivedi (1988)), que consiste na determinagao do maior inteiro N (t,) tal que

N, (tn)fl i
 —qta)h (q(ta)h)
l1—e E; S SA2. (4.11)
Para o cédlculo de Ny(t,,) utilizamos a expressao do limitante de erro por truncamento

para a segunda metade da tolerancia A predefinida, utilizando o menor valor inteiro No(t,,)

tal que
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5
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1 — et M <A\/2. (4.12)
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4.5.2 Matrizes Esparsas

As matrizes de transicdo provenientes dos modelos de Markov geralmente apresentam
grande esparsidade, ou seja, muitos de seus elementos sao valores nulos. Do ponto de vista
das cadeias de Markov, um elemento nulo na matriz de transicao equivale a impossibilidade
de transicao direta entre dois determinados estados da cadeia de Markov em questao. O
método de uniformizacao lida diretamente com as matrizes de transicao das cadeias de
Markov, de modo que tal caracteristica de esparsidade pode ser explorada. Embora tais
matrizes possuam, geralmente, dimensoes relativamente pequenas (entre 4x4 e 11x11), é

possivel obter alguma economia de memoria com a utilizacao de matrizes esparsas.

l.lrl(pcf

40 3o

C2
AT

Figura 4.1: Cadeia de Markov para a corrente de Ca®" tipo L do modelo de Bondarenko
et al. (Imagem extraida de [Bondarenko et al.|(2004)).

A titulo de ilustragao, considere a cadeia de Markov para os estados do canal i6nico de

Ca?* tipo L do modelo de Bondarenko et al| (2004), mostrada na Figura Tal cadeia
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de Markov é constituida de 8 estados e sua matriz de transicao associada tem dimensao

8 x 8 e é dada por:

d B 0 0 0 0 0 0
da dy 28 0 0 0 0 0
0 3a ds 38 0 0 0 0
A | 00 20 di 0048k 0.0085 4Bk 45
0 0 0 00lay ds 0  000la 5 ’
0 0 0 0002k, 0 de Ky 0.001kpe
0 0 0 Ak 0001k 7 dy 0
L0 0 0 a kpy ~ 0.00la 0 ds |

onde os elementos diagonais d; sao dados por

i=1,i#j

Podemos notar que a matriz A possui apenas 30 elementos nao-nulos dentre seus
64 elementos. Idealmente, poderiamos armazenar A utilizando-se cerca de metade da
memoria utilizada para armazenar a matriz completa. No entanto, algum espaco extra é
necessario para que a estrutura original possa ser recuperada a partir de sua representacao.

Como as estruturas das cadeias de Markov sao conhecidas previamente a partir
dos modelos, podemos criar matrizes esparsas estaticas, ou seja, estruturas em que os
elementos nulos nao irao alterar-se durante o seu tempo de vida. Deste modo, é possivel
dispensar a utilizacao de listas encadeadas - pois a quantidade de meméria utilizada é
conhecida no momento de criacao do objeto -, o que permite a estrutura esparsa criada
nao apresentar prejuizos de desempenho na realizacao de algumas operacoes.

A estrutura utilizada para as matrizes esparsas neste trabalho é composta de um vetor
de N,,. ponteiros, em que N,,r é o numero de estados da cadeia de Markov em questao.
Cada ponteiro corresponde a uma linha da matriz e aponta para uma estrutura contendo

um vetor de valores reais (ponto flutuante) e um vetor de inteiros. O vetor de valores
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reais apresenta em sequéncia os valores nao nulos da linha associada, enquanto o vetor de
inteiros especifica os indices de coluna na matriz original para cada valor armazenado no
vetor de reais. Além disso, tal vetor de inteiros tem como primeiro elemento o nimero
de elementos nao nulos presentes na linha correspondente. Deste modo, se a mesma
quantidade de bits for utilizada para representar valores inteiros e de ponto flutuante,
terifamos que a quantidade de memoria utilizada por essa estrutura seria da ordem de
duas vezes o tamanho de meméria necessario para armazenar os valores nao nulos da
matriz original.

Para as estruturas implementadas neste trabalho, utilizamos o tipo double da
linguagem C++ para representar os valores reais nao nulos da matriz original e o tipo
short int para representar os indices de coluna. Uma variavel do tipo double ocupa
64 bits em memoria, enquanto varidveis do tipo short int, sob determinadas condigoes,
ocupam 16 bits. Dessa forma, para a matriz A apresentada anteriormente, em teoria -
desconsiderando a meméria destinada aos ponteiros - utilizarfamos (16 + 64)bits x 30 +
8 X 16bits = 316bytes, contra 64bits x 64 = 512bytes para o armazenamento completo da

maftriz, o que representa uma economia tedrica de 38% em utilizacao de memoria.

Ly kl:' 0y O
Cio €= Cy <= Cys— O < Ik

B all kb Bal Ba‘

Figura 4.2: Cadeia de Markov para a corrente de g, do modelo de Bondarenko et al.
(Imagem extraida de Bondarenko et al.| (2004)).

Para a cadeia de Markov referente a corrente I, do modelo de [Bondarenko et al.
(2004), mostrada na Figura [£.2] a economia de memdria realizada com utilizagao da
estrutura esparsa descrita é de aproximadamente 30%. Para a cadeia de Markov de 9

estados da Figura [2.11] a reducdo na utilizacao de memdria seria cerca de 49%.
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4.6 Implementacao dos Métodos Adaptativos

Os métodos adaptativos Euler / ADP e RL / ADP apresentam custo por passo de tempo
muito proximo aquele desempenhado pelas respectivas versoes de passo fixo. Isso ocorre
porque, para ambos os métodos, a cada passo faz-se necessaria apenas uma avaliagao de
lado direito, uma vez que o calculo de ?(771“, t, -+ h) para a obtengao da solugao local
de 2* ordem ¢ reaproveitado no passo seguinte para o avanco de 1* ordem.

No caso dos métodos hibridos adaptativos, também ocorre o reaproveitamento do lado
direito e das matrizes de transicao entre passos consecutivos. No entanto, o computo do
somatoério da Equagéo faz-se necessario duas vezes a cada passo realizado. Para
mostrarmos tal fato com maior clareza, descrevemos abaixo as etapas realizadas a cada
passo por parte do método Euler + UNI / ADP (os métodos RL + UNI / ADP e SAST1
+ UNI / ADP podem ser descritos de maneira andloga). Por razoes de simplificagao,
suponha que o modelo em questao seja composto de apenas uma Cadeia de Markov com

matriz de transicoes A(?, t):

1. ?nl(7n, tn), ?hh(7n, tn) € A(?n, t,) sdo conhecidos a partir do passo anterior.

2. Calculamos

?nl,n-l—l - 7nl,n + h?nl(7na tn)

?hh,n+1 = ?hh,n + h?hh(7m tn) -

3. 7mk,n+1 é calculado pelo método de uniformizacao. A titulo de simplificacao,

escrevemnos

7mk,n—i—l = ?mkmehA(?"’t") .

4. Calculamos ?nl(7n+1,tn+1), ?hh(7n+1,tn+1) e A(?n+1,tn+1).

5. Calculamos

?>nl,n+1 = 7nl,n + g[?nl(7n> tn) + ?nl(?n+17 thrl)]
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=
Y

hhnt+1 = 7hh,n + g[?hh(7m tn) + ?hh(7n+l7 tn1)]

6. Processamos a matriz Zn+1/2 = %[A(?n,tn) + A<7n+1, tni1)] € efetuamos, através

do método de uniformizacao,

=<K

hA
mkn+1 — 7mk,ne nt1/2

=
7. Com as solucoes 7n+1 e Y 11 calculadas, fazemos as operacoes de adaptagao do

passo h conforme descrito no Algoritmo [2]

O computo do método de uniformizacao apresentado no item 6 nao pode ser
reaproveitado para o passo seguinte, uma vez que as sucessivas multiplicacoes matriz-
vetor se dao através de uma matriz normalizada gerada a partir da média aritmética
entre as matrizes A(?n, tn) e A(?nﬂ, tni1)-

No entanto, algumas otimizagoes sao possiveis: o valor de ¢(t,+1) obtido para a geragao
da Matriz A*<7n+17 tnt1) pode ser computado no item 6, e o valor de ¢ utilizado para o
computo de ?mk,nﬂ pode ser adotado como o maximo valor entre q(t,41) e q(t,) - veja

a Equacao (4.10) -, dispensando o seu calculo a partir da matriz média A, /2. Deste

modo, o computo da taxa g pode ser realizado uma tunica vez por passo de tempo.

4.7 Experimentos Computacionais

4.7.1 Modelos Utilizados

Com o objetivo de validar e de analisar o desempenho dos métodos apresentados nos
capitulos 3 e 4, aplicamos os mesmos para a realizacao de simulagoes numéricas a partir
de quatro modelos da eletrofisiologia de midcitos cardiacos. A seguir apresentamos uma

breve descri¢ao para cada um deles:

1. Bondarenko et al| (2004) introduz um modelo que visa descrever os midcitos

ventriculares de camundongos. Este modelo é composto de 45 variaveis de estado,
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sendo 26 delas associadas a 4 diferentes cadeias de Markov de 4 a 9 estados, 8 sao

variaveis do tipo HH e as 11 restantes sao variaveis totalmente nao-lineares.

2. Winslow et al| (1999) apresenta um modelo para o mibcito ventricular canino,
composto de 33 equagoes diferenciais ordinarias, incluindo 9 do tipo NL, 7 varidveis
de formulagao Hodgkin-Huxley (tipo HH) e duas cadeias de Markov contendo de 4

até 12 variaveis de estado.

3. \Iyer et al|(2004) propos um modelo bastante complexo para a descrigdo de midcitos
do ventriculo esquerdo humano, composto por 67 EDOs. Dentre elas, o modelo
apresenta 57 variaveis na forma de 7 cadeias de Markov, cuja extensao varia entre
4 e 13 estados. O modelo também possui 9 variaveis do tipo NL e apenas uma do

tipo HI.

4. Finalmente, o quarto modelo utilizado foi proposto por [Tusscher e Panfilov| (20006).
Ele descreve o comportamento elétrico de miécitos do ventriculo esquerdo humano,
sendo composto por 19 equagoes diferenciais, dentre as quais 12 sao do tipo quasi-
linear e as restantes sao totalmente nao-lineares. Portanto, tal modelo nao apresenta

cadeias de Markov.

4.7.2 Protocolos de Estimulo Elétrico

Outra informacao importante acerca dos experimentos realizados refere-se ao protocolo de
estimulo utilizado nas simulagoes dos modelos apresentados na segao anterior. O protocolo
de estimulo é definido por certas informagcoes sobre corrente de estimulo I, aplicada a
membrana sarcoplasmatica: (i) a amplitude da corrente gy mas; (i) a duragao do pulso;
(iii) a frequéncia de estimulo (também denominada pacing rate).

A amplitude e a duragao do pulso de estimulo foram fixadas em, respectivamente:
80pA/pF e 0.5ms para o modelo de Bondarenko et al.; 21.13uA/uF e 2ms para o modelo
de Winslow et al.; 15uA/pF e 3ms para o modelo de Iyer et al.; 52pA/pF e 1ms para o
modelo de Tusscher-Panfilov. Tais valores foram extraidos dos artigos originais referentes

aos modelos utilizados.
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A frequéncia de estimulo para os modelos de Iyer et al., Winslow et al. e Tusscher-
Panfilov foi fixada em 1 Hz. Para o modelo de Bondarenko et al. utilizamos a frequéncia

de 14 Hz, uma vez que a duragao do PA em camundongos é consideravelmente menor.

4.7.3 Ferramentas Computacionais

Para cada modelo descrito na Segao [4.7.1] obtemos os cédigos em C++ para os lados
direitos das EDOs através da plataforma AGOS (Campos et all 2010), que é capaz de
produzir solvers em C++ a partir de arquivos no padrao CellML (Cuellar et al., 2003)). O
projeto CellML.org reine diversos modelos matematicos para a fisiologia celular em um
formato padronizado, que pode ser interpretado por diversas ferramentas de simulacao.
Deste modo, todos os modelos utilizados neste trabalho puderam ser encontrados no
portal CellML.org e processados via AGOS para a obtencao de equacoes e parametros no
formato de cédigo C++. Todos os métodos numéricos apresentados neste trabalho foram
programados em C++ orientado a objetos, de tal maneira que sua implementagao fosse
independente do modelo matematico a ser simulado.

Para a medir a quantidade de memoria alocada por parte dos solvers implementados,
utilizamos a ferramenta Valgrind, que trata-se de um profiler capaz de fornecer

informacoes detalhadas sobre a execugao de aplicagoes C / C++.

4.7.4 Ambiente Computacional

Todas as simulagoes executadas neste trabalho foram realizadas em uma maquina com
processador AMD FX-8350 (8 nicleos, 4.0 GHz) e 8GB de memoéria RAM a 1866 MHz

em dual channel. O sistema operacional utilizado foi o Linux Debian, versao 7.7.

4.8 Métricas

Os métodos implementados neste trabalho serao comparados em termos de utilizacao de
memoéria, de tempo de execugdo, de passo de tempo (maiores valores indicam melhor

estabilidade) e de erro numérico. A seguir descreveremos as métricas adotadas para a
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realizacao de medidas e estipulacao de parametros.

4.8.1 Erros Numéricos e Tolerancias

Os valores de erros numéricos apresentados neste trabalho sao calculados pela Equacao

(4.13)), considerando os valores discretizados do potencial transmembréanico vy:

\/Z (0p — vp)?

erro = : (4.13)

> )

onde vy, é a discretizagao de V (kh) relativa ao método avaliado, v,

f representa valores

de referéncia adotados para V(kh) e h é o passo de tempo. Como solugoes de referéncia,
consideramos os resultados obtidos pelo método de Runge-Kutta cldssico (de quarta
ordem) (Holmes, [2007)) utilizando o passo de tempo de 1075 ms. Com relagio & tolerancia
do método de Uniformizacao A, definida pela Equacao , nas situacoes em que sua

magnitude for omitida neste texto, o valor utilizado foi 1079,

4.8.2 Tempos de Computacao

Os tempos de computagao apresentados neste trabalho foram calculados a partir da
utilizacao do programa time do sistema operacional Linux. Cada valor de tempo de
computacao apresentado representa uma média aritmética obtida de 10 execugoes do
solver correspondente a partir de parametros idénticos. Os valores de desvio padrao

calculados para tais amostragens foram, consistentemente, inferiores a 5%.

4.8.3 Utilizacao de Memdria

Nesta se¢ao descreveremos as métricas utilizadas neste trabalho acerca dos experimentos
relacionados a utilizacao de memoéria por parte do método de Uniformizagao quando
aplicado na resolucao de modelos da eletrofisiologia cardiaca. Para realizar medigoes

sobre a utilizacao de meméria em tempo de execucgao, utilizamos o pacote Valgrind e sua
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ferramenta interna Massif, os quais permitem o rastreamento das alocagoes de memoria
realizadas durante a execu¢ao de um programa C / C++.

Pode-se dizer que um processo (instancia de uma aplicagdo em um sistema operacional )
apresenta, basicamente, dois distintos espacos de memoria: a Pilha (ou Stack) e o Heap.
A pilha é um trecho reservado de meméria que impoe um modelo especifico de alocagao
sequencial e contigua, sendo geralmente alocada no inicio da aplicacao e utilizada para o
empilhamento de dados durante a execugao de blocos de cédigo. Sao alocadas na pilha
as variaveis estdticas e os parametros de fungao.

O Heap nao restringe os alocamentos de meméria a um padrao especifico. Além disso,
o Heap é considerado dinamico, uma vez que espacos de memoria podem ser criados e
desalocados de forma livre ao longo de sua extensao. Por isso, o Heap é utilizado para a
alocacao dinamica de variaveis. Neste trabalho, vetores, matrizes e estruturas de dados
foram todos alocados dinamicamente, de modo que a maior parte dos dados processados
pelos métodos implementados sao armazenados no Heap durante a execucao. Além
disso, parametros passados para funcoes implementadas em todos os solvers consistem
em valores simples ou em ponteiros para estruturas armazenadas no Heap. Com base
nestes fatos, as andlises pertinentes a utilizacao de memoria por parte do método de

Uniformizacao foram baseadas unicamente nos espacos de memoria alocados no Heap.

4.8.4 Passos de Tempo

Embora seja desejavel a utilizacao de passos de tempo h de magnitudes razoaveis,
estipulamos um limite maximo para o seu valor com a finalidade de evitarmos situacoes em
que a corrente de estimulo nao produza um potencial de acao corretamente. Tais situagoes
podem ocorrer se o passo de tempo utilizado for grande o suficiente para que parte
significativa do tempo de aplicagao da corrente de estimulo nao seja computado. Deste
modo, considerando-se a ordem de grandeza das larguras de pulso de estimulo adotadas
para os modelos, estabelecemos que o valor maximo para h em todas as simulagoes
realizadas foi de 0.5ms.

No capitulo subsequente iremos apresentar resultados de simulacoes numéricas
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associados a tolerancias de erro numérico. Em tais casos, com o objetivo de maximizar
o desempenho computacional, o passo de tempo utilizado (para cada método numérico)
foi gradativamente aumentado até que o erro numérico - calculado pela Equagao -
atingisse a tolerancia estabelecida. Deste modo, os passos de tempo h apresentados em
tabelas da Secao[5.3|referem-se aos maiores valores tais que o erro numérico correspondente

nao ultrapasse a tolerancia estabelecida.

4.8.5 Andlise de Rigidez

Com o objetivo de avaliar a estabilidade dos métodos numéricos implementados,
realizamos uma anadlise de rigidez sobre os modelos utilizados a partir de um estudo
baseado em autovalores, conforme descrito em Marsh et al.| (2012).

Para cada passo de simulagao podemos realizar a seguinte diagonalizagao :

J,=VDV~, (4.14)

onde J, é a matriz jacobiana do sistema no instante ¢, (a qual consideraremos ser
diagonalizavel), V' é a matriz cujas colunas sao autovetores associados aos autovalores de
Jn, € D é uma matriz diagonal cujos termos diagonais sao os autovalores de J,. A partir

do sistema de EDOs linearizado em torno de t,,

Y —5Y,

temos:

Y —vDrY =

VY = v vy Y

Fazendo-se 7 = V*17, obtemos o seguinte sistema diagonalizado:
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7' —=p7

Y

onde cada componente z¢ de 7 estd associada ao autovalor \; = [D];;, uma vez que
det oy i
o= Nz

Como 7 = V?, a variavel 3/° pode ser escrita da seguinte maneira:

y' =izt ok Ll 2N (4.15)

onde v} é a i-ésima componente do autovetor 7]- associado ao autovalor \;. Para
as andlises realizadas no capitulo subsequente, diremos que o autovalor \; ¢ associado a
variavel ¥ se o coeficiente vj- de 27 na Equacao tiver magnitude superior em relacao
aos demais coeficientes da combinacao linear. Para realizarmos a deteccao de variaveis
rigidas de um determinado modelo, tomamos os autovalores de parte real mais negativa

dentre os obtidos durante a simulacao de um PA e verificamos as varidveis associadas

(Marsh et al., 2012).
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5 Resultados e Discussao

Neste capitulo apresentaremos resultados obtidos a partir de simula¢oes computacionais
dos modelos descritos na secao |4.7.1] utilizando os métodos numéricos apresentados nos
Capitulos 3 e 4. Apresentaremos resultados acerca da convergéncia dos métodos RL2 e
UNI2; da utilizacao de meméria por parte do método de uniformizacao e do desempenho
computacional obtido pelos esquemas numéricos propostos em relacao a métodos
tradicionalmente utilizados para a solucao numérica de modelos da eletrofisiologia de

células cardiacas.

5.1 Resultados de Convergéncia

Os resultados apresentados na Tabela [5.1] sugerem, experimentalmente, que a abordagem
adotada para o método RL2 (Segéo também apresenta precisao numérica de segunda
ordem. Tais resultados consistem de erros numéricos obtidos de simulagoes para o modelo
proposto por Tusscher e Panfilov| (2006). A forma com que os erros numéricos sao
calculados neste trabalho foram apresentadas na Segao [£.§f Na Tabela 5.1} p é a taxa
de convergéncia do método, considerando-se que o erro numérico seja a AP, onde h é o
passo de tempo utilizado. As simulagoes foram realizadas com o tempo t variando de 0
até 10ms, utilizando-se o potencial transmembranico inicial V(0) = —40mV e as demais

condigoes iniciais provenientes de [Tusscher e Panfilov (2006).

h (ms) Erro p
h=320x10"%]6.64x 1073 | -
h=1.60x 1072 | 1.96 x 1073 | 1.76
h =8.00 x 1073 | 5.63 x 10~* | 1.80
h =4.00x 1073 | 1.47 x 107* | 1.94
h=2.00x 1073 | 3.82 x 107> | 1.94
h=1.00x 1073 | 9.67 x 107° | 1.98

Tabela 5.1: Taxas de convergéncia para o método RL2 obtidas com o modelo proposto
por [Tusscher e Panfilov (2006)).

Apresentamos na Tabela indicios experimentais de que o método UNI2 (Secao
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apresenta convergéncia numérica de 2* ordem, utilizando-se o modelo de
Bondarenko et al.| (2004), com o método UNI2 para as equagoes do tipo MK e o método
RK2 para as demais equacoes. Nesta tabela, h é o passo de tempo utilizado e p representa
a convergéncia numérica (assumindo que o erro numérico seja proporcional a h?), calculada
a partir da comparacao de erro e h entre linhas adjacentes. O modelo foi simulado de

t =0 até t = 10ms. Os erros numéricos foram calculados conforme descrito na Se¢ao [4.8|

h (ms) Erro p
h =8.00 x 10~* | 2.20 x 1073 -
h=4.00x10"*{6.35 x 107* | 1.79
h=2.00x10"*| 1.76 x 10~* | 1.85
h=1.00x10"* | 4.48 x 107° | 1.97
h=5.00x107° | 1.13 x 107° | 1.99

Tabela 5.2: Taxas de convergéncia para o método UNI2 obtidas com o modelo proposto
por Bondarenko et al.| (2004).

5.2 Utilizacao de Memodria

A partir da utilizacao da ferramenta Valgrind citada anteriormente, medimos a utilizacao
de memoéria dos métodos Euler, Euler + UNI, RL, RL + UNI, SAST1 e SAST1 + UNI
durante a simulacao de um potencial de acao, para cada modelo baseado em cadeias de
Markov dentre os apresentados na Sec¢ao Em outras palavras, simulamos 80ms de
atividade elétrica para o modelo de Bondarenko et al., e de t = 0 até t = 1s para os
modelos de Iyer et al. e Winslow et al. O passo de tempo h utilizado para todos os pares
modelo / método foi de 10™*ms.

Mostramos na Tabela [5.3| as quantidades em bytes, relativas aos picos de utilizacao de
memoria durante as simulagdes, para cada par solver / modelo citado. Podemos notar
que a adicao do método de uniformizacao implica, sistematicamente, em um aumento
na quantidade de memoria alocada por parte da aplicacao. Isso se deve a necessidade
de alocacao das matrizes de transicao das Cadeias de Markov e de vetores auxiliares
necessarios para o calculo do somatorio vetorial dado pela Equacao (3.8)).

Na Tabela mostramos o percentual de aumento na utilizacao de memoria em



Bondarenko et al. | Winslow et al. Iyer et al.
M¢étodo Max. Heap Max. Heap | Max. Heap
Euler 3624 bytes 3336 bytes 6520 bytes
Euler + UNI 5832 bytes 4448 bytes 11151 bytes
RL 3768 bytes 3480 bytes 6568 bytes
RL + UNI 5952 bytes 4592 bytes 11203 bytes
SAST1 3776 bytes 3488 bytes 6576 bytes
SAST1 + UNI 5960 bytes 4600 bytes 11211 bytes
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Tabela 5.3: Picos de memoéria alocada no Heap durante simulagoes de modelos da
eletrofisiologia cardiaca.

consequéncia da adicao da técnica de uniformizacao aos métodos de Euler, de Rush-
Larsen e de SAST1. Podemos notar que o percentual é maior para os modelos em que a
proporcao de equagoes de Markov é maior, o que é esperado devido aos seguintes fatos:
(i) um maior nimero de cadeias de Markov implica em um maior niimero de matrizes de
transicao; (ii) uma cadeia de Markov maior implica em uma matriz de transi¢ao associada
maior. Chamamos tal percentual de aumento na utilizagao de meméria de Overhead de

memoria do método de uniformizacao, o qual é dado pela expressao

rnéx{@ UNI}

Overheadynr = - ,
max{Q}

onde Qunr é a quantidade de memoéria alocada no Heap para o método hibrido em
questao e () é a quantidade de memoria alocada para o método nao-hibrido associado.
A informagao sobre o overhead de memoria associado ao método de uniformizagao é
importante especialmente na avaliagao do consumo de memoéria em simulagoes de tecidos
cardiacos. Simulagoes tridimensionais do érgao completo podem conter um nimero de
nés da ordem de 10°. Em situacoes como essa a utilizacao do método de Euler implicaria,
por exemplo, para o modelo de Iyer et al., um custo de meméria de aproximadamente

6.1 GB para a resolucao do modelo celular em cada um dos nés. Utilizando-se o método

SAST1 + UNI tal custo seria de 10.4 GB.
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Bondarenko et al. | Winslow et al. Iyer et al.
Hibrido / Tradicional Overheadynt Overheadynt | Overheadyn:
Euler + UNI / Euler 1.61 1.33 1.71
RL + UNI / RL 1.58 1.32 1.71
SAST1 4+ UNI / SAST1 1.58 1.32 1.70

Tabela 5.4: Quverheads de utilizagdo de meméria por parte do método de uniformizacao.

5.3 Tempos de Computacao

Nesta secao apresentaremos os resultados pertinentes aos tempos de computacao obtidos
para os métodos apresentados nos Capitulos 3 e 4, aplicados aos modelos especificados na
Secao Iremos dividir a apresentacao dos resultados em trés diferentes categorias:
Métodos com passo de tempo tnico e constante; métodos com discretizacao particionada
e métodos com passo de tempo adaptativo. Posteriormente, iremos realizar uma discussao

acerca dos resultados apresentados para as trés categorias.

5.3.1 Meétodos com Discretizacao Temporal Uniforme
Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% | Tolerancia de 5%
Método h(ms) TC(s) h(ms) TC(s) h(ms) TC(s)
Euler 1.97x107* ] 1191 |[197x107*] 1191 |1.97x10°* | 11.91
RL 1.97x 1074 | 1252 [ 1.97x107% | 1252 | 1.97 x 107* | 12.52
Euler + UNI | 6.34 x 1074 | 7.65 1.02x 1073 | 479 | 1.02x 1073 | 4.79
RL + UNI 6.34x 1074 | 796 | 1.02x1073| 4.98 | 1.02x1073 | 4.98
SAST1 422 x107% | 2052 |1.96x1073 | 439 |699x1073 | 1.25
SAST1 + UNI | 2.53 x 1073 3.12 201 x1072 | 0.43 |7.24x107%2| 0.14
RK2 1.97 x 1074 | 22,61 | 1.97x107%| 22.61 | 1.97x107% | 22.61
RL2 1.97x 1074 | 2541 |1.97x107% | 2541 | 1.97x107* | 25.41
SAST?2 1.10x 1072 | 1.04 |[1.36x1072| 086 | 1.36x1072| 0.86

Tabela 5.5: Resultados de Simulacao (t = 0s até ¢ = 1s) - Bondarenko et al.

Nesta secao apresentaremos os resultados em tempo de computacao obtidos para os

métodos nao-adaptativos e sem discretizagao particionada (Gomes et al., [2015]).

As

Tabelas [5.5] [5.6] e comparam os tempos de computagao obtidos pelos solvers
numéricos de passo fixo implementados para diferentes tolerancias de erro numérico (tol).
A tolerancia tol representa um valor maximo para os erros numeéricos calculados a partir

da Equacao (4.13)). Em tais Tabelas, h denota o maior valor de passo de tempo que gerou



Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%
Método h(ms) TC(s) h(ms) TC(s) h(ms) TC(s)
Euler 1.14x107% | 2471 |1.14x107* | 2471 | 1.14x107* | 24.71
RL 1.14 x 1074 | 2647 | 1.14x 107 | 26.47 | 1.14 x 1074 | 26.47
Euler + UNT | 1.10x 1073 | 3.82 | 251x1073 | 1.76 | 298 x 1073 | 1.47
RL + UNI 1.10 x 1073 3.94 252x 1073 | 1.82 [299x1073| 1.53
SAST1 1.18 x 1075 | 612.64 | 5.92 x 107® | 138.37 | 2.26 x 10~* | 37.45
SAST1 + UNI | 1.32 x 1073 5.61 1.40 x 1072 | 0.60 | 2.17x 1072 | 0.41
RK2 1.14 x 1074 | 4875 | 1.14 x 10~* | 48.75 | 1.14 x 10~* | 48.75
RL2 1.14x 1074 | 5398 |1.14x107% | 53.98 | 1.14 x 1074 | 53.98
SAST?2 1.74 x 1074 | 11043 | 433 x107% | 4434 | 252 x 1073 | 7.62
Tabela 5.6: Resultados de Simulagao (t = 0s até t = 1s) - Winslow et al.
Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%
Método h(ms) TC(s) h(ms) TC(s) h(ms) TC(s)
Euler 1.87x107% ] 1535 |[1.87x107*%] 1535 | 1.87x10~* | 15.35
RL 1.87x 1074 | 1541 |1.87x107* | 1541 | 1.87x107* | 15.41
Euler + UNI | 1.41 x 1073 789 |316x1073 | 3.90 |327x1073| 3.82
RL + UNI 1.43 x 1073 786 | 3.16x1073| 3.94 |327x1073| 3.87
SAST1 6.50 x 107° | 138.23 | 2.99 x 107% | 2991 | 1.42x 1073 | 6.26
SAST1 + UNI | 353 x 1072 | 0.80 | 4.45x1072| 0.69 | 4.45x1072| 0.69
RK2 1.87x107* | 28.01 | 1.87x107* | 28.01 | 1.87 x 10~* | 28.01
RL2 1.87x 1074 | 31.02 | 1.87x107* | 31.02 | 1.87 x10~* | 31.02
SAST?2 514 x107% | 35.64 | 1.51x 1073 | 12.09 | 4.01 x 1073 | 4.58

Tabela 5.7: Resultados de Simulagao (t = Os até t = 1s) - Iyer et al.

Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%

Método h(ms) TC(s) h(ms) TC(s) h(ms) TC(s)

Euler | 1.60 x 10~%* | 130.04 | 1.60 x 10~* | 130.04 | 1.60 x 10~* | 130.04
RL 532x1072 | 0.45 |241x107'| 0.11 |5.00x10"'| 0.05
SAST1 |535x1072| 0.82 |[238x107'| 0.19 |5.00x10"t| 0.09
RK2 1.60 x 104 254 1.60 x 107* | 254 | 1.60x 107 | 254
RL2 9.02 x 1072 0.55 2.78 x 1071 | 0.18 | 5.00x 107! | 0.10
SAST2 | 1.05 x 1071 1.02 |322x107Y | 034 |[500x10"t | 0.22

Tabela 5.8: Resultados de Simulagao (f = 0s até ¢t = 10s) - Tusscher-Panfilov.

Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% | Tolerancia de 5%
Modelo Euler RL Euler RL Euler RL
Bondarenko et al. 3.82 4.01 27.70 29.12 85.07 89.43
Winslow et al. 4.40 4.72 41.18 44.12 60.27 64.56
Iyer et al. 19.19 19.26 22.25 22.33 22.25 22.33
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Tabela 5.9: Ganhos de desempenho do método SAST1 + UNI em relacao aos métodos de
Euler e de Rush-Larsen.

solucao com erros numéricos inferiores as tolerancias predefinidas de 0.2%, 1.0% e 5.0%,

e T'C' trata-se de uma abreviacao para Tempo de Computagao.

Podemos notar que, para os modelos baseados em cadeias de Markov, os métodos
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RL, RL2, Euler e RK2 apresentaram problemas similares de instabilidade numérica, uma
vez que os maximos passos de tempo associados nao puderam ser aumentados mesmo
com o aumento da tolerancia de 0.2% até 5.0%. Ou seja, para tais modelos, os passos
h utilizados pelos métodos RK2, Euler, RL e RL2 sao independentes da tolerancia. Ja
para o modelo de Tusscher-Panfilov os métodos RL e RL2 puderam utilizar valores de h
significativamente superiores em relagao aos métodos de Euler e de RK2, o que justifica
a grande utilizacao do método de Rush-Larsen por parte da comunidade de modelagem
cardiaca. Fica clara a vantagem em estabilidade numérica oferecida pelo método RL em
relacdo ao método de Euler para tal modelo, fato esse que ja é bem conhecido (MacLachlan
et al., 2005).

Os métodos propostos por Sundnes et al. (SAST1 and SAST2) reduziram as restri¢oes
de estabilidades e permitiram o aumento de A com o aumento da tolerancia numérica. O
mesmo acontece com os métodos hibridos baseados no método de uniformizacao (Euler
+ UNI, RL + UNI and SAST1 + UNI). Todos esses métodos permitiram a utilizacao de
passos de tempo uma ordem de grandeza superiores aqueles utilizados pelos métodos de
Euler e de RL. Para todos os casos, o iinico método que consistentemente permitiu que h
fosse duas ordens de grandeza superior em relagao aos métodos Euler e RL foi o método
hibrido SAST1 + UNI.

Em termos de tempo de execucao, os métodos SAST1 e SAST2 foram sempre mais
lentos que os métodos Euler e RL para a estrita tolerancia de 0.2% (com excegao
para o método SAST?2 aplicado ao modelo de Bondarenko et al.). Tais métodos foram
consistentemente mais rapidos que os métodos RL e Euler somente para a tolerancia de
5%. No entanto, para o caso particular do modelo de Tusscher-Panfilov, esses métodos
foram mais lentos que o RL para todas as tolerancias consideradas.

Por outro lado, todos os métodos hibridos baseados no método de uniformizacao
obtiveram desempenho superior aos métodos Euler e RL para todos os modelos baseados
em CMs e para todas as tolerancias consideradas. Além disso, o método hibrido mais
rapido foi o SAST1 + UNI, o qual, conforme descrito anteriormente, foi o que permitiu

a utilizagdo dos maiores valores h. Os resultados sugerem que o método explicito de
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uniformizacao é uma técnica viavel e que melhora consideravelmente os problemas de
estabilidade na solucao de modelos baseados na formulacao de Markov. Os ganhos de
desempenho atingidos com o método SAST1 + UNI estao resumidos na Tabela [5.9,
SAST1 + UNI foi até 19 vezes mais rapido que os métodos RL e Euler para o caso

de tolerancia estrita (tol = 0.2%) e até 89 vezes mais rédpido para o caso de tolerancia

relaxada (tol = 5%).

5.3.2 Meétodos com Discretizacao Temporal Particionada

tol = 0.2% tol = 1% tol = 5%
Método h; (ms) D | TC(s) h; (ms) D | TC(s) h; (ms) D | TC(s)
Euler + UNI / DTP | 6.34 x 10=% | 100 2.17 1.02 x 10~3 | 100 1.32 1.02 x 10~3 | 100 1.32
RL / DTP 1.97 x 10~% | 100 9.41 1.97 x 10—* | 100 9.41 1.97 x 10~* | 100 9.41
RL + UNI / DTP 6.34 x 10~ | 100 2.53 1.02 x 10~3 | 100 1.60 1.02 x 10~3 | 100 1.60
SAST1 / DTP 4.22 x 10~% | 100 19.18 1.96 x 10—3 10 4.18 6.99 x 103 4 1.20
SAST1 + UNI / DTP | 2.53 x 1072 | 20 1.51 2.10 x 10~2 12 0.23 7.24 x 1072 5 0.08

Tabela 5.10: Resultados de simulagao com

- Bondarenko et al.

discretizagao particionada (t = 0s até t = 1s)

tol = 0.2% tol = 1% tol = 5%
Método hi(ms) D | TC(s) hi(ms) D | TC(s) hi(ms) D | TC(s)
Euler + UNI / DTP 1.10 x 10=3 | 20 1.63 2.00 x 10=3 | 30 0.87 2.40 x 10~3 | 30 0.70
RL / DTP 1.14x 1074 | 100 | 16.65 | 1.14x107* | 100 | 16.65 | 1.14 x 10=* | 100 | 16.65
RL + UNI / DTP 1.10 x 1073 | 20 1.19 2.00 x 1073 | 30 0.65 2.40 x 10=3 | 30 0.53
SAST1 / DTP 1.18 x 10~° | 100 | 600.63 | 5.92 x 1075 | 100 | 133.05 | 2.26 x 10~* | 10 35.01
SAST1 + UNI / DTP | 1.32 x 1073 11 1.69 1.10 x 10—2 5 0.47 2.00 x 102 4 0.28

Tabela 5.11: Resultados de simulacao com

- Winslow et al.

discretizacao particionada (t = Os até t = 1s)

tol = 0.2% tol = 1% tol = 5%
Meétodo hj(ms) D | TC(s) hj (ms) D | TC(s) hi (ms) D | TC(s)
Euler + UNI / DTP | 1.41 x10~3 | 40 1.51 3.16 x 103 | 80 0.71 3.25 x 103 | 100 0.67
R / DTPL 1.86 x 10~% | 100 | 15.28 | 1.86x 10~% | 100 | 15.28 | 1.86 x 10~* | 100 | 15.28
RL + UNI / DTP 1.43 x 1073 | 40 1.47 3.16 x 10=3 | 80 0.70 3.25 x 1073 | 100 0.68
SAST1 / DTP 6.50 x 1075 | 100 | 137.98 | 2.99 x 10~* | 40 29.87 | 1.42x 1073 9 6.21
SAST1 + UNI / DTP | 2.05 x 10~2 2 0.78 | 1.10x 1072 | 15 0.68 | 1.00x 1072 | 50 0.57

Tabela 5.12: Resultados de simulagao com discretizagao particionada (t = Os até t = 1s)

- Iyer et al.
tol = 0.2% tol = 1% tol = 5%
Método hi(ms) D | TC(s) hj(ms) D | TC(s) hj(ms) D | TC(s)
RL / DTP 532x 1072 | 2 0.34 | 241x107 1 | 2 0.08 | 500x107% [ 1 0.05
SAST1 / DTP | 5.35x 1072 | 2 0.66 238 x 1071 | 2 0.15 5.00 x 1072 | 1 0.09

Tabela 5.13: Resultados de simulac¢do com discretizagao particionada (t = Os até t = 10s)

- Tusscher-Panfilov.
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Bondarenko et al. Winslow et al. Iyer et al. Tusscher-Panfilov
e Tol o lo2% 1% 5% | 0.2% 1% 5% | 0.2% 1% 5% | 0.2% 1% 5%
étodo
Euler + UNI / DTP 3.54 3.62 3.62 2.34 2.02  2.09 5.21 5.50  5.68 - - -
RL / DTP 1.33 1.33 1.33 1.63 1.63 1.63 1.01 1.01 1.01 1.32 1.37  1.00
RL + UNI / DTP 3.14 3.11  3.11 3.31 2.82 288 5.36 5.64 5.66 - - -
SAST1 / DTP 1.07 1.05 1.04 1.02 1.04 1.07 1.00 1.00 1.01 1.24 1.27  1.00

SAST1 4+ UNI / DTP 2.06 1.86 1.79 3.31 1.27  1.44 1.02 1.01 1.21 - - -

Tabela 5.14: Ganhos de desempenho utilizando discretizacao particionada.

As Tabelas [5.10] [5.11], [5.12] e [5.13| comparam os resolvedores numéricos de 1* ordem

implementados com discretizagao temporal particionada, utilizando dois diferentes valores
de passo de tempo: h; e ho = D x h;. Buscamos utilizar o passo de tempo inferior h
o mais proximo possivel dos valores correspondentes de h apresentados nas Tabelas 5.5,
[5.6] e 5.8 O passo de tempo maior, hy, foi incrementado para um valor maximo,
respeitando as tolerancias numéricas predefinidas e o limite superior de 100 x Ay, ou seja,
limitamos a diferenca entre h; e hy em duas ordens de grandeza.

Em termos do passo de tempo maior (hs) notamos que, para todos os modelos baseados
em formulagoes de Markov, hy pode ser aumentado de uma a duas ordens de grandeza
em relagao a hy. No entanto, para alguns casos - especialmente para modelo de Tusscher-
Panfilov -, tal aumento limitou-se a uma ordem de grandeza ou menos (para dois casos
extremos do modelo de Tusscher-Panfilov, nao foi possivel aumentar hy em relagao a hy).
De todo modo, fomos capazes de aumentar h, em relagao a h; para praticamente todos
os casos. Isso sugere que o particionamento da discretizacao temporal foi muito eficiente
para a maioria dos métodos em que foi aplicado.

A utilizacao de dois diferentes passos de tempo também refletiu nos tempos de
execucao. Ganhos de desempenho foram quase sempre alcancados para cada modelo,
método e tolerancia, e estdo resumidos na Tabela [5.14 Os métodos que foram mais
fortemente beneficiados pelo esquema de particionamento foram aqueles que utilizam o
método de Euler para algumas equagoes nos modelos: RL, Euler+ UNI e RL + UNI (veja
a Tabela . Os métodos particionados foram até 6 vezes mais rapidos para o modelo
de Iyer et al.

Recentemente, em Marsh et al.| (2012), uma técnica diferenciada de particionamento

foi proposta e testada. O particionamento foi baseado na rigidez de cada equagao de um
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modelo, o que exigiu o calculo prévio dos autovalores ao longo da integracao do mesmo.
O método de Euler foi utilizado para todo o sistema de EDOs sobre a porcao nao rigida
do dominio temporal e o método SAST1 foi utilizado para as variaveis stiff. Os ganhos de
desempenho reportados em Marsh et al.| (2012) ficaram entre 12% a 9 vezes mais rapidos
que os métodos SAST1 e RL. Deste modo, ambos os tipos de particionamento alcancaram

resultados similares.

5.3.3 Meétodos de Passo Adaptativo

Nesta secao iremos apresentar os resultados referentes aos tempos de computacao
obtidos pelos métodos de passo de tempo adaptativo apresentados nos Capitulos 3 e 4.
Primeiramente, apresentamos os resultados obtidos pela utilizagao do método de Rush-
Larsen adaptativo (RL / ADP) para o modelo proposto por Tusscher e Panfilov| (2006).
A Tabela compara os tempos de computacao referentes aos métodos Euler, Euler /
ADP, RL / ADP |, RL e SAST1 para diferentes tolerancias numéricas. Comparamos o
método RL / ADP com SAST1 e RL pelo fato dos dois tltimos terem sido os métodos

de 1* ordem com melhor desempenho para o modelo em questao, de acordo com a Tabela

B.8

Tolerancia de 0.2% | Tolerancia de 1% | Tolerancia de 5%
Método h(ms) /7 | TC(s) | h(ms) /7 | TC(s) | h(ms) / 7 | TC(s)

BEuler 1.60 x 10~* | 130.04 | 1.60 x 10~ | 130.04 | 1.60 x 10~* | 130.04
Euler / ADP | 7 =0.08 92.24 7 =0.08 92.24 7 = 0.08 92.24
RL 5.32 x 1072 0.45 241 x 107t | 0.11 |5.00x107'| 0.05

RL / ADP 7 =0.02 0.08 7 =0.08 0.07 7 =0.08 0.07
SAST1 5.35 x 1072 0.82 238 x 1071 | 0.19 | 5.00x 1071 | 0.09

Tabela 5.15: Resultados de simulacoes para métodos adaptativos - [Tusscher e Panfilov
(2006)).

Na Tabela [5.15 7 representa a tolerancia local adotada para o método adaptativo.
Podemos notar que o método RL / ADP superou em desempenho o método RL para todas
as tolerancias, exceto a de 5 %. Isso se deve ao fato de um limite superior ter sido adotado
para o passo de tempo h, conforme descrito na Segao 1.8 Para a tolerancia de 5 %, o

método RL permaneceu toda a execugdo com h em seu valor maximo permitido (0.5ms).
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Deste modo, mesmo que o método RL / ADP também permanecesse toda a simulagao
com h = 0.5ms, seu tempo de computacao ainda seria superior aquele observado para o
método RL, devido a custos adicionais inerentes as avaliagoes de erros locais.

Com relacao aos métodos hibridos de passo adaptativo, realizamos simulagoes
utilizando os modelos baseados em cadeias de Markov para avaliar o desempenho dos
resolvedores Euler + UNI / ADP, RL + UNI / ADP e SAST1 + UNI / ADP. Para tais
métodos foi necessario um ajuste sobre a tolerancia do método de uniformizagao, de modo
a assegurarmos estabilidade numérica para simulagoes longas. Seu valor foi alterado para
A = 1078 nos casos dos modelos de Bondarenko et al. e Iyer et al., e mantido a A = 1076
para o modelo de Winslow et al. Para todos os métodos hibridos adaptativos, foi utilizado
o passo de tempo inicial h = 10~®ms. Ressaltamos que a magnitude do passo de tempo

inicial pouco influenciou o desempenho global das simulagoes.

Tolerancia de 0.2% Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%

Método h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s)
Euler 1.97 x 1074 11.91 1.97 x 1074 11.91 1.97 x 10~% 11.91

Euler / ADP T =0.001 1.92 T =0.005 0.94 T =0.04 0.73
RL 1.97 x 10~4 12.52 1.97 x 10~4 12.52 1.97 x 104 12.52

RL / ADP T =0.001 2.14 T =0.005 1.05 T =0.04 0.79
Euler + UNI h=6.34x10"% 7.65 h=1.02x10"3 4.79 h=1.02x 1073 4.79
Euler + UNI / ADP T =0.01 3.09 T =0.02 2.52 T =0.05 2.21
RL + UNI h=6.34x 1074 7.96 h=1.02x10"3 4.98 h=1.02x 1073 4.98

RL + UNI / ADP T =0.01 3.27 T =0.02 2.72 T =0.05 2.31
SAST1 + UNI h=253x%x10"3 3.12 h=2.01x 102 0.43 h=724x10"2 0.14
SAST1 + UNI / ADP 7 =0.005 1.14 T =0.08 0.33 T=0.1 0.19

Tabela 5.16: Resultados de Simulagao para Métodos Adaptativos (t = 0s até ¢ = 1s) -
Bondarenko et al.

Na Tabela mostramos os resultados obtidos para o modelo de Bondarenko et
al. Podemos notar que os métodos hibridos com passo adaptativo obtiveram, na maior
parte dos casos, ganhos de aproximadamente 2 vezes em desempenho com relacao aos
seus respectivos métodos hibridos de passo fixo. O 1nico caso em que a versao adaptativa
obteve desempenho inferior a versao de passo fixo foi para o método SAST1+UNI com
tolerancia de 5 %. Neste caso, o passo de tempo fixo do método SAST1 + UNI é
significativamente grande, de modo que a versao adaptativa nao pode obter tempo de
computagao inferior, mesmo utilizando passos de tempo maiores, devido a significativos
custos computacionais adicionais. Na Figura mostramos um grafico para o passo de

tempo h em fungao do tempo, obtido pelo método SAST1 + UNI / ADP para o modelo de
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Figura 5.1: Grafico h versus tempo para o método SAST1 + UNI / ADP (7 = 0.02),

aplicado ao modelo de Bondarenko et al.

Bondarenko et al., utilizando uma tolerancia local de 0.02. No mesmo grafico mostramos o
potencial transmembranico V' em uma escala normalizada para ilustrar como a magnitude

de h é ajustada em funcao da variacao sofrida por V durante o potencial de acao.

Tolerancia de 0.2% Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%

Método h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s)
Euler 1.14 x 10~ % 24.71 1.14 x 10~4 24.71 1.14 x 102 24.71

Euler / ADP T = 0.005 1.12 T =0.08 1.06 T =0.08 1.06
RL 1.14 x 10~4 26.47 1.14 x 10~4 26.47 1.14 x 10—% 26.47

RL / ADP T = 0.005 1.18 T =0.08 1.16 T =0.08 1.16
Euler + UNI h=1.10x 103 3.82 h=2.51x10"3 1.76 h =298 x10~3 1.47
Euler + UNI / ADP T=0.04 0.44 T=0.04 0.44 T =0.05 0.42
RL + UNI h=1.10x 103 3.94 h=2.52x10"3 1.82 h =299 x 10~3 1.53

RL + UNI / ADP T=0.04 0.46 T =0.04 0.46 T =0.05 0.45
SAST1 + UNI h=1.32x10"3 5.61 h=1.40 x 10—2 0.60 h=217x10"2 0.41
SAST1 + UNI / ADP 7 =0.001 0.33 T =0.02 0.25 T =0.04 0.23

Tabela 5.17: Resultados de Simula¢do para Métodos Adaptativos (t = 0s até t = 1s) -

Winslow et al.
Apresentamos na Tabela [5.17 os resultados referentes aos métodos de tempo
adaptativo para o modelo de Winslow et al. Neste caso, os métodos adaptativos obtiveram
ganhos significativos para todas as tolerancias consideradas em relacao aos métodos de
passo fixo. Um ponto a ser destacado com relacao ao modelo de Winslow et al. é o niimero
relativamente baixo de cadeias de Markov (apenas duas), o que pode ter influenciado na

reducao do custo adicional gerado pelo método adaptativo quando aplicado a este modelo.
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Figura 5.2: Gréafico h versus tempo para o método SAST1 + UNI / ADP (7 = 0.001),
aplicado ao modelo de Winslow et al.

Conforme mostrado na Figura podemos notar que, para o método SAST1 + UNI /
ADP, o passo de tempo h permaneceu no valor limite durante a maior parte da simulagao.

Na Tabela [5.18| sao mostrados os resultados de simulacao para o modelo de Iyer et
al. utilizando-se os métodos de tempo adaptativo e os métodos de passo fixo associados.
Para este modelo, todos os métodos de passo adaptativo obtiveram ganhos em relacao
aos respectivos métodos de passo fixo, para todas as tolerancias consideradas. A Figura
mostra um grafico para o passo de tempo h utilizado pelo método SAST1 + UNI /

ADP, juntamente com o potencial transmembranico em escala normalizada.

Tolerancia de 0.2% Tolerancia de 1% Tolerancia de 5%

Método h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s) h(ms) / 7 TC(s)
Euler 1.87 x 10~% 15.35 1.87 x 10~% 15.35 1.87 x 10~% 15.35

Euler / ADP 7 =10.08 7.76 T =0.08 7.76 T =0.08 7.76
RL 1.87 x 10~4 15.41 1.87 x 10~4 15.41 1.87 x 104 15.41

RL / ADP T =10.08 7.83 T =0.08 7.83 T =0.08 7.83
Euler + UNI h=1.41x10"3 7.89 h=3.16 x 1073 3.90 h=3.27x10"3 3.82
Euler + UNI / ADP T =10.06 2.03 T =0.08 1.80 T =0.08 1.80
RL + UNI h=143x10"3 7.86 h=3.16 x 1073 3.94 h=3.27x1073 3.87

RL 4 UNI / ADP 7 =10.06 2.06 T =10.08 1.82 T =0.08 1.82
SAST1 + UNI h=3.53 x 1072 0.80 h=14.45x 1072 0.69 h =4.45x 1072 0.69
SAST1 + UNI / ADP 7 =0.006 0.69 T =0.04 0.55 T =0.08 0.53

Tabela 5.18: Resultados de Simulacdo para Métodos Adaptativos (¢t = Os até t = 1s) -
Lyer et al.
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Figura 5.3: Gréafico h versus tempo para o método SAST1 + UNI / ADP (7 = 0.006),
aplicado ao modelo de Iyer et al.

5.4 Discussao

5.4.1 Meétodos Hibridos

Embora os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos a partir de quatro
modelos para midcitos, eles fornecem material e informagao suficientes para que possamos
fazer, com algumas precaucoes, generalizagoes a respeito de como outros modelos de
miocitos cardiacos irao beneficiar-se dos métodos numéricos apresentados.

As primeiras duas mensagens importantes sdo: (i) o método hibrido SAST1 +
UNI alcancou a melhor performance de tempo de execucao para tratar modelos
modernos de midécitos cardiacos baseados em formulagoes de cadeias de Markov
(iremos discutir posteriormente sobre como essas duas técnicas complementam-se para
possibilitar tais ganhos de desempenho); (ii) embora tal método tenha possibilitado
aumentos significativos nos passos de tempo h, o mesmo nao pode ser considerado
incondicionalmente estavel. Este fato pode ser facilmente verificado a partir dos resultados
de SAST1 + UNI para o modelo de Iyer et al. (veja a Tabela : o passo de tempo

nao pode ser aumentado apds a relaxacao da tolerancia numérica de 1% para 5% devido
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a questoes de estabilidade.

Vamos analisar o desempenho desses métodos. Lembramos ao leitor que o tempo de
execucao é o produto do custo de uma simples iteracao pelo ntmero total de iteragoes,
o que ¢ inversamente proporcional ao passo de tempo utilizado h. Os métodos SASTI,
SAST?2 e todos os métodos hibridos implementados sao mais complexos e possuem um
maior custo por iteracao que os métodos Euler e RL. Em nossos experimentos, SAST1
ficou entre 1.4 e 4.1 vezes mais custoso que o método RL. O overhead inerente ao método
de uniformizacao pode ser medido pelo custo do método Euler + UNI, que ficou entre 1.8
e 5.7 mais custoso que Euler e RL, ou seja, comparavel ao custo do método SAST1. O
método SAST?2 foi aproximadamente duas vezes mais custoso que o SAST1 e apresentou
um custo por passo de tempo entre 3.8 e 6.8 mais alto que aquele apresentado pelo método
RL.

Podemos fornecer férmulas analiticas para o custo de tais métodos. Por exemplo,
vamos considerar o método de Euler e assumir que o custo para calcular cada lado
direito f7 seja igual a C. O custo por iteracao do método de Euler (ou RL) sera:
Custoguier = NyparC. Para o método SAST1 precisamos da computacao do lado direito
como no método de Euler e a computacao da derivada parcial de f7 para cada varidvel.
Entretanto, para uma equagao quasi-linear, tal custo é proximo de zero, enquanto para
uma equagao totalmente nao-linear serd C'. O limite inferior para a razao entre os custos
de SAST1 e RL é dado por: Ry = 1 + Ny;/Nye-. Para o modelo de Tusscher-Panfilov,
temos Nyor = 19 e Ny = 7, o que fornece Ry = 1.37. De fato, por nossos resultados,
observamos que SAST1 foi cerca de 1.8 mais lento que o método RL para o modelo
de Tusscher-Panfilov. Férmulas similares podem ser derivadas para todos os métodos
numéricos apresentados neste trabalho. Esta é uma importante informacao a-prior: que
pode ser obtida para qualquer combinagao particular de método e de modelo. Entretanto,
o custo em si nao se correlaciona com o tempo final de execucao. Por exemplo, para o
modelo de Iyer et al. o custo por passo de tempo de Euler + UNI foi aproximadamente
duas vezes maior em comparacao ao SAST1. No entanto, como apresentado na Tabela

5.7, os tempos de execucao de Euler + UNI foram sempre menores que aqueles associados
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ao método SAST1. A razao para isso é que, neste caso, os passos de tempo h utilizados
por Euler + UNI foram sempre maiores que aqueles utilizados pelo SAST1.

Todos os métodos explicitos implementados e testados mneste trabalho sao
condicionalmente estaveis, ou seja, para cada par método-modelo existe um limite para
o qual h nao pode ser aumentado. Como iremos discutir posteriormente, isso esta
relacionado com os autovalores da matriz Jacobiana do sistema de EDOs. Entretanto,
aqui vao mais duas mensagens importantes deste trabalho: (i) para a solucao de cadeias de
Markov o método de uniformizagao é mais estavel que o método SAST1; (ii) a combinagao
especifica de SAST1 e uniformizacao permitiu a utilizacdo de passos de tempo ainda
maiores. A primeira afirmacao pode ser verificada comparando os resultados de Euler +
UNI e SAST1 para os trés modelos baseados em CMs (Tabelas [5.5)] e[5.7). Dentre 9
testes (3 modelos vezes 3 tolerancias), Euler + UNI mostrou-se mais rapido que o método
SAST1 em 7 casos.

Em adicao a tais resultados quantitativos, podemos também fornecer uma explicacao
analitica e quantitativa para dar suporte a primeira afirmacao. Se considerarmos uma
cadeia de Markov com taxas de transicao fixas, o sistema linear de EDOs associado é

ay

dado por - = A?, onde a matriz exponencial e é definida pela série de Taylor.
Portanto, nesse cenario, o método de uniformizagao ¢ incondicionalmente estavel. Por
outro lado, se usarmos a decomposicao de Jacobi e escrevermos A = D+ R, com D sendo

uma matriz diagonal, o método SAST1 (dado pela Equagao (3.12))) pode ser reescrito na

seguinte forma vetorial:

Yoot = PY, + RD N — DY, .

Podemos notar que, para h suficientemente pequeno, (e"? — I) ~ (hD). Portanto, a

iteragao do método SAST1 é préxima a

Vo =Y, 4 hRY, |

de modo que SAST1 avanca combinando um termo exponencial e’ com um classico
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termo de Euler explicito hR. O 1ltimo dos dois termos é conhecido por trazer
caracteristicas de instabilidade. Esta andlise traz um melhor entendimento sobre o porqué
da maior estabilidade oferecida pelo método de uniformizacao em relagdo ao método
SAST1 para modelos baseados em cadeias de Markov.

No entanto, como mencionado anteriormente, o método Euler + UNI nem sempre
mostrou desempenho superior ao método SAST1. Por outro lado, o método SAST1 +
UNT atingiu melhor desempenho consistentemente. De fato, o método de uniformizagao é
o mais indicado para as equagoes CM, enquanto o método SAST1 mostra-se melhor que o
método de Euler para equagoes stiff nao-lineares, como descrito em |Sundnes et al.|(2009);
Marsh et al.|(2012). De modo a investigarmos tais resultados, realizamos uma anélise de
rigidez baseada nos autovalores de cada um dos trés modelos baseados em CMs testados,
como descrito em Marsh et al.| (2012).

Para o modelo de Bondarenko et al. identificamos que as variaveis mais rigidas durante
as simulagoes foram Pp, (uma varidvel do tipo MK) associada a um autovalor de —1.0x 10%
ms~! e [Ca?T]ss (varidvel do tipo NL) associada a um autovalor de —2.1 x 10% ms™1.
Portanto, sem o método SAST1 o segundo autovalor - associado a uma variavel totalmente
nao-linear - limitou a estabilidade do método Euler + UNI. Para este modelo particular,
apenas com a combinagao SAST1 + UNI fomos capazes de superar em desempenho o
método SAST1 para todas as tolerancias adotadas. Na Figura mostramos a rapida
variagao sofrida pela variavel Py, durante a fase de despolarizacao de um potencial de
acao produzido pelo modelo de Bondarenko et al.

Para os outros dois modelos baseados em CMs, o método SAST1 + UNI também
aumentou o desempenho e a estabilidade em relacdo a Euler + UNI ou a SASTI.
Entretanto, para esses dois modelos Euler+UNI foi suficiente para superar o método
SAST1 em desempenho. Isso também pode ser explicado por andlise de rigidez e
autovalores. Para o modelo de Winslow et al. as varidveis mais rigidas sao P, (do
tipo MK) and [Ca*]ss (varidvel do tipo NL), com as correspondentes partes reais de
autovalores —1.4x10%* ms™! e —8.5x10? ms™!, respectivamente. A magnitude do autovalor

associado a varidvel NL é menor comparada a variavel stiff NL do modelo de Bondarenko
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Figura 5.4: Variavel rigida Pp, versus tempo durante um PA do modelo de Bondarenko
et al.

et al., o que explica a diferenca observada em relacao a tempos de computagao. O mesmo
foi observado para o modelo de Iyer et al.: a varidvel MK mais rigida é Pg, (parte real de
autovalor igual a —1.1 x 10*ms™!), enquanto a varidvel NL mais rigida é [Ca?*t]gs (parte
real de autovalor igual a —8.2 x 10?ms™1). A Figura[5.5 mostra como a varidvel [Ca®*]ss
do modelo de Winslow et al. se comporta durante um PA.

A partir da discussao acima, podemos estender nossos resultados para outros modelos
nao considerados neste trabalho. Por exemplo, a Tabela IV em |Marsh et al| (2012)
lista dois outros modelos que possuem formulacoes em cadeias de Markov juntamente
com suas variaveis stiff, i.e., aquelas associadas aos autovalores de grande magnitude: o
modelo de [Jafri et al|(1998)), com trés variaveis de Markov e uma totalmente nao-linear,
e o modelo de [Pandit et al.| (2003), com duas varidaveis de Markov. O método SAST1
+ UNI iria apresentar bom desempenho para ambos os modelos, porém Euler + UNI
poderia mostrar desempenho superior para o modelo de Pandit et al., devido a auséncia

de uma variavel stiff do tipo NL.
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Figura 5.5: Varidvel rigida [Ca*"|ss versus tempo durante um PA do modelo de Winslow
et al.

5.4.2 Métodos Adaptativos

Os métodos adaptativos implementados obtiveram ganhos de desempenho em
praticamente todas as situacoes em relagao as respectivas versoes de passo de tempo
fixo. O método RL / ADP foi mais rapido que o método de Rush-Larsen para todas
as tolerancias e modelos, com excecao para o modelo de Tusscher-Panfilov no caso em
que tol = 5%. Em tal situacao, o método de Rush-Larsen foi executado com o passo de
tempo maximo estipulado (0.5ms), o que gera um impedimento tedrico para que a versao
adaptativa apresentasse desempenho superior. No entanto, para a tolerancia estrita de
0.2%, o método RL / ADP mostrou-se cerca de 6 vezes mais rapido que o método RL para
o modelo de Tusscher-Panfilov e de 2 a 25 vezes mais rapido que o método de Rush-Larsen
para os modelos baseados em Cadeias de Markov. Para tais modelos, o método Euler /
ADP mostrou-se ligeiramente mais eficiente que o método RL / ADP, uma vez que as
restricoes de estabilidade em tais modelos aplica-se de forma similar para os dois métodos
(o que nao ocorre para o modelo de Tusscher-Panfilov, em que o método de Rush-Larsen

apresenta estabilidade consideravelmente superior).
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Para o caso dos métodos hibridos adaptativos, situacao semelhante foi evidenciada: os
métodos obtiveram ganhos significativos para a tolerancia de 0.2% em relacao as versoes
de passo fixo e de discretizacao particionada. A Tabela resume os ganhos em tempo
de computacao obtidos pelas diferentes versées do método SAST1 + UNI em relacao ao

método de Euler para os trés modelos baseados em cadeias de Markov.

Modelo Método tol = 0.2% | tol = 1% | tol = 5%
SAST1+4UNI 3.82 27.70 85.07
Bondarenko et al. | SAST1+UNI / DTP 7.87 51.52 152.27
SAST1+UNI / ADP 10.45 36.10 62.68
SAST1+4UNI 4.40 41.18 60.27
Winslow et al. SAST1+UNI / DTP 14.57 52.30 86.79
SAST1+UNI / ADP 74.8 98.83 107.44
SAST1+4+UNI 19.19 22.25 22.25
Iyer et al. SAST1+UNI / DTP 19.57 22.47 26.92
SAST1+UNI / ADP 22.25 27.91 28.97

Tabela 5.19: Ganhos de desempenho em relacao ao método de Euler por parte das
variagoes do método SAST1 + UNI.

O método SAST1 + UNI / ADP foi a versao mais rédpida em todos os casos, com
excecao para o modelo de Bondarenko et al. com as tolerancias de 1% e 5%. Para
esses casos em especifico, a utilizagdo do método SAST1 + UNI / DTP seria a mais
indicada. No entanto, o método adaptativo mostrou-se o mais rapido para todos os casos
de tolerancia numérica estrita (tol = 0.2%). Com isso, podemos concluir que os esquemas
hibridos adaptativos propostos neste trabalho sao os mais adequados para a obtencao de
bons desempenhos em aplicagoes que exigem elevada precisao numérica.

E importante observar que o método SAST1 + UNI / ADP apresenta custo por passo
de tempo severamente superior em rela¢ao ao método Euler / ADP. No entanto, os tempos
de computacao obtidos pelo primeiro método sao inferiores em relagao ao segundo por

apresentar melhores condicoes de estabilidade numérica.

5.4.3 Utilizacao de Memoria

Embora a utilizagdo do método de uniformizacao acarrete em um custo adicional de
memoéria, podemos notar, a partir da Tabela [5.4] que tal overhead apresentou um valor

méximo de 71% para um modelo tal que 85% de suas equagoes sao do tipo MK (o modelo



95

de Iyer et al.). Deste modo, é seguro afirmar que grande parte das aplica¢oes do método de
uniformizacao em modelos de eletrofisiologia cardiaca implicara em overheads de memoria
inferiores a 100%. Conforme discutido nas duas secoes anteriores, com os ganhos em
tempo de computacao oferecidos pelo método de uniformizacgao e o seu custo de memoria
relativamente baixo, a utilizacao dos métodos hibridos aqui apresentados para a simulagao

de tecidos cardiacos seria perfeitamente plausivel.
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6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho propusemos diferentes esquemas numéricos explicitos para a solucao de
modelos da eletrofisiologia cardiaca baseados em formulagoes de cadeias de Markov,
comparando-os com métodos tradicionalmente utilizados pela comunidade cientifica. Os
modelos mais recentes que descrevem detalhadamente o comportamento de canais ionicos
utilizam cadeias de Markov para representar a complexa dinamica observada em suas
subestruturas proteicas. As equagoes diferenciais provenientes de tal modelagem sao
usualmente de caracteristica rigida, exigindo a utilizacao de passos de tempo muito
pequenos por parte dos esquemas explicitos tradicionais. Com a utilizagao do método
de uniformizacao para a geracao de esquemas hibridos, em conjunto com os métodos de
Rush-Larsen, Euler Explicito e SAST1 (Sundnes et al., 2009)), foi possivel aumentarmos
em até duas ordens de grandeza os passos de tempo utilizados em relacao ao métodos de
Rush-Larsen e de Euler para os trés modelos baseados em cadeias de Markov simulados.
As versoes de passo fixo de tais esquemas hibridos puderam alcangar consideraveis ganhos
de desempenho em relagao aos métodos Euler e RL, chegando ao patamar de 89 vezes
para o método SAST1 + UNI aplicado ao modelo de Bondarenko et al.| (2004).

O método de uniformizacao apresentou custos adicionais em termos de consumo
de memoéria em decorréncia da utilizacao de matrizes de transicao, que precisam
ser armazenadas e utilizadas durante a execucao do método. No entanto, com a
implementacao de estruturas esparsas, tal custo adicional limitou-se a cerca de 70% em
relacdo aos métodos Euler, RL e SAST1 para o modelo de [Iyer et al| (2004), o qual
possui 7 cadeias de Markov e cerca de 85% de equagoes diferenciais do tipo MK. Deste
modo, podemos concluir que os métodos hibridos propostos oferecem elevados ganhos de
estabilidade, sem comprometer sua utilizacao em solvers numéricos de tecidos celulares
em razao de grandes impactos sobre o consumo de meméria.

Sobre as versoes de discretizagao particionada dos métodos hibridos implementados,

os ganhos em tempo de computacao com relacao aos métodos Euler e RL chegaram a
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valores de até 159 vezes (modelo de Bondarenko et al. com o método SAST1 + UNI, para
a tolerancia de 5%). Os métodos hibridos com passo adaptativo obtiveram desempenhos
superiores aos métodos com discretizagao particionada para tolerancias estritas. O método
SAST1 + UNI / ADP foi até 75 vezes mais rapido que o método de Euler para a tolerancia
de 0.2% e atingiu tempos de computacao consistentemente menores que a versao de passo
de tempo particionado correspondente, para a mesma tolerancia. Com base em tais fatos,
os métodos hibridos de passo adaptativo propostos sao altamente indicados para se obter
bons desempenhos em situagoes que exigem precisao numérica elevada.

Como trabalho futuro pretende-se desenvolver, a partir do método hibrido de melhor
desempenho obtido para as simulagdes aqui apresentadas (SAST1 + UNI), esquemas
numéricos que combinam discretizacao particionada com adaptatividade temporal,
visando englobar as vantagens observadas em ambas as abordagens. Além disso, almeja-
se a aplicacao de tais métodos para a simulagao de tecidos cardiacos completos, a partir
de modelos complexos baseados em cadeias de Markov. Para a obtencao de ganhos em
desempenho ainda mais expressivos, pretende-se associar tais técnicas com esquemas de
adaptatividade espacial e com recursos de computacao paralela em multiplas CPUs e em

unidades de processamento grafico (GPUs).
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APENDICE A - Lista de Métodos

A Tabela lista os métodos numéricos existentes na literatura que foram utilizados ou

referenciados neste trabalho. Na Tabela[A.2]sao listados os esquemas numéricos propostos

neste trabalho, com suas caracteristicas apresentadas de forma resumida.

Abreviagao Método Referéncia
Euler Euler explicito Secao (3.1
Euler / ADP Euler adaptativo Secao 3.3
RL Rush-Larsen Secao (3.4
RK2 (ou Heun) | Runge-Kutta de 2* ordem | Secao [3.2
SAST1 Sundnes et al. de 1* ordem | Secao|3.6
SAST2 Sundnes et al. de 2* ordem | Secao|3.6
UNI Uniformizacao Secao (3.5

Tabela A.1: Lista de métodos numéricos existentes na literatura.

Abreviagao Método Referéncia
Euler + UNI Hibrido Euler 4 uniformizagao Segao |4.2.1
Euler + UNI / ADP Hibrido Euler 4 uniformizagao com passo adaptativo Segao |4.4.2]
Euler + UNI / DTP Hibrido Euler + uniformizagao com discretizacao temporal particionada Secao [4.3|
RL / ADP Rush-Larsen adaptativo Secao|4.4.1
RL / DTP Rush-Larsen com discretizagao temporal particionada Secao [4.3|
RL + UNI Hibrido Rush-Larsen + uniformizacao Secgao |4.2.2)
RL + UNI / ADP Hibrido Rush-Larsen + uniformizagao com passo adaptativo Secgao |4.4.2
RL + UNI / DTP Hibrido Rush-Larsen + uniformizagdao com discretizagdo temporal particionada Segao [4.3|
RL2 Rush-Larsen de 2* ordem Segao [4.1.1]
SAST1 / DTP SAST1 com discretizagao temporal particionada Segao [4.3|
SAST1 + UNI Hibrido SAST1 + uniformizacao Segao |4.2.3]
SAST1 + UNI / ADP Hibrido SAST1 + uniformizagdo com passo adaptativo Segao [4.4.2)
SAST1 + UNI / DTP Hibrido SAST1 + uniformizacdo com discretizagdo temporal particionada Segao [4.3|
SAST?2 simplificado SAST2 com abordagem semelhante ao método de Heun Segao|4.1.2
UNI2 Uniformizacao de 2% ordem Segao |4.1.3]

Tabela A.2: Lista de esquemas numéricos propostos.
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