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Resumo da Dissertacao apresentada a UFJF como parte dos requisitos necessarios

para a obtengéo do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

METODOS SUBGRADIENTES EM OTIMIZAGAO CONVEXA NAO

DIFERENCIAVEL

Théssera Christine Araujo de Souza

Agosto / 2008

Orientador: Wilhelm Passarella Freire

Este trabalho tem por finalidade descrever o Estado da Arte acerca de
Métodos Subgradientes para otimizagcdo de funcdes convexas nao diferenciaveis.
Apresenta-se inicialmente um histérico desses métodos, conceitos béasicos sobre
otimizacdo diferenciavel, necessarios para o entendimento de certas nogdes
importantes referentes a problemas nao diferenciaveis, bem como esses problemas e
suas caracteristicas proprias. Posteriormente, apresenta-se uma breve introducao
aos métodos nao diferenciaveis para, entdo dedicar-se ao objetivo principal do
trabalho que sdo os Métodos Subgradientes, suas extensdes e trabalhos recentes.
Finaliza-se a Dissertagdo com a apresentacdo de algumas aplicagdes, seus

resultados e conclusoes.



Abstract of Dissertation presented to UFJF as a partial fulfillment of the requirements

for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

SUBGRADIENTS METHODS FOR OTIMIZATION OF NONDIFERENTIABLE

CONVEX FUNCTION.

Théssera Christine Araujo de Souza

August / 2008

Supervisor: Wilhelm Passarella Freire

The goal of this work is describe the State of the Art about Subgradients
Methods for optimization of nondifferentiable convex functions. We initially present a
historical of these methods, basic concepts on differentiable optimization, necessary
to the comprehension of certain important notions about nondifferentiable problems,
as well as these problems and its own characteristics. Subsequently, a short
introduction about nondifferentiable methods is presented for, then, devote to
Subgradients Methods, its extensions and recent works. The Dissertation is finished

with the presentation of some applications, its results and conclusions.

vi



Sumario

1 INErOAUGAID === === e e 1
1.1, OtiMIZAGAQ---===m=n=nmmmmmmmmm e e 1
1.2. Histéria dos Métodos de Otimizagao Nao Diferenciaveis ---------------------- 2
1.3. Estrutura do Trabalho ------=--=======mmmm e 4

2. NOGBES Preliminares----------=--ssmmmmm e 6
2.1. DefinigBes Geraig---------==========nmmmmmmm oo 6
2.2. Cas0 DiferenCiavel-------==n=mmmmmmmm e 11
2.3. CoNVeXidad@----=--=-=====mmmmm e 11

3. Otimizag&o N&o Linear DiferenCiavel------------=-----eseemmmmmm oo 18
3.1. Otimizagao IMrestrita--------=======mmmmmmmm oo 18
3.2. Otimizagao com ReStrGOES ------------====nnnmrmmmmmmmmm oo 19

3.2.1. Otimizagcdo com Restrigbes de Igualdade--------------------=----------- 19
3.2.2. Otimizagao com Restricdo de Desigualdadg---------------------------- 22
3.2.3. Otimiza¢do com Restri¢cdo de Igualdade e Desigualdade------------ 24
3.3. Alguns Métodos de Otimizagao Nao Linear Diferenciavel--------------------- 25
3.3.1. Métodos de Otimizagao para Problemas Irrestritos--------------------- 26
3.3.1.1. Método de NeWtON -------m-mmmmmm e 26
3.3.1.1.1. AlgOritmQ -------======n=mmmmmmmmm oo 27
3.3.1.1.2. Algumas limitagdes ----------------m-mnnnnsmmmmmnnnnn 28
3.3.1.2. Métodos Gradientes------------=-======msmmmmmmmremmmmmeeee o 28
3.3.1.2.1. AlgOritmO------=====nmmmm oo 28
3.3.1.2.2. Interpretagdo Geométrica ---------------==-===----- 29
3.3.1.2.3. Convergéncia do Método Gradiente-------------- 29
3.3.1.3. Métodos de Gradientes Conjugados--------------------------- 30
3.3.2. Métodos de Otimizagéao para Problemas com Restricdes------------ 30
3.3.2.1. Método de Gradiente Projetado ------------------=-----------—- 30
3.3.2.1.1. EXemplo--------=-==mmmmmmm oo 31
3.3.2.2. Métodos de Penalidades------------------===-mmmmmmmmmmmmmnanae 32
3.3.2.3. Métodos de Barreirg---------========m=mmmemmmmm - 33
3.3.2.4. Método de Diregdes Vidveis----------------=-mmmmmmmmmmmmmnanae 33
3.3.2.5. Métodos de Pontos Interiores----------=-=-=-=-m-mmmemememeeev 34

vii



3.3.2.6. Métodos Afim Escala------------=-==-==-==mmmmmmmmm e 34

3.3.3. Métodos Quase NeWtON---------mmmmm oo 36
3.3.3.1. D P 36

3.3.3.2. BFGS - m e 37

4. Introducao aos Métodos Nao Diferenciaveis ---------------==mmmmmmmmmmmo oo 38
4.1. Alguns Métodos de Otimizagao Nao Diferenciavel.--------------------=-------- 38
4.1.1. Métodos Subgradientes -------=----=-m-mmmmmmm o 39

4.1.2. Métodos de Planos de Corte------------m-mmmmmmmmm oo 39
4.1.2.1. AlQOritmO -------m-m oo 40

4.1.3. Métodos de Centros Analiticos -----------=-=-==mmmmmmmmmm e 42

4.1.4. Métodos de Centros Analiticos e Planos de Corte ------------------ 43

4.1.5. Métodos de FeiXes --------mmmmmmmmmm oo 44

4.1.6. Método de direg0es VIAVeis ----------===mmmmmmmmm oo 45

5. Métodos subgradientes e suas Extensdes------------=--=-=mmmmmmmmmsmm e 47
5.1. Métodos Subgradientes ----------====mmmmmmm oo e 47
5.1.1. O Método Subgradiente -------=-======mmmmmmm oo 47

5.1.2. Dificuldades Encontradas ------------=-=--=-=-mmmmmmmmm oo 48

5.1.3. Escolha do Tamanho do Pass0 -----------=-=-=-==mmmmmmmmmmmmeeeeee 50

5.1.4. AlQOritmO-------mmmmmmmm oo 54

5.1.5. EXEMPIO —-mmmmmm oo 55

5.1.6. Uma Aplicacao Importante dos Métodos Subgradientes ---------- 57
5.1.6.1. Relaxacdo Lagrangeana --------------=-=-=-=mmmmmmmmmmmooe 57

5.2. Extensdes dos Métodos Subgradientes -------------=--=-=mmmmmmmmmmemeeeos 58
5.2.1. Métodos de Dilatagdo do Espago---------------=-=-=--mmmmmmmmmoocmeo- 58

5.2.1.1. Métodos de Dilatacao do Espacgo na Direcao

do Subgradiente -----------==--mmmsemoeeeeo oo 60
5.2.1.2.1. AlQOritmo----=-==-=====m=mmmmmm oo 61
5.2.1.1.2. Convergéncia dos Métodos de Dilatagéo
do Espaco na Direcdo do Subgradiente---------------- 63
5.2.1.2. Método de Elipsoides -------------==--mmmmmmmmmmmmo oo 63
5.2.1.2.1. AIQOritmO --=--=-========mmmmmmmm oo 64

5.2.1.3. Métodos  Subgradientes com Dilatacdo
do Espago na Direcdo da Diferenca de Dois

viii



Subgradientes SUCeSSIVOS -------=---=====mmmmmmmmcomoeoeeee 65

5.2.2.3.1. r-algoritmos ------=-==-==-=mmmmmeme oo 66
5.2.1.3.2. AlgoritmO------==========mmmmmmm oo 67
5.2.1.3.3. Exemplo ---------mmmmmmmmm e 68
5.2.2. Métodos e-Subgradientes ou e-Maxima Descida -------------------- 69
5.2.3. Método Subgradiente Conjugado----------=============---eooooooooooooe 74
5.2.3.1. AlgOritmO =--=-====mmmmmmm e 75
5.2.3.2. EXeMPIO----=mm=mmmmmmmm oo oo 76
5.2.4. Métodos Subgradientes Projetados --------------==-==---mmmmommmmee 78
5.2.5. Métodos Subgradientes Afim Escalas -----------=----=---==---=mvmouunn 79
5.3. Trabalhos Recentes -----------==-=mmmmoommooo oo 81
6. Alguns Exemplos NUMEriCOS----========mmmmmmmm oo 87
6.1. Problemas Teste----------=--===-mmmmm oo 87
6.2. Resultados Obtid0g---------==========mmmem oo oo 89
6.3 6.3 Um Exemplo dos Métodos de Dilatagdo do Espaco na
Diregao do Subgradiente-------=-========mmmmmem oo 93
7. CONCIUSBES  =--==mmmmmm oo 95

X



Nomenclatura

Vamos listar a simbologia comum a todos os capitulos da dissertacao.
Outras definicbes e notagcdes serdo apresentadas no capitulo 2. Deixaremos
para cada capitulo as notagdes especificas utilizadas no capitulo. Usaremos
letras mailsculas para conjuntos e matrizes e minusculas para vetores.

Nesta Dissertacao,

IN={1, 2,3, ...} € 0 conjunto dos nimeros naturais.

Z representara o conjunto dos numeros inteiros.
Z" ={(X,,Xy,..,X,)/ X; € Z,i=12,...,n} .

2" ={(x,X%,,...x,)/ Xx,€e Z, x;>0, i=12,...,n}
IR representara o conjunto dos nimeros reais.

IR" ={(x,,X,,....x,)/ x;€ IR,i=12,...,n} é o espago euclideano n-

dimensional.
IR". ={(x,,X,,....x,)/ X, IR, x;>0, i=12,...,n}

I, representa a matriz identidade de ordem n, ou seja,

1 0A O
01 A O
MO
0 0A 1

G(x) Representa a matriz diagonal abaixo:

g 0 A 0
. 0 g A 0

G(x)=diag(9,,9:+9n) = \t v 0 Ml
0 0 A g,



Em todo o texto usaremos vetores coluna. Assim, se xe IR", entdo

X = e X=(X,X,.X,).

O produto interno de dois vetores x,y € IR" ser indicado por

X.y= Z Xy =xy.

i=1

1
Indicaremos a norma do vetor x por || = (x.x)*. Em particular, se n=1

escreveremos ||x|| = |x| .

Seja A = (a&ij) uma matriz de ordem m x n. Entdo A’ = (gji) indicara a

matriz transposta de A e

A =| | éai-ésimacolunadeA.
M
alm
SejaX c IR".

Indicaremos por X° o interior de X e X° = IR"- X o complementar de

O vetor gradiente da fungcdo f:XcIR"—-IRem ae X sera

denotado por
t
of of of
vi(a)=| —(a),—(a)K ,—(a)
dx, ~ dx, ox,

e a matriz hessiana por

X1



o 9’f ’f ]
ox’ (a) X, 0X, (@ - 0X,0X, (a)
o°f o°f o°f
Hf(a)=| 5x,ax, (a) 8_)(22(3) 0X,0X,, (a)
) M ) M O ) M
o°’f o°’f o’f
K —(a
| 0X,0X, (a) 0X,0X, (a) ox; (a) ]

A matriz jacobiana da funcdo g. X c/R" — IR™ no ponto ae X

indicada por
199, ) 99 99 )]
@ @ - Ja
99, 99, 99,
Jo(a)=| ox (&) ax, (@ - o5 (¥

aM aM OaM
g9 g9 g
m m K =m
(a) G K Jea)

Nos algoritmos que apresentaremos d indicard a diregéo de busca e ¢

denotara o passo dado na direcao d.

O simbolo x* indicard um elemento da seqiiéncia de vetores {x"}
c IR", x, indicar4 um elemento da seqliéncia de numeros reais { X, }C IR e
A" indicara um elemento da seqiiéncia de matrizes { A*}.

A bola aberta de centro em a e raio r > 0 sera denotada por B(a, 1).

Dizer que o vetor ve IR" etalque v > 0 significard v; >0 para todo i
=1,2,..., n, valendo a mesma observagao para as desigualdades <,< e >.

A notagdo Vv <o estard indicando que o vetor ve IR" é limitado

superiormente.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Otimizacao

A Otimizacio é a area da Programagdo Matematica que trata de problemas cujo
interesse consiste em encontrar pontos de maximo ou de minimo de fungoes.

A Otimizagao pode ser dividida em diferenciavel e ndo diferenciavel. A Otimizagao
Diferenciavel trabalha com problemas cujas fungdes possuem derivadas em todos os pontos
do seu dominio, enquanto que a Otimizacdo Nao Diferenciavel trabalha com problemas
cujas funcdes nao possuem derivadas em alguns pontos do seu dominio. Este trabalho sera
focado nesta classe de problemas.

Em geral, os métodos de otimizagdo sdo métodos iterativos, os quais a partir de um
ponto inicial, constroem uma seqliéncia de pontos que se aproximam da solucdo do
problema.

Trabalharemos com Otimizagdo Convexa cujas fungbes sdo convexas nao
necessariamente diferenciaveis. Para resolver esta classe de problemas sdo necessarias
técnicas que substituem o calculo diferencial classico. Tais técnicas sdo derivadas de uma
area da Matematica chamada Anadlise Convexa. No caso de funcbes ndo convexas,
estendem-se os conceitos da Analise Convexa para funcdes localmente lipschitzianas.

Portanto, estamos interessados em problemas de otimizagdo nao diferenciaveis, com
a hipétese adicional de que f é convexa. Nas trés uUltimas décadas, este problema tem
recebido uma grande atencao e varios novos métodos tém sido propostos.

Como maximizar uma fung@o f equivale a minimizar — f, consideraremos neste

trabalho apenas problemas de minimizagao.



1.2 Histoéria dos Métodos de Otimizacao Nao Diferenciavel

Os Métodos de otimizagdo, na maioria das vezes, utilizam a seguinte formula para
atualizar o ponto: x**'= x*+t, d* , cujo t, € o tamanho do passo e d* a diregdo de busca.

Na otimizacdo diferenciavel classica, geralmente, os métodos de minimizagao
usados sdo baseados na aproximagdo de primeira e segunda ordem envolvendo,
respectivamente, o gradiente (V f) e a hessiana (Hf) da funcao objetivo . Os métodos mais
conhecidos em otimizagao diferenciavel sdo os Métodos Gradientes e o Método de Newton.

Na otimizacdo ndo diferenciavel, existem pontos do dominio onde a fungdo nao
possui gradiente e, obviamente, nem matriz hessiana. Desta forma, aplicar métodos
classicos para resolver problemas diferenciaveis em problemas nao diferenciaveis fica
inviavel. O que se pode fazer é adaptar os métodos classicos para fungdes nao
diferenciaveis. Por exemplo, os Métodos Gradientes podem ser modificados para fungoes
nao diferenciaveis utilizando a direcdo oposta a um subgradiente como a direcdo de busca.
Esses métodos, denominados Métodos Subgradientes, elaborados por Shor na Unido
Soviética na década de 60, foram os primeiros métodos de otimizagdo nao diferenciavel.
Eles possuem uma estrutura extremamente simples, mas em geral, ndo apresentam bons
resultados numéricos.

Nos Meétodos Subgradientes a direcdo oposta ao subgradiente nao é
necessariamente uma direcdo de descida, e mesmo se for, ndo se tem a garantia de
convergéncia do método. Para contornar essa dificuldade, uma opgao é escolher o tamanho

do passo t, conveniente.

Tal como acontece com a direcdo do gradiente para o caso diferenciavel, a diregcao
oposta ao subgradiente no caso nao diferenciavel pode resultar em um fenébmeno zig-zag
que possivelmente manifesta-se em alguma fase do Algoritmo Subgradiente, causando

problemas nas condi¢cdes de otimalidade. Para superar este problema, foi elaborado um



método, denominado Método Subgradiente Conjugado, cuja direcdo de busca é calculada
através da combinagao da diregao oposta ao subgradiente atual com a dire¢do anterior.

A maioria dos algoritmos para otimizagdo nao diferenciavel utilizam subgradientes
com algumas modificacoes. Estas modificacées, normalmente, estdo relacionadas a forma
de encontrar uma direcdo de busca e de se utilizar um tamanho do passo adequado para
adotar ao longo desta direcdo. Vém sendo propostos, ao longo dos ultimos anos, varios
métodos de otimizacdo nao diferenciaveis.

Um problema encontrado nos Métodos Subgradientes é a necessidade de se
conhecer o subdiferencial 9f(x*)da fungdo f no ponto corrente x*. Para vencer tal

dificuldade, os Métodos ¢-Subgradientes utilizam nao apenas um subgradiente no ponto
corrente, mas subgradientes de pontos de uma vizinhanga do ponto corrente.

Shor em [63] e [64] apresenta um Método de Dilatacdo do Espaco que utiliza um
processo analogo de transformacdo do espaco ao longo da direcdo do subgradiente. De
notavel valor devido ao seu desempenho computacional, Shor [64], propdem um Algoritmo
de Dilatacdo do Espaco que dilata o espaco ao longo da diferenga de dois subgradiente
sucessivos, denominado r-algoritmo.

O método classico de Planos de Corte, apresentado por Kelley em [35], utiliza
subgradientes para construir uma aproximagcao em um ponto de uma funcdo convexa nao
linear por uma funcao linear, ou seja, utiliza subgradientes para aproximar a funcao f por
modelo linear por partes.

Os Métodos de Feixes, propostos por Mifflin [46] e Lemarechal [39], sdo atualmente
os que apresentam melhores resultados. A direcdo de busca é obtida através da
combinagédo convexa de um conjunto de subgradientes gerados em iteragcdes anteriores. Ao
contrario dos Métodos Subgradientes, nos Métodos de Feixes a escolha do passo envolve
uma busca linear inexata que produz uma solugao melhor (passo sério) ou uma solugao que
€ rejeitada (passo nulo). Em ambos os casos, um novo subgradiente é calculado e

acrescentado ao feixe atual para encontrar uma direcao de busca modificada.



Uma diferenga importante entre os Métodos de Feixes e os Métodos Subgradientes é
que, contrariamente a este Ultimo, os Métodos Tipo Feixes geram uma seqléncia de
iteragbes para que os valores da fungdo objetivo sejam monotonos decrescentes. Por esta
razao, esses métodos sao classificados como "Métodos de Descida". No entanto, uma
dificuldade encontrada nos Métodos de Feixes & que eles exigem a solugdo de um
subproblema quadratico em cada iteragdo para encontrar a diregcao de busca, e isto pode
tornar-se bastante caro, em particular para problemas maiores.

Um método que vem recebendo atencdo nos udltimos anos é o Método de Centros
Analiticos. Em geral, os métodos baseados na nocédo de centro realizam um corte em uma
regiao convexa, limitada e que contenha solugdo 6tima. Cada corte utiliza um hiperplano,
que separa esta regiao em duas partes. Na parte onde a solugao do problema esta contida
sao realizadas operagbes, de acordo com o método que esta sendo utilizado, para

determinar o préximo centro.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta organizado em sete capitulos, sendo este o primeiro. No capitulo
2, relembramos algumas definicoes e resultados que serao utilizados nos capitulos
subsequentes. No capitulo 3 introduziremos o problema de otimizagdo nao linear
diferenciavel, as condi¢cdes de otimalidade para esses problemas e apresentaremos alguns
métodos para problemas diferenciaveis. No capitulo 4 faremos uma rapida introducao aos
métodos para problemas nao diferenciaveis.

O objetivo deste trabalho é estudar os Métodos Subgradiente e suas extensdes, o
que faremos no capitulo 5. O que motivou o nosso estudo é que mesmo nao apresentando
bons resultados numéricos, os Métodos Subgradientes e suas extensdes foram utilizados
em trabalhos recentes, como por exemplo, em [6], [13], [25], [27], [47], [48], [49], [51], [54],

[56], e [57].



No capitulo 6 sao apresentados os problemas teste e os resultados obtidos utilizando
os Métodos Subgradientes e um exemplo dos Métodos de Dilatagdo do Espaco na Direcao
do Subgradiente.

Para finalizar apresentamos as conclusdes e as referéncias bibliograficas.



Capitulo 2

NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas definicdbes e resultados necessarios para o

desenvolvimento dos demais capitulos.

2.1 Definicoes Gerais

Definicao 2.1.1
Seja f :IR" — IR. Uma diregédo d € IR" é dita direcdo de descida para fem ac IR",
se existe 4 >0 tal que f(a + td) < f(a), Vte (0, 7).

Observe na figura 2.1 que a direcdo oposta a d nao é direcao de descida. Note

também, que se t > entdo f(a+td) > f(a).

a a+Ad

Figura 2.1

Definicao 2.1.2
Um vetor de IR" € uma diregéo viavel em ae X c IR" se existe 1 > 0 tal que a+ td

€ X paratodo te [0,4].

Obviamente, se a pertence ao interior de X, entdo toda direcdo de IR" é viavel

em a.



As figuras 2.2 e 2.3 ilustram uma direcéo viavel e uma dire¢ao ndo viavel.

figura 2.2: dire¢ao viavel

figura 2.3: diregdo nao viavel

Definicao 2.1.3
O epigrafo de uma fungéo f :IR" — IR é o conjunto:

epi(f)={(x,r)e IR"xIR; f(x)<r}.

Veja a figura 2.4 cuja parte colorida ilustra o epigrafo de f.



Figura 2.4

Definicao 2.1.4

Uma fungdo f :/R" — IRé localmente lipschitiziana com constante K em ae IR" se

existe r > O tal que:

lf(y)-f(x)<Kly-x|, Vv x, y € B(ar)

Definicao 2.1.5
Uma fungédo f :IR" — IR é dita
1. Positivamente homogénea quando
f(ix)=4f(x), ¥ 220,V xelR".
2. Subaditiva quando

f(x+y)<f(x)+f(y),¥Y x, yelR".

Defini¢ao 2.1.6

Uma matriz P nxn é chamada de matriz projecéo se P=P' e PP=P.

Lema 2.1.1: Seja P a matriz nxn, entao:

1. Se P é uma matriz projecéao, entdo P é semidefinida positiva.

2. P é uma matriz projecao se, e somente se, / - P é uma matriz projecao.



Definicao 2.1.7
Sejam de/R" tal que|d|=1 e «>=0. Um operador R,(d) com um vetor
transformacédo x da forma R, (d)x=(a—-1)(x.d)d+ x é chamado operador de dilatagao

do espago ao longo da diregdo d com coeficiente de dilatacdo «.
Para a melhor visualizagao deste operador observe na figura 2.5 o seu efeito quando

a <1 e quando a >1. Note que se a <1 o vetor é contraido e se a >1 o vetor é dilatado.

v

Figura 2.5

Propriedades:

1. R, (d)=(a-1) dd+1;

2 R.(d)'x= Ft’l(d)=(i—1)(x.d)d+x=[(é—1j d.d+/}x;

o

3. R,(d)=R,(d) Ry(B);
4. R.(d) R.(p)'=k
5. x=R,(d)y noqual y=R, (d)"x, ou seja, y é obtido pela dilatagdo do vetor x

ao longo da direcdo d dependendo do valor de «.
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Definicao 2.1.8

Considere o problema de minimizagéao:

Minimizar f(x)
sujeito a h(x)=0
g(x)<0

Com f:IR" - IR, g:IR" —IR™, h: IR — IR, no qual, h(x)=(h,(x), h,(x), ...h,(x) e

9(X)=(9, (%) 95 (X): -, iy (X))-

1. A funcgao fé denominada funcao objetivo.

2. As fungdes h;: IR" - IR, i=1,....m, sd0 denominadas restricbes de igualdade do

problema.

3. As fungbes g;: IR" = IR, i=1,...,m, sdo denominadas restricdes de desigualdade do

problema.

4. Uma restrigéo g;: IR" - IR sera dita ativa no ponto ae IR" se g;(a)=0.
Denotaremos por I(a)={i; g;(a)=0} o conjunto de restricdes ativas no ponto a.

5. O ponto a do problema de otimizacdo com restricdo é dito ponto regular, se o

conjunto {Vg,(a); i€ l(a)} é linearmente independente.

Definicao 2.1.9

Seja a um ponto regular do problema

{Minimizar f(x) (3.2)

sujeito a h(x)=0
Com f:IR" — IR e h: IR" — IR, no qual, h(x)=(h, (x), h, (x), ....h, (x)).

O espaco tangente em a é definido como:

T={x/Vh(a)x=0}
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2.2 Caso Diferenciavel

Definicao 2.2.1

A fungdo f :IR" — IR é diferenciavel no ponto ae /IR" quando existirem as derivadas

aE)Tf(a),...,aan(a) e, além disso, para todo vetor v=(Vv,,...,v,) € IR" tivermos
1

n

parciais

n

f(a+V)=f(a)+Z§7f(a) vi+r(v) com lim" Y=o,

- . v—0
= ox, vl

Teorema 2.2.1:
Sejam d € IR" e f:IR" — IR diferenciavel em a. Se d.Vf(a)<0 entdo d é uma

direcdo de descida para fem a.

Teorema 2.2.2:
Seja f:IR" — IR diferenciavel em ae IR". Se a é um ponto de minimo local de f

entdo Vf(a)=0.
2.3 Convexidade

Existem muitos problemas em otimizacdo nos quais ndo se dispbe da
diferenciabilidade das fung¢des envolvidas. Entretanto, se essas fungbes possuem certas
propriedades como, por exemplo, a convexidade, pode-se contar com resultados que
facilitam na resolucéo de problemas de otimizacdo. Veremos nesta seg¢éo alguns conceitos
basicos sobre convexidade de conjuntos e de fungdes. Um estudo mais detalhado sobre
convexidade pode ser encontrado em [5], [44] e [53]. O texto classico sobre esse assunto é

[58].
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Definicao 2.3.1

Seja Cc IR". Dizemos que C é um conjunto convexo quando

Ax+(1-2)y e C, paratodo x, ye C e paratodo A€ [0, 1].

Geometricamente, significa que ao unirmos dois pontos quaisquer de C por um
segmento de reta, esse estara contido em C. Caso contrério, serd ndo-convexo. As figuras

2.6. e 2.7 ilustram esse conceito.

S W
-

figura 2.6: N&o convexo

figura 2.7: convexo

Defini¢ao 2.3.2:

K
Uma combinacdo linear z/ljx’ € chamada combinacdo convexa dos pontos
j=1

k
X, X em IR" se 1,20, j=1,...k e Z,lj =1.
j=1
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Definicao 2.3.3:

A envoltéria convexa de Cc IR", denotada por conv C, é o conjunto de todas as
combinagdes convexas de pontos em C, ou seja, conv C é 0 menor conjunto convexo que
contém C.

Tem-se que C é convexo se, e somente se, C = conv C.

Definicao 2.3.4:

Seja f : C — IR" uma fungao definida no conjunto convexo Cc IR".

1. fé convexa se f(Ax+(1-1)y)<Af(x)+(1-A)f(y) para todo x, y e C e para
todo 1€/0, 1].
2. fé estritamente convexa se f(Ax+(1-1)y )< Af(x)+(1-A1)f(y) paratodo X,

ye C e paratodo 1€ /0, 1].

No exemplo ilustrado pela figura 2.8, a fungdo ndo € convexa pois existem pontos

para os quais f(Ax+(1-1)y)>Af(x)+(1-A)f(y). Por outro lado, no exemplo ilustrado na

figura 2.9, a fungéo é convexa.

flAx+ (L= A)y)
S =f)=H@0+A- S0

X /wv+(1—4)y\/ 3

Figura 2.8 (fungdo ndo convexa)
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v

A+ A=-DF7) |
FAx+ (1= 2)y)
Fx)

X Ax+(1=A)y V¥V

figura 2.9 (fungado convexa)

O teorema 2.3.1 mostra a importancia da convexidade das fungdes nos problemas

de otimizagéao.

Teorema 2.3.1

Sejam Cc IR" convexo e f :C — IR" uma fungdo convexa.
Todo minimo local de f é também um minimo global. Se ffor estritamente convexa,

entdo todo minimo local é o Unico minimo global de fem C.

Defini¢ao 2.3.5

A norma minima de S, denotada por Nr S, é a menor norma de S. Isto é, para todo

conjunto Sc IR" existe um Unico ponto v no fecho da envoltéria convexa de S tendo norma

minima. Algebricamente, o ponto é caracterizado pela relagéo:

v.s>|v|’ paratodo se S.

Defini¢cao 2.3.6
O subdiferencial da fungdo convexa f : IR" — IR no ponto as IR" é o conjunto
of(a)={ge IR";f(x)>f(a)+g.(x—a), V xe IR"}.

Os elementos g € df (a) sdo chamados de subgradientes.
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Geometricamente, um subgradiente g define um hiperplano suporte nao vertical ao
epigrafo de f no ponto (a, f(a)) como mostra a figura 2.10. Assim, g € um subgradiente de f

no ponto a se, e somente se, o hiperplano em /R""' com normal (-g, 1) que passa através

de (a, f(a)), suporta o epigrafo de f.

(a. f(a))

; <

Figura 2.10.

Definicao 2.3.7:

Seja €20, entdo o e-subdiferencial de uma fungdo convexa f:IR" — IR em
ae IR" é o conjunto

dof.(a)={ge IR";f(x)>f(a)+g.(x—a)—¢, Vxe IR"}.

Os elementos g € df,(a) sdo chamados de e-subgradientes.

A figura 2.11 ilustra um ¢-subgradiente de uma fungdo convexa f. g é um ¢-

subgradiente em a, pois, o epigrafo de f esta contido no semi-espago acima do plano em

IR* de normal (-g,7) que passa através de (a, f(a) —¢ ).

f(x)

(@) fa)-¢)

\Z (9. 1) X

figura 2.11
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Teorema 2.3.2

Seja f : IR" — IR uma funcéo convexa e diferenciavel em xe IR", ent&o:

Af(x)={VF(x)}

Teorema 2.3.3
Seja f:IR" — IR uma fungdo convexa. Entdo, para todo xe IR", f é localmente
lipschitiziana em x .

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.3.4 é que convexidade implica em

continuidade.

Teorema 2.3.4

Seja f:IR" — IRuma funcdo convexa com constante de Lipschitz K em xe IR".
Entao:

1. d,f(x)=0df(x);

2. Se ¢ <&, entdo Jdf, (x) c of (x);

3. df.(x) é um conjunto ndo vazio, convexo e compacto tal que |g| <K, para
todo ge df,(x);

4. f'(x;d)=max {gd; gead.f(x), VdelR"};

5. 3f(x)={ gelR"; f'(x,d)=gd, ¥ de IR"}.

Teorema 2.3.5
Seja f :IR" — IRuma funcgdo convexa. As seguintes condigdes sdo equivalentes:
(1) f atinge seu minimo global em a;

(2) Oc 3f(a).



Teorema 2.3.6 (Teorema MinMax)

Sejam A, B < IR" conjuntos convexos e compactos. Entao

min max X.y =max min x.y .
xeA yeB yeB xeA

17
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Capitulo 3

OTIMIZAGAO NAO LINEAR DIFERENCIAVEL

Nesse capitulo introduziremos o problema de otimizagcdo néo linear diferenciavel.
Apresentaremos as condigdes de otimalidade e caracterizaremos suas solugdes. Em
seguida, apresentaremos alguns dos métodos para resolvé-los.

Um problema de otimizacdo € n&o linear quando a fungdo objetivo e/ou restricdes
sdo fungdes nao lineares. Faremos uma breve exposicdo sobre otimizagdo irrestrita, e

também sobre otimizacao com restricdes de igualdade e/ou desigualdades.
3.1 Otimizacao Irrestrita

O problema de programacao nao linear irrestrito € apresentado da seguinte forma:

Minimizar f(x)

cIR" 31

(PNL ) {

com f:IR" = IR diferenciavel.

Teorema 3.1: (Condigdes necessarias de primeira ordem)

Seja f:IR" —» IR, fe C' . Se x' é um minimo local de fem /IR" entdo Vf(x )=0.

Teorema 3.2: (Condigdes necessarias de segunda ordem)

Seja f:IR" > IR, fe C* .Se x é um minimo local de fem IR" ent&o:
o Vi(x )=0;

. Hf(x") é semidefinida positiva.
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Teorema 3.3: (Condicdes suficientes de segunda ordem)

Seja f:IR" = IR, fe C>. Se x' e IR", Vf(x' )=0 e Hf(x )>0 (hessiana definida

positiva) entdo X & um minimo local estrito de f em IR".

As provas dos teoremas acima estdo em [26].

3.2. Otimizacao com Restricoes
3.2.1. Otimizacao com Restricoes de Igualdade

Consideraremos o problema de otimizagdo nao linear com restricbes de igualdade
representado da seguinte forma:

(PNL, ) {M.in.imizar f(x) 3.3)
sujeitoa h(x)=0

onde a funcdo objetivo f:IR" — IR e as restricdes h: IR" — IRP sdo funcdes diferenciaveis
e h(x)=(h, (x), h, (x), ....h , (x)).

Determinaremos de forma intuitiva as condi¢gdes de otimalidade de primeira ordem
para uma fungéo de duas variaveis sujeita a uma restricdo de igualdade:

Minimizar f(x,y)
sujeitoa h(x,y)-c¢=0

Na figura 3.1 estdo representadas as curva de nivel f(x,y)=c,, f(x,y)=c,, f(x,y)=C, e
f(x,y)=c, onde, supbe-se C,<C, <C,;<C,, eacurva h(x,y)=c.

Note que o ponto g ndo pode ser extremo local de f, pois existem curvas de nivel f
que interceptam h(x,y)=c em pontos arbitrariamente préximos, tanto ao lado direito de g cujo

valor da funcéo é menor do que o valor no ponto g, quanto ao lado esquerdo de g cujo valor
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da fungao de f é maior do que o valor no ponto q. Portanto, g ndo pode ser nem maximo e

nem minimo local de f.

T2

1
\ \f—C2
f=C4
o h=c T,
figura 3.1

Vejamos agora, a curva de nivel de f que passa pelo ponto p e é tangente a curva
h(x,y)=c. As curvas de nivel interceptam h(x,y)=c em pontos arbitrariamente préximos, tanto
ao lado direito quanto ao lado esquerdo do ponto p. Podemos observar que o valor da
funcédo nesses pontos € maior do que no ponto p. Logo, o valor de f em qualquer ponto
diferente de p é sempre maior do que o valor da fun¢do no ponto p. Portanto, p € um ponto
de minimo local de f.

Se olharmos a curva h(x,y)=c como uma curva de nivel da fungdo de duas variaveis

h no nivel c e se o vetor gradiente de h no ponto p é diferente de zero (Vh(p)+0), entéo ele
€ perpendicular a curva h(x,y)=c. Analogamente, se vetor gradiente de f no ponto p é
diferente de zero (Vf(p)#0), entdo ele é perpendicular a curva de nivel f(x,y) = c,.
Como as curvas h(x,y)=c e f(x,y)=c, séo tangentes em p, tem-se que Vf(p) e Vh(p) devem

ser paralelos como pode ser observado nas figuras 3.2 e 3.3,. Logo, existe 1€ IR tal que

Vi(p)+1.Vh(p)=0.
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Figura 3.2

Figura 3.3

Generalizando obtemos o teorema 3.4.

Teorema 3.4: (Condicao necessaria de primeira ordem)

Seja x" um ponto regular de h(x)=0 e solugdo do problema (3.3). Entdo existe um
vetor 1 " e IRP tal que:

. VE(X )+ .Jh(x )=0;

. h(x") = 0.

Teorema 3.5: (Condi¢do necessaria de segunda ordem)
Seja x_ um ponto regular de h(x)=0 e um minimo local do problema 3.3. Entdo

existe um vetor 1~ tal que Vf(x )+ A .Jh(x")=0 e h(x )=0 e a matriz
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H(x 7 )=Hf(x )+ Zp:/l;Jh,(x' )

i=1

é semidefinida positiva sobre o espago tangente, isto &, y'.H(x ,X )y >0 paratodo ye T.

3.2.2. Otimizacao com Restricao de Desigualdade

Consideraremos agora o problema de otimizagdo nao linear com restricdo de

desigualdade que é representado da seguinte forma:

(3.4)

Minimizar f(x)
(PNLy) 4 .
sujeitoa g(x)<0

com f:IR" - IR e g: IR" —IR™ no qual f e g séo fungdes diferenciaveis e g(x)=(g, (X),

92 (X)s -9 (X))-
Obteremos, intuitivamente, as condigbes de otimalidade de primeira ordem para uma
funcéo de duas variaveis sujeita a uma restricbes de desigualdade:

Maximizar f(x,y)
sujeitoa g(x,y)-b<0

Suponha que X~ seja uma solucéo do problema acima.
Temos que g(x )=b ou g(x )<b.

Se g(x )=b, ou seja, a restricio g estd ativa no ponto X, temos um caso

semelhante ao caso de uma unica restricdo de igualdade.

Como X  é um ponto de minimo, entdo Vf(x ) e Vg(x ) devem ser paralelos no
ponto x . Podemos observar na figura 3.4 no qual c,>C,>C,>C,, que

Vf(x')=-u'Vh(x) com p >0.Logo, para i >0 temos Vf(x )+u .Vh(x")=O0.
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Figura 3.4.

Se g(x" )< b, temos que X esta no interior do conjunto { xe IR*; g(x)< b}. Como

x"é um ponto de minimo local, entdo deve satisfazer a regra de Fermat, ou seja, Vf(x")=0.

Logo temos:

a(x’)=b
12 caso: u 20
VE(X )+u'Vg(x )=0

ou

22 caso: g(x')<b
Vi(x )=0

Podemos unificar os dois casos considerando o seguinte sistema:

#'[g(x)-b]=0 (3.3.2.1)
V(X )+u'Vg(x )=0 (3.3.2.1)
,tf >0
g(x )<b

De fato, da condicédo 3.3.2.1 temos que ;f:O ou g(x )-b=0.

Se 1 =0 entdo de 3.3.2.2 temos que Vf(x )=0, ou seja, x & um ponto critico, logo
estamos no segundo caso. Se g(x )-b=0 entdo g(x )=b, ou seja, estamos no primeiro
caso. Logo, Vf(x" )+ Vg(x')=0 para u >0.

Generalizando obtemos o teorema 3.6.
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Teorema 3.6: (Condicao necessaria de primeira ordem)
Seja x* um ponto regular de g(x)<0 e um minimo local do problema 3.4. Entao

existe um vetor u e IR™ tal que:

V(X )+u Jg(x )=0;

. G(x") i =0;
. u =0;
. g(x )<0;

com G(x)=diag(9,,9,,--s9m)-

3.2.3. Otimizacao com Restricao de Igualdade e Desigualdade

Consideraremos agora o problema de otimizacdo nao linear com restricido de

igualdade e de desigualdade que é representado da seguinte forma:

Minimizar f(x)
(PNL,) h(x)=0 (3.5)
g(x)<0

comf: IR" - IR, g:IR" — IR™, h: IR" — IR, no qual, f, g e hsdo fungdes diferenciaveis ,

h(x)=(h, (x), hy (x), ....h ,(x) € 9(X)=(9, (X) 9 (X); ---.9 1 (X))-

Teorema 3.7: (Condicdo necessaria de primeira ordem Karush-Khun-Tucker)
Seja x  um ponto regular de g(x)<0 e h(x)=0 e um minimo local do problema 3.5.

Entdo existem vetores 1 "€ IRPe " € IR™ tal que:
. VE(X )+ u Jg(x )+ 1 Jh(x )=0;
. G(X') u"=0;

. h(x")=0;
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. g(x )<0;

com G(x)=diag(9,,9,,--:9m) -

Teorema 3.8: (Condicao necessaria de segunda ordem)
Seja x~ um ponto regular de h(x)=0 e g(x)<0 e um minimo local do problema 3.5.

Entdo existem 4 e IR° e 1 e IR™ tal que o teorema 3.6 ¢ satisfeito e a matriz
* * * * p * * M * *
H(X 20 )= HE(X )+ D 2dhi(X7) + " 1 Jgi(%; )
i=l1 i=l1
é semidefinida positiva sobre o espago tangente, isto &, y'.H(x ,X )y >0 paratodo ye T.
Teorema 3.9 (Condigoes suficientes de segunda ordem)
Seja x € IR" tal que h(x )=0 e g(x )>0. Entdo existem 1 e IR e u e IR™

com u >0 tal que VF(x )+ Jg(x )+ X Jh(x )=0e H(x,i,u") é definida positiva sobre

0 espaco tangente. Entdo x~ é um minimo estrito local do problema 3.5.

3.3. Alguns Métodos de Otimizacao Nao Linear Diferenciavel

Foram desenvolvidos varios métodos para resolver problemas de otimizacdo nao
linear diferenciavel. Faremos uma breve exposicdo de alguns desses métodos que sao
importantes para um melhor entendimento dos métodos que estudaremos mais adiante.

3.3.1. Métodos de otimizacao para Problemas Irrestritos

Os métodos mais conhecidos para resolver problemas diferenciaveis irrestritos sdo

os Métodos de Newton e o Método Gradiente. Porém, devido as dificuldades encontradas
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nos Métodos Gradientes, como por exemplo, baixa velocidade de convergéncia, foram

propostas algumas extensdes desses Métodos.

3.3.1.1. Método de Newton

De maneira geral, o Método de Newton é usado para resolver sistemas de equagdes
do tipo

p(x)=0 (3.6)
noqual ¢ :IR" — IR", o(x)=(¢,(X), ¢,(X), ... ,0,(X)) € diferenciavel.

Dada uma estimativa x*, o Método de Newton aproxima ¢ pelo hiperplano tangente
no ponto ¢(x*). As soluges do sistema formado pelo hiperplano fornecem uma nova

estimativa para x*. Veja na figura 3.7 uma ilustragéo desse método.

Figura 3.7

Para derivar as formulas utilizadas pelo método, vamos expandir ¢(x) por uma série
de Taylor (truncada) ao redor do ponto x*:

o(x) = p(X") + V o(x*)(x- x*) + %(X—X")qu(xk)(x—xk)

O hiperplano tangente é dado pelos dois primeiros termos da série, ou seja,

y=0(x*) + V o(x")(x- x¥)
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Fazendo y = 0, temos:
o(x*)=-V o(x*)(x- x)
Considerando d* = x - x*, obtemos
o(x*)=-V o(x*).d" (3.7)
Assim, a férmula para encontrar a direcao de busca é dada por (3.7).
Se substituirmos ¢(x) por Vf(x) na equacao (3.6) temos

Vi(x)=0 (3.8)

Podemos aplicar o Método de Newton em (3.8) para encontrar os pontos criticos de

f, logo, podemos resolver problemas de minimizagdo de fungdes utilizando este método.

Assim, substituindo ¢(x) por Vf(x) na equagéo (3.7) obtemos

VF(x*)=—Hf(x)d,
3.3.1.1.1 Algoritmo

Seja x¥e IR"o0 ponto na k-ésima iteragdo , t,0 tamanho do passo na k-ésima

iteracdo, Vf(x¥) o gradiente de f no ponto x*¥, Hf(x*) a hessiana de f no ponto x*.

Considere k tal que Vf(x*)=0.

e Passo 1: Calcular d, sendo que Vf(x*)=—Hf(x)d,;

e Passo 2 (busca linear): Considerar t =1 e determinar f, de modo que

f(x¥+td,)<f(x*)+ta V'f(x*) d,, onde o pardmetro a e (0]1).
e Passo 3:fazer x**' = x + t,d, e k=k+1;

Critério de parada: HVf (x* )ﬂ <e¢:
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3.3.1.1.2. Algumas limitacoes

Existem algumas dificuldades encontradas nesses métodos. Primeiramente, a
convergéncia global ndo é assegurada e a diregdo de busca pode nao ser uma diregdo
viavel.

Outra dificuldade é encontrar a hessiana da fungéo, pois, na maioria das vezes € um
processo computacionalmente caro. Se o numero de variaveis for muito grande, a memoaria
necessaria para armazenar esta informacao pode ser insuficiente e este processo torna-se
inviavel.

Para maiores detalhes dos Métodos de Newton, consulte [5],[9], [26], [31] e [43].

3.3.1.2. Métodos Gradientes

Os Métodos Gradientes, também chamados de Métodos de Maxima Descida, séo

utilizados para resolver problemas de minimizagdo sem restrigdes, cuja dire¢cdo de busca em
cada iteracdo é oposta & direcdo do gradiente, ou seja, d* =-Vf(x*). Essa direcdo é uma

direcdo de descida.

3.3.1.2.1. Algoritmo

Seja x¥e IR" , £ >0 tal que Vf(x¥)=0.

e Passol: Calcular d, =-Vf(x");

e Passo 2: (busca linear exata). Determinar t,, que minimiza f(x* +td, ) sujeito a
t>0, ou seja, determinar t, de modo que f(x* +td, )< f(x*);

e Passo 3:fazer x**' = x* + t,d, e k=k+1;
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Critério de parada: HVf (x )ﬂ <e.

3.3.1.2.2. Interpretacao Geométrica

O Método Gradiente move-se em passos perpendiculares, como ilustrado na figura

3.5.

Figura 3.5

3.3.1.2.3. Convergéncia do Método Gradiente

O algoritmo é globalmente convergente, ou seja, converge para um minimo local de f
a partir de qualquer ponto inicial dado. Porém, a taxa de convergéncia é muito baixa.

Com o intuito de melhorar a taxa de convergéncia, foram elaborados outros métodos
baseados nos Métodos Gradientes. Dentre eles, destacam-se os Métodos de Gradientes
Conjugados, que veremos a seguir .

Em [9], [21], [26], e [43] encontra-se um estudo mais detalhado sobre os Métodos

Gradientes.
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3.3.1.3. Métodos de Gradientes Conjugados.

Os Métodos de Gradiente Conjugados sdo baseados nos Métodos Gradientes. A
direcdo de busca é obtida pela soma da diregao oposta ao gradiente com a dire¢do anterior.

Assim, a nova direc¢ao sera:
dk = _Vf(Xk) + tkdk—l

no qual, t, é definido como, por exemplo, por

e

L=0et = ”f(xk-l )“2 para k>0.

O Método de Gradiente Conjugado € um método bastante eficiente e satisfatério
especialmente para problemas de grande escala.

Para um estudo mais aprofundado ver [5], [9], [21] e [43].
3.3.2. Métodos de otimizacao para Problemas com Restricoes

Apresentaremos agora, alguns métodos para resolver problemas com restri¢coes.
3.3.2.1. Método de Gradiente Projetado

O Método de Gradiente Projetado foi elaborado para resolver problemas com
restricdes, no qual, projeta-se o oposto do gradiente de tal modo que melhora-se a fungéo

objetivo e mantém-se a viabilidade. Assim, para obter a diregdo projeta-se —Vf(x) , ou
seja, d = - P.Vf(x), onde P é uma matriz projegdo adequada. Em seguida é feita uma

busca linear ao longo da dire¢cao encontrada para determinar o tamanho do passo.

Para melhor entendimento, veja o exemplo 3.3.2.1.1.
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3.3.2.1.1. Exemplo

Figura 3.6. ilustra o Método Gradiente Projetado para o seguinte problema:

min f(x)

sa: Ax<b

no qual f:/R" — IR é uma funcéo diferenciavel, A € uma matriz mxn, be IR™ é um vetor .
Seja x o ponto vidvel tal que Ax<b e Ax<b, onde A =(AA) e b =(b,b).

Utilizamos a projegdo P=1—Al (A, Al)A, .

Bazaraa, em [5], prova que se a projecao é dada pela férmula descrita anteriormente,

entdo d é uma diregao viavel.

contorno da
\_,/ funcde objetivo

solugdo
otima

-P Wifix) "

Figura 3.6

Para melhores esclarecimentos sobre o Método Gradiente Projetado, consulte [5],

[9], [26] e [43].
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3.3.2.2. Métodos de Penalidades

Os Métodos de Penalidades, utilizados para resolver problemas com restrigcbes, sdo
métodos iterativos que a cada iteragado transformam o problema original em outro problema
que ¢é irrestrito. Ou seja, inicialmente tem-se um problema com restricdo, no qual,
modificam-se as restricdes e as incorpora na funcdo objetivo, obtendo-se assim, um
problema sem restri¢des.

Consideramos, para facilitar a exemplificacao, o seguinte problema:

Minimizar f(x)

s.a. h(x)=0 (3:3)

(PNL,) {

Com f:IR" — IR, h: IR" — IR” e, no qual, fe hsao fungdes diferenciaveis e h(x)=(h, (x),
hy (%), b (X).

Transformaremos (PNL,) em um problema auxiliar irrestrito formado pela funcdo

objetivo e um multiplo das restricdes do problema original. Isto é,
o(x,1)=F(x)+ 1) (h(x)]
i=1

no qual o pardmetro u >0.

A idéia central desses métodos é que se u cresce indefinidamente, a solugdo de
o(x,u) sera cada vez mais proxima da solugdo de (PNL,). Mas, segundo [26], na pratica,
quando u é muito grande, pode-se obter resultados ndo confidveis na resolu¢do do

problema irrestrito. Para contornar esta dificuldade, foram introduzidas modificacdes nos
Métodos de Penalidade. Assim, surgiu o Método Lagrangeano Aumentado, no qual, a

funcéo objetivo é dada da seguinte forma:

0(%,Apt) = F(X)+ 13 Iy (X)+ 1Y (X))
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3.3.2.3. Métodos de Barreira

Os Métodos de Barreira, em geral, s&o utilizados para resolver problemas com

restricbes de desigualdade. Ou seja, problemas do tipo:

(3.4)

(PNL.,) {Minimizar f(x)
s.a. g(x)<0

com f:IR" - IR, g:IR" = IR™, no qual, fe g sdo funcdes diferenciaveis e ax)=(9, (x),
g, (x), ....9,, (x)). Aregido viavel deve ter interior ndo vazio.

A principal diferenca entre o Método de Penalidade e o Método de Barreira, é que no
primeiro método, as aproximagdes sucessivas das solugbes podem ndo ser viaveis, ja no
segundo, elas sempre serdo viaveis [26]. Assim, a barreira faz com que as iteragoes
permaneg¢am no interior da regido viavel.

Nesse método, uma barreira muito utilizada € barreira logaritmica, no qual a fungéao

objetivo é representada da seguinte forma:
f.(x)=f(x)-p) log X'
i=1

cujo f, é estritamente convexa em /R e o parametro u>0.

Em [5] e [43] encontra-se mais detalhes sobre esses métodos.

3.3.2.4. Métodos de Direcoes Viaveis

Nos Métodos de Direcoes Viaveis, em cada iteragdo, a diregdo de busca é uma
diregdo viavel. Dado um ponto vidvel x*, determina-se uma direcdo de busca d*, de

descida, e um tamanho de passo t>0, de modo que o préximo ponto x¥*' também seja
viavel. Assim, obtém-se uma seqliéncia de pontos viaveis.

Para um estudo mais detalhado, consulte [31] e [5]
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3.3.2.5. Métodos de Pontos Interiores

Os Meétodos de Pontos Interiores tém sido usados com sucesso para resolver
Problemas de Programacéo Linear. Estes métodos s&o eficientes porque eles convergem,
relativamente, em poucas iteragdes. Entretanto, uma iteragdo de um Método de Pontos

Interiores é mais cara do que a iteragdo do Método Simplex.

Nos Método de Pontos Interiores, dado um ponto viavel interior, gera-se novos
pontos interiores em uma vizinhanca de uma trajetéria central até atingir certa tolerancia

para uma solugao 6tima.

Seu bom desempenho na pratica e suas propriedades teéricas tém motivado a
implementagéo de cédigos sofisticados para resolver problemas de grande porte.

Herskovits [17] propbés um Método de Pontos Interiores e Direcbes Viaveis para
solugdo de problemas com restricdo, onde, em cada iteracdo uma direcdo de descida é
calculada resolvendo-se dois sistemas de equagbes lineares com a mesma matriz . O
algoritmo converge globalmente, é de facil implementagdo e ndo necessita de solugao de

problemas quadraticos.

3.3.2.6. Método Afim Escala

O Algoritmo Afim Escala foi desenvolvido inicialmente para resolver problemas de
programagao linear, ou seja,
Minimizar f(x)

(PPL)y sa: Ax=b

x>0

onde Ae IR™" tem posto m.
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Considere o conjunto viavel P={x; Ax=b, x>0}. Como minimizar f em um

poliedro P pode ser um trabalho dificil, utiliza-se minimizar f em um elipséide.

Geometricamente, podemos descrevé-lo da seguinte forma:
1. Considera-se o ponto inicial x° e P°;

2. Forma-se um elipséide S, centrado em x*,com S, c P’;

3. Encontra-se x*'e argmin f(x);

xe Sy
Se x**! é a solucédo 6tima, pare. Sendo, v4 para 2.
Assim, cada iterac&o inicia com um ponto viavel x, formando um elipséide S,
centrado em x* com S, c P° e minimiza a funcéo objetivo em uma regido viavel, gerando

uma direcéo de descida d, seguido de uma busca unidirecional ao longo de t, a partir de x*,

para determinar o tamanho do passo.

A figura 5.5 mostra o processo do algoritmo Afim Escala.

~

"o

Figura 5.5
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O maior trabalho desse método é o do calculo do novo ponto x*, que consiste em
minimizar, em um hiperplano, uma funcao linear num elipséide.
Segundo Jussiani em [34], o algoritmo resolve uma seqliiéncia de problemas mais

simples cujas solugcdes devem convergir para uma solucao 6tima do problema

3.3.3. Métodos Quase-Newton

Os Métodos Quase-Newton utilizam uma aproximagdo da matriz hessiana de modo
que o trabalho computacional resultante € menor que o do Método de Newton. Dentre eles
destacam-se o Método DFP e o Método BFGS. Nesses métodos, é dada uma matriz
simétrica inicial como, por exemplo, a matriz identidade, e a cada iteragdo a matriz é

atualizada através de uma férmula.

3.3.3.1. DFP

Este método de atualizacdo da matriz hessiana foi proposto por Davidon, Fletcher e

Powell [3] .

Considere d, =—B Vf(x*), aatualizagéo é feita da seguinte forma:

Bk+1 _ Bk +)/_yt_ Bk5 5tBk
sty 0B

no qual 6 = x“' —xK e y = VF(x*1)-VF(x*).
A férmula para atualizar B é recursiva, e como pode ser observado, é obtida através

de uma correcdo de B¥ .



37

3.3.3.2. BFGS

Outra formula bastante utilizada devido ao seu bom desempenho é a atualizagao de
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno. Para atualizar a hessiana a partir de B é calculada a

inversa, ou seja, em vez de encontrarmos B, podemos encontrar a inversa de B. Considere

d, =—B™' Vf(x*), a atualizacéo de B é feita de acordo com a seguinte formula:

Bk+l =Bk +{1+5t8k5JV_)~t+ Y 0 Bk +Bk5 yt
5ty yt 5 5t y

no qual 6 = x*' —x¥ e y = VF(x**' )= VFf(x*).

A vantagem em termos de trabalho computacional dos métodos DFP e BFGS é que
0 numero de operagdes para determinar d € menor do que no método de Newton.

Para um estudo mais detalhado dos Métodos Quase-Newton, consulte [3], [9], [19],

[31] e [43].
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Capitulo 4

Introducao aos Métodos Nao Diferenciaveis

No capitulo anterior vimos as condicdes de otimalidade para problemas de
otimizacdo ndo linear diferenciavel e alguns métodos para resolver tais problemas. A nao
diferenciabilidade gera uma série de dificuldades que acarretam na inviabilidade de

aplicacao dos algoritmos para problemas diferenciaveis em problemas nao diferenciaveis.

A primeira dificuldade aparece na etapa que determina a direcdo de busca, pois a
direcdo obtida ndo é necessariamente uma direcdo de descida, e consequentemente, a
busca linear nao pode ser aplicada. Outra dificuldade é estabelecer um critério de parada

que, na maioria das vezes, nao fica bem definido. Por exemplo, o critério de parada que

utiliza “Vf(Xk)“SS, para algum ¢>0 nio pode ser aplicado em problemas nao
diferenciaveis. Veja o exemplo: considere f :IR — IR definida por f(x)=|x|. Tem-se
”Vf(x“)ﬂzl, vx¥ £0, ndo importando o quanto x* esteja proximo da solugdo X = O.

Portanto, ndo é possivel gerar uma sequiéncia de gradientes que tende para zero.
4.1 Métodos de Otimizacao Nao Diferenciavel.

Entre os métodos para resolver problemas de otimizagdo ndo diferenciaveis se
destacam os Métodos Subgradientes, os Métodos de Planos de Corte € os Métodos de
Feixes.

Neste capitulo, faremos uma breve exposicdo acerca dos principais métodos para

resolver problemas néo diferencidveis. Consideraremos a hipétese de que para todo xe IR",

pode-se calcular o valor da fun¢do fem x e um subgradiente ge Jdf(x).
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Nosso foco sera no seguinte problema:
{Minimizar f(x)

xe IR"

com f:IR" — IR convexa e nao diferenciavel.
4.1.1. Métodos Subgradientes

Os Métodos Subgradientes, que surgiram na década de 60 na antiga Unido
Soviética, foram os primeiros métodos criados para resolver problemas de otimizagdo nao
diferenciaveis.

Este método, baseado no Método Gradiente para problemas diferenciaveis, utiliza a
direcdo oposta a um subgradiente como a dire¢cao de busca.

Os Métodos Subgradientes possuem uma estrutura extremamente simples mas, nao
apresentam bons resultados numéricos.

Recentemente foram publicados varios trabalhos que utilizam os Meétodos
Subgradientes [6], [13], [25], [27, [41], [47], [48], [49] e [51], 0 que nos motivou a estudar
esses métodos. O objetivo principal deste trabalho é estudar com mais detalhes os Métodos

Subgradientes, o que faremos no capitulo 5.

4.1.2. Métodos de Planos de Corte

Os Métodos de Planos de Corte utilizam subgradientes em um dado ponto x' para

construir uma aproximacao linear para uma funcdo convexa nao linear f, isto é:
f(x)=max{f(x')+g'.(x—x")},onde g’ of (x') e i=1.2,....

Assim, o problema (P) é substituido por:
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minmax{f(x')+g'.(x—x"), i=12,...}
P { o
xelR

que é equivalente a:

P Minimizar z
(P2) sa: f(X')+g . (x=x")<z i=12,.

Os Métodos de Planos de Corte sdo baseados em progressivos refinamentos de

aproximagdes poliedrais do epigrafo de f. Portanto, o problema (P,) é linear cuja solugdo

(caso exista) é apenas uma aproximacao da solugéo de (P). Entretanto, quanto mais planos

de corte sdo acrescentados, mais precisa fica a aproximagao da solugao.

4.1.2.1 Algoritmo

Seja x' o ponto inicial, x* o ponto na k-ésima iteragdo, t, o tamanho do passo
nessa iteracdo, g um subgradiente da funcdo no ponto x*, e 9f(x*) o conjunto de todos

os g“. Considere uma dada tolerancia tol> 0, um conjunto S n&o vazio compacto convexo
que contém o ponto minimo de fe a funcdo f (X)= max{f(x')+g'.(x-x"), i=12,..}.

e 12passo: Escolher x'e S e tomar k=1. Defina f1 = —oo,

e 22passo: Obter:g“e of(x*) e f(x*) e computar o decréscimo nominal
o = F(XK )= Fror(X¥)
Critério de parada: o, < tol

e 32 passo: Escolher t, apropriado, por exemplo, t =1.
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e 4°passo: Encontrar d“e arg min f(x*+d).
X" +de

¢ 52 passo: Definir x*' = x* —t,.d* e k=k+1. Retornar para o 22 passo.

Note que o algoritmo de planos de corte utiliza além das informagdes atuais, as
informacdes obtidas em iteracdes anteriores.
A figura 4.1 ilustra o processo do algoritmo de planos de corte em um exemplo

simples.

- L+g'.(x—x%)
min 72

figura 4.1

Um problema encontrado nesses métodos é que um numero crescente de fungdes

afins que definem o modelo se acumula, dificultando a resolugdo do problema.

Outro problema encontrado é que o método ndo garante o decréscimo da funcao

objetivo. Tal fato pode ser observado na figura 4.2, quando introduzimos um modelo £ de
uma fungdo afim quase “horizontal”. Note que no ponto x’ foi encontrado um a, > tol,

portanto, o processo continua obtendo f(x*)< f(x*).
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figura 4.2

Nos ultimos anos foram propostos varios métodos de Plano de Corte, como em [9] e

[3]. Tais métodos se distinguem pela maneira de escolher os pontos para gerar os planos de
corte. O método classico proposto por Kelley [19], utiliza as solugbes do problema (P, ) para

gerar os planos de corte.

Os Métodos de Feixes e de Centros Analiticos também utilizam planos de corte.

4.1.3. Métodos de Centros Analiticos

Varios algoritmos, para resolver problemas de otimizacao, utilizam em cada iteracao
um ponto considerado como centro, ou no sentido geométrico ou no sentido analitico.

Em geral, os métodos baseados na nogcdo de centro realizam um corte em uma
regiao convexa, limitada e que contenha solugdo 6tima. Cada corte utiliza um hiperplano,
que separa esta regiao em duas partes. Na parte onde a solugao do problema esta contida
sao realizadas operagbes, de acordo com o método que esta sendo utilizado, para
determinar o préximo centro.

Os varios métodos existentes se diferenciam na forma como determinam os centros.
A velocidade e a convergéncia do método dependem do processo adotado para determinar
o centro.

Um bom estudo desse assunto pode ser encontrado em [4], [28], [29] e [61].
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Dos métodos baseados em centros analiticos, um que mais se destaca é o Método

de Centros Analiticos e Planos de Cortes, também conhecido como ACCPM.

4.1.4. Métodos de Centros Analiticos e Planos de Corte

Considere o problema (P). Seja S={xe IR";a,.x<b,, i=1,..,m} no qual a e IR",
b e IR, i=1,...m, um conjunto convexo, compacto, com interior ndo vazio e limitado,
contendo pelo menos uma solugéo de (P).

Aplicando o Método de Planos de Corte no problema (P) para aproximarmos a
funcdo f como vimos na segdo 4.1.2, consideramos fN"(x)z max{f(x')+g.(x—x"),
i=1,..,k}.

Ap6s a k-ésima iteracéo, encontraremos o ponto x**' resolvendo o problema:

(P.) Minimizar fj‘(x)
xe S

que é equivalente a:
Minimizar r

P rsri(x)
xe S, relR

Definindo S’ ={(x,r)e IR™; xe S, f(x')+g'.(x-—x")<r, i=1,..,k}, podemos reescrever
o problema (P, ) da seguinte forma:

Minimizar r
Ps) { (x,r)e S

O método de centro analitico associa ao problema (P,) um problema nao linear

definido por:
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Minimizar fpk(x,r)
(6{ () (S,

fpk(x,r)=—ln(pk —r)—i/n(bj —aj.x)—zk:/n(r—f(x’)—sf.(x—xf))
j=1 j=1

Spk =S* n{(x,r)e IR™; r<p’}
e p* éuma cota superior para o valor corrente der.

A solug&o do problema (P ) define o préximo ponto x“*'. A cada iteragéo, encontra-
se o0 centro analitico da regido atual e o limitante inferior p é acrescido. As restricoes

relacionadas a funcdo objetivo sdo removidas e outras restricbes associadas ao novo
limitante s&o incorporadas, definindo uma nova regido. Este procedimento é repetido até
que seja alcangado um ponto préximo a trajetoria central e suficientemente perto da solugéo

6tima. Assim, obtém-se uma sequéncia que converge a solugio do problema (P ).

Existem varias versdes dos Métodos de Centros Analiticos e Planos de Cortes que

podem ser encontradas com mais detalhes em [4], [27], [28] e [57]

4.1.5. Métodos de Feixes

Os Métodos de Feixes, propostos por Mifflin [46] e Lemarechal [39], sdo atualmente
0s que apresentam melhores resultados.

Esses métodos exploram as informacbes obtidas nas iteracdes anteriores
acumulando-as ao chamado “feixe de informagbes”. Eles determinam os planos de corte a
partir das solugbes de problemas quadraticos construidos considerando-se alguns
subgradientes calculados em iteragbes anteriores. A direcdo de busca é obtida através da
envoltéria convexa de um conjunto de subgradiente gerados anteriormente.

Uma caracteristica dos Métodos de Feixes € que eles utilizam o conceito de passo

sério e passo nulo. Ou seja, calculada a diregdo d*, sejam ¢>0 e y**' = x¥ +t,d" para
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k+1 k

algum t >0. Se f(y*"')<f(x¥)-¢, entdo x*'=y**' (passo sério), sendo x**'=x

(passo nulo). Em qualquer caso calcula-se o g*"'eodf(y*"') e incorpora-se esse

subgradiente ao feixe.

Os Métodos de Feixes geram uma seqléncia de iteracGes para que os valores da
funcdo objetivos sejam mono6tonos decrescentes. Por esta razdo, esses métodos sao
classificados como "métodos de descida". No entanto, uma dificuldade encontrada nesses
métodos é que eles exigem a solugdo de um subproblema quadratico em cada iteragao para
encontrar a direcdo de busca, e isto pode tornar-se bastante caro, em particular para
problemas maiores.

Para um estudo mais detalhado, consulte [38], [39], [44] e [46].
4.1.6 . Método de Direcoes Viaveis

Recentemente, Passarella, em sua Tese de Doutorado [23], prop6s um algoritmo que
utiliza pontos interiores e diregbes viaveis para resolver problemas convexos nao
diferenciaveis irrestritos. Este algoritmo, denominado Algoritmo de Diregbes Viaveis,
determina o minimo de fungbes convexas nado necessariamente diferenciaveis , para o

problema irrestrito:

min F(x)

(PND) { xe IR"

onde F :IR" — IR é convexa e nao necessariamente diferenciavel.

Primeiramente, substitui-se o problema original (PND) pelo problema equivalente min
ze IR tal que F(x)< z. Assim, substitui-se (PND) pela minimizacdo de uma fungéo linear
com uma restricdo nao diferenciavel. Em seguida, constroe-se uma sequéncia de problemas
auxiliares, onde a restricdo do problema equivalente é aproximada por hiperplanos de apoio
ao epigrafo da funcao objetivo F. Em cada iteragdo uma direcdo de busca para o problema

auxiliar é calculada resolvendo-se dois sistemas de equagdes lineares com a mesma matriz,



46

obtidos do problema auxiliar. A busca linear é substituida por uma estratégia equivalente a
utiizada nos Métodos de Feixes. Constroe-se uma sequéncia de pontos interiores ao
epigrafo de F cujos pontos de acumulag¢ado sédo solu¢des do problema original.

Este método possui uma estrutura simples, é de facil implementacao computacional

e ndo requer a solugao de problemas quadraticos.
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Capitulo 5
Métodos subgradientes, suas Extensoes e Trabalhos Recentes

5.1. Métodos Subgradientes

Os Métodos Subgradientes sao pioneiros em otimizagdo nao diferencidvel. Foram
originalmente desenvolvidos por Shor [63], na Unido Soviética, nas décadas de 60 e 70.

Esses métodos, também chamados de Métodos Gradientes Generalizados [40], sdo
uma generalizagdo dos Métodos Gradientes no qual o gradiente da funcdo é substituido por
um subgradiente para obter uma nova direcdo de busca. Possuem uma estrutura muito
simples que néao utiliza busca linear. O tamanho do passo pode ser fixado ou pode mudar
com as iteracées, mas dependendo do passo escolhido ndo se tem a garantia de

convergéncia global.
5.1.1. O Método Subgradiente

Considere novamente o problema:
Minimizar f(x)
P
xe IR"
Com f:IR" — IR convexa e nao diferenciavel.
O Método Subgradiente € um algoritmo que gera uma seqiéncia de pontos
{x*}7_, daforma:

X=Xk —t, ﬁ (5.2)
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No qual, x* é o ponto na k-ésima iteracdo, t, representa o tamanho do passo

nessa iteracdo e g~ € of(x*)é um subgradiente da funcdo f no ponto x* .

5.1.2. Dificuldades Encontradas

Uma grande dificuldade encontrada nesses métodos é que a diregdo oposta ao
subgradiente pode ndo ser uma dire¢cao de descida. De fato,

Considere f:IR* — IR tal que f(x,y)=|x/+2y].

Seja (x*, y*)=(1,0) um ponto em uma dada iteragdo k. Primeiramente mostraremos
que g=(1,2)e df(1,0).

Temos

f(x,y)=|X+2y| =2 x+2y=1+x-1+2y=1£1,0)+(1,2).(x-1,y-0)

Portanto,

g=(12)e 3f(10)

Veremos agora que —g = (—1,-2) néo é uma direcdo de descida em (1,0).

De fato,

Seja

(X yH) = (10) - ,(12)
consequentemente

(XM R ) = (-t —2t%).
Logo,

fX Yy ) ==t |+ 2= 2t | = L - t | + 4]t |
mas,

=t |2 1=[t] > 1-4ft,| = [1-t, | +4]t,|>1

logo,
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fXy ) ==t |+ 4t | > 1=£(10)
O que mostra que —g néo € uma diregcao de descida.
Também podemos observar este fato através da figura 5.1 que mostra curvas de

nivel da fungédo f, cujo ponto de minimo é Oe /R*. As diregbes de descida estdo
representadas nessa figura em cinza claro. Podemos observar que a direcdo g é um

extremo do cone associado a df(x) e que —g nao é uma direcao de descida.

e

Figura 5.1

Outra dificuldade dos Métodos Subgradientes é estabelecer um critério de parada
uma vez que os subgradientes sdo encontrados arbitrariamente e por isso, ndo contém

informacao sobre a condicdo de otimalidade. De fato, descobrir se 0 df(x) pode ser
inviavel pois, na maioria das vezes, & muito dificil encontrar o subdiferencial df(x). Outros

testes praticos devem ser aplicados observando a especificidade do problema. Segundo

Lima, em [40], um critério de parada para os Métodos Subgradientes pode ser dado pelo

nimero méaximo de iteragdes atingido ou pela condicdo x**'=x*, ou ainda se
FOXK ) = F(X¥).

Um outro grande inconveniente desses métodos é sua baixa velocidade de

convergéncia, o que os torna bastante lentos. Este fato podera ser observado no capitulo 6.



50

5.1.3- Escolha do Tamanho do Passo

E fundamental uma escolha adequada do tamanho do passo t,> 0 em cada iteracéo.

Se os passos forem muito pequenos, x* se aproximara muito lentamente do ponto étimo.
Por outro lado, segundo [40], se forem excessivamente largos, o método podera oscilar
desnecessariamente em torno da solugéo.

Estabeleceremos agora uma condicdo sobre o passo que garante a convergéncia

global dos Métodos Subgradientes.
Seja x* solugdo de (P). Se g¥e of(x*) entao
f(x)-f(x*)2g".(x - x*), Vxe IR"
dai
F(X)=f(x)<-g".(x- x*),Vxe IR"
segue-se que
-gF (X -xXF) = (xR - F(X0).
Como x~ é solucéo de (P) segue que
fF(X*y2 f(x") ou F(x*)-f(x )=0.
Portanto, - g*.(x - x¥)20, conseqiientemente, o angulo entre -g* e x - x* é agudo.

Veja agora a figura 5.2.

Figura 5.2
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Para t, pequeno é facil ver que

[t = < =x

Por outro lado, se o angulo entre d* e x* — x” for obtuso tem-se

[y x> -

independentemente da escolha de t,. Assim, para t,>0 suficientemente pequeno, tem-se

1

que x**! est4 mais préximo da solucdo x  do que x¥. Isto motiva escolher a seqiiéncia

{t,} satisfazendo klim t,=0. Mais precisamente, vale o resultado abaixo cuja demonstracdo

encontra-se em [38].

Teorema 5.1
Seja x* uma solugdo de (P). Entdo “xk“—x'“<“xk—x'“ sempre que

o<t <2106 )=T0C)]
|9l

Mas somente essa condi¢cdo para a escolha de t, ndo garante a convergéncia do

método. De fato, se Ztké convergente, ou seja, Ztk =r, a seqiiéncia de {x"};, tem
k=1 k=1

limite, mas esse limite pode nao pertencer ao conjunto X * das solugdes de (P).
Com efeito,

k k k-1

e I Gt b ot o

=“Xk _ Xk—l“+“xk—l —xk2 g yk2 Xl“ <
o] R b R B S B

< ”xk - xk‘l“ +”x"‘1 - xk‘2H +...+”x3 - xz“ +”x2 - xl“

como
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g- g-
X ke tk_k — “Xk+1 _ Xk” _ "tk" = “Xk+1 _ Xk“= t,
lo'| lo'|
entao
k-1
”x" - xl“ Sty +b st +h=)
j=1
consequentemente

k

-l

Assim, o método encontrard solugdo x se, e somente se,Vke IN tem-se

x € B(x',r), noqual x' representa o ponto inicial. Para contornar este problema, imp&e-se

que )t =oo.
k=1
Teorema 5.2

Seja X * o conjunto de todas as solucdes de (P), limitado e ndo vazio. Entao para

k
qualquer ponto inicial x', a seqiiéncia {x*},_, definida por x** =x"—tk.g—k com t,
g

satisfazendo klim =0 e E t,=+o é limitada e todos os seus pontos de acumulacdo
—>00
k=1

pertencema X .

A demonstragado do teorema acima se encontra em [38].

Assim, para garantir a convergéncia global do método, pode-se escolher o tamanho

do passo t,, chamado de Passo da Série Divergente [59], de forma que k/im t,=0 e

Ztk =+00. Uma sugestdo apresentada em [13] é utilizar ¢, =

4 ¢
= Jk

om a=0.
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Apesar do Passo da Série Divergente ser um dos mais utilizados, existe uma série
de variantes dos Métodos Subgradientes que diferem entre si essencialmente na forma de
calcular o tamanho do passo ao longo do processo.

Shor, em [63], apresenta o tamanho do passo que ndo utiliza o subgradiente
normalizado, ou seja, tem-se x**' = x¥ —t,g*. Shor [63] também mostra que se t, satisfaz
as condicdes do teorema 5.2, a seqiiéncia {xk};‘;l é limitada e algoritmo é convergente, ou a
sequéncia {x"}‘,’j:l ¢é ilimitada e o algoritmo diverge, e que se a fungdo f é linear por partes
com um numero finito de partes, entdo o algoritmo € globalmente convergente.

Nedic e Bertsekas em [49], apresentam alguns tamanhos de passos, entre eles, o

tamanho de passo constante definido por f, =t para todo k € IN e passos longos

ka+1 _ Xk”

lo'l

alguma escala do valor 6timo, isto é, o Método Subgradiente encontra um ponto sub-étimo

determinados por t= . A convergéncia, nos dois casos, & garantida dentro de

com um numero finito de passos.

Shor, partindo da idéia de B.T.Polyak, sugere em [63], uma escolha do tamanho do

i)~ F']
lo']

Mostra que o método converge com velocidade de uma progressdo geométrica. Quando

passo t quando se conhece a solugdo f . Propde t= ,ho qual 0<y<2.

y[f(x*)-f]

W,deformaque 0<y<2 e f seja
g

f(x") for desconhecido, Shor [63] sugere t=

a melhor estimativa de f(x").

Um grupo de cientistas italianos [14], baseado na idéia de Shor acima, apresenta
uma modificacdo dos métodos subgradientes que utiliza a melhor estimativa do valor

minimo da funcgéao e calcula a dire¢do como uma combinacgao linear dos subgradientes e das
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_wlf(x*)-f]

direcbes usadas em passos anteriores, ou seja, considera-se f, = tal que,
']

s"=g"+p,.5, 0<y. <1e p, >0 paratodo k =12,.... Para mais detalhes, ver [63] e [64].
5.1.4. Algoritmo

Seja x' o ponto inicial, x* o ponto na k-ésima iteragdo, t, o tamanho do passo

nessa iteracdo, g* um subgradiente da fungéo no ponto x*.

e 12passo: Escolher x' e IR" e tomar k=1.
e 22passo: Obter: g“e of(x*) e f(x¥).
Critério de parada: 0 € of (x*)

e 3?2passo: Escolher f, apropriado.
Uma opcéo é escolher f, de modo que klim t,=0e Ztk =+o00,
o k=1
k

« 42 passo: Definir d* =— 9.
lo" |

e 52passo: Definir x**' = x* +t,.d* e k=k+1. Retornar para o 2° passo.

Makela sugere em [44], generalizar os métodos que sdao mais eficientes do que o
Método Gradiente para aumentar a velocidade de convergéncia. Cita como exemplo os

Métodos Quase Newton, porém, substitui o gradiente pelo subgradiente normalizado

Hkgk

g

obtendo a direcdo d* =- no qual H* representa a Hessiana da funcdo. No

entanto, ndo aconselha empregar uma generalizagdo direta dos métodos DFP e BFGS para

atualizar a inversa da Hessiana, pois gera resultados numéricos pobres.
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5.1.5. Exemplo

Considere o problema nao diferenciavel: Minimizar f(x,y)=|x|+|y| .

A tabela 5.1 apresenta os resultados obtidos através do algoritmo 5.1.4 no qual se

. L - . 1 -
utiliza a série harménica como tamanho do passo, ou seja, = Inicia-se com o ponto

x'=(20).
Iteragdo | Subgradient| Tamanho Direcdo Ponto Valor de
e do Passo dk XK+ f(x*")
gheof(x¥) f

1 (1,0) 1.0000 (1.0000, 0.0000) | (1.0000, 0.0000) 1.0000
2 (1, 1) 0.5000 (0.7071, 0.7071) | (0.6464, -0.3536) 1.0000
3 (1,-1) 0.3333 | (0.7071,-0.7071) | (0.4107, -0.1179) 0.5286
4 (1,-1) 0.2500 |(0.7071,-0.7071) | (0.2340, 0.0589) 0.2929
5 (1, 1) 0.2000 | (0.7071, 0.7071) | (0.0925, -0.0825) 0.1750
6 (1,-1) 0.1667 |(0.7071,-0.7071) | (-0.0253, 0.0354) 0.0607
7 (-1,1) 0.1429 |(-0.7071,0.7071) | (0.0757, -0.0657) 0.1414
8 (1,-1) 0.1250 |(0.7071,-0.7071) | (-0.0127, 0.0227) 0.0354
9 (-1,1) 0.1111 (-0.7071, 0.7071) | (0.0659, -0.0558) 0.1217
10 (1,-1) 0.1000 |(0.7071,-0.7071) | (-0.0048, 0.0149) 0.0197
11 (-1,1) 0.0909 |(-0.7071,0.7071) | (0.0595, -0.0494) 0.1089
12 (1,-1) 0.0833 | (0.7071,-0.7071) | (0.0005, 0.0095) 0.0101
13 (1,1) 0.0769 (0.7071, 0.7071) | (-0.0539, -0.0449) 0.0987

Tabela 5.1

Note que nas iteragdes 7, 9, 11 e 13 o valor da fungdo aumentou, portanto, os pontos
nas iteragdes anteriores estavam mais préoximos da solugdo. Isso mostra que a diregao pode
nao ser necessariamente uma direcdo de descida, o que é um grande problema nos
Métodos Subgradientes.

Stephen Boyde e outros no trabalho [13], apresentaram a proposta de armazenar

somente os melhores valores da funcdo em cada iteracdo, ou seja, encontra-se em cada
iteragdo fX., = min{ £ (X )} & fL, =min{f(x'),f(x*),...f(x")}. Se f(x*)= fL,, entdo

x¥ é o melhor ponto encontrado e if,, = k é a melhor iteragdo encontrada . Portanto, as
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iteragdes 7, 9, 11 e 13 sdo descartadas e a solugdo seria x=(0.0005, 0.0095). Observe a

tabela 5.2.

Iteragao Melhor Ponto Ponto Valor de Valor de
(k) |lteragao if Xk Xkl f(x*") £
1 1 (1.0000, 0.0000) | (1.0000, 0.0000) 1.0000 1.0000
2 2 (0.6464, -0.3536) | (0.6464, -0.3536) 1.0000 1.0000
3 3 (0.4107, -0.1179) | (0.4107,-0.1179) 0.5286 0.5286
4 4 (0.2340, 0.0589) | (0.2340, 0.0589) 0.2929 0.2929
5 5 (0.0925, -0.0825) | (0.0925, -0.0825) 0.1750 0.1750
6 6 (-0.0253, 0.0354) | (-0.0253, 0.0354) 0.0607 0.0607
7 6 (0.0757, -0.0657) | (-0.0253, 0.0354) 0.1414 0.0607
8 8 (-0.0127, 0.0227) | (-0.0127, 0.0227) 0.0354 0.0354
9 8 (0.0659, -0.0558) | (-0.0127, 0.0227) 0.1217 0.0354
10 10 (-0.0048, 0.0149) | (-0.0048, 0.0149) 0.0197 0.0197
11 10 (0.0595, -0.0494) | (-0.0048, 0.0149) 0.1089 0.0197
12 12 (0.0005, 0.0095) | (0.0005, 0.0095) 0.0101 0.0101
13 12 (-0.0539, -.0449) | (0.0005, 0.0095) 0.0987 0.0101

Tabela 5.2

A figura 5.3 ilustra o processo do Método Subgradiente de acordo com a tabela 5.1.

Figura 5.3

Como pode ser observado tanto pelas tabelas, quanto pela figura 5.3, o algoritmo

converge para a solugdo x = (0,0).
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5.1.6. Uma Aplicacao Importante dos Métodos Subgradientes.

Apesar de, em geral, possuir baixa velocidade de convergéncia, o Método
Subgradiente é bastante empregado. Segundo [57], esse método € um dos mais utilizados

para resolver Problema Lagrangeano Dual (que sera apresentado a seguir).

5.1.6.1. Relaxacao Lagrangeana

A Relaxacao Lagrangeana é baseada na idéia dos Métodos de Penalidade, no qual,
transformam-se problemas mais complicados devido as restricbes, em problemas irrestritos,
considerados mais simples. Acrescentam-se as restricoes a funcao objetivo através de um
vetor de multiplicadores, denominados de Multiplicadores de Lagrange, obtendo-se um
problema irrestrito, cujo valor da solugdo 6tima & um limite inferior (em problemas de
minimizacao) para o valor 6timo do problema original.

Considere o seguinte problema:

Minimizar f(x)
sa: g(x)<0

PP) | ycx (5.3)

X=Xy, X, ) € 27

com f:IR" - IR, g: IR —IR™, no qual, fegsao fungdes diferenciaveis com g(x)=(g, (x),
g, (x), ....9,,(x), e X éum conjunto discreto finito.

Para cada restricao, associa-se um numero real x>0, denominado Multiplicador de
Lagrange, e define-se a fungao Lagrangeana como :

F(x,u)=1f(x)+u g(x)
onde 4= (t,eeitty) © GX)=(G, (%), G (X)s -G ()"

Assume-se que a fungdo Lagrangeana acima satisfaz a seguinte condig¢ao.
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L(n)=min {F(x,u)}, Yue IRT

Passando (PP) para a forma dual temos:
(PD) { Max L(u)
uelRT

ou equivalentemente,

uelRT  xeS

(PD){ Max MinF(x,u).

O Problema Lagrangeano Dual possui propriedades importantes que sdo destacadas
em [34] e [40].

Lima [40] apresenta um algoritmo para encontrar o x4 ‘melhorado’. Este mesmo
trabalho, sugere a utilizagcao simultanea do procedimento do Subgradiente com heuristicas,
para encontrar solucdes viaveis ‘melhoradas’.

A principal vantagem da utilizagcdo dos Métodos Subgradientes para resolver
Problema Lagrangeano Dual, em relacido aos Métodos Simplex e Branch-and-Bound, é o

baixo custo computacional.

5.2. Extensoes dos Métodos Subgradientes

5.2.1. Métodos de Dilatacao do Espaco

Como ja citado anteriormente, a convergéncia dos algoritmos baseados nos Métodos
Subgradientes é geralmente muito lenta e depende do passo escolhido. Com intuito de
melhorar a taxa de convergéncia, Shor [64] sugere um método baseado em uma classe de
algoritmos elaborados para minimizacdo de fungdes convexas em que 0 movimento na
direcao do subgradiente é combinado com uma dilatacdo do espaco ao longo desta direcéo.

Observe na figura 5.4, que apés aplicarmos o operador dilatagdo B, a distancia entre

x**" e x" & menor do que a distancia entre y* e x.
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Figura 5.4

Tal como acontece com a diregdo de maxima descida para o caso diferenciavel, a
direcao oposta ao subgradiente para o caso nao diferenciavel, possivelmente resulta em um

fendmeno de zig-zag que pode manifestar-se em qualquer fase do algoritmo subgradiente,

podendo até divergir do ponto 6timo. Veja a figura 5.5 onde ¢, > ¢, >C,.

Figura 5.5

Observe que o angulo entre g* e g**

€ muito aberto embora os pontos estejam
préximos, e que as dire¢gbes formam zig-zag.

Para contornar estes problemas, pode-se dilatar o espaco na direcdo g*, veja a

figura 5.6.
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Figura 5.6

5.2.1.1. Métodos de Dilatacao do Espaco na Direcao do Subgradiente

Suponha que seja feita uma mudanca de variavel x= B,y apos k iteragcbes dos

Métodos Subgradientes, de forma que B, seja uma matriz ndo-singular com dimensao

apropriada. Em seguida, aplica-se o Método Subgradiente a funcdo ¢(y)="f(B, y). Temos

que g~k =9, (Vx)=B“g" é um subgradiente de ¢(y). Com efeito, como g* é subgradiente
de fem x* entdo
f(x*)=f(x)<-g*.(x-x*) paratodo x.
Como x =B,y tem-se
f(B.y")-f(By)<-g*“.(B.y- B,y ") paratodoy.
Como ¢(y)=f(B, y) segue que,
oy )-o(y)<-g" . B (y-y")
Portanto, gN“ = B,g" é um subgradiente de ¢(y ).
Seja t,>0 o tamanho do passo do algoritmo subgradiente aplicado a funcao
o(y)=1(B y), assim

YR = yk _t g
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como y = B,”'x temos
-1 k+1 -1 Kk k
B/ x*" =B, x"+ td
multiplicando B, em ambos os membros obtém-se

X' = X 4+t Bl d"

onde d* = -9

Nos Métodos de Dilatacdo do Espago, as matrizes B, sdo atualizadas da seguinte
forma:
B = BkRak (d, )_1
no qual R é o operador de dilatacdo do espago ao longo da direcdo d com coeficiente de

dilatagdo a, de modo que ||d|=1 e a>0. Portanto,

R, (d)=(a—-1) d".d+1, onde | ¢ a matriz identidade.
assim

By, = B "?1/0%+l (dk)

Consequientemente

B, =B, (A-1)d.d+l.
a

5.2.1.1. 1. Algoritmo

Seja x' o ponto inicial e B, uma matriz ndo singular (por exemplo a matriz
identidade), x* o ponto na k-ésima iteragdo, t, o tamanho do passo nessa iteragao, a, O

coeficiente de dilatagéo do espaco, g* um subgradiente da funcdo no ponto x*. Considere

a matriz B, uma matriz quadrada de ordem n.



12 passo: Escolher x' € IR" e tomar k =1;

Na k-ésima iteracao

fato,

22 passo: Obter: g“ e of(x*);

Critério de parada: 0 € of(x* );

3¢ passo: Calcular g* = B, g*;

k

42 passo: Calcular d* = -9

k

g

3

5?2 passo: Escolher t, apropriado;
62 passo: Escolher o, apropriado;

7¢ passo: Definir x**' = x* +t, B,d";
82 passo: Calcular B,,, =B, R,(d")" =B, (

identidade;

92 passo: Atualizar: k=k+1.

1

Ok
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1J d“ .d* +1, no qual | é a matriz

Se considerarmos B, =/ e a, =1 obteremos exatamente o método subgradiente. De

g9, (¥ )=g“=B.g"=1g"=g"
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Segundo Shor [64], os Métodos de Dilatagdo no Espaco ao Longo do Subgradiente
sdo mais flexiveis do que os Métodos Subgradientes pois ndo dependem somente da
sequéncia de tamanho dos passos {t,}, mas também da seqUéncia de coeficientes de
dilatacdo {a, } .

Para uma melhor compreenséo sobre os Métodos de Dilatacado do Espaco , veja [59],
[63] e [64].

Podemos ter varias versbes eficientes desse método, basta escolhermos varias

regras para determinar as seqiéncias {t,} e {a,}. Uma versdo bastante conhecida € o

Método de Elipséides que veremos mais adiante.

5.2.1.1.2. Convergéncia dos Métodos de Dilatacao do Espaco na Direcao

do Subgradiente

Shor [64] mostra que para certos algoritmos de dilatagdo do espago ao longo do
subgradiente, o valor da funcdo melhora com uma velocidade de uma progressao
geométrica, no qual a razdo depende das propriedades da funcdo objetivo que sé&o

invariantes com relagéo a transformacgao do espaco.
5.2.1.2. Método de Elipsdides

Vamos considerar novamente o problema (P) , ou seja,

Minimizar f(x)
xe IR"

Com f:IR" — IR convexa e nao diferenciavel. Seja x* um minimo de f e suponha

que existe Rtalque x € {x;

x—x‘“ <R} paraalgum x'e IR".
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A seqiéncia de tamanho dos passos {t } é encontrada através da férmula

t,,,= 0ot ,noqual o= . Tem-se que ¢, =—%

+1

[

n® -

A sequiéncia de coeficientes de dilatagdo {a, } é definida por:

ak=,/2—+i,VkelN.

Podemos descrever o algoritmo geometricamente da seguinte forma:

Considere a bola de centro x' e raio R, isto é, H,=S, ={x;

X— xl“ < R}. Encontramos

um subgradiente no ponto x', se g(x') = 0 entdo x' é um minimo de f. Caso contrario,

forma-se um hiperplano  g¢'.(x-x')=0, assim, x'e€ S=S,N{x; g'.(x-x")<0}.
Determinamos o volume minimo do elipséide de S. O centro do novo elipsdide é x*=x'-
1
t,d"' noqual, d' =Hg—l‘. Dilatamos o espaco na direcdo de d'. No novo espaco a imagem
g

de H, é {y;”y—yz“ <Ré}, noqual,y’= R,(g"')x*, isto &, temos uma esfera de raio RJ e

centro y*. Em seguida, aplicamos o algoritmo no novo espaco, e assim sucessivamente, até

o critério de parada ser satisfeito.

5.2.1.2.1. Algoritmo

Seja x' o ponto inicial e B, uma matriz ndo singular (por exemplo a matriz
identidade), x* o ponto na k-ésima iteragdo, t, o tamanho do passo nessa iteracéo, a, 0

coeficiente de dilatagéo do espaco, g* um subgradiente da funcdo no ponto x*. Considere

a matriz B, uma matriz quadrada de ordem ne f = -

n+1’

e 12passo: Escolher x' € IR" e tomar k =1;

Na k-ésima iteracao
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e 22passo: Obter: g¥e of(x*);

Critério de parada: 0 € of (x* );

e 32passo: Calcular g“ =B, g*;

e 42passo: Calcular d* =—<—

e 52passo: Definir x* = x*' +t, B.d";

e 62passo: Calcular B, =B, R,(d“)", sendo a= Z+i :

e 7?passo: Calcular t,,,=d. t,,sendo J = e atualizar k=k+1.

—_—

n® -

Os trabalhos [1] e [64] abordam os Métodos de Elips6ides com maiores detalhes.

5.2.1.3. Métodos Subgradientes com Dilatacao do Espaco na Direcao da

Diferenca de Dois Subgradientes Sucessivos.

Considere a figura 5.7.

Figura 5.7
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Observe que a direcdo usada em x' é d'=-g', e que se utilizarmos em x* a

direcdo d* =—-g> n&do obteremos uma direcdo de descida. Assim, Shor [64] sugere a
dilatacdo do espacgo ao longo da diferenca entre os dois subgradientes sucessivos, ou seja,
d?=-9"-(-g').

Estes métodos, também denominados r-algoritmos, sdo baseados na aplicagdo de
operagbes de dilatagdo do espaco na direcdo da diferenca de dois subgradientes
sucessivos, 0s quais, segundo Sandra [59], sdo considerados um dos métodos mais

eficazes para resolver problemas de otimizacdo nao diferenciavel.
5.2.1.3.1. r-algoritmos

Suponha que apds a k-ésima iteragcdo dos Métodos Subgradientes seja feita uma

mudanca de variavel x = B,y , de forma que B, seja uma matriz ndo-singular com dimensao
apropriada. Em seguida, aplica-se o método subgradiente a funcéo ¢(y)=f(B, y).

Neste procedimento, em cada iteracdo k , tem-se um subgradiente g*, o

subgradiente anterior g“' e o operador transformacéo B,. Considere os pontos

A A

y* =B 'x* e y¥ =B, 'x*!, e seus respectivos subgradientes g*=B,g* e g*=B.g"".

A direcdo r* é obtida pela diferenca dos dois subgradientes da funcdo ¢*(y)

calculada nos pontos y* e y*, isto &, r*=g*-g*, logo, r*=B.g"-B.g"". Assim,
go_ " __Bl(g"-g"")
k t, k k-1 "
I lBle =g

A atualizagéo de B, € dada por B, = BR, (dj).
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Aplica-se o tamanho do passo t,>0 & ¢(y) obtendo y**' = y* —t,d*. Analogamente

t
By gk.
t b

B, Qk

ao Método de Dilatagdo na Direcao do Subgradiente, encontramos x**' = x* + t, B,

Se o critério de parada nao for satisfeito, sdo armazenados x“*', g ¥ e B,,, paraa

préxima iteragao.
5.2.1.3.2. Algoritmo

Seja x' o ponto inicial e B =/ (I é a matriz identidade), x* o ponto na k-ésima
iteracdo, t, o tamanho do passo nessa iteragdo, a, 0 coeficiente da dilatacdo do espaco,

g* um subgradiente da fungdo no ponto x*.
2 jteracao:

e 12passo: Escolher x' e IR" e tomar k =1.

e 2?passo: Obter: g'e of(x') e g'= B g',
Critério de parada: 0 € of (x");

e 32passo: Escolher {,>0 apropriado;

1
e 42passo: Calcular d' = _HQT

e 5%2passo: Calcular x* = x' +t,d".

Na k-ésima iteracao:
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e 12passo: Obter: g¥e of(x*);

Critério de parada: 0 € of(x*);
e 2°passo: Calcular r* = B, [gk—g"'];

k
,
e 3°passo: Calcular d* = —rT

I

e 42passo: Obter a, de forma que 0< € <1;
O

e 52passo: Atualizar B,,, = B, (i—lJ ak " dk 41

Ay

e 62passo: Escolher {, apropriado;

t
B, Qk.
t b
K

e 72passo: Definir x*' = x* +t,B,

B, g

o 82passo: Atualizar k=k+1

A vantagem deste algoritmo é que a seqiiéncia de valores f(x*) gerados é

monotonicamente decrescente. Segundo [64], a convergéncia para o 6timo pode ser

provada, mas requer algumas hipéteses particulares.

5.2.1.3.3. Exemplo:

Considere o problema de minimizar uma funcdo cujas curvas de niveis estao

representadas na figura 5.8, no qual, ¢, > ¢, .

Sejam B, =1, , 0<— <1, X cIR* e g'eaf(x)=g".
O
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Figura 5.8

Suponha que na segunda iteragdo encontramos um subgradiente g* € of(x*) =g .
Note que g ndo é uma direcdo de descida.

Calculamos r>= I.(g>- g'), a direcdo d' e a nova matriz dilatagdo dada por:

t
B,-B, (i—1j d .

%
Em seguida, determinamos a nova diregdo B,B!g*> que é uma dire¢do de descida,

para encontrar o préximo ponto x°.

Para mais detalhes sobre r-algoritmos, consulte [38], [63] e [64],

5.2.2. Métodos e-Subgradientes ou e-Maxima Descida

Nos Métodos e-Subgradientes a dire¢do de busca € encontrada com base nas

informacoes fornecidas pelos subgradientes calculados em pontos numa certa vizinhanca do

ponto atual.
Para encontrar essa nova direcdo d*, resolve-se o problema (P), de modo que

f(xX*+d*)<f(x*)-¢, para >0 dado. Equivalentemente:
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Minimizar f'(x*,d)
(P, '
! sa o] <1

De acordo com Makela [44], como f'(x*,d) é positivamente homogénea, a restricio

lof <1 é necessaria .

De fato, suponhamos que [d[>1 e seja d o minimo da fungdo f. Considere

f= f(d) e d*=“%” entdo f(d')=f[ﬁ]. Como f ¢é positivamente homogénea, segue

R R . co1 -
f(d )=“sz(d).Assnn f(d )= T

ldl

Por outro lado, como “E/“ >1 segue-se é <1, logo, ?é<?. Deste modo, tem-se
[ ldl

f(d")<f que é uma contradigdo. Assim ||d| <1.
Tem-se pelo teorema (2.3.4)
f'(x;d)=max {gd; ged.f(x), VdelR"}.

Consequentemente, o problema (P, ) equivale a:

min  max a.
lol<t gea,f(x*)

Pelo teorema (2.3.6) podemos reescrever o problema acima da seguinte forma

max min
ged, f(x*) |d|st

A solugao de WQ gd, para g#0é d=

g
lq]

Com efeito, temos

g.d =||g||d]cosa.
O minimo ocorre quando |d|=1e cosa=-1,
logo

g.d=-d| (5.7.1)



71

Por outro lado,
2 1 g
g= =-—(9.9)=-9| = -9 =|9
g.9=|d| E (9.9)=-|d|=-g Iol gl
assim,
9% =g (5.7.2)
lal

de (5.7.1) e (5.7.2) obtemos:

g
d=—<-.
Il
Portanto,

. _ _ i _ _ _ .
o, 99 - e, o) - o el ol

Conseqlentemente, podemos reescrever o problema (F, ) da seguinte forma:

(F,)

&

Minimizar la
sa gea f(x*)

Mas, para resolver (P._), é necessario encontrar todo o & -subdiferencial of ( x<),

que é extremamente trabalhoso ou mesmo impossivel.

Para contornar esse problema, substitui-se o &-subdiferencial df.(x) por um
conjunto que é uma aproximagédo do Jf.(x). Com o intuito de encontrar esse conjunto,
definiremos o erro de linearizagdo para cada g* e of(x*)

a(x,x*)=f(x)-[f(xX*)+g.(x—x*)] paratodo xe IR"

A funcado o, denominada erro de linearizacdo, mede o erro cometido ao aproximar a

funcdo f pelo hiperplano que passa por (x*,f(x*)) e tem como vetor normal g*e of(x*).

Observe a figura 5.9.
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fix)
alx,x%)

fx*)+g“(x—x*)

Figura 5.9

Como f é convexa tem-se a(x,x*)>0, paratodo x, x“e IR".
Considere os pontos os pontos x’/e IR" calculados em iteragbes anteriores, os
subgradientes g’ e of(x’) e os erros a(x,x’), com je J, noqual J, #0 e J, < {1,2,...k} .

Define-se o conjunto G, para todo ¢ >0, como:

Gy ={ ge IR";g=>"20", D ha(x X )<e., 1,20, Y 4 =1 }

Jjedk JjeJk Jjedk

Considere o exemplo representado na figura 5.10 abaixo,

Figura 5.10

Temos que o =a(x*,x') e aX =a(x*,x*). Logo, J, ={1,2} e g= 49"+ /,g* de modo que,

g'edf(x') e gedf(x*), hal + Lok <e , L +2,=1e 4,), 20.
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O conjunto G, é convexo, compacto e tal que chagkf(x"). De fato, por

construgéo, G, € convexo e compacto. Considere agora ge G, , entdo g = Z/ljg’ no qual,
JjeJdk

g’e of(x’). Para xe IR" tem-se:

fx)= D 2f(x)= > [f(x))+g’.(x-x)]=

jeJdy jedg

= Y L {H(X* )+ gl (x=x) = [F(x*)-£(X] )= g/ (X = X )}=

jedk

=S LX)+ g (x—X")=a(x* x])] =

jedk

= Y LX)+ D Ag0 . (x=X)- D La(x X)) 2

Jed jed jedk
> f(x")+g.(x - x") -¢,
logo, g € df,_(x).
Portanto, pode-se substituir um e-subgradiente por um elemento de G;.

Conseqlientemente, pode-se substituir o df.(x) por G, em ( P_). Assim obtemos :

2

L Ly g2
(P.) {Mln/m/zar E||g||
sa ge G,

ou equivalentemente,

2

D49

1
Minimizar 2 P

Psk) Z/lja(xk,xj)s.sk

Jjedk
sa il' >0

D=1

Jjedk

A partir da solugao de (P, ) define-se a dire¢ao :

" =- kg

Jjedk
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A principal dificuldade encontrada nesse método € a escolha do ¢, adequado. Se ¢,
for grande, G, pode n&do ser uma boa aproximag&o de of,(x). Por outro lado, se ¢, for
pequeno, o decréscimo esperado no valor da fungéo f sera pequeno.

De um modo geral, € muito dificil obter uma regra para a escolha de ¢, .

Em [44], [63] e [64] encontram-se maiores detalhes sobre os Métodos e-

Subgradientes.

5.2.3. Método Subgradiente Conjugado

O Método Subgradiente Conjugado, proposto por Philip Wolfe em [66], é uma
extensdo do Método Gradiente Conjugado citado no capitulo 3. Foi elaborado com intuito de
ser razoavelmente eficaz para as funcbes convexas.

Como nos Métodos Subgradientes, limita-se a capacidade de obter informacdes

sobre a fungéo objetivo fa ser minimizada, supondo que, dado xe /R", tem-se um processo
finito, que ird determinar f(x), e um processo finito que ird encontrar um subgradiente, em

que nao se podem impor quaisquer outras condicoes.

A idéia principal do algoritmo é gerar uma seqliéncia de pontos {x*}, de direcdes
{d“}, de subgradientes {g“} e de escalares t, >0, tal que, x“"'= x*+t, d* e
fix* ' )< f(x").

Na iteracé@o k sera formado o feixe G, ={g*, -d*'}, noqual, d “=-Nr G, . Podemos
observar que G, c conv { g',...,g"} para todo k.

O passo t, sera determinado por uma minimizacdo aproximada de f(x* +t, d* ) para
t>0. A idéia € que em algum passo os Ultimos p+7 pontos (x*,....x*" x* ) estejam todos
muito préximos, de modo que (g*”,...,g*) estejam aproximadamente contidos em

of(x*), e também que d“=-Nr G,, isto é, d*=-Nr {g"",...,g"} seja suficientemente
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pequeno. Entdo, se a fungao for diferenciavel, tem-se que Vf(x*)=—Nr of(x*) sera muito

pequeno e x* sera uma solugdo aproximada.

5.2.3.1. Algoritmo

Considere os parametros positivos ¢, §, b, m, <m, <0,5. Sejam x' o ponto inicial,
g'eof(x'), G'=f{ g'} e a =0. Temos que x* é o ponto na k-ésima iteracdo, t, o tamanho
do passo nessa iteragdo, g* uma aproximagao do subgradiente da fungdo no ponto x*.

e 12passo: Escolher x' e IR" e tomar k=1;

Na k-ésima iteracao
e 22passo: Obter: d“=- Nr G;
se |d| < ¢ entdo va para o passo 3; sendo, va para 0 passo 5;
e 3?2passo:Se a<d entdo pare; sendo, va para 0 passo 4.
* 4°passo: (reset): Considere x, =x, g, =g, G, ={g},e a, =0
(o passo k é finalizado);
e 52passo: (busca linear): Obter t >0 e g, € of(x+td) tal que:

g,. d>-mld]

CASOA: f(x+td)—f(x)<-mdd|’; atualizar x, = x+1td;
ou
CASO B: t|d| < b; atualizar x, = x;
e 6°passo:Escolha HcGe G.=Hu{-d, g.} e a, =a+|x, - X

(o passo k é finalizado).

Este algoritmo ou gera uma seqiiéncia de pontos em que f tende para menos infinito

(f — —oo), ou termina em um ponto x* que é a solugdo aproximada do problema.



76

A busca linear pode ser feita de varias maneiras. Para maiores detalhes, veja [66], 0
qual, também apresenta uma versao do algoritmo para fungdes quadraticas e mostra que se
a fung@o objetivo for diferenciavel e fortemente convexa, normalmente possui uma taxa de

convergéncia linear.
5.2.3.2. Exemplo:
Considere novamente o problema:

P) {Minimizar f(2><,y)
(x,y)e IR

onde f(x,y)=max{f,f,,f} com fi=—x, L =x+y, F=x-2y.

A diferenciabilidade falha nos pontos (x,0), (-x,-x) e (-x,2x) para todo x>0.
Considerando que sera escolhido g =Vf. no qual i € o menor indice com f(x,y)= f.. Assim,

temos que g = (1,7), quando x>0, y 20 e g = (1,-2), quando x>0, y<0.

12 iteragédo: Seja x' =(6,3), logo, g' = (1,1). Parat = 3, obtemos, x* = (3,0).
22 jteragdo: Seja x> =(3,0), logo g* = (1,1). Para um passo suficientemente
pequeno, obtemos x* = (2,99999, -0,00001), ou seja, x* =(3,0).

32 jteracdo: x° = (2,99999, -0,00001), ou seja, x* =(3,0), porém g’ =(1,-2).

Assim, G = {(1,1), (1,-2)}, entdo, como d = -Nr G, temos que d = - (1,0)= (-1,0). Pela

figura 5.11 , vemos claramente que Nr G= (1,0).
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F
(1.1)
i

/'T
l—(’f.-o)—b
]

\(1.-2}

figura 5.11

Temos |d|=1>s. Como d é uma direcdo de descida, ou seja, satisfaz a condicao
f(x+1td)-f(x)<—mytd, assim, x,=x+td= (-0,00001, -0,00001) e g, = (~1,0). Temos
que G, ={(-10), (1,0)} e a, =0, conseqlientemente d =- Nr G = d = (0,0), assim,
ldj=0<e e a<y.

Portanto a solugdo aproximada é x = (-0,00001, -0,00001).
Geometricamente podemos observar o processo pela figura 5.12.

Para maiores detalhes sobre os Métodos Subgradientes Conjugados, veja [66].

st \
- X ‘
. N -
o\(:s,o) 2y 11.1]

\%

figura 5.12
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5.2.4. Métodos Subgradientes Projetados

O Método Subgradiente Projetado € uma extensdo dos Métodos Subgradientes, porém,
baseados nos Métodos Gradientes Projetados vistos no capitulo 3. Esse método foi
elaborado, principalmente, para resolver problemas com restricées, no qual, projeta-se o
oposto de um subgradiente, de tal modo que melhora a funcdo objetivo e mantém a

viabilidade.

Considere o problema:
Minimizar f(x)
(PCR) g(x)<0

sujeito a
xe X

no qual X é um conjunto convexo simples o bastante para se calcular projecbes em X, e

ax)=(g,(x), 9, (x), -..g , (x))' s@o as restrigdes .

A atualizacdo do ponto é dada pela

seguinte formula:
X = Py(x" - 4,g")

Onde P, é a projecao sobre X e g* é um subgradiente de fem x*.

Para resolver o problema (PCR) utilizando
os Métodos de Subgradientes Projetados, pode-se utilizar a relaxagéo lagrangeana dual, ou
seja,

F(x,u)=F(x)+u g(x)

CUJO 4= (fyseeesttm) € 9(X)=(9,(X): G (X), -Gy (X))
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Para um estudo mais detalhado consulte [9], [13] e [24].
5.2.5. Métodos Subgradientes Afim Escalas

Frenk, Sturm e Zhang em [24] propéem um método denominado Método
Subgradiente Afim Escala, que como pode ser observado pelo préprio nome, é uma
combinagao dos Métodos Subgradientes com os Métodos Afim Escala.

Este método € uma generalizagdo dos Métodos Afim Escala e Dual para problemas
Min-Max.

O Método Subgradiente Afim Escala foi elaborado para resolver problemas convexos
néo diferenciaveis, com restricoes lineares. Ou seja,

Minimizar f(x)

(PRL)! sa: Ax=b (5.4)

x>0

no qual f(x) € uma fungdo convexa, ndo diferenciavel e Ae IR™" tem posto m. Considera

que existe x' talque Ax'=be x' >0.
O Método Subgradiente Afim Escala assume que a regido viavel F = {x; Ax=b com
x=0} é limitada e que a fungéo objetivo € continuamente lipzchitiziana com constante K de

Lipzchitz. O método utiliza uma barreira logaritmica com parémetro u >0, isto é,
n .
f,(x)=1f(x)-u) log X'
i=1

cujo f, € estritamente convexa em IR/,

O conjunto de subgradientes é dado por:

of,(x)=0f(x)—uX"'u
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no qual u=(1,1,...), e X é a matriz diagonal com elementos de x.

Devido a barreira logaritmica, s existird um ponto de minimo de f, sobre F.

A direcao de busca é obtida projetando, num espaco escalar, um subgradiente da

funcéo objetivo com uma barreira logaritmica. Assim,

Pax XQ#
|PaxXa, |

noqual g, €df (x) e Py g, €aprojecdo de g, sobre o espago nulo AX, dado por:
Pix 9, = (- XA (AX* A" ) AX)g,

onde x>0 e | é a matriz identidade.

A escolha do tamanho do passo é andloga a dos Métodos Subgradientes, e é
essencial para a velocidade de convergéncia.

O artigo [24] prova que devido a barreira logaritmica, as iteragbes no interior de IR;

estdo contidas num subconjunto compacto de /R]. Prova também que pelo menos uma

subseqliéncia das iteracdes converge para o ponto étimo.

Supondo que x* esta proximo de x* e que o angulo entre a diregdo do subgradiente

d“ e (x¥-x") é menor que 902, tem-se que Jim x¥=x", ou seja, 0 método é globalmente
—oo

convergente.

A principal vantagem desse método é que todas as iteragcdes permanecem no interior

da regido viavel.

Para maiores esclarecimentos sobre o Método Subgradiente Afim Escala, consulte

[24].
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5.3. Trabalhos Recentes

Faremos uma breve exposicao de alguns trabalhos mais recentes que utilizaram os
Métodos Subgradientes e/ou suas extensdes.

Zafar, em sua tese de mestrado [2], propbe algoritmos para resolver problemas de
otimizacdo nao diferenciaveis, denominado Algoritmos de Memoria Limitada com Dilatagédo
e Reducédo do Espacgo, que sdo variantes do r-algoritmo, motivadas pelas atualizagées dos
Métodos Quase Newton de Pequenas Memérias e Memérias limitadas. Vimos em 5.6 que o
r-algoritmo emprega uma estratégia de dilatacdo do espaco na direcao da diferenca de dois
subgradientes sucessivos. Porém, o método precisa armazenar a matriz de dilatagdo do
espaco e atualiza-la em toda iteracdo, resultando em um trabalho computacional
significativo para problemas maiores. Para contornar esta dificuldade, Zafar desenvolveu um
esquema de atualizacdo baseado nos Métodos Quase Newton de Pequenas Memérias, que
em vez de utilizar a aproximagcdo da Hessiana da iteragdo anterior para calcular a
aproximacao da Hessiana na iteracéo atual, usa a matriz identidade. Este novo esquema de
atualizagdo permite também uma combinacao de dilatagdo do espaco com estratégias de
reducao.

Os artigos [13] e [24] de 2003 e 2004, respectivamente, definem os Métodos
Subgradientes e Subgradientes Projetados, e apresentam algumas regras de tamanhos de
passos. Em [13], Boyd e outros, através de graficos, fazem uma analise da convergéncia
dos Métodos Subgradientes utilizando tamanhos de passos distintos. Estes artigos também
apresentam o Problema de Otimizacao na forma Lagrangeana Dual e propdem a aplicacdo
dos Métodos Subgradientes para resolvé-lo.

Os Meétodos Subgradientes sdao muito utilizados em problemas de otimizagao
combinatéria. Varios trabalhos utilizam Relaxagbes Lagrangeana para modelar esses
problemas e aplicam os Métodos subgradientes puros ou com algumas modificagcbes, para

resolvé-lo.
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A Relaxagao Lagrangeana é uma técnica bem conhecida e usada freqientemente na
obtencao de limitantes para problema de Otimizagdo Combinatéria. Para instancias ainda
maiores, sdo aplicados Meétodos Subgradientes melhorados por inimeros recursos.
Veremos agora, alguns trabalhos que os utilizam.

Bertsekas e Nédic [49], apresentam uma classe de métodos para minimizacdo de

fungcbes convexas nado diferenciaveis que consistem da soma de um numero grande de

m
funcbes componentes, ou seja, f(x)=Zf,(x). Este tipo de minimizagdo aparece em

i=1

Relaxagdo Lagrangeana para problemas separaveis de grande escala com restricdes
acopladas. A idéia é processar iteragdes utilizando subgradientes das fungdes componentes
com ajustes de variaveis apds o célculo de cada uma dessas fungdes. O método tem obtido
sucesso na solugao de problemas de minimos quadrados de grande porte, tais como os que
aparecem em treinamento de redes neurais. Neste trabalho, os autores apresentam
propriedades de convergéncia para variantes deterministicas do método, bem como para
variantes estocasticas. Sado apresentados também, resultados computacionais que mostram
que a performance dos métodos sao particularmente interessantes.

Em [6], Beltran e Heredia propdem um método heuristico, denominado Método
Subgradiente Radar, cujo objetivo é refinar o calculo do passo dos Métodos Subgradientes.
Problemas de otimizacdo de producédo de eletricidade séo utilizados para comparar o
método proposto com o Método Subgradiente classico.

Ellen Fukuda sugere em [27], algumas maneiras de resolver problemas de
programacgao linear baseando-se na relaxacdo das restricbes “dificeis”, com o célculo de
solugdo dual através dos Métodos Subgradientes Projetados e o Algoritmo do Volume.
Ainda apresenta algumas técnicas de recuperacdo de solugbes primais, tais como, os
Métodos Subgradientes com convergéncia ergddica, que também pode ser encontrado com

mais detalhes em [63], e as variantes do Algoritmo de Volume.

Os trabalhos que citaremos a seguir apresentam aplicagbes recentes dos métodos

Subgradientes e/ou suas extensdes em problemas praticos.
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A evolugdo da comunicacdo sem fio abre caminho para contribuicdo da Pesquisa
Operacional no desenvolvimento de modelos matematicos que minimizem os custos da
rede, atendendo a demanda dos usuarios e garantindo a qualidade e confiabilidade dos
servicos. Durante o projeto de uma rede de telefonia celular surgiu um problema,
denominado Problema de Alocacdo Generalizada com Restricdbes de Diversidade e
Capacidade (PAG-DC) , que consiste na atribuicao de estacdes de radio base a hubs, a um
custo minimo, tal que as demandas de cada estagcédo e a capacidade de cada hubs sejam
atendidas. Adriana Rigolon propde em [57], um novo modelo matematico para o PAG-DC e
emprega a técnica de Relaxagdo Lagrangeana associada aos Métodos Subgradientes e
Dilatacdo do Espaco para obter limitantes inferiores de boa qualidade. Ela mostra, através
de alguns experimentos, que os algoritmos baseados nos Métodos Subgradientes séo
capazes de encontrar bons limitantes inferiores porém, os Métodos de Dilatacao do Espaco

sao mais eficientes.

Sandra em [59], propde um algoritmo para a solugdo de um problema linear inteiro
misto de grande porte que otimiza a compra de equipamentos de uma companhia telefénica.
Esse problema surgiu na Companhia Telefénica do Rio Janeiro (TELERJ) e trata da
otimizacdo da rede de transmissao digital em vigor nessa empresa. Nem o roteamento de
sistemas e nem a compra de cabos e equipamentos eram feitas de forma otimizada, por
isso, formulou-se um modelo matematico para minimizar os custos. Sandra utiliza a
formulacao Lagrangeana Dual do problema linear inteiro que modela esse sistema telefonico
urbano, e para resolvé-lo, aplica o Método de Dilatacdo do Espago na Direcdo de Dois

Subgradientes Sucessivos.

Pimenta em [54], apresentou um trabalho cujo objetivo é otimizar uma rede de
transporte de cargas e passageiros, contendo diferentes tipos de produtos e veiculos, cujos
custos pudessem ter seus valores alterados a cada instancia do problema. Também permite
o reaproveitamento de veiculos, atendendo as restricoes de capacidade, no menor custo

possivel, utilizando-se de técnicas ja conhecidas. Primeiro utilizou o algoritmo de Dijkstra
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para encontrar o menor caminho. Em seguida, para determinar a rota de custo minimo,
empregou técnicas de Relaxagdo Lagrangeana associada aos Métodos Subgradientes,
além de duas heuristicas complementares.

Glaydston e Luiz Antonio, em [56], propuseram uma nova modelagem matematica a
para o Problema da Rotulagdo Cartografica de Pontos (PRCP), e apresentaram uma nova
técnica para relaxar um problema de otimizagdo combinatoria de modo a obter limites de
melhor qualidade. Essa nova técnica foi aplicada ao problema PRCP. Assim, como esse
problema pode ser representado através de um grafo, essa relaxagao consiste em dividir
esse grafo em pequenos subproblemas (clusters) facilmente resolvidos. As arestas que
conectam os clusters sdo entdo relaxadas utilizando a Relaxacdo Lagrangeana e,
empregando um Algoritmo de Subgradiente, resolve-se os problemas separadamente
reagrupando-os ap0ds cada iteracao.

Alguns pesquisadores, [41], [47], [48], e [51], propuseram a combinagcdo das
Relaxagbes Lagrangeana e Surrogate com objetivo de conseguir melhores tempos
computacionais em relacao a Relaxacao Lagrangeana.

A Relaxacdo Lagrangeana/Surrogate, denominada Lagsur, generaliza a Relaxagao
Lagrangeana tradicional, no qual, inicialmente, é derivada uma Relaxagdo Surrogate do
conjunto de restricbes, e assim, utiliza-se a informacao local dessas restricdes surrogate
relaxadas na Relaxagdo Lagrangeana para acelerar os Métodos Subgradientes. Uma busca
local é realizada a cada iteragé@o do algoritmo de modo a corrigir os tamanhos de passos.

Marcelo e Luiz, em [48], utilizam a Relaxacdo Lagrangeana/Surrogate na aplicagdo
de heuristicas baseadas em relaxagdes que utilizam os Métodos Subgradientes. Segundo
os autores, a Relaxacdo Lagsur foi proposta como uma alternativa a relaxagéao
lagrangeana, substituindo-a com vantagens em diversos problemas de otimizacéo
combinatéria.

A Relaxacdo Lagsur é apropriada para problemas com um grande numero de

variaveis. Quanto maior for o niumero de variaveis do problema, melhor sera o desempenho
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da Relaxacao Lagsur em relacdo a Relaxagédo Lagrangeana no que se refere ao tempo de
execucgao.

Em [47], Narciso e Lorena examinam o comportamento da Relaxagdo Lagsur com
um Método Subgradiente mais elaborado, aplicados ao problema do Caixeiro Viajante.
Nesse Método Subgradiente, para obter uma nova diregcdo de busca, combina-se os
subgradientes de duas iteragbes consecutivas. Os resultados mostram que o ganho da
Relaxagdo Lagrangeana/Surrogate é reduzido e esta passa a ter quase o mesmo
comportamento, em relacdo ao tempo, que a Relaxagdo Lagrangeana usual. Neste caso,
observou-se que ndo ha diferenga em utilizar as Relaxa¢des Lagrangeana ou lagsur, pois 0s
tempos e limites foram praticamente iguais. Portanto, deve-se substituir Lagrangeano usual
pelo Lagrangeano/surrogate no caso de falta de informagdes, onde os passos dos Métodos
Subgradientes sao corrigidos melhor e com maiorfreqiiéncia. O artigo mostra também, que o
Lagrangeano/surrogate pode ser usado com outros Métodos Subgradientes.

Lilian e Reinaldo, no artigo [51], modelam o Problema de Carregamento de Paletes
(PCP) do produtor como um Problema Inteiro 0 - 1. O problema consiste em encontrar um
arranjo de caixas em camadas horizontais (padrdao de carregamento bidimensional) de tal
forma que a utilizagdo da superficie do palete seja a maxima possivel. Para resolver (PCP)
do produtor, os autores, apresentam métodos exatos baseados na aplicagdo de relaxagbes
Lagrangeana e/ou surrogate e, para otimizar os limitantes superiores, utilizam os Métodos
Subgradientes. Os métodos propostos sdo procedimentos de busca em arvore do tipo
branch and bound que, em cada ndé, utilizam limitantes derivados de Relaxagdes
Lagrangeana e/ou Surrogate. Testes de reducéo do problema e heuristicas Lagrangeana e
surrogate sao aplicados aos Métodos Subgradientes para otimizar os limitantes inferiores
(solucbes factiveis). Um procedimento enumerativo de busca em arvore é usado para a

obtencao da solugao étima do problema.

O artigo [41] apresenta os Métodos de Geracao de Colunas e o de Decomposicao de
Dantzig-Wolfe que ficaram conhecidos como métodos eficientes para o tratamento de

problemas de programacao linear com grande nimero de variaveis. Um problema mestre
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7

restrito é identificado e novas colunas sdo geradas através de um subproblema. Estes
métodos sofrem de problemas de estabilizacdo. Para amenizar estes problemas, as
variaveis duais tém sido controladas de varias maneiras, em geral, restringindo-se sua
norma para evitar grandes variacoes. A Relaxacdo Lagrangeana/Surrogate foi proposta
nesse artigo para estabilizacdo de Métodos Subgradientes. Considera-se a combinagéo do
Método de Geracao de Colunas e a relaxagao Lagrangeana/surrogate como uma proposta

de estabilizacao.
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Capitulo 6

Alguns Exemplos Numéricos

O Algoritmo Subgradiente foi implementado em Matlab. O tamanho do passo

utilizado é t* = % Aplicamos os Métodos Subgradientes em problemas extraidos de [44].

6.1. Problemas Teste

1. CB2

Dimensao 2

Fungéo objetivo f(x)=max{x’ +x3, (2—x, )" +(2—x, ), 287"}

Ponto étimo x = (1.139286, 0.899365)
Valor 6timo f(x )=1.952225

2. DEM
Dimenséo 2

Fungéo objetivo f(x)=max{5x, + X,, =5X, + X,, X} +X; +4X, }

Ponto 6timo x =(0,-3)

Valor 6timo f(x )=-3
3. QL

Dimenséo 2

Funcao objetivo f(x)=max{f(x), f,(x), f,(x)}

No qual, R(X)=X+x5;
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f(X)= X+ X3 +10(=4x, — X, +4)

f(x)= X+ X3 +10(—X, —2X, +6)

Ponto 6timo X =(1.2,2.4)
Valor 6timo f(x')=12

4. MIFFLIN1
Dimenséo 2

Fungao objetivo f(x)=—-x, +20max{ x; +x; —1, 0}

Ponto 6timo x =(10)
Valor 6timo f(x)=-1
5. ROSEN
Dimenséo 4

Funcéo objetivo

F(x)=max{f(x), f(x)+106(x), f;(x)+10f(x), (x)+10f,(x)}

No qual,
2 2 2 2 .
f(X)=X + X, +2X;5 + X, =5X,—5%, = 21X, + 7 X, ;
2 2 2 2
L(X)=X7 +X5+ X3+ X, +X — X, +X;— X, —8
2 2 2 2
L(X)=X +2X; + X5 +2X; — X, — X, —10
W2 2 2
f(X)=X +X;+X; +2X,—X,— X, =5
Ponto 6timo X =(0,1,2,-1)

Valor 6timo f(x )=—-44



6.2. Resultados Obtidos

Problema 1: CB2

Ponto inicial : x = (1.0000, -0.1000 ) e f(x)= 0.8000

89

iteragéo x1 x2 f
1.420331 0.782696 1.01017
1.022527 0.514106 1.15021
1.198884 0.782194 1.24042
1.328847 0.979755 1.32153
1.216074 0.820125 1.36396
1.303048 0.951029 1.41944
1.219018 0.840090 1.45168
1.133056 0.756471 1.48694
1.193402 0.843031 1.52174
1.247305 0.920348 1.55516
1.192216 0.851486 1.57724
1.237379 0.915699 1.60519
1.190595 0.857638 1.62410
1.229484 0.912525 1.64812
1.188861 0.862312 1.66464
1.148007 0.818244 1.68182
1.180545 0.863376 1.70092
1.211145 0.905820 1.71959
1.178976 0.866337 1.73287
1.206594 0.904473 1.74969
1.177484 0.868770 1.76175
1.202655 0.903389 1.77705
1.176077 0.870802 1.78810
1.149412 0.840859 1.79944
1.171764 0.871319 1.81258
1.193192 0.900521 1.82552
1.170543 0.872796 1.83501
1.190476 0.899885 1.84702
1.169393 0.874075 1.85588
1.188028 0.899334 1.86710
1.168310 0.875190 1.87539
1.185805 0.898851 1.88591
1.167288 0.876170 1.89372
1.183776 0.898423 1.90362
1.166322 0.877038 1.91099
1.181913 0.898039 1.92034
1.165407 0.877810 1.92733
1.180195 0.897694 1.93619
1.164539 0.878501 1.94282
1.178602 0.897379 1.95123
1.163714 0.879122 1.95755
1.177121 0.897091 1.96557
1.162928 0.879682 1.97159

ARRAWWWWWWWWWPNNNRNMNDNONNDRNON = = = - o o
DOV L OOV RDNAOOOIODTNRDODNZ2OOCONOARWN RO NDO AWM~
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44 1.175738 0.896826 1.97925
45 1.162179 0.880190 1.98501
46 1.174442 0.896580 1.99233

A solugao encontrada é: x=(1.1744, 0.8966) e f(x) = 1.9923

A solucao 6tima é: x* = (1.1393, 0.8994) e f(x*) = 1.9522

Problema 2: DEM

Ponto inicial : x = ( 1, -2) e f(x)=-4

iteragéo x1 x2 f

67 0.000012 -2.921711 -3.07829
68 -0.014139 -2.924541 -3.07546
69 -0.000193 -2.927331 -3.07267
70 0.013553 -2.930080 -3.06992
71 0.000001 -2.932790 -3.06721
72 -0.013364 -2.935463 -3.06454
73 -0.000183 -2.938100 -3.06190
74 0.012821 -2.940700 -3.05930
75 -0.000009 -2.943266 -3.05673
76 0.012652 -2.945799 -3.05420
77 0.000155 -2.948298 -3.05170
78 -0.012181 -2.950765 -3.04923
79 -0.000001 -2.953201 -3.04680
80 0.012027 -2.955607 -3.04439
81 0.000148 -2.957983 -3.04202
82 -0.011587 -2.960330 -3.03967
83 0.000006 -2.962648 -3.03735
84 -0.011449 -2.964940 -3.03506
85 -0.000129 -2.967204 -3.03280
86 0.011060 -2.969441 -3.03056
87 0.000000 -2.971654 -3.02835
88 -0.010935 -2.973840 -3.02616
89 -0.000123 -2.976003 -3.02400
90 0.010569 -2.978141 -3.02186
91 -0.000005 -2.980256 -3.01974
92 0.010454 -2.982348 -3.01765
93 0.000107 -2.984417 -3.01558
94 -0.010130 -2.986465 -3.01354
95 -0.000001 -2.988490 -3.01151
96 0.010023 -2.990495 -3.00950
97 0.000103 -2.992479 -3.00752
98 -0.009716 -2.994443 -3.00556
99 0.000004 -2.996387 -3.00361
100 -0.009619 -2.998311 -3.00169
101 -0.000092 -3.000217 -2.99978
102 -0.000091 -2.991447 -2.99540
103 0.009251 -2.993316 -2.99354




A solucao encontrada é x = (0.0093 , -2.9933) e f(x)= -2.9935

A solugdo 6timaé: x =(0,-3) e f(x )=-3

Problema3: QL

Ponto inicial : x = (1, 3) e f(x) = 6

iteragéo x1 x2 f

.164100 2.417918 7.16709

1
8962 1.164151 2.418018 7.16710
8963 1.164103 2.417919 7.16712
8964 1.164153 2.418018 7.16712
8965 1.164106 2.417919 7.16714
8966 1.164156 2.418019 7.16715
8967 1.164108 2.417920 7.16717
8968 1.164159 2.418019 7.16718
8969 1.164111 2.417921 7.16720
8970 1.164161 2.418020 7.16720
8971 1.164114 2.417921 7.16722
8972 1.164164 2.418020 7.16723
8973 1.164117 2.417922 7.16725
8974 1.164167 2.418021 7.16726
8975 1.164119 2.417922 7.16728
8976 1.164169 2.418022 7.16728
8977 1.164122 2.417923 7.16731
8978 1.164172 2.418022 7.16731
8979 1.164125 2.417923 7.16733
8980 1.164175 2.418023 7.16734
8981 1.164127 2.417924 7.16736
8982 1.164178 2.418023 7.16737
8983 1.164130 2.417925 7.16739
8984 1.164180 2.418024 7.16739
8985 1.164133 2.417925 7.16741
8986 1.164183 2.418024 7.16742
8987 1.164135 2.417926 7.16744
8988 1.164186 2.418025 7.16745
8989 1.164138 2.417926 7.16747
8990 1.164188 2.418025 7.16747
8991 1.164141 2.417927 7.16749
8992 1.164191 2.418026 7.16750
8993 1.164144 2.417927 7.16752
8994 1.164194 2.418026 7.16753
8995 1.164146 2.417928 7.16755
8996 1.164099 2.417830 7.16757
8997 1.164149 2.417929 7.16757
8998 1.164102 2.417830 7.16759
1

.164152 2.417929 7.16760




A solugcdo encontrada é: x =(1.1642,2.4179) e f(x) = 7.1676

A solucdo dtima é: x* =(1.2000, 2.4000) e f(x*) = 7.2000

Problema4: MIFFLIN1

Ponto inicial x = (2.1000, -0.7000) e f(x)= -2.0000

iteragéo x1 x2 f

1 1.174629 -0.391543 -1.77967
2 0.734796 -0.244932 -1.59245
3 0.734796 -0.244932 -1.25912
4 0.734796 -0.244932 -1.00912

A solugcdo encontrada é: x = (0.7348, -0.2449) e f(x)=-1.00912

A solugdo otima e:x* =(1,0)ef(x")= -1

Problema 5: ROSEN

Ponto inicial : x = ( 0, 0, 0, 0) e f(x)= -45

iteragéo x1 x2 x3 x4

f

8961 0.007591 0.969251 2.003017 -1.002238
8962 0.007628 0.969273 2.003112 -1.002275
8963 0.007615 0.969258 2.003021 -1.002213
8964 0.007652 0.969280 2.003117 -1.002250
8965 0.007599 0.969258 2.003023 -1.002233
8966 0.007636 0.969281 2.003119 -1.002269
8967 0.007623 0.969265 2.003028 -1.002208
8968 0.007660 0.969288 2.003124 -1.002245
8969 0.007607 0.969266 2.003030 -1.002227
8970 0.007644 0.969288 2.003125 -1.002264
8971 0.007631 0.969273 2.003034 -1.002203
8972 0.007668 0.969295 2.003130 -1.002240
8973 0.007615 0.969273 2.003036 -1.002222
8974 0.007652 0.969296 2.003132 -1.002259
8975 0.007640 0.969281 2.003041 -1.002198
8976 0.007676 0.969303 2.003137 -1.002235
8977 0.007624 0.969281 2.003043 -1.002217
8978 0.007660 0.969304 2.003138 -1.002254
8979 0.007608 0.969282 2.003044 -1.002237
8980 0.007644 0.969304 2.003140 -1.002273
8981 0.007632 0.969289 2.003049 -1.002212
8982 0.007668 0.969311 2.003145 -1.002249
8983 0.007616 0.969289 2.003051 -1.002231
8984 0.007652 0.969312 2.003146 -1.002268

-44.54261
-44.54260
-44.54260
-44.54259
-44.54259
-44.54258
-44.54258
-44.54257
-44.54257
-44.54256
-44.54256
-44.54255
-44.54255
-44.54254
-44.54254
-44.54253
-44.54253
-44.54252
-44.54251
-44.54251
-44.54250
-44.54250
-44.54249
-44.54249
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8985
8986
8987
8988
8989
8990
8991
8992
8993
8994
8995
8996
8997
8998
8999

0.007640
0.007587
0.007624
0.007571
0.007608
0.007555
0.007592
0.007579
0.007616
0.007563
0.007600
0.007547
0.007584
0.007571
0.007608

0.969296
0.969274
0.969297
0.969275
0.969298
0.969276
0.969298
0.969283
0.969305
0.969283
0.969306
0.969284
0.969306
0.969291
0.969313

2.003056
2.002962
2.003057
2.002963
2.003059
2.002965
2.003060
2.002970
2.003065
2.002971
2.003067
2.002973
2.003068
2.002978
2.003073

-1.002207
-1.002190
-1.002226
-1.002209
-1.002246
-1.002228
-1.002265
-1.002204
-1.002241
-1.002223
-1.002260
-1.002243
-1.002279
-1.002218
-1.002255

-44.54248
-44.54248
-44.54247
-44.54247
-44.54246
-44.54246
-44.54245
-44.54245
-44.54244
-44.54244
-44.54243
-44.54243
-44.54242
-44.54242
-44.54241

A solucdo encontrada é:

x = (0.007608, 0.969313, 2.003073, -1.002255) e f(x)= -44.54241

A solugdo 6tima é: x*=(0,1,2,-1) ef(x*) = -44
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6.3 Um Exemplo dos Métodos de Dilatacao do Espaco na Direcao do

Subgradiente

harménica como tamanho do passo, ou seja, t, =

Considere o problema n&o diferenciavel: Minimizar f(x,y)=|x|+|y| .

Os resultados foram obtidos através do algoritmo 5.2.1.1.1 no qual se utiliza a série

X2

©CoOo~NOOAWN =

1.0000
0.6818
0.4673
0.3066
0.1781
0.0709

-0.0209

0.0594
0.0120

0.0000
-0.3182
-0.1037

0.0570
-0.0716

0.0356
-0.0563

0.0241
-0.0474

10 0.0523 0.0169
11 -0.0061 -0.0415 0.0476

x| =

1 -
e —=0.9. Inicia-se com o ponto
a



12 0.0474 0.0121 0.0595
13 -0.0020 -0.0374 0.0394
14 0.0439 0.0085 0.0524
15 0.0010 -0.0343 0.0354
16 -0.0391 0.0059 0.0450
17 -0.0013 -0.0320 0.0333
18 0.0344 0.0037 0.0381
19 0.0006 -0.0301 0.0306
20 -0.0316 0.0021 0.0336
21 -0.0010 -0.0286 0.0295
22 0.0282 0.0007 0.0289
23 0.0003 -0.0273 0.0276
24 -0.0265 -0.0005 0.0270
25 -0.0008 0.0252 0.0260
26 0.0239 0.0005 0.0244
27 0.0001 -0.0233 0.0235
28 -0.0228 -0.0004 0.0232
29 -0.0007 0.0218 0.0225
30 0.0208 0.0004 0.0212
31 0.0000 -0.0204 0.0204
32 -0.0200 -0.0003 0.0203
33 -0.0006 0.0192 0.0198
34 0.0183 0.0003 0.0186
35 -0.0000 -0.0181 0.0181
36 0.0178 -0.0002 0.0180
37 0.0005 0.0172 0.0176
38 -0.0165 0.0003 0.0167
39 0.0000 -0.0162 0.0163
40 -0.0160 -0.0002 0.0162
41 -0.0004 0.0155 0.0159
42 0.0149 0.0002 0.0151

Solugao 6tima x*=(0 0) e f(x*)=0

Solugao encontrada = (0.0149, 0.0002) e f(x*)= 0.0151

Capitulo 7
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Conclusoes

A Otimizacdo Nao Diferenciavel produz uma série de dificuldades que, na maioria
das vezes, ndao podem ser superadas pelos algoritmos tradicionais para problemas
diferenciaveis. Assim, o0s problemas n&o diferenciaveis necessitam de técnicas
computacionais proprias.

Os Meétodos Subgradientes, desenvolvidos por Shor, foram o0s pioneiros em
otimizacdo nao diferenciaveis. Possuem uma estrutura simples, porém, apresentam baixa
velocidade de convergéncia, na maioria dos casos, pior do que linear.

No capitulo 5, apresentamos varios métodos que foram propostos no sentido de
melhorar a performance dos Métodos Subgradientes. Dentre esses métodos, destacam-se
os Métodos de Dilatacdo do espaco, que segundo [59] estdo sendo reconhecidos como
métodos eficazes para resolver problemas de otimizacdo nao diferenciavel. Adriana Rigolon
[57], através de alguns experimentos, mostrou que para o problema de alocagéo
generalizada com restricdbes de diversidade e capacidade, os Métodos de Dilatagdo do
Espaco foram mais eficientes do que os Métodos Subgradientes.

Alguns trabalhos [27], [54], [57] e [59], vistos na secdo 5.3, mostraram que o0s
Métodos Subgradientes puros ou com algumas modificagdes, tem-se revelados eficientes
quando combinados com a Relaxagdo Lagrangeana e/ou Surrogate para resolver,
principalmente, problemas de otimizacdo combinatoria.

Assim, de acordo com [6], apesar das desvantagens dos Métodos Subgradientes,
eles sdo métodos populares por serem muito simples de implementar, e pelo seu baixo

custo computacional.
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