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RESUMO

A estratégia de dividir para conquistar é comum a diversos ramos de atuacao, indo
do projeto de algoritmos a politica e sociologia. Em engenharia, é utilizada, dentre
outras aplicacoes, para auxiliar na resolucao de problemas de criacao de um projeto
(general desing problems) ou de um projeto 6timo (optimal design problems) de sistemas
grandes, complexos ou multidisciplinares. O presente, trabalho apresenta um método para
divisao, decomposicao destes problemas em sub-problemas menores a partir de informagcao
apenas do seu modelo (model-based decomposition). Onde a extracao dos padroes de
relacao entre as variaveis, fungoes, simulacoes e demais elementos do modelo é realizada
através de algoritmos de aprendizado nao supervisionado em duas etapas. Primeiramente,
o espaco dimensional é reduzido a fim de ressaltar as relacoes mais significativas, e
em seguida utiliza-se a técnica de deteccao de comunidade oriunda da area de redes
complexas ou técnicas de agrupamento para identificacao dos sub-problemas. Por fim,
o método é aplicado a problemas de otimizagao de projeto encontrados na literatura
de engenharia estrutural e mecanica. Os sub-problemas obtidos sao avaliados segundo

critérios comparativos e qualitativos.

Palavras-chave: Otimizacao de Projeto. Decomposicao baseada em modelo.

Reducao de dimensionalidade. Deteccao de comunidades.



ABSTRACT

The divide and conquer strategy is common to many fields of activity, ranging from
the algorithms design to politics and sociology. In engineering, it is used, among other
applications, to assist in solving general design problems or optimal design problems
of large, complex or multidisciplinary systems. The present work presents a method
for splitting, decomposition of these problems into smaller sub-problems using only
information from its model (model-based decomposition). Where the pattern extraction
of relationships between variables, functions, simulations and other model elements is
performed using unsupervised learning algorithms in two steps. First, the dimensional
space is reduced in order to highlight the most significant relationships, and then we use
the community detection technique coming from complex networks area and clustering
techniques to identify the sub-problems. Finally, the method is applied to design
optimization problems encountered in structural and mechanical engineering literature.

The obtained sub-problems are evaluated against comparative and qualitative criteria.

Keywords:  Design optimization. Model-based decomposition. Dimensionality

reduction. Community detection.
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1 Introducao

1.1 Engenharia e Projeto

A engenharia consiste no campo de estudos "em que principios da natureza sao
aplicados para construir objetos 1teis”[12]. Composta, segundo [13], por atividades que
incluem: andlise, projeto (design), fabricagao/construgao, pesquisa e desenvolvimento de
sistemas.

Por sua vez, Design (Projeto) ¢ definido em [14] como o estudo da criagao® de
artefatos e da interacao deles no nosso ambiente fisico, psicoldgico, economico, social
e digital, podendo ser visto tanto como uma ciéncia quanto como uma arte. Seu processo
construtivo envolve técnicas de andlise, metodologias de desenvolvimentos e o formalismo
matematico tipicos das ciéncias, bem como acgoes baseadas na experiéncia e intuicao
pratica do projetista.

Portanto, a atividade de projetar, ou seja, criagao ou defini¢ao de um projeto (design),
¢ um dos principais campos de atuacao da engenharia [15]. Independentemente da
especializacao dentre as suas diversas disciplinas, a qualidade do projeto estd intimamente
ligada a qualidade do produto final obtido, seja ele um motor, prédio, software ou até
mesmo processos, apenas para citar alguns dos mais distintos artefatos que a engenharia
produz.

"Por muitas razoes, nao apenas o mercado competitivo, um engenheiro pode nao
estar interessado somente em um projeto que funcione em certo nivel nominal, mas no
melhor projeto de alguma forma” [12]. Assim, um projeto pode ser pensado visando obter
um resultado final que satisfaca a expectativas maiores que somente um artefato pronto,
atendendo expectativas que podem ir desde um produto com melhor qualidade até um de

menor custo de fabricagao, utilizagao ou impacto ambiental.

10 termo criacdo é utilizado no sentido de concepcao, e ndo como confeccao, fabricacdo ou construcao.
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1.2 Otimizacao de Projetos em Engenharia

A otimizagao visa obter o melhor resultado para determinado problema de acordo com
certas circunstancias. Mais especificamente, em [16] define-se otimizag¢do em engenharia
como o conjunto de decisoes a serem tomadas com o objetivo final de minimizar o esforco
necessario ou maximizar o beneficio desejado, podendo ser aplicada nas vérias etapas
de qualquer sistema, seja no projeto, na construcao ou na manutencao. Destaca-se que
decisoes assumidas nas etapas iniciais tem consequéncias para todas as seguintes.

Desta forma, decisoes de projetos étimas, ou pelo menos boas, afetam o resultado final
do sistema construido e até mesmo sua manutencao. Caso um projeto, ou uma anélise
inerente, tenha sido mal feito as consequéncias podem até mesmo ser a inviabilidade de
confeccao ou manutencao do sistema.

"Frequentemente, a otimizacao em engenharia é feita implicitamente. Usando uma
combinagao de julgamento, a experiéncia, modelagem, opinioes dos outros, e etc, o
engenheiro toma decisoes de projeto que levam, ou que ele espera que levem, a um
projeto ideal. Alguns engenheiros sao muito bons nisso. No entanto, se houver muitas
varidveis a serem ajustadas com vérios objetivos conflitantes e/ou restrigoes, este tipo
de otimizacao baseada na experiéncia pode ficar aquém de identificar o projeto ideal. As
interacoes sao muito complexas e as variaveis demasiadamente numerosas para determinar
intuitivamente o projeto ideal.”[12]

Métodos formais para a realizacao de otimizacgoes foram desenvolvidos ja nos
primérdios do calculo diferencial na época de Newton, Lagrange, Cauchy, Bernoulli,
Euler, Lagrange, Weirstrass, dentre outros grandes cientistas. Tanto que diversos métodos
classicos em otimizacao sao conhecidos pelo nomes destes seus ilustres criadores. Apods
um periodo de arrefecimento voltaram a tona durante a Segunda Guerra Mundial
com a utilizagdo de técnicas de programagao matematica (mathematical programming
techniques) e pesquisa operacional (operational research).

Nos dias atuais novos métodos, estratégias e técnicas continuam sendo desenvolvidas,
assim como suas aplicacoes. Indo além dos limites do calculo tradicional, utilizando
por exemplo, de métodos simbdlicos e dos mais diversos algoritmos e meta-heuristicas
(metaheuristics) com inspiragoes em fendmenos fisicos, quimicos, biolégicas e sociais.
Tamanha evolucao, seja nas técnicas ou na aplicacao em problemas reais sé tem sido

possivel por conta do avanco da computacao, dando origem assim a chamada otimizac¢ao
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de projeto assistida por computador (computer-aided design optimization - CADO)[13].

1.3 Projetos de Sistemas Complexos e
Multidisciplinares

Nas ultimas décadas, os projetos de engenharia também foram se tornando cada
vez mais complexos, confirmando a previsao de Stephen Hawking de “que o préximo
século serd o século da complexidade” [8]. Este cendrio, constantemente, ocasiona o
desenvolvimento de novos métodos e tecnologias, bem como propulsionadas por novas
condicoes, as quais permitem ou requerem que sistemas cada vez maiores e mais complexos
sejam projetados.

Segundo [17] uma das caracteristicas mais aceitas para o mundo de hoje é a sua
”complexidade”. Esta complexidade nao é nova, mas hda uma énfase atualmente em
lidar com seus aspectos diretamente, motivada pela crescente capacidade de entender
aspectos relativos a complexidade do mundo fisico, em grande parte devido ao rapido
crescimento da tecnologia de computacgao e informacao. Impulsionados tanto por fatores
de negdcios quanto tecnoldgicos os problemas de projeto sao cada vez mais visto como
sistemas complexos, ao invés de componentes isolados.

Estes novos desafios para a criagao de projetos em engenharia geraram, consequente,
uma area de pesquisas chamada de projeto de sistemas complexos em engenharia (design
of complex engineering systems) [18] [16]. Papalambros e Michelena, em [17], definem
Sistemas como "uma colecao de entidades que podem ser propriamente estruturadas
tal que alguma forma de decomposicao é possivel (...) em contraste com o termo
componente”. Ao invés de outra definigao baseada em objeto que fornega a uma certa
entrada uma safda determinada.?

A complexidade destes sistemas é ampliada pela necessidade de integrar as multiplas
disciplinas envolvidas no projeto a ser criado. Neste contexto se fala em otimizacao de
projetos multidisciplinares (multi-disciplinary design optimization - MDO) ou otimizagao
de projetos de sistemas multi-disciplinares (multidisciplinary system design optimization
- MSDO) [14] [19] [13]. Neste caso, ndo apenas a natureza multidisciplinar do problema

se torna um obstaculo, mas inclusive a integracao das diferentes disciplinas e equipes

2Este trabalho utiliza a primeira definicio.
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interdisciplinares, muitas vezes envolvendo areas que vao além das ciéncias de tecnologia
e engenharias, chegando a agregar membros oriundos de campos das humanas, satude e
dos mais diversos ramos do conhecimento formal ou pratico.

Portanto, como pontuado em [20]: ”a dificuldade de solucionar problemas de
otimizac@o em larga escala e problemas de otimiza¢ao multidisciplinar (MDO), (...) tem
motivado varias abordagens de decomposicao.”Os dois principais atributos que tornam

esta estratégia atrativa, conforme [21], sdo:

1. Simplificacao: os problemas menores sao geralmente mais simples de solucionar que

problemas de maior dimensao;

2. Velocidade: solugoes para os sub-problemas podem ser derivadas em paralelo e, além

disto, o problema completo nem sempre é escalavel.

Estas vantagens podem ser obtidas tanto para processos computacionais quanto
humanos. No caso da simplificacao, problemas menores geralmente demandam um custo
computacional menor, conseguem ser solucionados por métodos e algoritmos mais simples
(ou conseguem ser solucionados enquanto o problema original complexo nem consegue
ser resolvido), apresenta, ainda, a possibilidade dos sub-problemas serem resolvidos por
métodos distintos. Além disto, para os projetistas, a simplificacao torna os sub-problemas
mais compreensiveis, permitindo que o especialista entenda o problema de definicao do
projeto ou do projeto 6timo e consiga contribuir validando, inserindo seu conhecimento
pratico, tomando melhores decisdoes quanto ao processo computacional ou, até mesmo,
solucionando o sub-problema.

A velocidade ou agilidade na obtencao dos resultados pode ser uma consequéncia da
simplificacao, tanto do ponto de vista humano quanto computacional, mas também pode
ser obtida devido a divisao, possibilitando que os sub-problemas sejam solucionados em
paralelo por equipes distintas e utilizando técnicas de programacao distribuida. Permite-
se, assim, a execucao do projeto dentro de prazos e custos viaveis enquanto considerando-
se o sistema completo, até mesmo uma inviabilizacao de sua realizagao pode ocorrer.

Complementando, em [5] afirma-se que: ”decomposi¢do de problemas de projeto
de sistemas em larga-escala permite que se obtenha: simplificacao conceitual do
sistema, redugao na dimensao do problema, procedimentos computacionais mais eficientes,

diferentes técnicas de resolucao para sub-problemas individuais, projeto simultaneo,



22

modularizacao, analise multi-objetiva, e eficiéncia na comunicacao e gestao entre os
diversos grupos envolvidos no processo de desenho do projeto.”
Entretanto, também é ressaltado em [21] os dois principais desafios associados a esta

estratégia de criagao projetos:
1. Decomposi¢ao: descobrir o conjunto mais adequado de sub-problemas;

2. Integracao: combinar os sub-sistemas separados em uma solucao global.

Tanto a decomposigdo do projeto (design decomposition) quanto a integragao
(integration), ou coordenagao (coordination), podem se apresentar como tarefas dificeis.
Portanto, o estudo de métodos para decomposicao e para integracao sao bastante
relevantes, visando que o processo de divisao e unificacao de um problema em sub-
problemas seja interessante tanto na definicao do projeto ou do projeto étimo em uma
aplicagao real em engenharia.

A criacdo de métodos para estas duas tarefas sao tradicionalmente estudadas
separadamente na literatura, conforme explica-se na Secao 2.2.3. Da mesma forma o
presente trabalho tem como foco exclusivamente a decomposicao do projeto, também

chamada de particionamento de projeto (design partitioning).

1.4 Modelagem

A criacao de um projeto em engenharia consiste em encontrar os valores para variaveis
de projeto (design variables) que atenda as restrigoes de projeto (design constraints). Caso
se deseje um projeto étimo, os valores definidos para as variaveis de projeto ainda devem
buscar que o objetivo ou objetivos definidos sejam otimizados.

Por exemplo, deseja-se projetar uma embalagem onde deve-se definir as dimensoes da
largura, altura, comprimento e espessura (variaveis de projeto), de forma que a embalagem
resista a um peso de no minimo 5% maior que o peso do produto, que é 20kg (restrigao
de desigualdade). Além disto, deve ter um volume exato de 10,5 litros (restrigao de
igualdade). Considerando que o problema seja de otimizagdo do custo, o projeto obtido
pela definicao da dimensoes da embalagem, ainda, deve consumir a menor quantidade

possivel de material (objetivo).
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Entretanto, defini¢oes como a do exemplo descrito nao sao adequadas para a utilizacao
de métodos matematicos ou computacionais. Para isto, sao necessarios os problemas
sejam modelados em uma estrutura formal. Michelena e Papalambros [11] apresentam
as formulagoes classicas tanto para o problema de projeto geral (general design problem
- GDP), Eq. 1.1, quanto para o problema de projeto 6timo (optimal design problem -
ODP), Eq. 1.2.

encontre x &€ X™

tal que h(x)

0 (1.1)
g(x) <0

onde, z é o vetor com varidveis de projeto, h é a forma vetorial das restrigoes de igualdade
do projeto (equality design constraints), g é a forma vetorial das restri¢oes de desigualdade
do projeto (inequality design constraints), e X™ representa as restrigoes de limite das
variaveis de projeto no espaco de dimensao m.

A diferencga do problema geral para o 6timo é que, nao basta apenas definir um projeto
factivel, devendo, ainda, otimizar o objetivo de projeto (design objective), definido pela

funcao objetivo do projeto, f. Na Eq. 1.2 apresenta-se a formulacao do ODP:

encontre x &€ X™

tal que h(x)

0
0

IA

g(x)

e f(x) seja minimo

Reescrevendo a Eq. 1.2 do ODP no formato padrao de um problema de otimizacao

obtém-se a Eq. 1.3, abaixo:

min, f(x)

tal que h(x)=0
aue h(x) (1.3)

g(x)<0

xe X™
Para o exemplo da embalagem, o modelo de GDP seria:
encontre Iy, T, x3, T4 € N

tal que hy(xq, 29, x3,24) = Volume(xy, xe, x3,4) — 10,51 = 0 (1.4)

g1(x1, o, x3,14) = 1,05 % 20kg — Resisténcia(zy, x9, 3, 24) < 0
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O modelo de otimizacao para o ODP fica:

minxl,xg,xg,am f(l‘h Tg, T3, x4> = Material (xla T2, T3, 'T4)
tal que hy(xq, 29, x3,24) = Volume (xq, 9, x3,24) — 10,50 =0 (15)
g1(x1, 29, 23, 14) = 1,05 % 20kg — Resisténcia (zq, 2, 23,24) <0 '

X1,T2,T3,T4 S 3%

No presente trabalho, apesar do formalismo utilizado para expressar os modelos de
GDP e ODP provirem da programagao matemédtica, nao é exigido que o modelo seja
composto apenas por elementos analiticos, ou seja, matematicos.

Isto se deve a decomposicao dos problemas considerar o modelo de forma simbdlica
[22]. Portanto, ndo hé qualquer obstdculo para decomposi¢ao caso o modelo do GDP
ou do ODP sejam compostos por variaveis e constantes categdricas, booleanas, etc; ou
por restrigoes e objetivos que sejam simulagoes, sentencas légicas, superficies de resposta
(response surface) [11][23], algoritmos, podendo até mesmo serem avaliagoes realizadas
por humanos, tanto de forma objetiva quanto subjetivamente. Também, permite-se que
elementos de multiplas natureza estejam presentes no mesmo modelo.

Inclusive, uma das grandes vantagens da decomposicao é exatamente ser aplicada
a modelos de sistemas multidisciplinares, permitindo assim que se modularize os
componentes em grupos similares o que viabiliza que cada sub-problema seja resolvido
pela técnica mais adequada, enquanto que para o problema original pode, inclusive, ser
impossivel encontrar um método de solucao que se aplique a problemas compostos por

naturezas distintas.

1.5 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é apresentar um modelo de decomposicao de
sistemas formulado através estratégias de reducao de dimensionalidade em conjunto com
técnicas advindas de redes complexas, utilizando caracteristicas intrinsecas destes métodos

com a finalidade de se obter um modelo eficiente e competitivo.
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1.5.1 Objetivos Gerais

Para que este objetivo seja alcancado, deve-se realizar a decomposicao de sistemas de
engenharia de modo que o problema de se obter um projeto factivel ou um projeto 6timo
para o artefato sejam sub-divididos em sub-problemas menores e mais simples, através das
relacoes explicitas e implicitas expressas exclusivamente a partir do modelo do sistema, de
forma que elementos com forte interacao sejam alocados para os mesmos sub-problemas
e os elementos com pouca ou nenhuma interacao sejam tratados como sub-projetos
separados. Utilizando uma abordagem semantica de interpretacao do modelo, algoritmos
de redugao de dimensionalidade para evidenciar as relacoes relevantes e eliminar as que nao
contribuem para o processo, e identificar os elementos de cada sub-problema de projeto
por um método de deteccao de comunidades provindo da area de Redes Complexas,
tal que os sub-sistemas resultantes sejam considerados adequados perante a medidas de
qualidade e comparativamente com um método de referéncia e resultados da literatura,

quando disponiveis.

1.5.2 Objetivos Especificos

e Extrair por uma estratégia simbolica os relacionamentos das entidades do modelo

do problema de projeto;

e Obter uma representacao para o modelo que permita a aplicacao de reducao de

dimensionalidade e da deteccao de comunidades;

e Validar a possibilidade de uso da tarefa de deteccao de comunidade ao invés de

analise de agrupamento;

e Construir um workflow eficiente para a tarefa de decomposicao de sistemas

complexos;

e Validar este novo paradigma construtivo para decomposicao de sistemas de

engenharia
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1.6 Estrutura do Trabalho

Neste primeiro capitulo, Introdugdo, foi apresentada a drea de projeto (design)
em engenharia, tanto gerais quanto 6timos, assim como as de sistemas complexos e
multidisciplinares. Também se abordou o cenario atual de sistemas cada vez mais
complexos, grandes e multidisciplinares ressaltando a necessidade da decomposicao destes
para a realizacao da tarefa de definicao do projeto em sub-problemas menores e mais
simples, de forma a justificar o presente trabalho. Também, ainda neste capitulo,
apresentou-se a modelagem classica dos GDPs e dos ODPs, e por ultimo os objetivos
gerais e especificos foram definidos.

O segundo capitulo, Decomposicao de projeto, trata sobre a decomposicao de projeto,
abordando a inspiracao na estratégia de divisao e conquista, a decomposicao de sistemas
complexos, seus tipos, com énfase especial no utilizado neste trabalho, a decomposicao de
projeto baseada em modelo. Também trata sobre a area de integracao de problemas de
projeto decompostos e como estes dois campos de estudo e pesquisa interagem entre si. Por
sua vez, no capitulo terceiro, Reducao de dimensionalidade, ¢ realizada a apresentagao dos
fundamentos estatisticos da area de reducao de dimensionalidade assim como dos métodos
utilizados neste presente trabalho. Para finalizar os capitulos de contextualizagoes, o
capitulo quarto, Anélise de agrupamento e Deteccao de comunidades, explica as tarefas
de analise de agrupamento e de deteccao de comunidades em redes complexas, bem como
uma introducao sobre o que sao redes complexas. Este capitulo, também contém segoes
sobre o algoritmo K-means e método de Louvain utilizados para identificacao dos sub-
sistemas.

No quinto capitulo, Metodologia, sao expostas tanto as representagoes para o modelo
quanto os métodos de decomposicao utilizados, tanto os propostos quanto o de referéncia
proveniente da literatura. Estes métodos sao aplicados e testados em problemas retirados
da literatura no sexto capitulo, Aplicacao e Experimentos, e os resultados apresentados,
que incluem além dos problemas decompostos, também medidas de avaliacao qualitativas
e comparativas. Por fim o capitulo sétimo, Consideracoes finais, contém a discussao dos

resultados do trabalho e a sugestao de trabalhos futuros.
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2 Decomposicao de projeto

Conforme descrito em [17], o projeto de artefatos e cole¢oes de artefatos complexos em
engenharia geralmente requer o uso de simulacoes acopladas de técnicas de otimizacao.
Como a complexidade aumenta, a capacidade de empregar a intuigdo (mesmo que
para compreender os trade-offs computacionais) diminui rapidamente. Além disto, a
capacidade humana de realmente resolver estes problemas de otimizacao do sistema torna-
se limitada com o aumento da dimensionalidade.

Pimmler e Eppinger [21] afirmam ser uma pratica comum entre os engenheiros a de
resolver problemas complexos inicialmente subdividindo-os em um conjunto de problemas
menores tratados mais facilmente. Seguindo, desta forma, os conselhos de Henry Ford:
”Nada ¢ particularmente dificil se vocé dividir em pequenos trabalhos”[24] [25]. E de
René Descartes: ”Divida cada uma das dificuldades (...) tdo quanto necessario para sua

solugao adequada.” [26]

2.1 Estratégia de Divisao e Conquista

A estratégia de dividir para conquistar, ou dividir e conquistar (originalmente em
latim: divide et impera), é utilizada desde a antiguidade com o objetivo de controlar
um territério ou nagao fragmentando as concentragoes de poder politico, militar, e a
identidade cultural. Por mais, que se tenha registros de sua utilizagao por diversos
impérios, o primeiro relato desta estratégia como um método formal de guerra e dominagao
¢ atribuido a Julio César no livro Commentarii de Bello Gallico (” Comentarios sobre a
Guerra da Gélia”) [27] e, posteriormente, difundida por manuais como Dell’arte della
guerra (" A arte da guerra”) de Maquiavel [28]. Atualmente a politica continua a encontrar
novas utilidades além do campo militar como, por exemplo, em aplicagoes no marketing
politico [29] [30] [31].

A mesma estratégia, também ¢é aplicada em outros ramos do conhecimento, com
destaque em projetos de algoritmos em ciéncia da computacao, onde ¢ nomeada de
”divisao e conquista” (divide and conquer). Consiste em fracionar o problemas em sub-

problemas menores que serdo resolvidos recursivamente (se necessario um sub-problema
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divide

solve solve
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solution to
problem

Figura 2.1: Representagao de algoritmo desenvolvido pela técnica de divisao e conquista
(Retirado de [1]).

pode e deve ser fragmentado em problemas menores e assim sucessivamente), com as
solugoes dos sub-problemas combinadas de maneira adequada se obtém a solucao do
problema original. Os algoritmos desenvolvidos por esta técnica consistem em trés passos

descritos a seguir, conforme apresentado em [1]:

1. Dividir o problema em um ntmero de sub-problemas que sao instancias menores do

mesmo problema;

2. Conquistar os sub-problemas dividindo-os recursivamente ou, se forem pequenos o

suficiente, resolvendo o caso base;

3. Combinar as solugoes dos sub-problemas na solucao para o problema original.

Segundo [32], o segredo do sucesso da estratégia é o processo de divisao (Passo 1) e
o processo da combinagao, ou conquista (Passo 2), serem de baixo custo, considerando
que a resolucao do caso basico seja significativamente menos custosa que a do problema
completo. Permite-se, assim, obter a solugao de forma mais facil que a resolucao direta do
problema completo. Ressalta-se, ainda, que a resolucao de alguns problemas completos
s6 sao possiveis ou vidveis por meio da divisao em sub-problemas mais simples.

Assumindo um caso em que cada divisao inicial produza dois sub-problemas tem-se
o diagrama da Fig. 2.1. Sendo necessario, cada sub-problema é novamente dividido,
obtendo, por exemplo, o caso representado na Fig. 2.2. Vale ressaltar, que nao é
obrigatorio que todos os sub-problemas se dividam a mesma quantidade de vezes, tanto
quanto a profundidade quanto a largura.

A técnica da divisao e conquista produz algoritmos eficientes para muitos problemas

[32], como, por exemplo: Busca bindria, Merge sort, Quick sort, algoritmo de Karatsuba e
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Figura 2.2: Representagao de algoritmo desenvolvido pela técnica de divisao e conquista
com 3 niveis (Retirado de [1]).

Ofman (para multiplicagao), diversos parsers para linguagens de programagao ou naturais,
e a tradicional solugao para o problema Torres de Handi.

Além da politica e computacao, esta estratégia também tem sido aplicada atualmente
a outras areas como ao marketing de produtos [33], mercado imobilidrio [34], direito
e economia [31]. Na engenharia, além da area de desenvolvimento de softwares, alguns
exemplos sao nas dreas de cadeia de suprimento quimicos [35], sistemas quimicos quanticos
em nanomateriais e bio-estruturas [26] e na decomposigao de projeto (decomposed-based
general design) ou projeto 6timo (decomposed-based design optimization), que é o caso

deste trabalho.!

2.2 Decomposicao de sistemas

Como apresentado no Cap. 1, a cada dia os sistemas se tornam mais complexos,
multidisciplinares e maiores. Consequentemente projeta-los se torna um mais desafiador.
Portanto, como colocado em [17]: "uma abordagem para resolver estes problemas dificeis

é tentar quebrar o problema em menores, tal que possam ser resolvidos mais facilmente, e

10s métodos de decomposicio e integracio (Secio 2.2.3) de projeto nao sdo algoritmos projetados
pelo paradigma de divisao e conquista, mas técnicas para o projeto de sistemas que também utilizam-se
da mesma inspiragao, a estratégia divide et impera.
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compor a solucao global do sistema a partir da solucao de de suas partes”. Isto é, aplicar
a estratégia de dividir para conquistar na resolucao de um GDP ou um ODP.

A " quebra” ou divisao em problemas menores é chamada de decomposicao ou particao?,
enquanto a composicao ou conquista da solugao para o problema completo original a
partir das solucoes dos problemas decompostos, sub-problemas, é chamada de integracao

(integration) ou coordenagao (coordination)?.

2.2.1 Tipos de Decomposicao

De acordo com [17], os métodos de decomposigao sao classificados em:

e Decomposicao por objeto (object decomposition) - decompde pelos componentes

fisicos;

e Decomposi¢ao por aspecto (aspect decomposition) - decompoe pelos dominios de

conhecimento, motivacao original da MDO;

e Decomposicao sequencial (sequential decomposition) - decompde pela diregao do

fluxo de elementos ou informacao;

e Decomposic¢ao baseada no modelo (model-based decomposition - decompoe a partir

do informagoes extraidas exclusivamente do modelo.

A decomposicao por objeto e a decomposicao por aspecto, também chamadas
respectivamente de decomposi¢do baseada em objeto (object-based decomposition)
e decomposigao baseada em aspecto (aspect-based decomposition) [14], assumem
uma decomposicao "natural’do problema. Entretanto, desenhar fronteiras entre os
componentes fisicos e suas interacoes é subjetivo, enquanto as divisoes pelos dominios
de conhecimento podem ser ditadas por consideracoes administrativas que falham em

mensurar o acoplamento das disciplinas.

20s trabalhos iniciais utilizam principalmente o termo partigao [36] relacionando ao particionamento
de grafo. Mas também apresentam o termo decomposi¢cao hora como sinénimo de particdo, hora incluindo
tanto a partigdo quanto a integragdo. Entretanto, alguns trabalhos mais recentes como [9] ndo utilizam
0 termo particionamento, e consideram decomposicao apenas a tarefa de divisdo. Ainda, o fato deste
trabalho envolver detecgio de comunidades em redes complexas (intimamente relacionada, mas diferente,
a drea de particionamento de grafos [8]) contribuiu para a preferéncia de decomposi¢do para nomear
exclusivamente a divisao, objetivando evitar ambiguidades.

3Na literatura o termo mais frequente é coordination, entretanto na traducdo para o portugués
considerou-se preferivel o termo integragao.
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Figura 2.3: Sistemas de tragao 4x4 (Adaptado de [2]).

Por sua vez, a decomposicao sequencial presume uma direcao tnica no projeto do
fluxo de informacao que pode contradizer o comportamento cooperativo desejado em um
projeto de engenharia simultaneo. Finalmente, a decomposigao baseada em modelo utiliza
a representacao funcional matematica, os objetivos e restrigdes de projeto expressa(s) no
modelo(s) para identificar estruturas implicitas que sejam desconexas (nao relacionadas)
ou fracamente conexas dentro do modelo. Mas esta limitada informagoes de projeto
incluidas ao modelo, seja de forma implicita, explicita, intencional ou nao.

Para ilustrar os tipos de decomposicao, considere que se deseja dividir o projeto do
sistema de tracao quatro por quatro de um carro elétrico da Fig. 2.3.4

Realizando uma decomposi¢ao por objeto, o sistema complexo sera dividir em cada um
de seus componentes fisicos, isto é objetos. Portanto, um possivel solucao seria solucionar
os sub-problemas de projetar o motor, a transmissao, cada um dos diferenciais, cada uma
das arvore de tracao, a caixa de transferéncia, cada um dos eixos, as rodas dianteiras e
as rodas traseiras. Observe que no caso, foi decidido nao separar as rodas esquerdas das
direitas, ou seja, foram considerados objetos similares e que nao seria necessario uma outra
subdivisao. Por fim, as tarefas de projetar cada sub-problema é entregue a equipes de
engenheiros especialistas em cada componente, podendo mais de um projeto ser alocado
para uma mesma equipe, mas serem abordados como problemas distintos. No exemplo,

seria o cenario onde ambos os eixos fossem ser projetados pela mesma equipe, mas que

40 exemplo é apenas para ilustrar os tipos de decomposicio, nio foi baseado em decomposicdes reais,
e considera os componentes de um ponto de vista intuitivo e generalista, externo as peculiaridades de
projeto mecanico especializado de um automével.
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cada um fosse analisado como um projeto a parte.

Se a mesma decomposicao fosse realizada por aspecto, o sistema seria segmentado
conforme os dominios de conhecimento. Uma possivel solugcao seria decompor o sistemas
em dois sub-problemas, o projeto do motor elétrico e/ou projeto das demais partes
mecanicas. Alocando o sub-projeto do motor elétrico para um equipe composta por
engenheiros eletricistas e mecatronicos, enquanto as partes restantes sao consideradas
como um sistema tnico a ser alocado para uma equipe de engenheiros mecanicos.

Entretanto, considerou-se que o sistema envolvendo todas as partes mecanicas ainda
seria muito complexo para ser projetado diretamente. Entao, decidiu-se decompor este
sub-sistema novamente baseando-se nos aspectos. Observa-se que também seria possivel
que esta segunda decomposicao fosse realizada por objeto, segundo [14] esta forma
de divisao, chamada de decomposigao baseada em equipe (team-based decomposition),
também é comum. Sabendo que os engenheiros mecanicos da empresa formavam cinco
grupos de especializagao: em diferenciais, em arvores de tracao, em eixos, em rodas e um
ultimo em transmissao. Decidiu-se que cada uma destas equipes seria responsavel pelo
sub-projeto mecanico de sua especialidade.

Por fim, a equipe responsavel pelos diferenciais ainda considerou que o aspecto de
projeto do diferencial dianteiro e traseiro eram significativamente distintos, e portanto,
internamente decompos novamente esta parte do projeto em dois sub-problemas. Apesar
do resultado ter sido similar ao obtido pela decomposicao baseada em objeto, percebe-se
que o processo construtivo foi diferente. Vale ressaltar que nao é obrigatério que os sub-
projetos sejam solucionados em paralelo, todos os sub-projetos poderiam ser desenhados
pela mesma equipe multidisciplinar de engenheiros, mas a decomposi¢ao dos problemas
(independente do tipo) ditariam como estes projetos seriam abordados. Ou seja, cada
sub-problema seria desenvolvido como um projeto independente (mesmo que pela mesma
equipe) e posteriormente conquistados em um projeto unico na integragao.

A terceira forma de decomposicao é a sequencial. Neste caso, o sistema de tragao seria
projetado seguindo o fluxo dos elementos ou da informagao. Considerando-se o fluxo
da producao da forca mecanica no motor até a aplicacao desta nas rodas provocando o
deslocamento do carro. Assim, uma possivel decomposicao seria primeiramente projetar o
motor, depois a transmissao, seguida das arvores de tracao, entao os diferenciais, chegando

aos eixos e por fim as rodas. Sendo que cada projeto poderia ser executado por uma
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equipe distinta, e entregue a proxima equipe para o projeto da parte subsequente, ou ser
desenvolvido pela mesma equipe.

Por fim, o ultimo tipo de decomposicao é a baseada em modelo. Inicialmente os
engenheiros constroem o modelo para o sistema de tragao como um todo, definindo
quais seriam as variaveis de projeto que se deseja descobrir, as restrigoes e, caso seja
um ODP, a fungao objetivo ou as fungdes objetivo (por exemplo, custo do veiculo e
poténcia final do automével). Entdo, métodos de decomposigdo como o do presente
trabalho sao aplicados através de informacoes explicitas e implicitas nos elementos do
modelo visando identificar os relacionamentos destes elementos e definir sub-modelos a
serem tratados separadamente. Em seguida se define a estratégia de integragao dos sub-
problemas. Finalmente, eles sao resolvidos e as solugoes combinadas de acordo com a
estratégia de integracao escolhida.

Evidentemente, a tarefa de criagdo do modelo para o sistema completo também é
um problema complexo. Entretanto, considerando-se o modelo de um sistema como
um artefato a ser projetado, pode-se aplicar as mesmas técnicas aqui descritas para a
decomposi¢ao deste problema em sub-problemas de definicao de sub-modelos, os quais,
por sua vez, seriam integrados no modelo completo para o sistema de tragao. Este modelo
completo seria a entrada para o segundo processo de decomposicao e integragao que visa
definir nao o modelo, mas os valores das variaveis de projeto deste modelo, permitindo
inclusive que o modelo seja validado, redundancias e conflitos identificados, e até mesmo
surgimento de ideias novas provindas de uma melhor compreensao do problema.

E importante, também, lembrar que para a resolugao dos componentes, provavelmente
modelos formais serao definidos, principalmente se for desejado a obtencao de um projeto
6timo para o componente, como ja é comum no estudo de otimizagao de projeto (design
optimization). Sendo assim, a decomposigdo baseada em modelo nao implicaria na tarefa
extra de criar o modelo, utilizando apenas estes modelos que ja serao criados para tentar
obter melhores decomposigoes.

Nota-se que nas decomposicoes os sub-projetos foram alocados para diferentes equipes
mas nada foi apresentado sobre o método de resolucao de cada projeto. Isto foi intencional,
pois para os métodos de decomposicao independe a estratégia de resolucao e até mesmo
como serd feita a conquista da solucao combinada. A forma de resolucao de cada sub-

problema é definida para cada um deles separadamente, podendo em cada um se utilizar
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a estratégia mais adequada, ao invés de uma forma tinica, que seria o caso do problema
completo. Por sua vez, a unificacao dos sub-prolemas é uma tarefa estudada pelos
trabalhos em integracao de problemas de projeto decompostos, conforme serd delineado
na Secao 2.2.3.

Para o problema de projeto do modelo do sistema de tracao completo, é natural pensar
em utilizar as decomposicoes baseadas em objeto e aspecto. Também, é possivel perceber
que a sequencial se aplicaria. Entretanto, pode se concluir que a baseada em modelo
sO seria aplicavel ao problema matematicamente enunciado. Mas isto nao é verdade,
a maioria dos métodos de decomposicao baseada em modelo, inclusive o apresentado
por este trabalho, nao obrigam que o modelo utilizado seja um modelo analitico de
programacao matematica (por mais que este seja o caso mais comum). Também, é possivel
aplicar a mesma metodologia a modelos em alto nivel que descrevam apenas a existéncia
ou nao de relagao entre os componentes do sistema, nao sendo necessario de expressar
analiticamente estes relacionamentos.

Um grande diferencial da decomposicao baseada em modelo decorre de nao
se fundamentar nos atributos naturais do problema (seja de composigao, area de
conhecimento ou fluxo), mas na interacdo entre os elementos modelados (seja esta
interagao expressa de forma matematica ou nao). Isto possibilita a identificagao de
arranjos inovadores, que nao seriam obtidos nos demais tipos de decomposicao. Por mais,
que outros tipos tenham um apelo mais intuitivo, tornam-se limitados e influenciados por
divisoes ja estabelecidas. Contrapondo a isto, ao se considerar apenas informacgoes do
modelo, o processo de decomposicao pode conseguir identificar caracteristicas inovadoras
no projeto [37], levando a melhores decomposigoes tanto para resolugao dos sub-problemas
quanto para a auxiliar na compreensao que os projetistas tem sobre o sistema, o que é

especialmente interessante em sistemas grandes, complexos e multidisciplinares.

2.2.2 Decomposicao Baseada em Modelo

Segundo descrito em [6] e [38], a decomposicdo baseada em modelo (model-
based decomposition) permite identificar estruturas fracamente conectadas que estejam
implicitas no modelo matematico, ou nao, do projeto que possam satisfazer requisitos de

projeto de alto nivel, tais como concorréncia, modularizacao® robustez e simplificacao do

5De acordo com Baldwin e Clark [18] a modularizacio é um dos principais motivos para o grande
avanco na area de computacao tanto no ambito de softwares quanto de hardwares, citanto como exemplo sé
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mesmo. Também, permite melhor aproveitamento de recursos computacionais, através de
procedimentos algoritmicos mais simples e eficientes, computagao paralela e distribuida,
e a resolucao de cada sub-sistemas por técnicas individuais mais adequada.

Evidentemente, para se dividir um projeto baseado em seu modelo, é necessario
primeiramente definir o modelo. Independente do formalismo utilizado o modelo do
sistema pode ser compreendido em problemas de duas naturezas: otimizar o projeto
sistemas, ou simplesmente projetar o sistema (alguns sistemas sao tao complexos, grandes
e envolvem tantas disciplinas que projeta-los, mesmo que de forma nao 6tima, ja nao é
uma tarefa simples e vale ser decomposta). No caso do problema de otimizac¢ao tem-se
um ODP e no caso geral um GDP, conforme definido na Secao 1.4.

Com o o problema de projeto do sistema em maos, pode-se iniciar o processo de
decomposicao. O resultado da decomposicao sao os problemas de projeto dos sub-
sistemas. Feito a divisao chega o momento de conquistar, realizado pela integracao. E,
finalmente, o projeto ou projeto 6timo do sistema completo é obtido.

A Fig. 2.4 apresenta um fluxo tradicional para decomposi¢ao (ou particionamento,
partitioning) e integracao (ou coordenagao, coordination) com o objetivo de projetar um
sistema otimo.

Note que a Fig. 2.4 apresenta dois caminhos distintos para obtencao de um sistema
6timo. O fluxo da esquerda, chamado de anédlise, proposto por Wagner [39] apud [3]
[40] sob orientagao de Papalambros, consiste em definir o objetivo ou os objetivos da
otimizacao antes da decomposicao, que sera realizada através de um ODP. Por sua vez,
o fluxo da direita, chamado de sintese, proposto por Krishnamachari e Papalambros [41]
[42], decompoes o sistema a partir do GDP, ou seja sem que o objetivo ou os objetivos
tenham sido selecionados, o que s6 é realizado apds a decomposicao e antes da integracgao.

Como na analise a decomposicao também tem acesso a funcao objetivo, esta podera ser
subdividida® entre os diversos sub-sistemas e solucionada separadamente, ou seja avaliada

pela decomposigao (decomposition analysis). Por sua vez, na sintese’, o objetivo do

circuitos integrados. Pois torna a complexidade administravel, permite trabalho em paralelo e acomodar
incertezas futuras. Ainda, afirmam que outras industrias também podem necessitar, tendo que se adaptar
a modularizagao, visto ser uma suas implicagoes de valor e custo serem uma grande forca financeira para
o contexto presente.

6 Analise do grego andlusis,eds significa dissolucdo ou separacio de um todo em seus elementos ou
partes componentes.

"Sintese do latim synthésis,is significa colecio ou reunir elementos diferentes e fundi-los num todo
coerente.
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sistema completo é construido utilizando critérios de cada sub-sistema, ou seja sintetizado
a partir da decomposigao (decomposition synthesis). Para maiores detalhes sugere-se [40],
[3], [17] e [43], além dos trabalhos onde foram propostos.

Comumente os métodos de decomposicao, inclusive o deste trabalho, sao
independentes se a escolha da funcao objetivo foi realizada antes, analise, ou sera realizada
depois, sintese. Da mesma forma, nao ha interferéncia no método mesmo que se deseje um
projeto étimo para o sistema ou uma solugao geral factivel. Neste tiltimo caso o fluxo sera
similar ao fluxo descrito na Fig. 2.4 para a sintese, sendo a decomposicao realizada sobre
o GDP. A tnica diferenca é que nao havera a escolha dos objetivos antes da integragao.
Ou, diante do problema decomposto, os projetistas podem perceber que é possivel obter
um projeto étimo, apesar de inicialmente nao ser possivel identificar os objetivos para o

sistema completo.

2.2.2.1 Objetivos da Decomposicao Baseado em Modelo

Alguns trabalho abortaram a decomposicao baseada em modelo como um problemas de
otimizagao multi-objetivo, chamando de decomposi¢ao/partigao 6tima baseada em modelo
(optimal model-based decomposition/partition - OMBD ou OMBP). Em [5] o problema é

formulado com os dois seguintes objetivos conflitantes:
8.
Y

e Minimizar a quantidade de variaveis de ligacao

e Minimizar o tamanho dos sub-problemas por maximizacao do nimero de particoes,

tal que sejam de tamanhos similares.

Em outro trabalho, [11], os mesmos autores definiram o OMBD com os seguintes

objetivos conflitantes:

8Este objetivo é definido originalmente por Michelena e Papalambros em [5], como: “minimizar o
tamanho do problema mestre por minimizacao das variaveis de ligacdo”. Em um framework hierarquico
de integracao, o problemas mestre é um sub-problema que se comunica através das varidveis de ligagao
com seus sub-problemas (existindo interagao apenas entre os sub-problemas e seus problemas mestres, e
nao entre sub-problemas de mesmo nivel). Entretanto, em [6], os mesmos autores aplicando decomposigao
e integracdo ao projeto de um sistema de powertrain (trem de forga ou sistema de tragdo) utilizam tanto
a estratégia hierdrquica quanto a distribuida (onde a nao existe problemas mestres e a comunicagdo é
feita diretamente entre os sub-problemas através das varidveis de ligacdo). Desta forma, a definigao
”minimizar o tamanho do problema mestre”perde seu sentido. Entretanto, no segundo trabalho nao é
feita uma nova defini¢do do OMBD, apenas uma referéncia ao primeiro trabalho. Apesar disto, se observa
que estes objetivos sao tratados diretamente como ”minimizar a quantidade de varidveis de ligagao” tanto
para a integracao hierdrquica, quanto a distribuida. As estratégias gerais hierdrquicas e distribuidas séo
apresentadas na Segao 2.2.3.1.
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e Minimizar as interconexoes entre sub-problemas;

e Balancear o tamanho dos sub-problemas.

Onde as interconexoes entre sub-problemas sao dadas palas quantidades de variaveis
de ligagao (linking variables ou coordination variables ou ). Desta forma, podemos extrair

quatro objetivos para um OMBD:

e Minimizar as interconexoes entre os sub-problemas, ou seja a quantidade de variaveis

de ligacao;
e Minimizar o tamanho dos sub-problemas;
e Maximizar o nimero de sub-problemas;

e Maximizar o balanceamento do tamanho dos sub-problemas, ou seja, da similaridade

dos tamanhos dos sub-problemas.

O tamanho dos sub-problemas tradicionalmente é definido em relagao a quantidade de
elementos (varidveis de projeto, fun¢oes objetivo, restrigdes de igualdade e desigualdade).
Entretanto, existem aplicacoes onde pode ser mais interessante mensurar um sub-
problema por outros critérios, como: a estrutura organizacional do time de projetistas,
e a estimativa do custo computacional de cédlculo das equacao e fungoes, a execucao das
simulagao envolvidas e acessos aos dados das superficies de resposta (response surface
data) [11]. No caso deste trabalho serao utilizadas as defini¢oes tradicionais, lembrando
que estas informagoes também podem ser adicionadas ao modelo antes da decomposicao.

Vale ainda ressaltar, que existem abordagens onde deseja-se que a ligagao entre os
sub-problemas seja realizada através de fungoes/equagoes de ligagao (linking functions) ao
invés das varidveis de projeto. Segundo [11], isto ndo é uma préatica comum sendo preferivel
a utilizagao de varidveis de ligacao. De qualquer, forma o método deste trabalho permite

que ambas as abordagens sejam utilizadas com alteragoes somente na interpretacao.

2.2.3 Integracao do Sistema Decomposto

Pode-se imaginar que apds a decomposicao do modelo de um projeto em modelos de
sub-projetos bastaria executar um algoritmo para definicao das varidveis de projeto sobre

cada sub-modelo e teria-se, assim, a solugao para o problema original. Isto é o mesmo
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que considerar que em um processo de dividir para conquistar, apds a realizacao da etapa
de divisao, a decomposicao do modelo, a etapa de conquista seria trivial. Entretanto, o
problemas de integracgao, etapa de conquista, ¢ tao complexo quanto o de divisao.

Como ilustracao, considera-se novamente, o projeto do sistema de tracao da Fig. 2.3.
Suponha que foi realizada uma decomposicao baseada em objeto entre diversas equipes de
engenheiros. Cada equipe realizou o melhor sub-projeto que conseguiu para o componente
fisico, sub-problema que lhe ficou designado. Entretanto, ao se reunirem para montar o
sistema de tracao eles perceberam que simplesmente os componente nao se encaixavam
devidamente.

Pode-se pensar que uma solugao seria decompor o projeto do sistema de tracao de
forma sequencial, seguindo o fluxo de energia mecanica do motor até as rodas. Neste caso
primeiramente os engenheiros desenvolveram o projeto de um motor econémico e potente
que atendia todos os requisitos do projeto original. Sequencialmente todas as partes foram
projetadas, até que nos ultimos estagios percebeu-se, no projeto da roda, que devido as
variaveis de projeto definidas para os componentes anteriores os tnicos posicionamento
ou dimensoes possiveis nao atendiam aos requisitos do projeto completo original.

O mesmo cendario indesejado também poderia ocorrer para qualquer outro tipo de
decomposicao. No caso da decomposicao baseada no modelo, a resolucao de um sub-
problema pode gerar variaveis de projeto que sejam incompativeis com a solucao obtida
pela resolugao do outro sub-problema. Desta forma, podem levar o problema original
para uma solucao ruim ou até mesmo nao factivel.

Também, no caso de projetos residenciais, comumente ha uma decomposicao intuitiva
por aspectos entre os projetos estruturais, hidraulicos, elétricos e arquitetonicos, nao sendo
raro observar conflitos entre eles na hora da construgao [44]. Por exemplo, na residéncia da
Fig. 2.5 o projeto elétrico e o hidraulico foram feitos separadamente e ambos projetaram
utilizar um mesmo local para as instalagoes.

O problema de como realizar a conquista do projeto original a partir do sub-projetos
obtidos pela decomposicao é estudado e solucionado por métodos de integracao, sendo
uma area tao importante quanto a de decomposicao.

Para o caso de residéncias simples uma estratégia comum de integragao informal é
deixar para descobrir in loco, ou seja, o chamado tradicional algoritmo do avestruz [45].

O conflito nao desaparecera s6 por que nao foi identificado ou tratado. O projeto estara
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com projets estrutural

Figura 2.5: Conflito entre projeto elétrico e hidraulico residencial (Adaptado de [4]).

errado e devera ser corrigido durante a construgao, possivelmente de uma forma que
nao seria a ideal, e talvez nem aceitavel segundo restricoes de seguranca ou custo. No
pior caso, sera necessario corrigir a casa apds estar pronta, ou seja, por conta de uma
integracao mal feita dos sub-projetos, o projeto completo apresentara um erro, que nao
sendo corrigido durante a fabricagao do artefato (a residéncia) gerou um defeito no produto
e consequentemente uma manutencao corretiva precoce, junto com custos adicionais e
limitagoes.

A prépria Fig. 2.5 apresenta um método de integracao melhor, onde um projetista
recebe todos os projetos e os unifica em um tnico projeto tridimensional, que possibilita
a visualizacao de conflitos e sua correcao ainda antes da entrega do projeto final para
a residéncia. Logo, é perceptivel que para um bom projeto é necessario tanto um bom

método de decomposicao quanto uma estratégia adequada de integragao.

2.2.3.1 Estratégias de Integracao

Sistemas decompostos a partir do modelo devem ser integrados para que se obtenha
a solugao final para o sistema original completo. Relativo ao lay out (disposigao das
interagoes entre os sub-problemas) a integragao pode ser classificada em duas estratégias
gerais bésicas: hierdrquica (Fig. 2.6) e nao hierdrquica, também chamada de distribuida
(Fig. 2.7).

Em qualquer estratégia a tnica comunicacao, ligacao (link), entre os sub-problemas
é realizada através das varidveis de ligagdo (linking variables). Ou seja, toda a
troca de informacao, interacao, entre os sub-problemas acontece exclusivamente pelo
intercambio destas varidveis de projetos identificadas como comum a multiplos sub-

problemas. Portanto, pode-se dizer que elas coordenam (integram) os problemas, devido



LOCAL VARIABLES
AS A FUNCTION OF
LINKING
VARIABLES

INITIALIZATIO;I

MASTER

.-p»| PROBLEM
linking

variables

LINKING| VARIABLES

v v v

SUBPROBLEM
local
variables

SUBPROBLEM
local
variables

v v

local
variables

SUBPROBLEM

Figura 2.6: Estratégia genérica de integragao hierarquica (Retirado de [5]).

COORDINATION STRATEGY

SUBPROBLEM
local and linking
variables

SUBPROBLEM
local and linking
variables

N

linking
variabl es

PN

SUBPROBLEM
local and linking
variables

SUBPROBLEM
local and linking
variables

Figura 2.7: Estratégia genérica de integragao nao hierarquica (Retirado de [6]).

41



42

a isto também sao chamadas de varidveis de coordenacdo (coordinating variables).

A estratégia hierarquica é utilizada quando se identifica que um dos sub-problemas
(normalmente o que contém a fungao objetivo) compartilha varidveis com multiplos sub-
problemas, mas os demais sub-problemas nao compartilham variaveis entre si. Neste caso,
o primeiro serd nomeado de problema mestre e os demais serao sub-problemas filhos do
problema mestre.

J& a estratégia nao hierarquica é adequada para quando cada par de sub-problemas
compartilhem algumas poucas varidveis entre si, sendo que as mesmas nao sao
compartilhadas por estes sub-problemas com os demais. Desta forma, cada sub-problema
interagird exclusivamente com os sub-problemas que compartilha variaveis de ligacao,
sendo que com cada um destes ”vizinhos” ha a comunicacao apenas da variavel de interesse
mutuo.

Estas estratégias nao sao restritas apenas a um unico nivel. Os sub-problemas podem
ser novamente decompostos e integrados até que seja suficientemente simples soluciona-
los. Entretanto, é importante que se um sub-problema foi decomposto novamente, seus
sub-problemas filhos devem ser integrados antes da sua propria integracao com os sub-
problemas irmaos. Isto produz estruturas de divisao e conquistas andlogas a da Fig. 2.2
no desenvolvimento de um algoritimo recursivo.

Também nao é raro configuracoes de integracao hibridas tanto em niveis distintos
quanto no mesmo nivel. E ainda o cendrio mais desejado em que todos os sub-problemas
nao compartilham qualquer variavel de ligacao, ou seja, nao sao interdependentes. Neste
caso, basta solucionar cada sub-problemas separadamente para a suas variaveis locais e
retorna-las como solugao do sistema completo.

Por mais que o caso de nao haver interdependéncia parega utdpico, nao sao raros os
sistemas complexos que tenham ao menos um pequeno grupo de componentes disjuntos
dos demais, sendo que pelos sistemas serem tao grandes e complexos os projetistas nao
conseguem identificd-los. Entao, um processo de decomposicao destes sistemas revelaria
os componentes independentes permitindo que estas variaveis de projeto sejam obtidas
diretamente.

Existem, ainda, outras estratégias gerais, que podem ser entendidas como
especificagoes ou derivacoes das descritas anteriormente. As principais sao: sequential

decomposed programming e hierarchical overlapping coordination (HOC). Indica-se [17]
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como uma fonte para um conhecimento inicial.

2.2.3.2 Categorias dos Métodos de Integracao

Definida a estratégia de integracao é necessario definir como sera realizada a
transferéncia de informacao de cada variavel de ligacao entre os respectivos sub-problemas
ou com o problema mestre. Sendo este a principal dificuldade na integracao de
componentes decompostos de um sistema.

Segundo [40], os diversos métodos encontrados na literatura pertencem a trés
categorias: factivel (feasible, dual, e factivel-dual (dual-feasible). Nos métodos factiveis
as variaveis de ligagao eram variaveis primais. Ja, nos métodos duais elas sao varidveis
duais associadas com as respectivas restricoes onde a varidvel de ligacao originalmente
ocorria. Por fim, os métodos factiveis-duais usam tanto variaveis primais quanto duais e
suas respectivas funcoes para comunicacao dos sub-problemas.

Tradicionalmente estes métodos eram projetados sobre estruturas especificas de cada
problema. Entretanto, por volta da década de 1990 iniciou-se a identificar de forma
rigorosa estruturas nas interacoes dos sub-problemas que relacionassem a especificas
técnicas candidatas para resolugdo do problema de integracdo. Wagner [46] apresenta
um compéndio dos métodos classicos e algumas relagoes com as estruturas de interacao

das varidveis de ligacao.

2.2.3.3 Ordenagao Decomposicao e Integragao

Na Secao 2.2.2.1 foi apresentado que a decomposicao de um projeto pode ser vista
como um problema de otimizagao que visa a dividir o GDP ou ODP de forma 6tima. Por
sua vez, na Secao 2.2.3, ao estudar a integracao também se percebe que quanto menos
decomposto um sistema mais facil é combina-lo de volta. Desta forma, a partir de um
ponto de vista de otimizagao multiobjetivo, pode-se compreender estes dois problemas
como tendo objetivos conflitantes.

A forma, mais natural e tradicional de trata-los, é por meio do fluxo apresentado na
Secao 2.2.2 e Fig. 2.4. Sendo a principal forma de implementagao do fluxo é uma opgao
de implementagao da estratégia chamada de decomposigao para integracao (C — D), a
qual todas as técnicas apresentadas anteriormente utilizam. Pois o presente trabalho se

dedica exclusivamente a decomposicao realizada sem qualquer restrigoes impostas para a
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forma de combinacao dos resultados dos sub-problemas.
Entretanto, existem outras estratégias de ordenar a decomposi¢ao e a integracao.
Allison et al. [47] apresentam quatro estratégias de realizacao das tarefas de decomposigao

e integracao:
e Independente (D,C)
e Decomposicao para Integragao (D — C)
e Coordenagao para Decomposi¢ao (C — D)
e Simultanea (D——C)

O presente trabalho se dedica apenas ao problema de decomposicao independente de
coordenacao, portanto também apresentou a forma principal e tradicional de ordenacao
do problema foco e da integracao. No entanto, esta além do escopo proposto aprofundar
mais no assunto. Para maiores informacoes sobre as demais estratégias se sugere o proprio
trabalho de Allison et al.. Também para o caso da estratégia simultanea, recomenda-se

[48] e [49], onde a tarefa ¢ realizada através de algoritmos genéticos multi-objetivos.
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3 Reducao de dimensionalidade

Neste trabalho as relagoes entre os elementos do modelo do sistema complexo
a ser decomposto serao expressas através de representacoes matriciais conforme sera
apresentado na Segao 5.1. Tal que todas estas formas matriciais representativas dos
modelos podem ser compreendidas como uma matriz de dados perante a dtica de um
processo de descoberta de conhecimento em base de dados (knowledge discovery in
databases - KDD), no qual objetiva-se que as relagbes com maior valor semantico sejam
realcadas enquanto as de menor significado sejam removidas.

Sarkar et al [37] propde a utilizagdo da técnica de redugao de dimensionalidade
conhecida como decomposicao em valor singular para evidenciar os padroes semanticos
pela obtencao de um espaco reduzido onde o mapeamento dos elementos com relacoes
fortes sejam mais similares que os elementos nao relacionados ou com relagoes fracas.
Seguindo na mesma linha, os métodos propostos por esta trabalho para resolucao da
decomposicao baseada em modelo de problemas de projeto e de problemas de projeto
6timo também faram uso da redugao de dimensionalidade.

Portanto, o presente capitulo visa apresentar os fundamentos de reducao de
dimensionalidade necessarios para o desenvolvimento dos métodos propostos e para
compreensao do método de referéncia utilizado na avaliagdo comparativa. Para isto,
na segao seguinte, se iniciard descrevendo as bases estatisticas tedricas da reducao de

dimensionalidade.

3.1 Variaveis Aleatoérias, Vetores Aleatdrios e Matriz

de Dados

Um conjunto de dados (Dataset) multivariados, X, ¢é definido por diversas
observagoes/itens/medigoes de um vetor aleatério, X. FEste, por sua vez, é um vetor
de varidveis/atributos/caracteristicas aleatérias/randomicas (V.A.).

Seja o vetor aleatério X (Eq. 3.1) abaixo:

X' =X, Xo, 000y Xy ooy X, (3.1)
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Onde X1, Xy, ..., Xk, ..., X, sao varidveis aleatorias.

Os dados sao ditos multivariados, quando o vetor aleatério é composto por miltiplas
varidveis aleatérias (p > 1). Normalmente quando X é composto por uma tnica V.A., é
chamado de monovariado e quando composto por duas V.A. é bivariado.

Dados bivariados sao multivariados, pois p maior que um. Os métodos estatisticos (e
computacionais) de andlise e manipulacao de dados multivariados sao igualmente validos
para bivariados. Estes também podem ser estudados por uma abordagem especifica e
simplificada, nao sendo esta utilizada neste trabalho, visto que o mesmo visa um estudo
de reducao de dimensionalidade de dados multivariados para qualquer valor de p.

Fazendo n observacoes das p varidveis aleatorias, ou seja, n medigoes do vetor aleatorio

X, obtemos a matriz de dados X (Eq. 3.2) abaixo:

11 Tiz2 ... Tip
To1 T2z ... Tp
X = (3.2)
Tj1 Tj2 ... Tjp
Tpn1 Tp2 .. Tpp

3.2 Dimensao do Espaco de Caracteristicas

A dimensao do espaco de caracteristicas dos dados é o niimero de variaveis aleatorias
observadas, ou seja, a dimensao do vetor aleatério. Portanto, para a base de dados X

tem-se que a dimensao do espago de caracteristica de seus dados (ou a dimensao da base

de dados) é p.

3.3 Reducao de Dimensionalidade

“Reducao de dimensionalidade de dados refere-se ao processo de derivacao de um
conjunto de graus de liberdade que pode ser ajustado para reproduzir grande parte da
variabilidade observada” [50]. Ou seja, segundo Roweis [51], redugao de dimensionalidade
é o processo de reduzir o nimero de variaveis aleatorias consideradas.

A reducao de dimensionalidade pode ser realizada por duas abordagens: selecao de
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caracteristicas e extracao de caracteristicas.

A primeira consiste em reduzir as V.A. para um subconjunto das V.A. originais. Ou
seja, 0 novo espacgo sera um subespago das caracteristicas original retirando algumas
dimensoes e perdendo por completo as informagoes expressas por elas.

Normalmente, por esta abordagem, o problema de reduzir a dimensionalidade ¢é tratado
como um problema de otimizagao combinatoéria, que visa obter a melhor combinacao das
dimensoes a serem mantidas, orientado por uma estratégia especifica. Essas estratégias
podem ser: filter (orientado pelo ganho de informacao — information gain), ou wrapper
(orientado pela precisao — accuracy).

A outra abordagem consiste em transformar o espaco de alta dimensao dos dados em
um espaco com menos dimensoes. Esta transformacao pode ser linear ou nao linear.

Um exemplo de transformagao linear é o PCA (Principal Component Analysis —
Anaélise de Componentes Principais) [52], que é o método de reducao de dimensionalidade

mais tradicional, conhecido e difundido.

3.4 Métodos

3.4.1 Andlise de Componentes Principais

”A técnica dominante de transformacao de caracteristicas que transforma o dado
para um espaco reduzido, o qual captura a maior parte da variancia destes, é a
Andlise de Componentes Principais”[53] , do inglés, Principal Component Analysis
(PCA), ”originalmente conhecida como Transformada de Karhunen-Loeve” [54]e, também,
chamada em outras areas por Transformada de Hotelling e método da funcao ortogonal
empirica (Empirical Orthogonal Function), segundo Fodor [55]

Ainda, de acordo com Shlens [56] , por ser um método simples e nao paramétrico
de extracao de informacao relevante de conjuntos confusos de dados, com minimo pds-
processamento pode ser utilizado para reducao da dimensionalidade e ser aplicado em
diversas areas, da neurociéncia a computacao grafica, o PCA é o mais valioso resultado
da algebra linear aplicada. Portanto, serd o primeiro método abordado por este trabalho.

Uma andlise de componentes principais ¢ um método de estatistica multivariada com
o objetivo de "explicar a estrutura de variancia-covariancia de um conjunto de varidveis

aleatdrias através de poucas combinagoes lineares destas.”[52]
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Do ponto de vista da algebra linear, o PCA encontra uma nova base para o espaco de
caracteristicas, a qual é composta pelos vetores de coeficientes das combinagoes lineares
das varidveis originais, sendo estes vetores ortogonais entre si. Estas combinacoes lineares
sao chamadas de componentes principais (Principal Components - PC). E s@o definidas
de forma que a primeira componente principal (PC}) maximize a variancia (o seu vetor de
coeficientes - a; - serd o primeiro vetor da base), a segunda componente (PC}) maximize
a variabilidade restante (o seu vetor de coeficientes - a; - serd o segundo vetor da base),
e assim por diante.

” Geometricamente, estas combinagoes lineares [(PCy, PCsy, - - - , PC,)| representam a
selegdo de um novo sistema de coordenadas obtido por rotagao do sistema com [as V.A.]
Xy, Xs, -+, X, como eixos coordenados [(original)]”[52]. Sendo os vetores de coeficientes
de cada componente (a;) o vetor direcional do respectivo eixo coordenado.

Por exemplo, seja o conjunto de dados, X, com dez amostras e duas variaveis aleatorias

(XT = [X,X5)]) definido abaixo:

o
0 1
10
10

S P
0 1
10
10
0 1
_01_

Sabemos, da &algebra linear, que a base canonica para o espago cartesiano de duas
dimensdes, e logo para o espaco das caracteristicas em questdo (X7 = [X,X5]), é B =
(0;1),(1;0) = 7,j. Aplicando o PCA uma nova base para o mesmo espaco ¢ obtida:
Bpca = ay,as = (—0,70711;0.70711), (-0, 70711; —0,70711). ' Onde os vetores sio
ortogonais entre si (al - ay = (—0,70711;0.70711)7 - (=0, 70711; —0,70711) = 0).

!Dependendo da forma como os calculos do PCA foram realizados pode-se obter uma base equivalente,
onde o vetor de coeficiente seja o oposto do obtido, no exemplo. Mas, da geometria, sabemos que a diregao
do eixo coordenado definida tando pelo a; quanto —ay sao as mesmas.
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O PCA, também, obtém a quantidade de variabilidade representada por cada
componente. Que para o exemplo é 100% para a primeira e 0% para a segunda. Nota-
se que de fato a primeira componente maximizou a representagdo da variancia (e que a
segunda maximiza a variancia restante, no caso 0%).

Entretanto, apesar de obtermos um novo espago de caracteristicas X, = [PC1PCy),
que ¢ muito 1util para interpretagao da estrutura de varianca-covarianca e analise dos
dados, a dimensdo continua a mesma (Dim(X) = 2 = Dim(Xpca)). Observando a
variabilidade explicada por cada componente é perceptivel que nao héd necessidade de
representar os dados de X por duas V.A. (caracteristicas). E que pode-se reduzir a
dimensao de X com uma perda minima de informacao representando-os em um novo
espago formado apenas pela(s) componente(s) que captura(m) a maior parte da variancia.

Para tanto, definimos um novo espago de caracteristica (X,.q) de menor dimensao
(no caso, Dim(X,eq) =1 =k < p =2 = Dim(X)), sendo as k primeiras componente
principais os eixos deste novo espaco. Desta forma, para o exemplo, a base do novo espago
serd: Breg = v1 = a1 = (—0,70711;0.70711). Ou seja, o novo espago (vetor aleatério, vetor
de caracteristicas) é composto por apenas a primeira componente: X, = [PC}].

Nota-se que como foi utilizada a componente que captura a maior parte da
variabilidade dos dados, esta continuara a ser representada no novo espaco. No caso,
a variancia representada por PC; é de 100%, logo o novo espacgo continuaré a representar
toda a variabilidade dos dados (ou seja, nao perde, praticamente, qualquer informagao)-

Com o novo espago determinado é hora de obter a matriz de Escore (Score) dos dados,
isto é, transformar a matriz de dados original (X) para a matriz dos dados no novo espago

(X ea = Score).? Segue a matriz obtida para o exemplo:

20 mesmo procedimento pode ser utilizado para gerar os escores, a matriz de dados, para o espaco
definido utilizando todas as componente principais (Xpca), antes da redugéo. Isto é muito utilizado na
estatistica multivariada para interpretagao destes.
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[ 0.70711 |
0.70711
—0.70711
—0.70711
—0.70711
0.70711
—0.70711
—0.70711
0.70711
| 070711

Xrea = Scorey, (X) =

red

Percebe-se que ficou mais simples identificar os dois agrupamentos das amostras, o dos
positivos (onde nos dados originais, primeira coluna era 0 e segunda 1) e o dos negativos
(onde nos dados originais, primeira coluna era 1 e segunda 0). Isto ilustra o uso da redugao
de dimensionalidade como ferramenta de pré-processamento de dados em um processo de
KDD, pois, da mesma forma que facilitou a tarefa de agrupar os dados manualmente,
provavelmente, também, tornaria mais simples uma mineracao destes dados.

Além da representacdo na dimensao permitir uma melhora na acuricia e na
identificagdo de padroes/informacgoes mais interessantes, ao ressaltar as rela¢oes mais
importantes entre os dados. Ela ainda pode melhorar o desempenho computacional da
técnica de mineragao por diminuir a quantidade de dados a serem manipulados e, também,
na economia de espaco de armazenamento.

Este foi um exemplo didatico com uma relagdo muito simples entre os dados. Mas
ele serve para mostrar os objetivos, o funcionamento e os resultados obtidos com o uso
do método PCA e consequentemente o motivo de seu uso (tal qual de outros métodos
de reducdo de dimensionalidade). Pois em bases de dados enormes, até mesmo esta
simples relacao de negacao entre as V.A. pode ser dificil, nem que em custo de tempo de
processamento, de ser identificada.

Imagine fazer este agrupamento manualmente de uma matriz de dados com mil
amostras e cem atributos com a mesma relacao de negacao entre si. Com certeza este
padrao nao nos apareceria simplesmente e demandaria muito mais tempo de analise dos

dados para extrairmos alguma informacao relevante.
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Diferentemente do exemplo, onde consegue-se reduzir a dimensao com perda de 0%
da representagao da variabilidade dos dados, em casos reais, normalmente, isto nao ¢é
possivel. Sendo necessario utilizar todas as componentes para se reproduzir a variabilidade
do sistema por completo.

Entretanto, ”frequentemente a maior parte da variabilidade pode ser explicada
[(representada, capturada)] por um pequeno nimero k de componentes principais”[52].
Logo, frequentemente ¢é possivel reduzir a dimensao do espaco de caracteristicas de p para

k com perdas minimas de informagao.

3.4.1.1 Definicao Matematica

Tradicionalmente na estatistica a andlise de componentes principais é definida
populacionalmente para posteriormente se derivar sua definicao amostral. Entretanto,
serd abordado diretamente do poto de vista amostral. Pois, este trabalho trata da
aplicagao na extracao de padroes sobre uma matriz amostral obtida a partir do modelo,
onde se pretende aprender de forma nao supervisionada as relacoes relevantes entre os
elementos do modelo, e nao inferir quais seriam as propriedades estatisticas de uma
populacao dentro da qual os elementos do modelo seria uma amostra. Para as definigoes
segundo a abordagem populacional e a derivagao da amostral sugere-se consultar Johnson
[52].

Dada uma matriz de dados X com n amostras, observagoes (x;;¢ = 1,2,n), com
dimensdo p, ou seja, x] = [wpzip - )i = 1,2,n. E X, seu respectivo espago de
caracteristicas, vetor de varidveis aleatdrias (ou ainda, apenas, vetor aleatério) com p

varidveis aleatdrias, V.A., X1, Xo, ..., X, (Eq. 3.3),

XT=[x X - X, (3.3)

E S a sua matriz de variancia-covariancia amostral nao viciada3.

3Escolheu-se a matriz de varidncia-covaridncia amostral nao viciada (S = (n —
1)71XcentralizadoTXcentralizado) ao invés da viciada (Sn = nilXcentralizadoTXcentralizado) conforme
sugerido em Johnson [52] e utilizado na bibliografia de drea de redugao de dimensionalidade, mineragao
de dados e KDD [57] [58]e implementagoes dos métodos [59][56][60]
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Considera-se as combinagoes lineares em 3.4.

Y, = CllTX = a1 X1 +apXo+ - +ap X,
Vo =al X = anXi + anXo + -+ agyX, (3.4)
}/p = (IZX = CLple + Gp2X2 + 4 aprp

Onde, a! = |a;;  as a;,| € o vetor de coeficientes da combinagao linear ;.
Segundo [52], obtemos a variancia (Eq. 3.5) e a covariancia (Eq. 3.6) das combinagoes

lineares de (Eq. 3.4).

Var(Y;) =al'Sa; i=1,2,---,p (3.5)

COU(K)%) = azrsaj 27.] - 1)27 Y % (36)

As componente principais sdo, entao, definidas como as combinagoes lineares 3.4
ortogonais, tal que a variancia (Eq. 3.5) seja tao grande possivel. Onde a primeira
componente principal serd a com maior variancia.

Entretanto, perceba, que Var(Y;) = alSa; pode ser aumentado indefinidamente
multiplicando-se o vetor de coeficientes a; por uma constante. A fim de eliminar esta
indeterminacao, adicionamos a restricao de que o vetor de coeficientes deve ser unitario.

Portanto, definindo o método PCA com uma otimizagao, temos Eq. 3.7 [52]



Primeira componente

principal (PC)

Segunda componente

principal (PCy)

i-ésima componente

principal (PC;)

Ultima (p-ésima) componente

principal (PC,)

S.a.

S.a.

S.a.

combinacao linear Y; = al X

que maximiza Var(Y;) = Var(a! X)
ala; =1

combinagao linear Y, = a3 X

que maximiza Var(Y;) = Var(al X)
afa; =1

Cov(Y1,Ys) = Cov(al X, a2 X) =0

combinacao linear Y; = al X

que maximiza Var(Y;) = Var(al X)
ala; =1

Cov(Y;,Y;) = Cov(a] X,a] X) =0 ;
Vi <i

combinagao linear Y, = al X

que maximiza Var(Y,) = Var(a, X)
aya, =1

Cov(Y;,Y,) = Cov(al X,al X) =0;
V) <i

23

(3.7)

E consequentemente as notagoes PC; e Y; sao equivalentes para denotar a combinacao

linear que é a i-ésima componente principal.

Nota-se que o PCA pode ser realizado por diferentes técnicas que encontrem a matriz

de vetores de coeficientes (A = [ajas - - - ap]) resolvam o problema de otimizagao em Eq.

3.7 desde as mais simples até outras mais complexas (mas menos utilizadas, e portanto,

além do escopo deste trabalho), como uso de redes neurais artificiais. Também existe uma

formulagao nao linear para o PCA, sendo o Kernel PCA o seu método de solu¢ao mais

conhecido [54]apresenta mais informagoes sobre esta técnica).
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3.4.1.2 Obtencao das Componentes Principais

O problema da obtencao das componentes principais é tradicionalmente solucionado
através de ferramentas da dlgebra linear e propriedades da estatistica multivariada.
Apesar de ser definido como uma maximizacao, podemos utilizar de certos resultados
analiticos a partir das dreas citadas, para sua resolucao.

A seguir serd derivada esta forma de obter as componentes (conforme [52]).

Sabe-se que "as matrizes de variancias-covariancias (ou de correlagoes) sdo sempre
matrizes semi-definidas positivas, ou seja, matrizes simétricas (M,x,) cujas formas
quadraticas (zrMz) sdo sempre nao-negativas.” (CADIMA, [20__]). E que maximizacao
em um espaco unitario da forma quadratica de uma matriz M semi-definida qualquer,
isto é, com autovalores ndo negativos (A\y > Ay > --- > A\, > 0) é igual ao seu maior
autovalor (\;):

2T Max
mar ——— = A\;
w0 xTx

Sendo que o valor de x que soluciona esta maximizacao é o autovetor unitario associado
a este maior autovalor, ou seja, e;. Como os autovetores sao perpendiculares (ortogonais)
entre si, podemos definir genericamente que

2T Mz

lllEE. o, Ty NS00 88

E atingido quando z = e; 151 = 1,2,--- , p — 1 respectivamente, onde p é a dimensao
da matriz M.%. Ou seja, z = e; soluciona:
T Mx

maxr ——— = A\
x#0 Ty

Em seguida, a solugao é x = e (e o valor maximo Ag):
T Mx

mar —o— = Ao
z£0xler ' X

E assim por diante até:
"Mz

max — =
a#0,xler, - ep_1 .CL’TQZ P

4A prova pode ser obtida em [52]
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Onde z = ¢, e o valor maximo ¢ \,, o menor autovalor associado a M.

Portanto, seja S a matriz de variancia-covariancia associada com o vetor aleatdrio
X. E (M, e1), (A, €2), -+, (A, €,) 0s pares de autovalores-autovetores de S. Onde e; sao
autovetores normalizados e A\; > Ay > --- > A, > 0. Entao, da Eq.3.8, com M = S e
T = a, temos:

a’Sa

A il ata N OB (3

Onde, o a que soluciona a maximizacao é a = e;11. Ou seja:

a’Sa erSeirt
max T :AiH:T—;Z:O?LQ,“',P—l
a#0,aler,,e; QA" Q €ir1€i+1
Entretanto, os autovetores sao vetores unitarios, logo, e}rej = Lk =12 p
Consequentemente:
T T
a’Sa €is15€it1 T :
max =ANip1 = ——— =¢€;,15€¢;41;1=0,1,2,--- ;p—1
T + T i+1 +1 > 5 Ly 4y )
a#0,aler,,e; ala €it1€i+1

Da Eq. 3.5 temos que a variancia de uma componente principal (lembrando Y; = PC})
¢ exatamente Var(PC;) = Var(Y;) = €] Se;. Portanto:
CLTSCL 63;156@41

T
mazx T = Al = 7 = €;,19€i11 = Var(Yip) =
a#0,aler,,e; a'a €ir1€i+1

:VG/T(PCiJrl) 77‘:071727 7p_1
Ou seja,

e; Se;
Var(PCj) = Var(Y;) = e] Se; = ~ L=) =12 ,p (3.10)

. ~ . . T _ T . . .
Ainda, como os autovetores sao perpendiculares entre si (e, L e; = e e; = 03k # )

e Sej = Aej, temos:

Var(PCy, PC;) = Var(V;,Y;) = e} Se; = ef \je; = Ajepe; =0 ;5 =1,2,--- ,p (3.11)

E como o a; que soluciona a i-ésima maximizagdo (Eq.3.9) é igual ao respectivo
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autovetor (a; = e;), temos Eq.3.12:

PO =Y =afX =ej X =euXi+---+epd,
PG=Ya=nX=aX =mXit-+eal, (3.12)

PC, =Y, :agX = ez:,FX =enX1+ -+ epX)y

Onde o novo espago de caracteristicas PCr = [PC1PCy---PC,] tem a mesma
variancia total que o espaco original. Conforme demonstrado a seguir:

Cada elemento da matriz de variancia-covariancia associado a um vetor aleatério My =
[MyMs - - - M, qualquer é definido por Cov(M;, M;), logo os elementos da sua diagonal
sao: Cov(M;, M;) = Var(M;). Portanto tem-se que a variancia total de M, ou seja, o
somatoério das variancias de suas p V.A., é o traco da sua respectiva matriz de variancia-
covariancia.

Para o caso do espago de caracteristicas original (X com matriz de variancia-

covariancia S) temos:

Vare(X) = Z Var(X;) = tr(S)

Como visto, realizando a decomposicao espectral de S obteve-se os autovalores
A1, A2, - -+, Ay € os autovetores ejep - - - e,. Esta decomposicao também pode ser descrita
da forma matricial: S = PAPr, onde A é a matriz diagonal dos autovetores e P =
[ere2 - - - €] (observe que como os autovetores sao os coeficientes das componentes lineares
A = [ajas---ay] = [er1e2---€y] = P). Desta forma, PPp = PrP = I, sendo I a matriz

identidade. Portanto:

tr(S) = tr(PAPp) = tr(APpP) = tr(AI) = tr(A) = Ay +Xg +---+ ),

Da Eq. 3.10 tem-se que Var; = A;, logo
p
> Var(X;) =tr(S) =tr(A) =M+ da+ -+ ), =
i=1

=Var(Y1)+ Var(Ys) +---+ Var(Y,) = Z Var(Y;)

=1
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Ou seja,

Z Var(X Z Var(Y; Z Var(PC;) (3.13)

A partir desta demonstracao pode-se derivar uma féormula para o calculo da proporgao
da variabilidade (variancia total) explicada por cada componente principal (Eq.3.14),

informagcao essencial para a reducao da dimensionalidade.

Proporcao da
Var(PC;) Ai
L _ _ 3.14
variancia total Varm(PO) ~ Mt et 1 Ay (3.14)
segundo PC;

Consequentemente a propor¢ao acumulada da variabilidade representada pelas k

primeira componentes (tal que k& < p) é dado pela Eq.3.15 abaixo:

Proporcao acumulada da .

Var(PC;)
. _ § ik <p (3.15
variancia total segundo § <V Ao pc AL+ )\2 + AT p (3.15)

=1

as k primeiras PC

Desta forma, tem-se um algoritmo (Alg. 1) para obtengao das componentes principais
associadas a um espaco de caracteristicas X a partir de uma matriz de dados X com n

amostras neste espaco.

Algoritmo 1: Obtencao das componentes principais pela decomposicao espectral
da matriz de variancia-covariancia.
Entrada: matriz de dados (X).
Saida: matriz de coeficientes das componentes principais (A); vetor das variancias
explicadas por cada componente principal ().

inicio

Obtenha a matriz de varidncia-covariancia S associada a X;

Realize a decomposicao espectral da matriz S;

Ordene os pares autovalor-autovetor (A, e;), tal que, Ay > Ay > -+ > Ay,
A leg ex - epl;

A [)\1 )\2 )\p]T;

fim

Onde a matriz de variancia-covariancia amostral nao viciada, S, pode ser obtida
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segundo o algoritmo Alg. 2 (ou pelo uso de bibliotecas de estatistica®).

Algoritmo 2: Calcula a matriz de variancia-covariancia amostral nao viciada.

Entrada: matriz de dados (X).
Saida: matriz de variancia-covariancia amostral nao viciada (.5).

inicio
Obtenha a matriz de dados centralizada C;
S ﬁCTC;

fim

Por sua vez a matriz de dados centralizada (C = [cicy - - - ¢,|T) é obtida subtraindo de
cada amostra (z;) o vetor de médias amostrais (Z = [Z1Zo - -+ Z,)7; Z; ¢ a média amostral

da i-ésima V.A. X;). Conforme ilustrada no Alg. 3.

Algoritmo 3: Centraliza a matriz de dados.

Entrada: matriz de dados (X).
Saida: matriz de dados centralizada (C).

inicio
Calcule o vetor de médias amostrais T = [T; Ty -+ Tp|T;
= = =17
C—[ry—Taxo—2 -+ xp— |
fim

3.4.1.3 Obtencao das Componentes Principais para Dados Padronizados

Entretanto a solucao apresentada esta sujeita a influéncia da diferencas das unidades
e escalas das caracteristicas. Podendo ocorrer a dominancia de algumas sobre as outras,
nao por suas relevancia para o sistema, mas pela discrepancia entre as respectivas escalas.
Sendo este um cenario comum e probleméatico em um processo de KDD.

A fim de solucionar esta dependéncia as acoes mais tradicionais utilizadas no
processo sao realizar a normalizagdo ou a padronizacao dos dados, conforme [57]e [58].
Especificamente a padronizacao tem uma relagao com os calculos do PCA que é bastante
util.

Inicialmente serd aplicado o método tradicional (utilizando a decomposi¢ao espectral
da matriz de variancia-covariancia) ao espaco padronizado e posteriormente utilizaremos
de suas propriedades para obter uma outra forma de solucionar o PCA para este cenario.

Seja Zp = [Z1Z5 - - - Z] o vetor caracteristico obtido da padronizacao do espago original

(Xr=[X1X2--X,]) e Z =[2122- - 2,)" a matriz de dados padronizada, tal que:

5Como a fungdo cov(X) da biblioteca statistics da linguagem de programaciao MatLab [59)
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2 = M;i: 1,2, ,m;j=1,2,--.p
Sjj

Onde, z;; é a coordenada na dimensao da j-ésima V.A. do espaco padronizado (Z;)
para a i-ésima amostra da matriz de dados padronizada (z;). Da mesma forma, z;; é a
coordenada na dimensao da j-ésima V.A. do espaco original (X;) para a i-ésima amostra
da matriz de dados original (z;). E Z; é a média amostral da j-ésima varidvel aleatdria
do espaco original (X;), a qual, também, tem variancia amostral s;; = Cov(Xj;, X;) =
Var(X;) = s3.

O Alg. 4 realiza a padronizagao dos dados de uma matriz de dados de entrada:

Algoritmo 4: Padroniza os dados
Entrada: matriz de dados (X).
Saida: matriz de dados padronizada (Z).
inicio
Obtenha a matriz de dados centralizada C;

: . : 12 1/2 1/2
Calcule o vetor de desvios padrdes amostrais s/2 = [s1/% s3/% - sp/|T;

Z <+ [cp— 5%y — 5% oo ¢, — 82T,

fim

Sendo que a centralizacao dos dados pode ser feita utilizando-se do Alg. 3.

Apoés a padronizacao, pode-se, entao, utilizar a técnica desenvolvida na Secao 3.4.1.2
para se obter as componentes principais em relacao ao espaco padronizado. Para tanto,
basta informar a matriz de dados padronizada, Z ao invés da matriz de dados original,
X, como entrada para o Alg. 2.

Entretanto, este processo pode ser realizado de uma outra forma, aproveitando-se da
uma relagao entre a matriz de variancia-covariancia do espago padronizado e da matriz
de correlacao dos dados originais.

Johnson [52]demonstra que a matriz de varidncia-covariancia amostral do espago
padronizado Z é igual a matriz de correlacdo amostral (R) do espago original X, isto
é, S; = Rx. Portanto, a partir deste resultado, podemos definir uma nova forma de
solucionar o método do PCA.

Ao invés de se padronizar o espaco para entao calcularmos sua matriz de variancia-
covariancia e entao realizar a decomposicao espectral desta para definicao das respectivas
componente principais. Pode-se obter as componentes principais associadas ao espaco

padronizado diretamente da matriz de dados original, conforme descrito no Alg. 5.
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Algoritmo 5: Obtencao das componentes principais associadas ao espaco
padronizado pela decomposicao espectral da matriz de correlacao dos dados originais.

Entrada: matriz de dados original (X).

Saida: matriz de coeficientes das componentes principais associadas ao espaco
padronizado (A); vetor das variancias explicadas por cada componente
principal associada ao espago padronizado ().

inicio

Obtenha a matriz de correlagao R associada a X;

Realize a decomposicao espectral da matriz R;

Ordene os pares autovalor-autovetor (\;,e;), tal que, Ay > Ao > -+ > A\y;

A lerea - epl;

A — [/\1 )\2 )\p]T;

fim

Onde, a matriz de correlacio é definida matricialmente por R = (D'/?)~1S(D'/?)~! =
D~Y285D=Y2 tal que, D'/? é a matriz de desvios padrdes amostrais (uma matriz diagonal,
composta pelos elementos do vetor de desvios padrdes amostrais, s'/2).

Da mesma forma que demonstrou-se que a variancia explicada pela i-ésima componente
principal é o autovalor associado ao autovetor que por sua vez é o vetor de coeficientes
da componente, ou seja, Var(PC;) = A1, pode-se derivar é obtidas pela decomposigao

espectral de Sx ou Rx®

3.4.1.4 Obtencao das Componentes Principais através da Decomposicao em Valor

Singular

Entretendo, a multiplicacaio X?X, utilizada no célculo da matriz de variancia-
covariancia, estd sujeita a um erro numérico quando alguns elementos da matriz de dados
sdo muito pequenos.” Entdo, para evitar-lo, pode-se solucionar o PCA utilizando-se da
decomposicao em valor singular, do inglés, singular value decomposition (SVD), conforme
serd verificado nesta secao.

A decomposicao em valor singular de uma matriz M, , qualquer, segundo a algebra

linear é dada pela Eq. 3.16.

M =UrV" (3.16)

Onde, I'® é a matriz diagonal retangular (nxp), e os elementos de sua diagonal (s;;) sao

6Johnson [52]apresenta a demonstragao detalhada.
"Um exemplo de matriz que ocasiona este erro é a matriz de Liuchli [61].
8No contexto de SVD, normalmente se utiliza S para se representar a matriz I', entretanto nesta secdo
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nao negativos; U é a matriz (nxn) dos vetores singulares pela esquerda (U = [ujus - - - uy));
e V ¢é a matriz (p x p) dos vetores singulares pela direita (V' = [vivs---v,]). Tanto as
colunas de U (os vetores singulares pela esquerda), quanto as de V' (vetores singulares
pela direita), sdo ortonormais entre si, portanto, UTU =1 e LTL =1

Multiplicando 3.16 por M7T a esquerda obtemos a decomposicao em valor singular de

M™M (Eq.3.17):

MTM = (uTvhHTwrv?h) = (vrtuthywrvh) = vrtutusvt = vrtirvt = v(r'n)v?t
(3.17)

Note que a decomposicao em vetor singular de MTM = VWVT,; W = T'TT, também ¢é
sua decomposicao espectral. Onde, V ¢ a matriz de autovetores associada a MTM e T''T
é a matriz diagonal dos autovalores associados.

Isto 6, V = [vjvg---v,] = [e1ea---¢)) = P e W =TTl = A, ou seja, o i-ésimo
elemento da diagonal de I' ¢ igual a raiz quadrada do i-ésimo elemento da diagonal de
A (diagonal(TT) = [ymivee - el = 1873 ) = Mide - ] = Asdigonal(T') =
(172 W)

Lembrando que por convencao os autovalores sao ordenados da forma A; > Ay >
-+ > ), > 0 (e P é ordenada para que e; seja o autovetor associado a J);). Da mesma
forma, utilizamos esta convencao para os valores singulares: v > v > -+ > 7, (e,
consequentemente, V' é ordenada para que v; seja o autovetor associado a ;).

Retomando a matriz de dados X com espago caracteristico X7 = [X; X5 - - - X,)] temos

que a sua matriz de variancia-covariancia amostral nao viciada (5) é:

S11 S12 0 S1p
S21 S22t Sop L

S=1 o | sy =i 4,7 =1,2,---,p (3.18)
| Sp1 Sp2 t Spp

Onde, a s;; é a covariancia nao viciada entre X; e X; (Cov(X;, X;)), sendo s; =

Cov(X;, X;) = Var(X;) = s2. O qual e determinado conforme segue:

serd utilizado esta notacao para nao ocasionar confusao com a matriz de variancia-covariancia amostral,

S.
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n

Sij = [(zuT:) (z152;)]

Sendo, z; a média amostral da i-ésima V.A. (X;). Entao pode-se reescrever a Eq.3.18

na forma matricial (Eq. 3.19).

>oiso(znan)? Ymolrna)(ww2)] -+ Y Lo[(zn®y)(v,T,)]

1| Y ol(znm)(vna)] Do (Tiaiy)? e Yol (wm) (2,1,

_Z?:o[(mlpfp)(xllfl)] Z?:o[(mlpfp)(xmfﬂ] Z?:o(ﬁlpfp)z

1
= c’c

n—1

Tal que, C é a matriz de dados centralizada (ou seja, ¢;; = z;; — @ ;4,7 = 1,2,---p).

Foi visto na Secao 3.4.1.2 que as componentes principais sao obtidas realizando a
decomposicao espectral da matriz de variancia-covariancia do espago. Isto é o mesmo que
a decomposicao espectral de Cov(X) = S = —=CTC. Ou seja, PAP = 5 = =CTC =
r'r=v{Itvr,

Anteriormente, derivou-ses a decomposicao em valor singular de uma matriz M
qualquer (Eq.3.16) de forma a obter a decomposicao associada a MTM (Eq.3.17. Para
se obter uma outra técnica de solugao, que evite o problema numérico da multiplicacao
XTX ou CTC ou I''T intrinseca ao célculo da matriz de variancia-covariancia, precisa-se
definir uma matriz M, tal que MTM = S = ﬁCTC.

Entao, seja, M = \/m_lC (onde n é o numero de amostras de C), onde C é a

matriz de dados X centralizada. Tem-se, entao:

1 1 1

M™M = cr C|= CTC == PAP =V (I"T)V"T
(\/n—l )(\/n—l > n—1 ( )

Lembre que a decomposicao em vetor singular de M é M = UI'V?. Portanto, ao

invés de se calcular a decomposicao espectral da matriz de variancia-covariancia de X

(Cov(X) = S = —=CTC), pode-se obter a matriz de componentes principais (PC) e

matriz diagonal com suas respectivas variancias (A), apenas realizando a decomposigao
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em valor singular de v/n — I 'C. Onde a matriz de vetores singulares pela esquerda (V)
serao as componentes principais (e; = v;), ou seja, PC; = V;) e os valores singulares (y;) ao
quadrado sdo as variancias explicadas por cada componente (72 = \;, ou seja, I'7T = A).

Desta forma é possivel obter as componentes principais para os dados nao padronizados
evitando os problemas numéricos do calculo da matriz de variancia-covariancia. Da mesma
forma, esta solucao utilizando o SVD pode ser aplicada a dados padronizado substituido
a matriz de dados X pela matriz de dados padronizados Z. Neste caso nao ha necessidade
de centralizar Z, pois isto ja é feito durante o processo de padronizagao (mas a execugao
desta centralizacao nao geraria qualquer erro).

O Alg. 6 soluciona o PCA, evitando erros numéricos, através do uso do SVD

(independente dos dados terem sido ou nao previamente centralizados).

Algoritmo 6: Obtém as componentes principais utilizando pela decomposicao em
valor singular
Entrada: matriz de dados (X).
Saida: matriz de coeficientes das componentes principais (A); vetor das variancias
explicadas por cada componente principal ().
inicio
Obtenha a matriz de dados centralizada C /* Se X centralizada, esta
linha é opcional. */ ;

M+ /n— 1 'C Realize a decomposi¢ao em valor singular da matriz M;

Ordene os pares valor singular-vetor singular a esquerda (v;, v;), tal que, v; >
Yo = 2 Yy

A vy vg -+ vy

A=l

fim

3.4.1.5 Reducao de Dimensionalidade a partir das Componentes Principais

Apébs obtermos as p componentes principais, independentemente da técnica utilizada,
podemos realizar a reducao da dimensionalidade. Nesta se¢ao serao abordados os critérios
de decisao da dimensao k mais adequada para o novo espaco.

Um importante critério é a proporcao da variabilidade explicada por uma componente
(Eq. 3.14) e a propor¢ao acumulada da variabilidade explicada pelas k primeiras
componentes (Eq. 3.15). Pois, desta forma pode-se definir qual é o menor k, tal qual, a
variabilidade capturada por esta componentes seja satisfatéria, ou seja, que a perda de

informacao (variabilidade explicada pelas p— k tltimas componentes) seja suficientemente
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Figura 3.1: Scree plot do PCA para base de dados Iris

pequena.

Esta proporcao satisfatéria varia de aplicacao para aplicacdo.  Normalmente,
representacoes que expliquem 85% da variabilidade dos dados sdao consideradas boas,
em alguns casos este limite é aumentado para 95% [52]. Outra técnica é a andlise do
scree plot (grafico de encosta’) do indice da componente pela sua respectiva variancia.
Na qual, procura-se, principalmente, encontrar o cotovelo (elbow) da curva, o local onde
a uma alteragao brusca na curvatura da curva.

A Fig. 3.1 mostra o scree plot de andlise de componentes principais para a base de
dados Iris [62] apud [63] a partir dos dados nao padronizados. Pela andlise deste grafico
temos que uma boa dimensao para o espago reduzido seria k = 2, pois ¢ neste ponto que
temos o cotovelo da curva.

Entretanto nem sempre o grafico de declive obtido podera indicar a dimensao mais

adequada, seja pela curva nao apresentar um alteracao brusca na sua curvatura, ou por

9Em referencia ao cascalhos de rocha ao pé de penhascos
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apresentar varias alteragoes. Nesta tultima situacao, os diversos pontos onde ha esta
variagao brusca sao bons candidatos a serem a dimensao mais adequada.

Em casos onde a reducao seja aplicada para obtencao de uma representacao onde
a menor quantidade de dados é necessaria para se economizar memoria ou custo de
manipulagao destes, pode-se definir um limite ao tamanho dos dados e se utilizar a
dimensao k, tal que, forneca a maior variabilidade acumulada dentro do limite de espaco
imposto.

Outra estratégia de decisao para escolha do k que, também, nao foca na quantidade de
variabilidade explicada mas nos limites para k é a visualizagao de dados. Onde, devido a
natureza da aplica¢ao, o nimero de dimensoes esta sujeito a uma, duas, ou trés, k = 1,2, 3.

Definido a quantidade de dimensoes desejadas (k < p), temos entdo que o novo espago
é definido pelo vetor caracteristico X,cquzigzo = [PC1PCy -+ PCy]T, onde as k primeira
componentes principais sao as variaveis aleatorias. E os respectivos coeficientes, a;,i =
1,2,--- ,k (ou seja, os autovetores, e;,7 = 1,2,--- | k), sdo os vetores unitarios que dao a
diregao (e convencionalmente, também, o sentido) dos eixos deste espago.

Por fim, com o espago de caracteristicas definido, os dados X podem ser representados
no novo espaco. Tradicionalmente esta representagao dos dados é chamada de escore
(score) dos dados, e portanto a nova matriz de dados é a matriz de Escores, Score. Mas
outros nomes como matriz reduzida, matriz de dados reduzida, também sao utilizados
(Score = X eduzido = Xred, OU ainda, indicando a dimensao do espaco, Xkp.

Independentemente do nome utilizado, a transformacao dos dados do espago original

para o reduzido € feito de acordo com a Eq. 3.20.

Score = X Aequzidzo = X|arag - -ap] = X|erea---e] 1k <p (3.20)

3.4.2 Decomposicao em Valor Singular

Como visto na Se¢ao 3.4.1.4 a decomposi¢ao em valor singular, do inglés, singular value
decomposition (SVD), também conhecida como teorema de Eckart-Young ( Eckart-Young
theorem), é uma das técnicas mais comuns de resolugao do PCA. Entretanto, o PCA via
SVD ou pelas demais técnicas exige que os dados sejam centralizados, seja explicitamente
(caso do SVD) ou implicitamente no célculo da matriz de variancia-covariancia ou dos

dados padronizados (7). E, nem sempre, é desejdvel realizar este processo de obtencao da
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média das V.A. e posterior subtracao dela de todos os dados, pois dependendo do ntimero
de amostras (n) isto pode ser um processo custoso, ou indesejado se os dados forem muito
dispersos.

Nestes casos, pode-se aproveitar de algumas propriedades da decomposicao em valor
singular para se realizar a reducao de dimensionalidade. Como vimos, o SVD de uma

matriz qualquer é dada pela Eq. 3.16. Portanto, seja esta a matriz de dados (M = X)),

temos:
posto(X)
X=USV = Z siuiviT
i=1
Onde, U = [ujug---u,| é a matriz de vetores singulares pela direita, S a matriz

retangular diagonal dos valores singulares, e V' = [vyvs - - - v,] a matriz de vetores singulares
pela esquerda.

Tan [58] ressalta algumas propriedades desta decomposicao:
e Os vetores singulares pela direita (u;) capturam padroes entre as amostras (objetos);
e Os vetores singulares pela esquerda (v;) capturam padrdes entre os atributos (V.A.);

e A matriz decomposta (no caso, X) pode ser aproximada de forma 6tima pegando-
se em ordem os termos da decomposicao. Isto é, os autovalores sao naturalmente
ordenados (s1 > sy > -+ > s,), ¢ a matriz original é representada da melhor forma
aproximada utilizando-se os k primeiros valores e vetores singulares (evidentemente,
que quanto mais valores e vetores forem utilizados melhor serd a precisao da

aproximacao);

e Pode-se obter uma nova matriz de dados da mesma forma que foi obtida a
matriz Score no PCA (Eq. 3.20), substituindo a matriz dos k primeiros
coeficientes ([ajas---ag]) pela matriz dos k primeiros vetores singulares pela

esquerda, [v1vy -« - v

Destas afirmacoes, percebe-se que é possivel se obter um espaco de menor dimensao
através da aplicacao direta do SVD. Onde, de forma andloga ao PCA, o novo espaco é
definido pelo vetor de caracteristicas Xy equzido = [V1 X102 X2+ v Xi]; k6 < p. E o eixo
de cada dimensao é definido pela dire¢ao (e convencionalmente, o sentido) do respectivo

vetor singular a esquerda.
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Por sua vez, a transformacao da matriz de dados original (X) para a matriz de dados

no novo espaco (ou matriz de escores, Xyeduzida = Score) é obtida pela Eq. 3.21.

Score = XV

reduzido

Xvivg-+-vg] 1k <p (3.21)

Enquanto os autovalores representam a variabilidade explicada pela componente
principal a qual estao associados, os valores singulares representam o quanto a
decomposicao nesta dimensao se aproxima da matriz original. Portanto, s; > s; significa
que szuzv = Fator; aproxima-se mais de X do que sluzv = Fator;.

Entao, analogamente, a proporcao de variabilidade explicada por uma componente
(Eq. 3.14) e a proporc¢ao acumulada das k primeira componentes (Eq. 3.15), tem-se, a

proporgao da aproximagao da matriz original (Eq. 3.22).

Proporc¢ao da aproximacao s;
- (3.22)
segundo Fator; = s;uv} S+ Syt + S,

Consequentemente a proporcao acumulada da aproximagao representada pelos k

primeiros fatores (tal que k < p) é dado pela Eq.3.23 abaixo:

Proporcao acumulada da aproximacao

k
=2 k<p  (3.23)
segundo os k primeiros fatores T S1t S2 + Tt Sp

Para se definir o nimero de dimensoes utiliza-se as mesmas técnicas desenvolvidas

para o PCA (Segao 3.4.1.5), adaptadas para o SVD:

e Menor k, tal que, a proporcao de aproximagao acumulada seja satisfatério

(normalmente, maior que 85% ou 95%);

e Andlise da scree plot dos valores singulares pelo indice do respectivo fator,

escolhendo k£ de acordo com o cotovelo da curva;
e Maior k, tal que, o volume de dados nao exceda um limite pré-estabelecido;

e k =1,2 3 para aplicacoes de visualizagao dos dados.
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4 Analise de Agrupamento e

Deteccao de Comunidades

Para realizacao da tarefa de decomposicao, os modelos dos problemas de projeto geral
ou 6timo podem ser compreendidos como um conjunto de pontos ou uma rede complexa
(formalmente representadas pela estrutura de grafo) conforme descritas no Cap. 5. Da
mesma forma que a técnica de reducao de dimensionalidade, utilizada para evidenciar
as relacoes semanticas mais relevantes, foi introduzida no Cap. 3, este capitulo aborda:
a analise de agrupamento, provinda do aprendizado de maquina e comumente utilizado
na etapa de mineracao de dados em processos de KDD; assim como a area de Redes
Complexas, dentro da qual o trabalho propoe tratar o problema de decomposicao de
sistemas complexos como uma tarefa de deteccao de comunidades. Estas técnicas serao
utilizadas para identificacao, extracao, dos sub-problemas sobre as representacoes das
relacoes entre os elementos do modelo a ser decomposto, sendo que cada sub-problema

sera entendido como um agrupamento ou comunidade respectivamente.

4.1 Analise de Agrupamento

” Anédlise de agrupamento (cluster analysis), ou simplesmente agrupamento (clustering), é
o processo de particionar um conjunto de dados (ou observagoes) em sub-conjuntos. Cada
sub-conjunto é um grupo (cluster), tal que cada observa¢do em um grupo sao similares
uma a outra, e ainda dissimilares as observagoes nos outros grupos”[57]. Em portugués o
processo também é comumente chamado pelo estrangeirismo: clusterizacao.

Existem muitos algoritmos e técnicas de agrupamento, sendo o K-means [64]
considerado como um dos principais algoritmos de agrupamento. Pelleg [65] afirma
que isto se deve a sua simplicidade e propriedades de convergéncia para um minimo
local. Consequentemente a sua popularidade o K-means também se tronou o padrao de

comparagao e representante da tarefa de agrupamento.
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4.1.1 Kmeans

O método K-means tem como objetivo particionar as amostras, obervagoes, pontos no
especo caracteristico, em um ntimero pré-definido de k grupos, onde cada ponto pertence
ao agrupamento do qual o centro ele mais se aproxima. Este centro, chamado de centroide
(centroid), consiste no centro de masa do agrupamento, ou seja, na média (means) das
amostras pertencentes ao respectivo grupo. Por isto, o nome de K-means, do inglés,
K-médias.

O algoritmo tradicional do K-means consiste em: (i) iniciar os k centroides com um
valor aleatério; (ii) atribuir cada ponto ao agrupamento do centroide mais préximo; (iii)
atualizar o valor de cada centroides com a média dos pontos contidos nos respectivos
agrupamentos; retorna ao passo (ii) e repete o processo até convergir, isto é, que nao
haja mais mudanca na posicao de qualquer centroide, significando que um 6timo local foi

encontrado para a solucao. Estes passos sao representados formalmente no Alg. 7.

Algoritmo 7: K-means

Entrada: matriz de coordenadas dos pontos (X); nimero de grupos desejados (k)
Saida: vetor com os indices do grupo de cada ponto (Z).
inicio
Centroides < Sorteia k pontos aleatérios
repita

para cada ponto em X faga

| Grupo; < Grupo do Centroide mais préximo;

fim para

Centroides <— Médias dos pontos em cada grupo;
até convergir;
fim

4.1.1.1 Variancia e Distancia Euclidiana ao Quadrado

Considerando uma partigao k; que agrupa n; observacoes o centroide pode ser definido

pela média amostral (viciada) [52] conforme a Eq. 4.1.

1 &
Centroide; = 7; = — Z Tij (4.1)
i i3

Por sua vez, a dissimilaridade da varidncia amostral (viciada) [52] entre um ponto do
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grupo e o centroide é calculado pela Eq. 4.2.

sy = (2 — ;) (4.2)

1

Sendo a variabilidade total do agrupamento definida pela Eq. 4.3.

5= 2 (zyj — 7;)° (4.3)

Nota-se que a variancia entre uma amostra e seu centroide é exatamente a distancia

euclidiana ao quadrado, conforme explicitado na Eq. 4.4.

2 ? 2 2
A - _ I Y

Distancia _Buclidiana;; = |/ (v — 7;)?* = (v — ;)" = s; (4.4)
Por isto, o algoritmo K-means é chamado um método de analise de agrupamento
baseado em distancia (distance-based cluster analysis). Além da distancia euclidiana
ao quadrado, outras métricas de dissimilaridade também sao utilizadas como medida
da variabilidade do K-means. Os principais exemplos sao: a distancia de Manhattan,
correlagao (1 — correlagdo), e a dissimilaridade de cosseno [59],' sendo esta tltima

especialmente importante na drea de Recuperagao de Informagao [66], conforme abordado

na Secao 4.1.1.2.

4.1.1.2 Similaridade de Cosseno

A similaridade de cossenos (cosine similarity) e sua respectiva métrica de
dissimilaridade é uma das métricas mais difundidas na area de aprendizado de maquina,
onde, a dissimilaridade de cossenos (cosine dissimilarity) é chamada comumente, mas
incorretamente, de distancia de cossenos (cosine distance). Apesar de ser de grande
utilidade na comparacao da similaridade ou dissimilaridade de vetores, esta métrica nao
pode ser considerada uma métrica de distancia por violar a desigualdade triangular e
permitir valores negativos [52].

Para definicao da métrica, considere um par qualquer de vetores X e y no espaco

caracteristico e o angulo 6 entre eles, como ilustrado pela Fig. 4.1. O angulo 6 pode ser

'Em implementacdes que utilizem de outras métricas de dissimilaridade, como a de cosseno, o K-means
pode perder a garantia de convergéncia.
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0 = arccos(z+y/1zI1Y)

Y

Figura 4.1: Angulo entre dois vetores (Retirado de [7])

definido pela Eq. 4.5.

Xy
Oy = argcos (—) (4.5)
Y [ - [yl

Desta forma, a similaridade entre x e y é definida como o cosseno de 0, dado na

Eq. 4.6.

Xy

= =T T (4.6)

Stmilaridade(x,y) = cos(bx.y)

Sabendo que a funcao cosseno leva qualquer angulo para um escalar pertencentes ao
intervalo [—1; 41|, onde, por exemplo: os valores de similaridade para vetores com mesma
dire¢@o e sentido (# = 0 rad = 0°) serd 1 (cos(f#) = 1); para os com mesma dire¢ao e
sentido oposto (f = 7w rad = 180°) serd —1 (cos(f) = —1), e entre vetores ortogonais
(0 = /2 rad = 90°) serd 0 (cos(f) = 0). Devido ao valor ser definido em relagao
ao angulo entre os vetores fica consequentemente independente do da magnitude dos
mesmos. E importante destacar que esta é uma propriedade de muito valia para a area
de Recuperagao de Informacao, onde, a similaridade entre uma pagina e uma palavra
(ou entre textos) serd definida unicamente pela similaridade da representacao vetorial
de ambos, sem influéncias da quantidade de ocorréncias, o que causaria problemas na
recuperacao devido ao enviesamento.

Alguns métodos de agrupamento como o préprio K-means utilizam a medida de

dissimilaridade ao invés da similaridade, o que, devido as propriedades de intervalo da
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funcao cosseno, pode ser facilmente obtido através da relacao apresentada na Eq. 4.7.

Xy

w40

Dissimilaridade(x,y) = 1 — Similaridade(x,y) = 1 — cos(bxy) =

4.1.1.3 Complexidade Computacional

O método K-means, como esperado, visto ser esta uma caracteristica da tarefa de
clusteriza¢ao, independentemente de caracteristicas especificas dos parametros, apresenta
complexidade computacional NP-dificil (NP-hard) [67][68][69]. Ainda, segundo [70], pré-
definindo k, sendo m a dimensao do espaco de caracteristicas e n a quantidade de amostras,
pode ser resolvido exatamente em O( n?**1log(n) ).

A principal implementagao do K-means, chamada de algoritmo de Lloyd [71], utiliza-
se de heuristicas para obter uma complexidade O(knmi) (sendo ¢ o nimero de interagoes
até a convergéncia) para o caso médio. Outra heuristica utilizada para melhorar a
performance do algoritmo é conhecida como K-means++ [72], e atua na defini¢ao dos
pontos iniciais para os centroides garantindo que o minimo local encontrado seja O(logk)
competitivo com o desejado minimo global. Neste trabalho foi utilizada o método kmeans
presente na Statistics and Machine Learning Toolbox do MatLab R2015a [59], o qual
implementa o algoritmo de Lloyd com o método do K-means++ para a inicializagao.

Existem outras implementacgoes mais eficientes computacionalmente para o K-means,
fazendo, por exemplo a utilizagdo de kd-trees [65]. Entretanto, elas podem apresentar
algumas limitagoes. No trabalho citado, a tnica métrica de dissimilaridade permitida
é a distancia euclidiana quadrada, existido adaptagoes funcionais apenas para outras
distancias de Minkowski?. Logo nao seria aplicavel ao problema de decomposicao segundo

a metodologia de resolucao do presente trabalho.

4.2 Redes Complexas

Estamos rodeados por sistemas complexos que vao desde redes sociais, de comunicacgao,

de infra-estrutura até interconexoes neurais, interacoes genéticas e quimicas, etc. Estes

Distancia de Minkowski é definida como Minkowski, = (3 i, |ai — b;|” )1/ P Sendo considerada
uma generalizagao das distancias euclidiana de Manhattan, as quais sao obtidas fazendo p =2 ou p =1,
respectivamente.
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sistemas, sao chamados de complexos devido a dificuldade de derivar o comportamento do
todo a partir de seus elementos, sua compreensao desempenha um importante papel no
dia a dia, nas ciéncias exatas, humanas e sociais, e em areas de mercado indo da economia
a engenharia. Segundo Barabdsi [8], o entendimento, predigao, descri¢io matemaética, e
eventuais controle destes sistemas complexos sao um dos maiores desafios intelectuais e
cientificos do século XXI. Barabasi, ainda, acrescenta que por de traz de cada sistema
complexo existe uma rede intrincada que codifica as interagoes entre os componentes
dos sistemas, e que, ” consequentemente, nés nunca compreenderemos sistemas complexos
exceto que desenvolvamos um entendimento profundo da rede por de traz deles.” [§]

O estudo e desenvolvimento de métodos para compreensao ou utilizagao destas redes
de interacoes entre os elementos, ou componentes, de sistemas complexos é chamada
de Redes Complexas (Complex Networks), e também, de Ciéncia de Redes (Network
Science), que apresenta caracteristicas como: interdisciplinaridade, ser dirigida por dados
em quantidades massivas, necessidade de fundamentacao matematica e uma intensa
natureza computacional para tornar possivel a manipulacao e extracao de informagoes
e conhecimento 1util.

Apesar de envolver tantos elementos e consequentemente diversas areas do
conhecimento sendo aplicada a iniimeras outras, as redes complexas ou redes de interagoes
entre os elementos de sistemas complexos apresentam em seu estudo um conjunto de
principios e leis fundamentais que a definem como uma area de estudo prépria. Os
principais fundamentos tedricos sao provenientes da teoria de grafos, indicando que, ao
menos de certo modo, nao se trata de uma disciplina com raizes recentes. Entretanto, o
interesse e aplicacao aos problemas modernos complexos e em escalas muito grandes sao
bastante recentes, do inicio deste século XXI. Isto pode ser claramente observado através
da Fig. 4.2, onde nos ultimos anos ocorreu uma explosao das citagoes anuais para dois
dos mais importantes artigos em redes complexas [73] [74], segundo andlise apresentada

por [8].

4.2.1 Deteccao de Comunidades

"Muitos sistemas complexos apresentam a existéncia de estruturas modulares que
desempenham funcgoes significantes e bem definidas no sistema. Em grafos, médulos sao

identificados como grupos densamente conexos com conectividade intra grupo esparsa. A
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Figura 4.2: Citagbes anuais dos principais artigos de Redes Complexas (Retirado de [8])

identificacao destes médulos é fundamental para revelar estruturas profundas de uma rede
como um todo e padroes funcionais que podem ser causas da formacao destas estruturas,
ou resultantes delas.”[75]

Na area de Redes Complexas estes modulos sao chamados de comunidades, e a tarefa de
identifica-las é chamada de Detecgao de Comunidades (Community Detection). Segundo
Vieira et al [76] "uma estrutura de comunidade em uma rede pode ser identificada quando
existe uma divisao da rede em grupos com alta densidade das conexoes internas, e, ao
mesmo tempo, baixa densidade das conexoes externas. O senso de comunidade se torna
mais evidente com o crescimento da diferenca entre o intragrupo e o intergrupo. Assim,
tem-se um conceito central para quantificar a qualidade de uma divisao particular de uma
rede em comunidades”.

Mais detalhadamente Barabasi define comunidades em uma rede enunciando as duas

hipéteses descritas abaixo:

1. Hipétese Fundamental: Uma estrutura de comunidade de uma rede é unicamente
codificada no diagrama esquematico (wiring diagram), nas conexoes entre os nds,

da mesma;

2. Hipétese de Conectividade e Densidade: Uma comunidade é um sub-grafo
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Figura 4.3: Exemplos de comunidades segundo definicdo em (a) clique, (b) forte, e (c)
fraca (Retirado de [8]).

localmente denso em uma rede.

A hipétese fundamental assume que existe uma verdade fundamental (ground truth)
sobre a organizacao das comunidades de uma rede, que pode ser descoberto por inspecao
exclusiva de sua estrutura da ligacao entre seus elementos, através de suas representagoes
(por exemplo, matriz de adjacéncia).

Por sua vez a segunda hipdtese estabelece que é esperado de cada nd pertencente a
uma comunidade que tenha alta probabilidade de se conectar com outros nés da mesma
comunidade ao invés de se conectar com nés externos (densidade), e que todos os membros
de uma comunidade sejam acessiveis através de outros membros da mesma comunidade
(conectividade). Estas hipoteses nao definem por si s6 uma comunidade de forma rigida,
entretanto, expoem o senso natural do que é uma comunidade, sendo, portanto, requisitos
para identificacao de uma comunidade, a qual pode ser formalmente definida de diversas
maneiras, seguindo basicamente trés linhas: comunidades de cliques, comunidades fortes
e comunidades fracas.

Na teoria dos grafos um clique é um sub-grafo completo. Desta forma, a definicao de
comunidades baseada em clique é a mais restrita, exigindo que todos os componentes da
comunidade comuniquem entre si (um exemplo é a comunidade laranja na Fig. 4.3(a),
tendo assim a caracteristica de produzir comunidades muito granuladas, muitas vezes
apenas triangulos. Uma forma de relaxar a definicao é chamada de comunidade forte
(strong community), que consiste em sub-grafos conexos em que os nds tem mais ligagoes

internas a comunidade do que com nés externos (a comunidade roxa na Fig. 4.3(b) é um
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exemplo), formalmente esta relagdo é definida na Eq. 4.8.

A (Cy) > d(Cy); Y € C (4.8)

Onde, C; é a comunidade a qual o vértice (né) v; pertence; d* é o grau interno de v;,
isto é, a quantidade de ligagoes internas a C; d v;, e d§*" o grau externo.

A terceira forma, é ainda mais relaxada que a segunda, aceitando comunidades com
menor conectividade, e por isto uma comunidade segundo esta definicao é chamada de
comunidade fraca (weak community), e se trata de um sub-grafo no qual o grau interno
total excede o grau externo total (a Fig. 4.3(c) apresenta um exemplo em verde), conforme
descrito na Eq.4.9. Nota-se que a diferenca de uma comunidade forte para uma fraca é
que a forte se define perante aos graus (interno e externo) dos nds e a fraca perante aos

graus (interno e externo) do sub-grafo, isto é, da comunidade.

D dr(Cy) > Y dt(Cy) (4.9)

UZ'GCJ' Uz‘ecj
4.2.1.1 Particionamento de Grafos

O problema de particionamento de grafos é definido como particionar, dividir, um
grafo em k sub-grafos, particoes, fortemente interconectadas internamente e fracamente
conectadas externamente. O uso de métodos de particionamento tem aplicagao intensa
em diversas areas, destacando-se na definicao do layout e encapsulamento de circuitos
integrados (Cls, integrated circuit) e atribuicao de tarefas em computagao paralela [11].
Alguns dos mais difundidos s@o o algoritmos de Kerninghan-Lin [] apud [11][8] e Fiduccia-
Mattheyses [| apud [11], além de métodos iterativos baseados na confianga da rede
(network-reliability-based methods) e métodos espectrais (spectral methods) [11].

Os algoritmos de particionamento de grafos sao considerados os predecessores dos
algoritmos de detecgdo de comunidades. Entretanto, segundo [8] existe uma importante
diferenca entre estas duas tarefas: o particionamento de grafos divide um grafo ou rede em
um numero k predefinido de sub-grafos, sub-redes, menores; contrastando com a deteccao
de comunidades que objetiva revelar as estruturas de comunidade intrinsecas na rede.
Consequentemente, na maioria dos algoritmos de detec¢ao de comunidade o nimero e o

tamanho das comunidades nao sao pré-definidas, mas sao objeto da busca a partir das
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conexoes entre os nds da rede.

Portanto, a diferenca apresenta cunho tanto conceitual quanto préatico. Por mais que
algoritmos de particionamento de grafos, redes, foram utilizados em algumas aplicagoes
de deteccao de comunidades, principalmente no inicio, e continuam servindo de base
para novas técnicas, os problemas tem objetivos diferentes. No caso do particionamento,
também chamado de k-particionamento (k-partitioning) [11], dado um sistema se deseja
particiona-lo em uma certa quantidade k de particoes; ja para a deteccao de comunidades,
dado um sistema se deseja revelar a estrutura de comunidades intrinseca a rede. Ou seja,
ambos os problemas visam que as particoes ou comunidades atendam a segunda hipdtese
(conectividade e densidade), entretanto apenas o problema de detecgao de comunidades
visa a primeira hipétese (fundamental).

Para melhor percepcao da diferenca, considera-se, por exemplo, uma rede aleatéria
(radon mnetwork), que por definigho nao apresentam estrutura de comunidades
significativas. Para o problema de particionamento, nao importa se exitem ou nao
comunidades, particoes, naturais na rede, apenas que se consiga subdividir da melhor
forma possivel a rede em k partigoes, o que em uma rede aleatéria serd aproximadamente
qualquer configuragao de sub-grafos conexos que produza particoes de tamanhos iguais.
Por sua vez, na tarefa de detectar as comunidades o ideal é que nenhuma (ou apenas
um tnica contendo todos os nés) seja encontrada, visto a rede nao apresentar nenhuma
estrutura de comunidade na sua malha de interconexoes, que é composta apenas de
arrestas aleatorias, ou seja, nao ha estrutura a ser revelada, nem comunidade a ser
encontrada.

Em contraste com a tarefa de analise de agrupamento, nota-se que ela pode tanto ser
relacionada ao particionamento, como é o mais natural para algoritmos como o K-means,
onde o numero de clusters é definido a priori; quanto a deteccao de comunidades, quando
é realizado por métodos que definem o ntiimero de grupos automaticamente de acordo com
métricas de qualidade sobre a estrutura de agrupamento intrinseca aos dados, como por
exemplo o X-means [65] e o X-Alter [77].

Tradicionalmente o problema de decomposicao de sistemas para projeto geral ou
6timo em engenharia utilizou-se dos algoritmos de particionamento de grafo [5] [11],
devido proximidade da area de decomposicao de projetos com as principais aplicagoes de

particionamento de grafos, as quais sao em engenharia, mais especificamente no desenho
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de circuitos integrados e computacao paralela, além do evidente motivo cronoldgico das
areas terem ganhado foco simultaneamente durante o final do século XX e inicio do XXI,
s6 que desenvolvidas primordialmente por comunidades académicas distintas. A proépria
utilizacao explicita da inteligéncia artificial combinada a otimizagao remonta ao final do
século XX [78]. Além disto, técnicas como representacao simbdlica do modelo, algoritmos
de reducao de dimensionalidade e agrupamento ainda nao sao muito difundidas, sendo
[37] (2008) e [9] (2009) os primeiros artigos que intencionalmente relacionam ambas.

O presente trabalho pode ser considerado o primeiro a integrar a geracao da
decomposi¢ao com a deteccao de comunidades em redes complexas, em conjunto com
a representacao simbodlica e reducao de dimensionalidade. Este é, devido a estas razoes,
mais um motivo pelo qual o presente trabalho prefere a utilizacao do termo decomposicao
em detrimento do termo particionamento para nomear a atividade de dividir um sistemas

em sub-sistemas a serem projetados separadamente.

4.2.1.2 Complexidade Computacional

O problemas de detectar as comunidades de uma rede é portanto um problema maior
computacionalmente do que o de particionar um grafo, visto que se para o ultimo é
necessario encontrar os melhores k grupos, para o primeiro se deseja descobrir os melhores
grupos sendo a quantidade livre (definida pela estrutura e ndo como parametro). Desta
forma, a complexidade da tarefa de deteccao de comunidades pode ser analisada através da
complexidade de um problema de particionamento caso ja se saiba por outros meios qual
é a quantidade de comunidades que ocorrem na rede (observe que é ”saber”a quantidade
de comunidades existentes e nao ”definir’a quantidade de partigoes desejadas). Sendo a
complexidade total da deteccao de comunidades a uniao da complexidade da tarefa de
encontrar as k-particoes e a tarefa de descobrir a quantidade de comunidades naturalmente
existentes.

Barabdsi [8] demonstra que a quantidade de partigbes para uma rede com N nés, é
representada pelo nimero de Bell (Bell number), By, apresentando um crescimento mais
acentuado do que o da fungao exponencial (), Fig. 4.4.

Ou seja, mesmo que ja se soubesse a quantidade de comunidades de uma rede sé
o problema de particioné-las ja seria de ordem exponencial. Ainda, Blondel et al [79]

afirma que a tarefa de detectar as comunidades existentes baseado-se na métrica de
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Figura 4.4: Quantidade de possiveis parti¢oes para um rede com N nés (Retirado de [8]).
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qualidade é um problema NP-dificil (NP-Hard). Entretanto, assim como para a tarefa
de agrupamento, existem diversos métodos de resolugao que pretendem a identificagao
de uma estrutura satisfatoria, que seja ao menos um minimo local, indo de estratégias
baseadas em otimizacao explicita de alguma métrica que indique a qualidade da estrutura

de comunidade identificada, a algoritmos heuristicos que fazem isto implicitamente.

4.2.1.3 Modularidade

A modularidade é uma métrica proposta por Newman e Girvan [80] para mensurar a
forca da divisao de uma rede em mdédulos, comunidades, onde redes com altos valores de
modularidade apresentam nés densamente conectados internamente aos seus médulos e
esparsamente conectados externamente. Devido a esta caracteristica é uma das principais
métrica utilizada para guiar processos e algoritmos de deteccao de comunidade através
do objetivo de maximizar a modularidade das redes [75] [8].

Esta métrica admite que a qualidade da estrutura de comunidades pode ser mensurada
considerando ”a diferenga entre a fracao de arrestas nas comunidades e a fragao de
arestas esperadas para uma rede com o mesmo grau de distribuicao, mas aleatoriamente

posicionados” [76], conforme descrito pela Eq. 4.10:

1 did,

ij

Onde, @) é a modularidade, ou seja, a qualidade da estrutura de comunidades; m a
quantidade de arestas na rede, A;; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da
matriz de adjacéncia representativa da rede, d; o grau do no v;; ¢; indica a comunidade a
qual o vértice v; pertence; e a funcao d(c;, ¢;), chamada de delta de Kronecker, retorna 1
caso as comunidades sejam iguais e 0 se forem diferentes.

A Eq. 4.10, também pode ser escrita na forma da Eq. 4.11, onde o primeiro somatério
indica o nimero de conexodes existentes internamente a uma comunidade, enquanto o
segundo indica a quantidade esperada para uma rede com mesmo grau de distribuicao,

mas com arrestas aleatoriamente dispostas.

m =
v

1 1 = dyd,
Q=5 %:Aiﬂs(ci, ¢) =5 > 5 0 (i €) (4.11)
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4.2.1.4 Método de Louvain

O método de Louvain, proposto por Blondel et al [81], é um algoritmo heuristico
guloso que se baseia em otimizar a modularidade (modularity - @Q) localmente, ou mais
especificamente o ganho de modularidade (AQ) em cada passo, que garanta o 6timo
local sendo concebido para detecgao de comunidades de forma rapida em redes muito
grandes (maiores que 100 milhoes de nds). Apresentou um desempenho O( n * log(n) )
em avaliagbes empiricas em [79], onde solucionou o problema de detec¢ao para uma rede
com 2 milhoes de nés em 2 minutos, e O( n * log*(n) ) em experimentos realizados por
8].

Segundo [81] parte da eficiéncia do algoritmo resulta do fato de que o ganho
na modularidade AQ ¢ obtido movendo um né isolado v; para uma comunidade c;

(comunidade do vértice v;) poder ser facilmente computado pela Eq. 4.12:

E- ) -G)] e

Onde, ), . é o somatério dos pesos das arestas internas da comunidade ¢;; Y, , € a

Zint +di,int o (Ztot +d; > ’

2m 2m

AQy; = [

soma dos pesos das arestas incidentes em noés pertencentes a c;; djn: € a soma dos pesos
das arestas que partem de v; e incidem em nés de ¢j; e m é a soma dos pesos de todos as
arestas da rede.

A deteccao das comunidades no método de Louvain é realizadas em dois passos
(steps) repetidas iterativamente, chamados de otimizagdo de modularidade (modularity
optimization) e agregacao das comunidades (community aggregation). No primeiro passo,
identifica-se a qual comunidade cada né pertence até que nao haja mais melhora na
modularidade; em seguida, no segundo passo, os nés de cada comunidade descoberta e
suas respectivas arestas sao combinados de forma a se obter uma rede de comunidades.
A Fig. 4.5 apresenta o exemplo de uma rede com duas iteragoes (passes) do Louvain.

De forma mais detalhada, o passo de otimizacao da modularidade, o primeiro, inicia-
se atribuindo a cada né da rede uma comunidade distinta. Em seguida, para cada né ¢
calcula-se pela Eq. 4.12 o ganho de modularidade de mové-lo para a comunidade de cada
um dos seus vizinhos (AQ);;), havendo ganho positivo, move o né i para a comunidade do

né j que gerou o maior ganho. Quando nenhum movimento individual puder melhorar a
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Figura 4.5: Exemplo de execucao do método de Louvain (Retirado de [8]).

modularidade (minimo local) o passo esta concluido e segue-se para o passo de agregagao
das comunidades.

Este segundo passo, consiste em construir uma nova rede onde os nds serao as
comunidades determinadas, para tanto, todos os nés de uma comunidade sao agregados
em um unico né que representara a comunidade como um todo, sendo que arestas entre os
nés da mesma comunidade serao convertidos em lagos (self-loops) e as arestas entre nés
de uma comunidade para uma outra serao uma tnica aresta ligando as duas comunidades
(o mesmo deve ser feito para cada comunidade que tenham pares de nés conectados).
Por fim, os pesos de cada aresta (lago ou inter-comunidades) serao os somatérios de cada
aresta original que foi unificada na respectiva aresta (se o grafo original for nao valorado,

deve-se considerar peso igual a 1 para cada aresta original).
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5 Metodologia

Nos capitulos anteriores o problema de decomposicao de sistemas complexos, grandes
ou multidisciplinares para projetos gerais e 6timos em engenharia foi apresentado assim
como as técnicas utilizadas pelos métodos de referéncia e propostos pelo presente trabalho
para a resolucao. Neste capitulo serao apresentadas as representacoes utilizadas, seguidas
pelo método de referéncia para a avaliacdo comparativa sera descrito, assim como a

exposi¢ao dos métodos propostos pelo presente trabalho.

5.1 Representacao

A metodologia de decomposi¢ao de sistemas baseada em modelo para projeto geral
ou 6timo visa a obtencao dos melhores sub-sistemas partindo somente de informagoes
contidas explicitas e implicitamente no modelo. Consequentemente uma representacao
de todas as relagoes de projeto é requerida, embora a forma matemadtica precisa nao
seja necessaria para a decomposigao [6]. A principal forma de representagdo do modelo
utilizada para a decomposigao na literatura é a tabela de dependéncia funcional (functional

dependence table - FDT).

5.1.0.1 Tabela de Dependéncia Funcional

A representacao por tabela de dependéncia funcional (functional dependence table -
FDT) foi proposta por Wagner [39] apud [82] e consiste em uma forma de mapear as
variaveis de projeto, acoplamento, ou estado, as funcoes objetivos e funcoes de restrigoes.
As dependéncias que as fungoes tem das varidveis sao representadas por uma matriz
booleana chamada de FDT, tal que as linhas sao rotuladas pelos nomes das fungoes ou
outros tipos de relagoes (ex: simulagdes, superficies de resposta) e as colunas sao rotuladas
pelos nomes das variaveis. A entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna sera Verdadeiro se

e somente se a i-ésima funcao depender da j-ésima variavel, caso contrario a entrada sera

Falsa [11].



Tabela 5.1: FDT para o modelo da Eq.5.1
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A Tab. 5.1 apresenta a FDT derivada simbolicamente a partir da Eq. 5.1. Onde

as células cinzas indicam a existéncia de dependéncia da fungao (equagao, inequagao,

simulagao, superficie de resposta, experimento, etc) em relagao a variavel (de projeto, de

acoplamento - caso de fiefy -, estado, etc).

A forma matricial booleana da FDT da Tab. 5.1 (relativa ao modelo na Eq. 5.1) é

apresentada na Eq. 5.2. Onde, 1 (verdade, true) representa a existéncia de dependéncia,

10 ODP da Eq. 5.1 retirado de [37] renomeia as restricdes do apresentado em [11], o qual é uma
modificagdo do ODP original de [83] apud [11].
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Tabela 5.2: FDT conforme [11] para o modelo da Eq.5.1

Ty | T2 | X3 | X4 | T5 | Ty

hy

hay

hs

hy

hs

he

hz

hs

e 0 (falso, false) a auséncia.
0000001 1]
10010010
01 001001
11001000
FDT(Eg51)=1{1 110 00 0 0 (5.2)
0001O0O0O0O0
10010000
01 101000
000O0O0OT1TO0O
Formalmente, o representagao matricial da FDT pode ser definida pela Eq. 5.3:
1, fungao,; depende da varidvel,
FDT,; = (5.3)

0 ,caso contrario

Alguns autores, como [11], nao representam na FDT a funcao objetivo (no caso, f)
- mas continuam representando as ”sub-fungoes objetivos” (no caso, hl : f1 = x1 + "1™
e h2 : f2 = 2xy + 4x5) -, e consequentemente nao hd mais sentido em apresentar as
variaveis de acoplamento da func¢ao objetivo com suas ”sub-fungoes” (no caso, f1 e fa).

Desta forma, a FDT para o mesmo modelo (Eq.5.1) ficaria como apresentada na Tab. 5.2

e a forma matricial seria a da Eq. 5.4.
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(10010 0
010010
110010
111000
FDTy 1, (Eq5.1) = (5.4)
000101
100100
010010
001001

Entretanto, este trabalho seguird os trabalhos (por exemplo: [37] e [9]) que preferem
a primeira forma apresentada (Tab. 5.1). A representacao mais completa do modelo
permitirda informar mais detalhadamente as relacoes ao método de decomposicao,
permitindo que ele identifique relagoes explicitas ou implicitas, inclusive entre os elementos
excluidos da segunda representacao. Também o método do presente trabalho se assemelha
mais ao dos trabalhos que utilizam a primeira forma, ainda sendo estes os principais

parametros de comparacao das aplicacoes no Cap. 6.

5.1.0.2 Matriz de Ocorréncia

Outra forma de representacao é chamada de Matriz de Ocorréncias (occurrence
matriz), proposta por Sarkar et al [37]. Consiste em considerar que o modelo matemdtico
ou nao de um sistema que se deseje projetar seja um conjunto de simbolos, sendo que um
grupo destes simbolos sao chamados de eventos que ocorrem em episodios.

Em [22] os autores explicam que a inspiragdo para esta forma de representacao é
externa a area de projeto de sistemas em engenharia. Porém, é comuns em diversas areas
da Inteligéncia Artificial, como processamento estatistico de linguagem natural (Statistical
Natural Language Processing - SNLP), abordagens de anélise seméantica latente (Latent
Semantic Analysis - LSA), compressao de imagens para processamento de imagens digital
(Digital Image Processing - DIP). Uma das aplicagoes mais importantes desta técnica de
extracao de padrao simbdlico a partir de texto sao as ferramentas de busca. Sendo a
técnica chamada de modelo de espago de vetores ( Vector Space Model - VSM) um dos
fundamentos da érea de Recuperagao de Informagao (Information Retrieval - IR) [66].

A importancia desta analogia ird além desta forma de representacao, nas areas citadas
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a obtencao da matriz de ocorréncia normalmente é seguida da aplicacao do algoritmo
SVD para redugao de dimensionalidade, de forma a reduzir o volume de dados a ser
manipulados minimizando a perda de informacgoes relevantes. De forma similar, para
a decomposicao baseada em modelo, esta etapa também serd utilizada, mas com uma
motivacao distinta da dreas que serviram de inspirac¢ao (Secao 5.2).

Em um mecanismo de busca (search engine) de IR, as palavras sdo consideradas
eventos que ocorrem em episédios, que por sua vez sao os textos. Entao, o mecanismo de
busca, obtém para cada episddio, texto, um vetor indicando todos os eventos que ocorrem
no mesmo, isto é, todas as palavras que apareceram no texto. Isto pode ser representado
por um vetor booleano que apresentara na i-ésima posicao o valor 1 (verdadeiro) caso a
i-ésima palavra do diciondrio do mecanismo esteja presente no texto, ou 0 (falso) caso
esteja ausente. Entretanto, também é possivel que seja construido para cada palavra
(evento) um vetor booleano que apresentard na j-ésima posi¢ao o valor 1 (verdadeiro)
caso o j-ésimo texto contenha a a palavra, ou 0 (falso) caso ndo contenha.

A partir dos vetores para diversos textos (episddios) e palavras (eventos), se obtém
um espago vetorial que representa estas relagoes episddios-eventos (textos-palavras).
Devido este processo gerar uma massa de dados enorme é realizada uma reducao de
dimensionalidade, sendo a decomposicao por valor singular o método mais tradicional
para tanto nas areas de RI e LSA. Vale lembrar da caracteristica do SVD de que em
uma tnica fatoragdo consiga capturar, extrair, tanto padroes das amostras (observagoes,
linhas) quanto atributos (caracteristicas, colunas), conforme apresentado no Cap. 3.

Apés a reducao, sempre que uma nova palavra for apresentada ao mecanismo de IR,
este a transformara para o espaco vetorial reduzido e utilizard uma métrica de similaridade
para identificar qual o texto mais préoximo. Da mesma forma, este processo pode ser
realizado para a requisicdo (query) de um texto, obtendo as palavras que o melhor
representam. Ou seja, que tenham uma relagao seméantica (de significado) mais relevante.

Portanto, é possivel apenas de informagoes sintaticas, a estrutura dos textos ou do
modelo, extrair padroes que representem relagoes semanticas, ou seja, de significado, as
quais poderiam estar explicitas ou implicitas na sintaxe (estrutura).

Voltando a representacao para o modelo do sistema a ser decomposto, considera-se as
variaveis como eventos (assim como as palavras em um mecanismo de IR) que ocorrem

em episédios, no caso as fungoes (analogia aos textos). A matriz de ocorréncia serd um
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Tabela 5.3: Tabla de ocorréncias para o modelo da Eq.5.1
Jlhi|ho| hs|hy|hs | he|hs]|hs
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representagao vetorial da sintaxe, estrutura, do modelo, e a metodologia de decomposicao
extraird os padroes semanticos, de significado, explicitos e implicitos de relacionamento
entre os eventos e episddios, ou no caso, variaveis e funcoes.

Consequentemente, a confecgao da matriz de ocorréncias pode ser definida pela Eq.

5.5:

1, varidvel; ocorre na funcao,

OCCij == (55)

0 ,caso contrario

Para o modelo de exemplo descrito na Eq. 5.1, obtém-se, entao, a matriz de ocorréncia
Occ descrita matricialmente na Eq. 5.6. A qual é apresentada também na Fig. 5.3 como

uma tabela de valores booleanos (similar ao realizado para FDT na segao anterior).

010110100
001110010
000O01O0O0GO0T1
Occ(Eq.5.1) = oo on (5.6)
001100O01P0
000O0O0OT1QO0O0T1
1'1T000O00O0O0O
_1 01 000O0O0O O_

Observa-se que a matriz de ocorréncia (Eq. 5.6) é a transposta da representacao
matricial da FDT (Eq. 5.2) para o modelo da Eq. 5.1. Destaca-se que, apesar da
inspiracao, a matriz de ocorréncia atribui 1 aos elementos que representam a ocorréncia

de uma varidvel em uma fungao, e 0 caso nao ocorra (Eq. 5.5). Por sua vez, a FDT
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atribui 1 aos elementos que representam a dependéncia de uma funcao em uma variavel,
e 0 caso a varidvel esteja ausente na funcao (Eq. 5.3).

Ou seja, a FDT relaciona a funcao com a variavel, e a matriz de ocorréncia relaciona
a variavel com a funcao. Reescrevendo no caso da FDT, "funcao na qual ocorra a
variavel” temos uma definicao equivalente a ”funcao que depende da variavel”. O contrario
também acontece para a matriz de ocorréncia, que poderia ser reescrita como ”variavel
da qual a funcao é dependente”, que seria equivalente a ”varidvel que ocorre na funcao”.
Desta forma percebe-se que de fato toda matriz de ocorréncia é a transposta da FDT, e

vice-versa:

FDT = Occ” (5.7)

Desta forma, no restante deste trabalho sera adotada a utilizacao da matriz de
ocorréncia por conta da sua analogia as técnicas simbdlicas de Inteligéncia Artificial,
que serao utilizadas para a decomposicao baseada em modelo realizada por este trabalho.

Seguindo desta forma o mesmo que foi feito em [37] e [9], visto a equivaléncia entre Occ

ea FDTT (Eq. 5.7).

5.1.0.3 Grafo Bipartido

Para a utilizagdo do método de Louvain (Secao 4.2.1.4) na detecgdo de comunidades
entre elementos (simbolos) do modelo, é necessario que este seja representado em forma de
grafo. Mais exatamente como a matriz de adjacéncia de um grafo (devido a implementagao
utilizada [84]). Diversas representacoes sao possiveis tanto em grafo quanto em hiper-
grafo?.

Neste trabalho, é proposto representar os modelos através de grafos bipartidos e
nao dirigidos (undirected bipartite graphs). Onde, as varidveis seriam uma partigdo
e as restricoes e fungoes objetivo a outra. Desta forma, nao haveria arestas dentro
das mesmas parti¢oes (varidveis com varidveis, nem de restrigdes com restri¢oes ou
fungoes objetivo), mas apenas arestas entre parti¢oes (varidveis com restri¢oes ou fungoes
objetivo). Lembrando-se que, assim como para as representagoes anteriores nao importa

se as variaveis sao de projeto, de acoplamento ou de estado, nem se as restricoes e

2Hiper-grafo é estrutura similar a um grafo simples, mas permite que uma mesma aresta interligue
mais de um vértice ao mesmo tempo.
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funcoes objetivo sao funcgoes, equacoes, inequacoes, simulagoes, superficies de resposta,
experimentos, ou outro tipo de relagoes.

Formalmente, pode-se definir um grafo bipartido G através da Eq. 5.8 onde tem-se:

G = (V,E) ; onde
V= ‘/variéveis U vaungées; ‘/variéveis N ‘/fun(;()es =0 ; € (58)

E = {e;; | wi; # 0; se e somente se, a varidvel ¢ ocorre na fungao j}

Onde, V é o conjunto de vértices formados pela uniao dos vértices da particao
das variaveis (Viariaveis) com os vértices da particdo das fungoes (Viungses), sendo que
evidentemente a intersecao destes conjuntos é vazia. E o conjunto de arestas E é composto
por todas arestas e;; entre os vértices de varidveis e os respectivos vértices de funcoes que
elas aparecem.

No caso, da representacao para o problema de decomposicao, o grafo serda nao valorado
(unweighted graph), isto é o valor ou peso (weight) de uma aresta existente sera sempre 1
(w;; = 1), e arestas ndo existentes serdo representadas por 0 na matriz de adjacéncia A.
A matriz A para qualquer grafo bipartido e nao dirigido é simétrica podendo ser expressa

conforme a Eq. 5.9:

O B
A(Eq.5.1) = (5.9)

BT O
Sendo, B com dimensao nXm definida pela Eq.5.10, e O sao matrizes de zeros (no
caso da superior esquerda de dimensoes nXm, e a inferior esquerda mXn. Onde, n é
a quantidade de vértices na primeira particao, e m é o nimero de vértices na segunda
particao. Como foi definido, a ordem dos vértices sempre serd primeiro as variaveis

seguidas pelas funcgoes, e, assim, consequentemente n sera o niimero de variaveis presentes

no modelo e m o de fungoes.

w;; ,3 arestas entre i e j

0 ,caso contrario

Onde, w;; é o peso (weight) ou valor da aresta entre i e j, no caso, w;; = 1 sempre
que houver uma arresta ligando ¢ e j (zero caso contrario).

Utilizando o mesmo exemplo, a Fig. 5.1 apresenta o grafo bipartido obtido para o
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Figura 5.1: Grafo bipartido para o modelo da Eq.5.1

modelo da Eq. 5.1, onde, os vértices circulares sao as variaveis e os vértices quadrados a
funcao objetivo e restrigcoes. A equagao Eq. 5.11 mostra a matriz B que compoe a matriz

de adjacéncia A referente ao grafo da Fig. 5.1.
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01011010 0
001110010
000010001
BEgsy~ |0 OO0 (5.11)
001100010
000001001
110000000
101000000

Percebe-se que a matriz B é exatamente a matriz de ocorréncias do modelo (B = Occ)
e logicamente a matriz BT é a representacao matricial da FDT (BT = FDT). Afinal
na matriz de ocorréncia o valor do elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna é 1 (ou
verdadeiro) se e somente se a i-ésima variavel ocorrer na j-ésima fungao, sendo 0 caso nao
ocorra (como definido na Eq. 5.5). Sendo esta a mesma definigdo da existéncia ou nao de
aresta e;; conforme a Eq. 5.8, que ¢é refletida na Eq. 5.10 para defini¢ao dos valores dos
elementos da matriz B. Portanto, a Eq. 5.9 para o problema de decomposicao baseado

em modelo pode ser re-escrita na Eq. 5.12.

O B O Occ O Occ O FDIT
A(Eq5.1) = = = = (5.12)
BT O Occl’ O FDT O FDT O

Onde, Occ e FDT sao respectivamente a matriz de ocorréncia e a tabela de
dependeéncia funcional para o modelo da Eq. 5.1.

Por fim, é importante informar que esta forma de representagao foi inspirada em [75],
onde nao ¢é aplicada ao problema de decomposicao de sistemas. O trabalho citado utiliza o
algoritmo de reducao de dimensionalidade SVD para auxiliar na deteccao de comunidades
em grafos nao direcionados. Para tanto, parte da matriz de adjacéncia do grafo (que é
simétrica) e a transforma na matriz B, caso o grafo seja bipartido.

Ou seja, inspirado por [75] este trabalho utiliza o caminho inverso. A partir da matriz
B, assumindo que seja igual a matriz de ocorréncia ou ao transposto da FDT, obtem-se
uma matriz de adjacéncia referente aos grafos bipartidos representativos dos modelos dos

sistemas a serem decompostos.
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5.2 Métodos de Decomposicao Utilizados

5.2.1 Meétodo de Referéncia

O presente trabalho tem como base os trabalhos de Sarkar et al [37] [9], os quais
utilizaram de forma original a redugao de dimensionalidade através do algoritmo SVD e a
andlise de agrupamento realizada pelo algoritmo K-means sobre os dados. A metodologia

de decomposigao do problema proposta em [37] é descrita abaixo:

1. Constroi a matriz de ocorréncia a partir do modelo do problema;
2. Realiza a reducao de dimensionalidade por meio do SVD da matriz de ocorréncia;

3. Obtém as representagoes das varidveis e das fungoes (simulagoes, etc) no espago

reduzido;

4. Executa o agrupamento sobre os dados reduzidos utilizando K-means e

dissimilaridade de cosseno;

5. Reorganiza a matriz de ocorréncia re-arranjando as linhas, associadas as variaveis,
para cada um dos grupos obtidos, fazendo o mesmo para as funcoes, que sao

associadas as colunas;

6. Identifica as variaveis de ligacao e os sub-problemas.

Para a escolha da quantidade de dimensoes a serem utilizadas para definir o espaco
reduzido a partir do SVD em [37] é sugerido que se inicie com duas dimensoes e vé
aumentando até se perceber que a matriz de ocorréncia reduzida comecou a retornar
apenas os dados explicitos, sendo o nimero de dimensées méximo igual ao posto (rank)
da matriz (devido as caracteristicas da fatoracao em valor singular).

Diferentemente dos métodos classicos, em [37], considera-se o modelo do sistema como
um conjunto de simbolos, a partir dos quais se obtém a matriz de ocorréncia, aproveitando
a interpretacao do modelo como simbolos, e inspirando-se nas técnicas provindas da area
de processamento de linguagem natural e de imagens digitais, aplica-se o algoritmo SVD
de redugao de dimensionalidade, transportando a matriz de ocorréncia do espaco original
para um espagco reduzido (de no méximo a dimensao do posto da matriz de ocorréncia).

Como o SVD é uma fatoragao que captura tanto padrdes nas amostras (no caso fungoes),
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quanto nos atributos (no caso as varidveis), apenas com esta unica fatoracao e redugao
ambos os vetores reduzidos referentes as variaveis e as fungoes sao representados no novo
espaco.

Esta etapa tem por objetivo nao apenas alocar as fungoes e variaveis no mesmo espago,
mas principalmente ressaltar as informagoes relevantes e remover as menos relevantes, que
ao invés de contribuir para a identificacao de relagoes significativas entre os elementos do
modelo, podem ”confundir’o algoritimo de aprendizado. Como descrito, esta estratégia
foi originalmente proposta no trabalho citado [37] para a decomposigdo de sistemas.
Distintamente da grande parte das aplicacoes de reducao de dimensionalidade, onde
se deseja reduzir o espago caracteristico perdendo o minimo de informacao relevante,
a técnica apresentada visa justamente o contrario, isto é, o de eliminar as informagoes
nao relevantes de forma a evidenciar as relagoes semanticas mais significativas.

Apoés a reducao, os vetores reduzidos das varidveis e fungdes sao apresentados
como entrada no formato de uma matriz de dados para o K-means, que utilizando a
dissimilaridade de cosseno identifica as relagoes intrinsecas do modelo ressaltadas através
do SVD. Por fim, com os agrupamentos de cada elemento a matriz de ocorréncia é re-
escrita de forma a apresentar os elementos em ordem dos grupos identificados, isto é,
nas primeiras linha e colunas serao dispostos as funcoes e varidveis, respectivamente,

pertencentes ao primeiro grupo, seguidas das do segundo, e assim por diante.

5.2.2 Meétodos Propostos

Seguindo os passos do método de referéncia, apresentado acima, o presente trabalho
propoe o método a seguir com o objetivo de permitir a substituicao do algoritmo K-means
pelo método de Louvain, modificando, assim, a forma de tratar o problema que antes era
visto como uma andlise de agrupamento com k pré-definido e agora sera abordado como
uma deteccao de comunidade. Além da mudanca de técnica é importante notar que o K-
means, por definir o nimero de sub-problemas a priori, particiona o grafo representativo
do modelo, enquanto na deteccao de comunidade pelo método de Louvain serd permitido
que sejam desvendados as estruturas de relagbes semanticas naturais, que formam as
comunidades na rede de interagoes representativa do modelo do sistema a ser decomposto.

Para tanto, ao invés de se obter a representacao vetorial dos elementos do modelo apds

a redugao (como é feito quado o agrupamento é realizado através do K-means), a matriz
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de ocorréncias reduzida deve ser representada como um grafo, mais exatamente a matriz
de adjacéncia de um grafo das similaridades de cosseno destes vetores reduzidos. Desta
forma, a matriz de distancia é convertida em um grafo bipartido, conforme apresentado
na Sec¢ao 5.1.0.3, obtendo-se um grafo bipartido com as varidveis em uma particao e as
funcoes na outra. Nota-se que o calculo dos cossenos é necessario pois no K-means ele
¢ realizado internamente a cada interacao para comparar os pontos com os centroides.
Entretanto, no método de Louvain é necessario que as arestas do grafo ja tenham a
informacao da proximidade entre os elementos do modelo, este passo acaba sendo uma
economia de processamento, pois sO sera necessario realizd-lo uma tunica vez, enquanto
no K-means as dissimilaridades sao recalculadas em todas as alteragoes. Outro ponto
importante, é que no método proposto utiliza-se a similaridade, pois o peso das arrestas
em um grafo indicam o quao forte é a ligagao entre dois vértices, ou seja, quanto maior o

peso mais proximo sao os elementos.
1. Constroi a matriz de ocorréncia a partir do modelo do problemas;
2. Realiza a reducao de dimensionalidade por meio do SVD da matriz de ocorréncia;

3. Obtém as representagoes das varidveis e das fungoes (simulagoes, etc) no espago

reduzido;
4. Calcula a similaridade de cosseno entre cada ponto expresso no espaco reduzido;

5. Monta uma representagao de grafo bipartido onde os vértices serao os elementos do

modelo e o peso das arestas serao as similaridade calculadas no passo anterior;
6. Executa o método de Louvain para identificar as comunidades de elementos;
7. Define cada comunidade como um sub-problema;
8. Identifica as varidveis de ligacao a partir das interconexoes entre as comunidades.

Em relacao ao passo 8, uma forma de identificar as variaveis de ligagao é através da
mesma estratégia de re-ordenagao da matriz de ocorréncia utilizada por [37]. Outra é
através da visualizagao da rede, onde as variaveis de ligacao serao as variaveis de projete
com aresta a funcoes externas a sua comunidade.

Além do método proposto acima, também foi estudada a aplicacao direta do método

de Louvain sobre a matriz de ocorréncia, realizando apenas a conversao desta para um
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grafo bipartido, sem a utilizacao de qualquer método de reducao de dimensionalidade.
Neste caso, o grafo serd um grafo nao valorado, visto que suas arestas indicaram apenas a
ocorréncia ou nao da variavel na funcao. Isto nao seria possivel de ser realizado com
o K-means, visto nao haver como comparar variaveis e funcoes antes da reducao de

dimensionalidade via SVD.

1. Constréi a matriz de ocorréncia a partir do modelo do problemas;

2. Monta uma representacao de grafo bipartido nao valorado onde os vértices serao os

elementos do modelo;
3. Executa o método de Louvain para identificar as comunidades de elementos;
4. Define cada comunidade como um sub-problema;

5. Identifica as varidaveis de ligagao a partir das interconexoes entre as comunidades.

No préximo capitulo, as estratégias propostas para a decomposicao de problemas
serao avaliadas, visando verificar seu potencial principalmente em relacao ao método de

referencia.
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6 Aplicacao e Experimentos

Para a validacao dos métodos propostos eles foram aplicados a problemas de
otimizagao de projeto (ODPs) em problemas de engenharia disponiveis na literatura,
tanto na de decomposicao de projeto, quanto diretamente na de otimizagao de projetos
(design optimization). Além da descricdo dos problemas, esta se¢do, também, relata
os resultados obtidos pelas decomposicoes realizadas através do método de referéncia
[37] e dos métodos propostos neste trabalho para cada um dos problemas de projeto
em engenharia descritos, e ainda, sao apresentados os valores obtidos para as medidas de
qualidade da decomposicao. Sendo que, para métodos parametrizados, SVD e o K-means,
serao apresentados somente os resultados para os parametros com melhores resultados e
os resultados relativos a parametros de interesse comparativos, mesmo que nao sejam os
melhores.

Por fim, os resultados das aplicacoes e experimentos deste capitulo serao discutidos

perante as medidas de qualidade e comparativamente entre si na Secao 6.7.

6.1 Projeto 1 - Modelo de Hock-Schittkowski
Modificado

O primeiro projeto a ser decomposto serd o proposto por Hock e Schittkowski [83]
apud [11] modificado por Michelena e Papalambros em [11], e novamente por Sarkar et al

em [37], o mesmo utilizado como exemplo das representagoes na Se¢ao 5.1 no Cap. 5. A



Tabela 6.1: Projeto 1 - Tabela de ocorréncias
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Eq. 6.1 descreve o modelo do ODP conforme exposto por [37]:

min = fi+ f

S.a.

hl:
h2 :
h3 :
h4
hb
h6 :
hT :
h8 :

fl=mx + e

f2 =219 + 4z5

Ty + 229+ 515 —6 =0
1+ 2r2+23—3=0
Ts+26—2=0
T1+x4—1=0
Tot+a5—2=0
r3+26—2=0

x € RO
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(6.1)

Extraindo as ocorréncias através de processamento simbolico dos elementos do modelo

obtém-se a Tab. 6.1, a matriz de ocorréncia na Eq. 6.2 e o grafico bipartido na Fig. 6.1.

Occ(Eq.6.1) =

010110100
00111001P0
000O01O0O0GO0T1
010001100
001 100O0T10
0000O0T1O0TO01
1'1T000O0O0O0O
_1 01 000O0O0O 0_

(6.2)
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Figura 6.1: Grafo bipartido para o Projeto 1

6.1.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Segundo [37], a escolha da quantidade de dimensdes a serem retidas, p, para o problema
de decomposicao de projetos, diferentemente do problema de reducao de dimensionalidade
de base de dados tradicional ao KDD, visa a eliminagao de relagoes nao relevantes. Propoe,
entao, uma heuristica de selecao que consiste em escolher um valor p entre dois e a
dimensao onde se percebe que as estruturas das matrizes de ocorréncia comecam a se
aproximar significativamente, de forma a evitar uma aproximacao exacerbada que nao
remova as informacoes indesejadas.

Ao invés do processo iterativo do artigo de referéncia [37], neste trabalho, a
identificagao da aproximagao € realizada aplicando a mesma heuristica sobre a tabela
das proporcoes acumuladas de aproximacao da representacao reduzida perante a original
(conforme descrito no Cap. 3), a qual é apresentada pela Tab. 6.2 para o Projeto 1. Isto
foi validado sobre os ODPs (Projetos 1, 2 e 3) retirados de [37], onde tanto a aplicagao
direta deste trabalho quanto o processo iterativo, ambos baseados na mesma heuristica,

obtiveram os mesmos valores de p.
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Tabela 6.2: Projeto 1 - Proporcao acumulada de aproximacao das p reducgoes de
dimensionalidade através do SVD
p Aproximagao

1 0.3907
2 0.6246
3 0.7635
4 0.8790
5 0.9648
6
7
8

0.9869
0.9966
1.0000

Tabela 6.3: Projeto 1 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(2) e K-means(2)

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 x1” 'x3 x4 'x6” 'ft’ 7f 7hl’ "hb "h6 ' h¥
2 'x2" ’xbh’ f27 "h2” "h3” "h4” T hT

A Fig. 6.2 apresenta os elementos do modelo (Eq. 6.1) no espago bidimensional obtido

através dos SVD sobre a matriz de ocorréncia (Eq. 6.2).

6.1.2 Resultados
6.1.2.1 Método Referéncia com Dois Agrupamentos

Realizando a decomposicao através do método de referéncia com uma redugao para
um espago bidimensional e agrupamento em dois clusters (k = 2), obteve-se os dois
sub-problemas da Tab. 6.3, que podem ser representados pela matriz de adjacéncia na
Eq. 6.3, e ao se reordenar a matriz de ocorréncia na Tab. 6.4, identifica-se as ligagoes
realizadas pelas variaveis de projeto x; e x3 e pela variavel de acoplamento f;. Portanto,
esta decomposicao apresenta duas variaveis de ligacao, x; e x3. Pois, nao se considera
variaveis de acoplamento como sendo de ligacao, visto que nao adicionam complexidade
a tarefa de integracao, ja que a combinacao delas ocorre de forma automatica, sendo
utilizadas como constantes no calculo da fungao objetivo f, e obtidas pelo calculo da

respectiva funcao expressa, no caso defs pela restricao hs.

10 4
Agp(SVDy, 2-means) = (6.3)
4 8
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Figura 6.2: Projeto 1 - Projecao dos elementos do modelo no espaco reduzido
bidimensional obtido pelo SVD sobre a matriz de ocorréncia
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Tabela 6.4: Projeto 1 - Tabela de ocorréncias reordenada ressaltando os agrupamentos
(colorido) e as ligagoes (cinza), para método SVD(2) 4 2-means

O resultado do agrupamento em dois clusters também pode ser observado sobre a
projecao dos elementos no espago reduzido pelo SVD, conforme apresentado na Fig. 6.3,
onde a propriedade da dissimilaridade de cosseno nao ser influenciada pela magnitude dos

vetores relativos a cada elemento pode ser observada.

6.1.2.2 Método Referéncia com Trés Agrupamentos

Por sua vez, a decomposicao através do método de referéncia com uma redugao para
um espago bidimensional e agrupamento em trés clusters (k = 3), obteve-se os dois sub-
problemas da Tab. 6.5, que podem ser representados pela matriz de adjacéncia na Eq. 6.4,
e ao se reordenar a matriz de ocorréncia na Tab. 6.4, identifica-se as ligacoes realizadas
pelas varidaveis de projeto z; e x3 e pelas variaveis de acoplamento f; e fy. Portanto,
esta decomposicao apresenta duas variaveis de ligagao, x; e x3. Ainda, na reordenagao
nota-se que mesmo f, 1 e o nao compartilhando qualquer aresta estes elementos foram
posicionados no mesmo agrupamento. Isto se deve a relacoes nao explicitas na forma
de matriz de ocorréncia, mas extraida pela reducao de dimensionalidade e revelada pelo
agrupamento. Nota-se, ainda, que estas variaveis que se relacionam com f sao as de
ligacao, o que é esperado, visto que a funcao objetivo é naturalmente uma funcao de
ligacao entre os dois agrupamentos (como é perceptivel pelas ligagdes com as varidveis de

acoplamento f; e fa).

2 4 3
Agp(SVDy, 3-means) = |4 6 0 (6.4)

3 07
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Figura 6.3: Projeto 1 - Projecao do resultado do agrupamento com k£ = 2 no espaco
reduzido bidimensional obtido pelo SVD

Tabela 6.5: Projeto 1 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(3) e K-means(3)

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 x1” 'x3 {7 T h4
2 x4 7x6> f1” "hl’ *h5 "h6 ' h&
3 "x2" 7xb 7122 7h2” h3 hT

Tabela 6.6: Projeto 1 - Tabela de ocorréncias reordenada ressaltando os agrupamentos

(coloridas) e as ligagoes (cinza), para método SVD(2) + 3-means
h4 h2 h3 h?

X2

X5

fo

ot el Nenl il Nenl Nan)
(oo} Benl B2l Henll Nen)l Naw}
el Rl R K=l K==l e ) Nan)
(=INAN T Ne) Nl Neol Nan)
(@) Nl Nenl Nen) Nen)
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Figura 6.4: Projeto 1 - Projecao do resultado do agrupamento com k£ = 3 no espaco
reduzido bidimensional obtido pelo SVD

Da mesma forma que o resultado do agrupamento em trés clusters também pode
ser observado sobre a projecao dos elementos no espago reduzido pelo SVD, conforme
apresentado na Fig. 6.4, onde, novamente a propriedade da dissimilaridade de cosseno nao

ser influenciada pela magnitude dos vetores relativos a cada elemento pode ser observada.

6.1.2.3 Método Proposto com SVD e Louvain

A decomposicao obtida do método proposto por este trabalho com espaco reduzido
bidimensional e o método de Louvain para detectar os sub-problemas é exibido na Tab.
6.7, a matriz de adjacéncia da rede das comunidades resultante é apresentada na Eq. 6.5,
e as comunidades detectadas sao destacadas no grafo em 6.5. Nota-se que a comunidade
verde e azul sao conectadas apenas através das variaveis de projeto, x e x3, e da varidavel
de acoplamento f5. Portanto, a decomposicao apresenta duas variaveis de ligagao. Pois,
variaveis de acoplamento nao sao contabilizadas, visto que sua integracao ¢ automatica
como componente explicita da funcao objetivo, obtida no sub-problema através do céalculo

de uma restrigdo (no caso hy), desta forma, nao implica em qualquer complexidade para
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Tabela 6.7: Projeto 1 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(2)
e Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 7 Xl? ) X37 ? X47 9y X6’ 7 fl? 7 f? 7 h17 ) h57 ) h6’ 7 h87
2 'x2" ’xbh’ {27 "h2” "h3” "h4’ ' hT

Tabela 6.8: Projeto 1 - Tabela de ocorréncias reordenada ressaltando as comunidades
(coloridas) e as ligagoes (cinza), para método SVD(2) + Louvain
hs hz

a tarefa de integracao.

10 4
Agp(SVDy, Louvain) = (6.5)

4 8

Além da representacao do grafo colorido com as comunidades detectadas, também,
pode-se visualizar os sub-problemas através da mesma técnica de reordenacao da matriz
de ocorréncia que foi utilizada para os métodos com o K-means. Isto é apresentado para
este método na Tab. 6.8. Observa-se que os resultados para este método e o de referéncia
com k = 2 obtiveram exatamente os mesmos resultados.

Por fim o resultado do sub-problemas detectados pelo método proposto também pode
ser observado sobre a projecao dos elementos no espacgo reduzido pelo SVD, conforme

apresentado na Fig. 6.6, igualmente realizado para o método de referéncia.

6.1.2.4 Método Proposto com Louvain e sem RD

No caso do método proposto que nao realiza a etapa de redugao de dimensionalidade,
partindo diretamente para o método de Louvain, os sub-problemas da decomposicao sao
exibidos na Tab. 6.9, e a matriz de adjacéncia da rede das comunidades resultante é

apresentada na Eq. 6.6, as comunidades detectadas sao destacadas no grafo em 6.7.
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Figura 6.5: Projeto 1 - Comunidades detectadas pelo método proposto com SVD(2) +
Louvain

Tabela 6.9: Projeto 1 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e com
Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 'x27 'xb fr f2 7t "h2 "h3 T hT
2 "x3” 'x6” "h4” "hd ' h§

3 "x17 'x4” "hl’ 7 h€
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Figura 6.6: Projeto 1 - Projecao do resultado da deteccao de comunidades no espaco
reduzido bidimensional obtido pelo SVD
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h2 h1

h7

Figura 6.7: Projeto 1 - Comunidades detectadas pelo método proposto sem RD + Louvain

9 1 2
Agp(Sem RD, Louvain) = |1 4 2 (6.6)

2 2 4

6.1.2.5 Medidas de Qualidade

As medidas de qualidade para as decomposicoes obtidas pelos diferentes métodos
aplicados ao Projeto 1 sao apresentadas comparativamente nas Tabelas: 6.10, 6.11 e
6.12. Vale ressaltar que, exclusivamente para o calculo das medidas baseada em grafos,
foi-se considerado que eram digrafos simétricos, ou seja, cada aresta do grafo original nao
direcionado é contada duas vezes, de forma bidirecional, nunca havendo a ocorréncia de
uma aresta sem a existéncia de outra ligando os mesmo nés com o mesmo peso no sentido

contrario. Desta forma a representacao continua sendo pela mesma matriz de adjacéncia
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Tabela 6.10: Projeto 1 - Quantidade de varidveis de ligacao e sub-problemas obtidos

Método Variaveis de Ligacao Sub-problemas

SVD + 2-means

SVD + 3-means

SVD + Louvain
Sem RD + Louvain

W NN DN
W N W N

Tabela 6.11: Projeto 1 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Cut Size BIC AIC
SVD + 2-means 0.3140 8 100.5604 72.2312
SVD + 3-means 0.3378 14 148.5288 106.0349
SVD + Louvain 0.3140 8 100.5604 72.2312
Sem RD + Louvain 0.4081 10 148.5040 106.0101

simétrica de um grafo nao direcionado, havendo apenas alteracao na implementacao das

medidas, e os resultados destas se mantém equivalentes mas com valores dobrados.

6.2 Projeto 2 - Cilindro Hidraulico Mono-objetivo

Tanto o Projeto 2 quanto o Projeto 3 sao relativos a um cilindro hidraulico (hydraulic
cylinder design - HCD) o qual pode ser formulado e solucionado de diversas formas. Neste
trabalho, considera-se duas formulagoes do problema: uma mono-objetiva, Projeto 2 [85]
apud [9], e outra multi-objetiva, Projeto 3 (Secao 6.3) [86] apud [9]. A Fig. 6.8 ilustra o
problema de obtencao do projeto étimo para o cilindro hidraulico modelado pela Eq. 6.7

com um unico objetivo.

Tabela 6.12: Projeto 1 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Silhueta  Silhueta
Empirica Igualitaria

SVD + 2-means 0.1220 0.1349
SVD + 3-means 0.0512 0.0387
SVD + Louvain 0.1220 0.1348
Sem RD + Louvain  0.0655 0.0666

Método
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Figura 6.8: Projeto do cilindro hidraulico mono-objetivo (Retirado de [9]).
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O modelo de ODP definido na Eq. 6.7 contém as seguintes variaveis de projeto:
e i - Diametro interno (Internal diameter);

e ¢ - Espessura da parede ( Wall thickness);

f - Forca de saida (Output force);
e s - Tensao (Stress);

e p - Pressao (Pressure).

E os seguintes parametros de projeto:
e T' - Espessura minima da parede;

e F' - Forca minima de saida;

e S - Tensao méaxima;

e P - Pressao maxima.
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Tabela 6.13: Projeto 2 - Proporcao acumulada de aproximacao das p reducoes de
dimensionalidade através do SVD

Aproximacgao

0.4306
0.6145
0.7511
0.8687
0.9489
0.9801
1.0000

N0 Uk N =T

Tabela 6.14: Projeto 2 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(2) e K-means(2)

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 Y i7 Y t? 7 S7 7 T? 7 S? 7 Obj? 7 g17 7 g47 7 h27
2 7 f? Y p) 9 F7 7 P? ) g27 ) g37 Y hl’

6.2.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Para a escolha da quantidade de dimensoes retidas pelo SVD, também observou-se a
possibilidade de utilizagao direta da propor¢ao de aproximacgao, ao invés da proporc¢ao
acumulada de aproximacao, sendo ambas equivalentes. A fim de ilustrar este fato, para o
Projeto 2, a Fig. 6.9 apresenta o scree plot das proporgoes de aproximagao, enquanto a
Tab. 6.13 exibe as proporgoes acumuladas de aproximagcao (mais facilmente interpretadas
quando apresentadas no formato numérico do que a propor¢ao nao acumulada).

Analisando o grafico e a tabela com as consideracoes sobre a escolha do nimero de
dimensoes realizadas para o Projeto 2, definiu-se utilizar p = 2, devido ser um valor
que ainda que nao se aproxime tanto da matriz original, também nao se distancia tanto
(quanto p = 1) de forma a perder informagoes relevantes; e claramente estd posicionado

no ”cotovelo”da curva de decrescimento dos percentuais de aproximacao.

6.2.2 Resultados
6.2.2.1 Método de Referéncia

Os resultados obtidos para decomposicao do modelo para o Projeto 2 através do
método de referéncia com k = 2 sao apresentados na Tab. 6.14. Enquanto a Eq. 6.8

a matriz de adjacéncia entre os dois sub-problemas obtidos.
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Figura 6.9: Projeto 2 - Scree plot das proporgoes de aproximagao

Tabela 6.15: Projeto 2 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(2)
e Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 Y i? Y t? 7 S’ 7 T? 7 S? 7 Obj? 7 g17 7 g47 7 h27
2 7 f? Y p7 ) F) 7 P? ) g27 ) g37 Y hl’
9 2
Agp(SVDy, 2-means) = (6.8)
2 6

6.2.2.2 Método Proposto com SVD e Louvain

Os dois sub-problemas obtidos decompondo o modelo para o Projeto 2 pelo método
proposto 1 sao descritos na Tab. 6.15. A matriz de adjacéncia entre as comunidades

encontradas, isto é entre os sub-problemas obtidos, é exposta pela Eq. 6.9.

9 2
Agp(SVDy, Louvain) = (6.9)
2 6
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Tabela 6.16: Projeto 2 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e
com Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema

1 S et ' h2’
2 P obj hU
3 T gl
4 PR g
5 PP gy

Tabela 6.17: Projeto 2 - Quantidade de sub-problemas obtidos

Método Sub-problemas
SVD + 2-means 2
SVD + Louvain 2
Sem RD + Louvain 5

6.2.2.3 Método Proposto com Louvain e sem RD

O método proposto 2 encontrou as cinco comunidades expostos na Tab. 6.16, sendo a

matriz de adjacéncia entre elas apresentada pela Eq. 6.10.

Agp(Sem RD, Louvain) = (6.10)

—_ O = =W
— = = N
O O N o=
o N O = O
N O O ==

6.2.2.4 Medidas de Qualidade

As medidas de qualidade para as decomposicoes obtidas pelos diferentes métodos
aplicados ao Projeto 2 sao apresentadas comparativamente nas Tabelas: 6.17, 6.18 e

6.19.

Tabela 6.18: Projeto 2 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Cut Size BIC AIC
SVD + 2-means 0.3668 4 92.958%8  68.2359
SVD + Louvain 0.3668 4 92.958%8  6&.2359

Sem RD + Louvain 0.4377 12 225.2118 163.4047
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Tabela 6.19: Projeto 2 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Método Silhueta Empirica  Silhueta Igualitaria
SVD + 2-means 0.0777 0.0770
SVD + Louvain 0.0777 0.0770
Sem RD + Louvain 0.0570 0.0589

6.3 Projeto 3 - Cilindro Hidraulico Multi-objetivo

Por sua vez, o problema de projeto do cilindro hidraulico visto como um problema
mono-objetivo no Projeto 2 (Secao 6.2), aqui serda abordado através de uma formulagao

multi-objetiva modelada pela Eq. 6.11 [86] apud [9].

min ob) = Z = zywy + 22w + 23w3

s.a. 2z = 7w(it +1?))

22=%

=15

gr:t—=T2>0

g f-F2=>0 (6.11)
g3:p—P <0

gr:s—S5<0

hlzfzgz?p

hy:s =2 (% +0,6)

x € RO

O modelo de ODP definido na Eq. 6.11 é composto por trés objetivos, onde Z é a
combinagao aditiva dos trés objetivos (ou sub-objetivos) z, 29, 23, e pelas varidveis de

projeto abaixo:

e i - Didametro interno (Internal diameter);

t - Espessura da parede (Wall thickness);

f - Forca de saida (Output force);

s - Tensao Stress;

e p - Pressao (Pressure);
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Tabela 6.20: Projeto 3 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(3) e K-means(3)

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 Y f7 7 p7 7 F7 Y P7 Y h57 Y g27 7 g37 Y h17
2 Y i? ) t? ) S7 Y T7 Y S) ) E7 7 h37 Y h4’ 7 g1) 7 g4) 7 h27
3 "4z 7 z20 7 z3 Twlh w2 w3 7 obj’

e w; - Peso da contribuicao do objetivo z; na composicao de objetivos Z;
e ws - Peso da contribuicao do objetivo zo na composicao de objetivos Z;

e w3 - Peso da contribuicao do objetivo z3 na composicao de objetivos Z.
E os seguintes parametros de projeto:

e T - Espessura minima da parede;
e F' - Forca minima de saida;

e S - Tensao méaxima;

e P - Pressao maxima;

e F - Eficiéncia de ligacao (Join efficiency).

6.3.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Através da andlise do scree plot (Fig.6.10) para a definigdo do nimero de dimensoes,
observa-se que o valor p = 3, com proporcao de aproximacao acumulada igual a 0,6533,
se apresenta como uma escolha adequada conforme a mesma técnica de escolha utilizada

no Projeto 2.

6.3.2 Resultados
6.3.2.1 Método de Referéncia

Os agrupamentos, sub-problemas, encontrados pelo método de referéncia para o
Projeto 3 sao apresentados na Tab. 6.20, e matriz de adjacéncia entre os eles pela Eq.

6.12.
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Figura 6.10: Projeto 3 - Proporcao de aproximagao das p redugoes de dimensionalidade
através do SVD
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Tabela 6.21: Projeto 3 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(3)
e Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 ) i? ) t? ) S7 ) T’ Y S7 ) E7 ) h37 Y h4’ ) g17 ) g47 ) h27
2 Y Z? Y Zl’ ? Z2’ 9 Z37 ) Wl? 9 W2’ 7 W37 Y Obj’
3 J f7 9 p7 9 F7 J P7 J h57 J g27 ) g37 ) h17

Tabela 6.22: Projeto 3 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e
com_Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 vt L 7z Twl w2 w3 TF 7obj’ 7 hd
72" T hl
2 p z3 P’ 7hy g3
3 st 7720 7S ThdT T gd
4 v 0T E gl 7 h2’

8§ 2 1
Asp(SVD3, 3-means) = [2 12 2 (6.12)
1 2 7

6.3.2.2 Método Proposto com SVD e Louvain

As trés comunidades, sub-problemas, encontradas pelo método proposto para o Projeto

3 sao apresentados na Tab. 6.21, e matriz de adjacéncia entre os elas pela Eq. 6.13.

12 2 2
Agp(SVDs, Louvain) = | 2 7 1 (6.13)
2 18

6.3.2.3 Método Proposto com Louvain e sem RD

As quatro comunidades, sub-problemas, encontradas pelo método proposto para o

Projeto 3 sao apresentados na Tab. 6.22, e matriz de adjacéncia entre os elas pela Eq.

6.14.
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Tabela 6.23: Projeto 3 - Quantidade de sub-problemas obtidos

Método Sub-problemas
SVD(3) + 2-means 2
SVD(3) + 3-means 3
SVD(3) + 4-means 4
SVD(4) + 2-means 2
SVD(4) + 3-means 3
SVD(4) + 4-means 4
SVD(3) + Louvain 3
SVD(4) + Louvain 4
Sem RD + Louvain 4

Tabela 6.24: Projeto 3 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Clut Size BIC AIC
SVD(3) + 2-means 0.3940 6 183.2751 113.2999
SVD(3) + 3-means 0.4937 10 271.9182 166.9554
SVD(3) + 4-means 0.5503 12 360.6482  220.6978
SVD(4) + 2-means 0.3940 6 183.2751  113.2999
SVD(4) + 3-means 0.4458 8 271.9562 166.9934
SVD(4) + 4-means 0.5503 12 360.6482  220.6978
SVD(3) + Louvain 0.4937 10 271.9182 166.9554
SVD(4) + Louvain 0.5503 12 360.6482  220.6978
Sem RD + Louvain 0.4917 14 360.9666 221.0162

11 2 1 2
2 501
Agp(Sem RD, Louvain) = (6.14)
1 05 1
2 11 4

6.3.2.4 Medidas de Qualidade

As medidas sdo apresentadas nas Tabelas: 6.23, 6.24 e 6.25 tanto para os sub-
problemas obtidos para o método de referéncia (com o melhor k identificado) e para
o método proposto 1, ambos combinados com a reducao via SVD para um espaco

tridimensional, quanto para os sub-problemas gerados pelo método proposto 2.
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Tabela 6.25: Projeto 3 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Método Silhueta Empirica  Silhueta Igualitaria
SVD(3) + 2-means 0.1613 0.1715
SVD(3) + 3-means 0.2223 0.2398
SVD(3) + 4-means 0.2360 0.2280
SVD(4) + 2-means 0.1613 0.1715
SVD(4) + 3-means 0.2272 0.2767
SVD(4) + 4-means 0.2360 0.2280
SVD(3) + Louvain 0.2223 0.2398
SVD(4) + Louvain 0.2360 0.2280
Sem RD + Louvain 0.0966 0.1066

6.4 Projeto 4 - Mola sob Tracao e Compressao

O objetivo do projeto da mola sob tragao e compressao proposto por [87] apud [10],
e representado na Fig. 6.11, é minimizar o volume V. As variaveis de projeto sao o
nimero de espirais ativas da mola (N = x; € [2,15]), o diametro de cada volta (D = x5 €
[0.25,1.3]) e o diametro do arame (d = z3 € [0.05,2]). A Eq. 6.15 apresenta a formulagao

matematica deste ODP:

s.a. gi(z):1— —47173851953 <0
i dz3—z37 1
g2() : 12566(251:290%—235%)) + 5108052 1<0 (6.15)
gs(w) 1 — HEhe <0
9a(z) mf&sxs <0

6.4.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Avaliando o scree plot (Fig.6.12) obtido para o SVD apli¢do a matriz de ocorréncia
derivada do modelo do Projeto 4, foi decidido trabalhar com p = 2, pois apesar de
apresentar uma aproximacao acumulada de 87,39%, segundo a heuristica proposta por
Sarkar et al. [37] deve-se iniciar o incremento das dimensoes em p = 2. Mas, apensar do
auto valor de aproximagao, o espago reduzido bidimensional continua apresentando uma
das caracteristica desejaveis, segundo a aplicacao da heuristica diretamente sobre o scree

plot proposta neste trabalho, que é estar localizado no ”cotovelo”da curva.
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Figura 6.11: Mola sob tracao e compressao (Retirado de [10])
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Figura 6.12: Projeto 4 - Proporgao de aproximacao das p reducoes de dimensionalidade
através do SVD
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Tabela 6.26: Projeto 4 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(2) e K-means(2)

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 7X27 7X37 7V7 Y g27 Y g37 Y g47 Y g77 Y g87 Y g97 7 g107
2 7 Xl’ 7 glﬂ Y g57 Y g67

Tabela 6.27: Projeto 4 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(2)
e Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 7 X27 Y X37 Y g27 Y g47 Y g77 Y g87 Y g97 Y g107
2 7 Xl? 7 v7 Y g17 Y g37 Y g57 Y g67

6.4.2 Resultados
6.4.2.1 Método de Referéncia

O método de referéncia para a quantidade de dimensoes escolhida (p = 2) e com o
agrupamento através do algoritmo 2 — means obteve os sub-problemas definidos na Tab.

6.26, que interagem entre si conforme a matriz na Eq. 6.16.

12 3
Asp(SVDy, 2-means) = (6.16)
3 3

6.4.2.2 Método Proposto com SVD e Louvain

O método proposto 1 para a quantidade de dimensoes escolhida (p = 2) e com a
deteccao de comunidades realizada através do método de Louvain encontrou os dois
sub-problemas descritos na Tab. 6.27, sendo as interacoes entre as comunidades, sub-

problemas, apresentadas pela matriz de adjacéncia da Eq. 6.17.

8 5
Agp(SVDy, Louvain) = (6.17)

5

6.4.2.3 Método Proposto com Louvain e sem RD

O método proposto 2, sem reducao de dimensionalidade e com a detecgao de
comunidades realizada através do método de Louvain encontrou os trés sub-problemas

descritos na Tab. 6.28, sendo as interacoes entre as comunidades, sub-problemas,
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Tabela 6.28: Projeto 4 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e
com Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema

1 9 X].’ Y V7 Y g37 Y g57 ) g67
2 ) X27 Y g27 Y g47 Y g77 ) g87
3 b X37 Y g17 Y g97 Y g107

Tabela 6.29: Projeto 4 - Quantidade de sub-problemas obtidos

Método Sub-problemas
SVD + 2-means 2
SVD 4+ Louvain 2
Sem RD 4+ Louvain 3

apresentadas pela matriz de adjacéncia da Eq. 6.18.

4 2 3
Agp(Sem RD, Louvain) = |2 4 2 (6.18)

3 2 3

6.4.2.4 Medidas de Qualidade

As medidas de qualidade para as decomposicoes obtidas pelos diferentes métodos

aplicados ao Projeto 4 sao apresentadas comparativamente nas Tabelas: 6.29, 6.30 e

6.31.

6.5 Projeto 5 - Redutor de Velocidade

O problema de projetar um redutor de velocidade como o da Fig. 6.13 definido em
[87] apud [10], tem por objetivo minimizar o peso W do redutor de velocidade. As
varidveis de projeto sdo a largura da face (b = z; € [2.6,3.6]), o mdédulo dos dentes

(m = x5 € [0.7,0.8]), o niimero de dentes do pinhao (n = z3 € [17,28]), o comprimento

Tabela 6.30: Projeto 4 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Cut Size BIC AIC
SVD + 2-means 0.2083 6 76.9573  59.0637
SVD + Louvain 0.2083 10 76.9573  59.0637

Sem RD + Louvain 0.2762 14 113.5560 86.7155
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Tabela 6.31: Projeto 4 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Método Silhueta Empirica  Silhueta Igualitaria
SVD + 2-means 0.2581 0.2595
SVD + Louvain 0.2129 0.2254
Sem RD + Louvain 0.1699 0.1654

do eixo 1 entre os rolamentos (I; = x4 € [7.3,8.3]), o comprimento do eixo entre os dois

rolamentos (lo = z5 € [7.8,8.3]), o didmetro do eixo 1 (d; = ¢ € [2.9,3.9]), e, finalmente,

o diametro do eixo 2 (dy = x7). A varidvel z3 é inteira e todos as outras sdo continuas.

O peso e as restricoes mecanicas sao dadas por:

min W = 0.7854x23 (3.3333235 + 14.9334z5 — 43.0934)

S.Q.

—1.508z (2§ + a%) + 7.4777 (2 + 23)

+0.7854 (x4:1:6 + 1’5:E7)
27

gi(z) = 27w twy 2wyt < 1
g2(z) = 397.52, tey %2 < 1
g3(z) = 1930y oyt adngt < 1
gs(7) = 1.932; " :E3 x5x7 <1
0.5
1 [ /74525 J7°
9() = 113 <x2x3> +(157.5)10°| < 850

gr(r) = rox3 <40 gg(w) =31 /22 25
gg(CL’> = Il/J]Q S 12 910( ) (]_ 5ZL'6 + 1. 9) < 1

6.5.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Estudando o scree plot (Fig.6.14) gerado a partir das proporgdes de aproximagoes

de cada valor p para o SVD aplicado a matriz de ocorréncia derivada do modelo do

Projeto 5, foi decidido trabalhar com p = 2, o qual apresenta proporcao acumulada de

aproximacao igual a 65, 58% e esté localizado no ”cotovelo”da curva, conforme a técnica
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Figura 6.13: Redutor de velocidade (Retirado de [10])

Tabela 6.32: Projeto 5 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(2) e K-means(2)
Sub-problema Elementos do sub-problema

) X37 Y X47 ) X57 ) X67 Y X77 Y g37 ) g47 ) g5’ Y g67 Y g107

1 Tell” T gle’ T glT T gl8 7 gl9 T g200 7 @217 7 g22’
2 7X17 ) X27 ) f? ) g17 9 g27 ) g77 ) g87 9 g97 ) g127 ) g137
) g147 b g157

também utilizada para os demais projetos.

6.5.2 Resultados

Pelo estudo das proporgoes de aproximagao e do scree plot, percebe-se claramente que

a quantidade mais adequada de dimensoes sao duas (p = 2).

6.5.2.1 Método de Referéncia

O método de referéncia encontrou os sub-problemas descritos na Tab. 6.32, sendo as

interacgoes entre os sub-problemas apresentadas pela matriz de adjacéncia da Eq. 6.19.

24 10
Agp(SVDg, 2-means) = (6.19)
10 15

6.5.2.2 Método Proposto com SVD e Louvain

O método proposto 1 encontrou os sub-problemas descritos na Tab. 6.33, sendo as

interacoes entre os sub-problemas apresentadas pela matriz de adjacéncia da Eq. 6.20.



0.6

126

e
W

Proporcao de aproximacao
o
Ll

0.1

Dimenssoes

Figura 6.14: Projeto 5 - Propor¢ao de aproximagao das p redugoes de dimensionalidade

através do SVD

Tabela 6.33: Projeto 5 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(2)

¢ Louvain

Sub-problema

Elementos do sub-problema

1

2

) X37
Y g167
) Xl’

Y g13’

x4 7xb Tx60 Tx7 Tgd Tgh g6 Tgld) 7 gll’
Tel?T T gl8 T gl9 T g20" T g217 7 g22 7 @23

'x2" W el g2’ g3 gl g8 Tg9 T gl2
Teld 7 glh
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Tabela 6.34: Projeto 5 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e
com Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema
1 7X37 ) X57 7X77 Y W’ 9 g4? ) g67 Y g77 ? g117 9 g167 J g177
Y g207 9 g217
2 ) Xl? Y X27 7 g17 ) g27 ) g87 ) g97 Y g127 7 g137 ) g147 Y g157
3 ) X47 Y X67 9 g37 ) g57 7 gl()? ) g187 Y g197 7 g227 ) g237

Tabela 6.35: Projeto 5 - Quantidade de sub-problemas obtidos

Método Sub-problemas
SVD + 2-means 2
SVD + Louvain 2
Sem RD 4 Louvain 3
21 12
Agp(SVDy, Louvain) = (6.20)
12 16

6.5.2.3 Método Proposto com Louvain e sem RD

O método proposto 2 encontrou os sub-problemas descritos na Tab. 6.34, sendo as

interagoes entre os sub-problemas apresentadas pela matriz de adjacéncia da Eq. 6.21.

15 7 4
Agp(Sem RD, Louvain) = | 7 12 2 (6.21)
4 2 9

6.5.2.4 Medidas de Qualidade

As medidas de qualidade para as decomposicoes obtidas pelos diferentes métodos
aplicados ao Projeto 5 sao apresentadas comparativamente nas Tabelas: 6.35, 6.36 e

6.37.

Tabela 6.36: Projeto 5 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Cut Size BIC AIC
SVD + 2-means 0.2791 20 218.2743 129.3671
SVD + Louvain 0.2499 24 218.2994 129.3922

Sem RD 4 Louvain 0.3863 26 324.4280 191.0672
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Tabela 6.37: Projeto 5 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Método Silhueta Empirica  Silhueta Igualitaria
SVD + 2-means 0.1608 0.1940
SVD + Louvain 0.1519 0.1759
Sem RD + Louvain 0.1881 0.1937

6.6 Projeto 6 - Viga Soldada

No problema de projetar a viga soldada (welded beam) da Fig. 6.15 descrito por [88]
apud [10], o objetivo é minimizar o custo C'(h,[,t,b) da viga sujeita a um carregamento

F onde h € [0.125,10], e 0.1 < I,¢,b < 10. O objetivo e restri¢oes sao:

min  C(h,l,t,b) = 1.10471h% + 0.04811¢b(14.0 + 1)
s.a. gi(r) =13,600 —7 >0
g3(b,h) =b—h >0

W(P,) = P, — 6,000 > 0

Q

(
(7
g2(0) = 30,000 — o >0
(
(
(

g5(6) =0.25 -5 >0

Onde as expressoes para T, o, P., e § sdao dadas por:

T=(T)2+ ()2 + 17"

, 6000
 V2h

a=+/025(12+ (h+1)?2)
504000

7T T

P. = 64746.022(1 — 0.0282346t )tb°

2.1952
0=~
o 6000(14 4 0.50)a

~ 2(0.707hI(12/12 + 0.25(h + 1)2))
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Figura 6.15: Viga soldada (Retirado de [10])

Tabela 6.38: Projeto 6 - Sub-problemas decompostos pelo método de referéncia com
SVD(3) e K-means(3)
Sub-problema Elementos do sub-problema

Y b7 ) 0_7 Y PC7 Y 57 b g27 Y g47 Y g57 ) h47 Y h57

1 "h6” gl T gll” T gl2 7 gld
2 K Yo v "o v >g17 " hl’ 7g87 7g9a
3 "I )t Nex ) g3> DX ) g67 ) g77 "h3’ ’h7

6.6.1 FEscolha das Dimensoes do Espaco Reduzido

Através do scree plot (Fig.6.16) referente as as proporgoes de aproximagoes das
dimenssoes p para o SVD sobre a matriz de ocorréncia do modelo do Projeto 6, foi
decidido trabalhar com p = 3, com propor¢ao acumulada de aproximacao igual a 69, 61%

e esta localizado no ”cotovelo”da curva do declive, de acordo com a heuristica utilizada.

6.6.2 Resultados
6.6.2.1 Método de Referéncia

Executando o método de referéncia através do SVD com p = 3 e do K-means com
k = 3 foram encontrados os sub-problemas da Tab. 6.38, os quais podem ter sua interagao

expressa conforme a matriz da Eq. 6.22.
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Figura 6.16: Projeto 6 - Propor¢ao de aproximagao das p redugoes de dimensionalidade
através do SVD
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Tabela 6.39: Projeto 6 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto com SVD(3)
e Louvain
Sub-problema Elementos do sub-problema

Y b7 70_7 Y PC7 Y 57 7g27 )g47 Y g57 7h47 Y h57

1 "h6” gl Tgll” Tgl2” 7 gld
? 17 Y T Y Y 7_/7 Y a? Y 7_//7 Y g17 Y h17 ) h37 Y h77
2 ) Y 7 7
g8 g9
3 Y h7 7 t? Y C7 7 g37 7 h27 Y g67 Y g77
11 0 7
Agp(SVD3,3-means) = [0 8 7 (6.22)
77 11

6.6.2.2 Método Proposto com SVD e Louvain

Executando o método proposto 1 através do SVD com p = 3 e do método de Louvain
foram encontrados os trés sub-problemas da Tab. 6.39, os quais podem ter sua interacao

expressa conforme a matriz de adjacéncia entre comunidades conforme a Eq. 6.23.

1 0 7
Agp(SVDs, Louvain) = | 0 13 6 (6.23)
7T 6 7

6.6.2.3 Método Proposto com Louvain e sem RD

Executando o método proposto 2 através do método de Louvain sem a etapa de reducao
de dimensionalidade, foram encontrados os onze sub-problemas da Tab. 6.39, os quais
podem ter sua interacao expressa conforme a matriz de adjacéncia entre comunidades

conforme a Eq. 6.23.
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Tabela 6.40: Projeto 6 - Sub-problemas decompostos pelo método proposto sem RD e
com Louvain

Sub-problema Elementos do sub-problema

1 "k’ Te3’ 7 gb’ T T
2 U O g8’ T g9’
3 "o’ T g2’ " h4

4 P Tgd O hY

5 Ty Tgh’ 7 h6’

6 "o  "h3  hT7T

7 v gl 7 gll’

8 b T gl2 7 gld

9 7 gl

10 7 7 hl

11 " 7 hY

Tabela 6.41: Projeto 6 - Quantidade de sub-problemas obtidos

Método Sub-problemas

SVD + 3-means 3

SVD + Louvain 3

Sem RD + Louvain 11
(31000201001 ]
13000211010
00200011000
00020011000
00002011000

Agp(Sem RD,Louvain)= {2 2 0 0 0 2 2 0 0 2 0 (6.24)

01111220001
11111002000
0000O0O0O0OO0OO0OT1T1O0
01000200111
1000001001 1]

6.6.2.4 Medidas de Qualidade

As medidas de qualidade para as decomposicoes obtidas para os métodos com reducao
de dimensionalidade aplicados ao Projeto 6 sao apresentadas comparativamente nas

Tabelas: 6.41, 6.42 e 6.43.
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Tabela 6.42: Projeto 6 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (a)

Método Modularidade Cut Size BIC AIC
SVD + 3-means 0.3376 28 338.1492 197.4385
SVD + Louvain 0.3696 26 338.2138 197.5031
Sem RD 4 Louvain 0.3737 46 1.2246e+03 708.6330

Tabela 6.43: Projeto 6 - Medidas de qualidade das comunidades/agrupamentos (b)

Método Silhueta Empirica  Silhueta Igualitaria
SVD + 3-means 0.1246 0.1388
SVD + Louvain 0.0971 0.1139
Sem RD + Louvain -0.0083 -0.0390

6.7 Discussao

Neste capitulo, os trés métodos foram aplicados na decomposicao de seis problemas
de otimizacao de projeto em engenharia, provindos tanto da literatura de decomposicao
de sistemas, quanto de trabalhos gerais de otimizacao de projeto.

O objetivo destes experimentos é a compreensao do comportamento dos métodos
propostos perante as aplicagdes comparativamente ao método de referéncia [37], e a
validagao da possibilidade de utilizagdo destas técnicas oriundas de outras areas do
conhecimento como forma de resolucao adequada e eficaz no contexto de decomposicao.

A fim de permitir o estudo e avaliacao dos métodos propostos perante os resultados, os
problemas de otimizacao de projeto escolhidos para aplicacao sao sistemas de tamanho,
complexidade, e multidisciplinaridades menores que sistemas complexos utilizados na
pratica. Entretanto, assume-se que os comportamentos observados nos experimentos
anteriormente apresentados serao refletidos para qualquer cenario, visto que as técnicas
fundamentais sao reconhecidamente escalaveis em questao de custo e qualidade quanto
sua utilizacao nas areas de origem.

No Projeto 1, os processos e resultados foram descritos com maior riqueza de detalhes,
basicamente com a intencao de esclarecer o funcionamento dos fluxos de resolugao e da
interpretacao. Utilizando, assim, este projeto como exemplo, e gradativamente nos demais
projetos, reduziu-se o detalhamento, conforme diferentes cendrios necessarios de ilustragao
eram apresentados. Contudo, se manteve constante o relato das medidas avaliativas. As

quais, sao listadas a seguir em conjunto com o respectivo objetivo desejado:
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e Maximizar a quantidade de sub-problemas;
e Maximizar a modularidade;

e Minimizar a quantidade de arestas cortadas pelas fronteiras dos sub-problemas (cut

size);

e Minimizar o critério de informacao Bayesiano (Bayesian information criterion -

BIC);
e Minimizar o critério de informagao de Akaike (Akaike information criterion - AIC);
e Maximizar a silhueta dos sub-problemas, nas duas formulagoes:

— empirica: cada agrupamento contribui proporcionalmente ao seu tamanho;

— igualitaria: cada agrupamento contribui igualitariamente.

A primeiras é diretamente obtida para o problema de decomposicdo no caso dos
métodos propostos e definida com parametro para o K-means; a modularidade e o cut size
sao medidas oriundas das areas de rede complexas [81][8][75] e particionamento de grafos
[11][75]; por sua vez, os critérios de informagao Bayesiano e de Akaike [65][77][89], assim
como as duas formulagoes da silhueta (clusters silhouette) [90][91][59] sdo amplamente
utilizadas na definicao do valor k dentro da analise de agrupamento.

Em todos os trés métodos - K-means com SVD (método de referéncia [37], ”SVD+K-
means”), Louvain com SVD (método proposto 1, principal, ?SVD+Louvain”), e Louvain
sem reducao de dimensionalidade (método proposto 2, estudo de comportamento,
”SemRD+Louvain”) -, a primeira tarefa realizada nos experimentos foi a interpretagao
dos modelo como um conjunto de simbolos e a obtencao da matriz de ocorréncias.

Em seguida, para os método de referéncia e o proposto 1, é realizada a reducgao de
dimensionalidade através da decomposicao em valor singular, havendo a necessidade de
interacao do projetista, ou engenheiro responsavel pela decomposicao, na definicao do
valor p de dimensoes a serem retidas.

Sarkar et al [9] propéem uma heuristica iterativa para a realizacdo desta escolha.
Ja neste trabalho, definiu-se diretamente pela andlise da proporcao de aproximacao, da
propor¢ao acumulada de aproximagao e seus respectivos scree plots, guiando a decisao

sempre pelos principios assumidos na heuristica referida. Observando que no caso dos
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projetos 1, 2 e 3, a escolha realizada para p foi a mesma da definida na decomposicao
realizada para o método de referéncia em [37]. Portanto, a mesma estratégia, também
foi utilizada para os problemas 4, 5 e 6 (retirados da literatura de otimizagao de projeto,
sem decomposicao).

Tendo sido definido o espaco dimensional reduzido e os elementos do modelo
representados neste novo espaco, a matriz de dados considerando estes elementos como
vetores é enviada como entrada para diversos K-means, variando o parametro k e sempre
utilizando a dissimilaridade de cosseno. Por sua vez, para o método SVD-+Louvain,
calcula-se a similaridade de cosseno entre os elementos do modelo no espago reduzido e
transforma a matriz de distancia na matriz de adjacéncia do grafo bipartido representante,
o qual é enviado como entrada para o método de Louvain detectar as comunidades sem
a necessidade de qualquer parametro. Comparativamente, nota-se duas vantagens do
método proposto: o cdlculo das dissimilaridades/similaridades é realizado uma tnica vez
e nao a cada iteracao (que é o caso do K-means tradicional); e a auséncia de defini¢ao de
um parametro.

Por fim, os algoritmos informam os agrupamentos ou comunidades de cada elemento,
que sao interpretados como os respectivos sub-problemas. Entao as medidas avaliativas
sao obtidas sobre a matriz de ocorréncia antes do SVD, mas agora categorizada com
os sub-projetos de cada elemento. Para a identificacao das varidveis de ligacao pode-se
utilizar tanto a estratégia de [9] através da matriz de ocorréncia reorganizada, onde as
variaveis que ocorrerem em funcoes externas ao seu grupo serao as varidveis de ligacao!.
Outra maneira, mais natural para o método proposto, é identificar no grafo representativo
da matriz de ocorréncia original quais sao os ndés de variaveis que possuem arestas para
funcoes? externas ao seu sub-problema.

Ao analisar os resultados para os dois métodos com reducao de dimensionalidade o
desempenho do método proposto utilizando o Louvain é comparativamente muito bom em
relacao ao método com o K-means. Observa-se que para os projetos 1, 2, 3 e 6 em todas
as medidas o método proposto obteve exatamente o mesmo resultado que o K-menas com
k igual a quantidade de comunidades detectadas pelo algoritmo de Louvain.

Desta forma, o método proposto se mostra como mais vantajoso, visto nao exigir

ILembrando, que se as varidveis que apresentam este relacionamento com funcdes externas ao seu sub-
problema forem varidveis de acoplamento elas nao serao consideradas como varidveis de ligacao devido a
nao adicionarem dificuldades ao problema de integracao

2Por se tratar de um grafo bipartido, nfo hé arestas entre as varidveis
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a definicao da quantidade de sub-problemas a priori e por mais que tanto a tarefa
de agrupamento quanto a de deteccao de comunidades sejam problemas NP-dificeis, a
complexidade computacional do Louvain para o caso médio é melhor que o K-means,
como era de se esperar, pois o Louvain foi criado exatamente para trabalhar em redes
complexas em alta escala. Outra vantagem do método proposto é que o K-means perde a
propriedade de garantir a convergéncia para um 6timo local ao ser utilizado em conjunto
com a dissimilaridade de cosseno, enquanto para o algoritmo de Louvain esta propriedade
se mantém imutavel, a final, entende a similaridade de cosseno como apenas o peso das
arestas, sendo indiferente a como este peso foi definido.

Seguindo a avaliacao para os projetos 4 e 5, a deteccao de comunidades obteve
resultados ligeiramente piores que o agrupamento para as medidas de cut size e as silhuetas
em ambos os projetos, e também para a modularidade, BIC e AIC no Projeto 5, mas, os
valores obtidos foram muito préximos. Portanto, devido aos resultados nos projetos 1, 2
e 3 serem os mesmo do método de referéncia e bastante aproximados nos projetos 4, 5 e
6, considera-se que a hipétese de utilizacao do SVD em conjunto com o Louvain conforme
o fluxo do método proposto 1 para a decomposi¢ao de sistemas para a resolucao de ODPs
através de seus sub-projetos é valida.

O outro foco de interesse nos experimentos era o comportamento do método proposto
2, com a deteccao de comunidades sem a realizacao prévia da reducao de dimensionalidade.
Neste caso, observa-se que houve grande variacao qualitativa do método, apresentando
boas medidas avaliativas no Projeto 6, mas um resultado ruim, por exemplo no Projeto
1, onde a propria Fig. 6.7, que representa a decomposicao em sub-problemas, define um
sub-sistema com diversos nés que para irem de um a outro do mesmo sub-projeto tem que
passar por nos externos. Consequentemente, nao ha como considerar o método proposto
2 como robusto, por mais que para algumas medidas obteve-se resultados satisfatérios, o
que pode indicar o valor de investigacoes mais aprofundadas, principalmente com outras
representagoes de entrada, que podem produzir um método adequado. Ainda, como
o resultado do método sem a reducao de dimensionalidade nao pode ser considerado
confidvel, percebe-se a contribuicao da etapa de reducao de dimensionalidade na extracao

de padroes semanticos entre os elementos do modelo.
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7 Consideracoes Finais

A modelagem de problemas em diversas dreas das ciéncias como engenharias (em suas
mais variadas disciplinas), ciéncias economicas, bioldgicas entre diversas outras tem gerado
cada vez modelos maiores, com viés multidisciplinar e, principalmente, mais complexos.
Estes sistemas complexos, apesar de representar com maior completude o fendomeno em
estudo, necessitam de técnicas especificas para que se consiga obter solucoes em tempo
héabil ou, até mesmo, para que se consiga chegar a alguma solugao.

Uma das vertentes que tem se apresentado como estratégia relevante para a
manipulacao de sistemas complexos, principalmente no que tange aos problemas de
otimizacao de projeto sao os métodos de decomposicao e integracao de sistemas.
Usualmente tratados separadamente na literatura, seus avangos e suas combinacoes
claramente carecem de desenvolvimentos para que se tornem ferramentas usuais e praticas,
visando viabilizar a utilizacao de sistemas altamente complexos compostos por diversos
niveis de componentes que apresentam varios niveis hierarquicos de interligacao, conexao.

Neste contexto, o presente trabalho visa apresentar uma contribuicao, principalmente,
no que tange a questao da decomposicao de um problema complexo em sub-problemas que
apresentem conexao e aderéncia ao modelo original. Para isto, desenvolveu-se a construcao
de um procedimento de decomposicao baseado em modelo usando técnicas pouco usuais
na area mas que, pelas caracteristicas que lhes sao inerentes, podem indicar uma nova
vertente para a geracao de decomposicoes efetivas.

Nas diversas etapas que constituem um processo de decomposicao baseada em modelo

foram assumidas as seguintes diretrizes para o método:

e a possibilidade do uso de representacao simbolica no modelo;

e 0 uso de reducao de dimensionalidade visando ressaltar e desacoplar os padroes

menos relevantes do modelo;

e a modelagem do problema como redes complexas.

Aliando, assim, a area de decomposicao baseada em modelo para projetos de

engenharia, com as de inteligéncia artificial, processamento de linguagem natural,
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recuperacao da informacao, processamento de imagens digitais, visao computacional,
aprendizado de maquina, descoberta de conhecimento em bases de dados, e com os
estudos crescentes em ciéncia de redes, que por sua vez, sao amplamente aplicados a
sistemas complexos, mas oriundos de outras dreas (principalmente em ciéncias bioldgicas
e sociais).

De maneira geral, estas combinagoes originaram um método de decomposigao baseado
em modelo que apresenta caracteristicas tnicas e interessantes que por si s6 merecem
ser investigadas. Além de introduzir a integracao de técnicas provindas de areas
tradicionalmente disjuntas para a resolucao do problema de decomposicao de projetos,
abrindo, entao, um novo ramo para estudos e avangos como: a obtenc¢ao de novos métodos
e algoritmos, ou novas formas de utilizacao de técnicas oriundas desta areas anteriormente
nao relacionadas.

Tal investigacao se deu através de aplicagoes em problemas de otimizagao conhecidos
e testados na literatura especifica de decomposicao de sistemas, bem como em alguns
problemas tradicionais de otimizagao em engenharia. Medidas de avaliagao qualitativas e
quantitativas serviram de referencia para a avaliagao dos modelos.

Os resultados mostraram que o método proposto que combina a reducao de
dimensionalidade, utilizando o algoritmo SVD, e a deteccao de comunidades, através
do algoritmo de Louvain, consegue identificar os relacionamentos semanticos entre os
elementos do modelo e produzir uma decomposicao igual ou similar a obtida pelo método
de referéncia que combina o SVD com o K-means. Sendo que, o método proposto,
nao necessita de definir previamente a quantidade de sub-problemas, e apresenta uma
complexidade computacional melhor que o K-means e diferentemente deste, garante um
6timo local mesmo utilizando similaridade/dissimilaridade de cosseno.

Os experimentos sobre o segundo método proposto, que realiza a deteccao de
comunidades pelo Louvain sem a reducao de dimensionalidade, revelaram que realmente é
importante a extracao de padrao desempenhada pelo SVD. Entretanto, o método obteve
em alguns casos medidas boas, apesar de um desempenho ruim em outros, isto incentiva
futuros estudos para compreensao dos cenarios em que pode ser utilizado, ou a construcao
de outras representagoes para que consiga decomposigoes satisfatorias.

Vale ressaltar que o uso inicial em problemas "nao tao complexos, grandes ou

multidisciplinares”, assim como de modelos originais com definicao matemaética formal,
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é necessario para um melhor entendimento e validacao das propriedades e caracteristicas
do método de decomposicao apresentado, visto que estes problemas servem até mesmo
de benchmark para comparagao com outros métodos. Tem-se a expectativa de que as
propriedades do modelo sejam conservadas, mesmo em se tratando de sistemas realmente

complexos, grandes, multidisciplinares e com defini¢oes nao matematicas.

7.1 Trabalhos Futuros

Procedimentos de decomposigao visando dividir um problema complexo no que tange
a dimensao, multidisciplinaridade, interdependéncia das variaveis, entre outros aspectos,
em sub-problemas relevantes e com alto nivel de aderéncia ao problema original, continua
a ser um desafio. O mesmo pode-se afirmar em relacao ao processo subsequente de
integracao, o qual visa resolver eficientemente e com precisao o problema decomposto.
Neste sentido, trabalhos futuros se alinham indicando dire¢oes de desenvolvimentos e
avaliagoes adicionais.

De maneira geral, um maior aprofundamento em cada uma das etapas construtivas
do método é de grande interesse, principalmente um melhor entendimento do processo de
reducao de dimensionalidade, como a utilizacao de outros algoritmos; e a determinacao
dos sub-problemas associados por meio de ferramentas oriundas de Redes Complexas,
vao permitir novos caminhos, possibilidades e avancos na eficiéncia do processo de
decomposicao baseado em modelos. Entre as avaliacoes de maior interesse pode-se

ressaltar:

e Aplicar o método a modelos de sistemas enunciados de formas nao matemaéticas,
principalmente: DSM (Design Structure Matriz), DMM (Domain Mapping Matriz)
e MDM (Multiple-Domain Matriz);

e Estudar a relevancias de outras formas de interpretacao simbodlica do modelo,
sendo uma sugestao a utilizagdo da técnica Tf/Idf, comumente aplicada dentro de
Recuperacgao de Informacao em conjunto com as técnicas que inspiraram a utilizagao

do SVD e da dissimilaridade de cosseno a decomposicao de sistemas;

e Verificar a possibilidade e qualidade do método em conjunto com outras formas

de representacao do modelo, sendo algumas sugestoes, o Laplaciano, Laplaciano
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absoluto, ou a forma normalizada da matriz de adjacéncia, bem como, outros

arranjos sobre as estruturas de grafos e hiper-grafos;

Uma tarefa importante a ser realizada sao os testes da decomposicao baseada em
modelo em problemas com maior nivel de complexidade. Assim, como, solucionar a tarefa
de integracao sobre problemas de projeto de sistemas decompostos pelo método proposto

e aplicagdo em cendrios reais em engenharia, incluindo a obtencao do projeto final.
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