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RESUMO

O presente trabalho versa sobre codigos corretores de erros e seus duais sobre espagos poset.
Inicialmente, veremos os conceitos do que é um cédigo e a utilidade de um cédigo corretor de
erros em um sistema de comunicacao e construiremos as principais propriedades de corpos
finitos. Estes conceitos combinados serao utilizados para a construicao de codigos corretores
de erros em espacos de Hamming, amplamente aplicados hoje. Em seguida, construiremos
os codigos corretores de erros sobre espagos poset e algumas de suas consequéncias, como
o surgimento de cédigos P-MDS. Enunciaremos o Teorema da Dualidade para espacos
poset e, por fim, analisaremosos codigos do tipo P-cadeia e algumas de suas propriedades

provenientes do Teorema da Dualidade.

Palavras-chave: Codigos. Poset. Codigos corretores de erros.



ABSTRACT

This piece of work treats of error correcting codes and their dual codes in poset spaces.
Initially we will cover the concepts of what is a code and the need of an error correction
code in a communication system and the main properties of finite fields. These concepts
combined are used for building the error correction codes in Hamming spaces, which are
currently largely applied. Poset spaces are proposed as a generalization of the Hamming
spaces e we will build the codes over poset spaces and some of their consequences, as the
occurrence of P-MDS codes. Then, we will state and prove the Duality Theorem for poset
spaces. Lastly, we will analyze the P-chain codes some and of their properties derived

from the Duality Theorem.

Key-words: Codes. Poset. Error correction codes.
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1 INTRODUCAO

Desde que seus fundamentos foram langados por Shannon, em 1948, a Teoria da
Informacgao tem sido progressivamente desenvolvida, buscando formas de contornar o limite
da performance da taxa de informacao através de um canal de comunicacao, estimado pelo
Teorema de Shannon-Hartley (Teorema 17 de [1], veja anexo A), a prote¢ao de informacao
e a quebra de segredos através de sua subdarea de Criptografia e a seguranca de uma

transmissao de informagao correta, pelos métodos de correcao de erros.

Desta grande area, este trabalho aborda o topico dos Codigos Corretores de Erros
Lineares, de dentro dos métodos de correcao de erros, em que as mensagens a serem
transmitidas sao codificadas como elementos de um subespaco vetorial e tratamos os
possiveis erros que surjam como aditivos a vetores que representam palavras, em especial
os c6digos sobre espagos poset, que apresentam uma generalizacao da métrica de Hamming
e potenciais aprimoramentos para as técnicas de correcao de erros, em especial tornar

cddigos que nao eram perfeitos em perfeitos, reduzindo ambiguidades.

As principais referéncias deste trabalho sao [3] e [7]. A primeira trata de corpos
finitos, extensoes destes corpos e codigos lineares e serd o guia para os capitulos 3 e 4, de
onde ¢ retirada a maior parte dos resultados. Com o conceito de um espago poset sendo

apresentado no capitulo 5, na segunda metade deste texto este papel é ocupado por [7].

O Capitulo 2 deste texto se baseia em [2] e apresenta os conceitos basicos acerca dos
Sistemas de Comunicacao, uma perspectiva da area de Engenharia de Telecomunicacoes
desta area, descrevendo um sistema de comunicacao, o papel dos c6digos corretores de erros

nestes sistemas e as defini¢oes de informacao e entropia em um sistema de comunicagao.

O Capitulo 3 se volta a algebra de corpos finitos, elementos bésicos para a construcao
de codigos corretores de erros lineares, extensivamente utilizados ao longo do texto,

enunciando os principais resultados a serem utilizados.

O Capitulo 4 retorna aos codigos, apresentando as definigoes matematicas de
distancias dentro de um codigo, as operacoes a que estes conjuntos se submetem e

necessarios para que a correcao de erros seja de fato executada.

O Capitulo 5 apresenta o conceito de posets, conjuntos parcialmente ordenados,
partindo do conceito de ordem parcial e construindo a métrica por ela induzida. Os
resultados deste capitulo serdo fundamentais para a construgao dos resultados dos capitulos
7e8.

O Capitulo 6 estuda os multiconjuntos e enuncia resultados que permitirdo a

demonstracao do Teorema da Dualidade para Codigos Poset.

O Capitulo 7 utiliza destes resultados e dos obtidos no Capitulo 5 para a demons-

tragao do Teorema da Dualidade para Cédigos Poset.



O Capitulo 8, por fim, trata dos codigos do tipo cadeia em espagos poset. Um
cédigo C' desta familia de codigos lineares tem a propriedade de ter subcédigos aninhados
{0} =Co CC1 € ... CCy =C, com dimpC; =i e C; o subcodigo de C' que utiliza

menos simbolos nao-nulos.
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2 SISTEMAS DE COMUNICAGCAO

2.1 CONCEITOS BASICOS

Comunicagao é o processo de transmissao de mensagens partindo de um ponto
a outro distante ou a um grupo de pontos distantes. Chamamos o ponto de partida

da mensagem de fonte de informacgao, ou simplesmente, fonte e um ponto de destino de

receptor. Telecomunicacao é a transmissao fisica destas mensagens através de impulsos
eletromagnéticos através de um canal de comunicacao, normalmente chamado apenas por
canal, que é o meio fisico por onde a informagao trafega (cabos de cobre, cabos 6pticos de

vidro ou ar, no caso de transmissoes wireless, por exemplo).

Existem dois modos bésicos de comunicagoes: ponto-a-ponto (peer-to-peer ou P2P)

quando envolvem uma tnica fonte e um tnico receptor e broadcast quando envolvem uma
fonte (em todo o tempo, ou um por vez, multiplezado) e varios receptores. Quanto a
) bl

natureza da transmissao, elas também podem ser digitais ou analdgicas. Para o primeiro

grupo, as mensagens transmitidas sao elementos de um conjunto discreto pré-determinado.
Para o segundo, as mensagens sao sinais (magnitudes de grandezas eletromagnéticas,
como tensao elétrica ou corrente) continuos no tempo, s(t). Por exemplo, as ondas
eletromagnéticas transmitidas em modulacao AM tem sua amplitude expressa na forma
s(t) = m(t) - cos(w.t + 0), em que m(t) é também um sinal anal6gico, mas de espectro de

frequéncias w << w,.

Neste contexto, podemos definir um Sistema de Comunicagao, ou Sistema de

Telecomunicagdo, como um conjunto de fontes e receptores (e os equipamentos envol-

vidos) interligados por meio de canais que visam a transmissao de informagao de forma
eficiente, segura, confiavel e de alta performance. Tomaremos Sistemas de Comunicagao e

Sistemas de Telecomunicagao como sinénimos neste texto.

2.2 ESTRUTURA DE UM SISTEMA DE COMUNICACAO

O real significado de transmissao eficiente, segura, confidvel e de alta performance
pode ser melhor apreciado apés uma observacao sobre o caminho usual que a informacao

percorre entre uma fonte e um receptor, que pode ser observado na Figura 1.

Os elementos elencados na Figura 1 realizam as seguintes operacoes:

1. Fonte: Gera o dado a ser transmitido, seja uma transmissao streamming ou um SMS,

por exemplo.

2. Codificador de fonte: Comprime dados removendo reduncancia.
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e R o S [ SR o e )
Canal
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Figura 1 — Estrutura geral de um sistema de comunicacao

3. Codificador criptografico: ou encriptador, esconde a informagao, de forma que se

uma fonte indesejada captura a mensagem, nao conseguira extrair seu significado.

4. Codificador de canal: Insere dados redundantes a mensagem, de modo a conseguir

identificar e/ou corrigir possiveis erros que possam ser inseridos por imperfei¢des do

sistema.

5. Modulador: Converte mensagens em sinais eletromagnéticos a serem transmitidos.

-

6. Canal: E o meio fisico por onde o sinal portador de informacdo propaga. E a

principal fonte de erros de um sistema de comunicacao.

7. Demodulador: ou equalizador, transforma o sinal recebido em simbolos, a menor

porgao individual de informagao possivel no sistema.

8. Decodificador de canal: Se utiliza das reduncancias inseridas pelo codificador de

canal para eliminar quaisquer erros que possam ter sido introduzidos.

9. Decodificador criptografico: ou decriptador, desfaz a criptografia inserida, revelando

a mensagem originalmente transmitida pelo codificador de fonte.

10. Decodificador de fonte: Descompacta a informgao.

11. Receptor: E o destino da informacao.

Um sistema de informacao eficiente utilizard o minimo de dados necessario, re-
duzindo o quantidade de dados transmitida pela fonte e tratada pelos codificadores e
decodificadores de fonte. Ele também sera seguro se for criptografado cumprindo o objetivo
de esconder a informacao transmitida; é o foco de transagoes bancarias, por exemplo,
proteger as informagoes sobre as contas de seus clientes e evitar ataques externos. Este
sistema também serd confidavel se propagar o minimo de erros possivel. Uma figura de

mérito sobre a confiabilidade de um sistema de comunicacao é a BER (bit error rate),
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quantidade de bits erroneamente transmitidos pelo total, expressa normalmente em partes
por milhao. E por fim, sua performance sera a melhor quanto maior for a taxa de dados

transmitida, medida em bits por seqgundo, b/s, para sistemas digitais.

-

E sobre a protecao contra erros que se aplicam os codigo detectores e corretores de

eIros.

2.3 CODIGOS DE CONTROLE DE ERROS

Codigos corretores de erros sao meios pelos quais quaisquer erros que possam

ter sido introduzidos aos dados transmitidos por um canal sdo corrigidos baseados
na mensagem recebida pelo decodificador de canal, como descrito na Secao 2.2. Os

cddigos detectores de erros sao os meios pelos quais tais erros sao detectados. Ambas as

classes estdao dentro de um conjunto de cddigos chama codigos de controle de erros.

Exemplo 2.3.1. Todo leitor de Blu-Ray, por exemplo, aplica cdédigos corretores de erros
ao ler seus dados (em especial, os da classe Reed-Solomon). Por este motivo que mesmo

com pequenos arranhoes é possivel extrair o seu conteudo.

Exemplo 2.3.2. Um exemplo cotidiano e simples de cddigo detector de erros sao os dois
ultimos digitos (digitos de verificacdo) do CPF (Cadastro de Pessoa Fisica), que sao fungao

dos nove primeiros digitos (redundéncia introduzida).

Seja um ntumero de CPF representado por cqcacs.cicscg.crcgco-Croc11, com ¢; €
{0,1,...,9}, Vi=0,1,...,11. Para a determinagao de ¢;p em fungdo dos primeiros nove

digitos, atribua os pesos 10, 9, ..., 2 aos digitos ¢y, ca, ...,c9, respectivamente e os some:

9

si0=>» (11 —14)- ¢

i=1
Em seguida se obtém o resto 1y da divisao de s19 por 11.
Caso 119 < 2, ¢19 recebe o valor 0. Caso contrario, cig = 11 — rqp.

Para o segundo digito, atribua agora os pesos 11, 10, ..., 2 aos digitos ¢y, ¢s, ..., C1o.

A partir deste ponto o algoritmo para obtencao de ¢q; é andlogo ao da obtencao de cg.

Como sera definido no Capitulo 4, c6édigos sdo um conjunto de mensagens que
carregam algum significado para o receptor. Estas mensagens sao construidas sobre um
conjunto chamado alfabeto, cujos elementos sdo denominados simbolos, a menor entidade
que pode carregar significado, analogo a formacao de palavras na Lingua Portuguesa a

partir do alfabeto latino.
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2.4 INFORMACAO

Apesar de ser peca central em um sistema de comunicacao, ainda nao definimos o
que ¢ informacao. Intuitivamente podemos assumir a informacao como o significado que
alguma mensagem leva a fonte. Entretanto, a Teoria da Informagao (ou Teoria Matematica
da Comunicagao) define informagao como uma grandeza mensuravel relacionada com a

incerteza que a mensagem que a contém dissipa.

Por exemplo, seja um led (diodo emissor de luz) que pode fisicamente emitir as
cores vermelho, verde e azul, mas sempre emite apenas a vermelha, por algum motivo.
Como esta luz é sempre vermelha, nao hé incerteza alguma sobre a mensagem transmitida
por esse led a ser dissipada: a informacao é zero. Entretanto, o resultado do lancamento

de um dado honesto sempre transmitira informacao, ja que insere dados nao previstos.

Seja entao um alfabeto A = {ay, ..., a,} e uma fonte de informagao em que py, ..., p,
sdo as probabilidades de ay,...,a, serem transmitidos, respectivamente. A definicao

matematica para a informacao de um simbolo a; é dada por 2.1.

I(a;) = —logs(pi) (2.1)

Também definimos a entropia de um simbolo a; originado pela referida fonte como
H(a;):

H(a;) = —pilogy(p:)

Convenciona-se que se p; = 0, entdo H(a;) = 0.

E a entropia da fonte de informacao como a média da informagao dos simbolos de

A sob esta fonte, ou a soma de suas entropias, em 2.2.

H(A) = - Zq:pilogb(pi) (2.2)

=1

Definimos a unidade de entropia de um simbolo como nat se escolhermos a base
b = e, e o nimero de Euler, bit se escolhermos b = 2 e hartley, se b = 10. Para a entropia do

c6digo, usamos as unidades nat/simbolo, bit/simbolo e hartley/simbolo, respectivamente.

Note que quanto mais uniforme for a distribuicao dos p;’s, mais equiprovaveis forem

os simbolos, entao maior a entropia e a incerteza sobre o alfabeto A.
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3 CORPOS FINITOS

Este capitulo se destina a definir e enunciar os principais resultados acerca de
corpos finitos, tendo como base [3] e [4]. Os resultados aqui discutidos sdo importantes
para lidar com os espagos vetoriais sobre corpos finitos, sobre os quais sao construidos os

codigos lineares, a serem tratados mais adiante.
3.1 DEFINICOES PRELIMINARES
Definicao 3.1.1. Seja n € N\{0}. Definimos o conjunto [n] C N\{0} como

[n] = {m e N\{0}; m <n}

Definigao 3.1.2. Seja A um anel. Para todo n € N e todo a € A, definimos na oun - a

em A como

at+a+..+a ,sen >0
—_— ——
n parcelas
na =<0 , se n=0

(—a)+ (—a)+ ...+ (—a) ,sen<0

|n| parcelas

Definigao 3.1.3. Seja A um anel. Definimos a caracteristica de A como char(A):

n=min{k € N\ {0}; ka = 0,Va € A}, caso exista tal n
char(A) =

0, caso nao exista

Proposicao 3.1.4. Seja A um anel com unidade.

a) Sen-1+#0,Vn €N, entdo char(A) =0

b) Se existe n € N tal que n -1 =0, entao char(A) = min{n € N;n-1=0}
Demonstracao.

a) Suponha que exista mchar(A) > 0. Entao m - 1 = 0, contradicao.

b) Sejam Z4, ={neN; n-a=0, YVae A} e Z; ={m € N; m -1 = 0}. Naturalmente,
Zp C 7.



Seja agora m € Zy:

m-a=a+...+a

—_———

m parcelas
=l-a+...4+41-a

m parcelas

=(14+...41)a
(S
m parcelas

=(m-1)-a
-0-a
=0,Vaece A

Dessa forma, verificamos que m € Z 4 e, portanto, Z; = Z4. Assim,

char(A) = min(Z;) = min{n € N; n-1=0}.

Proposicao 3.1.5. Todo dominio de integridade A tem caracteristica 0 ou prima.

Demonstracao.

Se char(A) = 0, ndo hé o que demonstrar.

Se char(A) # 0, suponha 7, s € N\{0, 1} tais que char(A) = rs.

Entao,

O=rs-1

= 1) (50 1)

=7r-1=0o0us-1=0

15

Logo a caracteristica de A é menor ou igual a r ou s e ambos sdo menores que 7s,

contradicao.

Portanto, a caracteristica de um dominio de integridade deve ser prima.

Corolario 3.1.6. Todo corpo finito possui caracteristica prima.

Demonstragao.

Todo corpo é um dominio de integridade, logo, pela proposi¢ao anterior, tem

caracteristica prima ou nula. Sendo um corpo finito, pela finitude de seus elementos

temos que sua caracteristica é nao nula. Portanto, todo corpo finito possui caracteristica

prima.
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Definicao 3.1.7. Seja p € N\{0}. Chamemos de Z, o anel das classes de equivaléncia

modulo p em Z.
Zp = {i; i € [p]}

Teorema 3.1.8. Z,, conjunto das classes de equivaléncia de Z moddulo p, é corpo se, e

somente se, p € primo.

Demonstracao.

Sejam p primo e s € [p], s # p. Como mdc(s,p) = 1, existem s,t € N\{0} tais que
rs+tp = 1. Assim, em Z,, temos 7§ =T -5 = 1, isto é, existe 7 € Z, tal que 7-5 = 1.
Reciprocamente, suponha que p = rs, onde r,s € N, com 1 < r,s # p. Entao,

0 =p =75 =73, donde Z, possui divisores de zero. Portanto, Z, nao ¢ corpo se p nao for

primo. |

Definicao 3.1.9. Denotaremos os corpos finitos com ¢ elementos por F,. No caso de Z,,
p primo, temos que Z, = F,. Como sera visto mais a frente, cada F, ¢ tinico, salvo por

isomorfismos.

Definicao 3.1.10. Sejam F' e K dois corpos tais que K C F. Dizemos que K ¢é subcorpo
de F'. Se K # F, dizemos que K é subcorpo proprio de F.

Exemplo 3.1.11. Seja 3. Suponha que haja um subcorpo F' de dois elementos de F3.

Para isso, 0,1 € F. Porém, T+ 1=2#0e 2 € F3\F.

Portanto, nao ha subcorpos proprios de Fs.

Definicao 3.1.12. Seja F' um corpo. Dizemos que F' é um corpo primo se F' nao contiver

subcorpos proprios.

Proposicao 3.1.13. Seja F' um corpo finito de caracteristica p. Todo subcorpo nao-trivial

K de F possui também caracteristica p.

Demonstragcdo. Sejam
Zp ={reN\{0};r-a=0Va € F}

Zx ={seN\{0};s-b=0Vb e K}
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Temos que:
meZp=m-a=0,Ya€F
=m-b=0,Ybe K(K CF)
=m € Lk
= I C Zg
= min(Zp) > min(Zk)
= char(Zp) > char(Zy)
=p>p
Mas p-b=0, Vb € K e por isso p'[p.
Como K é nao-trivial e tem caracteristica prima (pois é corpo finito), segue que
char(K) = p. [

Proposigao 3.1.14. Todo corpo F' com char(F') = p contém uma cépia de F,

Demonstracao.
Considere o homomorfismo
p:F, = F
t—ilp, i€ [p]
Este homomorfismo é injetivo. Sejam 7, j € [p),

i#7=>i#j= (i-j) lr #Or.
——

0<|i—jl<p
Desta forma, ¢ ¢ isometria entre F,, e ¢(F,), donde F' contém uma cépia de F,. W

Proposi¢ao 3.1.15. O (tnico) subcorpo primo de um corpo F' de caracteristica p, onde

p ¢ um numero primo, é isomorfo a [F).

Demonstragio. Seja K um subcorpo primo de F'. Pelas Proposigao 3.1.13, char(K) =p e
pela Proposicao 3.1.14, K contém uma coépia de F,. Portanto, K ¢, ele mesmo, uma cépia
de [, e, pelo coroldrio 53.1.10, este é o inico subcorpo primo possivel para qualquer corpo

finito F' com caracteristica p. |

Corolério 3.1.16. F,, ¢ um corpo primo, se p € N\{0} for primo.

Demonstracao.

De fato, seja F' C F,, F' # {0}. Pelo resultado anterior, char(F) = p = #F,,
levando a F' = F,,. Logo, se [F,, contém um subcorpo diferente de {0}, este subcorpo é ele

mesmo. [ |
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Proposicao 3.1.17. Sejam I um corpo finito com caracteristica p e ¢ = p™, n € N. Se
a,b e F, entao (a+b)? = a? + b

Demonstracao. Temos que

(a+0b)? Z( ) afprk

Como p é primo e k /|p para todo k # +1,4p, segue que p‘ (Z) para todo
k # +1,+p, donde

(i) a" PP =p . (m-d"PF) = 0VEk # 1, 4p
= (a +b)? = a? + V*, p primo

Sejam, entdo, n € N e ¢ = p™.

(a+0b)? = b)?"
(a+b)PJP"

(a+
[
= (@ + )"
=
= (a”

n—2

(a) ()p))p
a” )

=a?+b?

3.2 CARACTERIZACAO DOS CORPOS FINITOS

Proposicao 3.2.1. Sejam F e K corpos finitos com K C F, #K = q € N. Entao,
#F =q™, onde m = [F : KJ.

Demonstragio. Se F ¢é extensao de K de grau m, entao existem aq,...,a,, € F tais que

F' é um espago vetorial sobre K com base B = {a;}I",

Por este motivo, para todo x € F', existem unicos kq, ..., k,, tais que

r= Zk‘jaj, onde k; € K

=0

= #F = ﬁ#[(
j=1

= #F = (#K)"

= #F =q"
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Teorema 3.2.2. Sejam F' um corpo finito e p a sua caracteristica. Entao, F tem p”

elementos para algum n € N\{0}.

Demonstragio. Sabemos que F' contém um unico subcorpo primo £}, isomorfo a [F, com p
elementos. Entdo, sendo n = [F' : F}], pelo tltimo resultado, #F = (#F,)" = p". |

Proposi¢ao 3.2.3. Seja F' um corpo finito de cardinalidade q. Entao a? = aVa € F.

Demonstragio. G = (F\{0},-) é um grupo (abeliano) de cardinalidade ¢ — 1. Entao

a?=a"'a=1-a=a Paraa=0,a=0"=0=aVn € N. [ |

Defini¢ao 3.2.4. Sejam K um corpo e f(z) € K|z]. Dizemos que f(z) é fatordvel, ou
que se fatora, em K[z] se f(z) pode ser escrito como o produto de polinémios de grau 1

como abaixo com ¢, oy, ..., a, € K, n o grau de f(z).

flx)=c-(z—aq)...(x — ay)

Definicao 3.2.5. Sejam K e F' corpos com F' extensao de K. Entao F' é um corpo de
decomposicao para o polindomio f(z) € Klz] se f(z) se fatora em F' e todo corpo em que

f(z) seja fatordvel contém F.

Proposicao 3.2.6. Sejam K um corpo finito e F' uma extensao finita de cardinalidade q.

Entéo o polindmio 27 — z € K|z| é fatoravel em F[z]| na forma

29—z = [](z—a) € Flz

a€F

Demonstracao. O polindbmio x? — x possui no maximo ¢ raizes, mas a? = a, para todos os

q elementos a € F. Portanto, a? —a =0 Va € F. Assim,

2! —x = H(x—a)

aeF

Proposicao 3.2.7. Sejam K um corpo de cardinalidade ¢ e f(z) € K[x] de grau d.

Seja também o corpo F' = K[z]/(f(z)), cujos elementos sao dados por g(z), classes de
equivaléncia de polinémios g(z) € K|[z] sob o quociente (f(z)). Entdo ocorrem as seguintes

propriedades:

a) {1,7,...,747 1} é base de I sobre K.
b) 72" =T em F.
¢) f(2)|(z*" ) em K[z].

d) Os elementos 1, 7z ... 7" de F sdo distintos e sio raizes de f(z).
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Demonstracao.
a) De imediato, T, 22 = 72, ..., 271 = 79! sdo LI sobre K.
Como dimy (K[x]/(f(z))) =d, {1,7, ..., 1} é base de F sobre K.
b) Da Proposicio 3.2.3, 7¢' = (z)#K)" = (z)#F =1
¢) Por (b) T é raiz de 24" — z. Como f(T) = f(x) = 0, segue que f(z) divide 27" — z.

d) Considere o polinémio g(y) fatoravel em F' como segue,

1

).

9y) = -2y —7") ... (y— 7"

Do item (b),

a’ =a, Ya € K/{f(z))
Assim,

gy = (' —T)(y? —T9) ... (y —7)
= -7 -7 (y -7

Pela proposicao 3.1.17:

Dai,

Sejam by, by, ...bg € K

d
9ly) =D by, ba=1
i=0
entao, pela generalizacao da proposicao 3.1.17:

g(y)q = (Z biyi)q = Z(biyi)q _ Zb;]yiq

i

Mas como g(y)? = g(y?),

Z bgyiq = Z biyiq
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Usando a identidade polinomial,

= T éraiz de f em F.

1

)

9@ =T -7 (T -79... (T-7"

= T éraiz de g em F.

Como f é irredutivel em K[z] e f(x) e g(x) possuem raizes comuns em F', entdo
f(m)‘g(x) Mas os graus de f(z) e g
portanto f = g.

(x) sdo iguais e ambos os polinémios sdo moénicos,

Pela proposicao 3.2.6, z7° — z nio possui raizes multiplas. Como f = g[(a:qd — ),

~ . m ~ , . . ,
entao 77, m=0,1,...,d — 1, sdo todas raizes distintas, por serem raizes de f.

Segue da Proposicao 3.2.7:

Corolario 3.2.8. Sejam o corpo K de cardinalidade ¢ e o polindémio f(x) € K|[z] irredu-
tivel de grau 6(f) = d. Entdo d = min{j € N;z¢ =T} em que T € K[z]/(f(x)).

Proposicao 3.2.9. Sejam m,n € N\{0}. Entao, (z™ —1)|(z" — 1) <= m/|n.

Demonstracao. De fato, pelo algoritmo da divisao,

" —1= (l,m _ 1)(xn—m + xn—2m 4+ xn—km) + (xn—km o 1),
onde n — km é o resto da divisdo de n por m. Portanto, 2" *™ —1 = 0 se e somente
se n — km = 0, isto é, se e somente se n ¢é divisivel por m. [ |

Lema 3.2.10. Sejam K um corpo e m,n € N\{0}. Temos que
mde(z™ — 1, 2" — 1) = gmdetmn) _ 1

Demonstragio. Pela observagao anterior, caso m|n, mde(z™ — 1,2" — 1) = 2™ — 1 e

m = mdc(m,n).

Caso m fn, podemos encontrar r, = mdc(m,n) pelo algoritmo de Euclides:
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n=m--q +nr

m=7ry-qx+ 1o

Th—1 =Tk qk + Tk

com 141 = 0.

Apliquemos o algoritmo também para os polinémios, encontraremos os mesmos r;:

1= (- DQu(e) + (@ — 1)
" —1= (2™ —1)Qa(x) + (2" — 1)

gt — 1= (2" = 1)Qpp1 + (2™ — 1) = 2" Qg4

Assim, mdc(z™ — 1, 2™ — 1) = gmdetnm) _ 1, -

Corolario 3.2.11. Sejam K um corpo e n,m,q € N\{0}. Entao

mdc(n,m)

mde(z?” — z, 29 —x) = 27 —x

Demonstracao.

mde(x? — 2,29 —2) =2 -mde(z? "t = 1,277 = 1)

_ x<xmdc(q”71,qul) o 1)

mde(n,m) _
x(z? 1)
mdc(n,m)

xd

Lema 3.2.12. Sejam n,m,q € N\{0}. Entao

(29" — x)‘(mqn —x) <= mln
Demonstragao.
(27" — :c)‘(:z:qn —12) = (29" — 1) =mde(z?" — 1,27 — 1)
= (27" —2) = 20" g
> ¢" =mdec(q",q")
< m = mdc(m,n)
< mn
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Teorema 3.2.13. Sejam K um corpo finito de cardinalidade ¢ e n € N\{0}. Seja G4(z)
é o produto de todos os polindmios monicos irredutiveis de grau d em K[z|. Em K|z| vale

a seguinte igualdade:

19" — 2 =[] Galx)

din
A demonstragdo pode ser encontrada em [3].

Definigao 3.2.14. Seja K um corpo finito. Definimos /(n) como o nimero de polindmios

monicos irredutiveis em K[z] de grau n.

Corolario 3.2.15. Seja K um corpo de cardinalidade ¢q. Entao

¢" =>_dI(d)

din

Demonstragdo. De 3.2.13, ¢" = Xy, 6(Ga(x)).

Gatw)= I 9”@

i I(d) . I(d)
= 0(Galw)) = 3 061" (x)) = >_(d) = dI(d)

1(d)
Sogt =) dI(d)
i=1
|
Teorema 3.2.16. Seja K um corpo de cardinalidade ¢q. Entao para todo natural ndao nulo
n € N\{0}, existe f irredutivel tal que o grau de f(x) é n.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3].

Teorema 3.2.17 (Existéncia e unicidade de corpos finitos). Para todo p primo e todo
inteiro positivo n, existe um corpo finito com p™ elementos. Além disso, todo corpo finito

com ¢ = p" elementos ¢ isomorfo ao corpo de decomposicao do polinémio 29 — z sobre [F,.

Demonstragio. Sejam h(z) = 2?—x € F,[z] e F' um corpo de decomposicao de h(x) sobre
F,. Temos que toda raiz de h estd em F'. Primeiramente, vejamos que h nao possui raizes

multiplas. De fato:

dh
T(a)=ga" —1=0-1=-17#0 (3.1)
T N——

q=p"

Defina o conjunto S := {a € F;a?—a = 0}. Pelo Teorema Fundamental da Algebra
e pela equagao (3.1), temos #S = q.

Ainda, S é subcorpo de F':
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a) Temos
09—-0=0=0€eS
b) Sejam a,b € S,
(a—0)1—(a—b)=a?—b!—a+b
= (a¥ )~ (4" )
=0—-0=0
=a—-bes
c) Sejam a,be S, b#0,

(ab™M)? — (ab™) = a% 9 —ab™?

— a()!
=ab ' —ab'=0
=abtes

Desta forma, S = F', F um corpo finito de ¢ = p™ elementos.

Como j4 foi visto, existe F” subcorpo de F isomorfo a F,. Portanto, todo F' pode ser
visto como uma extensao de F,. Logo, dois corpos finitos Fy, F; tais que #F) = #F, = p"

sao isomorfos. [ |

Definicao 3.2.18. Um elemento a de um corpo F, é chamado primitivo se
F\{0} = {a"}7. 5.

3.3 EXTENSOES DE CORPOS FINITOS

Proposicao 3.3.1. Seja p um primo. Um corpo F' de cardinalidade p™ contém outro, K,
de cardinalidade p™ se, e somente se m|n. Nesse caso, existe um tinico subcorpo com esta

propriedade e seus elementos sdo as raizes em F' do polindmio 2" — x.
Demonstracio. Sejam F, F' corpos tais que #F = p", #F' = p™ e F' C F. Dali,
F=Zp(aP —z)e F' = Zp(2P" — 2), definindo Zp(f) = {a € F; f(a) = 0}.
FICF < beFVbeF'
= (:Epn — x)(b) =0,Vb € F; (:Epm - :p)(b) =0
— (2" - 2)|(a?" —2)

< m|n
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Corolario 3.3.2. Sejam p,q,n,m € N\{0} com p primo e ¢ uma poténcia inteira de p.
O corpo F,» contém um subcorpo isomorfo a F,m se, e somente se, m|n. Neste caso, tal

7 . ~ ’ m
subcorpo ¢ tnico e seus elementos sao raizes de 7 — z em Fym.

Demonstracao.

Fpo = Fpn = #Fgn = phn

p

Fyn = Fpim = #Fym = phm

pm

Ambos os corpos sao extensoes de IF,,, portanto

Fpm <Fpn <= kmlkn <= m|n

Proposicao 3.3.3. Sejam F' um corpo finito, K um subcorpo de F e § € F.

a) Se m = 5(@'7“7"(6,}()), entdao 1,3,...,5™ ! é uma base de K(f) sobre K. Em
particular, [K(8) : K] =m.

b) Se K possui g elementos, entdo 37" = 3 e B =+ B parai,j=0,1,....m—1,i # 7.
c) Existe a € F tal que F' = K(a).

Demonstracao.

a) Temos:

m—1
(B, K)=m= > ci* # desde que ¢; # 0 paa algum k.
k=0

= {p"k=0,1,...,m — 1} é base de K(B).
#{B5k=01,....m—1}=[K(B): K]=m

b) Esta demonstracao estd inteiramente baseada nos itens b) e ¢) da Proposi¢io 3.2.7:

K(B) == Klz|/{f(z)), com f(x)=1irr(f, K) e com isomorfismo ¢ : K|z]/{f(z)) —
K(B): » »
w( Z ak@)k) = Z a3

Este isomorfismo esta bem definido, uma vez que ambos sdo espacos vetoriais de

mesma dimensao sobre o mesmo corpo e

TR ke — gtk Q/}fl(ﬁkﬁrkz) _ d}q(ﬁkl) 'wq(ﬁb)
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Assim, da Proposicio 3.2.7.b),

Tim =7
= y(7") = ¢(@)
5" = p

Além disso, da Proposi¢ao 3.2.7.d), para 0 <i < j <m

7 #£37 = p(z?) £ ¢(27)
= 7 # B7

Mais,

f@)=@-2)(z-79 ... (=2 )
= (@) =¢(@-T)(@ -7 (z-7"))
=(@—B)a—pY...(x—p"")

¢) Seja a um elemento primitivo de F. Como Vb € F existe k tal que of = 3, entdo
K(a)=F,VK < F.

3.4 RAIZES DA UNIDADE

Definicao 3.4.1. Seja « € F, F corpo, raiz de 2" —1. Dizemos que o é uma raiz n-ésima da unidade.

Proposigao 3.4.2. Sejam F' um corpo de cardinalidade ¢ e n € N\{0} tal que n|(q — 1).

Entao existe um elemento v € F' tal que

1= (e~ =)= (="

onde 1,7, ...,7" ! sdo elementos distintos entre si.

Demonstragio. Seja o um elemento primitivo de F e v = o™, m = L. Entdo 4" =

afraca—inn — qa=1 — 1. Ou seja, v ¢ raiz de 2 — 1.
Tome agora +/, 7", 0 < i< j <n.
(V)" =" =1 =10k e
Y= =T -,

Sejay' # 0,
’yj_i 1= Oém(]_z) _ afracq—ln(j—i)
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ComoO<q;—1(j—i)<q—1,
V=o' 07 e F\{1,0}
=TT 140
=7 =) =9 -7 #0
=7 =7,0<i<j<n

— a=1 , C .
Ly A" com v =« =, sdo raizes distintas de 2™ — 1.

Corolario 3.4.3. Seja K um corpo de cardinalidade ¢ e n um ntimero positivo tal que
mdc(q,n) = 1. Entao existem uma extensao F' O K e uma elemento v € F' tais que

" —1l=@-D@—-7)...(z—9""

com 1,7,...,7v" ! dois a dois distintos.

Demonstracao.
K=Z@z"-1),n>1

mde(qg,n) =1 = mde(z? —1,2" — 1) =2 — 1
= z"" — 1 possui raizes fora de K.

= dF D K; Z(z" — 1) C F, #F = q™ para algum m € N\{0}.

Escolha m; n’(qm —1).

Isto ocorre porque mde(q,n) = 1, entdao g € Z,, é inversivel.

n—1

Desta forma, através da proposicao anterior, 3y € F; 1,v,...,7 sao raizes

distintas de 2™ — 1.

Observagao 3.4.4. Se m for o menor inteiro para o qual ¢ = 1(modn), entao Fym é o

menor corpo em que z" — 1 se fatora.

Definicao 3.4.5. Sejam F,» o menor corpo onde 2" — 1 se fatora. Chamamos tal corpo

de corpo de raizes de " — 1.

Observagao 3.4.6. Se n e p = char(K) sao primos entre si, podemos escrever n = n/p",
para os quais mdc(n,p) = 1. Assim, 2" — 1 = (2" — 1)?", de forma que o é uma raiz

n-ésima da unidade se, e somente se, o pe uma raiz n'-ésima da unidade.

Definicao 3.4.7. Uma raiz n-ésima da unidade que nao é raiz m-ésima da unidade para

nenhum m < n serd chamada de raiz n-ésima primiticva da unidadde.
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4 CODIGOS

Neste capitulo serdo apresentados os fundamentos matematicos para a utilizacao

de cédigos, em especial os codigos lineares, tendo como base [4].
4.1 METRICA DE HAMMING

Definigao 4.1.1. Um alfabeto A é um conjunto com um ntmero finito de elementos.

Definigao 4.1.2. Um cddigo corretor de erros é um subconjunto préprio de A", para

algum numero natural n.

Definicao 4.1.3. Dados dois elementos u e v em A", definimos a distancia de Hamming

entre eles como
d(u,v) = ##{i; u; # v, i € [n]}

Proposigao 4.1.4. A distancia de Hamming é uma métrica

Demonstracao.

! d(u,v) € N\{0}, Yu,v € A" = d(u,v) >0, Yu,v € A"
ii)
d(u,v) = #{i; u; # vi, i € [n]}

= #{i; vi # w;, i € [n]}

= d(v,u)
iii) Defina S-

S A" x A" — P([n])
(u,v) = {i; u; #vi, 1 € [n]}
de modo que d(u,v) = #S(u,v).

Dai, sejam u,v,w € A".

i € S(u,v) = u; # v; = u; # w; ou v; # w;
=i € S(u,w) oui € S(v,w)
= S(u,v) C S(u,w)US(v,w)
= #S5(u,v) < #(S(u,w) U S(v,w)) < #S(u, w) + #S (v, w)
cod(uyv) < d(u,w) + d(v,w), Yu,v,w e A"
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Definigao 4.1.5. SEjam a € A" e r € [n]. Chamamos de disco e esfera, respectivamente,

os conjuntos D(a,r) e S(a,r):

D(a,r) ={ue A"; d(a,u) <r}
S(a,r) ={ue A"; d(a,u) =r}
Lema 4.1.6. Para todo a € A e para todo r € [n], temos que
#0(r) =3 (1) a1y

Demonstragio. B imediato que i é a unido disjunta D(a,r) = U_, S(a, 7). Dai,
#D(a,r) = 3 #5(a,i)
=0

Em partes, consideremos o niimero de coordenadas distintas entre b € S(a,i) e
a. Ha (7) possiveis conjuntos de n-uplas com i coordenadas distintas entre a e b. Note
que este nao é o numero total de elementos com 7 coordenadas distintas em relagao a
a. Fixando as coordenadas by, by, ..., b;, diferentes de a;,,ay,, ..., a;,, respectivamente, e

bj = aj, Vj # 1, t ¢ [i], temos a possibilidade de ¢ — 1 elementos para cada ay,.
Desta forma,

(i) = (7)1

?

#D(a,r) =Y (") (g—1)

i—0 \!

Definicao 4.1.7. Definimos a distancia minima de C', c6digo, como

d = min{d(u,v); u,v € C, u # v}

e também k, a capacidade de correcao de C', nimero maximo de erros que C' pode

=t d—1
e 2

corrigir.

em que int(x) é a parte inteira de .

Definigao 4.1.8. Dizemos que a terna (n, M, d) sdo os parametros fundamentais de um

codigo C' de A™, se reprentarem, na ordem, o comprimento de cada palavra de C, o nimero

de elementos do cédigo e sua distancia minima.
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Definicao 4.1.9. Dizemos que C' é perfeito se

U D(c, k) = A
ceC

4.2 EQUIVALENCIA DE CODIGOS

Definicao 4.2.1. Seja n € N. Dizemos que uma aplicacao F' : A" — A" é uma isometria

de A™ se ela preserva distancias de Hamming, ou seja,
d(F(u),F(v)) =d(z,y), Yu,v € A"

Proposicao 4.2.2. Toda isometria de A™ é uma aplicacao bijetora.

Demonstracao.
Sejam z,y € A", F': A" — A" isometria. Suponha F(z) = F(y).
0= d(F(x),F(y)) =d(z,y) = x =y = F ¢éinjecio
Como F' é uma injecao de um conjunto finito sobre si mesmo, F' é uma bijecao. |

Proposicao 4.2.3. Sejam F, G isometrias de A" e Id : A” — A™ a aplicagdo identidade.

Entao:

a) Id é uma isometria de A™
b) F~! ¢ uma isometria de A"

c) F oG é uma isometria de A"

Demonstragao.

a) d(z,y) = d((Id(x), Id(y))
b) Para todo a,b € A", existem z,y € A" tais que a = F(z), b = F(y). Entao,

d(a,b) = d(F(z), F(y))
= d(z,y)

= d<F1 (F(x)), P~ (F@)))
= d(F(a), (b))
¢) Sejam z,y € A", F, G isometrias de A",
d(w,y) = d(F(x), F(y)) = d(G(F()), G(F(y)))

cod(z,y) = d(G o F(z),G o F(y)), Yo,y € A"
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Definigao 4.2.4. Dados C' e (' codigos de A™ dizemos que eles sdo equivalentes se houver
F: A" — A" isometria tal que F(C) = C".

Proposicao 4.2.5. A equivaléncia de codigos é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao.

a) A aplicagao identidade Id : A — A" é uma isometria. Como Id(C) = C, podemos

afirmar que C é equivalente a si mesmo.

b) Sejam C' e C’ cddigos tais que C' é equivalente a C’. Entao existe uma isometria 7'
de A" tal que T(C) = C". Aplicando T, T7'T(C) = T~1(C), logo T~1(C") = C.
Sendo 77! também uma isometria, podemos afirmar que C’ é equivalante a C.

¢) Sejam C,C", C" codigos de A™ tais que C' é equivalente a C’ e C” é equivalente a C”
sob as isometrias 7" e S de A", respectivamente: T'(C) = C" e S(C’) = C”. Entao
C" = S(T(C)) = SoT(C). Como a composigao de isometrias é uma isometria,

podemos afirmar que C' é equivalente a C”.

Proposicao 4.2.6. Dois cédigos equivalentes possuem os mesmos parametros.

Demonstragao. De fato, se dois cédigos C' e C” estao contidos em A™, seus comprimentos
sdo, necessariamente, n. Se estes codigos forem equivalentes, existe uma isometria (bijegao)
de A™ que leva um ao outro e, por serem finitos, devem possuir a mesma cardinalidade M.

Por fim, como existe uma isometria, a distdncia minima d é expressa por

d = min{d(z,y); v,y € C}
= min{d(Tz,Ty); x,y € C}
= min{(a,b); a,b € C'}

Definigao 4.2.7. Sejam 7w uma permutacao de [n] e f uma aplicacao de A e u € A",

u = (uq,...,u,). Definamos as aplicagoes T, e T" ; de A™ abaixo:
Tr(u) = (Un(1y - - Un(n)

TJ‘Z(U,) = (ul, ceey Ui, f(Uj),UjJrl, c. 7’U,n)

Teorema 4.2.8. Seja T : A" — A™ uma isometria. Entao existem uma permutagio 7 de
[n] e bijegdes fi, i € [n], de A" tais que T'=T, 0T} 0T} o... T}



Demonstragio. Sejam T uma isometria de A", a,z € A, ¢; = (2,...,2, a ,z,...,z) e

o=1(z,...,2),com T(0) = (21,...,2,).

rn

d<T6i7T0> = d(eiJO) =1= Tej = (Zia 2 (i)fla\b/_,? Z;r(i)Jrl? Sy R )

iy
7 (1)
Para e; andlogo a e;:

d(Tej, To) =d(ej,0) =1=Te; = (z1,.. .,z;(j)_l,\b,’_/, Zr(i)1r 2 Zn)

~(4)

Num primeiro momento queremos mostrar que 7 ¢ uma permutagao sobre [n].
A seguir iremos mosrtrar que f; e f; sao bijecoes aplicadas sobre as coordenadas 7 e j,

respectivamente.
Para o primeiro caso, tomemos e;, e;, T'e; e T'e; com @ # j:
d(Te;, Te;) = d(e;,ej) =2
= m(i) # m(j), Vi #J

= 7 é uma permutagao.

Para a segunda parte, sejam «, 3 € A, a # [ e considere ae; como a palavra e;

apresentada, trocando o elemento a por a:
d(T(ae;), T(Be;)) = 1

Entao, tratando a 7(i)-ésima coordenada de T'(ae;) como uma fungao f; da i-ésima
coordenada da palavra de entrada, f;(a) # fi(5), se a # 5. Logo f; é injegao de A sobre

si mesmo e, entao, f; ¢ uma bijecao.

Basicamente, o que fizemos até agora foi mostrar que T’ =T,0T }w com

{ze;; z€A}
fi bijecdo. Isso é importante, pois deixa claro que a coordenada (i) de T'(u) é funcao

exclusiva de u;.

Desta forma,

T<u) = (fﬂ(l)(uw(l))7 cee f?T(’Vl) (uw(n)>> (4.1)

T =TroT} oTfo...0T}
u

Corolario 4.2.9. Sejam C e C’ dois cddigos de A™. Temos que C' e C’ sdo equivalentes

se, e somente, existem uma permutagdo m de [n] e bijegoes f;, i € [n] de A tais que

¢ = {(fﬂ(1)<uﬂ'(1))7 s ?fﬁ(ﬂ)(uﬁ(n)))7 (uh ce 7un) € C}
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Demonstracio. Se C' e C' sao equivalentes, existem uma isometria 1" entre estes codigos.
Do teorema anterior, na equagao (4.1), existe uma expressao dessa isometria componente

a componente como proposto no enunciado com as bijecoes f;. ]

Proposigao 4.2.10. Dois cédigos de comprimento n sobre um alfabeto A sao equivalentes
se, e somente se, um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes

dos tipos:

a) Substituicao das letras numa dada posigao fixa em todas as palavras do cédigo por

meio de uma bijecao de A.

b) Permutagao das posi¢oes das letras em todas as palavras do c6digo, mediante uma

permutagao fixa de [n].

Demonstragao. Estes passos estao implicitos no Teorema 4.2.8 e no Coroldrio 4.2.9: as
bijecoes f; sao o primeiro passo: cada isometria T} substitui uma posigao fixa em todas
as palavras por meio da prépria bijecao f;. Por fim, se faz a permutacao das posigoes por
meio de 1. [ |

4.3 CODIGOS LINEARES

Definicao 4.3.1. Um cédigo C' C K", K corpo, sera chamado de coédigo linear se for um

subespaco vetorial de K™.

Por se tratar de um espago vetorial, podemos descrever um cddigo C' por sua base

B ={ai,as,...,a;}, resultando em dimyC = k.

Desta forma,

C={av; + s + ... + aqup; oy € K, v, € B,Vi=1,2,..., k}

k
donde #C = [[ #K = #KP", isto é, #C = (#K)¥mxC,

=0

Definicao 4.3.2. Seja u € K". Definimos o suporte de u como

supp(u) = {i; u; # 0}

Definig¢ao 4.3.3. Seja u € K". Definimos o peso (de Hamming) de u como w(u):

w(u) = Fsupp(u) = #{i;u; # 0}

Dependendo do contexto também podemos utilizar wy para enfatizar que se trata

do peso de Hamming.
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Proposicao 4.3.4. w(u) = d(u,0),Vu € K"

Demonstragao.

w(u) =#{i;u; # 0}
:#{i; u; — 0 # 0}

Definigao 4.3.5. Seja C' um subconjunto de K. Defina o suporte de C' como

supp(C) = | supp(u)
ueC

Definicao 4.3.6. O peso de Hamming de um cédigo linear C' é

w(C) := min{w(u);u € C\{0}}
Proposigao 4.3.7. Seja C' C K™ um cbédigo linear com distancia minima d. Temos que
a) Para quaisquer z,y € K™, temos d(x,y) = w(z — y)
b) d =w(C)

Demonstracao.

a) Sejam z,y € K", temos:

= #{i;xi — i F 0}
= w(r —y)

b) Sejam z,y € C tais que w(x —y) = d(z,y) = d.

Assim, existe z = x —y € C, pois C' é linear. Logo, existe zinC' tal que

w(z) =d (4.2)

Seja s € C' tal que w(s) = w(C). Entao:

w(s) = min{w(u);u € C} = min{d(u,0);u e C} > d

De (4.2), segue que w(s) < d, donde w(C') = d.
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Definicao 4.3.8. Seja K = F, um corpo finito. Dois cédigos lineares C' e C” sdo

ditos linearmente equivalentes se houver uma isometria linear T" de K™ em K", tal que

T(C) = T(C").

Proposigao 4.3.9. Dois codigos lineares C' e C' sdo linearmente equivalentes se, e somente

se, C pode ser obtido de C’, e C" a partir de C', via operacoes descritas abaixo:

a) Multiplicagao dos elementos numa dada posi¢do fixa por um escalar ndo nulo em

todas as palavras.

b) Permutagdo das posigoes de todas as palavras do cogido, mediante uma permutagao
fixa de [n].

Demonstracio. Anéloga a Proposicao 4.2.10. [ |
4.4 MATRIZ GERADORA DE UM CODIGO

Definig¢ao 4.4.1. Definimos como pardmetros de um cédigo linear C' a terna (n, k, d), em

que k ¢ a dimensao de C sobre F,, d ¢ a distancia minima de C' e n é o comprimento de

um vetor em C.

Definicao 4.4.2. Seja C' um cddigo linear de sobre Fy de dimensao k. Dizemos que C' é

um codigo [n, k],.

Definigao 4.4.3. Sejam C' C Fg um cédigo linear e B = {v® ... v®} uma base ordenada

de C'. A matriz G construida abaixo é chamada de matriz geradora de C' associada a base B

vgl) ce. vgk)
(1) (k)
v ...
G=p0. o®) =" 2 (4.3)
o k)

Definigao 4.4.4. Dizemos que uma matriz geradora G' de um codigo €' C Fy de dimensao

k estd na forma padrao se G = [ Ak] , sendo Id; a matriz identidade k por k e A é uma

matriz de ordem (n — k) por k.

Observacao 4.4.5. A notagdo matricial adotada neste texto é a de que os vetores sao
Uy
colunas. Entdo o vetor u = (uy,...,u,) € Fg tem representacao matricial u =

Unp,
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Como é possivel observar, a matriz geradora de um cédigo linear é a matriz geradora
de um subespago vetorial. Dessa forma ¢é possivel construir o isomorfismo ¢¢ : Flé —C a

seguir.

Definicao 4.4.6. Seja C' um c6digo linear em [y com dimensao k. Definimos o isomorfismo

gerador de C' associada a matriz geradora G como ¢ : IFI(; — C em que:

dc(u) =G -u

Como C' é um subespaco vetorial e GG sua matriz geradora, segue ¢ é uma isometria

com ¢g(e;) = v, sendo {e;}f; a base canonica de F¥.
45 CODIGOS DUAIS

Definigao 4.5.1. Sejam u = (uy, ..., u,) € v = (v1,...,v,) elementos de F. Definimos o

produto interno de u e v como sendo

n
(u,v) = Zuivi,
i=0
com as propriedades usuais de produto interno (exceto (u,u) > 0).

Definicao 4.5.2. Sejam C' um cédigo linear. Definimos o seu cédigo dual como
Ct={ueF}; (u,v) =0, Vue C}.
Lema 4.5.3. Seja C C F; um c6digo linear com matriz geradora G. Entao
a) O é um subespaco vetorial de Fy;
b) ue Ct — uI'G=0.

Demonstracao.

a) Note que (0,v) = 0 para todo elemento v de F}. Entao C* nunca é vazio.
Sejam u,u’' € Ctea €F,eveC.
{ou+ ', v) = afu,v) + (W, 0) =a-0+0 = au+u € C*
b) Seja u € F. A i-ésima coordenada do produto uT'G ¢é dada por

Este resultado é nulo para todo i se, e somente se, u € Ct.
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Proposigao 4.5.4. Sejam C' € Fj um c6digo linear de dimensao k e matriz geradora na

Idy,

forma padrao G = . Entao,

a) dim(CY) =n—k

n—

AT

b) H = Iy é uma matriz geradora de C*.
n—k

Demonstragio.  a) Seja u = [uy, us, ..., u,]’ € Fg. Como vimos, u € Ot «—= J'G =

01%. Desta forma,

u € Ct = [Ul,...,uk,uk—kla-'-aun} ]jk
= [ul,...,uk} Idy, + {ukﬁ-la-"aun}A (4.4)

<~ [ub...uk} = [U,k+1,...,un} (—A)

Note que para quaisquer valores de w1, ..., u, existem valores tinicos de uy, ..., uy
assegurando a consisténcia da equagao (4.4). Por isso, podemos concluir que ha
exatamente ¢" % escolhas atendendo a u € C*, ou seja, #C*+ = ¢"*. Como C+ ¢é

espago vetorial sobre Fg, temos

#O* = ()"

n— im(C+
q k:qd (C+)

= dim(C*+) =n—k

b) J& que que dim(C*) = n — k e sabendo que as colunas da matriz H proposta sao LI

(por conta de Idy), entdo basta mostrar que todas as suas colunas sdo ortogonais as
de G.

Seja h] = v" =[—a;1... —aj,0... ..0]. Tome o produto interno da j-ésima

1 .
~—~
) J
coluna de H com a i¢-ésima coluna de G:

(hj, g:) = (a;;) -1+ 1-(—a;;) =0

Portanto H é a matriz geradora de C+.
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Lema 4.5.5. Seja C' um c6digo linear em F}'. Para toda permutacdo o de [n], todo

A € F, e todo j € [n] temos que

a) T,(C)" = T,(C™)
b) T{(C)* =TJ_,(C*), onde
Ti ((Ul, ey Uj—1,Ujy Ujq1y e v - ,Un)) = ((ul, ceey Ui, )\Uj, Ujyiye-- ,Un)>
Demonstracao.

a) Sejam 2’ = T,(z),z € C+ e d =T,(c), c€ C.

Entao, lembrando que toda permutagao é uma bijecao,

=D To1(i)Co1)
=0

n
=D xic
=0

=0
=2 € T,(C)*
= T,(C*) C T,(C)*

Tome agora y € T,(C)*. Para ¢ =T,(c), c € C:
0= <y7 Cl)

= Z YiCo—1(:)
1=0

= Z Yo=1(i)Co=1(3)
1=0

= Z yg‘lcjv y=T,(y")
j=0

=y e C*t
=>y€T(Cl)
= T,(C)- CT(CH)

Portanto, T,(C)* = T(C*+)

b) Sejam x € C*, 2’ =T}, (x), ¢ = T{(c), c € C.
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@,y = > @i+ AgA
i€[n\{7}

= Z Z;C;

i€[n]
=0
= 2/ € TY(O)F = T, (C+) C Th(O)*

Sejam agora y € TJ(C)*, ¢ = T (c), c€ C.

0= <y7 cl>
= (y, ()

= > wici +y(A)
ie[n)\{7}

= Z Y;C; + ()\yj)Cj
ie[n]\{j}

= >yt yjcj, em que Tf,l(y") =Y
i€[n]\{j}

n
1
= Z Y; Ci
i=0

= <Cv y”>
= 3J9y" € CL;T/{,l(y") =y
= T(C)" € T{_. (CH)

Portanto, 7% (C)* = T{_,(C*)

Teorema 4.5.6. Sejam C e D dois codigos lineares em Fy. Se C' e D sao linearmente

equivalentes, entdo C e D+ sdo linearmente equivalentes.

Demonstragao. Seja T =T} o Tcl1 o...oT? uma isometria que leva C'a D. Entao,
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D+ =T(C)*
=TroT)  o...0T"(C)
=T (T} o...0T2(C))
= T (T (T2 0. 0 T2 (C)))

Cn

1

=TyoT 0. .. oT' (T2 (C)Y)
1 Cn-1 n

=T,0T 10...0T"(C")

. Dt e C* s@o equivalentes.

Lema 4.5.7. Seja C' um co6digo linear de dimensao k em Fy com matriz geradora G.
Uma matriz H de ordem n x (n — k) com coeficientes em F; e com colunas linearmente

independentes ¢ uma matriz geradora de C* se, e somente se, H'G = 0.

Demonstragio. De fato, para H ser uma matriz geradora de C*, todas as suas colunas

devem ser ortogonais a C, levando a HT'G = 0.

Reciprocamente, se uma matriz apresenta n — k colunas LI e ortogonais a uma
matriz geradora C),y, temos que estas colunas formam um subcddigo ortogonal a C,
portanto, subcodigo de C+. Como vimos, dim(Ct) = n — dim(C) = n — k que é a
dimensao do subcodigo gerado pelas colunas de H. Portanto, H é uma matriz geradora
de C*. |

i
Corolario 4.5.8. Seja C' um codigo linear. Entao (CL) =C.

Demonstragio. Sejam G e H matrizes geradoras de C' e C*, respectivamente. Sob as

perspectiva de C*, um candidato a cédigo dual deve ter matriz geradora L tal que
LTH = Ok (n—k)- Assim,

G'H = (H'G)"
= (Opn—ryxk)”
= Opx(n—k)
S 0= (ChHt

Proposicio 4.5.9. Sejam C um cédigo linear e H uma matriz geradora de C*.

velC < H'vw=0
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Demonstracio. De fato, tome v € C. Como cada coluna de H é um elemento de C*,
(v, h;) = 0, para toda coluna h; de H. Disso, resulta que H?v = 0. Em contrapartida, se
HTv =0, entdo v € (C*)* implica em v € C. |

Definicdo 4.5.10. Seja C' um cédigo linear. A matriz geradora H de C* é chamada de
matriz teste de paridade de C.

Definigao 4.5.11. Dados um codigo linear C' com matriz de teste de paridade H, seja

um elemento v de C. Definimos a sindrome de v como o resultado da operacao H7v.

Proposicao 4.5.12. Seja H uma matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o
peso de C' é maior ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 linhas de H sao linearmente

independentes.

Demonstracao.

(=) Seja C C F um cédigo linear de peso w(C) > s, s € [n]. Suponha que H
possua s linhas linearmente dependentes A, ... h(s). Dessa forma, existem ¢;,, ..., ¢;

s

€ I, tais que
> Rl . Ci; = 01—k
j=1

Mas,

CZ‘1

Z h(z‘j)T i, = [h(n)T o h(is)T] ] =0k (4.5)

&

s

De (4.5) fica claro que, expandindo o conjunto X = {c;, }iefy);

&

HT =[BT @7 L a@T] [P =0

Cn
Comc¢; =0,sej ¢ X.
Disso resulta que ¢ € C' e w(c) < s, necessariamente. Portanto, w(C) < s.
(<) Seja c € C. Como H é a matriz teste de paridade de C,
H'e=0= S 00"¢; = 0,_y, (4.6)
i=1

Como todo conjunto de s linhas de H é linearmente independente, qualquer que
seja o elemento ¢ € C, nao existe um conjunto de coordenadas Y = {¢; }]_; de elementos
nao nulos tal que >7;_; h(il)Tcil que atenda a (4.6) com r < s. Levando a todo elemento ¢

de C' ter peso w(c) > s e, portanto, w(C') > s. |
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Teorema 4.5.13. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo linear C. Temos que
o peso de C' é igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 linhas de H sao linearmente

independentes e existem colunas de H linearmente independentes.

Demonstracao. Do resultado anterior, quaisquer linhas — 1 linhas da matriz teste de

paridade H sdo linearmente independentes se, e somente se, w(C) > s.

Por outro lado, pelo mesmo resultado, ha s linhas de H linearmente dependentes

se, e somente se, w(C) < s+ 1.

Concluimos, entao que w(C') = s se, e somente se, H possui s linhas linearmente

dependentes, mas nao s — 1 linhas linearmente dependentes. ]

Corolario 4.5.14 (Cota de Singleton). Os parametros (n, k,d) de um cédigo linear C
satisfazem a desigualdade d <n — k + 1.

Demonstracio. Como C* possui dimensdo n — k, H, uma matriz teste de paridade sua,
possui no maximo n — k linhas linearmente independentes. Por isso, pelo resultado anterior,
w(C) =d < (n—k)+1 e atinge a cota se, e somente se, quaisquer n — k linhas de H

forem linearmente independentes. |
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5 CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

Esse capitulo expoe os resultados iniciais sobre conjuntos parcialmente ordenados,
que chamaremos de posets, e conceitos da teoria de codigos corretores de erros relacionada
a eles. Os resultados e defini¢oes aqui apresentados estdo em [7] e [8], menos quando

explicitado.
5.1 DEFINICOES

Definicao 5.1.1. Uma ordem parcial é uma relacdo bindria < em X tal que valem as

seguintes propriedades, Va,b,c € X:

1. Reflexiva: a < a;
2. Anti-simétrica: a < b,b < a = a = b;
3. Transitiva: a <b,b ¢ = a =< g¢;

Exemplo 5.1.2. Sejam os conjuntos R e C. Note que as condigbes para uma ordem
parcial recaem também sobre um conjunto totalmente ordenado, como R. Isto é, todo
conjunto totalmente ordenado (em todo par de elementos esta sujeito a uma relagao de

precedéncia) é parcialmente ordenado.

Ja o conjunto dos nimeros complexos nao ¢ (totalmente) ordenado. Podemos,
entretando, definir a ordem parcial < tomando dois nimeros z = x + iy e w = u + v, com
x,y,u,v € R, como

w=xXz <= ulzrev>y

Desta forma as trés condi¢oes sdao atendidas. De fato, sejam z; = x1 + iy,

29 = X9+ iYs € 23 = 13+ 1y3 € C.

1. Reflexiva:

1 <z ey >y, V2 €C.

2. Anti-simétrica:

Se 21 X zp € 25 = 21, entao x1 < x9, Y1 > Yo, Lo < T1 € Yo > y1. Portanto x; = x5 e

y1 = Y. Logo, z1 = 2.

3. Transitiva:
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Z1 23 € 29 23

1 <x2€Y = Yo
=

To < T3€Y2 > Y3

r1 <3
=

Y1 > Y3
:>Zl‘_<23

Portanto, <¢ é parcialmente ordenado com tal ordem parcial.

Definicao 5.1.3. Seja X um conjunto dotado de tinica ordem parcial <. O par ordenado

(X, %) é chamado de poset (do inglés, parcially ordered set).

Exemplo 5.1.4. Seja o conjunto N". Defina a relagdo <y» entre quaisquer dois elementos

a=(ay,...,a,) eb=(by,...,b,) como

a3xpn b <= q; <b;,Vi=1,...,n

Podemos verificar

i) a; <a;,Vi=1,...,n,a € N = a <y a,Va € N”

ii) Sejam a,b € N™:
aanb,ijna < angz,V’LebZS(lZ,VZ <~ CLZ:bZ,VZ <~ a=0>

iii) Sejam a,b,c € N*; a <yn b S ¢
a; < bz < Ci,\V/i =a; < Ci7Vi = a =<yn C

Desta forma, podemos afirmar que <y» é uma ordem parcial e o par (N", <yn) é

um poset.

Definigao 5.1.5. Sejam dois elementos a, b de um poset (X, <). Dizemos que a e b sdo
comparaveis se existir a relacdo a < b ou b X a. Caso nao exista nenhuma das relagoes,

dizemos que a e b sao incomparaveis.

Definicao 5.1.6. Chamaremos o poset em que quaisquer elementos ¢, j, com ¢ % j sao

incomparaveis de poset de Hamming ou poset antilinear.

Sob esta definicao, todos os espagos de coordenadas que utilizamos antes da
construcao de posets se tratavam de posets de Hamming. Enunciemos agora o caso oposto,

em que todos os pares de elementos de um poset sao comparaveis.
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Definicao 5.1.7. Seja P um poset completamente ordenado, ou seja, dados dois elementos

7 e j de P temos que i <pj ou j =pi. A este poset chamaremos de poset linear.

Definigao 5.1.8. Sejam dois posets P e () com ordens <p e =, respectivamente. Dizemos

que f: P — @ é um homomorfismo ordem se:

a=<pb = f(a) =g f(b) Va,be P (5.1)

Observagao 5.1.9. Se f é um homomorfismo ordem, ndo necessariamente temos que f=*

¢ também um homomorfismo ordem. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 5.1.10. Sejam f: (N", <y») — (N™ <), identidade sobre N e a relagao parcial

=<, definida como

a=<1b <<= a; <Y

Desta forma, é facil constatar que

a=nn b= a; <b = f(a) =1 f(b)

Porém, considere o/, 0’ € (N, <) tais que a/; < b1, mas a’; > ; para algum ¢ # 1.

Assim ' <1 ¥/, porém f1(d') Ane D).

Observacao 5.1.11. A Figura 2 é uma representacao em diagrama de Hasse. O diagrama
de Hasse é uma forma grafica de resumir as relagoes de precedéncia em um poset P sob a
ordem =<p dada: os elementos ligados por uma aresta mantém uma relacao de precedéncia

um ao outro, sendo ¢ <p j se j estiver acima de j.

No poset representado sobre o conjunto X = [4], temos a seguinte relagdo, 2n — 1 <

2m, n,m € {1,2}, representada pelo diagrama de Hasse abaixo:

Figura 2 — Diagrama de Hasse

Definicao 5.1.12. Um homomorfismo ordem é um isomorfismo se é bijecao e sua inversa
também é um homomorfismo ordem. Um isomorfismo de um poset sobre si mesmo é um

automorfismo.



46

Definicao 5.1.13. Analogamente ao homomorfismo ordem, ha o anti-homomorfismo ordem

f:

a=<pb= f(b) =0 f(a),Va,b eX

Definigao 5.1.14. Dado um poset P = (X, <p), temos o seu poset oposto P = (X, <g)
tal que

i=2pj &= j=2@i,Vi,j€X

Proposicao 5.1.15. Sejam P e @) posets e seja ¢ : P — () um isomorfismo, entao

¢ : P — @ também é isomorfismo.

Demonstragao. Sejam a,b € X, ¢ isomorfismo de P em @) e b <% a.

b=pa=a=pb
= p(a) Zq »(b)
= ¢(b) =g »(a)
]

Defini¢ao 5.1.16. Um ideal (ordem) de P é um subconjunto I C P com a seguinte

propriedade: se u € [ e v <pu, entao v € I.

Exemplo 5.1.17. Para o poset representado pelo diagrama de Hasse na Figura 2, temos
que os subconjuntos {1}, {3}, {1,2,3}, {1,3,4} e o préprio [4] sdo todos os ideais ordem
de X.

Definicao 5.1.18. Dado A C P, denotamos por (A), o menor ideal de P contendo
A, chamado ideal (ordem) de P gerado por A. Em outras palavras, v € (A) = Ja € A;

U =<p a.

Definicao 5.1.19. O elemento a € P é dito maximal em relacao a ordem =<p se a <pb

implica em b = a. No sentido oposto, a ¢ minimal se b <p a, entao b = a.

Exemplo 5.1.20. Seja o poset P sobre [7] da Figura 3. Os elementos 1, 2 e 3 sdo minimais.
Os elementos 5 e 7 sao maximais. O elemento 6 ndo é minimal, nem maximal. E o elemento

4 é tanto maximal quanto minimal.

Definicao 5.1.21. Definimos os seguintes conjuntos:

Th={JC P, %] =1}
M(J) ={z € P; x é maximal no ideal J € P}
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1 2'. 3“ 4.

Figura 3 — Diagrama de Hasse de um poset P sobre [7]

Proposicao 5.1.22. Sejam 0 < r < s < #P, e [ € I"(P). Entao, existe J € Z°(P) tal
que I C J.

Demonstracao.
Se s = r a demonstragao é imediata.
Seja, entdo, s >r, s=r+1t,t € N* s < #P.

Para t =1, seja I’ = P\I e m; um elemento minimal de I’. Entao J; = {m } U/
é um ideal de P com #.J; =r + 1.

Considere, entdo, haver J; € Z""%(P). Sendo J| = P\Z""*(P), seja myy; um
elemento minimal de J;. Portanto, Jiy; := Jp U {my1} € 77" 1(P). Logo, desde que
r+t < #P, existe J € Z°(P), tal que I C J, s =r + . |

Proposicao 5.1.23. Sejam 0 < s <r < #P e [ € I"(P). Entao exite J € Z°(P) tal que
J C 1.

Podemos demonstrar esta proposicao de duas formas. A primeira é via maximais,
analoga a demonstracao da proposicao anterior. A segunda é construindo tais conjuntos

via minimais de cada poset.

Demonstracio 1: via mazrimais. Analogamente a construgao anterior, para todo ideal com
cardinalidade positiva £ podemos construir outro de cardinalidade £ — 1 removendo um

de seus maximais. [}

Demonstragio 2: via minimais. Seja I' = P\I. Podemos afirmar

17 = # = #P — #T =#P —r

2. I' 6 um ideal ordem de P
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A primeira afirmativa ¢ imediata. Para a segunda, considere a € I’ e x € P tais

que <5 a. (Como serd visto mais adiante, I’ é o dual de I).

rTpa=>a=pT
=xé¢l

=zxel

Retornamos ao caso da proposicao anterior, trocando r por v’ e I por I’, temos que
para 0 <1/ < s’ < #{P} = #{P}, existe J' € ¥ (P), s’ = #P — s satisfazendo I' C .J'.

Desta forma, usando os mesmos argumentos, existe J € Z°(P), J = #P\J'.

J =#P\J
C#P\I' = JCI
=1
n

Exemplo 5.1.24. Sejam o poset P sobre [9] representado pela Figura 4 e o ideal I = (8)p,
#(8)p = 5. Escolhendo niimeros ao acaso em [9], como s = 2, 4, 6 e 8, encontramos
sempre algum ideal contido ou que contenha I, em concordancia com as Proposigoes 5.1.22

e 5.1.23.

1 2N 3% am

Figura 4 — Diagrama de Hasse de um poset P sobre [9]

Exemplos de ideais contidos em I que satisfazem as condi¢bes propostas sao
Jy = (6)p, com #Jy =2 e Jy = (5,6)p, com #.J, = 4.
Exemplos de ideais ordem contendo I com as cardinalidades 6 e 8 sao Jg = I U {3}

e Jy = P\{9}.

Proposicao 5.1.25. Seja P um poset. Entao, dois ideais I, J sdo iguais se, e somente se,

M(I) = M(J).
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Demonstragio. Se I = J, claramente M(I) = M(J). Reciprocamente, se M(I) = M(J),

segue que:

re€l=3Jae M();z <a,a e M(I)
zecJ
=1CJ

Analogamente, J C I. Logo, I = J. |
5.2 CODIGOS PONDERADOS POR ORDENS PARCIAIS

Defini¢ao 5.2.1. Dado um poset P = ([n], Xp), definimos o P-peso de x € F}’ como
wp(x) == #(supp(x))p (5.2)

A distancia induzida em Fy por wp ¢ chamada de P-distancia e ¢ calculada como

segue:
dp(z,y) = wp(z —y) (5.3)

Teorema 5.2.2. Se P é um poset sobre [n], entdo a P-distancia
dp(z,y) = wp(x —y)
¢ uma métrica sobre Fy.

Demonstracao. Demonstremos as trés condigoes para dp ser uma métrica.

1.
dp(x,y) = wp(x —y)
=#{i;3j € P,i <p j,x; —y; # 0}
=#{i;3j e Pi=pj,y; —x; #0} (5.4)
= wp(y — )
= dP(yaaj)
2.

— Pien]; z—y #£0 (5.5)
— T=Y
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=#{i; 3j€ Pi 2p j, (v; —y;) + (y; — 2;) # 0}
<#{i;3jeP i=pjaj—y; #0ouy; —z #0}

(5.6)
= #(supp(z — y)) J(supp(y — 2))

< wp(z —y) +wp(y — 2)

=dp(x,y) +dp(y, 2)
dp(z,2) < dp(x,y) +dp(z, 2) (5.7)

Por fim, temos

dp(z,y) =#{i;3je P, i <pjx; —y; #0} € {0,...,n} (5.8)
|

H P Q

AN

Figura 5 — Posets H, P e ). Exemplo 5.2.4

|_I..
rJ
Lo

Definigao 5.2.3. Seja P um poset sobre [n]. Um cédigo C' C Fy; é chamado r-corretor
de erros P-perfeito se as P-bolas de raio r centradas nas palavras do coédigo sao disjuntas

e a unido destas ¢ todo o espago Fy.

Exemplo 5.2.4. Seja o cédigo [3,2]s C' = {ug = 000, u; = 010, us = 100, u3 = 110} e os
posets H (de Hamming), P e ) da Figura 5.

Encontramos as seguintes distancias no espaco F3 para cada um dos posets nas

tabelas 1 para o poset H, 2 para o poset P e 3 para o poset ().

Para uma melhor visualizacao, os pares distantes em uma unidade foram coloridos
com amarelo. Repare que como a cardinalidade do espago em que C' se encontra tem
#F3 = 23 = 8, entdo para que C seja considerado perfeito, cada bola centrada nos
elementos de C' deve conter exatamente #F3/#C = 8/4 = 2 elementos e cada elemento
de F3 deve ter uma distAncia minima a apenas um dos elementos de C, estando os demais

a uma distancia superior.
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Tabela 1 — Distancias para o poset H

v | d(v,ug) | dv,ur) | d(v,us) | d(v,us)
000 0 1 1 2
001 1 2 2 3
010 1 0 2 1
011 2 1 3 2
100 1 2 0 1
101 2 3 1 2
110 2 1 1 0
111 3 2 2 1

Tabela 2 — Distancias para o poset P

v | dp(v,up) | dp(v,uy) | dp( ) | d(v,u3)
000 0 2 3

001
010
011
100
101
110
111

<
<
)

W W NN NN —
NN W W~ O
NN O W W NN
HIOIN NN DN W

Tabela 3 — Distancias para o poset )

v | do(v,ug) | do(v,ur) | do(v,uz2) | d(v,us)
000 0 2 1 3
001 2 3 2 3
010 2 0 2 1
011 3 2 3 2
100 1 2 0 2
101 2 3 2 3
110 2 2 2 0
111 3 2 3 2

Porém, ndo é isso que se observa em (). Para este, ha elementos v que equidistam
de dois elementos distintos de C' e duas unidades, mas nao em uma unidade. Ja para o
poset P, ha exatamente um elemento distante em uma unidade de cada elemento de C',

valendo para todos os elementos do espaco.

Note, entao, que o mesmo codigo C' é H-perfeito e P-perfeito, nao sendo Q)-perfeito.



52

5.3 ISOMETRIAS EM ESPACOS POSET

Defini¢do 5.3.1. Uma isometria entre dois espagos métricos (M,dy) e (N,dy) é uma

aplicacao T': M — N tal que

dN(Txa Ty) = dM(x7 y)

Definigao 5.3.2. Uma isometria linear (ou P-isometria) 7" sobre o espago métrico (Fy, dp)

¢ uma transformagao linear T': Fy — F que preserva a P-métrica,

dP(Txa Ty) = dP(xa y)avxa Yy e Fg
Equivalentemente, T" é isometria linear se
wp(Tr) = wp(z), Vo € Fy

Teorema 5.3.3. Seja P um poset sobre [n]. O conjunto de todas as isometrias lineares

do espago (Iﬁ‘g, dp) é um grupo com a opercao de composigao de transformagoes lineares o.

Demonstracdo. O resultado é imediato, pois dp é uma métrica. [ |

Teorema 5.3.4. Sejam P um poset sobre [n], {e;}i; a base candnica de Fy e T' uma

P-isometria. Entao a aplicacao ¢ : P — P dada por

¢r(i) = mazx((supp(Te;)) p)

é um automorfismo de P.

Para este teorema serao feitas duas demonstracoes diferentes, ambas tentando
construir o conjunto ¢ (7). A primeira é “ascendente” e partird de consideragoes sobre os
elementos minimais, tentando chegar, ao final, & unicidade dos maximais dos (supp(Te;)) p

e concluindo que ¢’s diferentes levam a (supp(Te;)) p diferentes.

A outra é “descendente” e aborda os maximais de cada (supp(Te;))p,. Também

buscando a unicidade de maximais e maximais distintos para (supp(Te;))p distintos.

Demonstracio 1, Abordagem “ascendente”.

i) Minimais levam a minimais.

wp(e;) = dp(e;, 0)
— dp(Te;, TO)
= U}p(Tez‘)
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Em particular, wp(e;) =1 <= wp(Te;) = 1.
Ou seja, Te; = aeg, a # 0, para algum k € [n] e k é minimal em P.

O mesmo vale para T~

wp(er) = wp(TT 'e)

= wp(T_lek)

ii) Minimais distintos levam a minimais distintos
Sejam i1, 45 € [n] minimais em P, iy # is:

Q1€4;, — (264, 7é O,V()él, (6%) 7£ 0

Suponha k, By, B2 # 0; Te;, = Biex, Tei, = Baey.

BoTei, — piTei, = Bafrex — Pr2ex
T(Bgeil — 6161'2) =0 = 6261'1 — 5162'2 = 0. Contradigéo.

Portanto, Viy,is,i; # i minimais, Te;, = PBreg, # Poer, = Tei,, k1 # ko minimais,

b, B2 # 0.

i) i 2p j,i#j = (supp(Te;))p & (supp(Te;))p

()p = (i)p
= (supp(aTe; +e;))p, Ya #0
= wp(Te;) = wp(T(we; + €))
=wp(Te; + aTe;), Ya
= (supp(Te;))p C (supp(Te;))p

Com i # j, entdo #(i)p < #(j)p €
wp(Tei) = wp(e,-) < wp(ej) = wp(Tej)

o (supp(Te;))p & (supp(Te;)) p

iv) Se j ndo é minimal, entao 3k € [n]; k € (supp(Te;))p, k ndo minimal

Seja j € [n] ndo minimal.

#(j)p = wp(e;) > 1
wp(Te;) = wp(e;), (supp(Te;))p 2 (supp(Te;))p, Vi <p j
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Como a correspondéncia de ideais unitarios e elementos minimais é biunivoca, ha,
no maximo, wp(e;) — 1 elementos minimais em (supp(Te;))p. Portanto, existe

k € (supp(Te;))p, tal que k nao é minimal.

v) Defina a operacao ¢y : P — Z(P), Z(P) := ideais de P

wTIPO—>I(P0),

Py, Qo=P 5.9
i+ (supp(T'e;))p e 59)

Defina M := { minimais de P,}.
Como foi visto, T'(e;) = ageg, oy # 0,k € My, Vi € M.

Defina agora

¢§})2P1—>P1,P1:P0\MO (51())
i — (supp(Te;))p

P, mantém todas as caracteristicas de Py até agora descritas. Por indugao, seguiremos
construindo P, e M; até que atinjamos m € N; Py, = ().

Note que a cada etapa [ atrelamos um elemento ¢ € M; a um outro kK € M; e a

relagdo é biunivoca de forma que (supp(Te;))\M;_1 = {k}.

Observando de tras para a frente, vemos que cada k agora “adicionado” é, na verdade,

o elemento maximal de (supp(Te;))p a ele associado.

Sabemos que nao é possivel que i tenha outro maximal &’ em (supp(Te;))p eliminado
na etapa anterior a [ pois cada k' eliminado estd em um tnico (supp(T'e;))p, que é

descartado também.

Portanto, Vi € P :

3 k; (k)p = (supp(Te;))p

i#j = (supp(Te;))p # (supp(Te;))p

.. ¢r esta bem definida e ¢ injetiva, logo, automorfismo.

Demonstracao 2, Abordagem “descendente”.

Sejam 11,19 € P, 21 7é 19.
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Defina J; := (supp(Te;))p e suponha m € P;m € J;,, J;,, m maximal.

Te;, = Z aie; + ae,,,

leJ; \{m}
: — T(Be;, —ae,) =8> ae—a > Brep  (5.11)
Te;, = Z Brex + Bem I#m 1egi, —{m}
keJi,\{m}

Defina u := fe;, — ae;, e v :=Tu.

Mas wp(Tu) = #(i1,i2)p = # ((i1) p U(t2) p), para ideais ordem.

Entretanto, wp(v) < (#(Ji, U Ji,\{m}) < # (Ji, U Ji,) = # ((ir) p U (iz)p))-
Dai, wp(v) # wp(Tu). Contradigao.
Portanto, M (J;,) N M(J;,) = 0.

Como T é isometria, (supp(Te;))p # 0, Vi.
Portanto, M(J;) # 0, Vi,
pelo principio das casas dos pombos, #J; = 1, V..

Por isso, ¢7 estd bem definida: todo maximal de (supp(T'e;))p é 0 maximo de

(supp(Te;))p sob a ordem =<p.
Além disso, ¢ é isometria de P sobre P.

.. ¢ é automorfismo.

Teorema 5.3.5. Sejam P um poset sobre [n] e B = {¢;};_; a base canonica de Fy. Entdo

T é uma P-isometria se, e somente se,

Tej =3 Tijeoriiy Tj; 7 0,V € [n]. (5.12)

(nY]

em que ¢ : P — P é um automorfismo associado com 7" como no teorema 5.3.4 e

x;; sdo constantes com x;; # 0,Vj € [n].

Demonstragao.

Sejam j,k € P :

Tej = ) Tijesr(i) = Thj€or(k) T D Tij€sp(i), COM Tpj # 0
e ielnl\{k}
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Entao,

or(k) € (supp(Te;))p = (supp(Tey))p C (supp(Te;))p
— k=pJ

= Te; = Y Tijeor(i
i=pJ

Mais ainda,

or(j) € supp(Te;) = zj5€4,(5) # 0
::>ﬂ@j7é0

L Tey= D @ijegry, Ty # 0,5 € [n]

i=pj
|
Observagao 5.3.6. Como ¢r é um automorfismo sobre [n], ¢r([n]) = [n].
Logo,
D Cig€i = D Tij€or()s Tij = Conr)j VI € [0] (5.13)

i€[n] l€[n]

Corolario 5.3.7. Seja P um poset sobre [n]. Dado T" uma isometria linear de (Fy, dp),
existe uma ordenagao 8 = {e;,...,€;, } da base canonica tal que [T]gz é dada por um
produto A - U, onde A é uma matriz triangular superior e U é uma matriz de permutacao

correspondente ao automorfismo induzido por 7T'.

Demonstracio. Seja u : P — P uma permutacao da base candnica tal que i, < 7; sempre

que e;, = u(eg) <pule;) = e;,.

Como o resultado do Teorema 5.3.5, entao

Tei, = Y TingCor(i) = D Tiip€op(s), COM Ty, = 0se i Ap ig (5.14)
]

i =2p ik ie[n
Se i > iy, entdo i Ap iy € x4, = 0. Ainda por 5.3.5, z;,4, # 0.
Portanto, [T]g3 € Gp = {ai; € M,(F2); ai # 0,a;; =0, se i Ap j}. [ |

Definigao 5.3.8. Um P-cédigo C' C Fy e um Q-codigo €' C Iy sdo equivalentes quando
existe uma isometria linear 7' : (Fy, dg) — (Fy, dp) tal que T(C) = C".
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Definicao 5.3.9. Sejam P e @) posets isomorfos sob o isomorfismo ¢ : P — Q).

Definimos Ty a transformagao linear induzida por ¢:

Ty« (2, dg) — (F%, dp)
(5.15)

n
x=(x;), — inew)
i=1

O resultado a seguir nao se encontra nas referéncias [7] e [8]. No Teorema 5.3.4
afirmamos que ¢r é um automorfismo, mas nao apresentamos a sua inversa. Isto é feito

na proposicao a seguir.

Proposicdo 5.3.10. Observamos que ¢p ' = ¢p-1.

Demonstragio. Seja i um elemento minimal em P. Pelo Teorema 5.3.5, T'e; = x;€4.(i),

¢r-1(¢r(i)) = maz(supp(T~ egr(p)) P

= maz(supp(T~"(z;'Te;))) p
(supp(az;'e:))p
{

i)p

= max
= max
=1
Com uma abordagem como a da demonstragio 1 do Teorema 5.3.4, defina o poset
P, = P\ {minimais de P} e repita o procedimento. Havera novos elementos minimais

para os quais ¢r-1(¢r(j)) = 7. Como P é finito, repetindo o procedimento para P, Pi, ...,

chegaremos & mesma conclusao até que se atinja m € [n|; P, = 0.

coppe = ¢r !
[ |

Proposicao 5.3.11. Seja ¢ : P — () um isomorfismo. Se C' é um ()-codigo, entao
C" = Im(T,) é um P-cédigo equivalente a C' e o Q-coédigo CF, conforme introduzido

anteriormente, é equivalente ao P-codigo (C)*.

Demonstracao. Primeiramente, provemos que Tyx - Tyy = x - y.
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Tox =) wieyn N
=1
. = Tz -Ty =) Tyjes)Co0)
Toy =Y Yics()) wI=t
i=1

Como ¢ é automorfismo, ¢(i) = ¢(j) < i=j.
Portanto €e(i) " €p(j) = 1l <~ ¢<Z) = ¢(]) = 1 :] < €t = 1.

Dali,
n

Tz -Ty= Y zyjesnCa()
ij=1

= D Tiyseie;
ij=1
= - y
Seja agora v € C*'. Existe u € C* tal que Tyu=v.

Sejam a e b, comac Ceb=Taec(C.

v-b=Tu-Ta

—u-a —oveC*t—c0ctco*

Seja v e C'*.
v-b=0,vbe (.
Sejam u =T v, a € C,
u-a=Tu-Ta
=v-Ta = ueCr=nvect

=0

ot =0+ u

Corolario 5.3.12. Se dois P-cédigos C' e C' sao equivalentes por uma transformagao

induzida entdo os P-cédigos C* e () sdo equivalentes pela mesma transformagao.

5.4 P-PESOS GENERALIZADOS

Definigao 5.4.1. Seja D C Fy um subespago. O P-Peso generalizado de D ¢ a cardinali-

wp(D) := #(supp(D))p
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do menor ideal de P que contém o suporte de D, lembrando que

supp(D) = | J supp(x)

zeD

Definicao 5.4.2. Definimos também o r-ésimo P-peso minimo generalizado do codigo

linear C' C Fy; como
dP)(C) := min{wp(D); D C C, subcédigo, dim(D) = r}.
Definicao 5.4.3. Define-se ainda a hierarquia de P-pesos de C, como a sequéncia

{d(0),d (), ...,d7 (0.

Em que k ¢ a dimensao de C' sobre K = Fy.

Teorema 5.4.4. Para um [n, k|, P-cédigo linear C' com k > 0, a hierarquia de P-pesos é

crescente:

1<dPC)<dP ) < ... <dP ().

Demonstracao.

d"(C) = min{wp(D); D C C, dimy (D) = 1}
;0 € Cyx # Opn }
;v € Fy,x # Opa }

= min{wp(x)
> min{wp(z)

1

Seja D, subcodigo de C' tal que dimg(Dyi1) =7+ 1 e wp(Dyyq) = di,i)l(C').

Para todo D,., subcédigo de C, dimp(D,y1) =1, D, C D,,1, tem-se

wp(Dy) < r+1(0)
supp(D;) C supp(Dy41)
= d")(C) < wp(D,) <w (Dr+1) A (C)
= dP(C) < dB) ()

Suponha entdao que exista D, C C subcddigo tal que dim(D,yq) =1+ 1

wp(Dyi1) = di(C) = dP(C)

Seja D C D,y subcodigo, dimpD = r.
dP)(C) < wp(D), mas
sum)(D) € supp(Dy+1)
P(C) < wp(C) < d21(C)
) =

= U}p(D ( 7»+1) VD C Dr+1,dme(D) r
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Sejam B,;1 = {u™, u®, ... u"*V} uma base de D,,; e m um elemento maximal

de (suppDyy1)p.

PO K& .

B, = {U(%) =4 — U(T;?)u(f)} para algum j tal que ) # 0 também é uma base
Um 1€[n]

de D C D,4, para algum D;dimp(D) = r.

Dessa forma, m € (supp(Dy+1)) p\ (supp(Dy)) p

Como (supp(D,.))p < (supp(D,+1))p, entdo wp(D,) < wp(D,y1), contradi¢ao.

- dP(C) < dPh(0), vr

r

Corolério 5.4.5 (Limitante de Singleton generalizado). Para um [n, k], P-cddigo linear

C, temos
r<dP(C)<n—k+r

Demonstracao. A distancia entre dois quaisquer vetores em um espago poset de dimensao

n é o préprio valor n.

d" ) <dPe) -1 dP)(C) < dP(C)+ (=1)- (k- (r—1)+1)
= <n-—(k—r)
AP (C) < d(0) - 1 <n—k+r
Analogamente,

1<d” ()

(P
= U1
") +1<dP(0)
d(C) +1 < dP(C)

sr<dP(C)Y<n—k+7r

5.5 REFINAMENTO DE UM POSET

Definicao 5.5.1. Sejam P e () posets sobre o mesmo conjunto [n] tais que z <o y =

x <p y. Dizemos que P é um refinamento de () e denotamos por () C P.



61

Proposicao 5.5.2. Sejam P,(Q posets com () C P. Seja C' um codigo linear com
dim(C') = k. Entao, para r € [k|:

Demonstracao.

Como P é um refinamento de Q):

() € (j)r, V) € In] = (supp(a))q € (supp(a)) p, Vo € F

= { UD supp(r))q < ( UD supp(z)) p

= #(supp(D))q < #(supp(D))p, VD C Ty
= wq(D) < wp(D),¥D C FFy

= min wg(D,) < min wp(D,)

Com D, C C;dimD, = r, D, subcodigo.

Corolario 5.5.3. Sejam P um poset e C' um cddigo linear com dim(C) = k. Entao
dH)(C) < dP)(C), H poset de Hamming e r € [k].

Demonstra¢io. H e P sado posets sobre o mesmo conjunto [n], entdao H C P e, por isso,
4U(C) < dP(C),VP. m

Os dois resultados a seguir foram obtidos neste trabalho e ndo aparecem em [7] ou
8]

Proposicao 5.5.4. Seja P um poset qualquer. Para dois elementos quaisquer ¢, j de P

nao comparaveis entre si sempre existirdo os refinamentos @ e Q' de P em que i <o j e

Demonstracao.

Em outras palavras, o que queremos mostrar ¢ que tomando dois elementos i, j € P
nao comparaveis, podemos criar um refinamento ) em que, sem perda de generalidade,
t 2o j e todas as demais potenciais relacoes introduzidas por esta relacao nao contradizem
nenhuma ja estabelecida por <p. Esta constradicao aconteceria se a nova relagao de

precedéncia provocasse a relacao s <¢ r a dois elementos de P em que r <p s.
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Este caso s6 pode ser introduzido na situacao de ¢ < j acarretar na nova relacao
pela transitividade das comparacoes entre dois elementos de um poset. Neste caso,
deveriamos ter s < i =g j =¢ r. Sendo as relacoes s =g i e j <o r nao introduzidas por
(), mas herdadas de P, teriamos, na verdade, s <p¢ e j <pr, portanto, j <pr <p s =<pi, 0

que contraria a hipotese.

A demonstragao é andloga para o refinamento @'.

|
Proposicao 5.5.5. Todo poset finito pode ser refinado até um poset linear.
Demonstracao.
Seja P um poset sobre [n], n € N\{0}. No total, existem m = (Z) = # < 0

pares de elementos de P. Ordene estes pares em uma lista e construa a sequéncia de
posets Q1 C Q2 C ... C @, em que o poset ()1 é o refinamento de P julgando o primeiro
par (i,7) € P da lista: caso os elementos ja tenham relacao de comparagao, ()1 = P, caso

nao, ()2 ¢ o refinamento de )1 sob a introducao da relacao ¢ =g, j ou j =g, 1.

Adotando passos analogos para os posets (11 em relagao a ()., ao construirmos
Q. jé teremos que, para todo par (i, ) em Q,,, estes elementos sdo comparaveis, tornando

@, um conjunto totalmente ordenado, ou seja, um poset linear. [ |

Vale observar que apesar de sempre podermos obter posets lineares, estes posets
resultantes nao sao tnicos. De fato, em cada interacdo na sequéncia de refinamentos, a
escolha entre fazer i =g ., j ouj =q,,, ¢ para um par (, j) incomparavel em @, apresenta
a possibilidade de duas comparagoes distintas que nao poderao ser revertidas em um passo

adiante.

Sob o algoritmo apresentado na demonstragao, sempre havera passos em que o
refinamento nao introduz nova comparacao, podendo-se otimizar a construgao de um poset
linear. Recomenda-se priorizar criar relagoes com um maximal e um minimal cujos ideais
gerados sejam disjuntos, fazendo este maximal inferior ao minimal no novo refinamento.

Isto maximiza as comparagoes implicitamente introduzidas.

Além disso, é possivel chegar ao mesmo poset linear (ou qualquer refinamento)
alterando-se a ordem das comparagoes, alterando possivelmente também o ntimero de

passos.

Exemplo 5.5.6. Seja o poset P da Figura 6. Podemos construir o mesmo poset linear

pelas sequéncias das figuras 7 e 8.

Para a sequéncia da figura 7 as comparagoes introduzidas foram, na ordem, 2 <g, 3

e 3 =g, 4, seguindo a recomendagao dada no primeiro passo.
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J& para a sequéncia da figura 8, as comparagoes foram, também na ordem, 1 <q: 4,

25Q53725Q;’33e3jQ24'

Figura 6 — Poset sobre [5

o | - A
| J

e’ \4
- Tq Q'3:

-’ |

|2 el

.

—
—t
._p._.
Ll n

Figura 7 — Opcao 'rdpida'de refina-
mento a um poset linear.

—
T

Figura 8 — Opcao  'lenta'de  refi-
namento a um poset
linear.
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5.6 CODIGOS P-MDS
Definigao 5.6.1. Um cédigo C' é chamado M DS (mazimum distance separable) se dﬁf)
atinge o limitante de Singleton.
Definigao 5.6.2. Dizemos que um [n, k|, P-cédigo C é (P,r)-MDS quando
dPN(C)=n—k+r

Proposicao 5.6.3. Seja C' um cédigo (P,r)-MDS. Entao, C' também é (P,s)-MDS, Vs > r.

Demonstracio. Analogamente a demonstragao do Limitante de Singleton:

4" () +1 < dP ()

Mas d")(C') < n — k + s pelo Limitante de Singleton.

= dP(C)=n—k+s.

.Cé (Ps)-MDS, Vs <r
]

Proposigdo 5.6.4. Sejam os posets P, Q sobre [n] tais que Q C P e C subespaco de Fy,.
Se C' é (Q,r)-MDS, entao é (P, r)-MDS. Em particular, se for MDS, entao C' é (P,r)-MDS,
VP poset sobre [n].

Demonstragao.
n-k+r=dC)<dP(C) <nk+r
= d®P(C)=nk+r
= C ¢ (P,r)-MDS.
Como H C P,VP poset sobre [n], entdao, C' é (P,r)-MDS, VP poset sobre [n] se for
MDS. |

Teorema 5.6.5. Para todo c6digo linear C' sobre Fy e r < dimC', existe um poset P
sobre [n] tal que C' é (P,r)-MDS.

Demonstragao.

Seja H o poset de Hamming sobre n. Se d{")(C) = 1, ndo h4 o que demonstrar.
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Caso néo seja, seja o peso generalizado d\f)(C) < n — k + 1.
Seja D C C, dimp,C = r; wy(D) = dM(C).

Seja também V' = [n] \ (supp(D))y = [n|\supp(D)

#V =n — supp(D)
>n—(n—k+r)
=k—r

Escolha n-k + r —d{)(C) elementos de V' e componha o poset QQ em que supp(D) C
Qeseie€ NV, entdo existe j € supp(D) tal que i <p j.

Dessa forma, #(supp(D))g = wy (D) + n-k + 1 —d(C) = n-k +r.

Caso nao haja outro subcédigo DU C C, dimgD™ = r, com wg(DW) < n-k +r,
entdo d\9(C) = wo(D) =n-k+r1e C é(Q,r)-MDS.

Caso haja tal D, defina o poset QM) a partir de DM e supp(D™M) assim como foi
feito com () a partir de D. Repita o procedimento enquanto nao for atingido o limitante
de Singleton.

Como C ¢ finto, I (C) também é. Assim podemos garantir que com uma quanti-
dade m finita de passos,

@ (C) > d@7 (), Vi d@V(C) # nk 4
Como d(@)(C) < n-k + 1, V@' poset, entdao 3s € N;

d9(0) < de(” (C)=nk+r

. Dado um c6digo linear C' de F2, existe um poset P(= Q) tal que d{")(C) =
n-k +r. |
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6 MULTICONJUNTOS

O presente capitulo apresenta o conceito de Multiconjunto, colecao de elementos
em que cada um pode apresentar mais de uma ocorréncia. Multiconjuntos apresentam a
interessante ideia de multiplicidade, que é o niimero de ocorréncias de um elemento no
multiconjunto referido. Um conjunto como conhecemos poderia ser interpretado como um
multiconjunto com multiplicidades 1 para elementos que o componham e 0 para elementos

nao presentes.

Estes conceitos serao importantes para a demonstracao do Teorema da Dualidade
no préximo capitulo e podem ser encontrados em [7] e [8], fonte de todas as definigoes e

proposigoes deste capitulo, com excecao das proposigoes 6.2.2 e 6.3.3.
6.1 MULTICONJUNTOS

Definicao 6.1.1. Chamamos uma colecao £ nao ordenada de elementos ndo necessaria-

mente distintos de um conjunto S de multiconjunto.

Definicao 6.1.2. Chamamos de multiplicidade de um multiconjunto £ sobre S a fungao

v : S — N em que y(s) é o nimero de ocorréncias de s em L. Neste texto, cada
multiconjunto L sera identificado com sua multiplicidade v e ambos serdao chamados de

multiconjunto.

Definicao 6.1.3. Dois multiconjuntos v; e 7, sdo ditos equivalentes se, e somente se, ha

uma ha uma bijecdo o : S; — Sy tal que

YT2=710©0

Definicao 6.1.4. Um codigo ¢ dito degenerado se existe uma matriz geradora com linha

nula. Do contrario, é dito nao degenerado.

Definigao 6.1.5. Seja C' um cédigo com matriz geradora G e a aplicagdo mc : F§ — [n],
onde m¢(v) é o nimero de vezes que o vetor v aparece como uma linha de G. Chamamos

tal mg de multiconjunto induzido pelo cédigo G.

Proposigao 6.1.6. Sejam C' C [ um c6digo e w o peso de Hamming. Dado um subespago
D de C, existe um codigo U C IFI(; tal que

me(U) =n —w(D)

Demonstracao.

Dada uma matriz geradora G de C"



67

C = ¢c(FY)
DCC=V=¢"(D)CF;

i € supp(D) <= FJv e V; gi-v#0
— ¢, ¢V
Dai

w(D) =#{i;FveV,g;-v#0}
= #{isg ¢ V')
=#{9:0: ¢ V')
=n—#{9i;9 € VL}
=n—me(V1)

Definindo U = V+ C Fg, dimU = dimV+ = dim Flg —dimV =k —dimD,

w(D) =n—mec(U)

Definigao 6.1.7. Seja {Aj, ..., As} uma colegao de subconjuntos de um espago vetorial.

Denotaremos por [Aj, ..., As] o espaco gerado pela intersegdo de subespagos contendo
U A.
i=1

Definicao 6.1.8. Sejam um [n, k|, P-codigo ndo-degenerado C' de dimensdo k e uma

matriz geradora sua GG. O multiconjunto induzido por C' é o multiconjunto sobre P(Fg)
dado por
mé = {U,...,Uy,}, onde U; = [{g;;1 =2p J}]

Em que g; ¢ a j-ésima coluna de G.

Proposicdo 6.1.9. Sejam C' um [n, k],P-cédigo e D um subcddigo de C. Entao existe

um subespago U C IFE em que

wp(D) = n —ma(D)
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Demonstracao.

wp(D) =4H{i € [n]; j=pi, 3z € D,x; # 0}
—#{icn); j=pi,Fved (D) g-v#0}
=#{i€lnl; j=pig ¢V =0 (D) CFg}
=n—#{i € n);Vj=pig eV}
= n— #{i;[gj; j 2pi] SV}
=n—#{iU; CV.}

= n—m{(V)

U=V*= ws(D)=n—-m&U)

6.2 LEVANTAMENTO

Definigao 6.2.1. Definimos o epimorfismo natural pc : Fy — Fy / C*, O cédigo linear

sobre [y, por

,U,0<ZE) =x+ CL
Proposicao 6.2.2. Existe uma bijecao

Yot FL/CF = pe(F2) — C

Demonstracao.

F'=CeCt
=V eF: e C,deCt

r=c+c

Definindo ¢¢ como a projecao de Fy sobre C:

Yoz +Ch) = Yo(c+d +CH)
= lﬁc(c + CL)

=C

Em contrapartida, 15" é ébviamente definida sobre todo ¢ € C.

Portanto, 1) é uma bije¢ao entre F: /C* e C. |



69

Definicao 6.2.3. Para um [n, k|,P-cédigo C, o seu multiconjunto associado é o multi-
conjunto m5 = puc(Byp) definido sobre P(F: /CH).

Definicao 6.2.4. Dados os gerados V; = [g;;j € (i)p|, definimos o conjunto Bp :=
(Vi)i=1

» como o conjunto de cobertura ortogonal.

-----

6.3 SUBMULTICONJUNTO

Defini¢ao 6.3.1. Um submulticonjunto 7 C « é um multiconjunto tal que ~/(s) <

v(s),Vs € S, sobre o mesmo conjunto S.

Lema 6.3.2. Sejam C' C Fy um P-cédigo e mg o seu multiconjunto associado. Dado
J C{1,...,n} considere By := {V};j € J} com V; = [{e;;i € (j)p}], entdo my := pc(By)
¢ um submulticonjunto de m§, e, mais ainda, todo submulticonjunto de mg, pode ser dado

dessa forma.

Demonstracao.

J C P =my={u(Vi)}ics C{n(Vi)}iep = mp
= my Q mp

Proposigao 6.3.3. A partir da demonstragdo da proposicio 6.1.8, obtemos que o P-peso

de um subcddigo D C C estd associada a um submulticédigo m; = pc(By), onde
J={isuc(V;) € (¢71(D))*}
Mais ainda, J ¢ ideal de P.

Demonstragdo. Sejam j€ Jei € P,i=pj=j<pi=i€cJ. [ ]

Proposigao 6.3.4. Sejam C um [n, k|, P-cédigo e D C C' um subcddigo de dimensao r.

Entao, existe um ideal .J de P tal que a codimensao de [uc(B,)] CFg ére

wp(D)=n—#J =n—#B,

Demonstracao.
ws(D) =#{i € P;3x € D,j € P,i <p,z; # 0}
=n—#{i€ PNz e D,je P,i <5 j,x; =0}
=n—#{ie PVYreD,j=pi,x; =0}
Faga J :={i € P,Vx € D,j=2pi,z; = 0}.

#J = #{Vities =#B; = wp=n—#J =n—#B,
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Proposicao 6.3.5.
[BJ] = [ej;i € ()pH VI < [n]

Demonstragao.

[Bj] = [(Vi)ies] = e b € (Dphies] = [{ej:5 € (J)7]

Proposicao 6.3.6.
dim[Bj] > #Bj e dim[B;] = #B; <= J ¢ ideal de P.

Demonstracao.

d@m[Bj] = dim[ej]je<J>F

— #())» — dim[B,] > #B,
> #DB;

dim[B;| = #B; <= #(J)p=#J
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7 TEOREMA DA DUALIDADE PARA CODIGOS POSET

Este capitulo apresenta e demonstra o resultado mais importante em [7], o Teorema
da Dualidade para Cdédigos Poset. Para isto enuncaremos um resultado auxiliar, a

proposigao 7.1.1. Todos os demais podem ser encontrados em [7].
7.1 DUALIDADE POSET

Proposigao 7.1.1. Sejam C um [n, k], P-cédigo e D C C um subcddigo tal que dimD = r
e wp(D) = dP)(C), entdo:
D =[B/]NnC

com [ = suppD.

De fato. Sejam D e I como enunciados.
Suponha z € [B;] N C\D.
Como = ¢ D, {x} UBp ¢é LI. (Bp uma base de D)
Dai, dim[{z} UBp]=r+1e[{z}UBp] C [B;]NC CC.
Portanto,
wp([{z} UBp] = dP)(C), dim[{z} UBp] =7 +1
= d®(C) > d(P (O) Contradigao.
= [B;]NnC\D =10
= [B/|NnCCD

Por outro lado,
DCC,[Bi]=DC[B]nC
]

Esse resultado mostra ainda que ao identificar um subcédigo D de C' com suporte

I, este é o nico com estas caracteristicas.

Teorema 7.1.2. Sejam P um poset em [n], C' um [n, k], P-codigo em m¥, o multiconjunto

associado a C. Considerando y o epimorfismo natural de Fy em Fy, / C*, entao

d?)(C’L) = min{#By; Jé ideal de P,#B; — dim[uc(By)|] > r}
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Demonstracio. Seja J um ideal de menor cardinalidade possivel de P que satisfaz

#B; —dim[uc(By)] >r (7.1)

Entdo fazendo p = pc|ip,), D' € C+N[B;] = D' C N(u).

Mais,
#B] — dzm[,u(;(BJ)] =
dim|[By] — dimIm(u) =
dim(N(p)) >dimD" =r
Além disso,

D' C [B,] =suppD’ C J
=(suppD")yp C J
Suponha (suppD')p C J.
Seja I = (suppD")yp C J, #I < #J.

Faca agora p/ = pi|ip,:

#Br — dim[uc(Br)] =
dim[B;] — dimIm(u') =
dimN (u') >
dimD" =r
= J ndo é o menor ideal de P a atender (7.1), contrariando a hipétese inicial.
= (suppD')p = J.
= #By = #J = wp(D') = ' (C*),
- dP(CF) = min{#B,; #B; — dim[uc(B,)] > r,J é ideal de P}.
[

Teorema 7.1.3 (Teorema da Dualidade). Seja C' um [n, k|, P-codigo e C* o seu codigo

dual. Considere a hierarquia de P-pesos de C'

X = {d"(0),d" (), ....d(C)}

e o conjunto

Y={n+1-dDCH),n+1-dD @Y, ..on+1—dD,(CH))
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Entao
XNy =90
X UY =n]

Demonstragio. Pelo resultado anterior, existe um ideal J de P tal que #B; = d?(C’ﬁ),
r<n-—k, k=dimC.

#B; — dim[u(By)] < #By —r = dP(CY) —r

dim[uc) = dim[u(By)]
> #By—r
=dP(Ct) —r

t =codim[1c(By)]
=k — dim[pc(B,)]
<k —dP(C) +r

Pela proposigao 6.3.4, existe D, dimD =t, wp(D) =n — #B; tal que

wp(D) =n —dP(CH) > " (C)

Suponha que haja s > 0 para o qual

a(C) = n+1-dP(C)

Entéo existe I C P tal que

[rc(Br)] C U C F:, com
#B; =n—dH(0)

dim(U) =k — (t+ s)
= dim[pc(Br)| =k —t—s
<k—(k—dPCH +r)—s
—dP(CH) —r—s
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Aplicando a hipotese,

#Br=n — dz@e(c)
—n—(n+1—dD)CH)

—dP(CcH) -1
Dai,
#8; — dimlpc(By)] > (dP/(C*) = 1) — (dF(CH) - 5)
=r+s-—1
>r
= #B; > dF(C)
Mas
4By =d7(CH) -1
Contradicao.
= Ad € [n];
d=d"(C) =dJ(C)
t € [k],r € [n—k|
Logo,

XNy =40
Como #X =k, #Y =n—k, XNY =0, e X,Y C [n], segue que

XUY =n]

7.2 CODIGOS MDS

Definicao 7.2.1. Definimos a P-discrepancia de um [n, k|,-c6digo C' como o menor inteiro

s que satisfaz dgi)l(C) > n — k. Denotaremos a P-discrepancia de um codigo C' como

5p(C).

Teorema 7.2.2. Dado um [n, k|, P-cédigo, entao

(1) 6p(C) = # (In— K] n{d);r € [K]})
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(2) 0p(C) = 65(CH)
Demonstracao. .

(1) Pela monotonia da hierarquia de pesos de um P-cédigo sabemos que se 553]3) = s,

entao d§P) <n—k, Vi€ [s], e também que d§~P) >n —k, Vj > s. Portanto,

(n — k] 0 {d" (O her = {d7(C) hicspioy

E
#{d, Vi<sp(c) = 3p(C)
= 0p(C) = # ([n — KN {d;"(C) hi<k)
= 0p(C) = # ({[n — K| {d{"(C): 1 € [K]})
(2) Sejam

X = {d"(0)}
Y ={n+1-d’(C)}icn s

como no teorema da dualidade.

Seja também rq = dp(C'), entao

# (X N [n—Fk]) =ro
=#(n—-k\X)=n—-k—rg

Existem n — k — o elementos y de Y que satisfazem y < n — k.

Mascaday €Y édaformay=n+1- dP)(CL). Entdo ha n — k — rq elementos
de {d\"(CL), ... dD (CH)} que satisfazem

n+1—db(CH)<n—k
= dgﬁ) > k+ 1, para n — k — g elementos da hierarquia de C*.
= dP)(C) > k+1,paran — k — (n — k — ro) = ro elementos da hierarquia de C*.

= 05(C+) = 6p(C)
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Proposigao 7.2.3. Seja P um poset sobre [n|. Um [n, k], P-codigo C é (P,r) — M DS
se, e somente se, _
dP >k+2-r

Demonstracao.

dP >k+2-r
<~ Vs>n+1—k—24+r=n—k+r—1s<n,
seX = {dEP)(C)}iSk,X hierarquia de C.
= n—k+rn—k+r+1,.neX
— d,gp):n,

dP)=n—k+4r
<— (' é MDS.

Coroléario 7.2.4. Seja P um poset sobre [n]. Para um [n, k|, P-cédigo C, seja r =
n—k+2—d"(C). Entao C* é um cédigo (P,r)-MDS com dimensio n — k.

Demonstragao. .
dim(C) = k = dim(C*) =n — k

T:n—k+2—dgp):>dgp):n—k+2—r
= dimC*+ +2 —r

Aplicando a proposi¢ao anterior, C*+ é (P, r)-MDS. |
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8 CODIGOS DO TIPO CADEIA

Como serd apresentado na primeira defini¢ao desta secao, cédigos do tipo P-cadeia
sao aqueles com a propriedade de que ha uma sequéncia de subcodigos D; aninhados com
dimensoes ¢ = 1, ..., k, sendo k a dimensao do codigo original, tais que para cada um
destes D; ocorra wp(D;) = dZ(P)(C). Esta propriedade é interessante sob o ponto de vista

de compactacao de informagao, se assemelhando aos espagos de escala.

Aqui se concentram as principais contribuicoes deste trabalho, apresentadas como
proposicoes neste capitulo. Defini¢oes, teoremas e corolarios podem ser também encontra-
dos em [7].

Definigao 8.1.1. Dizemos que um cédigo P [n, k], é um cdédigo cadeia se existe uma

sequéncia de subespacos lineares D;, 1 = 1,2, ..., k tais que

{0} =Dy CD;CDyC...CDy=C

Com

ATV

Figura 9 — Poset sobre [11]

-L\ﬁ\\\

Exemplo 8.1.2. Sejam o poset P da Figura 9 e o [11, 3]o-codigo C' = [v1 = es+ejpes+eg =
00001000010, ve = ez + eg = 00100001000, v3 = €1 + e5 + €9 = 11000000100] sobre P.

Tentemos encontrar uma sequéncia de subcodigos {0} = Dy C D1 C Dy C Dy =C

atendendo a condigdo P-cadeia. A Tabela 4 exibe os pesos de cada elemento de C'.

Da figura, temos que o tinico candidato possivel a Dy é [v;]. Logo, o cdédigo Dy deve
conter Dy, logo,v; € Ds. Porém, qualquer subcodigo de C' de duas dimensoes contendi v,
tem pelo menos peso 7, enquanto [vy, v3] C C' tem peso 5. Por isso, C' ndo é um cédigo do

tipo P-cadeia.

Exemplo 8.1.3. Seja agora o cddigo D = [u; = eg = 00000000100, uy = €6 + €7 + €17 =
01000110001, uz = e3 + e3 + e19 = 01100000010]. D nao apenas é do tipo P-cadeia, como
tem duas opgoes de cadeia: {0} C [u1] € [ur,u2] € D e {0} C [w1] € [ug,us] € D, com
hierarquia {2,4,9}.



Tabela 4 — Pesos de C' para o poset P da Figura 9

[

wp(v)

0

U1

V2

U3

V1 + Vg

V1 + U3

UQ+U3

V1 + Vg + U3

OO || = =W O
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Proposicao 8.1.4. Sejam P um poset em [n] e 1 < j; < jo < ... < ji < n uma sequéncia

de ntmeros inteiros. Entao existe uma sequéncia de coédigos C7 C Cs € ... C Cf = C tais

que wp(Cy) = ji;.

Demonstracao. Pela proposicao 5.1.23, considerando P um ideal de si mesmo, podemos

encontrar um ideal J, com #J, = ji, Jpr < #P.

Podemos entdo construir C como

Ci = [BJk] ﬁFg

Seguindo este padrao, podemos definir cada C; recursivamente, como

Ci—1 = [By,_,] N supp(Ci)p

Desta forma, w(C;) = #J; = jie C; C Ciyq, Vi=1,..., k.

E preciso notar, porém, que nao necessariamente a sequéncia de cédigos C; € Cy C

... € C}, atende a condicao P-cadeia, como verificaremos.

Exemplo 8.1.5. Seja H o poset antilinear sobre F§ e a sequéncia {3,4}.

Temos que

3 =d"(C) = wy(vy),[v1] = Dy

Sem perda de generalidade, seja v; = 111000 € C; € Cy, = C.

Para a construcao de Cl:

4= dS"(C) = wp(Dy) = #supplvy, vs]

Como w(vy) = 3, #(supp(ve) \ supp(vy)) = 1.

Sem perda de generalidade novamente,

Vg = (.1'1, T2, T3, 17 07 0)
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Como d\(C) =3
wp([va]) = 3
= wp(vg) >3
= No maximo, uma componente x1, s ou x3 é nula.
= d(Ul, 1}2) <2

= Jv € Co;v = vy — vy, wp(v) < 2 < di(Ch)

Portanto, nao existe codigo C' que atenda a condi¢ao P-cadeia com a sequéncia de
pesos {3,4}.

Exemplo 8.1.6. Seja o poset P da Figura 10. Este poset também nao admite codigos
P-cadeia de hierarquia {3,4}.

Figura 10 — Poset P sobre [6].

Exemplo 8.1.7. Em contrapartida, tome o poset () como na Figura 11. Naturalmente,
() é um refinamento do poset P do exemplo anterior, que é um refinamento do poset
antilinear H. Escolha v; = 110000 e v, = 000100 e construa F = [vy, vo].

Como estamos sobre o corpo binario Fy, E tem 22 — 1 = 3 elementos nao nulos:

v; = 110000 wp(vy) =3
vy = 000110 = wp(vs) = 3
v1 + vy = 110110 wp(vy +vy) =4

Como podemos notar, de)(E) = 3, com E; = [v1], por exemplo, e déQ)(E) =
wg(E) =4 e E é um cddigo do tipo Q-cadeia com sequéncia {3,4}.
Este é um caso a ser retornado mais adiante: para qualquer poset ) existe um

refinamento P do tipo P-cadeia.

Proposicao 8.1.8. Seja uma sequéncia de ideais J; C Jy C ... C Ji tal que #J;

=

N IA

#(Ji1\Ji) p. Entdo existe uma sequéncia de codigos lineares sobre Fy, {0} = Dy C D
Dy C ... C Dy, = C, tais que d) = wp(D;) = #J..

Demonstragdo. Construa a base de um cédigo C' como Be = {v;}i, , tal que v; =

(@j)jem), 7y =1sej € Jiew;=0,sej¢&J.
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Figura 11 — Poset P. Exemplo 8.1.7

Construa também cada D; como D; = [vj];<;.

suppD; = supp(vi) = U J; = Ji

Jj=1 Jj=1

Dali,

Sejam s > 0, D;ys, D;. Suponha D' C D s; wp(D') < wp(D;), dimD’" = i. Dessa
forma, D' N (D;y,\D;) = D'\D; # (.

Seja u € D'\D;. Como D,y = [v;]j<its, €ntdo 3oy, ag, ..., aiys € Fy tais que

s %
U= QUi+ Y agu;
=1 j=1
S——— N——
§2Di eD;
Como u ¢ D;, existe t,0 < t < s, tal que ;4 # 0. Da construgao de cada v;,

temos que J; 4\ Jivi—1 C suppD’.

Logo,

wp(D') = #(suppD") p > #(Jis:i\Jiri-1) P
> H#Jiyi1, (Pela suposigao)

> #J;
= wp(D;)

= ’lUp(D/) > U}p(Di),VD/, dimD' =i

Teorema 8.1.9. Se o suporte de um P-codigo C é um subconjunto de P totalmente

ordenado entao C satisfaz a condi¢ao P-cadeia.
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Demonstracio. Seja X = {meagc(supp(v))} = {t;}, com t,_1 < t,.

Construa By = {U(i)}ie[#X]? v = (Uﬂ('i)) jen)’
Jj€[n

vj(-i) =1,sej =1t

U](-i) =0,se t; ﬁp J

Queremos provar por agora que #X = k.
Claramente Bx é LI = #X < k.
Seja entao v € C e faca ul® = v e

u® = 4 ® — 0 %)

u® = ) — ) y#X-D)

wHXD) — g (#X=2) g, (#X=2),,(2)

u#X) = #X=D) g FXD,, ()
Note que em cada iteracao a componente fux_; de 1 é anulada e nao estd

presente em nenhum p#X=I), J > i, e, por conseguinte, em nenhum u, j > 1. Portanto,
#X) = 0
U = 0.

Caso u#X) =£ 0, entdo haveria j € [n] tal que j = maz(supp(u#X)), mas como
u# ) e Cje X = u#X =0. 4

Logo,
C=[Bx]|=#X>k=>#X =k
Resta agora apenas provar que os subcédigos D; = [ul)] ; correspondem a uma
P-cadeia.

Obviamente, D;  C D;, ok!
Seja D' C C, dim(D*) =i < k; D' # D;

Para v € D'\D;, 3oy, as, ..., € Fy;

k i
v=> ap?+3 ao
j=it1 j=1
—_—

¢D; €D;

Entao, como v € D;, s € [k], i < s < k,as # 0.
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Assim,
ds € suppD',d; <p ds,ds p d;
= wp(D') > #{ds)p > #(d;) p = wp(D;)
~wp(D;) =d"P Vi e P,
{0V =Dy C Dy C Dy C ... C Dy =C,dimD’ =i
|

Teorema 8.1.10. Seja um poset P. Um cédigo C' satisfaz a condigao P-cadeia se, e

somente, se C* satisfaz a condicdo P-cadeia também.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [7]
Proposicao 8.1.11. Em um poset totalmente ordenado a relagao
Y P —[n]
i— wp(e;)
¢ uma bijecao.
Demonstracao. Sejam 1,7 € P, P linear. Como o poset é totalmente ordenado, i <p j ou

J =p i, necessariamente. Para i # j, isso significa (i) C (j) ou (j) C (i), respectivamente.

Logo, para i # j, ¥(i) = wp(e;) # wp(e;) = ¥(j) e ¥ é injegao. Como #P = #[n| < oo,
temos que v é bijecao. ]

Proposicao 8.1.12. Seja P um poset e S um poset linear subconjunto de P. Entao

i (i)
¢é bijecao.
Demonstracao.
Sejam iy, do, ..., ixzs € S tais que i; <pij41. Entdo ¢|g é injecdo. Como o contra-
dominio foi restrito, segue que ¥|g(i) é bijecao. |

Proposicao 8.1.13. Sejam P um poset qualquer sobre [n] e X = {dy,ds,...,dy} C [n].
Existe um refinamento () de P para o qual é possivel encontrar um cédigo C' do tipo

P-cadeia com hierarquia X.

Demonstragao.

Do resultado de 5.5.5 temos que o conjunto P pode ser refinado até @), para o
qual X se torna um poset linear. Do Teorema 8.1.9 resulta que qualquer cédigo de
suporte em X é (Q-cadeia. Pode-se, ent@o construir subcddigos C; da forma C; = [e;] ez,
Bi+1 = Bl U {e(’lﬂx)_l(dz‘)}' ASSiHl, C,L'+1 C Cl [§ U)P(OZ) = 'lUp(Bl) = dl [ |
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Corolario 8.1.14. Se o suporte de um P-cédigo é um subconjunto de P totalmente

ordenado, entdao C* é um cédigo do tipo P-cadeia.

Demonstracao.
suppC' é totalmente ordenado == C' é do tipo P-cadeia <= C* é do tipo P-cadeia.
|

Corolério 8.1.15. Qualquer [n,n—1],, [n,n—2], cédigo é do tipo P-cadeia para qualquer

poset P em [n].

Demonstragao.

Pelo Teorema da Dualidade, temos que se a hierarquia de um coédigo C' é X,
com #X =n — 1 oun — 2, entdo a hierarquia de C+ é Y = [n]\X com #Y =1 ou 2,

respectivamente.

Como todo cddigo de dimensoes 1 ou 2 ¢ do tipo cadeia (P-cadeia, no caso), entao
C+ é do tipo P-cadeia, pelo Coroldrio 8.1.10, C' ¢é do tipo P-cadeia. |
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ANEXO A - Teorema de Shannon-Hartley

A informagao apresentada neste anexo estd toda contida em [1], Teorema 17.

O Teorema de Shannon-Hartley, como enunciado em seu artigo marco da Teoria
da Informacao estabelece a taxa maxima de informacgao que pode ser transmitida por um
canal com taxa de erro arbitrariamente baixo (denominada capacidade do canal, C') sob
as condigoes de banda W ocupada pelo sinal transmitido (faixa de frequéncias em que a
representagdo de Fourier do sinal estd contida) e relagao sinal/ruido, S/N, razao entre a

poténcia do sinal transmitido e o ruido, no caso de te resultado, branco.

A expressao enunciada pelo teorema é:

C = Wlog(1+ S/N)

A base do logaritmo varia com a unidade utilizada para informacao (2 para bits, e

para nats e 10 para Hartleys.
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