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RESUMO

É crescente o interesse na utilização de métodos térmicos para recuperação de óleo de
média e alta viscosidade. Um desses métodos é a combustão in situ, que consiste na
liberação de calor no interior do reservatório através da combustão do ar injetado. As
componentes mais pesadas do óleo atuam como combustível para as reações exotérmicas
e o calor gerado reduz a viscosidade do óleo, estimulando o fluxo em direção aos poços
de produção. Os modelos matemáticos para este método de recuperação em geral são
complexos. Portanto, a obtenção de soluções analíticas para tais modelos é inviável, sendo
necessária a utilização de simulações computacionais.
Diversos trabalhos apresentam estudos analíticos e numéricos de modelos unidimensionais
para a combustão em meios porosos. Em trabalhos anteriores, estimativas analíticas para
modelos unidimensionais foram obtidas. Neste trabalho, tais estimativas são ligeiramente
generalizadas através da inclusão da pressão prevalecente.
É proposto um modelo bidimensional para o processo de combustão in situ em meios porosos
heterogêneos que considera pressão variável. Soluções numéricas são obtidas utilizando o
método de elementos finitos para a discretização espacial, o esquema de diferenças finitas
de Crank-Nicolson para discretização no tempo e o método de Newton para resolução das
equações não lineares resultantes. Estimativas analíticas para a temperatura e velocidade
da onda de combustão são obtidas através de um modelo unidimensional simplificado.
Tais estimativas são validadas com sucesso para o modelo geral através das simulações.
Uma outra simplificação unidimensional do modelo geral é simulada numericamente
através de duas abordagens: a primeira é similar à utilizada para a solução do modelo
geral; e a segunda é escrita como um problema de complementaridade. Os problemas de
complementaridade não-linear são resolvidos pelo algoritmo FDA-NCP. As duas abordagens
numéricas utilizadas são comparadas com uma estimativa analítica para a onda térmica e
mostram bons resultados.

Palavras-chave: Combustão em meios porosos. Método de elementos finitos. Ondas
viajantes. Equações diferenciais parciais. Problema de complementaridade.



ABSTRACT

There is a growing interest in using thermal methods for the recovery of medium and high
viscosity oil. One of these methods is the in-situ combustion, which consists in release heat
within the reservoir through combustion of the injected air. The heavier oil components
are used as fuel for exothermic reactions and the generated heat reduces the oil viscosity,
stimulating the flow towards the production well. In general, the mathematical models for
this recovery method are complex. Therefore, the analytical solutions for such models are
impossible, requiring numerical simulations.
Several works present analytical and numerical studies of one-dimensional models for
combustion in porous media. In previous works analytical estimates for one dimensional
models were obtained. Here these estimates are slightly generalized by including the
prevailing pressure.
We propose a two-dimensional model for the in-situ combustion process in heterogeneous
porous media, considering variable pressure. Numerical results are obtained using the
finite element method for spatial discretization, Crank-Nicolson finite difference scheme for
time discretization and Newton’s method for the arising nonlinear equations. Analytical
estimates for combustion wave speed and combustion wave temperature are obtained using
one-dimensional simplified model. These estimates are successfully validated in the general
model through the simulation results.
Another one-dimensional simplification of the general model is numerically simulated by
two approaches: the first is similar to the one previously described; and the second one is
written as a complementarity problem. The arising nonlinear complementarity problems
are solved by the FDA-NCP algorithm. Both numerical approaches are compared to the
analytical estimate for the thermal wave, showing good agreement.

Key-words: Combustion in porous media. Finite element method. Traveling waves. Partial
differential equations. Complementarity problem.
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NOTAÇÕES

• Quantidades vetoriais são destacadas em negrito.

• As letras i, j, k,m, n denotam índices naturais, N = {1, 2, · · · }.

• A notação R+ representa o conjunto de reais não negativos.

• Seja A ⊂ Rn. As notações A,
◦
A e ∂A representam o fecho, o interior e a fronteira de

A, respectivamente.

• O produto escalar entre u,v ∈ Rn é denotado por u · v, e a norma euclidiana de u
por |u|.

• x ∈ Rn é não negativo, ou x > 0, se

xi > 0, ∀i = 1, 2, · · · , n.

A notação é utilizada de maneira análoga para outras desigualdades como, por
exemplo, para x < 0.

• Seja f : A → B. O símbolo f(C) ⊂ B denota a imagem da função f sobre o
conjunto C ⊂ A.

• Seja f : A ⊂ Rm → Rn uma função diferenciável no aberto A. O símbolo f ′ denota a
aplicação derivada de f e Jf (x), a matriz jacobiana de f no ponto x ∈ A, utilizando
a base canônica.

• Para as derivadas mais utilizadas: o símbolo “∂t” denota a primeira derivada no
tempo; “∂x” e “∂xx” denotam a primeira e segunda derivada no espaço, respectiva-
mente; “∇” é o gradiente no espaço; e “∆” é o operador laplaciano.

∇ ≡
(
∂

∂xi

)n
i=1

∆ ≡
n∑
i=1

∂2

∂xi∂xi
.
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1 INTRODUÇÃO

Há um interesse recente na utilização de combustão para recuperação de óleo de
média e alta viscosidade presentes em reservatórios de rochas porosas. A combustão in
situ (ISC) é a técnica de recuperação térmica mais antiga que se tem conhecimento e tem
sido considerada um método muito efetivo para a recuperação de óleo pesado [5, 6]. Neste
método, ar é injetado no meio poroso e reage com componentes pesadas e imóveis do óleo,
produzindo calor local. O calor gerado reduz a viscosidade do óleo, contribuindo para que
a maior parte deste seja conduzida aos poços produtores.

Uma vantagem operacional da ISC é a abundância de ar disponível para injeção,
independentemente da localização. Este fato elimina gastos de transporte de fluidos de
injeção até o poço, o que não ocorre em outros métodos de extração tais como injeção
de vapor e injeção de água. Como a combustão ocorre no interior do reservatório, o
gás carbônico produzido pelo processo fica confinado no meio, sendo que parte deste é
sequestrada pela própria formação [6]. Portanto, o impacto ambiental gerado pela técnica
é menor se comparado com o de outras técnicas de recuperação avançada de óleo. Além
disso, o dióxido de carbono gerado no processo pode ajudar na recuperação do óleo pois
aumenta a pressão local e reduz a viscosidade deste, quando misturado ao óleo, estimulando
o fluxo em direção aos poços produtores.

A modelagem do processo de ISC é complexa e apresenta desafios em alguns
campos de pesquisa. No petróleo bruto estão presentes diversos compostos químicos
que participam de milhares de reações químicas elementares. O controle da frente de
combustão não é trivial principalmente porque a combustão ocorre em faixas estreitas,
se comparadas às escalas de reservatório. Como, além do mecanismo de reação, estão
presentes os fenômenos físicos de advecção e difusão, um modelo que descreva o processo
de ISC necessita de diversas equações. Além disso, devido à diversidade dos fenômenos
físicos, a técnica é considerada um processo multiescala. Para lidar com as diversas reações
e equações, são necessárias simulações numéricas e ambientes de simulação com grande
poder computacional. Como há dificuldade na realização de experimentos em laboratório
que validem as simulações, estudos analíticos do modelo também são de grande ajuda
para tal validação. Por essas e outras razões, o processo de ISC motiva pesquisa em
diferentes áreas da ciência, tais como Engenharia, Química, Física, Ciência da Computação
e Matemática.

Estimativas analíticas simples de serem obtidas são de grande ajuda no estudo dos
modelos para ISC. Estas podem ajudar de diversas maneiras, como por exemplo:

• Auxiliar engenheiros na tomada de decisões rápidas sobre previsões futuras da
aplicação do método de ISC em um determinado reservatório, antes que seja simulado
um modelo mais complexo e detalhado;
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• Ajudar a validar modelos mais gerais e complexos, através da comparação com
resultados numéricos obtidos. Além de complementar o entendimento da física do
problema.

Zona
de vapor

HC leves

Poço produtorPoço de injeção

Zona queimada Rocha selante Reservatório nativo

Zona de
combustão

Coque Zona de
craqueamento

Figura 1 – Esquema representando o processo de ISC. (Figura adaptada de [1])

A Fig. 1 apresenta um esquema que resume o processo de ISC, ver [7]. Seguindo o
sentido a favor do fluxo (da esquerda para a direita), podem ser observadas as regiões

• zona queimada: preenchida por ar e pequena parte de resíduos orgânicos não
queimados. Como a entrada de ar do poço de injeção é contínua, a temperatura
cresce em direção à zona de combustão;

• zona de combustão: onde o oxigênio presente no ar reage com o combustível presente
no reservatório. Os produtos da reação são gás carbônico e água. Esta é uma região
estreita, geralmente com poucos centímetros de espessura, e possui temperaturas
elevadas, sendo a reação conhecida como HTO (high-temperature oxidation);

• coque: combustível depositado na matriz porosa. É composto por hidrocarbonetos
(HCs) menos saturados que se formaram na zona de craqueamento por reações de
craqueamento e pirólise;

• zona de craqueamento: onde ocorrem as modificações no petróleo bruto. A parte
mais leve do óleo vaporiza e é transportado em direção às camadas seguintes. O
restante do óleo realiza a reação de pirólise, gerando produtos como monóxido e
dióxido de carbono, HC leves e coque;

• zona de vapor: que contêm HCs condensados, vapor e água;

• HC leves: com HC de cadeias menores, resultado das reações de craqueamento
térmico;
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• reservatório nativo: que contêm óleo nativo do reservatório.

O estudo realizado neste trabalho tem enfoque na zona de combustão do processo
de ISC. Por simplicidade, o coque é considerado carbono puro que se encontra inicialmente
depositado em uma pequena parte do espaço vazio da rocha. O restante do espaço vazio é
preenchido por uma mistura gasosa, que é considerada como sendo composta por oxigênio
e gás inerte. Todas as reações químicas consideradas estão relacionadas ao processo de
combustão gás-sólido. O reservatório se estende na horizontal, sendo modelado apenas nas
configurações unidimensional e bidimensional. A principal razão para esta simplificação é
que, em modelos mais gerais, o oxigênio tende a ocupar a parte superior do reservatório
devido à gravidade, como mostrado na Fig. 1. Este efeito resulta em outras observações
que não são objetivos do presente trabalho.

Os estudos analíticos ajudam a compreender melhor o processo físico além de
possibilitar a obtenção de algumas estimativas importantes. Normalmente, a frente de
combustão é tratada como uma onda viajante. Para modelos unidimensionais, existem
dois métodos principais utilizados para estudar tal onda. O primeiro método explora a
forte não linearidade da lei de Arrhenius que é utilizada para modelar a taxa da reação de
combustão, e que desconsidera a taxa da reação à medida que a temperatura diminui [8].
Existem trabalhos que utilizam tal método para obter estimativas para a velocidade da
onda de combustão, a temperatura e concentração de oxigênio, ver [9, 10, 11, 12, 13] e suas
referências. O segundo método considera que a reação ocorre para todas as temperaturas,
mas as perdas de calor são desprezíveis, ver [14, 15] e suas referências. Este último método
também permite a obtenção de parâmetros fisicamente consistentes tais como a velocidade
da onda de combustão e temperatura da frente de combustão.

Além da onda de combustão, existem outras ondas que interagem com a frente de
combustão dentro da faixa modelada neste trabalho. Por exemplo, no modelo estudado em
[4] são observadas ondas térmicas, onde a temperatura varia bruscamente sem a presença
local da reação de combustão, e ondas de combustível, gerada por resíduos de combustível
não consumidos pela reação de combustão, dentre outras. A partir de uma análise da
parte hiperbólica do modelo, também é possível obter estimativas para estas ondas. Todos
os trabalhos citados acima consideram modelos unidimensionais com pressão constante,
pois nenhum destes métodos é aplicável diretamente a modelos bidimensionais, nem a
modelos contendo pressão variável.

Existem diversos trabalhos que estudam, numericamente, modelos bidimensionais
de ISC em meios porosos. Em [16], por exemplo, o escoamento de um fluido com
diversos componentes é estudado. No artigo, o modelo considera diversas reações de
equilíbrio químico e o foco é dado às componentes pesadas do óleo, sendo tanto baseado
quanto validado por experimentos de combustão em laboratório. Para a solução numérica
do modelo, uma estratégia de refinamento adaptativo de malha é utilizada, reduzindo
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consideravelmente o custo computacional e possibilitando a captura mais precisa da frente
de combustão. Foram realizados experimentos unidimensionais e bidimensionais, incluindo
testes com campos heterogêneos de permeabilidade.

O problema de se capturar a frente de combustão no processo de ISC é de grande
interesse, visto que é nela que ocorrem as reações de combustão, gerando calor para todo
o processo. Em [17], é proposto um novo método para rastrear a frente de combustão,
com uma estratégia multiescala não baseada na lei de Arrhenius. Neste método, a frente
não é calculada na malha principal da simulação, mas é utilizado um modelo auxiliar
com malha refinada que captura os efeitos das reações de combustão no escoamento, tais
como a quantidade de calor liberada e a quantidade de combustível consumido. O modelo
com malha refinada é calibrado com simulações numéricas e experimentos em laboratório.
Neste mesmo artigo, foram realizados testes em problemas 1D, 2D e 3D.

O principal objetivo deste trabalho de dissertação é estudar a aplicação de estima-
tivas analíticas em modelos de ISC. Os objetivos específicos são:

1. Propor ligeiras generalizações de estimativas analíticas para a onda de combustão
presentes em [14];

2. Propor um modelo para a ISC que considera pressão variável. Tal modelo abrange
problemas com mais de uma dimensão espacial e meios porosos heterogêneos;

3. Verificar a validade de estimativas analíticas do item 1 para o modelo do item 2;

4. Comparar duas formulações numéricas aplicadas a uma simplificação do modelo de
ISC do item 2. Uma das formulações utiliza condições de complementaridade.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. Seguindo o capítulo de introdução,
o Capítulo 2 descreve a teoria necessária para o bom entendimento dos capítulos seguintes.
Grande parte deste capítulo, é destinada a apresentar resultados da teoria de Leis de
Conservação. Uma pequena introdução à teoria de Ondas Viajantes e à teoria de Problemas
de Complementaridade também é apresentada neste capítulo.

No Capítulo 3 são descritos os métodos numéricos utilizados para a simulação dos
problemas de ISC. O método de elementos finitos (MEF) é apresentado inicialmente de
maneira geral e, em seguida, são dados detalhes da formulação variacional e dos espaços
de elementos finitos utilizados nas simulações. Após a introdução de alguns conceitos
sobre convergência de métodos iterativos, são apresentados os métodos de Newton e o
algoritmo de direções viáveis para problemas de complementaridade não linear (Feasible
Directions Algorithm for Nonlinear Complementarity Problem, FDA-NCP). Também são
apresentados alguns resultados de convergência deste último algoritmo que justificam sua
aplicação.
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O modelo para o problema de ISC em meios porosos é proposto no Capítulo 4. Após
a descrição detalhada das hipóteses físicas consideradas, é construída a adimensionalização
do modelo, que é utilizada nas simulações. Duas simplificações unidimensionais para forma
adimensional são analisadas em seções separadas deste capítulo. Uma delas considera
a pressão constante, de onde são obtidas estimativas analíticas para a velocidade e
temperatura da onda de combustão, generalizando resultados em [14] e revisando resultados
em [4]. A outra apresenta um modelo onde apenas a temperatura e a quantidade de
combustível são desconhecidas, estudado em [3, 18]. Estas simplificações mostram que o
modelo descrito é, na verdade, uma generalização do modelo unidimensional proposto em
[9].

No Capítulo 5 estão presentes os principais resultados do trabalho. Neste é apresenta
a resolução numérica de um problema sobre o modelo geral do Capítulo 4. É feita a
construção da formulação discreta para tal problema e, em seguida, os detalhes da simulação
numérica são apresentados. São simulados dois casos, uma deles considera um meio poroso
homogêneo e o outro, heterogêneo. As estimativas analíticas do Capítulo 4 para o modelo
com pressão constante são adaptadas para o problema mais geral e comparadas com
estimativas obtidas da solução numérica.

O Capítulo 6 destina-se a apresentar a resolução numérica de uma aplicação do
modelo simplificado, onde temperatura e a quantidade de combustível são as incógnitas,
apresentado no Capítulo 4. Este problema é resolvido de duas formas, sendo que a primeira
utiliza o método de Newton para resolução de uma formulação discreta matricial a cada
passo de tempo. A segunda forma utiliza o algoritmo FDA-NCP para resolver um problema
de complementaridade relacionado ao problema inicial. As soluções numéricas obtidas dos
dois métodos são comparadas no mesmo capítulo.

As definições e resultados necessários para o entendimento do trabalho estão no
Apêndice A. Os capítulos 5 e 6 apresentam suas próprias seções de conclusões parciais e
discussões.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Este capítulo tem o objetivo de apresentar o embasamento teórico necessário para
o bom entendimento do trabalho.

2.1 LEIS DE CONSERVAÇÃO

As leis de conservação são sistemas de equações diferenciais de evolução da forma

∂tu+ ∂x(f(u)) = 0. (2.1)

Nesta equação, a função vetorial u representa o conjunto de densidades das quantidades a
serem conservadas, tais como massa, momento e energia, e função f é chamada função de
fluxo, onde cada uma de suas componentes representa o fluxo da quantidade associada. O
objetivo desta seção é apresentar um resumo sobre Leis de Conservação para o caso de
uma dimensão espacial, ou seja, u : R× R→ Rm, e f : Rm → Rm [2, 19].

Assim como em [2], este estudo considera f como sendo uma função estritamente
hiperbólica, ou seja, cuja derivada em cada ponto f ′(u) tem autovalores reais distintos
λ1(u) < · · · < λm(u). Neste caso, f é diagonalizável e portanto possui autovetores
linearmente independentes. Considere a base de autovetores {rk(u)}mk=1, onde cada par
(λk(u), rk(u)) é um par autovalor-autovetor para f(u). Os autovalores e autovetores do
sistema são chamados de velocidades características e vetores característicos do
sistema, respectivamente. O termo “k-família”, 1 6 k 6 m, faz referência ao k-ésimo par
autovalor-autovetor na ordem estabelecida neste parágrafo.

A Eq. (2.1) apresenta uma lei de conservação para u na forma diferencial. O
sentido físico da conservação, porém, é obtido através de uma outra formulação para cada
quantidade conservada. Considere uma quantidade escalar com função densidade uk em
um domínio Ω = [x1, x2]. Se a quantidade é conservada neste domínio, então a variação
desta quantidade é igual ao seu fluxo de entrada menos o fluxo de saída no domínio. Como
fk é a componente de f que descreve o fluxo de uk, então

∂t

∫ x2

x1
uk(x, t) dx = fk(u(x1, t))− fk(u(x2, t)). (2.2)

Se uk é suficientemente suave, de modo que ∂t
∫

Ω uk(x, t) dx seja integrável, o Teorema
Fundamental do Cálculo (Teorema A.0.1) pode ser aplicado no intervalo [t1, t2] para se
obter a lei de conservação na forma integral:∫ x2

x1
uk(x, t2) dx =

∫ x2

x1
uk(x, t1) dx+

∫ t2

t1
fk(u(x1, t)) dt−

∫ t2

t1
fk(u(x2, t)) dt. (2.3)

A Eq. (2.3) é construída para cada componente de u.
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Um problema envolvendo leis de conservação geralmente possui condições iniciais e,
quando o domínio espacial é limitado, condições de fronteira. O problema de Cauchy é
um tipo clássico de problema de valor inicial (PVI) no qual

−∞ < x <∞, t ∈ R+ e u(x, 0) = u0(x). (2.4)

Neste caso, u0 é a condição inicial para a solução u do problema. Um caso particular do
problema de Cauchy muito utilizado na teoria das Leis de Conservação e no desenvolvimento
de métodos numéricos é o chamado problema de Riemann, no qual a condição inicial é
da forma

u0(x) =

ul, x < 0,

ur, x > 0.
(2.5)

Os vetores ul e ur são os estados extremos à esquerda e à direita, respectivamente.

Como exemplo, considere a equação de advecção linear para o caso escalar

∂tu+ a∂xu = 0, (2.6)

onde a é uma constante. Um problema de Cauchy associado a essa equação possui solução

u(x, t) = u0(x− at). (2.7)

Ou seja, a medida que o tempo avança, o perfil inicial apenas se desloca no eixo-x com
velocidade a. A solução deste problema é constante ao longo das retas x − at = x0,
conhecidas como características da Eq. (2.6). Note que as características da Eq. (2.6)
satisfazem o PVI: x′(t) = a, x(0) = x0. Para o caso geral, se u é constante ao longo de
uma curva parametrizada por x (Definição A.0.1), então

0 = d(u(x(t), t))
dt

=
∂xu(x(t), t)
∂tu(x(t), t)

 ·
x′(t)

1

 = ∂tu(x(t), t) + x′(t)∂xu(x(t), t). (2.8)

Por outro lado, segue da Eq. (2.1) que

∂tu(x(t), t) + ∂x(f(u(x(t), t))) = ∂tu(x(t), t) + f ′(u(x(t), t))∂xu(x(t), t) = 0, (2.9)

o que motiva a seguinte definição [20].

Definição 2.1.1 (Curva característica). Uma curva parametrizada pela função x é uma
característica da k-família se satisfaz o PVI

x′(t) = λk(u(x(t), t)), t > 0 (2.10)
x(0) = x0, (2.11)

para algum x0.
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Figura 2 – Curvas características da Eq. (2.6).

Em geral, problemas envolvendo leis de conservação podem apresentar soluções não
regulares, por exemplo descontínuas. Esta situação pode ocorrer mesmo com condições
iniciais suaves. Uma solução que atende à Eq. (2.1) é dita solução forte. Para os casos
onde não é possível obter uma solução forte, a solução atende apenas à forma integral da
lei de conservação associada, Eq. (2.3), e é chamada de solução generalizada.

2.1.1 Soluções fracas

Considere uma lei de conservação para uma variável u no caso escalar. A maneira
mais natural de definir uma solução generalizada para um problema que envolve uma lei
de conservação de u é através da Eq. (2.3). No entanto, é possível obter uma forma mais
conveniente para tal solução. A ideia básica consiste em multiplicar a equação diferencial
do problema por uma função teste e integrar no domínio de interesse. As funções teste
são suficientemente suaves, de tal forma que são aplicadas regras de derivação por partes
que reduzem a necessidade de suavidade na solução do problema.

Para o caso apresentado, são utilizadas funções teste ϕ ∈ C1
0 (R×R). Multiplicando

a Eq. (2.1) por uma função teste e integrando sobre espaço e tempo, obtêm-se∫ ∞
0

∫ +∞

−∞
(∂tu+ ∂x(f(u)))ϕ dxdt = 0. (2.12)

Integrando por partes e utilizando as propriedades da função teste,∫ ∞
0

∫ +∞

−∞
(∂tϕu+ ∂xϕf(u))ϕ dxdt = −

∫ +∞

−∞
ϕ(x, 0)u(x, 0) dx. (2.13)

A última equação motiva a seguinte definição.

Definição 2.1.2 (Solução fraca da lei de conservação). Uma função u : R× R+ → R é
chamada de solução fraca da lei de conservação se satisfaz a Eq. (2.13) para toda função
ϕ ∈ C1

0(R× R).
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Para uma lei de conservação não escalar, a definição se aplica a cada componente
da função vetorial solução, pois cada componente é uma quantidade a ser conservada e
atende a Eq. (2.3).

As formulações integrais (2.3) e (2.13) são equivalentes, porém a integração sobre
um domínio fixo acrescenta uma grande vantagem para segunda formulação. Observe
que a solução forte do problema, se existir, é também uma solução fraca, pela própria
dedução da Eq. (2.13). Vale ressaltar que, geralmente, a solução fraca de um problema de
Leis de Conservação não é única, sendo necessária a utilização de critérios adicionais para
encontrar soluções fisicamente relevantes.

Uma maneira de se encontrar uma solução fisicamente relevante é adicionar uma
pequena difusão na lei de conservação (2.1), o que resulta na chamada forma viscosa

∂tu+ ∂x(f(u)) = ε∂xxu, (2.14)

onde ε é uma constante positiva. Uma solução desta equação é conhecida como perfil
viscoso e denotada por uε. As formas viscosas possuem melhores resultados de existência
e unicidade que a forma invíscida, além de suas soluções serem suaves [2]. As soluções
fisicamente relevantes da lei de conservação (2.1) são definidas pelo limite

u = lim
ε→0

uε. (2.15)

Encontrar esta solução limite não é uma tarefa simples de ser realizada e, portanto, outras
condições são utilizadas para se obter soluções relevantes. Estas condições são usualmente
chamadas de condições de entropia, explicadas em detalhes a seguir, e por isso as soluções
que satisfazem a Eq. (2.15) são chamadas de soluções entrópicas.

2.1.2 Ondas para o problema de Riemann

Até este ponto, a teoria descrita se aplica a problemas de Cauchy genéricos. Em
alguns trabalhos, por exemplo [21], resultados para os problemas de Cauchy são obtidos
através de problemas de Riemann associados. A partir deste ponto, o estudo será realizado
sobre um problema de Riemann, onde uma das principais características é que suas soluções
são descritas por sequências de ondas.

Fixando um instante de tempo t > 0, pode-se observar na Fig. 3 dois tipos de
ondas que aparecem na solução da equação de Burgers ∂tu+ u∂xu = 0, onde os estados ul
e ur são constantes. Na Fig. 4 são apresentadas as curvas características da equação de
Burgers.

As ondas podem ser definidas segundo a disposição das curvas características
entre os estados extremos. Neste caso, as ondas de choque ocorrem quando as curvas
características se cruzam (Fig. 4(a)), sendo que os estados extremos são ligados por
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(a) Onda de choque (b) Onda de rarefação

Figura 3 – Solução da equação de Burgers ∂tu+ u∂xu = 0 para dois tipos de condições iniciais
(linhas preenchidas). Linhas pontilhadas representam a solução em um tempo futuro.
(Figura adaptada de [2])

(a) Onda de choque (b) Onda de rarefação

Figura 4 – Curvas características da equação de Burgers ∂tu + u∂xu = 0 para dois tipos de
condições iniciais. (Figura adaptada de [2])

uma descontinuidade que se move com velocidade s constante (Fig. 3(a)). As ondas de
rarefação surgem quando as curvas características se afastam umas das outras (Fig. 4(a)),
ou seja, a velocidade de ul é maior que a velocidade de ur e os dois dois estados são
conectados por uma função (Fig. 3(b)). As ondas de contato são descontinuidades que se
movem com velocidade constante, assim como os choques sendo, porém, as características
paralelas (Fig. 2).

2.1.3 Ondas de choque e o Hugoniot locus

Considere a seguinte proposição.

Proposição 2.1.1. Uma descontinuidade (ul,ur) na solução de uma lei de conservação
deve satisfazer a condição

f(ur)− f(ul) = s(ur − ul), (2.16)

para alguma velocidade s. Esta condição é conhecida como condição de Rankine-
Hugoniot.
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Demonstração. A condição de Rankine-Hugoniot é obtida quando considera-se a exis-
tência de uma descontinuidade na solução da Lei de Conservação e obriga-se que tal
descontinuidade atenda à forma integral (2.3).

Caminho
da descontinuidade

Figura 5 – Região de integração para a demonstração da condição de Rankine-Hugoniot. (Figura
adaptada de [2])

Para o caso escalar, considere x2 = x1 + ∆x e t2 = t1 + ∆t, como na Fig. 5 e a
seguinte relação válida: ∆x = s(t1)∆t + O(∆t2). Se u é suave em ambos os lados da
descontinuidade, então à esquerda da descontinuidade, u(x, t) = ul(t1) +O(∆t), enquanto
à direita, u(x, t) = ur(t1) +O(∆t). Da Eq. (2.3),
∫ x2

x1
ul(t1) dx−

∫ x2

x1
ur(t1) dx+

∫ x2

x1
O(∆t) dx =

=
∫ t2

t1
f(ul(t1)) dt−

∫ t2

t1
f(ur(t1)) dt+

∫ t2

t1
O(∆t) dx⇒ (2.17)

⇒ ∆x(ul(t1)−ur(t1)) = ∆t(f(ul(t1))−f(ur(t1)))+
∫ x2

x1
O(∆t) dx+

∫ t2

t1
O(∆t) dx. (2.18)

Como∣∣∣∣∫ x2

x1
O(∆t) dx+

∫ t2

t1
O(∆t) dx

∣∣∣∣ 6 c∆t(∆x+∆t) = c∆t(s(t1)∆t+O(∆t2)+∆t) = O(∆t2),
(2.19)

então, dividindo a Eq. (2.18) por ∆t e fazendo t2 → t1, obtêm-se a condição de Rankine-
Hugoiniot no tempo t1. Como t1 é arbitrário, segue que

f(ur)− f(ul) = s(ur − ul), (2.20)

mesmo para um caso geral em que s, ur, ul dependem do tempo.

O caso vetorial da Eq. (2.16) é obtido pela aplicação deste procedimento em todas
as componentes de u.
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Suponha que, fixado um estado û, deseja-se encontrar o conjunto de estados que
pode ser conectado a û através de uma descontinuidade, ou seja, que satisfaz a Eq. (2.16).
Tal problema resulta em um sistema comm equações em+1 incógnitas, já que a velocidade
s também é desconhecida. Portanto, são esperados conjuntos de soluções a um parâmetro.
Para f suficientemente suave, foi provado em [22, 20] que estes conjuntos são, na verdade,
m curvas em uma vizinhança de û. Estas curvas admitem parametrizações diferenciáveis
e a função s sobre as curvas também é diferenciável. A análise que segue, considera este
caso particular.

Seja ũk uma parametrização de uma das m curvas de pontos que satisfazem a
Eq. (2.16) tal que ũk(0) = û. Se sk(ξ) é a função velocidade para cada ponto da curva
correspondente, a condição de Rankine-Hugoniot se transforma em

f(ũk(ξ))− f(û) = sk(ξ)(ũk(ξ)− û). (2.21)

Ao avaliar a derivada da expressão acima no ponto ξ = 0, obtêm-se

f ′(û)ũ′k(0) = sk(0)ũ′k(0), (2.22)

de tal forma que o autovalor rk(û) é tangente à curva parametrizada por ũk em ξ = 0,
sendo esta curva associada à k-família. Além disso, sk(0) = λk(û).

Cada curva é denominada curva de Hugoniot e o conjunto de curvas é denomi-
nado Hugoniot locus do ponto û. Todo ponto pertencente à k-ésima curva de Hugoniot
pode ser conectado ao ponto û através de um choque.

Apesar de o Hugoniot locus fornecer todos os estados atingíveis a partir de um
estado fixo, somente parte destes resultam em soluções entrópicas. Para apresentar as
condições de entropia propostas em [22] a seguinte definição é necessária.

Definição 2.1.3 (Não linearidade genuína). O k-ésimo campo de autovalores característi-
cos é dito genuinamente não linear se

λ′k(u) · rk(u) 6= 0, ∀u (2.23)

Em outras palavras, um campo λk é genuinamente não linear se a função é monótona
crescente ou decrescente sobre qualquer curva integral do campo vetorial rk.

Definição 2.1.4 (Condições de entropia segundo Lax [22]). Se o k-ésimo campo de
autovalores característicos é genuinamente não linear, uma descontinuidade (ul,ur) é
admissível segundo Lax se satisfaz

λk(ul) > s > λk(ur), (2.24)

onde s é a velocidade da descontinuidade.

Esta condição impõe que as características em uma descontinuidade devem convergir
para que a solução seja entrópica, o que caracteriza a descontinuidade de choque.
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2.1.4 Ondas de contato

Em [2], uma condição de entropia que trata de descontinuidades de contato foi
apresentada. Para tanto, uma outra definição é necessária.

Definição 2.1.5 (Linearidade degenerada). O k-ésimo campo de autovalores característi-
cos é dito linearmente degenerado se

λ′k(u) · rk(u) = 0, ∀u (2.25)

Em outras palavras, um campo λk é linearmente degenerado se a função é constante
sobre qualquer curva integral do campo vetorial rk. O seguinte resultado é válido.

Teorema 2.1.1. Seja o k-ésimo campo de velocidades características, linearmente de-
generado. Se ul e ur pertencem à mesma curva integral de rk, então estes estados são
conectados por uma descontinuidade neste campo.

Demonstração. Suponha que ul e ur pertençam à mesma curva integral de rk. Tome uma
parametrização ũk desta curva onde ũk(0) = ul e ũk(1) = ur. Então

f ′(ũk(ξ))ũ′k(ξ) = λk(ũk(ξ))ũ′k(ξ) ⇒ (f ◦ ũk)′(ξ) = λk(ũk(ξ))ũ′k(ξ). (2.26)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo no intervalo [0, 1] obtêm-se

f(ur)− f(ul) = (f ◦ ũk)(ξ)
∣∣∣1
0

=
∫ 1

0
λk(ũk(ξ))ũ′k(ξ) dξ. (2.27)

Como o k-ésimo campo de velocidades características é linearmente degenerado,
então λk é constante ao longo da curva integral. Portanto, sendo s = λk(ul) e aplicando
novamente o Teorema Fundamental do Cálculo, obtêm-se

f(ur)− f(ul) = s
∫ 1

0
ũ′k(ξ) dξ = s(ur − ul). (2.28)

Como ul e ur satisfazem a condição de Rankine-Hugoniot utilizando s = λk(ul),
então estes podem ser conectados por uma descontinuidade que se move com velocidade
s.

Observação 2.1.1. Em [2], é comentado que a volta do Teorema 2.1.1 também é válida.

Uma descontinuidade neste tipo de campo é chamada de descontinuidade de
contato, caracterizada pelas curvas características entre os estados limites serem paralelas.
A condição de entropia de Lax [22] é modificada na definição que segue.

Definição 2.1.6 (Condições de entropia segundo [2, 22]). Se o k-ésimo campo de au-
tovalores característicos é genuinamente não linear ou linearmente degenerado, uma
descontinuidade (ul,ur) é admissível se satisfaz

λk(ul) > s > λk(ur), (2.29)

onde s é a velocidade da descontinuidade.
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2.1.5 Ondas de rarefação e as curvas integrais

Uma onda de rarefação é uma função contínua da forma

u(x, t) =


ul, x 6 ξ1t,

w(x/t), ξ1t 6 x 6 ξ2t,

ul, x > ξ2t.

(2.30)

A função w caracteriza a onda e deve ser determinada para cada tipo de equação. No-
vamente, suponha f suficientemente suave para os cálculos seguintes. Ao derivar w no
tempo e espaço e substituir o resultado na lei de conservação (2.1), obtêm-se

− x
t2
w′(x/t) + 1

t
f ′(w(x/t))w′(x/t) = 0. (2.31)

Reorganizando os termos e denotando ξ = x/t, obtêm-se

f ′(w(ξ))w′(ξ) = ξw′(ξ). (2.32)

Como é esperado que a função w seja suave e conecte os dois extremos do salto,
assume-se que w′(ξ) 6= 0, ou seja, w′(ξ) é proporcional a algum autovetor rk(w(ξ)). Como
os autovetores são linearmente independentes, w′(ξ) deve ser proporcional a apenas um
dos m autovetores, de modo que w(ξ) reside na curva integral de rk para uma única
k-família.

Para haver onda de rarefação entre dois estados ul e ur em uma mesma curva
integral da k-família, é necessário que ξ seja monotonamente crescente ou decrescente
entre os estados. Note que a relação

ξ = λk(w(ξ)) (2.33)

é válida, de modo que a monotonicidade de λk sobre a curva integral é equivalente à
monotonicidade do parâmetro ξ. Para os casos de não linearidade genuína do k-campo de
autovalores, w(ξ) é uma parametrização da respectiva curva integral do autovetor rk e,
como a característica deste tipo de onda é que as curvas características se abrem,

λk(ul) < λk(ul). (2.34)

Os detalhes do cálculo da expressão de w(ξ) são mostrados em [2].

2.1.6 Solução de um problema de Riemann geral

Para encontrar a solução de um problema de Riemann geral, com estados finais
ul e ur, deve-se determinar a sequência de ondas, e respectivos estados intermediários,
presentes. Para que a sequência seja válida, é necessário que as velocidades características
dos pontos intermediários seja crescente de ul a ur.
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Nas seções 4.2 e 4.3, a teoria de Leis de Conservação é aplicada em modelos de
ISC, onde as quantidades conservadas são a temperatura e o número de mols da mistura
gasosa, de oxigênio e de combustível.

2.2 ONDAS VIAJANTES

Ondas viajantes são soluções de equações diferenciais parciais (EDPs) de evolução
que possuem um perfil que é transportado no tempo à velocidade constante. Tais ondas
aparecem em diversos problemas físicos e, por isso, é possível encontrar na literatura
diversos trabalhos que abordam o assunto [23] e outros que aplicam essa teoria em
problemas específicos [14, 13]. Dentre os tópicos estudados na teoria de ondas viajantes
estão a determinação de existência e da velocidade de propagação de uma onda deste tipo
e verificação da estabilidade de soluções desta forma. Na Seção 4.2, a teoria de ondas
viajantes será aplicada no modelo de ISC com pressão constante para determinação de
parâmetros invariantes na onda de combustão.

Definição 2.2.1 (Solução na forma de uma onda viajante). Considere um sistema EDPs
no domínio espaço-tempo. Uma solução na forma de uma onda viajante para o sistema é
uma função u : R× R+ → Rm que satisfaz

u(x, t) = w(x− V t), (2.35)

onde w : R→ Rm é a frente de onda e a constante V é a velocidade da onda.

A ideia básica para se encontrar uma solução na forma de onda viajante consiste
em definir a variável ξ = x− V t, chamada de variável viajante, e transformar o sistema
de EDPs em um sistema de equações diferenciais ordinárias. Por exemplo, procurar uma
solução na forma de uma onda viajante para o sistema

∂tu(x, t) + ∂xu(x, t) = ∂xxu(x, t) + f(u(x, t)), (2.36)

consiste em encontrar w que satisfaça

−Vw′(ξ) +w′(ξ) = w′′(ξ) + f(w(ξ)). (2.37)

A fim de simplificar a notação, não é feita distinção entre os símbolos u e w, e
apenas são feitas as substituições das derivadas ∂x e ∂t por d/dξ e −V d/dξ, respectivamente,
na EDP. Para que esteja bem definida, a frente de onda deve ter limites constantes

lim
ξ→±∞

u(ξ) = u±, (2.38)

onde u+ 6= u−. Além disso, ao derivar a expressão acima, os limites para as derivadas de
u são obtidos

lim
ξ→±∞

u′(ξ) = lim
ξ→±∞

u′′(ξ) = 0. (2.39)
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2.3 PROBLEMAS DE COMPLEMENTARIDADE

Diversos modelos presentes em diferentes campos da ciência, tais como engenharia,
física, economia e biologia, podem ser reescritos como problemas de complementaridade.
Em alguns casos, a modelagem de problemas via complementaridade pode facilitar a
solução dos mesmos. Este é o caso de certos problemas de fronteira móvel implícita,
onde, transformando o modelo em um problema de complementaridade, é possível definir
um domínio fixo para o problema [24]. Outra característica interessante deste tipo de
formulação é que algumas restrições físicas podem ser incorporadas nas desigualdades do
problema de complementaridade [18].

Definição 2.3.1 (Produto de Hadamard). O produto de Hadamard entre x,y ∈ Rm,
denotado pelo símbolo “•”, é definido por:

x • y =


x1y1

x2y2
...

xmym

 ∈ Rm. (2.40)

Definição 2.3.2 (Problema de complementaridade). Seja F : D ⊂ Rm → Rm uma função
vetorial. Um problema de complementaridade consiste em determinar x ∈ Rm tal que

F (x) > 0, (2.41)
x > 0, (2.42)
x • F (x) = 0. (2.43)

A notação de desigualdades com vetores é usual em problemas deste tipo e significa
que cada componente do vetor atende à desigualdade considerada. Este tipo de problema
é geralmente associado à sigla NCP (Nonlinear Complementarity Problem) já que os casos
mais interessantes ocorrem quando F é um operador não linear. Apesar de a definição do
NCP utilizar o produto de Hadamard como operador, este problema também pode ser
definido utilizando outros tipos de produto como, por exemplo, o produto escalar em Rm.

Definição 2.3.3 (Região de viabilidade para o NCP). A região de viabilidade para a
Eq. (2.3.2) consiste no seguinte conjunto:

Υ = {x ∈ Rm; x > 0, F (x) > 0}. (2.44)

Os pontos em Υ são chamados de pontos viáveis. Caso um ponto satisfaça as
desigualdades estritas: x > 0, F (x) > 0, este será dito ponto estritamente viável.

Definição 2.3.4 (Direção viável para o NCP). Uma direção d ∈ Rm é viável em x ∈ Υ
se existe δ > 0 tal que x+ td ∈ Υ, para todo t ∈ [0, δ).
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

Neste capítulo serão apresentados os métodos numéricos utilizados para simular os
modelos descritos nos capítulo seguintes.

3.1 MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

O método de elementos finitos consiste de uma técnica geral para solução numérica
de equações diferenciais e integrais. Este foi introduzido por engenheiros no fim da década
de 50 e início da década de 60 para solução numérica de problemas em estruturas.

A ideia básica da maioria dos métodos numéricos para equações diferenciais consiste
em discretizar a equação, ou sistema de equações, de tal forma que possa ser implementado
e resolvido numericamente. A forma clássica de discretização de uma equação diferencial
é conhecida como método de diferenças finitas, onde as derivadas das equações do modelo
são substituídas por equações de diferenças.

No caso da discretização por elementos finitos, inicia-se transformando o problema
em um problema variacional correspondente. Para algumas equações elípticas, o problema
variacional associado consiste em

Encontrar u ∈ V tal que F (u) 6 F (v) para todo v ∈ V , (M)

onde V é um conjunto de funções admissíveis e F : V → R é o funcional energia associado
ao problema. Como em geral V tem dimensão infinita, o problema (M) não pode ser
facilmente resolvido. A ideia é resolver o problema em um subconjunto Vh ⊂ V , que
depende de um número finito de parâmetros, levando ao problema discreto:

Encontrar uh ∈ Vh tal que F (uh) 6 F (vh) para todo vh ∈ Vh, (Mh)

que é, então, resolvido numericamente. Espera-se que a solução uh seja uma aproximação
suficientemente boa da solução u.

Segundo [25], resolver uma equação diferencial ou integral usando o MEF consiste
em seguir basicamente os seguintes passos:

1. Formulação variacional para o problema,

2. Discretização usando MEF: construção do espaço Vh de dimensão finita,

3. Solução do problema discreto,

4. Implementação do método em um computador.

O processo de discretização através de problemas variacionais de minimização, como
feito acima, é conhecido como método de Ritz-Galerkin, criado no início do século XX. O
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MEF utilizado neste trabalho é baseado no método de Galerkin, que tem a característica
de utilizar formulações variacionais mais gerais e será explicado a seguir.

Quando comparado ao método de diferenças finitas, o MEF apresenta a vantagem
de que geometrias complicadas, condições de fronteira gerais e propriedades não lineares
podem ser tratadas de forma relativamente fácil. Além disso, o MEF tem uma fundamen-
tação teórica bem estabelecida que fornece maior confiabilidade possibilitando a análise
matemática e estimativa de erro da solução aproximada, na maioria dos casos.

A próxima subseção apresenta o Método de Galerkin, utilizado na construção da
formulação variacional para os problemas dos próximos capítulos. Na última subseção,
serão apresentados os espaços de dimensão finita utilizados nas simulações deste trabalho.

3.1.1 O método de Galerkin

O método de Galerkin é uma técnica utilizada para obtenção de soluções apro-
ximadas de problemas envolvendo equações diferenciais e integrais. Este foi proposto
inicialmente como uma generalização do método de Ritz em [26], na qual reduz a de-
pendência do tipo de forma variacional do problema, possibilitando a aplicação em um
conjunto maior de problemas e a criação de novas formulações variacionais. O método
de Galerkin é conhecido também como método de Bubnov-Galerkin, já que I. G. Bubnov
desenvolveu uma metodologia similar anos antes da publicação do artigo [27].

Observação 3.1.1. No trabalho original [26], o método é aplicado na solução de problemas
estruturais em vigas e placas. Um dos problemas abordados foi o de encontrar a solução
para equação da linha elástica

EI
d4y

dx4 (x) = f(x, y), (3.1)

com as devidas condições de fronteira, onde E e I são o módulo de elasticidade e momento
de inércia da viga. Para tanto, foi definida uma função

y =
n∑
j=1

ajϕj(x), (3.2)

onde cada função ϕj satisfaz as condições de fronteira do problema e os coeficientes aj são
desconhecidos. A função foi, então, substituída na Eq. (3.1), resultando em

EI
n∑
j=1

aj
d4ϕj
dx4 (x) = F (x). (3.3)

Ao multiplicar ambos os lados da equação obtida pelas próprias funções ϕi e integrar no
comprimento da barra, foram obtidas n equações da forma

EI
n∑
j=1

aj

∫ d4ϕj
dx4 (x)ϕi(x) =

∫
F (x)ϕi(x), i = 1, 2, · · · , n, (3.4)

das quais é possível determinar os coeficientes aj.
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Em trabalhos mais recentes [25], o método de Galerkin é dividido nas seguintes
etapas:

1. Criação de uma formulação fraca para o problema em um espaço V de funções teste.
Esta formulação é obtida através da multiplicação das equações que descrevem o
modelo por uma função de V e integração no domínio do problema;

2. Criação do problema discreto em um subespaço de dimensão finita de V , denotado
por Vh. Onde é definida a função de aproximação, como na Eq. (3.2);

3. Resolução do problema discreto, encontrando uma aproximação da solução do
problema inicial.

3.1.2 Discretização pelo método de elementos finitos

Uma etapa importante do MEF é a escolha dos espaços de dimensão finita Vh,
chamados de espaços de elementos finitos. Tal escolha depende da formulação variacional
utilizada, regularidade requerida da solução aproximada, erro da aproximação, etc. Para
exemplificar, serão apresentados os espaços Vh que serão utilizados nos capítulos 5 e 6.
Considere que as funções relacionadas ao problema estão definidas em um aberto Ω ⊂ Rd,
com fronteira poligonal.

No MEF, um elemento é um subconjunto de Ω com características geométricas
específicas. Para o caso unidimensional os elementos são intervalos; no caso bidimensional,
os elementos mais comuns são triângulos e quadriláteros; e para o caso tridimensional,
geralmente são utilizados tetraedros e hexaedros. As formulações discretas do Capítulo 5
utilizam elementos retangulares para o caso bidimensional e, portanto, vértices dos
elementos estão bem definidos.

Definição 3.1.1 (Triangulação). Uma triangulação Th = {Ki}ne
i=1 de Ω é um conjunto de

elementos que satisfaz as propriedades:

1. A união dos elementos é igual a Ω;

2. O interior de dois elementos distintos não tem pontos em comum;

3. Os vértices de um elemento podem apenas intersectar vértices de outros elementos.

Segundo [25], para definir um espaço de elementos finitos Vh é necessário especificar

1. uma triangulação Th para o domínio Ω;

2. a natureza das funções v ∈ Vh em cada elemento K ∈ Th;

3. os parâmetros a serem usados para descrever as funções.
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O primeiro passo já foi comentado acima. Nos capítulos 5 e 6 são simulados
problemas unidimensionais e bidimensionais utilizando o MEF para a discretização espacial
do modelo. Para estes problemas, é interessante que as funções obtidas pertençam ao
espaço H1(Ω), fato que é levado em conta na construção dos espaços de elementos finitos.
Apesar de serem necessários diferentes espaços, em todos os casos os espaços Vh escolhidos
são conjuntos de funções: contínuas; que se anulam em uma parte da fronteira do domínio,
denotada por Γ1 ⊂ ∂Ω; e cuja restrição a cada elemento K ∈ Th é um polinômio com
entradas em Ω. Neste trabalho, considere que a fronteira Γ1 é composta por caminhos
poligonais cujos extremos são vértices dos elementos.

Se Ω ⊂ R, defina

P1(K) = {v : Ω→ R; v(x) = ax+ b, a, b ∈ R}, ∀K ∈ Th. (3.5)

Para o outro caso, Ω ⊂ R2, defina

Q1(K) = {v : Ω→ R; v(x, y) = axy + bx+ cy + d, a, b, c, d ∈ R}, ∀K ∈ Th. (3.6)

Seja {xi}np

i=1 o conjunto dos np vértices gerados pela triangulação. Para cada vértice
xj que não pertença a Γ1, defina a função ϕj ∈ Vh da forma:

ϕj(xi) =

1, se i = j

0, se i 6= j
, ∀xi. (3.7)

O conjunto β, formado pelas funções ϕj definidas anteriormente, é base para o espaço
Vh. A escolha desta tipo de base constitui o terceiro passo da construção do espaço de
elementos finitos Vh.

Com esta escolha de base, as matrizes geradas durante a aplicação do MEF
são esparsas e, dependendo da escolha de numeração dos vértices, são favoráveis ao
armazenamento skyline ou em banda, o que diminui o espaço de armazenamento e
proporciona a aplicação de algoritmos numéricos específicos. Para mais detalhes, veja
[25]. Além disso, para diversos problemas, essas matrizes são simétricas, ou até positivas
definidas, o que permite a utilização de técnicas numéricas mais eficientes na resolução de
sistemas lineares correspondentes.

3.2 SOBRE A CONVERGÊNCIA DOS MÉTODOS ITERATIVOS

A maioria dos métodos de resolução de sistemas não lineares são iterativos e,
neste caso, geram uma sequência (xk)k∈N que espera-se convergir para uma solução x∗ do
problema.

Definição 3.2.1 (Convergência local). Um método iterativo é dito localmente convergente
se existe ε > 0 tal que o algoritmo seja capaz de gerar uma sequência de pontos que



34

(a) n = 1 (b) n = 2

Figura 6 – Gráfico da função base ϕj para os casos unidimensional (a) e bidimensional (b).

converge para uma solução x∗ do problema, para qualquer ponto inicial x0 que satisfaça
|x0 − x∗| < ε.

Definição 3.2.2 (Convergência global). Um método iterativo é dito globalmente conver-
gente se é capaz de gerar uma sequência de pontos que converge para uma solução x∗ do
problema, para qualquer ponto inicial x0 dado.

A fim de comparar a eficiência de diferentes métodos iterativos, é necessário definir
a ordem de convergência dos mesmos. Denote por ek = xk − x∗ o erro da iteração k da
sequência gerada pelo método.

Definição 3.2.3 (Método iterativo convergente). Um método iterativo é convergente de
ordem r > 0 se a sequência gerada por este satisfaz

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|r

= C, (3.8)

para uma dada constante C > 0. A taxa de convergência é dita: linear, se r = 1 e C < 1,
superlinear, se 1 < r < 2, e quadrática, se r = 2.

3.3 MÉTODO DE NEWTON

O Método de Newton, também conhecido como Método de Newton-Raphson, é um
método numérico iterativo utilizado para encontrar sucessivas aproximações para raízes
(ou zeros) de funções.

Dada uma função f : Rn → Rn, deseja-se encontrar um ponto x ∈ Rn que seja
raiz de f , ou seja, tal que f(x) = 0. Suponha que na iteração k > 0 deseja-se, a partir de
um ponto inicial xk−1, encontrar uma aproximação xk para a raiz x. Supondo que f seja
diferenciável em xk−1, para todo h ∈ Rn, tem-se

f(xk−1 + h) = f(xk−1) + Jf (xk−1)h+ o(h). (3.9)
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A ideia do método é bem simples. Desconsidere o termo o(h) e suponha que o
ponto xk = xk−1 + h é uma raiz de f , ou seja,

0 = f(xk−1) + Jf (xk−1)h. (3.10)

Um pseudocódigo para o Método de Newton é apresentado na Fig. 1.

Algoritmo 1: Método de Newton
Entrada: f , x0 ∈ Rn.

1 inicio
2 k ← 0;
3 enquanto condição de parada não é satisfeita faça
4 k ← k + 1;
5 Resolver o sistema linear Jf (xk−1)h = −f(xk−1);
6 xk ← xk−1 + h;
7 fim enquanto
8 retorna xk;
9 fin

Figura 7 – Exemplo de pseudocódigo para o Método de Newton.

Sob certas hipóteses sobre a função f , dado um ponto inicial x0, suficientemente
próximo de uma raiz x, o Método de Newton gera uma sequência (xk)k∈N que converge
para x. Em geral, a convergência assintótica obtida pelo método é quadrática. Apesar de
apresentar boas estimativas de convergência, algumas desvantagens do método de Newton
devem ser consideradas:

• Para a convergência do método, é necessário um ponto inicial em uma vizinhança da
solução desejada [28]. Além de não ser conhecido o quão próximo de uma solução se
deve tomar tal ponto, muitas das vezes não se sabe em que lugar do espaço de busca
a solução desejada se encontra. Portanto, o método deve ser utilizado quando se
tem uma boa estimativa de chute inicial.

• Em cada iteração, é necessário o cálculo da matriz jacobiana de f , além da avaliação
da própria função f no ponto da iteração anterior. Este cálculo pode ser muito
custoso, chegando a n2 avaliações em sistemas não lineares em que as componentes
da função f dependem de todas as variáveis. Além disso, uma resolução de sistema
linear é necessária a cada iteração.

O Método de Newton é utilizado neste trabalho para a resolução de sistemas não
lineares resultantes de discretizações dos capítulos 5 e 6. Como os sistemas resultam de
passos dados no tempo, o resultado do passo anterior é utilizado como chute inicial para o
Método de Newton de um dado passo de tempo.
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3.4 ALGORITMO FDA-NCP

O FDA-NCP é um algoritmo iterativo de ponto interior criado para resolver NCPs,
Definição 2.3.2. Em cada iteração, a partir de um ponto viável, o algoritmo calcula uma
direção viável e descendente para a função Ψ, que é a função potencial associada ao
problema, e procura um novo ponto viável nesta direção. O processo continua até que
algum critério de parada seja satisfeito. Este algoritmo foi proposto em [29], veja também
[30, 31] e o algoritmo de ponto interior por arcos viáveis (Feasible Arc Interior Point
Algorithm) em [32].

Seja um NCP com função associada F : Rn → Rn e defina a função H : Rn → Rn

com a lei H(x) = x • F (x). Se Υ é a região de viabilidade, este NCP é equivalente a:
Encontrar x ∈ Υ tal que H(x) = 0.

Se F é diferenciável então

H ′i(x) = Fi(x)ei + xiF
′
i (x) (3.11)

ou, de outra maneira,

JH(x) = diag(F (x)) + diag(x)JF (x), (3.12)

onde diag(x) representa uma matriz diagonal onde [diag(x)](i,i) = xi, para todo i =
1, · · · , n.

Para a iteração k do algoritmo, a direção de Newton dk1 é definida pela resolução
do sistema linear matricial

JH(xk)dk1 = −H(xk). (3.13)

Como foi observado em [29], a utilização de apenas a direção de Newton não
garante a viabilidade dos pontos encontrados. Com esta motivação, é defina a direção de
restauração dk2 pela resolução do sistema linear matricial

JH(xk)dk2 = ρkE, (3.14)

onde ρk ∈ R é um escalar positivo fixado e E ∈ Rn é o vetor com entradas Ei = 1. A
direção de busca dk é definida pela soma das direções de Newton e de restauração, de
modo que

JH(xk)dk = −H(xk) + ρkE. (3.15)

Para verificar a viabilidade da direção dk, considere a seguinte proposição válida
em um NCP [33].

Proposição 3.4.1. Sejam d ∈ Rn e x ∈ Υ. Se a direção d satisfaz as condições:

1. di > 0 se xi = 0 e
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2. F ′i (x) · d > 0 se Fi(x) = 0,

então d é uma direção viável no ponto x.

Suponha que JH(xk) seja inversível. Então, a i-ésima linha da Eq. (3.15), dada
por

[Fi(xk)ei + xkiF
′
i (xk)] · dk = −xkiFi(xk) + ρk, (3.16)

implica que Fi(xk) > 0 ou xki > 0.

1. Se xki = 0 então dki = ρk
Fi(xk)

> 0 e

2. Se Fi(xk) = 0 então F ′i (xk) · dk = ρk
xki

> 0.

Segue da Proposição 3.4.1 que dk é viável.

Figura 8 – Cálculo da direção viável pelo algoritmo FDA-NCP. (Fonte: [3])

A função potencial associada ao algoritmo FDA-NCP é definida por

Ψ(x) = x · F (x). (3.17)

Sejam ρ0 ∈ (0,+∞) e β ∈ [1, 2]. Foi provado em [29] que escolhendo

ρk = ρ0
Ψ(xk)β
n

, (3.18)

a direção dk é descendente para a função potencial Ψ sempre que ρ0Ψ(xk)β−1 < 1.

Portanto, a cada iteração k, o algoritmo FDA-NCP gera uma direção viável e
descendente para a função potencial Ψ chamada de dk a partir da Eq. 3.15, desde que
JH(xk) seja inversível e ρ0Ψ(xk)β−1 < 1. Uma busca é realizada nesta direção a partir do
ponto xk a fim de encontrar um ponto em xk+1 ∈ Υ que reduza o valor de Ψ.
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O passo da busca deve ser escolhido com cuidado, pois o algoritmo pode não gerar
uma sequência adequada. Como exemplo, suponha Ψ(x) = x2, cujo único ponto mínimo é
x∗ = 0. A sequência definida por

xk = 1 + 1/k, k > 1, (3.19)

pode ser gerada pelo algoritmo já que

Ψ(xk) = (1 + 1/(k + 1))2 < (1 + 1/k)2 = Ψ(xk). (3.20)

Porém xk → 1.

Para impedir este efeito, é utilizada a condição

Ψ(xk+1) = Ψ(xk + tkd
k) 6 Ψ(xk) + tkηΨ′(xk) · dk (3.21)

em cada iteração, onde η ∈ (0, 1) é uma constante e tk é o tamanho do passo em relação à
direção dk. Esta condição é chamada de condição de Armijo, também conhecida como
condição de decréscimo suficiente.

Observe que, como dk é uma direção de decida, tkηf ′(xk) · dk < 0 e, portanto, a
condição de Armijo implica que o ponto xk+1 reduz o valor de Ψ. A condição de Armijo
impede a efetivação de passos grandes com pouco decréscimo para a função Ψ. Assim
como feito em [29], será utilizada a busca de Armijo para encontrar o ponto xk+1. Um
pseudocódigo para o algoritmo FDA-NCP é apresentado na Fig. 1.

Algoritmo 2: FDA-NCP
Entrada: ρ0 > 0, β ∈ [1, 2], F , x0 ∈ Υ.

1 inicio
2 k ← 0;
3 enquanto condição de parada não é satisfeita faça

4 ρk ←
ρ0Ψ(xk)β

n
;

5 Resolver o sistema linear JH(xk)dk = −H(xk) + ρkE;
6 Busca de Armijo para encontrar xk+1;
7 k ← k + 1;
8 fim enquanto
9 retorna xk;

10 fin

Figura 9 – Exemplo de pseudocódigo para o algoritmo FDA-NCP.

O algoritmo FDA-NCP é utilizado neste trabalho para a resolução de NCPs
resultantes da discretização do capítulo 6. Como os problemas resultam de passos dados
no tempo, o resultado do passo anterior é utilizado como chute inicial para o algoritmo
FDA-NCP aplicado em um dado passo de tempo.
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3.4.1 Resultados de convergência

Uma vez apresentada a ideia geral do algoritmo, são apresentados alguns resultados
de convergência do algoritmo FDA-NCP. Para cada constante c ∈ R positiva, defina o
conjunto

Υc = {x ∈ Υ; Ψ(x) 6 c}. (3.22)

São adotadas as seguintes hipóteses:

1. Existe um número c > 0 tal que o conjunto Υc é compacto e tem interior não vazio.
Além disso, cada x ∈

◦
Υc é estritamente viável.

2. As funções Fi são de classe C1(Υc) e F ′ é localmente Lipschitziana em Υc, com
constante de Lipschitz γ0 positiva, ou seja, para cada z ∈ Υc, existe um aberto
Vz ⊂ Υc tal que

|F ′(x)− F ′(y)| 6 γ0|x− y|, ∀x,y ∈ Vz. (3.23)

3. A matriz JH(x) tem inversa para todo x ∈ Υc.

De forma resumida, note que a primeira hipótese garante a existência de pontos
estritamente viáveis em Υc. A terceira hipótese garante que as componentes de x e F (x)
não se anulam simultaneamente em Υc, além de a Eq. (3.15) possuir solução única.

Pela segunda hipótese tem-se H ∈ [C1(Υc)]n e então JH é contínua. Como a
operação de inversão de matrizes é de classe C∞, então inv ◦ JH também é contínua. A
primeira hipótese indica que Υc é compacto, então pelo Teorema de Weierstrass existem
constantes positivas κ0, κ tais que:

|JH(x)| 6 κ0, |JH(x)−1| 6 κ, ∀x ∈ Υc (3.24)

Foi provado em [29], que dado um ponto inicial x0 estritamente viável em Υc, existe
uma subsequência de (xk)∞k=1, gerada pelo algoritmo FDA-NCP, que converge para uma
solução do NCP. O que é um resultado de convergência global para o método.

No mesmo trabalho foi provado o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 (Convergência assintótica). Considere uma sequência (xk)∞k=1, gerada
pelo algoritmo FDA-NCP, que converge para uma solução x∗ do NCP. Então:

1. Tomando β ∈ (1, 2), então tk = 1 para k suficientemente grande e a taxa de
convergência do algoritmo é superlinear.

2. Se β = 2 e tk = 1 para k suficientemente grande, então a taxa de convergência do
algoritmo é quadrática.
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É interessante notar que o NCP é um problema de otimização com restrições e,
portanto, um método que utiliza simplesmente a direção de Newton pode ser aplicado
para resolvê-lo. No entanto, utilizar o algoritmo FDA-NCP é vantajoso, visto que exis-
tem resultados de convergência global para este método, desde que as hipóteses feitas
anteriormente sejam satisfeitas.
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4 MODELOS PARA COMBUSTÃO IN SITU

Este capítulo tem o objetivo de apresentar o modelo geral para o problema de ISC
e alguns casos particulares, onde é possível realizar uma análise matemática mais apurada
e obter algumas estimativas analíticas.

4.1 MODELO GERAL

Considere o processo de injeção de ar em um meio poroso que encontra-se inicial-
mente preenchido por um gás não reativo e por combustível imóvel, que pode ser sólido ou
líquido em baixas saturações. O oxigênio presente no ar reage com o combustível, gerando
calor que é acumulado pelo próprio gás e pela rocha. Considere que apenas uma parte
pequena do espaço vazio do meio poroso é preenchida por combustível, de modo que a
porosidade do meio não é afetada pela reação química.

O modelo a ser descrito representa o escoamento monofásico de um fluido Newtoni-
ano, no qual o fluxo mássico devido à dispersão e difusão são pequenos quando comparados
ao fluxo mássico advectivo. É adotada a hipótese de equilíbrio térmico local, ou seja, todas
as fases (combustível, gás e rocha) compartilham a uma mesma função temperatura. Além
disso, perdas térmicas são desconsideradas, o que é uma hipótese razoável para o processo
de ISC em escala de reservatórios.

Sejam t ∈ R+ e x ∈ Rn as coordenadas no tempo e espaço. As principais variáveis
dependentes são: temperatura, T (x, t) (kelvin); fração molar de oxigênio, Y (x, t) (mols de
oxigênio por mols de gás); concentração molar de combustível, ρf (x, t) (mols de combustível
por metro cúbico); e densidade molar do gás, ρ(x, t) (mols de gás por metro cúbico).

4.1.1 Sobre as leis de balanço molar dos gases

No processo de ISC, a mistura gasosa contida no reservatório transporta o gás
oxigênio nela contida. Seguindo [34], o balanço molar do oxigênio na fase gasosa é

∂t(φY ρ) +∇ ·
(
Y ρu− ρgD∇

(
Y

Mg

))
= −µOW, (4.1)

onde φ é a porosidade do meio; ρ, ρg, Mg e u são a densidade molar, a massa específica,
a massa molar e a velocidade média do gás, respectivamente; D é o tensor de difusão-
dispersão de oxigênio no meio poroso; µO é o coeficiente estequiométrico da reação para
o oxigênio, que representa o número de mols de oxigênio consumidos pela combustão de
cada mol de combustível; e W é a taxa de reação, que representa taxa de variação da
concentração molar de combustível pela combustão. Note que a relação ρg = Mgρ é válida.

A lei de balanço de massa da mistura gasosa é

∂t(φρg) +∇ · (ρgu) = µgMgW, (4.2)
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onde µg é o coeficiente estequiométrico da reação para o gás, ou seja, representa o número
de mols adicionados à fase gasosa pela combustão de cada mol de combustível.

Neste modelo, consideramos que o ar injetado no meio é composto por aproxima-
damente 80% de gás inerte e 20% de gás oxigênio e que a combustão ocorre segundo a
reação exotérmica simplificada

C +O2 → CO2. (4.3)

Como a cada mol de combustível queimado, um mol de gás oxigênio é consumido, µO = 1.

A partir da análise química da fase gasosa em todas as etapas do processo de
combustão, percebe-se que a massa molar do gás varia de, aproximadamente, 28.02 g/mol
(100% de N2) a 31.22 g/mol (80% de N2 e 20% de CO2), onde a massa molar do ar é de,
aproximadamente, 28.82 g/mol. Como a variação na massa molar é pequena em relação à
massa molar média, em torno de 5.4%, o modelo considerado utiliza a hipótese de que a
massa molar do gás Mg é uma constante. Neste caso, também não há alteração no número
de mols do gás através da reação de combustão, ou seja, µg = 0. As equações (4.1) e (4.2)
se simplificam a

∂t(φY ρ) +∇ · (Y ρu− ρD∇Y ) = −W e (4.4)
∂t(φρ) +∇ · (ρu) = 0. (4.5)

O tensor de difusão-dispersão no espaço é definido em [34] como

D(u) = φ(dmI + |u|(dlΠu + dtΠ⊥u )), (4.6)

onde dm é o coeficiente de difusão molecular; dl e dt são, respectivamente, os coeficientes
de dispersão longitudinal e transversal; |u| é a norma Euclidiana de u; Πu é o operador
de projeção ortogonal, dado por

Πu = 1
|u|2

uuT ; (4.7)

e Π⊥u = I −Πu.

Baseando-se no fato de que o escoamento ocorre a velocidades muito baixas, a
dispersão pode ser desconsiderada e então chega-se a

∂t(φY ρ) +∇ · (Y ρu) = dm∇ · (φρ∇Y )−W, (4.8)

onde o coeficiente de dm é considerado constante.

4.1.2 Sobre a lei de balanço de energia

Em modelos que consideram o fluxo não isotérmico em meios porosos, é usual
desconsiderar o fluxo de calor através da radiação e da gravidade; e a energia cinética do
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gás [34]. Utilizando a lei de balanço energético geral [35] e adotando as hipóteses descritas
neste parágrafo, a lei do balanço de energia térmica é

∂t(φρgU + (1− φ)ρscsT ) +∇ · (ρgHu) = ∇ · (kT∇T ) +QW, (4.9)

onde kT é a condutividade térmica total do meio poroso; ρs e cs são a massa específica e
o calor específico da rocha, respectivamente; U e H são energia interna por unidade de
massa e entalpia por unidade de massa do gás, respectivamente; e Q é a taxa de calor
liberado por mol de combustível. Neste modelo, a entalpia é expressa por

H = U + p

ρg
, (4.10)

onde p representa a pressão do gás.

O gás que preenche o meio é considerado um gás ideal, cuja equação de estado é
descrita por

p = ρRT, (4.11)

onde R é a constante dos gases ideais. Portanto, a Eq. (4.10) pode ser reescrita como

H = U + R

Mg

T. (4.12)

Ainda utilizando a hipótese de gás ideal, tem-se que a energia interna depende
apenas da temperatura [36] e a relação se dá da forma

U = CV
Mg

T (4.13)

onde CV é o calor específico molar do gás à volume constante. Como Mg foi considerado
constante na seção anterior, utilizando Eq. (4.12), a entalpia é descrita pela função

H = Cp
Mg

T, (4.14)

onde Cp = CV +R é o calor específico molar do gás à pressão constante.

A Eq. (4.9) pode, então, reescrita como

∂t(φCV ρT + (1− φ)ρscsT ) +∇ · (CpρTu) = ∇ · (kT∇T ) +QW. (4.15)

Utilizando dados da Tab. 1, observa-se que a capacidade térmica volumétrica da
rocha (Cm = (1 − φ)ρscs) é muito maior que a capacidade térmica volumétrica do gás
(φCV ρ). Isto pode ser provado com o seguinte cálculo, que utiliza parâmetros nativos do
reservatório e a relação Cp = (5/2)R que á válida para gases ideais [36]:

φCV ρres
(1− φ)ρscs

= 3
2
φRρres
Cm

= 3
2
φpres
CmTres

= 3× 0.3× 101325
2× 2× 106 × 370 ≈ 0.006%. (4.16)
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Como ficou evidenciado a pequena influência do termo φCV ρ na acumulação de calor, este
é desconsiderado. Além disso, Cm será considerado constante.

Apesar de o objetivo do modelo é conseguir representar meios porosos homogêneos, o
modelo apresentado neste trabalho considera que a condutividade térmica (kT ) é constante.
Com essas hipóteses adicionais, a Eq. (4.15) é simplificada a

Cm∂tT + Cp∇ · (Tρu) = kT∆T +QW. (4.17)

4.1.3 Modelo físico final

Além das equações anteriores, também é utilizada a equação

∂tρf = −W (4.18)

que representa o consumo de combustível e a velocidade média do gás é dada pela lei de
Darcy [34]

u = − 1
µ
κ(∇p+ ρgg), (4.19)

onde µ é a viscosidade dinâmica do gás, κ é o tensor de permeabilidade absoluta do meio
e g é vetor de aceleração da gravidade.

Para este modelo, os efeitos gravitacionais são desconsiderados (g = 0), pois as
simulações são realizadas no caso unidimensional, para um tubo na horizontal, e no
caso bidimensional, para um reservatório cuja altura é pequena em relação às demais
dimensões. O meio é considerado isotrópico pois, devido ao processo geológico da formação
de reservatórios de petróleo, a permeabilidade nas direções horizontais não apresenta
grandes variações. Neste caso, a permeabilidade κ é substituída pela função escalar κ.

Para modelar a taxa de variação da concentração molar de combustível, foi utilizada
a lei de Arrhenius combinada com a Lei de Ação Linear das Massas [37]

W = kpY ρf
p

patm
exp

(−E
RT

)
, (4.20)

onde patm é a pressão atmosférica, onde são medidos a energia de ativação E e o parâmetro
pré-exponencial kp.

Uma última hipótese simplificadora para o modelo é considerar a porosidade
constante. As equações (4.17), (4.8), (4.18), (4.5), (4.11), (4.19) e (4.20), nesta ordem,
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Tabela 1 – Parâmetros dimensionais do modelo e seus valores típicos.

Símbolo Descrição Valor Unidade
Cm Capacidade térmica do meio poroso 2×106 J/(m3.K)
Cp Calor específico molar do gás à pressão constante 27.42 J/(mol.K)
kT Condutividade térmica do meio poroso 0.87 J/(m.s.K)
Q Calor contido no coque 4×105 J/mol
φ Porosidade do meio 0.3 .
dm Coeficiente de difusão do oxigênio 2×10−6 m2/s
R Constante dos gases ideias 8.314 J/(mol.K)
kp Coeficiente pré-exponencial 500 1/s
patm Pressão atmosférica 101325 Pa
E Energia de ativação 58000 J/mol
κ Permeabilidade média do meio 10−12 m2

µ Viscosidade dinâmica média do gás 2×10−5 Pa.s
Tres Temperatura nativa do reservatório 370 K
Yinj Fração de oxigênio no gás de injeção 0.21 .
ρresf Concentração molar de combustível no reservatório 372 mol/m3

pres Pressão natural do reservatório 101325 Pa

são reescritas no seguinte modelo físico final para o problema de ISC em um meio poroso:

Cm∂tT + Cp∇ · (ρTu) = kT∆T +QW, (4.21)
φ∂t(Y ρ) +∇ · (Y ρu) = φdm∇ · (ρ∇Y )−W, (4.22)

∂tρf = −W, (4.23)
φ∂tρ+∇ · (ρu) = 0, (4.24)

p = ρRT, (4.25)

u = −κ
µ
∇p, (4.26)

W = kpρfY
p

patm
exp

(−E
RT

)
. (4.27)

4.1.4 Adimensionalização

Com a finalidade de simplificar a análise matemática e implementação numérica,
são introduzidas algumas variáveis adimensionais (denotadas por tiles):

t̃ = t

t∗
, x̃ = x

x∗
, ũ = u

u∗
, Θ = T − T ∗

δ∗T
,

Ỹ = Y

Y ∗
, ρ̃f = ρf

ρ∗f
, p̃ = p− p∗

δ∗p
, ρ̃ = ρ

ρ∗
. (4.28)
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As quantidades de referência escolhidas (denotadas por asteriscos) são:

T ∗ = Tres, Y ∗ = Yinj, ρ∗f = ρresf , p∗ = pres, ρ∗ = p∗

RT ∗
,

δ∗T =
Qρ∗f
Cm

, δ∗p = pres, t∗ = patm
kpY ∗p∗

exp
(
E

RT ∗

)
, (4.29)

u∗ = κ

µ

δ∗p
x∗
, v∗ = Y ∗ρ∗u∗

ρ∗f
, x∗ = v∗t∗,

onde Tres, ρresf e pres são as condições nativas do reservatório para temperatura, concen-
tração de combustível e pressão no gás; Yinj é a fração de oxigênio no ar; e κ é um valor
médio para permeabilidade do meio. Trabalhando com os parâmetros, a constante u∗ pode
ser calculada através da equação

u∗ =
√
κδ∗p
µ

ρ∗f
Y ∗ρ∗

1
t∗
. (4.30)

As quantidades de referência calculadas para os valores da Tab. 1 são mostrados na Tab. 2.

Tabela 2 – Quantidades de referência segundo dados da Tab. 1 e calculados através de (4.29).

Símbolo Valor Unidade
T ∗ 370 K
Y ∗ 0.21 .
ρ∗f 372 mol/m3

p∗ 101325 Pa
ρ∗ 32.94 mol/m3

δ∗T 74.40 K
δ∗p 101325 Pa
t∗ 1.470×106 s
u∗ 4.306×10−4 m/s
v∗ 8.006×10−6 m/s
x∗ 11.77 m

Utilizando as equações (4.28) e (4.29) e omitindo os tiles, as equações (4.21)-(4.27)
são escritas na forma adimensional como

∂tΘ + VT∇ · (ρ(Θ + Θd)u) = 1
PeT

∆Θ + Φ, (4.31)

∂t(Y ρ) + σ∇ · (Y ρu) = 1
Pe∇ · (ρ∇Y )− σΦ, (4.32)

∂tρf = −Φ, (4.33)
∂tρ+ σ∇ · (ρu) = 0, (4.34)

p = pd

(
ρ

(
1 + Θ

Θd

)
− 1

)
, (4.35)

u = −λ∇p, (4.36)

Φ = t∗

ρ∗f
W = ρfY

(
1 + p

pd

)
exp

( E
Θd

− E
Θ + Θd

)
, (4.37)
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As constantes adimensionais são dadas por

Θd = T ∗

δ∗T
, pd = p∗

δ∗p
, PeT = v∗x∗Cm

kT
, Pe = v∗x∗

dm
,

VT =
Cpρ

∗
f

CmY ∗
, σ =

ρ∗f
φρ∗Y ∗

, E = E

Rδ∗T
, (4.38)

onde Θd e pd são a temperatura e pressão do reservatório escaladas; PeT and Pe são os
números de Peclet para a difusão térmica e mássica; VT é um parâmetro relacionado à
velocidade da onda térmica; σ é a razão entre as concentrações de combustível e comburente;
E é a energia de ativação escalada; e λ é a mobilidade do gás escalada (ver [38, Sec. 4.9]),
dada pela relação

λ = µ

µ

κ

κ
. (4.39)

Apesar de o modelo considerado apresentar as variáveis µ e κ de forma geral, os
estudos analíticos e numéricos deste trabalho são realizados apenas para casos onde µ é
constante e igual a µ e κ é função do espaço. Sendo assim, λ é função de x. Os parâmetros
adimensionais calculados para os valores das tabelas 1 e 2 são mostrados na Tab. 3.

Tabela 3 – Parâmetros adimensionais do modelo segundo dados das tabelas 1 e 2 e calculados
através de (4.38).

Símbolo Descrição Valor
Θd Temperatura do reservatório escalada 4.973
pd Pressão do reservatório escalada 1
PeT Números de Peclet para a difusão térmica 216.6
Pe Números de Peclet para a difusão mássica 47.10
VT Parâmetro relacionado à velocidade da onda térmica 2.429×10−2

σ Razão entre as concentrações de combustível e comburente 179.3
E Energia de ativação escalada 93.77

4.2 MODELO COM PRESSÃO CONSTANTE

Considere o caso unidimensional do modelo (4.31)-(4.37), com a hipótese de que a
pressão não apresenta grandes variações durante o processo de combustão e que, portanto,
pode ser igualada a uma pressão prevalecente no reservatório, p. Neste caso, a equação
relativa à lei de Darcy não será mais utilizada. A grande mudança neste novo modelo é a
relação direta entre temperatura e densidade do gás. O sistema adimensional pode ser
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reescrito como

∂tΘ + VT∂x(ρ(Θ + Θd)u) = 1
PeT

∂xxΘ + Φ, (4.40)

∂t(Y ρ) + σ∂x(Y ρu) = 1
Pe∂x(ρ∂xY )− σΦ, (4.41)

∂tρf = −Φ, (4.42)
∂tρ+ σ∂x(ρu) = 0, (4.43)

ρ = P
Θd

Θ + Θd

, (4.44)

Φ = PρfY exp
( E

Θd

− E
Θ + Θd

)
, (4.45)

onde P = (p+ pd)/pd.

Quando a pressão prevalecente é a pressão atmosférica, P = 1 e, neste caso, o
modelo anterior torna-se equivalente ao descrito em [4], a menos da adimensionalização.
Sobre a mesma hipótese, o modelo anterior torna-se similar ao descrito em [14], porém
neste último, o termo ∂x(ρ(Θ + Θd)u) é substituído pelo termo ∂x(ρΘu). Neste sentido,
as contas apresentadas no presente trabalho generalizam parte dos resultados obtidos em
[4, 14].

4.2.1 Ondas da parte hiperbólica do modelo

A solução do Sistema (4.40)-(4.44), com condições de fronteira gerais, pode ser
descrita como uma sequência de ondas [4], que podem ser: ondas térmicas, ondas de
combustível, ondas de composição do gás e ondas de combustão, separadas por estados
constantes. Na ausência de combustão (Φ = 0), a análise das ondas do modelo pode ser
realizada sob o ponto de vista da teoria de Leis de Conservação, que foi apresentada na
Seção 2.1. Nesta primeira análise, o objetivo é avaliar o comportamento das ondas em
tempos grandes e longas distâncias e portanto efeitos difusivos podem ser desconsiderados
(∂xxΘ = ∂x(ρ∂xY ) = 0). Com estas hipóteses, o modelo (4.40)-(4.44) se reduz a

∂tθ + VT∂xu = 0, (4.46)
∂t(Y ρ) + σ∂x(Y ρu) = 0, (4.47)
∂tρf = 0, (4.48)
∂tρ+ σ∂x(ρu) = 0, (4.49)
ρθ = 1, (4.50)

onde
θ = Θ + Θd

PΘd

. (4.51)

O seguinte resultado, válido para o Sistema (4.46)-(4.50), foi apresentado em [4],
porém sem a prova detalhada. Para facilitar o entendimento deste resultado, considere o
que U = (Θ, Y, ρf , u).
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Teorema 4.2.1. As velocidades características e respectivos vetores característicos do
sistema (4.46)-(4.50) são

λρf (U) = 0, rρf (U) = (0, 0, 1, 0) (4.52)

λΘ(U) = VT
u

1/ρ+ VT/σ
, rΘ(U) =

(
1, 0, 0, u

1/ρ+ VT/σ

)
(4.53)

λY (U) = σu, rρ(U) = (0, 1, 0, 0). (4.54)

Demonstração. Fixado um estado U i = (Θi, Y i, ρif , u
i), os estados U que podem ser

conectados a ele através de uma descontinuidade devem satisfazer as condições de Rankine-
Hugoniot para o sistema (4.46)-(4.49), ou seja,

VT (u− ui) = s(θ − θi), (4.55)
σ(ρuY − ρiuiY i) = s(ρY − ρiY i), (4.56)
0 = s(ρf − ρif ), (4.57)
σ(ρu− ρiui) = s(ρ− ρi). (4.58)

Da Eq. (4.57), percebe-se que s = 0 ou ρf = ρif .

1. Se s = 0, então u = ui pela Eq. (4.55). Das equações (4.50) e (4.58), ρ = ρi e
Θ = Θi e, consequentemente, Y = Y i da Eq. (4.56). Portanto, o primeiro campo
de velocidades características é λρf (U) = 0 e a curva de Hugoniot associada é
{ξ ∈ R; U i + ξe3}.

2. Se s 6= 0, então ρf = ρif . Substituindo a Eq. (4.58) na Eq. (4.56) obtêm-se

(σρiui + s(ρ− ρi))Y − σρiuiY i = s(ρY − ρiY i)⇒ (σui − s)(Y − Y i) = 0. (4.59)

Se s = σui, então s é constante ao longo da curva de Hugoniot. Da Eq. (4.58),
tem-se que u = ui e da Eq. (4.58), Θ = Θi. Portanto, λY (U) = σu é um campo de
velocidades características e é constante ao longo da respectiva curva de Hugoniot
{ξ ∈ R; U i + ξe2}.

3. Suponha Y = Y i e ρf = ρif . Multiplicando a Eq. (4.55) por σρiρ e utilizando a
Eq. (4.50), obtêm-se

σVTρ
iρu− σVTρiρui = σs(ρi − ρ). (4.60)

Substituindo a Eq. (4.58) nesta última e reordenando os termos a relação é possível
obter

σVTρ
iui(ρi − ρ) = s(ρi − ρ)(σ + VTρ

i). (4.61)
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Se ρ = ρi, então Θ = Θi e u = ui das equações (4.50) e (4.55), respectivamente.
Neste caso, U = U i, o que não configura uma onda. Caso contrário,

s = VT
ui

θi + VT/σ
, (4.62)

então s é constante ao longo da respectiva curva de Hugoniot. Note que, substituindo
a última expressão na Eq. (4.58), tem-se

u− ui = ui

θi + VT/σ
(θ − θi)⇒ u

θ + VT/σ
= ui

θi + VT/σ
, (4.63)

Portanto, utilizando a Eq. (4.50), λΘ(U) = VT
u

1/ρ+ VT/σ
é outra velocidade

característica associada à curva de Hugoniot
{
ξ ∈ R; U i + ξ

(
1, 0, 0, u

1/ρ+ VT/σ

)}
.

Como as curvas de Hugoniot são retas, utilizando a Eq. (2.22), temos que os campos
de vetores característicos do sistema são dados pelos vetores diretores

rρf (U ) = e3, rΘ(U ) =
(

1, 0, 0, u

1/ρ+ VT/σ

)
, rρ(U) = e2. (4.64)

Note que as curvas de Hugoniot são curvas integrais dos campos de vetores carac-
terísticos. Como as velocidades características do sistema são constantes ao longo das
respectivas curvas integrais, as descontinuidades envolvidas são contatos. Outro fato a ser
notado é que λΘ(U) > 0 = λρf (U ) e

λY (U)− λΘ(U ) = σu− VT
u

1/ρ+ VT/σ
= σu/ρ

1/ρ+ VT/σ
> 0. (4.65)

Então vale a relação 0 = λρf (U) < λΘ(U) < λY (U) entre as ondas se u > 0.

Portanto, observam-se três tipos de onda: a onda de combustível, com velocidade
nula; a onda de composição do gás, onde o salto se dá apenas na quantidade de oxigênio; e
a onda térmica, na qual variam a temperatura e a velocidade do fluido. A Fig. 10 mostra
o leque de Riemann para o sistema de equações (4.46)-(4.49).

4.2.2 Onda de combustão

Seguindo [14], será feita a análise da onda de combustão na forma de uma onda
viajante. Porém, em [14] foi considerado o caso limite onde o parâmetro σ é muito maior
que os demais. Neste sentido, a análise que segue generaliza as estimativas para todos os
valores de σ.

Considere as condições iniciais

t = 0, x > 0 : Θ = Y = 0, u = ρf = 1, (4.66)
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Figura 10 – Estados constantes no espaço (Θ, Y, ρf , u) separadas pelas ondas de combustível,
térmica, de combustão e de composição do gás. Ordem das ondas seguem os
parâmetros da ISC dados na Tab. 3. (Figura adaptada de [4])

e condições de injeção

t > 0, x = 0 : Θ = ρf = 0, Y = 1, ρu = (ρu)inj. (4.67)

Considerando as condições (4.66) e (4.67), somente as ondas térmica e de combustão
existem para um tempo suficientemente grande. Está sendo considerado o caso em que a
onda térmica apresenta velocidade menor que a velocidade da onda de combustão, que é o
mais comum em modelos de ISC. Este fato pode ser verificado pela substituição dos dados
da Tab. 3 na análise a seguir.

Para o estudo da onda de combustão, considere uma solução do sistema (4.40)-
(4.44) na forma de uma onda viajante que se move com velocidade V > 0. Utilizando a
variável da onda viajante, ξ, as equações que representam a onda viajante são

− VΘ′ + VTPΘdu
′ = 1

PeT
Θ′′ + Φ, (4.68)

− V (Y ρ)′ + σ(Y ρu)′ = 1
Pe(ρY ′)′ − σΦ, (4.69)

− V ρ′f = −Φ, (4.70)
− V ρ′ + σ(ρu)′ = 0, (4.71)

Através da substituição da Eq. (4.70) nas equações (4.68) e (4.69) obtêm-se(
VΘ− VTPΘdu+ 1

PeT
Θ′ + V ρf

)′
= 0, (4.72)(

V Y ρ+ 1
PeρY

′ − σY ρu− σV ρf
)′

= 0, (4.73)

(V ρ− σρu)′ = 0. (4.74)

Para simplificar a notação, os estados constantes que delimitam a onda de combustão
são denotados por estado à esquerda (indicados pela letra b de burned), para o estado
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depois da passagem da onda de combustão, e estado à direita (indicado pela letra u de
unburned), para o estado que não foi afetado pela onda de combustão.

O estado à esquerda está conectado às condições de injeção através da onda térmica
e, portanto, podem ser utilizados os resultados da subseção anterior. Segundo resultados
da demonstração do Teorema 4.2.1, as variáveis Y e ρf permanecem iguais às condições
de injeção e u se relaciona com uinj através da Eq. (4.63), utilizando Eq. (4.50), ou seja,

ξ → −∞ : Θb > 0, Y b = 1, ρbf = 0, ub = 1/ρb + VT/σ

1/ρinj + VT/σ
uinj, (4.75)

onde ρb é dado pela substituição de Θb na Eq. (4.44), de forma que apenas Θb é desconhecido.
O estado à direita se dá quando ξ → +∞. Como ρ′f = 0 nos estados limites (ver Seção 2.2),
a Eq. (4.70) indica que Φu = 0. Considerando condições de consumo completo de oxigênio
e temperatura controlada no estado à direita, são obtidas as constantes

ξ → +∞ : Θu = Y u = 0, ρuf = 1, uu > 0, (4.76)

de forma que uu é uma incógnita.

Para encontrar a velocidade da onda de combustão, V , e a temperatura da onda
de combustão, Θb, as equações (4.72)-(4.74) são integradas em (−∞,+∞). Sabendo que
Θ′ = Y ′ = 0 nos estados limites (ver Seção 2.2) e ρu = P , pela Eq. (4.44), as condições
dadas nas equações (4.75) e (4.76) são substituidas no resultado da integração e o seguinte
sistema é obtido

−VTPΘdu
u + V = VΘb − VTPΘdu

b, (4.77)
−σV = V ρb − σρbub, (4.78)

V P − σPuu = V ρb − σρbub. (4.79)

Através da subtração das equações (4.78) e (4.77), obtêm-se

(P + σ)V − σPuu = 0⇔ uu =
( 1
P

+ 1
σ

)
V. (4.80)

A velocidade da onda de combustão pode ser determinada pela substituição da
Eq. (4.80) na Eq. (4.79), ou seja,

V P − σP
( 1
P

+ 1
σ

)
V = V ρb − σρbub ⇔

V (p, uinj) = ub(p, uinj)
1

ρb(p) + 1
σ

. (4.81)

Através da substituição das equações (4.80) e (4.81) na Eq. (4.77), a temperatura
da onda de combustão é obtida como

Θb = 1
1− VT

. (4.82)
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Os parâmetros obtidos no presente trabalho são mais gerais que os apresentados em
[14], onde foram considerados: P = 1, correspondente à pressão atmosférica; σ >> 1, o que
é comum para a injeção de gás; e uinj = 1. Um dos principais objetivos deste trabalho é
verificar a validade das estimativas analíticas (4.81) e (4.82) no modelo geral (4.31)-(4.37).
No Capítulo 5, é feita uma análise entre tais parâmetros analíticos e medições obtidas
diretamente das simulações numéricas.

4.3 MODELO SIMPLIFICADO

Ainda sobre a hipótese de pressão constante, considere que o meio dispõe de uma
quantidade ilimitada de oxigênio, de modo que a concentração de oxigênio não é afetada
pelo processo de ISC. Neste caso, a hipótese Y = 1 pode ser adicionada ao modelo
descrito nas equações (4.40)-(4.45). Esse tipo de simplificação também é utilizada em
modelos de síntese por combustão auto-sustentada a alta temperatura [39] (self-propagating
high-temperature synthesis). Além disso, considere que a pressão prevalecente é a pressão
natural do reservatório e que a velocidade média de escoamento da fase gasosa é dada pela
função temperatura

u = u(1− ρ), (4.83)

onde u é um parâmetro adimensional dado. Com tais hipóteses, o sistema adimensional é
descrito por

∂tΘ + VTu∂x(ρΘ) = 1
PeT

∂xxΘ + Φ, (4.84)

∂tρf = −Φ, (4.85)

ρ = Θd

Θ + Θd

, (4.86)

Φ = ρf exp
( E

Θd

− E
Θ + Θd

)
. (4.87)

Este modelo é equivalente, a menos de adimensionalização, ao estudado em [3, 18].
Apesar de ser uma simplificação do modelo mostrado na Seção 4.2, em [3] verifica-se que a
solução do problema de Riemann associado ao caso hiperbólico do modelo pode ser descrita
como uma sequência de ondas térmicas, que neste caso são ondas de choque, e ondas de
combustível, que são descontinuidades de contato com velocidade nula. O aparecimento
da descontinuidade de choque está associado ao fato de que não há, necessariamente, a
conservação da massa do gás para o modelo mais simples.

Assim como na Seção 4.3, será feita a análise da parte hiperbólica do modelo (4.84)-
(4.87), na qual os termos de difusão (∂xxΘ) e termos fonte (Φ) são desconsiderados. Segue
de [3] que um dos campo de velocidades características da parte hiperbólica do modelo é
linearmente degenerado, dado por λ1(U) = 0, o que resulta em uma descontinuidade de
contato. O outro campo de velocidades características é genuinamente não linear, dado
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por λ2(U ) = VTuρ
2. Sobre as ondas admissíveis para o problema, o seguinte resultado foi

provado em [3].

Teorema 4.3.1. Os estados extremos à direita U r que podem ser conectados ao estado
extremo à esquerda U l por uma onda de contato entrópica, choque entrópica ou rarefação
pertencem às semi-retas vertical e horizontal que passam por U l, como na Fig. 11. As
velocidades das ondas de contato e choque são, respectivamente,

s1 = 0 e s2 = VTuΘ2
d

(Θr + Θd)(Θl + Θd)
. (4.88)

Figura 11 – Conjunto de estados extremos à direita que podem ser conectados pela Hugoniot
locus ao estado extremo à esquerda U l por uma onda satisfazendo as condições de
entropia. As semi-retas C1 e S2 e segmento de reta R2 indicam os estados que podem
ser ligados a U l por um contato, um choque e uma rarefação, respectivamente.

Como observado em [3], a onda de combustão não pode ser analisada segundo a
teoria de ondas viajantes pois o termo Φ deveria se anular em ambos os lados da onda,
segundo as equações (2.39) e (4.85). Para que esta condição pudesse ser satisfeita nesse
modelo, a quantidade de combustível deveria ser nula em ambos os lados da onda, fato que
pode ser observado na Eq. (4.87). Se isto fosse verdade, não haveria onda de combustão
pelo simples fato de que esta precisa de combustível disponível em um dos lados para que
sua velocidade seja não nula.

Considere um PVI modelado pelas equações (4.84)-(4.87). Em ambos os trabalhos
[3, 18], foi utilizada a hipótese de que se a condição inicial satisfaz

Θ > 0 e 0 6 ρf 6 1, (4.89)

então a solução do PVI satisfaz a mesma condição para todo t > 0. Para verificar este
fato, note que as funções solução, Θ e ρf , devem ser deriváveis no tempo e que ∂xΘ deve
ser derivável no espaço, a partir da análise das equações (4.84) e (4.85). As seguintes
observações podem ser feitas:
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1. Suponha, por absurdo, que exista (x1, t1) tal que ρf(x1, t1) < 0. Defina a função
derivável X1 : R+ → R pela regra X1(t) = ρf(x1, t). Como X1(0) > 0, ∃t0 < t1

tal que X1(t0) = 0 e então Ẋ1(t0) = 0, pelas equações (4.85) e (4.87). Portanto,
X1(t) = 0, ∀t > t0, já que 0 é um ponto de equilíbrio para o sistema. O que configura
o absurdo.

2. Como ρf > 0 então ∂tρf 6 0, pelas equações (4.85) e (4.87). Então ρf 6 1, utilizando
(4.89).

3. Suponha que em um tempo t > 0, Θ > 0 e exista xm tal que Θ(xm, t) = 0. Observe
que, pelas equações (4.84), (4.86) e (4.87), Θ(x, t) = 0⇒ ∂tΘ(x, t) > 0, para todo
x ∈ R. Supondo ∂tΘ suficientemente suave e utilizando (4.89), segue o resultado.

No Capítulo 6, o modelo (4.84)-(4.87) será simulado numericamente através da
utilização do MEF, descrito na Seção 3.1, e uma aproximação de diferenças finitas no
tempo, o que resulta em um sistema não linear a cada passo no tempo. Como as variáveis Θ
e ρf são limitadas, são introduzidas condições de complementaridade no modelo numérico
discreto de forma a transformá-lo em um NCP a cada passo de tempo. Assim como feito
em [18], o algoritmo FDA-NCP, descrito na Seção 3.4, será utilizado para a resolução do
sistema resultante. Ainda no mesmo capítulo serão realizadas simulações com o método
de Newton, descrito na Seção 3.3, para fins de comparação.
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5 SOLUÇÃO NUMÉRICA DO PROBLEMA GERAL

O objetivo deste capítulo é apresentar o desenvolvimento numérico para o problema
de valor inicial e de contorno (PVIC) associado ao Modelo (4.31)-(4.37). Através dos
resultados obtidos da simulação, é estudada a aplicação das estimativas analíticas do
modelo com pressão constante no modelo mais geral, ambos descritos no Capítulo 4. Este
estudo também será apresentado em [40]. A validação da implementação numérica é
realizada no Apêndice C .

Seja (P1) um PVIC modelado pelas equações (4.31)-(4.37) em um aberto Ω ⊂ R2

com fronteira poligonal Γ. Para facilitar a obtenção da formulação discreta, a Eq. (4.34) é
utilizada para se obter a forma não conservativa da Eq. (4.32)

∂tY +
(
σu− 1

Pe
∇ρ
ρ

)
· ∇Y = 1

Pe∆Y − σΦ
ρ
. (5.1)

A fim de facilitar a notação, as incógnitas são agrupadas no vetor U = (Θ, Y, ρf , ρ). As
condições de fronteira para a variável U são do tipo Dirichlet sobre Γ1 e do tipo Neumann
com fluxo nulo sobre Γ2, ou seja,

U(x, t) = g(x), ∀x ∈ Γ1, (5.2)
∇U(x, t) · n(x) = 0, ∀x ∈ Γ2, (5.3)

onde Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅. A função n representa o campo de vetores normais
externos à fronteira Γ.

Observação 5.0.1. Note que

∇p = pd

(
∇ρ

(
1 + Θ

Θd

)
+ ρ
∇Θ
Θd

)
= pd

Θd

((Θ + Θd)∇ρ+ ρ∇Θ), (5.4)

pela Eq. (4.35), e então

u = −λpdΘd

((Θ + Θd)∇ρ+ ρ∇Θ), (5.5)

utilizando Eq. (4.36). Portanto, a Eq. (5.3) denota fluxo nulo mesmo sem considerar a
parcela do fluxo advectivo, que se dá através do campo de velocidades u.

As condições de fronteira são compatíveis com a condição inicial

U |t=0 = U 0 = (U01, U02, U03, U04) = (Θ0, Y0, ρf0, ρ0). (5.6)

Observação 5.0.2. Algumas equações do modelo estudado, principalmente a Eq. (4.32),
possuem termos advectivos muito influentes na solução, em relação aos termos de difusão.
Apesar disso, são consideradas condições de fronteira do tipo Dirichlet à frente das linhas
de fluxo da solução. Os erros numéricos gerados da incompatibilidade entre modelo e
condições de fronteira é amenizada nas simulações apresentadas neste trabalho, pois as
simulações param antes que as ondas presentes nas soluções atinjam a fronteira incoerente.
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Observação 5.0.3. Apesar de uma solução da Eq. (4.33), que modela a taxa de variação
na concentração de combustível ρf , não necessitar de condições de contorno, adotamos
condições de fronteira para a variável ρf , visando simplificar e uniformizar a aplicação da
técnica numérica considerada.

5.1 FORMA FRACA

Sejam V = {v = (v1, v2, v3, v4) ∈ [H1(Ω)]4; v|Γ1 = 0} o espaço vetorial das funções
teste e W = {U : Ω× [0,+∞)→ R4; U

∣∣∣
t
∈ [H1(Ω)]4 e U satisfaz equações (5.2) e (5.3)}

o espaço das funções admissíveis. Utilizando a proposta do método de Galerkin para
obtenção da formulação fraca para o problema, multiplique as equações (4.31), (5.1), (4.33)
e (4.34) por uma função teste e integre no domínio Ω.

Para a Eq. (4.31), por exemplo, obtêm-se

〈∂tΘ, v1〉 − VT 〈∇ · (ρ(Θ + Θd)u), v1〉 −
1

PeT
〈∆Θ, v1〉 − 〈Φ, v1〉 = 0, (5.7)

onde 〈·, ·〉 é a notação do produto definida na Eq. (A.16). Supondo U ∈ W , as regras de
integração por partes podem ser aplicadas aos termos

〈∆Θ, v1〉 =
∫

Γ
(v1∇Θ · n) dΓ− 〈∇Θ,∇v1〉 e (5.8)

〈∇ · (ρ(Θ + Θd)u), v1〉 =
∫

Γ
(v1ρ(Θ + Θd)u · n) dΓ− 〈ρ(Θ + Θd)u,∇v1〉. (5.9)

Utilizando as condições de fronteira para v1 sobre Γ1 e Θ, ρ sobre Γ2 (Observação 5.0.1),
são obtidas as igualdades

〈∆Θ, v1〉 = −〈∇Θ,∇v1〉, (5.10)
〈∇ · (ρ(Θ + Θd)u), v1〉 = −〈ρ(Θ + Θd)u,∇v1〉, (5.11)

Repetindo o procedimento anterior, a forma fraca para o problema (P1) pode ser
definida da seguinte maneira: encontrar U tal que para todo v ∈ V satisfaça

〈∂tΘ, v1〉 − VT 〈ρ(Θ + Θd)u,∇v1〉+ 1
PeT
〈∇Θ,∇v1〉 − 〈Φ, v1〉 = 0, (5.12)

〈∂tY, v2〉+
〈(

σu− 1
Pe
∇ρ
ρ

)
· ∇Y, v2

〉
+ 1

Pe〈∇Y,∇v2〉+
〈
σ

Φ
ρ
, v2

〉
= 0, (5.13)

〈∂tρf , v3〉+ 〈Φ, v3〉 = 0, (5.14)
〈∂tρ, v4〉 − σ〈ρu,∇v4〉 = 0 (5.15)

se t > 0, as condições de fronteira (5.2) e a condição inicial

〈Ui|t=0, vi〉 = 〈U0i, vi〉, i = 1, 2, 3, 4. (5.16)
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Observação 5.1.1. A Eq. (4.34) da maneira que está posta, esconde os termos de difusão
para a variável ρ. Estes termos podem ser observados pela substituição da Eq. (4.36) na
Eq. (4.34). Portanto, faz sentido considerar ρ em H1(Ω). Na formulação desenvolvida,
também considera-se que ρf está em H1(Ω) apesar de uma solução da Eq. (4.33) não
necessitar de tal regularidade.

5.2 DISCRETIZAÇÃO

Seja V h um subespaço vetorial de V com dimensão finita m e β = {ϕ1, · · · ,ϕm}
uma base de V h. A solução Uh do problema semi-discreto associado ao problema inicial
(P1) é a função

Uh(x, t) =
m∑
i=1

αi(t)ϕi(x) + g(x). (5.17)

que satisfaz (5.12)-(5.16) para todo v ∈ β. Assim como no capítulo anterior, note que
V h é um espaço vetorial e, portanto, a condição acima implica que Uh satisfaz o sistema
(5.12)-(5.16) para todo v ∈ V h.

Para se obter equações desacopladas em relação às funções teste, são escolhidos
inteiros 0 = m0 < m1 < m2 < m3 < m4 = m e a base β utilizada cumpre a condição

ϕi =



(ϕi, 0, 0, 0) if m0 < i 6 m1,

(0, ϕi, 0, 0) if m1 < i 6 m2,

(0, 0, ϕi, 0) if m2 < i 6 m3,

(0, 0, 0, ϕi) if m3 < i 6 m4.

(5.18)

Logo, a formulação semi-discreta matricial para o problema (P1) consiste em: encontrar
uma função α : [0,∞)→ Rm tal que

Mα′(t) = F (α(t)), t > 0, (5.19)
Mα(0) = F 0, (5.20)

onde M ∈ Rm×m e F (α),F 0 ∈ Rm são descrito no Apêndice B.

Baseando-se na aplicação do esquema de diferenças finitas de Crank-Nicolson
no sistema (5.19)-(5.20), a forma discreta do problema (P1) é definida por: para cada
k = 0, 1, · · · , n determine αk ∈ Rm tal que

fk(αk) = M (αk −αk−1)− ∆tk
2 (F (αk) + F (αk−1)) = 0, k > 0, (5.21)

Mα0 = F 0. (5.22)

A solução discreta do passo k é

U k
h(x) =

m∑
i=1

αkiϕi(x) + g(x). (5.23)
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Para cada passo de tempo k > 0, o método de Newton descrito na Seção (3.3) é
utilizado para encontrar um zero para fk, considerando αk−1 como ponto de partida e
tolerância igual a 10−6 para o erro relativo entre iterações, utilizando a norma euclidiana.
Um esquema de passo adaptativo é utilizado para agilizar a simulação, visto que foi
observada a necessidade de passos mais curtos no início da simulação realizadas. O
tamanho do passo de tempo em ∆tk+1 é igual a c∆tk, onde c =0.5, 1 ou 1.1, se o número
de iterações do método de Newton é menor, igual ou maior que 3, respectivamente.

5.3 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Esta seção apresenta a simulação numérica realizada para (P1) com parâmetros
dados nas tabelas 1, 2 e 3. Foi considerado um domínio Ω retangular com comprimento
4 na direção do eixo-x e 1 na direção do eixo-y. O ar é injetado no lado esquerdo do
domínio, que está fixado sobre a reta x = 0. Os lados direito e esquerdo de Ω compõem a
fronteira Γ1 do problema. Os demais lados estão isolados, não permitindo a passagem de
fluxo térmico ou mássico e compõem a fronteira Γ2. As condições iniciais utilizadas são

Θ0(x, y) = 0, Y0(x, y) =

1, x 6 0

0, x > 1
, ρf0(x, y) =

0, x 6 0

1, x > 1
, p0(x, y) = (4− x)/2.

(5.24)
A condição inicial ρ0 é obtida através da substituição das condições iniciais (5.24) na
Eq. (4.35). As condições de Dirichlet, que atuam na fronteira Γ1, são dadas pelas mesmas
funções condições iniciais, de modo que

gi = U0i, ∀i = 1, 2, 3, 4. (5.25)

O domínio foi discretizado utilizando uma malha igualmente espaçada com 200
divisões no eixo horizontal x e 50 divisões no eixo vertical y. Considerando o tamanho do
domínio e número de divisões, os elementos obtidos da discretização são quadrados. O
algoritmo de passo adaptativo utiliza ∆t = 4× 10−7 como passo inicial.

Como comentado na Subseção 4.1.4, o campo de permeabilidades κ é função do
espaço. Neste trabalho, são analisados dois casos para κ. O primeiro corresponde a um
meio poroso homogêneo com permeabilidade constante κ = κ, dada na Tab. 1. O segundo
caso corresponde a um meio poroso heterogêneo com campo de permeabilidade segundo
uma distribuição log-normal com valores que variam de 0.40× 10−12 m2 a 9.97× 10−12 m2

e média κ, dada na Tab. 1. A função permeabilidade é

κ(x) = ea+bZ(x), (5.26)

onde a = −27.693 e b = 0.35297 são a média e desvio padrão da distribuição normal
log κ, respectivamente; e Z é a distribuição normal padrão com valores constantes em cada
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elemento da discretização, como na Fig. 12. A Fig. 13 mostra o histograma e a função de
densidade de probabilidade para a distribuição log-normal.

Z

-2.5

0

2.5

5

6.7

Z(x)

Figura 12 – Distribuição normal padrão Z correlacionada através da Eq. (5.26) ao campo de
permeabilidade log-normal em uma malha de 200× 50 elementos.
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Figura 13 – Histograma do campo de permeabilidade log-normal κ e sua respectiva função de
densidade de probabilidade fκ. A função “freq.” mostra a frequência de elementos
que tem permeabilidade em cada faixa de valores mostrada no eixo horizontal.

Este último tipo de campo de permeabilidade é mais realístico e se adequa melhor
às condições típicas de reservatórios de petróleo [41]. Diversos trabalhos utilizam campos
de permeabilidade similares em experimentos numéricos [42, 43, 16].

5.3.1 Obtenção dos parâmetros nas simulações numéricas

Visto que a obtenção da velocidade da onda de combustão não é uma tarefa trivial
em simulações bidimensionais, o procedimento utilizado para a obtenção desse parâmetro
é descrito a seguir. Também será explicado o procedimento utilizado para se obter a
temperatura da onda de combustão diretamente dos resultados da simulação numérica.

Neste trabalho, a posição da frente de combustão em um tempo t fixo é dada
pelos pontos nos quais ρf = 0.2. Esta abordagem é precisa pois a equação que descreve
o balanço de combustível, Eq. (4.33), não apresenta termos de difusão. Para simplificar,
considere que os pontos da frente de combustão possuem valores distintos de y, dois a
dois. Então, pela continuidade de ρf e condições de fronteira (5.25), existe um único valor
s(y, t), para cada y, para o qual (s(y, t), y) pertence à frente da onda.

Para simplificar os cálculos, é adotada a hipótese de que a onda combustão se
move apenas na direção x. Esta consideração é motivada pelo fato de que, para o caso
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homogêneo, a velocidade do gás é nula na direção y, e, para o caso heterogêneo, as soluções
obtidas nos passos da simulação numérica satisfazem a relação ux > 1.88|uy|, além de a
média de ux em todo o domínio ser de, aproximadamente, 11 vezes maior que a média de
|uy|. A grande influência da componente ux no valor absoluto da velocidade u = |u| pode
ser observada na Fig. 14, na região mais afetada pela frente de combustão.
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Figura 14 – Resultados da simulação em um meio heterogêneo para as variáveis adimensionais,
de cima para baixo, u = |u|, ux e |uy|. A solução é plotada em 10 dias (à esquerda)
e 50 dias (à direita). As variáveis espaciais x e y são exibidas na forma dimensional,
em metros.

A velocidade de cada ponto da frente de combustão é estimada por

V S(y, t) = s(y, t+ δ+
t )− s(y, t− δ−t )
δ−t + δ+

t

, (5.27)

onde δ−t , δ+
t são deslocamentos no tempo. Para um t fixo, a velocidade média da frente de

combustão, V S(t), é a média das velocidades V S(y, t), para todos os valores de (s(y, t), y)
que pertencem à malha, e σ(V S)(t) é o desvio padrão dessas velocidades. Neste trabalho,
δ−t , δ

+
t equivalem a 10 passos de tempo para trás e para frente, respectivamente, a partir

de t.

Analogamente à velocidade da onda de combustão, fixe um tempo t fixo e um valor
y na malha. A temperatura da onda de combustão é dada pelo valor máximo de Θ na
direção x. O valor Θmax(t) denota a média dos valores máximos em cada tempo t, e o
desvio padrão deste conjunto é denotado por σ(Θmax)(t).

5.3.2 Valores das estimativas analíticas

Um dos objetivos deste trabalho é verificar a validade das estimativas analíticas
para a onda de combustão, dadas na Subseção 4.2.2, quando aplicadas ao modelo geral
descrito pelas equações (4.31)-(4.37). Para utilizar as equações (4.81) e (4.82), os valores de
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pressão prevalecente, p, e velocidade do gás, uinj , devem ser determinados para a simulação
do modelo geral. A velocidade uinj, por exemplo, não é constante para o problema (P1).

Neste trabalho foram escolhidos os seguintes casos de pressão prevalecente p:

(1) Pressão mínima no reservatório, que geralmente coincide com a pressão nativa do
reservatório;

(2) Pressão máxima no reservatório, que geralmente coincide com a pressão máxima de
injeção;

(3) Pressão média no topo da frente de combustão a cada t fixo. Esta é uma estimativa
numérica para a pressão no estado queimado da onda de combustão.

As notações uSinj(t), ρSinj(t) e pSinj(t) são utilizadas para a velocidade de injeção
média, densidade de injeção média e pressão de injeção média, ambas obtidas dos resultados
da simulação numérica no tempo t. A velocidade de injeção do gás é estimada de duas
maneiras:

(A) Velocidade de injeção analítica igual à velocidade obtida da simulação

uinj(t) = uSinj(t); (5.28)

(B) Fluxo de injeção analítico igual ao fluxo obtido da simulação

(ρu)inj(t) = ρSinj(t)uSinj(t)⇔ uinj(t) =
ρSinj(t)
ρinj(t)

uSinj(t). (5.29)

Utilizando a Eq. (4.35), para ρSinj, e Eq. (4.44), para ρinj, é possível reescrever a
última equação em termos da pressão

uinj(t) =
pSinj(t) + pd

p(t) + pd
uSinj(t), (5.30)

No modelo simulado, a pressão de injeção é constante e, então, p = pinj. Portanto,
as estimativas (A2) e (B2) são iguais.

A menos da obtenção do caso (3) para pressão prevalecente, as demais estimativas
podem ser facilmente obtidas das simulações, pois estão diretamente relacionadas às
condições iniciais e de fronteira. A partir das condições iniciais (5.24) utilizadas, a pressão
prevalecente mínima é p = 0, a pressão prevalecente máxima é p = 2 e pinj = 2.



63

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45
x [m]

Θb

Θ
   Y
ρf

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45
x [m]

ρ
 p

  ux

Figura 15 – Resultados da simulação em um meio homogêneo, após 10 dias, para as variáveis
adimensionais Θ, Y , ρf , à esquerda, e ρ, p, ux, à direita. O parâmetro analítico
Θb é plotado na figura da esquerda. No eixo horizontal, estão presentes os valores
dimensionais da variável espacial x. A figura corresponde à seção y = 0.
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Figura 16 – Resultados da simulação em um meio homogêneo, após 50 dias, para as variáveis
adimensionais Θ, Y , ρf , à esquerda, e ρ, p, ux, à direita. O parâmetro analítico
Θb é plotado na figura da esquerda. No eixo horizontal, estão presentes os valores
dimensionais da variável espacial x. A figura corresponde à seção y = 0.

5.3.3 Primeiro caso de simulação: meio homogêneo

A solução do caso homogêneo é constante na direção y, de modo que apenas a
seção y = 0 é mostrada nos gráficos que seguem. Os resultados da simulação para as
variáveis adimensionais Θ, Y , ρf , ρ, p e ux correspondentes a 10 e 50 dias de simulação
são mostrados nas figuras 15 e 16, respectivamente. O parâmetro analítico Θb, mostrado
na Eq. (4.82), também é plotado nos gráficos. As ondas térmica e de combustão podem
ser observadas nas variáveis Θ, Y e ρf , em ambas as figuras.

Instabilidades numéricas surgem nas variáveis Y e ρf e podem ser observadas na
Fig. 16. Isto se deve ao fato de as condições de fronteira consideradas apresentarem
algumas características especiais explicadas nas observações 5.0.2 e 5.0.3, e nenhuma
estratégia Upwind foi implementada. Além disso, o valor de σ na Eq. (4.32) é grande,
o que é comum em problemas de injeção de gás. Tal constante aumenta a influência do
termo de advecção, o que prejudica o uso da versão clássica do MEF em conjunto com o
esquema de Crank-Nicolson, ver [25].
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Nas figuras 17 e 18, são comparados os valores dos parâmetros V S e Θmax obtidos
da simulação numérica, descritos na Subseção 5.3.1, com as estimativas analíticas da
Subseção 5.3.2 e Eq. (4.82).
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Figura 17 – Comparação entre a temperatura da onda de combustão estimada analiticamente,
Θb, e obtida numericamente, Θmax, para o caso homogêneo. Detalhes sobre Θmax

são dados na Subseção 5.3.1.
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(c) Gráfico (a) ampliado.
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Figura 18 – Comparação entre a velocidade da onda de combustão estimada analiticamente, V ,
e obtida numericamente, V S , para o caso homogêneo. Detalhes sobre V S são dados
na Subseção 5.3.1. A função V foi plotada utilizando as três diferentes escolhas para
a pressão prevalecente p e as duas opções para uinj , ver Subseção 5.3.2.
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5.3.4 Segundo caso de simulação: meio heterogêneo
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Figura 19 – Resultados da simulação em um meio heterogêneo para as variáveis adimensionais,
de cima para baixo, Θ, Y , ρf , ρ e p. A solução é plotada em 10 dias (à esquerda) e
50 dias (à direita). As variáveis espaciais x e y são exibidas na forma dimensional,
em metros.

Os resultados da simulação para o caso heterogêneo em 10 e 50 dias são mostrados
na Fig. 14, para u = |u|, ux e |uy|, e na Fig. 19, para Θ, Y , ρf , ρ e p. Na Fig. 19, podem
ser observadas a onda de combustão, dada pela variação brusca em Θ, Y e ρf ; e uma
onda térmica, que é muito mais lenta que a primeira e cuja salto é observado apenas em
Θ. Instabilidades numéricas podem ser observadas nas proximidades do topo da onda de
combustão, principalmente na variável Y , que assume valores maiores que o valor de injeção,
Y = 1. Este efeito pode ser novamente justificado pela não aplicação de uma estratégia
Upwind para tratar as condições de fronteira utilizadas, comentadas nas observações 5.0.2
e 5.0.3, e pela utilização conjunta do MEF padrão e esquema de Crank-Nicolson [25].
Alguns testes com perturbações nas condições iniciais e campo de permeabilidade do
primeiro caso de simulação são realizados na Seção C.2. Os resultados obtidos sugerem
que as instabilidades numéricas observadas não afetam de forma significativa o perfil da
onda de combustão.
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Figura 20 – Comparação entre a temperatura da onda de combustão estimada analiticamente,
Θb, e obtida numericamente, Θmax, para o caso heterogêneo. Detalhes sobre Θmax e
σ(Θmax) são dados na Subseção 5.3.1.
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Figura 21 – Comparação entre a velocidade da onda de combustão estimada analiticamente, V ,
e obtida numericamente, V S , para o caso heterogêneo. Detalhes sobre V S e σ(V S)
são dados na Subseção 5.3.1. A função V foi plotada utilizando as três diferentes
escolhas para a pressão prevalecente p e as duas opções para uinj , ver Subseção 5.3.2.

Devido à heterogeneidade do meio, caminhos preferenciais de escoamento, conheci-
dos como fingering [44], são observados na frente de combustão para as variáveis Θ, Y e
ρf . Como o modelo simulado representa um escoamento monofásico, tais instabilidades na
frente de combustão não são relacionadas ao processo conhecido como viscous fingering,
que ocorre quando uma fase menos viscosa entra em contato com outra mais viscosa. Os
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caminhos preferenciais de escoamento no caso heterogêneo de simulação parecem aumentar
em comprimento de 10 a 50 dias de simulação, como pode ser visto nas variáveis Θ, Y e
ρf na Fig. 19.

Os parâmetros obtidos da simulação numérica são comparados com as estimativas
analíticas, descritas na Subseção 5.3.2 e Eq. (4.82), nas figuras 20 e 21. Os detalhes da
obtenção destes parâmetros são explicados na Subseção 5.3.1.

5.4 DISCUSSÕES E CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo, um problema associado ao modelo geral da ISC foi resolvido
numericamente. Para a construção do esquema discreto do problema, foram utilizados
o MEF e o esquema de diferenças finitas de Crank-Nicolson. O método de Newton foi
utilizado para a resolução do problema discreto resultante em cada passo de tempo. Os
métodos utilizados para a solução do problema foram implementados em linguagem de
programação Julia e as soluções obtidas foram comparadas com as estimativas analíticas
do Capítulo 4.

A estimativa analítica para a temperatura da onda de combustão, Θb, apresen-
tou grande compatibilidade com os resultados numéricos, como pode ser observado nas
figuras 17 e 20 e Tab. 4. No caso homogêneo, a medida que a temperatura da onda de
combustão se aproxima de Θb, a primeira se torna quase que constante. O erro relativo
pontual entre Θmax e Θb é de 0.3334%, em 10 dias, e 0.0058%, em 50 dias, o que sugere
uma constante aproximação do valor entre os parâmetros numéricos e analíticos.

No caso heterogêneo, a aproximação a estimativa analítica Θb se mostrou um pouco
mais distante dos parâmetros obtidos da simulação. Porém foi verificado um valor alto no
desvio padrão σ(Θmax), que está relacionado às instabilidades numéricas verificadas no
topo da onda de combustão, atrapalhando a medição de Θmax. Outro fato a ser observado
é que a relação |Θb −Θmax| < σ(Θmax) é satisfeita quando a onda de combustão já está
formada, o que, de certa forma, valida a utilização desta estimativa.

Tabela 4 – Erros relativos das estimativas analíticas nos dois casos de simulação. Os erros são
calculados na norma euclidiana entre os vetores obtidos com dados de 10 a 50 dias.
Os cálculos das velocidades V (caso (B)) são apresentados na Subseção 5.3.2 e a
estimativa Θb é dada pela Eq. (4.82).

Erro relativo Θb V (B1) V (B2) V (B3)

Caso homogêneo 0.0894% 4.0807% 3.1452% 3.4059%
Caso heterogêneo 5.1363% 4.2460% 3.4064% 3.5863%

Em ambas as simulações, os casos (A2), (B1), (B2) e (B3) para as estimativas ana-
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líticas do modelo com pressão constante (4.40)-(4.45) mostraram grande compatibilidade
com os resultados obtidos da simulação, como pode ser visto nas figuras 18, 21 e na Tab. 4.
O caso (B) é o que apresenta estimativas mais adequadas para as simulações realizadas,
onde todas as estimativas são próximas e satisfazem |V (B) − V S| < σ(V S). Lembre-se
que a proposta deste caso é fazer o fluxo de injeção de gás analítico (ρu)inj igual ao fluxo
de injeção médio observado na simulação.

Dentre as opções consideradas para a pressão prevalecente, a escolha (2), estimativa
de pressão máxima, foi a que se mostrou mais próxima dos dados obtidos das simulações
numéricas. Note que o caso (A2) equivale ao caso (B2), pois p = pinj = 2. Portanto, as
melhores estimativas foram obtidas quando ambos o fluxo de injeção e a velocidade de
injeção obtidos numericamente são atingidos nas estimativas analíticas. A estimativa V
no caso (B2) parece acompanhar os dados de simulação a menos de um desvio. Apesar
disso, tal estimativa parece divergir dos valores obtidos numericamente nos tempos finais
de simulação no caso homogêneo, como pode ser observado na Fig. 18. São necessários
mais simulações para verificar este fato.

A partir de simulações preliminares, foi observado que mesmo considerando condi-
ções iniciais menos suaves para a pressão p, a solução do problema possui um perfil similar
aos resultados apresentados nas seções anteriores. Esse fato justifica a escolha do perfil
suave para a pressão em (5.24).



69

6 SOLUÇÃO NUMÉRICA DO PROBLEMA SIMPLIFICADO

Este capítulo destina-se a apresentar a solução numérica para um PVIC modelado
pelas equações (4.84)-(4.87). O problema é resolvido segundo duas abordagens numéricas.
Uma delas adiciona condições de complementaridade ao problema, descritas na Seção 4.3,
resultando em um NCP a cada passo de tempo. A estimativa analítica para a velocidade
da onda térmica é utilizada na comparação dos resultados das duas abordagens numéricas.

Seja (P2) um PVIC modelado pelas equações (4.84)-(4.87) no domínio Ω = (0, L).
Defina a profundidade de combustível por η = 1− ρf . São conhecidos os perfis iniciais
Θ0, η0 ∈ H1(0, L) e condições de fronteira constantes de Dirichlet ΘE, ηE em x = 0 e de
Neumann homogênea em x = L.

6.1 FORMA FRACA

Sejam V = {v ∈ H1(0, L); v(0) = 0} o espaço vetorial das funções teste, e
WΘ = {Θ : [0, L] × [0,+∞) → R; Θ

∣∣∣
t
∈ H1(0, L),Θ(0) = ΘE, ∂xΘ(L) = 0} e Wη = {η :

[0, L] × [0,+∞) → R; η
∣∣∣
t
∈ H1(0, L), η(0) = ηE, ∂xη(L) = 0} os espaços das funções

admissíveis. Para obter a formulação fraca do problema simplificado, as equações (4.84)-
(4.87) do modelo devem ser multiplicadas por uma função teste de V e integradas no
domínio Ω.

Observação 6.1.1. Apesar de uma solução ρf da Eq. (4.85) não necessitar de derivadas no
espaço, a formulação desenvolvida considera que η = 1− ρf pertence a H1(Ω).

A Observação 5.0.3 também é válida na formulação numérica deste capítulo.

Assim como detalhado no capítulo anterior, é possível aplicar regras de integração
por partes no sistema resultante e utilizar as condições de fronteira da função teste em
x = 0 e de fluxo nulo da função Θ em x = L. Após esse procedimento, a forma fraca para
o problema (P2) obtida é: encontrar um par de funções Θ ∈ WΘ, η ∈ Wη tais que, para
todo v ∈ V , satisfaçam

〈∂tΘ, v〉 − VTu〈ρΘ, ∂xv〉+ 1
PeT
〈∂xΘ, ∂xv〉 − 〈Φ, v〉 = 0, t > 0, (6.1)

〈∂tη, v〉 − 〈Φ, v〉 = 0, t > 0, (6.2)
〈Θ|t=0, v〉 = 〈Θ0, v〉, (6.3)
〈η|t=0, v〉 = 〈η0, v〉, (6.4)

onde 〈·, ·〉 é a notação do produto definida na Eq. (A.16).
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6.2 DISCRETIZAÇÃO

Seja Vh um subespaço de V com dimensão finita m e base β = {ϕ1, · · · , ϕm}. A
solução da formulação semi-discreta do problema (P2) é um par de funções

Θh(x, t) = ΘEϕ0(x) +
m∑
j=1

α1j(t)ϕj(x), ηh(x, t) = ηEϕ0(x) +
m∑
j=1

α2j(t)ϕj(x), (6.5)

que satisfaz o sistema (6.1)-(6.4) para todo v ∈ Vh, onde ϕ0 ∈ H1(0, L) e ϕ0(0) = 1. Como
Vh é um espaço vetorial, basta que Θh e ηh satisfaçam as equações (6.1)-(6.4) para cada
v ∈ β.

Utilizando as notações α1 = (α1j)mj=1, α2 = (α2j)mj=1 e α = (α1,α2); e procedendo
da mesma maneira que na Seção 5.2, a primeira formulação discreta para o problema (P2)
é: para cada k = 0, 1, · · · , n, encontrar αk ∈ R2m tal que

fk(αk) = M (αk −αk−1)− ∆tk
2 (F (αk) + F (αk−1)) = 0, k > 0 (6.6)

Mα0 = F 0. (6.7)

onde M ∈ R2m×2m e F (α),F 0 ∈ R2m são descritos no Apêndice B.

Este problema foi resolvido numericamente utilizando o método de Newton, descrito
na Seção 3.3, a cada passo de tempo k > 0, sendo que αk−1 é utilizado como chute inicial
para o passo k. O espaço de elementos finitos Vh utilizado para a resolução deste modelo
é o descrito na Subseção 3.1.2 para o caso unidimensional e as funções base utilizadas
são descritas na Eq. (3.7). Os detalhes da derivação das funções fk são deixados para o
Apêndice B. Os resultados da simulação numérica são apresentados na Seção 6.4.

6.3 FORMULAÇÃO DE COMPLEMENTARIDADE

Existem alguns trabalhos que tratam da aplicação da técnica em problemas re-
lacionados a meios porosos. No trabalho de [45] é apresentada uma nova abordagem
para o tratamento do fluxo multifásico e multicomponente em meios porosos. Baseado
na observação de que uma fase fluida aparece, ou desaparece, sempre que uma dada
quantidade física excede certos limites, foram formuladas condições de presença local de
fases fluidas como condições de complementaridade, o que leva o problema ao campo de
inequações variacionais. No mesmo trabalho, as condições de complementaridade foram
reformuladas como um NCP equivalente. Foram apresentados resultados numéricos para
a verificação de viabilidade da abordagem proposta, utilizando o método de Newton
semi-suave (semi-smooth Newton method). O esquema baseado na formulação via com-
plementaridade aumentou a robustez do modelo com respeito à transição de fases e à
inicialização da distribuição das mesmas, de tal forma que passos maiores puderam ser
utilizados. Segundo [45], esta nova abordagem é diretamente aplicável a sistemas com um



71

grande número de fases e componentes, e se mostra muito conveniente em aplicações reais
de engenharia.

Em um trabalho mais recente [18], um problema associado ao Modelo (4.84)-(4.87)
é resolvido numericamente. O modelo foi resolvido de duas maneiras, sendo a primeira
com a aplicação do MEF e um esquema de diferenças finitas no tempo. A segunda maneira
acrescenta condições de complementaridade na formulação discreta obtida inicialmente.
As duas abordagens foram simuladas e os resultados comparados. Em [3] esse mesmo
problema é resolvido utilizando o método de diferenças finitas além de serem obtidas
algumas estimativas analíticas para a parte hiperbólica do modelo. Em [46], estão sendo
verificados resultados de convergência para as formulações discretas de complementaridade
apresentadas em ambos os trabalhos [3, 18].

Como foi mostrado na Seção 4.3, condições de não negatividade para as incógnitas
Θ e η podem ser adicionadas ao modelo (4.84)-(4.87) caso a condição inicial do problema
associado satisfaça (4.89). Considere este tipo de solução inicial. A formulação de
complementaridade para o problema da ISC é construída segundo ideias de [47].

Para transferir as condições de não negatividade das funções Θ e η para as coorde-
nadas das mesmas no espaço Vh é suficiente que a base β do espaço seja composta por
funções tais que

ΘEϕ0 +
m∑
j=1

α1jϕj > 0, ηEϕ0 +
m∑
j=1

α2jϕj > 0 ⇔ α > 0, ∀α ∈ R2m. (6.8)

Proposição 6.3.1. Escolha o espaço de elementos finitos Vh descrito na Subseção 3.1.2
para o caso unidimensional. Considerando ΘE, ηE > 0, se as funções base ϕj e função ϕ0

são como na Eq. (3.7), o Critério (6.8) é satisfeito.

Demonstração. (⇒) Seja α tal que satisfaça o lado esquerdo do Critério (6.8). Então,
para cada vértice xi da discretização que não pertença à fronteira de Dirichlet, tem-se

0 6 ΘEϕ0(xi) +
m∑
j=1

α1jϕj(xi) = α1i, 0 6 ηEϕ0(xi) +
m∑
j=1

α2jϕj(xi) = α1i, (6.9)

através da Eq. (3.7). Logo, α > 0.

(⇐) Se α > 0, então o lado esquerdo do Critério (6.8) é satisfeito, já que, pela Eq. (3.7),
ϕi > 0.

Defina a função vetorial f 0 : R2m → R2m pela regra f 0(α) = Mα − F 0. A
formulação de complementaridade para o problema (P2) é: para cada k = 0, 1, · · · , n,
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encontrar αk ∈ R2m tal que

αk > 0, fk(αk) > 0, fk(αk) •αk = 0. (6.10)

Este problema foi resolvido numericamente utilizando o algoritmo FDA-NCP,
descrito na Seção 3.4, a cada passo de tempo k > 0. O vetor αk−1 + ε é utilizado como
chute inicial viável para o passo k > 0, onde ε > 0 é uma perturbação positiva da solução
do passo anterior. Afastar o ponto da fronteira da região viável é interessante, já que
pontos muito próximos da fronteira necessitam de mais iterações para encontrar uma
direção viável. Os resultados da simulação numérica são apresentados na Seção 6.4.

6.4 EXPERIMENTOS NUMÉRICOS

Nesta seção, são mostrados os resultados da simulação numérica do problema (P2).
Devido à disponibilidade de oxigênio ilimitada em todo o domínio, a combustão é facilitada,
o que atrapalha a formação do perfil da onda de combustão. Para contornar tal problema,
foram escolhidas velocidade de injeção altas para o problema: 10−1 m/s e 1 m/s, o que
implica em parâmetros u1 = 232.6 e u2 = 2326. As quantidades de referência e demais
parâmetros adimensionais utilizados na simulação são descritos nas tabelas 1, 2 e 3.

O domínio simulado possui comprimento adimensional L = 2 e foi discretizado em
dois tipos de malha uniforme, com 100 e 400 elementos, respectivamente. A discretização
no tempo também é uniforme, com passo de tempo ∆t = 3× 10−5. A tolerância utilizada
no método de Newton e algoritmo FDA-NCP foi de 10−12 para a norma do resíduo e valor
da função potencial, respectivamente. Os resultados das simulações são apresentados nas
figuras 23 e 24. As condições iniciais calculadas através da Eq. (6.7), para a simulação
utilizando o método de Newton, e Eq. (6.10), para a simulação utilizando o algoritmo
FDA-NCP, são mostradas na figura 22.
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Figura 22 – Condições iniciais calculadas através da Eq. (6.7), para a simulação utilizando o
método de Newton, e Eq. (6.10), para a simulação utilizando o algoritmo FDA-NCP.
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Figura 23 – Comparação dos resultados das simulações com o parâmetro u = u1, utilizando o
método de Newton (Newton) e o método FDA–NCP (FDA) para nos instantes de
tempo indicados. A malha das soluções à esquerda tem 100 subintervalos e a da
direita tem 400 subintervalos.
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Figura 24 – Comparação dos resultados das simulações com o parâmetro u = u2, utilizando o
método de Newton (Newton) e o método FDA–NCP (FDA) para nos instantes de
tempo indicados. A malha das soluções à esquerda tem 100 subintervalos e a da
direita tem 400 subintervalos.
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6.5 DISCUSSÕES E CONCLUSÕES PARCIAIS

Neste capítulo, foram mostrados duas formulações numéricas para a resolução de
um PVIC modelado pelas equações (4.84)-(4.87). Uma delas é obtida através da aplicação
direta do MEF e do esquema de Crank-Nicolson. A outra surge da transformação da
formulação anterior em um NCP a cada passo de tempo. Foram consideradas condições
de fronteira do tipo Dirichlet constante e Neumann homogênea. As formulações numéricas
foram resolvidas através da aplicação dos métodos de Newton e algoritmo FDA-NCP.
Foi implementado um código em linguagem de programação Julia para obter resultados
através da simulação computacional.

Fixado um passo de tempo da simulação, são observadas duas ondas de combustível,
(U0, U1) e (U1, U0), uma onda térmica (U0, U2) e uma onda de combustão, Fig. 25. A
velocidade da onda térmica é utilizada como um critério de comparação entre as formulações
numéricas consideradas. A obtenção desta velocidade a partir dos resultados da simulação
segue o mesmo procedimento utilizado para se obter a velocidade da onda de combustão,
V S, da Subseção 5.3.1. A estimativa analítica da velocidade da onda térmica é dada
pela Eq. (4.88). Nesta última equação, Θl = 0 e Θr(t) = Θmax(t), onde Θmax(t) é obtido
seguindo o mesmo procedimento da Subseção 5.3.1.

As soluções obtidas são mostradas nas figuras 23 e 24, de onde observam-se
características distintas dos métodos numéricos utilizados. O problema que está sendo
resolvido apresenta um termo de advecção na equação do calor que tem grande influência
na solução, em relação ao termo de difusão. Isto se deve ao fato de se considerar grandes
valores para u. Com a aplicação da versão clássica do MEF aliado ao esquema de diferenças
finitas de Crank-Nicolson, é esperado o surgimento de oscilações na solução do problema,
como mostrado em [25]. A transformação da formulação discreta do problema em um NCP
introduz condições de não negatividade nas variáveis independentes, reduzindo oscilações.

Apesar de limitar oscilações na solução, a solução via formulação de complementa-
ridade possui onda térmica com velocidade menor que a velocidade obtida em soluções
com malhas mais refinadas, como pode ser observado ao se comparar as duas diferentes
discretizações nas figuras 23(e) e 23(f), por exemplo. Este fato também é observado quando
é feita a comparação com a estimativa analítica para a onda térmica, como mostrado
na Fig. 26. A mesma figura mostra que a velocidade da solução obtida pelo método de
Newton é a que mais se adequa à estimativa analítica.

O retardo da onda térmica é devido à dependência entre a velocidade da onda e a
altura da descontinuidade, presente na Eq. (4.88). Ao controlar as oscilações, as soluções
obtidas da formulação de complementaridade apresentam um valor Θmax maior, o que
implica em uma velocidade menor para a onda, ver Fig. 26(c). No entanto, a explicação
para esse valor maior em Θmax está novamente associada à grande influência exercida
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pelo termo de advecção na equação para a temperatura, pois o algoritmo FDA-NCP
se comporta melhor em problemas elípticos. Como em [3, 18] a temperatura nativa do
reservatório utilizada foi bem menor, 300 K, foi possível utilizar velocidades u menores e o
retardo não pôde ser observado.

 0.17

 1

 3.39

U1 U0 U2
estados

Onda
térmica
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Ondas de
combustível

  Θ
ρf

Figura 25 – Ondas observadas na simulação com o parâmetro u = u1 para o tempo de 3674 min.
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Figura 26 – Velocidades da onda térmica nas simulações com u = u1 e 400 pontos na malha. A
onda considerada possui salto com Θl = 0 e Θr = Θmax, valor máximo de Θ no
tempo fixado.
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7 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, foi proposto um modelo para a zona de combustão do processo de
ISC, que considera apenas uma reação simplificada do tipo gás-sólido. Tal modelo pode ser
entendido como uma generalização dos modelos estudados em [4, 14] que considera pressão
variável e velocidade média do gás expressa pela lei de Darcy. Além disso, foi verificado na
Seção 4.3 que, sob certas hipóteses adicionais, o modelo também pode ser entendido como
generalização do modelo estudado em [3, 18]. O modelo proposto possibilita a modelagem
bidimensional de meios porosos heterogêneos.

Foram propostas modificações para algumas estimativas analíticas do Modelo (4.40)-
(4.45) de ISC apresentadas [14]. As modificações permitem que as novas estimativas para
a temperatura da onda de combustão, Θb, e velocidade da onda de combustão, V , possam
ser aplicadas a modelos com parâmetro σ, velocidade de injeção uinj e pressão prevalecente
p quaisquer.

Um PVIC associado ao Modelo (4.31)-(4.37) foi resolvido numericamente. Os
resultados obtidos da simulação numérica foram comparados com adaptações propostas
para as estimativas analíticas da onda de combustão, verificando a efetividade de algumas
destas estimativas. As comparações mostraram que considerar o fluxo de injeção médio
da simulação nas estimativas analíticas resulta em boas aproximações para a velocidade
da onda de combustão o que sugere que, para modelos mais complexos, acertar o fluxo de
injeção parece resultar em estimativas analíticas mais confiáveis. Além disso, a estimativa
para a temperatura da onda de combustão mostrou-se bem acurada na determinação deste
parâmetro no modelo mais geral.

Para o modelo simplificado, a estimativa da velocidade da onda térmica foi utilizada
na comparação entre as abordagens numéricas. Foi verificado que, para problemas com
grande influência dos termos de advecção, a formulação de complementaridade necessita
de malhas mais refinadas para que a velocidade da onda térmica seja corretamente obtida.

Efeitos de fingering foram observados na simulação do meio heterogêneo. Através
da análise da Fig. 19, observou-se um aumento no comprimento destas instabilidades. Este
efeito pode ser melhor analisado para casos mais realísticos considerando, por exemplo,
que a viscosidade µ de um gás aumenta com o aumento da temperatura [48]. A análise
detalhada desse efeito, no entanto, é deixada para trabalhos futuros.

Uma outra ideia para trabalhos futuros é utilizar o método proposto por [8]
para a obtenção de estimativas analíticas para a onda de combustão e tentar validá-las
numericamente para o modelo geral. A efetividade das novas estimativas geradas podem
ser comparadas com as estimativas de temperatura e velocidade da onda de combustão
consideradas nesta dissertação através da comparação entre os erros.
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É necessário realizar uma análise da segunda abordagem numérica proposta na
resolução do problema simplificado, verificando condições necessárias e/ou suficientes para
que haja equivalência entre as formulações forte e discreta via problemas de complementari-
dade. A análise de convergência e estabilidade também podem ser realizadas em trabalhos
futuros para esta formulação.
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APÊNDICE A – Definições e resultados gerais

Neste apêndice são apresentadas algumas definições e resultados gerais utilizados
nos capítulos que compõem a dissertação.

Definição A.0.1 (Curva). Uma curva parametrizada é uma aplicação α : I ⊂ R→ Rn,
onde I é um intervalo aberto. A imagem de α é chamada de curva.

Definição A.0.2 (Curva integral). Sejam v um campo vetorial e α : I → Rn uma curva
parametrizada. α(I) é uma curva integral de v se é solução da equação diferencial

α′(t) = v(α(t)). (A.1)

Definição A.0.3 (Direção descendente). Um vetor d ∈ Rn é uma direção descendente
para f : Rn → R em x ∈ Rn se existe δ > 0 tal que f(x+ td) < f(x), para todo t ∈ (0, δ).

Teorema A.0.1 (Teorema Fundamental do Cálculo). Seja f : [a, b] → Rn uma função
com derivada integrável. Então

f(b)− f(a) =
∫ b

a
f ′(t) dt (A.2)

Proposição A.0.1. Sejam f : Rn → R de classe C1 e x, d ∈ Rn, tais que f ′(x) 6= 0 e
f ′(x) · d < 0. Então d é uma direção descendente para f em x.

A.1 SOBRE OS ESPAÇOS DE FUNÇÕES

Abaixo são apresentados algumas definições e resultados básicos, retirados de
[49], que facilitam o entendimento dos espaços de funções presentes no trabalho. Nos
enunciados a seguir, Ω ⊂ Rn é um conjunto mensurável. As demonstrações das proposições
encontram-se também em [50, 51].

Definição A.1.1. Sejam f : Ω→ R e 1 6 p <∞. Defina o operador

‖f‖p :=
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p

. (A.3)

Definição A.1.2. A classe de equivalência de uma função f : Ω→ R é definida por

[f ] := {g : Ω→ R; f = g, a menos de um conjunto de medida nula}. (A.4)

Definição A.1.3. Seja 1 6 p <∞. O conjunto das classes de equivalência é definido por

Lp(Ω) := { [f ]; f : Ω→ R e ‖f‖p <∞ }. (A.5)
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Proposição A.1.1. Se 1 6 p <∞, Lp(Ω) é um espaço vetorial normado com as operações

[f ] + [g] := [f + g] e λ[f ] := [λf ], ∀[f ], [g] ∈ Lp(Ω) e ∀λ ∈ R, (A.6)

e norma
‖[f ]‖p := ‖f‖p, ∀[f ] ∈ Lp(Ω). (A.7)

Daqui em diante, sempre que uma operação envolver uma classe de Lp(Ω), é
escolhida uma função desta classe para realizar a operação.

Corolário A.1.1. O espaço L2(Ω) é um espaço vetorial com produto interno. A regra que
determina a função produto interno é

〈f, g〉 :=
∫

Ω
f(x)g(x) dx, ∀f, g ∈ Lp(Ω). (A.8)

Denota-se por C(Ω), ou C0(Ω), o conjunto das funções reais contínuas em Ω. O
vetor α com entradas em N ∪ {0} é dito multi-índice, e |α| = ∑n

i=1 αi é a ordem de α. Se
|α| > 0 e u ∈ C(Ω) é utilizada a notação

Dαu := ∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

, (A.9)

sempre que a derivada mista existir.

Definição A.1.4. Seja k ∈ N. São definidos os conjuntos

Ck(Ω) := {u ∈ C(Ω); existe Dαu ∈ C(Ω), 0 < |α| 6 k} e (A.10)

C∞(Ω) :=
⋂
k∈N

Ck(Ω). (A.11)

Definição A.1.5. Seja f : D ⊂ Rn → R. O suporte de f é definido por

supp f := {x ∈ D; f(x) 6= 0}. (A.12)

Definição A.1.6. Seja k ∈ N ∪ {0,∞}. É definido o conjunto

Ck
0 (Ω) := {u ∈ Ck(Ω); supp u ⊂ Ω}. (A.13)

Definição A.1.7. Sejam Ω ∈ Rn um aberto, u ∈ L2(Ω) e α um multi-índice. Se∫
Ω
u(x)Dαϕ(x) dx = (−1)|α|

∫
Ω
v(x)ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω), (A.14)

então v é a α-ésima derivada fraca de u.

Proposição A.1.2. A α-ésima derivada fraca, quando existe, é única, a menos de um
conjunto de medida nula.
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Proposição A.1.3. Se uma função u possui uma α-ésima derivada no sentido clássico,
então u possui tal derivada no sentido fraco e esta coincide com a primeira.

Portanto, a notação u′ também é utilizada para denotar a derivada de u no sentido
fraco.

Definição A.1.8. Sejam o aberto Ω ∈ Rn e k ∈ N∪ {0}. O espaço Hk(Ω) é definido por

Hk(Ω) = {u ∈ L2(Ω); Dαu ∈ L2(Ω), |α| 6 k}. (A.15)

Neste trabalho, subconjuntos de H1(Ω) são utilizados nas formulações de elementos
finitos como espaços de funções teste e como espaço de soluções fracas admissíveis para os
problemas. Para simplificar, a notação utilizada nas equações (A.3) e (A.8) são ampliadas
para funções vetoriais, de modo que

〈f , g〉 :=
∫

Ω
f(x) · g(x) dx e ‖f‖2 :=

√
〈f ,f〉, ∀f , g : Ω→ Rn. (A.16)

Proposição A.1.4. O espaço H1(Ω) é um espaço vetorial normado com a função norma
definida por

‖u‖H1(Ω) =
√
‖u‖2

2 + ‖u′‖2
2. (A.17)

Definição A.1.9. Seja o aberto Ω ∈ Rn. O espaço H1
0 (Ω) é definido pelo fecho de C∞0 (Ω)

segundo a norma de H1(Ω).

O espaço H1
0 (Ω) pode ser entendido como o conjunto das funções em H1(Ω) que,

num certo sentido, se anulam no bordo. Este espaço é muito utilizado em problemas de
elementos finitos que possuem apenas condições de fronteira do tipo Dirichlet.

Proposição A.1.5. O espaço H1
0 (Ω) é um espaço vetorial normado com a função norma

definida por
‖u‖H1

0 (Ω) = ‖u′‖2. (A.18)
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APÊNDICE B – Expressões da discretização

Neste apêndice são mostradas as expressões para as matrizes e vetores presentes
nas formulações semi-discreta dos problemas resolvidos nos capítulos 5 e 6. Também são
apresentados os termos que compõem as matrizes jacobianas das formulações discretas
dos mesmos problemas. Como o Capítulo 5 apresenta o caso mais geral para o problema
de ISC, os termos deste serão explicados com mais detalhes.

B.1 EXPRESSÕES DO CAPÍTULO 5

Para facilitar o entendimento defina as funções Θh, Yh, ρh, ρfh : Rm×R2 → R como:

Θh(α) =
m1∑

j=m0+1
αjϕj + g1, Yh(α) =

m2∑
j=m1+1

αjϕj + g2, (B.1)

ρfh(α) =
m3∑

j=m2+1
αjϕj + g3, ρh(α) =

m4∑
j=m3+1

αjϕj + g4, (B.2)

onde a dependência de x foi omitida. Estas equações são obtidas através da substituição
da base (5.18) na Eq. (5.17). Utilizando as equações (4.35)-(4.37) podem ser definidos:

Φh = Φ(Θh, Yh, ρfh, ρh), uh = u(Θh, ρh,∇Θh,∇ρh). (B.3)

Como Uh satisfaz (5.12)-(5.15) para cada ϕi ∈ β, temos

〈∂tΘh, ϕi〉 = VT 〈ρh(Θh + Θd)uh,∇ϕi〉 −
1

PeT
〈∇Θh,∇ϕi〉

+ 〈Φh, ϕi〉 = Fi, m0 < i 6 m1, (B.4)

〈∂tYh, ϕi〉 = −
〈(

σuh −
1

Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

〉

− 1
Pe〈∇Yh,∇ϕi〉 − σ

〈
Φh

ρh
, ϕi

〉
= Fi, m1 < i 6 m2, (B.5)

〈∂tρfh, ϕi〉 = −〈Φh, ϕi〉 = Fi, m2 < i 6 m3, (B.6)
〈∂tρh, ϕi〉 = σ〈ρhuh,∇ϕi〉 = Fi, m3 < i 6 m4, (B.7)

que são as componentes do vetor F (α). Para se obter a expressão para M , note que

∂tUh(x, t) =
m∑
j=1

α′j(t)ϕj(x). (B.8)

Portanto, tomando como exemplo o caso em que m0 < i 6 m1, obtêm-se

〈∂tΘh, ϕi〉 =
〈
∂t

 m1∑
j=m0

αjϕj + g1

 , ϕi
〉

=
m1∑
j=m0

〈ϕj, ϕi〉α′j =
m1∑
j=m0

Mijα
′
j. (B.9)
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Deduções similares podem ser realizadas para as outras faixas de valores para i de modo a
obter a expressão

M =


M 1 0 0 0
0 M 2 0 0
0 0 M 3 0
0 0 0 M 4

 , (B.10)

onde M l = (Mij)ml−1<i6ml
.

Como Uh também satisfaz (5.16) para cada ϕi ∈ β, então, para m0 < i 6 m1,
tem-se

m1∑
j=m0

Mijαj(0) = 〈Θh|t=0, ϕi〉 = 〈Θ0, ϕi〉 = F0i. (B.11)

Deduções similares são obtidas para as outras faixas de valores d i, e resultam na expressão
para F 0.

Para resolver o sistema não linear resultante a cada passo de tempo dado pela
Eq. (5.21), é utilizado o método de Newton. Portanto, o cálculo da derivada de fk é
necessário. Como

Jfk(α) = M − ∆tk
2 JF (α), (B.12)

apenas o termo JF (α) deve ser determinado. Pra facilitar, defina os termos constantes

D1 = 1
PeT

[(∇ϕj,∇ϕi)]ij, m0 < i, j 6 m1, (B.13)

D2 = 1
Pe[(∇ϕj,∇ϕi)](i−m1)(j−m1), m1 < i, j 6 m2, (B.14)

D =


D1 0 0 0
0 D2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ∈ Rm×m, (B.15)

FD1 = 1
PeT

[(g′1,∇ϕi)]i, m0 < i 6 m1, (B.16)

FD2 = 1
Pe[(g′2,∇ϕi)](i−m1), m1 < i 6 m2, (B.17)

FD =


FD1

FD2

0
0

 ∈ Rm. (B.18)
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e os termos dependentes de α

A1 = [−VT (ρh(Θh + Θd)uh,∇ϕi)]i, m0 < i 6 m1, (B.19)

A2 =
[((

σuh −
1

Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)]
(i−m1)

, m1 < i 6 m2, (B.20)

A4 = [−σ(ρhuh,∇ϕi)](i−m3), m3 < i 6 m4, (B.21)

A(α) =


A1(α)
A2(α)

0
A4(α)

 ∈ Rm, (B.22)

P 1 = [(Φh, ϕi)]i, m0 < i 6 m1, (B.23)

P 2 =
[
−σ

(
Φh

ρh
, ϕi

)]
(i−m1)

, m1 < i 6 m2, (B.24)

P 3 = [−(Φh, ϕi)](i−m2), m2 < i 6 m3, (B.25)

P (α) =


P 1(α)
P 2(α)
P 3(α)

0

 ∈ Rm, (B.26)

Considerando as expressões acima, as relações

F (α) = P (α)−A(α)−Dα− FD, (B.27)
JF (α) = JP (α)− JA(α)−D (B.28)

são válidas. As matrizes jacobianas JP (α) e JA(α) podem ser expressas como

JP =


Dα1P 1 Dα2P 1 Dα3P 1 Dα4P 1

Dα1P 2 Dα2P 2 Dα3P 2 0
Dα1P 3 Dα2P 3 Dα3P 3 Dα4P 3

0 0 0 0

 , JA =


Dα1A1 0 0 Dα4A1

Dα1A2 Dα2A2 0 Dα4A2

0 0 0 0
Dα1A4 0 0 Dα4A4

 ,
(B.29)

onde Dαj
X i(α) é uma matriz com (mi −mi−1) linhas e (mj −mj−1) colunas. A seguir

serão determinados os termos de JP (α) e JA(α). Para o caso discreto e utilizando a
hipótese que λ é apenas função de x e contas da Observação 5.0.1,

∂αj
uh =



−λpdΘd

(ϕj∇ρh + ρh∇ϕj), m0 < j 6 m1

−λpdΘd

((Θh + Θd)∇ϕj + ϕj∇Θh), m3 < j 6 m4

0, c.c.

(B.30)
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Uma última expressão que simplifica as contas posteriores é obtida da Eq. (4.37),

∂αj
Φh =



1
Θd

ρfhYhρ exp
( E

Θd

− E
Θh + Θd

)(
1 + E

Θh + Θd

)
ϕj, m0 < j 6 m1,

(Φh/Yh)ϕj, m1 < j 6 m2,

(Φh/ρfh)ϕj, m2 < j 6 m3,

(Φh/ρh)ϕj, m3 < j 6 m4.

(B.31)

1. Primeiro caso: m0 < j 6 m1

a) Termos da submatriz Dα1A1:
∂αj

(−VT (ρh(Θh + Θd)uh,∇ϕi)) = −VT (ρh∂αj
((Θh + Θd)uh),∇ϕi)

= −VT (ρh(ϕjuh + (Θh + Θd)∂αj
uh),∇ϕi)

b) Termos da submatriz Dα1P 1:
∂αj

(Φh, ϕi) = (∂αj
Φh, ϕi)

c) Termos da submatriz Dα1A2:

∂αj

((
σuh −

1
Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)
=
(
∂αj

(
σuh −

1
Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)
=

=
(
σ∂αj

uh · ∇Yh, ϕi
)

d) Termos da submatriz Dα1P 2:

∂αj

(
−σ

(
Φh

ρh
, ϕi

))
= −σ

(
∂αj

Φh

ρh
, ϕi

)
e) Termos da submatriz Dα1P 3:

∂αj
(−Φh, ϕi) = −(∂αj

Φh, ϕi)

f) Termos da submatriz Dα1A4:
∂αj

(−σ(ρhuh,∇ϕi)) = −σ(ρh∂αj
uh,∇ϕi)

2. Segundo caso: m1 < j 6 m2

a) Termos da submatriz Dα2P 1:
∂αj

(Φh, ϕi) = (∂αj
Φh, ϕi)

b) Termos da submatriz Dα2A2:

∂αj

((
σuh −

1
Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)
=
((

σuh −
1

Pe
∇ρh
ρh

)
· ∂αj

(∇Yh), ϕi
)

=

=
((

σuh −
1

Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇ϕj, ϕi

)
c) Termos da submatriz Dα2P 2:

∂αj

(
−σ

(
Φh

ρh
, ϕi

))
= −σ

(
∂αj

Φh

ρh
, ϕi

)
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d) Termos da submatriz Dα2P 3:
∂αj

(−Φh, ϕi) = −(∂αj
Φh, ϕi)

3. Terceiro caso: m2 < j 6 m3

a) Termos da submatriz Dα3P 1:
∂αj

(Φh, ϕi) = (∂αj
Φh, ϕi)

b) Termos da submatriz Dα3P 2:

∂αj

(
−σ

(
Φh

ρh
, ϕi

))
= −σ

(
∂αj

Φh

ρh
, ϕi

)
c) Termos da submatriz Dα3P 3:

∂αj
(−Φh, ϕi) = −(∂αj

Φh, ϕi)

4. Quarto caso: m3 < j 6 m4

a) Termos da submatriz Dα4A1:
∂αj

(−VT (ρh(Θh + Θd)uh,∇ϕi)) = −VT ((Θh + Θd)∂αj
(ρhuh),∇ϕi) =

= −VT ((Θh + Θd)(ϕjuh + ρh∂αj
uh),∇ϕi)

b) Termos da submatriz Dα4P 1:
∂αj

(Φh, ϕi) = (∂αj
Φh, ϕi)

c) Termos da submatriz Dα4A2:

∂αj

((
σuh −

1
Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)
=
(
∂αj

(
σuh −

1
Pe
∇ρh
ρh

)
· ∇Yh, ϕi

)
=

=
((

σ∂αj
uh −

1
Pe

ρh∇ϕi − ϕi∇ρh
(ρh)2

)
· ∇Yh, ϕi

)
d) Termos da submatriz Dα4P 3:

∂αj
(−Φh, ϕi) = −(∂αj

Φh, ϕi)
e) Termos da submatriz Dα4A4:

∂αj
(σ(−ρhuh,∇ϕi)) = −σ((ϕjuh + ρh∂αj

uh),∇ϕi)

B.2 EXPRESSÕES DO CAPÍTULO 6

Para obter as expressões do Capítulo 6, são utilizadas as expressões obtidas na
última seção. O vetor F (α) é dado pela concatenação dos vetores gerados das expressões
(B.4) e (B.6), considerando a simplificação dada na Eq. (4.83),

M =
M 1 0

0 M 3

 e F 0 =
(F0i)m1

i=m0+1

(F0i)m3
i=m2+1

 (B.32)

Para encontrar o termo Jfk(α), as equações (B.27) e (B.28) são válidas utilizando
funções diferentes porém ainda extraídas do modelo geral. Para determinar os coeficientes
das derivadas, apenas os primeiro e terceiro casos são considerados, onde os subíndices são
“1” ou “3”.
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APÊNDICE C – Validação da implementação numérica

Este apêndice tem o objetivo de validar alguns aspectos da implementação numérica
realizada no Capítulo 5.

C.1 EXPERIMENTO COM PRESSÃO CONSTANTE

Nesta seção, um problema modelado pelas equações (4.40)-(4.45) é resolvido com
uma pequena modificação no código utilizado para o problema geral. As simulações aqui
realizadas servem como validação para a implementação numérica, visto que os resultados
obtidos são comparados com resultados de [14].

A modificação realizada no código desconsidera a lei de Darcy das equações do
sistema. A equação de balanço para u possui um termo de acumulação que não depende
diretamente de u e isto dificulta as simulações. Assim como em [14], onde a mesma
dificuldade foi observada, as equações (4.40), (4.43) e (4.44) são combinadas resultando
na seguinte expressão

VTΘd∂xu+ σ(Θ + Θd)2∂x

(
u

Θ + Θd

)
= 1

PeT
∂xxΘ + Φ. (C.1)

Para cada passo de tempo, a função u é obtida da Eq (C.1) utilizando os valores dos
passos anteriores. Portanto, somente as equações (4.40)-(4.42) são utilizadas no esquema
discreto desenvolvido no Capítulo 5.

Para esta simulação, são utilizados os mesmos parâmetros que em [14]:

Θd = 4.97, PeT = 6180, Pe = 1344, VT = 0.0243, (C.2)
σ = 179, E = 93.8, p = 0. (C.3)

O domínio simulado possui comprimento adimensional L = 10 com elementos de tamanho
∆x = 0.01 e o passo de tempo inicial dado é de ∆t = 10−4. O resultado das simulações é
mostrado na Fig. 27, onde x∗ = 62.9 m e t∗ = 1.470× 106 s foram utilizados para construir
os eixos dimensionais. Em [14] o mesmo modelo foi resolvido numericamente utilizando
esquemas de diferenças finitas no tempo e espaço e analiticamente através da técnica
de perturbação singular. Os resultados apresentados são visualmente indistinguíveis dos
apresentados em [14].

Para os parâmetros obtidos da simulação, Θb é definido como o maior valor de
Θ em um tempo fixo. O valor de V é medido acompanhando o movimento do valor x
em que ρf = 0.2. O parâmetro uu é tomado como sendo o valor de u na fronteira direita
do domínio. As estimativas analíticas (4.80)-(4.82) são comparadas com os parâmetros
obtidos na simulação na Tab. 5. O erro relativo entre as estimativas numérica e analítica
é menor que 0.2 % em todos os casos. Em t1, o erro é maior pois a onda de combustão
ainda não está bem estabelecida.
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Figura 27 – Resultados da simulação numérica nos tempos t1 = 2.6 × 106 s (à esquerda) e
t2 = 5.8× 106 s (à direita). O valor do parâmetro analítico, obtido da Eq. (4.82),
também foi plotado. O eixo horizontal mostra a variável x em metros e o eixo
vertical, as variáveis dependentes Θ, Y , ρf e u.

Tabela 5 – Comparação entre as estimativas analíticas para Θb, V e uu, e os valores obtidos
numericamente em t1 = 2.6× 106 s e t2 = 5.8× 106 s.

Parâmetro Analítico Numérico em t1 Numérico em t2

Valor Erro relativo Valor Erro relativo

Θb 1.0249 1.0230 0.18538% 1.0248 0.00976%
V 0.9954 0.9959 0.05023% 0.9950 0.04018%
uu 1.0009 1.0000 0.08992% 1.0000 0.08992%

C.2 INFLUÊNCIA DAS INSTABILIDADES NUMÉRICAS NO PERFIL DA ONDA DE
COMBUSTÃO

Nesta seção, alguns experimentos são realizados a fim de verificar a influência
das instabilidades numéricas no perfil da onda de combustão observado na Seção 5.3.4.
As simulações que seguem utilizam os parâmetros e condições iniciais para o primeiro
caso de simulação do Capítulo 5, adicionadas algumas perturbações. A longo prazo,
espera-se que o perfil da onda de combustão seja aproximadamente constante na direção
y, assemelhando-se aos resultados do caso homogêneo de simulação na Seção 5.3.3.

Nos três casos de perturbação testados, verifica-se que os resultados obtidos da
simulação numérica atendem ao perfil esperado. Portanto, tais simulações auxiliam na
validação da estratégia numérica empregada no Capítulo 5, dando indícios de que as
instabilidades numéricas lá observadas não afetam de forma significante o perfil da onda
de combustão.
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Perturbação na condição inicial de ρf

Considere a alteração da função ρf0 dada na Fig. 28.
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Figura 28 – Condição inicial ρf0.
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Figura 29 – Resultados da simulação para as variáveis adimensionais, de cima para baixo, Θ, Y ,
ρf , ux e |uy|. A solução é plotada em 10 dias (à esquerda) e 50 dias (à direita). As
variáveis espaciais x e y são exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulação em 10 e 50 dias são mostrados na Fig. 29, para Θ, Y ,
ρf , ux e |uy|. A magnitude da componente uy é mais de uma ordem de grandeza menor
que ux, resultando em um fluxo preferencial na direção x. A perturbação dada na condição
inicial gera uma perturbação similar na onda de combustão dada, que suaviza a medida
que o tempo avança, como esperado.
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Perturbação na condição de fronteira de p

Considere a função

p0(x, y) = 4− x
2

(
1 + cos(4πy)

100

)
(C.4)

como condição inicial para a variável p. A condição de fronteira à esquerda para p é
p0(0, y), o que corresponde a uma perturbação relativa de 1% na condição de fronteira do
caso homogêneo de simulação na Seção 5.3.3.
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Figura 30 – Resultados da simulação para as variáveis adimensionais, de cima para baixo, Θ, Y ,
ρf , ux e |uy|. A solução é plotada em 10 dias (à esquerda) e 50 dias (à direita). As
variáveis espaciais x e y são exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulação em 10 e 50 dias são mostrados na Fig. 30, para Θ,
Y , ρf , ux e |uy|. Neste exemplo, a magnitude da componente uy é considerável. Esta,
porém, é aproximadamente nula para valores altos de x, reduzindo o efeito sobre a onda
de combustão a medida que o tempo avança. Por este motivo, uma suavização da frente
de combustão também é esperada e pode ser observada na mesma figura.
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Perturbação no campo de permeabilidade

Considere o campo de permeabilidade segundo uma distribuição log-normal com
valores que variam de 0.97 × 10−12 m2 a 1.10 × 10−12 m2 e média κ, dada na Tab. 1.
Este campo pode ser obtido utilizando a = −27.631 e b = 0.014241 na Eq. (5.26). A
distribuição normal padrão Z é dada na Fig. 12.
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Figura 31 – Resultados da simulação para as variáveis adimensionais, de cima para baixo, Θ, Y ,
ρf , ux e |uy|. A solução é plotada em 10 dias (à esquerda) e 50 dias (à direita). As
variáveis espaciais x e y são exibidas na forma dimensional, em metros.

Os resultados da simulação em 10 e 50 dias são mostrados na Fig. 31, para Θ, Y ,
ρf , ux e |uy|. Assim como no primeiro caso de pertubação, o fluxo preferencial ocorre na
direção x devido à pequena influência da componente uy na velocidade u. Como o campo
de permeabilidade é aproximadamente constante, é esperado que a solução obtida seja
similar à solução do primeiro caso de simulação do Capítulo 5. Isto é observado na mesma
Fig. 31, onde a frente de combustão é aproximadamente constante ao longo da direção y.
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