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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar algumas aplicagoes da teoria de controle 6timo para
problemas biolégicos. Assim, apresentamos inicialmente o estudo de dois modelos diferentes:
“Optimal Control of Biological Invasions in Lake Network”, proposto por Potapov et al.
[13], e “Simulating Optimal Vaccination Times during Cholera Outbreaks” proposto por
Modnak et al. [9]. Os modelos tém suas dindmicas baseadas em equagoes diferenciais
ordinarias e neles foi minimizado um funcional, com uma tnica e com varias restrigoes,
respectivamente. No primeiro modelo a teoria de controle 6timo é usada para minimizar os
custos com a prevencao juntamente com os custos gerados pelos danos da invasao biologica
em estudo, e no segundo modelo aplica-se o controle 6timo para minimizar os custos da
vacinacao e tratamento dos individuos infectados durante um surto de célera. Com base
nos modelos propostos por Vieira e Takahashi em “A Sobrevivéncia do Virus varicela-
zoster”, [16], e por Shulgin et al. em “Pulse vaccination strategy in the SIR epidemic
model”, [14], propomos um modelo matematico que considera a vacina¢ao da populagao
como uma estratégia de controle da varicela. Nés usamos a teoria de controle 6timo para
definir as condigoes necessarias para minimizar os custos da vacinagao e tratamento dos
individuos infectados com catapora ou com herpes zoster. A dindmica é baseada em
equagoes diferenciais ordinarias, que sao as restricoes sob as quais queremos minimizar o

funcional utilizando a teoria de controle étimo.

Palavras-chave: Controle Otimo. Dindmica Populacional. Varicela. Vacinacio.



ABSTRACT

The goal of this work is to study some applications of the theory of optimal control for
biological problems. Thus, initially we present the study of two different models: “Optimal
Control of Biological Invasions in Lake Network” proposed by Potapov et al. [13], and
“Simulating optimal Vaccination Times During Cholera Outbreaks” proposed by Modnak
et al. [9]. The models have their dynamics based on ordinary differential equations and
are minimizing the functional with a single and with several restrictions, respectively. The
first model uses optimal control theory to minimize costs with prevention and together
with the costs generated by the damage of the invasion, the second model applies optimal
control to minimize costs in the vaccination and treatment of infected individuals during
cholera outbreak. Based on models proposed by Vieira and Takahashi on “The Virus
Survival varicella-zoster”, [16], and by Shulgin et al. in “Pulse vaccination strategy in the
SIR epidemic model”, [14], we propose a mathematical model that considers a vaccination
of the population as a varicella control strategy. We use the optimal control theory to
define necessary conditions to minimize the costs of vaccination and treatment of infected
individuals with chickenpox or with herpes zoster. The dynamics is based on ordinary
differential equations which are the constraints under which we want to minimize the

functional in the optimal control theory.

Key-words: Optimal Control. Population Dynamics. Varicella. Vaccination.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo apresentar algumas aplicacoes da teoria de controle
otimo a problemas bioldgicos. Essa teoria, uma extensao do calculo variacional, é um
método de otimizagdo matematica para encontrar politicas de controle. O método é, em
grande parte, devido ao trabalho de Lev Pontryagin que juntamente com outros autores por
volta de 1962 publicou The Mathematical Theory of Optimal Processes [12], um dos mais
significantes trabalhos desenvolvidos na teoria do controle 6timo. Sua aplicacao também
é bastante ampla, permitindo abordagens em diferentes areas, tais como a matematica,

fisica, biologia, economia, dentre outras.

Um problema basico de controle 6timo leva em consideracao alguns elementos
fundamentais: um funcional objetivo, que representa o que ou aquilo que desejamos
maximizar (ou minimizar), um conjunto de equagoes algébricas ou diferenciais que modelam
a dindmica do problema a cada instante de tempo e constituem as restri¢oes sobre as quais
estao sujeitas as solugoes do nosso problema, e ainda as condigoes de contorno, que nos

dao os estados inicial e, ou, final do problema.

O principal objetivo de um problema de controle 6timo é encontrar num conjunto de
solucoes possiveis para o problema, o que chamamos de conjunto de controles admissiveis
ou simplesmente conjunto admissivel, uma que maximize (minimize) o funcional objetivo.
Em nosso caso o funcional objetivo se refere a uma aplicacao f de um conjunto de fungoes
F', no conjunto dos niimeros reais, que aqui sera representado por uma integral. Em grande
parte dos problemas de controle 6timo este funcional descrevera o balanco entre o objetivo

desejado e os custos (ndo necessariamente financeiros) para alcanga-lo.

O comportamento do sistema de equagoes que modelam a dindmica do problema é
descrito por uma ou varias variaveis, essas sao chamadas varidveis de estado. As varidveis
de estado nada mais sao que aquilo que precisamos controlar. Por exemplo, num modelo
de infestacao de pragas, as pragas seriam nossa variavel de estado, que é o que desejamos
controlar. Ja os meios que utilizamos para essa finalidade contituem nossas varidveis de
controle, ainda no caso das pragas se escolhermos o uso de drogas (venenos) para acabar
com as pragas, as drogas seriam nossa variavel de controle. As variaveis de controle entram

no sistema de equacoes para afetar sua dinamica.

No Capitulo 2 apresentamos um resumo com os principais resultados e exemplos
da aplicacdo do Controle Otimo. Primeiramente, abordaremos um problema bésico de
controle 6timo, com uma variavel de controle e uma de estado, em seguida problemas
com diferentes restri¢oes, condi¢oes de contorno e niimero de variaveis. O objetivo neste
capitulo é apenas utilizar dos resultados da teoria de controle lembrando os pontos mais
importantes da mesma para poder fazer sua aplicacdo. No Capitulo 3 trazemos o estudo

de dois artigos [9, 13] com problemas de aplicacao do controle 6timo. O primeiro deles
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trata de um modelo de invasao bioldgica, onde se deseja controlar a espécie invasora e
minimizar os custos gastos com a prevengao juntamente com os prejuizos gerados pela
invasao. O segundo artigo se refere a dindmica da célera, onde se deseja controlar a doenga
por meio de vacinagao e minimizar os custos gastos com a vacina e com o tratamento dos

individuos infectados.

No Capitulo 4, propomos um modelo matematico baseado nos trabalhos de Ailton L.
Vieira [16], que descreve a dindmica do virus “varicela-zéster” na populacdo humana, cujo
estudo sobre a periodicidade dos surtos de varicela esté descrito em [15], e de Boris Shulgin
[14], que aborda a vacinagdo como uma estratégia de controle. No modelo propomos uma
medida de controle, a vacinac¢do, e buscamos por meio do controle 6timo minimizar os
custos desta vacinagao juntamente com o tratamento dos individuos infectados. Capitulo
apresentamos uma analise qualitativa do modelo e explicitamos a solugao analitica do

controle 6timo.

Nas conclusoes abordamos os principais resultados obtidos nos trabalhos de Potapov
et al., [13], e Modnak et al., [9], e alguns resultados obtidos pelas andlises do modelo

proposto no Capitulo 4.
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2 A TEORIA DE CONTROLE OTIMO E APLICACOES A PROBLEMAS
BIOLOGICOS

Neste capitulo apresentaremos um resumo com os principais resultados da teoria
de controle 6timo seguidos de alguns exemplos de suas aplicagoes nas areas de Matematica
e de Biologia. Abordaremos inicialmente um problema basico de controle 6timo, com
apenas uma variavel de controle e uma variavel de estado, em seguida, ainda com este
mesmo nimero de variaveis, veremos problemas com diferentes restrigoes e condig¢oes de
contorno. E por fim, estudaremos uma generalizacao dos casos anteriores para problemas
com varias variaveis de estado e de controle. Os itens abordados neste capitulo, bem como

suas respectivas exemplificagoes, podem ser vistos com maiores detalhes em [1] e [7].

2.1 TEORIA DO CONTROLE OTIMO

A fim de estudar a teoria de controle 6timo alguns conceitos aparecerao com certa
frequéncia no desenvolvimento da teoria e consequentemente farao parte das hipdteses
de alguns teoremas importantes no decorrer do texto. Por este motivo ¢é interessante

lembrarmos alguns desses conceitos.

Definicao 2.1. Dizemos que h : I C R — R ¢é diferenciavel por partes se ela ¢ continua
em [ e diferenciavel em todos os pontos de I, exceto em um numero finito de pontos de [

e além disso, a derivada de h, A/, for continua onde ela estiver definida.

Definigdo 2.2. Dizemos que g : I C R — R é continuamente difereniavel se ¢’ existir

e for continua em 1.
Defini¢ao 2.3. Uma funcio f: V C R? — R ¢ dita concava se

af (@) + (1= o) f(z2,92) < flax + (1 — @)z, oy + (1 — a)ys)
para todo 0 < a <1, a € R e todos (z1,41), (x2,y2) € V.

Observagao 2.1. Uma funcao é dita convexa sobre V se a desigualdade contraria a

acima for satisfeita.

Observacao 2.2. Se f é concava e possui derivadas parciais em todos os pontos, entao

vale:
Flarsn) = Flaspe) = (o1 =223 (o) + (= ) 5 (o)

para todos (z1,41), (2,y2) € V.

As definigoes e observagoes acima podem ser encontradas em [8].

Proposicao 2.1. O dominio Q CR x E, E C R", do fluxo ¢ : 2 — R" de um campo
f:E — R"de classe C*, com 1 < k < 400, é um aberto e o fluxo ¢ é uma aplicacio de

mesma classe C* em €.
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Este resultado pode ser encontrado em [3].

Na proxima se¢ao veremos um problema basico de controle 6timo com uma variavel
de estado e uma variavel de controle, bem como as condi¢oes necessarias e suficientes para

resolver tal problema.

2.2 PROBLEMA COM UMA VARIAVEL DE CONTROLE E UMA VARIAVEL DE
ESTADO

Nesta secao estudaremos um problema basico de controle 6timo, composto por
uma variavel de controle, uma variavel de estado e uma restricio dada por uma equacao
diferencial ordinéria. As condigoes de contorno que explicitam o comportamento do sistema

no tempo sao fixas no primeiro instante de tempo e livres no tiltimo instante de tempo.

2.2.1 O Problema bésico e as condigOes necessarias:

Usaremos no nosso problema de controle 6timo u(t) para denotar a wvaridvel
de controle e z(t) para denotar a varidvel de estado, no instante de tempo ¢, sendo
u: [to,t1] CRy — R e z: Ry — R onde z, nossa variavel de estado, satisfaz a equagao

diferencial
— (1) = g(t, 2(¢), u(?)) (2.1)

chamada equacao de estado.

A variavel de estado depende diretamente da variavel de controle, uma vez que a
variavel de controle muda a dindmica do problema. Assim uma mudancga no controle gera

uma mudanca no estado.

Neste problema bésico de controle 6timo precisamos encontrar um controle u(t) € T',
onde definimos I' como o conjunto de controles admissiveis, ou seja, o conjunto de todas as
solugoes possiveis para o problema, continuo por partes, e a variavel de estado associada
z(t) que maximizem (ou minimizem) o funcional objetivo, aqui denotado por J. Desta

forma nosso problema é:

mas J () = o [ YAt (), u(t) dt, (2.2)

to

sujeito a
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—(t) = g(t, z(t), u(t)), 2(to) = 20 e z(t1) livre.

Se esse controle existir o chamaremos de controle 6timo e o denotaremos por u*.
O estado relacionado a tal controle serda denotado por z*. Onde exigimos que as funcoes f

e g sejam funcoes continuamente diferencidveis nas trés variaveis.

De acordo com [7] o seguinte sistema de equagoes formam um conjunto de condigoes

necessarias que um controle 6timo u*, com estado z* associado, devem satisfazer.

Ju(t, 25 (t), u*(t)) + A(t)gu(t, 2*(t), u*(t)) =0 (condigao de otimalidade)

N(t) = =[f=(t, 2°(1), u (1)) + A()g=(t, 2" (1), w”(1))]  (equagdo adjunta)

A(t1) =0 (condicao de trasversalidade)

Tomando,

H(t, 2(1), u(t), A(t) = (&, 2(t), ult)) + At)g(t, 2(t), u(t)), (2.3)

as equagoes adjunta e de estado sao dadas pelo sistema:

N = ~ 5, (equacao adjunta)
, OH

=% (equacao de estado)

z

Logo, H é dito Hamiltoniano [2], [19].

Assim, as condi¢oes necessarias descritas anteriormente ficam em termos do Hamil-

toniano como se segue:
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OH

para u* (condigao de otimalidade)

H
N'= —(f: +Ag.) = —%Z (equagao adjunta)

A(t1) =0 (condicao de trasversalidade)

a equacao de estado, nesse contexto, como ja vimos anteriormente, é dada por

dz OH
—(t) =g(t, 2(t),ult)) = =, z(lo) = 20.
) = gl 0, u(®) = T #lte) =
As condic¢oes que devem ser satisfeitas pelos controle 6timo e estado associado sao

contempladas no Teorema 2.4 a seguir, cuja versao aqui utilizada se encontra em [7].

Observagao 2.3. Evans em [19] apresenta e relaciona alguns resultados do Célculo Varia-
cional e dos Sistemas Hamiltonianos. Apresenta e prova resultados sobre os Multiplicadores
de Lagrange e a sua generalizagdo: o Principio do Maximo de Pontryagin. O Principio do
Maximo de Pontryagin e sua demonstragao sao formulados, como aqui, em func¢ao dos
Hamiltonianos. Mais informacoes e propriedades dos sistesmas Hamiltonianos podem ser

encontrados em [2].

Teorema 2.4 (Principio do Méaximo de Pontryagin). Se u*(t) e z*(¢) sdo solugdes
6timas para o problema

Tt = [ 5020, u(t)) d.

to
sujeito a
dz

L) =gt 20 u0),  =lto) =0

entdo existe A(t), diferencidvel por partes, tal que

H(t, 2* (1), w* (1), \(t)) = max H(t, (1), u(t), A(t))

uel

para todo controle u em cada t € [tg, 1], A(t1) =0 e

Nt) = ——

onde H(t, z(t),u(t), \(t)) = f(t,z(t),u(t)) + A(t)g(t, z(t),u(t)) é o Hamiltoniano, A(t) é a
variavel adjunta e I' é o conjunto dos controles que satisfazem a todas as restricoes do

problema (explicitas e implicitas).
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Observacao 2.4. Outras versoes e demonstracoes do Teorema 2.4 podem ser encontradas
em [6] e [12].
A seguir um exemplo de aplicacao deste teoremas:
Exemplo 2.1. Encontre o controle 6timo que minimiza
1 /1
Ju() = 5 [ 6220) +u*(t)) at
0

sujeito a
dz
S (O =2(t) +ult), 20)=1.

Solucgao:

Primeiramente vamos formar o Hamiltoniano, H, que é dado por:

H=f+xg— ;(322(15) +a2(1)) + A(2(t) + ult).

Temos entao

3 1
H(t,z(t),u(t), A(t)) = §z2(t) + Euz(t) + A(t)z(t) + Mt)u(t)
Dessa maneira temos a equagao adjunta
,  OH
AN =— 5. 3z(t) — A(t)

com condicao de transversalidade A(1) = 0
Da condicao de otimalidade
OH

%:O:>u(t)+)\(t):0,

concluimos que u*(t) = —A(?).

Substituindo u(t) na equagao de estado temos o seguinte sistema de valor inicial:

2= z(t) — A(t) ) i
{ N o= et g OO =1eAd) =0

que ao resolvermos encontramos a seguinte solucao 6tima:

3e7t 3
(¢ — t —2t
w(?) 1—|—3e*46 1+ 3e4
3e™! 2t 1 9t
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A Figura 2.1 mostra o comportamento da solucao 6tima do exemplo 2.1.

Figura 2.1 — Nos graficos abaixo temos o comportamento da solugdo 6tima, ou seja, do controle
otimo, grafico da direita, e da variavel de estado associada ao controle, grafico da

esquerda, no exemplo 2.1

0 1
05 109
- 08
Q o
o
£ 15 807
S o
2 06
25 05
3 - 04 -
0 05 10 05 1
tempo tempo

2.2.2 Condigoes Suficientes

O teorema a seguir mostra que as condig¢oes vistas na se¢ao anterior sao suficientes
para que a solugao seja 6tima, ou seja, para que o controle e o estado associado maximize
ou minimize o funcional objetivo. A demonstracao deste resultado foge do escopo desta
dissertacao que tem por objetivo apresentar a teoria de controle 6timo e como ela vem

sendo utilizada em problemas econdmicos com restri¢ao biolégica, mas pode ser encontrada

em [7].

Teorema 2.5. Considere o problema
t1

max J(u) = max / F(t, (1), u(t)) dt,

to

sujeito a
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— () = g(t, 2(t),u(®),  z(to) = 20

Sejam f e g func¢oes continuamente diferenciaveis nos trés argumentos e concavas
em 2z e u. Suponha que u* seja um controle, com estado associado z*, e A uma funcao

diferenciavel por partes, tal que u*, z* e A\ satisfacam para to <t < tq,

of 09

n_ (05 0
2) ot <az+)\82)’
3) Aty) =0,
4) A(t) > 0.

Entao, J(u*) > J(u) para todo controle u.

2.3 EXTENCAO DA TEORIA DO CONTROLE OTIMO

Aqui faremos uma extencao da teoria de Controle Otimo abordando problemas
com uma variavel de controle e uma variavel de estado, mas com diferentes restri¢oes e

diferentes condigoes de contorno.

2.3.1 Termos de Retorno

Além de maximizar (ou minimizar) os termos sobre todo o intervalo de tempo,
precisamos, as vezes, maximizar (ou minimizar) o valor de uma fun¢ao em um determinado
tempo, especificamente no final do intervalo de tempo. Nessas circunstancias temos o

seguinte problema:

t1

max J(u) = max {¢(z(t1))+ £t 2(0), u(t))dt] |

to

sujeito a

—(t) = g(t, z(t), u(t)), 2(tg) = 2o € z(t1) livre,
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onde ¢(z(t1)) é um objetivo desejado em relagao a posigao final ou, por exemplo, o nivel

da populacao z(t1). ¢(z(t1)) é chamado termo de retorno ou ainda prazo de resgate.

Diante desse novo problema as condi¢des necessarias que o controle 6timo e o

estado associado devem satisfazer passam a ser:

fut, 25(t), u*(t)) + A(t)gu(t, 2*(t),u*(t)) =0 (condigao de otimalidade)

N(t) = —[f.(t,z5(t),u* (1)) + A(t)g.(t, 2*(t),u*(t))] (equacdo adjunta)

At1) = ¢'(2*(t1)) (condigao de trasversalidade)

Note que nesse caso, apenas a condicao de transversalidade sofre alteragoes em

comparagao com as condigoes necessarias do problema anterior, abordado na secao 2.2.

O exemplo a seguir que pode ser encontrado em [7], p. 40 — 41, ndo é um modelo
realistico, portanto sera utilizado apenas para ilustrar a aplicagdo dos conceitos vistos até

agora.

Exemplo 2.2. Seja z(t) o numero de células de um tumor no tempo ¢ (com fator de
crescimento exponencial «) e u(t) a concentragao de droga administrada ao paciente para
combater este tumor no tempo ¢t. Nosso objetivo ¢ minimizar simultaneamente o nimero
de células do tumor ao fim do periodo de tratamento e o acimulo dos efeitos da droga no

corpo do paciente. Assim, matematicamente o problema é:

min J(u(t)) = min [z(T) i /OT W2 (t) dt] ,

sujeito a
d
d—j(t) — az(t) —u(t), 2(0)=z > 0.

Solucgao:

Podemos resolver o problema encontrando as equacgoes exigidas nas condigoes
necessarias, sem fazer qualquer alteracdo no mesmo, ou transformé-lo em um problema de
maximo para depois resolvé-lo usando as adequagoes das condigoes necessarias e aplicar
o Principio do Maximo de Pontryagin. Aqui, resolveremos de duas maneiras a fim
exemplificar o uso do Teorema 2.4 tanto para maximizar quanto para minimizar um

funcional objetivo.
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19 maneira

Notemos que ¢(s) = s o que nos da que ¢'(s) = 1. Formando o Hamiltoniano
H(t,2(1), u(t), A1) = u* + Aaz — u)

temos as condigOes necessarias:

OH A
0 2u—A=0 para u* = u* = 5 (condigao de otimalidade)
u
oH
N = 5, = —a = \A=Ce ™ (equagao adjunta)
z
ANT)=¢'(z*(T)) =1 (condigao de trasversalidade)
Segue entao que a variavel adjunta é
A(t) = e T,
Assim, podemos obter o controle 6timo
i ea(T—t)
u =
2 Y
e encontrar o estado 6timo associado resolvendo
d a(T—t)
d—j = az(t) —u(t) = az(t) — c 5 2(0) = 2o

Usando o método do fator integrante segue que

efat _ eat
() = at aT )
25(t) = zpe™ + € <4a >

29 maneira
Para transformar um problema de minimiza¢ao em um de maximizagao basta lembrar que

min.JJ = —max{—.J}. Assim nosso problema inicial passa a ser

max{—J(u)} = max l—z(T) - /0 ! u(t)Zdt] ,

sujeito a
2'(t) = az(t) —u(t), z(0) =z >0.
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Assim entao ¢(s) = —s e portanto ¢'(s) = —1. Formando o Hamiltoniano
H(t, 2(t),u(t),\(t)) = —u® + A az — u)

temos as condigOes necessarias:

OH

%:—211—)\:0 parau*:>u*:—§
H
X:—a—:—ax\ = A=Ce™
0z
AT) = ¢ (z7(T)) = -1
Segue entao que a variavel adjunta é
)\(t) — ea(Tft)
E o controle 6timo
i ea(T—t)
u=—0
Resolvendo )
d alt=
d—i:az(t)—u(t):az—e 5 2(0) = 2o

Encontramos o estado 6timo

efat _ eat
() = at aT )
2¥(t) = zpe™ + € <4a >

2.3.2 Estado Fixado no Tempo Final

Este problema difere dos anteriores com relagao as condi¢oes de contorno. Aqui
o estado é fixado no ultimo instante de tempo e ndo no instante inicial. Temos entao o

seguinte problema:

t1

max J(u) = max [¢(z(to))+ £t 2(), u(t)) dt| |

to

sujeito a
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CZ(t) = g(t, z(t), u(t)), z(tg) = livre e z(t1) = 21.

Escolhendo a variavel adjunta apropriadamente, as condi¢bes necessarias para

u* e z* ser uma solucao 6tima serao as mesmas, mudando apenas a condi¢ao de transver-

salidade, que nesse caso sera dada por:

Alto) = ¢/ (2" (to))-

2.3.3 Estado Fixado no Tempo Inicial e Final

Agora consideremos o seguinte problema, onde o estado é fixado tanto no tempo

inicial quanto no tempo final,

t1

max J(u) = max [¢(z<to))+ Pt 2(0), u(t)) dt]

to
sujeito a

dz
E(t) = g(t, z(t),u(t)), 2(tg) = 20 € 2(t1) = 21.

Para resolvermos esse tipo de problema apresentaremos algumas modificagoes nas
condigoes necessérias contempladas no teorema seguinte, que pode ser encontrado em [7],

p.42.

Teorema 2.6. Se u*(t) e 2*(t) sdo solugoes étimas para o problema

max J(u) = max {¢(z(t0)) + /t:1 f(t, z(t),u(t))dt],

sujeito a
dz
E(t) = g(t, z(t),u(t)), 2(to) = 20, 2(t1) = 21 ambos fixados,
entdo existe uma variavel adjunta \(¢), diferencidvel por partes, e uma constante \q igual
a 0 ou 1, tal que
H(t, 2" (1), u (), A(1)) = max H (2, 2(1), u(t), M(1)),
ue

para todo controle admissivel u em cada ¢ € [tg, 1], onde o Hamiltoniano H é dado por

H{(t, 2(t), u(t), A(t)) = Ao f (¢, 2(2), u(t)) + At)g(t, 2(t), u(t))

V(1) = =T 20,0 (1) = —dood A0S,



Para ilustrar essa situagao vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3. Minimizar

sujeito a

Solucgao:

Ao sO pode assumir os valores 0 ou 1. Suponha que \g = 1. Entao

H = u+ M2,
OH

N=——=0.
0z

Dai segue que A = ¢ para alguma constante c. Da condicao de otimalidade

OH
0 = —
ou
= 142"
= 14+ 2cu*
Dai
» 1
= ——
2c
e portanto,
dz (1) = 1
dt’  4ce?
Porém essa solugao é incompativel com as condigdes de fronteira, pois z(1)
Logo, Ao = 0.
Repetindo o precedimento para Ay = 0 temos que
H = \?,
0OH
N=—-——=0.
0z

Ja sabemos que \ = ¢, note que ¢ # 0 caso contréario (2.4) nao faria sentido.

Com a condi¢ao de otimalidade temos

oOH

ou
= 2"

= 2cu

1

4c2

26

(2.4)

£0
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Dad,
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2.3.4 Problema de Controle Otimo com Variavel de Controle Limitada

Em muitos problemas ha a necessidade de limitar a variavel de controle para que o
modelo fique mais realista. Para resolver problemas desse tipo, com a variavel de controle
limitada, precisamos desenvolver condi¢oes necessarias alternativas, em outras palavras

precisamos adequar nossas condi¢des necessarias ao novo formato do problema.

Nosso problema agora é o seguinte:

t1

max J(u) = max [(b(z(tl)ﬂ— £t 2(8), u(t)) dt| |

to
sujeito a

dz

T =gt 20.u0),  2t0) =z, a<u(t) <b,

onde a e b sdo constantes reais fixadas, com a < b.

Para resolvermos tal problema genérico fazemos uso das novas condi¢oes iniciais
ja adequadas a este formato de problema que estao detalhadas em [7], e que valem para

todos os pontos t onde u é continua. Sao elas:

af dg
w(t) =a 5 ou )\au =0,
. af dg
a<u*(t)<b se —au+)\—au—0,
of dg
wi(t) =b i ou )\au =0

Desconsideraremos os pontos de descontinuidade, pois estes sao irrelevantes para o

funcional objetivo e para a equacao de estado. Em termos do Hamiltoniano,
H(t,z,u,\) = f(t,z,u) + Ag(t, z,u),
as condigoes necessarias sao expressas com se segue:
2'(t) = aai\[ z(to) = 2o,

N(t) = —%[: A(t1) = ¢'(2(t1)).



e as condigoes de otimalidade sao:

* aH<0
v =a se —

ou ’
H

a<u*<b se — =0,
ou
oH

*=b — > 0.
U se 50
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Note que as condigoes necessarias para z* e A permanecem inalteradas, o que muda sao as

condicoes de otimalidade.

Observagao 2.5. Os limites sobre a variavel de controle nao afetam a condigdo de

tranversalidade. Em nosso problema consideramos o caso em que a variavel de estado é

fixa no tempo inicial e livre no tempo final. Com algumas adaptagdes apenas, podemos

tratar de forma andloga os outros casos. Por exemplo, num problema onde a variavel

de estado ¢ fixa tanto no tempo inicial quanto no tempo final a variavel ajunta nao tera

condic¢oes de contorno.

Abaixo um exemplo que ilustra uma situacao onde o controle é limitado.

Exemplo 2.4. Maximizar

sujeito a

Solucao:

Tu(t) = | “[22(t) — 3u(t) — u(8)]dt

O Hamiltoniano nesse caso é dado por:

H=2z—3u—u*+ Az +u).

Resolvendo a equacao adjunta (neste caso usamos o método do fator integrante)

A condigdo de transversalidade nos da que A(2) = 0 daf segue que A(t) = 2e?~* — 2.

OH
N=——"=-2-) AMt) = -2+ Ce™t.
5, = A1) + Ce
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Sabemos que

o0H
—=-3-2 A
9 U+

usando as condig¢oes de otimalidade, temos
OH
= 0>-3+A=-3+(2*"-2)
= t>2—1n(5/2),

H
()<%uemt = u(t) =2
0<—=3-2(2)+A=—-T+(2e*"-2)

Y

= t<2-—1n(9/2),
0H
O:%emt = u(t) =3(A—3)
= 0<3(A—-3)<2
= 2-1In(9/2) <t <2-1In(5/2).

Assim, o controle 6timo é dado por

2 quando 0 <t <2—1n(9/2),

u*=q e =2 quando 2—1In(9/2) <t <2—1n(5/2),

0 quando 2 —1In(5/2) <t < 2.

A fim de encontrar o estado 6timo associado, substituimos u* na equacao de estado

L
dtiz u

logo, por fator integrante, temos que o estado 6timo é

Cret — 2 quando 0 <t <2-—1In(9/2),

2t =4 Coe' —1e* "4+ 2 quando 2—1n(9/2) <t <2—1In(5/2),

Csel quando 2 —1n(5/2) <t <2,

onde C,Cy, Cy sao constantes. Sabendo que z(0) = 5 temos que C; = 7. Como a

variavel de estado é continua exigimos que seja continua também em ¢t = 2 —In(9/2) e

81
t =2 —1In(5/2). Desta forma encontramos Cy = 7 — ge” e C3 =7 — Te 2. Portanto

nosso estado 6timo é dado por
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Tel — 2 quando 0 <t <2-—1n(9/2),

81 1 5
2= (7 — 862> el — 562*t +3 quando 2 —1n(9/2) <t <2 —1In(5/2),

(7T—T7e )€t quando 2 —1In(5/2) <t < 2.
Na Figura 2.2 temos a simulacao da solugao 6tima que mostra o comportamento

do controle 6timo e da variavel de estado a ele associada.

Figura 2.2 — O gréafico a esquerda mostra o comportamento do controle étimo e o grafio a direita
o comportamento da varidavel de estado associada ao controle, no exemplo 2.4, onde
temos a variavel de controle limitada.
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2.4 CONTROLE OTIMO DE VARIAS VARIAVEIS

Nesta se¢ao veremos as condigoes necessarias para resolver problemas que envolvam
varias variaveis de controle e de estado. O método utilizado para tal é basicamente uma
extencao do método visto até agora para resolver problemas com uma variavel de estado e

uma variavel de controle.

Consideremos um problema com n variaveis de estado, m varidveis de controle e

uma funcao retorno ¢. Temos o seguinte problema

max |¢(z1(t1), ..., zn(t1)) + : F(t, 21(t), oy 20 (8), ur (t), ooy up (1)) dt |

ULy Um
sujeito a

dZZ‘

g (t) = gi(t, 21(t), oy 20 (t), ur (1), ... um (1)), zi(to) = 2z, para i =1,...n.
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onde f e g;, i =1,...,n, sao continuamente diferenciaveis em todas as variaveis.

Numa notagao vetorial consideremos:

z(t) = (z1(1), . 2a(1)),
u(t) = (ur(t),...,unm(t)),

20 = (Zigy ey Zng ),

€ g(t, Z(t>’u(t)) = (gl(t7z(t)vu<t))7 "'7gn(t7 Z<t)7u(t>>>‘

Assim, reescrevendo nosso problema, temos

max J(u) = max {¢(z(t1)) + /t:1 [t 2(),u(t))dt|,

sujeito a

dz

a(t) = g(t, 2(t), u(t)), 2(to) = 2.

Seja u* um vetor de fungoes de controle 6timo e z* o vetor de varidaveis de estado
associado. Como temos um estado de dimensao n, precisamos de n equagoes adjuntas,

uma para cada dimensdo. Assim,

A(t) = (Ai(t), s An(t)),

¢ um vetor de fungoes diferenciaveis por partes, onde \; é a variavel adjunta correspondente

ao estado z;, 1 =1, ...,n.

Definimos o Hamiltoniano como:

H(t, z(1), u(t), A(8)) = [t 2(8), u(t)) + A1) - g(t, 2(1), u(t)),

onde - é o produto interno de vetores.

As variaveis que constiuem uma solucao 6tima para o nosso problema devem entao
satisfazer em cada componente do vetor as condi¢ées de otimalidade, tranversalidade e
a equacao adjunta, analogo ao que fizemos para problemas de um estado e um controle.

Sendo assim, u*, z* e A devem satisfazer

dZZ' 8H .
R " (to) =2, i=1,...n.
o o, gi(t,z,u) e z(to) =z, 1 )
, OH _
N(t) =—-— e Alt1) = ¢ (2(t1)) para j=1,..,n.
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0=— para k=1,...m,

onde

H(t, (1), u(t), AMt)) = [t 2(1),ult)) + Xn: A it 2(1), u(t)),

i=1

e ¢.; representa a derivada parcial de ¢ na componente z;. Note que se ¢ = 0 entao

A;(t1) = 0 para todo j, como usual.

Assim, analogo ao que vimos nas segOes anteriores, algumas modificagoes nos
problemas exigem alguns ajustes nas condigoes iniciais. Por exemplo, se determinada
varidvel de estado z; satisfaz z;(tg) = z,, z:(t1) = z;, ambos fixos, entdo a adjunta \; ndo
tem condicao de fronteira. Outro exemplo é quando as varidveis de controle sao limitadas,

ou seja, ar < ug < b, entao a condi¢ao de otimalidade muda de

o0H
=0
8uk
para
oOH
U = ag se — <0
8uk
o0H
ap <up <b, se — =0;
6uk
oOH
up = by se — > 0.
auk

Um exemplo de problema desse tipo é dado a seguir:

Exemplo 2.5. Resolver

sujeito a

Solucao:
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Encontrando o Hamiltoniano temos:

L, 2(0), w1 (), wa (1), A(9) = 2(0) = S03(6) — 5 (1) + A (t) + Ay,

Ja da equacao ajunta e da condicao de transversalidade segue

OH

‘W”:_BZ_

—1 A1) =0.

Dai, A(t) = —t + ¢, ¢ constante. Como A(1) = 0 segue que ¢ = 1. Logo,

A(t)=1—1t.

O controle uy ndo tem nenhuma limitagao, assim basta usar a condicao de otimalidade

vista na Subsecao 2.2.1, ou seja,

0OH
0=—=— A
8u2 U2 +
De onde segue que uj = A(t) =1 —1¢
Para encontrar u; observe que
8H U1
— = —.
8U1 4

Assim,
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0H
— <0 = t)=1
E)ul UI( ) 1
= 1—-t<-
4
= 1> §
4
0H
TL o0 = w(t)=4\=4— 4t
8u1 UI( )
— 1<4-4t<2
1 3
- <t< -
2 4
0H
— >0 t) =2
8u1 ul( ) 1
= 1—-t>Z
— i<t
5
o . . dz
Agora, substituindo esses trés casos na equacao de estado, E(t) = ui(t) + uo(t), e

lembrando que a variavel de estado precisa ser continua encontramos o conjunto de

solucoes 6timas, a saber:

2, 0<t< -,

ui(t) =< 4 —4t, ;gtgi, uy=1-—1,
1, i<t§1
3t — 512, ogtgé,

2 (t) = w—gﬂ—;,;gtéj
%—;ﬂ+2,igt§1

Na Figura 2.3 temos o comportamento do controle 6timo e da variavel de estado a

ele associada, que compoem a solugao 6tima do exemplo 2.5.
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No grafico temos, a direita, o controle 6timo e, a esquerda, da varidavel de estado
que compoem a solugdo étima do exemplo 2.5, no caso em que temos duas varidveis
de controle e uma delas ¢ limitada. Observe que o controle uj é estritamente
decrescente enquanto o controle u] permanece constante por alguns instante para

entdo comecar a decrescer e voltar a ficar constante.

2
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0.5 ~

T T T T 1 0 T T T T 1
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3 APLICACAO DA TEORIA DO CONTROLE OTIMO

No Capitulo 4 propomos um modelo que descreve a dindmica do virus varicela-zdster
com um tipo de controle, a vacinacgao, e definimos as condi¢Oes necessarias e suficientes
para para a existéncia de uma func¢ao vacinagao em fun¢ao do tempo que minimiza os
custos gastos com a préopria campanha de vacinagao assim como os gastos com internagoes
advindas desta doenca. Mas, para a elaboracao deste modelo nos baseamos nos trabalhos
de Vieira et al., [16], Shulgin et al., [14], Potapov et al., [13] e Modnak et al., [9].

Neste capitulo apresentamos com detalhes os trabalhos Optimal Control of Biological
Invasions in Lake Networks, [13], na se¢dao 3.1 e Simulating optimal vaccination times

during cholera outbreaks, [9], na segdo 3.2, que utilizam a teoria de Controle Otimo.

O trabalho apresentado em [13] traz um modelo de invasdo biolégica, onde se deseja
controlar a espécie invasora e minimizar os custos gastos com a prevencao juntamente
com os prejuizos gerados pela invasao. Este artigo apresenta um modelo que envolve uma
variavel de estado e duas varidveis de controle, com termo de retorno ¢(t) = 0 e permite

uma solucao analitica.

O trabalho apresentado em [9] se refere a dindmica da célera, onde se deseja
controlar a doenga por meio de vacinagao e minimizar os custos gastos com a vacina e
com o tratamento dos individuos infectados. Neste artigo temos um modelo com varias
variaveis de estado e uma variavel de controle e termo de retorno também identicamente
nulo. No entanto o problema proposto nao pode ser resolvido analiticamente e utiliza-se

entdo de ferramentas numeéricas para este fim.

3.1 CONTROLE OTIMO DE INVASOES BIOLOGICAS EM UMA REDE DE LAGOS

Espécies invasoras sao espécies nao nativas introduzidas no meio devido a dispersao
natural, ou pela agdo de um agente externo como, por exemplo, 0 homem (trazidas por
meio maritimo, rodovidrio ou aério por exemplo). Quando um invasor é introduzido em
um lago ou um rio, por exemplo, e comeca a crescer consideravelmente com sucesso, pode
vir a mudar este ecossistema, o que cria a curto e longo prazo consequéncias biologicas e
econOmicas. Pois, apoés a espécie invasora se estabelecer, pode ainda comecar a se espalhar

para outros lagos, através de mecanismos humanos relacionados e dispersao natural.

Um tipo de espécie invasora é o mexilhao zebra que se estabeleceu na Regiao dos
Grandes Lagos na América do Norte e vem trazendo grandes problemas pra essa regiao, [13].
Dos quais podemos citar o entupimento do sistema de abastecimento de agua, problemas
no gosto e odor da agua, danos aos motores e casco dos barcos de pesca, o estabelecimento
dessa espécie causa também a morte de moluscos nativos além da destruicao das camas

de desova dos peixes, e ainda prejudica a atividade turistica por causa do mau cheiro que
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Figura 3.4 — A esquerda temos a regido dos Grandes Lagos, situada na Amaérica do Norte e a
direita uma foto de uma espécie invasora nesta regiao, o mexilhao zebra.
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causam nas praias e outras areas de diversao [13].

A seguir apresentaremos um modelo macroscépico da invasao e prevengao nesse
tipo de situagao, proposto por Potapov et al. em [13]. Esse tipo de modelo se concentra
em uma escala espacial macroscopica, utilizando as descrigoes das caracteristicas médias
de uma grande regiao. Assim, é possivel simplificar um processo estocastico complexo
num modelo que leva em conta efeitos importantes sobre a média ou proporcao dos dados,
0 que permite estudar o modelo em termos deterministicos. Na pratica o que foi feito
foi considerar um lago como toda a cadeia de lagos, a partir dai utilizaram os dados de

grande escala (referentes a toda cadeia de lagos) proporcionalmente a um tnico lago.

3.1.1 Modelo macroscépico de invasao e prevencao

Inicialmente supde-se que uma espécie invasora tenha sido introduzida em um
lago, ou em uma rede de lagos e ali tenha se estabelecido e comecado a reproduzir, se
espalhando para outros lagos proximos causando para essa regiao prejuizos economicos
e, ou, biologicos. Uma das principais causas que contribuem para a propagacao de tais
espécies é o transporte de barcos e equipamentos de pesca de um lago para outro, isso
devido ao fato de que essas espécias podem ficar encrustadas nos cascos e nas hélices das

embarcagoes.

Os autores também consideraram que o responsavel pelo gerenciamento do problema
em questdo, o gestor de recursos, nao possui muitos recursos para maximizar o bem estar
social, sujeito aos danos da invasao, custos de prevencao de disseminacao e propagacao da

espécie invasora. Como a principal causa da disseminacao da espécie é o transporte de
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barcos, um dos meios mais eficazes de prevenir a propagacao é um processo de desinfec¢ao
dos mesmos como, por exemplo, a lavagem de equipamentos no mecanismo de transporte

em algum momento de seu caminho de um lago para outro.

Sao chamados de “doadores” os lagos invadidos ja que eles sao as fontes da
propagacao de invasores, e de “destinatarios” os lagos nao invadidos. Supde-se também

que o numero total de lagos N seja grande o suficiente, de tal forma que

1. podemos caracterizar o processo de invasao por uma unica variavel, a proporcao

N;
de lagos invadidos p, no instante de tempo ¢, (onde p = — é o nimero de lagos

invadidos, denotado por N;, dividido pelo nimero total de lagos N) e

2. a mudanca de p com o tempo pode ser razoavelmente aproximada por uma fun¢ao
continua e diferencidavel. Neste caso é possivel obter um modelo de crescimento
quadrético para p(t), que é tanto biologicamente razoavel quanto matematicamente
conveniente, a saber

dp

T~ a0 - p0)), (3.1)

conhecido como Modelo de Verhulst ou Equagao Logistica [11].

A obtengao de (3.1) segue da hipétese de que o transporte de barcos e equipamentos
de pesca nao dependem do processo de invasao e ainda se supoe que € este o mecanismo

de transporte utilizado para poder ligar todos os lagos considerados.

Considera-se trifego do mecanismo de transporte o nuimero médio de propagagao de
invasores que podem ser transportados de um lago doador para um destinatario, e na falta
de qualquer mecanismo de prevencao, assume-se que este nimero médio de propagacao
que pode ser transportado de qualquer lago doador para um lago destinatario por unidade
de tempo, (definido como intensidade de transporte de propagagio) é constante e denotado

por Aj.

Para um pequeno periodo de tempo At, o nimero médio de propagacao da espécie
invasora transportada dos lagos ja invadidos N;, para qualquer outro lago quando nao ha
nenhum tipo de prevencao é

K = N;A{At.

Assim, o nimero total de invasores introduzidos dentro de N,, nimero de lagos
ainda nao invadidos, é

N, N; A1 At.

Se a probabilidade de uma propagacao sobreviver depois da introducao é dada por

As, entao o nimero de propagagoes sobreviventes serd

AoN, N; A1 At.
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Como N, é o nimero de lagos nao invadidos, N, = N — N;, o aumento no niimero
de lagos invadidos durante At, que é dado pelo nimero de propagacoes sobreviventes vezes

a intensidade de transporte de propagacao, é:

Dividindo (3.2) por N e nos atentando ao fato de que AN;/N = Ap, N; = pN e
AN; = NAp, tem-se

N N;

= Ap=A;A;Np(l —p)At

Assumindo p(t) diferenciavel e At pequeno, obtém-se (3.1), com A = A; A N.

Supoe-se aqui, que o gestor de recursos considere que os beneficios de prevenir a
disseminacao da invasao justifiquem grandes investimentos na prevencao. E ainda que seja
possivel estimar os custos dos danos causados ao ecossistema pela invasao e que o custo
desse prejuizo por unidade de tempo seja proporcional ao nimero total de lagos invadidos,
e o custo financeiro do prejuizo em um tnico lago durante uma unidade de tempo seja
dado por g (constante). Assim, o custo do prejuizo total causado pela espécie invasora

por unidade de tempo sera dado por

Ci(t) = gNi(t).

Como considera-se a opiniao do gestor de recursos que julga satisfatoria o investi-
mento em prevenc¢ao supoe-se a utilizagao de alguma prevencao, o que aumenta o custo da
invasao por unidade de tempo. Como ja comentado anteriormente, um meio empregado
na prevencao da disseminacao da espécie invasora, pode ser a desinfeccdo de equipamentos
quando se vai de um lago para outro. Mas, para isso é necessario criar postos de controle
e fornecer materiais para tal, tendo ambos um alto custo. Para acelerar esse processo de
desinfeccao de equipamentos (prevencao), foi considerado que o mesmo possa ser realizado

tanto em lagos doadores quanto em destinatarios.

Dessa forma, considerando xz(t) os esforgos de prevengao em lagos doadores no

instante de tempo ¢, com unidade de custo w, (constante), e s(t) os esforcos de prevengao
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em lagos destinatarios no instante ¢, com unidade de custo w, também constante. O custo

total da prevencao nos lagos por unidade de tempo é

Co(t) = wex(t)Ni(t) + wgs(t) (N — Ny(t)). (3.3)

Juntando os custos gastos com a prevencgao com os prejuizos causados pela invasao,

o custo total por unidade de tempo, é

C(t) = Ci(t) + Co(t) = gNi(t) + we () Ni(t) + was () (N — Ni(1)).

Determina-se agora o custo médio de invasdo por lago por unidade de tempo, C(t),

dividindo o custo total pelo niimero total de lagos, ou seja, por N.

C(t) = —= = gp(t) + wz(t)p(t) + wss(t) (1 — p(t)). (3.4)

Observe que o custo médio total por lago é composto do custo médio por lago dos
prejuizos causados pela invasao (primeiro termo) somado ao custo médio da prevengao
em lagos doadores (segundo termo) e ao custo médio da prevengdo em lagos destinatarios

(terceiro termo).

Note ainda que quando aplicada a prevengao x(t) em um lago doador o nimero
médio de propagacao transportada para qualquer outro lago destinatario diminui de A,
para
Aja(z(t)), 0<a<l,

onde a(z(t)) é a probabilidade de uma propagagao escapar depois do tratamento e (1—ax(t))

a proporc¢ao tratada em lagos doadores.

Analogamente, s(t) e b(s(t)), (0 < b < 1), sao esforgos de prevengao e a proba-
bilidade de uma propagacgao escapar apos o tratamento em qualquer lago destinatario,

respectivamente.

Terminando a descrigdo do problema é necessario definir uma relagao (explicita)
entre a proporgao tratada, (1 — a(x(t))), em lagos doadores, a proporg¢ao tratada, (1 —
b(s(t))), em lagos destinatarios e os esforgos de tratamento z(t) e s(t). Assume-se que
os efeitos de dois tratamentos sucessivos sao independentes, e o tratamento com efeitos
T1 € T9 840 equivalentes a um tUnico tratamento com efeito x1 4+ x5. Sendo assim, das

propriedades de probabilidade em relacao a dois eventos independentes, temos

a(xy + x2) = a(zy)a(zs). (3.5)
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Assume-se ainda, que um pequeno efeito xo = Axr << 1 trata uma fracdo proporci-

onal de propagacao
1 —a(Az) = ki Az, (3.6)

onde k; é a eficdcia do controle. Ou seja, a proporcao tratada em lagos doadores depois
de um pequeno esforco Az é aproximadamente a eficacia de tal controle pelo esforgo

empregado.

Usando as relagoes (3.5) e (3.6) obtém-se
a(z + Azx) = a(z)a(Az) = a(z) — kja(z) Az,

ou

a(z + Azx) —a(z) = Aa = —kja(z) Az = 2@ = —ka(x)
T

passando o limite quando Ax — 0 tem-se

da

pi —kia(z).

Analogamente,
Ab = —kyb(s)As,

e passando o limite quando As — 0,

db

e —koa(s).

Resolvendo a equacao diferencial ordinaria, chega-se a uma forma exponencial que

incorpora a eficacia de prevencao,
ala(t) =P, (s(t)) = e 0 (5.7

onde k; e ky caracterizam a eficiéncia do tratamento.

Sob estes pressupostos, a disseminagao da infeccao quando empregado prevencao é
descrita pela equagao (3.1), com A = A; A;N sendo substituida por A = AjaAbN, onde
a e b sao dados pela equagao (3.7), logo

d —ki1x(t)—kK2s
o = A0 Op(0) (1 — p(t)) (3:8)

com uma proporgao inicial de lagos infectados p(0) = po.
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3.1.2 Controle 6timo da invasao

Para caracterizar a gestao 6tima, o problema que o gestor de recursos enfrenta é a
escolha dos esforcos de prevengao, z(t) > 0 e s(t) > 0, de modo a minimizar o fluxo de
custos descontado J durante um dado tempo horizonte T (duragdo maxima de tempo que

se pretende fazer a prevengao),

sujeito a

d —Kk1x(t)—k2s
= At OTEOp0 (1= (1), p(0) =,

onde

C(t) = gp(t) + waz(t)p(t) + wss(t)(1 — p(t))
representa o custo médio da invasdo por lago por unidade de tempo e r (constante) é a
taza de desconto (essa taxa, sindnimo da taxa de juros, é aplicada quando os pagamentos

" conhecido como fator de desconto, aparece no

futuros sao descontados). O termo e~
funcional para “ajustar” os custos da invasdo para os valores atuais, ou seja, para trazer o

custo para o valor presente.

Se x e s sdo escolhidos tais que o custo total da invasao J seja minimo, um problema
de controle 6timo é obtido. Sao usadas z*, s* para denotar as trajetorias 6timas para x e
s, respectivamente. Como o objetivo do problema é minimizar J, entdo vale lembrar que

min{J} = —max{—J}.

Assim o Principio do Mdximo de Pontryagin 2.4 (versao apresentada em 2.2) é
usado para resolver o problema imposto ao gestor. O Hamiltoniano do wvalor presente

(valor atual do investimento que sera feito) é dado por

H(t, (z,8),p, \) = —e "'C(t) + \(t) Ae™M*R25p(1 — p).

No entanto, como o principio do maximo chama a atencao para a diferenciacao
de H em relacao a s,x e p e uma vez que a presenca do fator de desconto aumenta a
complexidade das derivadas, pode ser desejavel definir um novo Hamiltoniano que seja livre
do fator de desconto. Tal Hamiltoniano ¢ chamado Hamiltoniano do Valor Corrente (valor
corrente quer dizer que o valor esta expresso exatamente com os niimeros que ele tinha
na época em que foi registrado), onde o termo “valor corrente”, em contrapartida com o
“valor presente”, serve para transmitir o “caracter nao descontado” do novo Hamiltoniano.
Assim, regras 6timas para x e s, dada uma proporcao inicial de lagos invadidos, pode ser
encontrada pelo principio do méximo aplicado ao novo Hamiltoniano, o Hamiltoniano do

Valor Corrente. Este novo Hamiltoniano, definido por H = ¢ H é dado por

H=¢"H=-C(t) + pAe ™" Fp(1 — p),
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onde

u(t) = A1)
é o preco sombra do valor corrente da proporgao de lagos invadidos (valor atribuido a
produtividade futura, ou seja, quanto de dinheiro adicional vai ser preciso quando se fizer
um aumento adicional na proporg¢ao de lagos invadidos). Note que a corregdo e’ foi feita

para retornar com os custos para o valor corrente, ou seja, para o custo do valor nao

descontado. Portanto,

H(t, (z,8),p, ) = —(gp + wexp + wes(1 — p)) + pAe M7 F25p(1 —p).  (3.9)

Finalmente para aplicar o Principio do Maximo de Pontryagin ao novo Hamiltoniano
foi preciso fazer algumas revisoes em suas hipdteses. Primeiramente observar que maximizar
H com respeito a x,s € 0 mesmo que maximizar H com respeito a x, s pois em relagao a
essas varidveis o termo e é uma constante. A Equacao de Estado, permanece inalterada,

ou seja,

OH dp OH

oN  dt op

examinando agora a equacao adjunta, para controles 6timos x*, 2*, u temos

d
d—'l; = re"\(t) + N(t)e"

= ru+ N(t)e™

= p[r — Ae7™77R25 (1 — 2p)] + (g 4+ wex — wys)

Logo p e u satisfazem as equacgoes diferenciais

d

% = AchRrp(t) (1= p(t)) = F(p,z,s), 0<t<T (3.10)
d/’l’ o —kix—kos _
T —,U[T_Ae (1—2p)]+(g+wx:v—w38) _G(pau7xvs)7 (311)

dt
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pois, u(T) = e""\(T) = e™0 = 0.

Dado o pressuposto do controle ser limitado inferiormente, x, s > 0, continuo por
partes, temos que p(t) e u(t), solugdes das equagoes diferenciais ordinérias (3.10) e (3.11),
sdo continuas e continuamente diferenciaveis por partes, isto devido a continuidade por

partes da expressao do lado direito das equagoes (3.10) e (3.11).

A condigao necessaria de otimalidade (caso de controles limitados, subsecao 2.3.4),
para o controle 6timo é o valor maximo de H para cada momento de tempo ¢, isto é, para
Otimos x = x* e s = s*

OH OH

oH

OH
B = —wy(1 —p) — kopuAe ™™ F25p(1 —p) =0, ou s=0, —
s

1
5, <0 (3.13)

onde foi omitida a dependéncia do tempo.
Note que o mesmo valor que maximiza H maximiza H.

A primeira condi¢do em cada equagao de (3.12) e (3.13) correspondem a um
“maximo no interior” para x e s, respectivamente, enquanto que a segunda condicao

corresponde ao “maximo na fronteira”.

Observe que, as condigoes
oF | o _
or ds

nao podem ser satisfeitas juntas, pois se assim ocorrer teriamos

e 0

Wy = —kypAe MR (1 — p), wy = —kopuAe TR (3.14)

o que nos daria kopw, = ki(1 — p)w, e entdo

wskl

P=Dps = woks +ka27

(3.15)

ou seja, teriamos um tunico valor para p, e entao a proporcao de lagos invadidos seria
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descrita por uma funcao constante, o que nao condiz com a realidade, pois as agoes de
controle deveriam ocorrer inepterrutamente em 100% dos lagos, invadidos ou ndo. Portanto,
nao mais que um tipo de controle deve ser nao nulo, isto é, se x > 0 temos s = 0 e se

s > 0 temos x = 0.

A seguir faz-se um estudo no sinal de p.

Proposicao 3.1. O prego sombra u(t) para t < 7' é sempre negativo, desde que a invasao

seja cara, ou seja g > 0.

Demonstragao: De acordo com a condigao de fronteira, u(7) = 0, temos
oOH oH
— (1) =—-w,p<0 ¢ —(T)=—ws(1l—p)<0.
55 1) p 55 (1) (1-p)
Neste caso, o0 maximo de Hé alcancado para x = s = 0, e a auséncia de controle é
a solugao 6tima para o ultimo instante de tempo. Portanto,
dp
dt

uma vez que em 7', v = s = 0 e u(T) = 0. Dai, perto de T, como a derivada é positiva,

(T) = (T)[r — Ae™™7785(1 = 2p(T))] + (9 + wor(T) — wss(T)) = g > 0

existe uma vizinhanca onde a funcao ¢é crescente, logo

t<T = put)<u(T)=0.

Para atingir valores ndo negativos, a fun¢ao continua pu(t) deve atravessar o eixo
t pelo menos uma vez, e para o ponto de travessia, que chamaremos de tc (podemos
considerar t¢ o ponto de travessia mais préximo de T'), du/dt < 0. Temos que u(tc) = 0,
logo, no ponto te, OH [0z < 0 e OH/ds < 0, e portanto z(tc) = s(te) = 0. Isto implica
que dp/dt = g > 0 em tc o que nos dd4 uma contradigdo, logo para t < T, u(t) nunca

assume valores nao negativos. |

Para determinar o tipo de controle a ser tomado em relagao a proporcao de lagos

invadidos, p, considere (3.15) e as condigoes necessérias.

Sendo p < p,, entao das expressoes para
OH  OH
e ==,
ox 0s

segue que,

0 . OH
ses>0e —=0, entao — >0ex > 0.
Js ox

Pois, de (3.15) se

wskl

< — <l ————

— p(wsk1 + wwkz) < wskrl
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pois wsky + wiky > 0.

Dad,

kawz < (]. - p)/{:lws = —kl(l _p)kZIuAe—klm—kgsp

—  pw, < —kypAe F1TREp(1 — p)

OH

— 0 < —wyp — kypAeFemRs (1 — 5
T

=
I

o que nos dd uma contradicao, pois para x > 0 temos que

OH
<.
8x_0

Por outro lado,

H H
sex>0e — =0, entéoa—<0e3:0,
ox Ox

o que é compativel.

Analogamente, para o caso p > ps,

se s > 0e — =0, entao

s 8x<0ex:0,

o que é compativel com o que temos. Mas,

oH . O0H
sex>0e —— =0, entao — >0e s >0,
ox Js

0 que é uma contradicao, pois para s > 0 temos

OH
— <0.
s —

Estas consideragoes nos permite concluir que

1. Para p < ps apenas controle para lagos doadores (os lagos invadidos) pode ser nao
nulo;

2. Para p > p, apenas controle para lagos destinatéarios (os lagos nao invadidos) pode

ser nao nulo;
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3. O valor p = p, corresponde a mudanca de controle em lagos doadores para lagos
destinatéarios. As condiges necessarias de otimalidade em (3.12) e (3.13) dao apenas
o valor do controle total ¢ = kjx + kos para este ponto, mas nao para os controles x e
s separadamente. Portanto, pode-se escolher o controle  ou s mais conveniente. Por
exemplo, pode-se escolher s = 0, entdao para p = ps o controle em lagos destinatarios

é zero.

Assim, entao, apenas uma variavel de controle serd nao nula para qualquer instante
de tempo. Isso possibilita que as condigdes sufucientes para maximizar H sejam verificadas
como uma funcao de uma variavel apenas, logo basta verificar os sinais das derivadas de
segunda ordem §2H /0x% e 9*H /8s2. Isto se d4 pelo fato de que o méximo de H é sempre
alcangado na fronteira do conjunto admissivel, ou seja, x = 0 ou s = 0 uma vez que x > 0

e s > 0 nao ocorrem simultaneamente.

E facil ver que tendo p < 0,

a2ﬁ —kix—kos
gz = kipAe (1 —p) <0,
a2ﬁ —k1x—kos
882 = kgluAe Rk p(l - p) < 07
logo, as condigoes N N
H H
% =0 ou % =0

implicam na existécia de um ponto de maximo de H em relagao a x ou s.

Até entao, sabe-se que o gestor de recursos deve aplicar somente um controle por
vez para solucionar o problema referido. Todavia, no que se segue, é importante saber
como sao esses controles. Divide-se o problema em trés Regioes, I, II e III, nas quais

obtemos os seguinte tipos de solugoes étimas:

1. (Regiao I) Controle apenas em lagos doadores, ou seja, * > 0 e s* =0

Das condicoes de otimalidade
oH _  0H
or ds
segue que p < p, € ainda

_0H

0
ox

= —w,p — kypAe TR (1 — p) = —w,p — kipAe ™ p(1 —p) =0

pois s* = 0. Dai

, 1 Wy P Wy

- —kipA(l —p)
_ kix 1H p
- = = —> € = - - @7
ekiz —kipAp(1 —p)  —kipA(l — p) Wy
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e entao b Al
kiz* = In(e"”) = In <_ 1A —p))
Wy
ou seja,
1 —kipA(l —p)
f=—In[———=|. 1
x " n ( o, (3.16)

. (Regiao II) Controle apenas em lagos destinatérios, ou seja, z* =0 e s* > 0
Das condicoes de otimalidade

oH _ . . 0H

— = — <0
Ox ¢ s ’
segue que p > p,. Além disso
_ 87]—] _ S —kix—kas o o o\ —kos* . _
0= 9 wg(1—p)—kopAe p(1—p) = —ws(1—p)—kopAe p(1—p) =0
pois * = 0. Dai
* 1 1 - * -
€_k25 = " _= ws( p) g ws :> est e 7]{:2/1/14]9
et —kopAp(l —p)  —kopAp W
e entao -
kys* = In(ef2*”) = In <W>
Wy
ou seja,
1 —kopAp
= —Inl——|. 3.17
s s n< w. ( )

. (Regiao IITI) Auséncia de controle tanto em lagos doadores quanto em destinatarios,

ouseja, t*¥=0e s* =0
Das condicoes de otimalidade

0H 0H
%<0 e g<0,

temos que

—wep — kipAe TR (1 —p) < 0 = kpde MR —p) > —w,  (3.18)

—w(1 — p) — kopAe ™ =725 (1 — p) < 0 = kopuAe M7 F25p > —p,  (3.19)

De (3.18) e (3.19) temos,

> W s
Logo,
Wy Wy
> max § — ,— = lgw(P). 3.20
p { A=) szp} s (P) (3.20)

Onde a curva g = g, corresponde & mudanga de controle positivo para nao controle.
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Em (3.16) e (3.17) tem-se o controle 6timo z* e o estado associado z* em funcgao
de p e p. Dessa forma, pode-se reescrever (3.10) e (3.11) de modo a formar um sistema

autonomo de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO), a saber

Cclz]; = Fp,a*(p, ), s"(p, 1)) = F(p, ),
(3.21)
Cf;; = G(p, 1, " (p, 1), 8" (p, 1)) = G, ),

e entdo analisar seu plano de fase.

As curvas

H = tsw, 0<p< 17 € pP=Ds, Mgusw(p)a

dividem o plano de fase em trés regioes, Regiao I, II e III, de acordo com os trés tipos
de controle vistos anteriormente. E quando as trajetérias de (3.21) cruzam estas curvas

(linhas que delimitam as trés regies citadas) ocorre a mudanga do controle.

A Figura 3.5 exibe o comportamento do prego sombra, y, e o comportamento do
controle 6timo total, kix + kos. Note que estao sendo exibidas as Regioes I, 11 e III e assim
podemos observar o comportamento da solugao em cada uma dessas regides, também
estao sendo representados os pontos ps, de mudancga de z-controle para s-controle, e p.,

mudancga de z-controle ou s-controle para nenhum controle.

Figura 3.5 — Os graficos abaixo de Potapov et. all. [13], mostram & esquerda o comportamento
do preco sombra, u, e a direita o comportamento do controle 6timo total, k1x + kas.
Note que estdo sendo exibidas as Regides I, IT e III e assim podemos observar
o comportamento da solucdo em cada uma dessas regices, também estao sendo
representados os pontos ps, de mudanca de z-controle para s-controle, e p,, mudanca

de z-controle ou s-controle para nenhum controle.

kyx, k,8 :

I, x-controle II, s-controle

11, s-controle

I, x-controle

0 p, Ps T p

Fonte: [13].
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Esta abordagem nos permite compreender melhor o comportamento do “controle
6timo total” p(t) = kjz* + kes* nao se esquecendo de que apenas um dos controles é nao

nulo fora dos pontos de mudanca.

A seguir alguns resultados importantes que nos ajudam a entender melhor o
comportamento da nossa solugao 6tima. Serdao omitidas nesse texto suas demonstragoes

no entanto as mesmas podem ser encontradas em [1].

Lema 3.1. O controle 6timo total, ¢(t) = k1z* + kos*, é uma fungao continua no tempo

em [0, T], e é diferenciavel por partes neste intervalo.

Corolério 3.1. O fluxo de (3.21) é C! dentro de cada Regido I, II, III, e é C° para
p>0,u<0.

Este corolario segue direto da Proposicao 2.1.

Corolario 3.2. Para o ponto ¢ = ¢; de mudanca de controle, de x > 0 para s > 0, (p = py),

lim kyz(t) = lim kos(t). Para os pontos de mudanga onde o controle total vai pra zero, o
t—t, t—t]

valor de z* = 0 ou s* = 0 deve ser 6timo, afim de que uma das relagoes (3.14) se mantenha

com ¢* = (. Isto nos permite relacionar valores de p e ; com os pontos de mudanga, uma

vez que (i1 — p) = —wy/(k1A) ou pp = —w,/(k24A).

Lema 3.2. Os controles z e s, e o preco sombra p podem ser expressos como fungoes de

p: x(p), s(p) e p(p), definidas no intervalo [po, pe], p. = p(T).

Tal lema permite substituir o sistema (3.21) e resolver uma equagao,

du  G(p,p)

ao invés de duas.

A equagao (3.22) pode ser resolvida numericamente e até mesmo analiticamente em
alguns casos, para qualquer py, p. tal que 0 < py < p. < 1. O procedimento de resolucao
consiste do seguinte: primeiramente encontre a solucao da equacao dentro de cada regiao
do plano de fase, como nas Regides I e II ndo sao dadas as condigbes iniciais, a solucao ird

conter uma constante arbitraria. Ja para a regiao III a condicao inicial é dada por:

(pe) =0

que fornece uma solugao para py(p). Continua-se o processo até a linha de mudanca
i = lsw(p) que é interceptada por algum p = p,. Esta intersec¢ao pode acontecer na

fronteira entre as Regioes II e III ou na fronteira entre as Regides I e I1I. Suponha que
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p. intercepte j1 = 15, (p) na fronteira entre as Regioes 11 e 111, ou seja, p, > ps. E assim,

desde que p seja continua, obtem-se a condigao inicial para a Regiao I,

ﬂ[[(pz) = Hsw (pz)v

e lembrando a continuidade do controle total, segue que 0 = ¢(p.) = k12*(p.) + kas™(p.),
dai

s(p.) = 0.

E chaga-se assim, a solucao dentro da Regiao II.

Continuando com o mesmo procedimento até a préxima linha de mudanga, p = p;
temos lim ¢(p) = lim ¢(p) portanto,
p—ps p—pi

kix(ps) = kas(ps) e pr(ps) = prr(ps)

e assim a condicao inicial. Desta forma, é possivel construir a solucao na Regido I e
continuar para baixo até p = py. Se p. é suficientemente pequeno, entao a solu¢ao nao
entra na Regido IT (pg < p, < ps) permanece apenas nas Regides I e 111, e o controle em
lagos destinatarios nao é utilizado. E por fim p. pode ser tao pequeno que p, < pg fazendo

com que a solucao permaneca sempre na Regiao I1I, onde a auséncia de controle é 6timo.

3.1.3 Propriedades da solugao 6tima

Observe que, nas Regides I e II, o pregco sombra p pode ser expresso em funcgiao dos
controles x ou s e de p, o que permite obter dz/dp e ds/dp, respetivamente, o que é mais

simples que (3.22). Sendo assim, faz-se um estudo mais detalhado das trés Regides:

Regiao I, (z > 0e s=0)

Usando (3.14), pode-se expressar x em funcao de u e p,

iln (_ kl/’l’A(l _p)> ’ e—klx Wy

Tr = = T a4
K, Wy kAL —p)

e entdo reescrever (3.10) e (3.11) como um sistema de equagoes diferenciais sem controles

desconhecidos:



dp
dt

Temos que

entao

i _
dp

- + +
wop®) | (1 =p) " km(-p) Tk
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E — Ae—klz—kgsp(l _p)

= AeM"p(1—p), poiss=0

w
<’f1MA(1—p)>p( ?)
wep
]’Cl[,L’

plr — Ae IR (1 — 2p)] + (g + wer — w,s)

plr — Ae ™% (1 — 2p)] + (g + w,)

“[T_A<_,W;€f_p)> (1—2?9)] +g+wx]jlln (—W)

1-2 A1 —
4 1ﬂ+g+u&m<_hu( m)_

kl(]- - p) kl Wy

du dp _ dp
dp dt — dt’

fap [ we(1=2p)  wo(1=-2p) +U@m<_hwﬂl—m>]

Wy

No entanto, essa forma nao é muito conveniente para a analise da Regido, mas usando x, i

e p podemos encontrar uma forma mais simples para a andlise. Sabe-se que na Regiao I

wxeklx

M= ey

A(1 —p).
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Note que
dx d (1 —kipA(l — p)
i A Y (el TN ALY ot Sl 2
T M <k1 n( W,
_ 4 ([, (ZRrAQ -p)
dt Wy
Wy 1 du dp
= U A0 ) kA
kluA(l—p)wx< ! dt( p)+k Mdt)
ek Krwxekl’” Awg (1 — 2p) ) ]
= — — k1Ag — kiAw,z | (1 — p) — Aw,p
T LN (T B A A
e—klx
= (rwye™® — Aw, (1 — 2p) — k1 Ag(1 — p) — ki Aw,z(1 — p) — Aw,p)
d A
kld—f = r— Ae ™M7(1 - 2p) — w—gkle_klx(l —p) — Akjze ™M%(1 — p) — AeF12p

k
= r—Ae™M7(1 —p) (1 + 29y kla:) :

x

E, assim, obtém-se o seguinte sistema:

d
@ _ Ae™MTp(1 — p),

dt
d k
kld—f =7 — Ae F7(1 —p) <1 + “g + k1x> )
Dai
—kiz kflg
de =A™l —p) (1482 4 ko)
Yap Ae~Fizp(1 — p)

/]"eklx (1 + %zg + klx)
Ap(1 - p) p '

(3.23)

E entao, multiplicando (3.23) por p, obtém-se

dx rek1®
kip— = - <

kig
_— 14+ —=4+k .
dp  A(l—p) T, T 1x>

Wy
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Dai,
dx k19 reki®
k kip— [1+ —= + & = —
1T + 1pdp< +wz—|— 1.13) A(l—p)’
mas,
d k d k
— |kipx + 1+ﬁ P :klx—l—k,’lp—x 1+£+k1x
dp Wy dp Wy
entao
d kig r o el wyek®
— |k 14+ —= = — = .24
dp[”’“< +wx>p] A0 "7 TRAG-D) (324)

Regiao II, (xt =0¢ s > 0)
Analogo ao que foi feito para a Regido I, usando (3.14) expressa-se s em funcao de p e p,

assim

| iy A . Lehes
S = — ln <— 2 Iup) , €_k23 e w E e Ws€ .
Wy

k’g - ]{?2 A[,Lp

Neste caso, (3.10) e (3.11) sao reescritas como:

d
£ _ Ae—klx—kgsp(l

7 - D)

= Ae*p(1—p), poisz=0

= A(—bZthU—p)

kapt

Y
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d
CTIZ = plr — Ae™" (1= 2p)] + (9 + wew — wss)
= plr—Ae™*(1 = 2p)] + (g — w,s)
Wy 1 ko App
- —Al- 1-2 —wy—TIn | —
ulr ( szup>( p)}ﬂ/ wk2n< w.
= ur-+ 71%(1 ) +9g-— s (— kQAMp) ,
k2p k2 Wy
e entao
dp kot ws(1 — 2p) W, ko App
—_— == _ — —1In|— :
dp ws(1 —p) [MT+ kap "o ks ! Ws

No entanto, uma forma mais conveniente para a analise, pode ser encontrada usando s,

e p. Atente-se ao fato de que na Regiao II

Assim,

ko App wy dt
—kos _

= £ —ko A | pr + w1 = 2p) +g—In _aAup +
Ws kap ks Wy
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d —kas
kzd—]t) _ ew (—ko Aprp — Aw,(1 — 2p) — ko Agp + ko Awgsp + Aws(1 — p))
e*kzs w ekZS
= —ky A —=2
Ws ( ’ < szp>rp>+
e—kgs

(—Aws(1 — 2p) — ko Agp + ko Awssp + Aws(1 — p))

Ws

k
= 7+ Ae Fp <1 _ 09 k;25> ,

Ws

Logo,
dS ek25 k2g
kh— = ——— A —kas 1— L
dp o Ap(l—p) [TJF ’ p( T 28)]

Ap(l _p) * (1 —p) N ws(l _p) + (1 _p)' (325)

Multiplicando (3.25) por (1 — p) temos

ds  rekes kaog
L=p)ky— = 1- ko,
Dai,
ds ds  kag - ekes
k 5 k - k e —_ = — ,
i > Zpdp + S A p
ou seja,

kos

d kzg T ekzs Wee
dp N - =7 = - - 2
o [kﬂ(l p)s + (w 1) p} Yl .U (3.26)




Regiao III, (z=0e s =0)

o7

Nesta Regiao nao se tem controle positivo entao todos os termos de controle somem. Dai,

das equagdes (3.10) e (3.11) temos:

dp

= Ap(l -
dp
A —A(1-2 .
o plr — A1 =2p)]+g

E, assim, (3.22) assume a forma

o r Q=2 9
dp Ap(1=p) p(l—p)] Ap(l-p)
T B S
d dp g T
= M Epn p% A= At
d g r
= g [P =P Gp) = (3.27)

Resumindo, as equagoes resultantes para as trés Regides sao:

 n d [ k1g> ] r elﬁz wxekl‘"‘
Regiao I — |kpr+ (1 4+ — = — ’ =2
i p | ( w, )] T AG—p) M TRAG )
s d | kaog ek w,er?s
Mo k(1 — 1)l =" _
Regiao b | 21 p)s+< ) )p] A p T Ap
Regido I < [p(1 — p) St
g o (P =P = Gp) = 20

No caso em que r = 0 pode-se resolver analiticamente as equagoes (3.24), (3.26)

e (3.27), muito embora essa situacdo distoe da realidade. Contudo, os resultados sao

balizadores para o caso em que r > 0. Tomando entao r = 0 e agindo como o descrito na
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segao anterior, tem-se que a solugao para a Regido III deve satisfazer a condicao p(p.) = 0.

Substituindo o valor de r = 0 na equagao (3.27) segue que
d g
— |p(1 — — =p| =0.
i p(L=p)u— 1

Logo,
p(l—p)u— %pz%

onde c3 é constante. Como pu(p.) = 0, segue que

g g
pe(l _pE)FL(pE) - Zpe =C — (3= _Zpe-

Dai,
g g g g DPe—D
1— = ——De _) = — — e — — = -
p(L =p)ulp) = —Zpe + 70 = — 7P —p) 1(p) Ap(1=p)
Com isto obtém-se a expressao para p,, o ponto de intersec¢ao das trajetérias com
a linha p15,(p) em (3.20), seja, p. = p(p) N fisw(p). Sendo

usw@):max{— e _ ‘”S}, u(p) = — 9 D=P
kAl —p) koAp Ap(l—p)

tomando p = p, temos

(p.) = max < — Yo i
Msw pZ - kflA(l _pz)7 kQApZ .
Se
max{_ W __ws } o we
entao,
o We 9 PemP oy

/’LSU/(pZ) k'lA(l _pz) Apz(l _pz) ﬂ(pz)

De onde,

klgpe

WePz = klgpe - klgpz = Wyp. + klgpz = klgpe = P = W



Analogamente, se

{ Wy Wy } Wy
max { — ,— = —
k1A<]— - pz) k2Apz kQApz
entao,
W _ 9 PP _
Assim,

k29pe — Ws

99

wy(1 — p.) = kagpe — kagp. = —wsp. + kagp. = kagpe — ws = p. = kog —ws

Logo,

p. = max kagpe —ws  k1gpe
- kog —ws " kg 4w, |

(3.28)

Prosseguindo com a solugao na Regido II, com r = 0, na equagao (3.26) temos

CZU [kg(l —p)s+ (lzi‘j — 1) p} =0.

De onde segue que

k
k‘g(l—p)s—l-(;}g—l)p:@

s

onde ¢, é constante. Pela condicao inicial na Regiao II, s(p,) = 0,

k k
k‘Q(l _pz)s(pz) + ( 29 — ]_) Dy, =Cy = Cy = < 2d . 1) D,
w w

S

Logo, para p, < p < p.,

(3.29)



E entdo na Regiao I, substituindo » = 0 na equacao (3.24) temos

d k
[klpa: + (1 + 19) p] —0.
dp Wy

De onde segue que

k
kipx + <1+1jg)PZC1-

x
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Onde ¢ é constante. Para p, < ps, a solucao nao passa na Regiao II, ou seja, nao havera

controle em lagos destinatarios, logo

or ¢ ox HAP=) = kiA1= p.)

Lembremos que no ponto p,, p(p.) = tsw(p.). E como vimos no desenvolvimento

da solucao na Regiao I1II, nessas circunstancias,

D — max k2gpe — Ws klgpe
- kog — ws " kig + w,
_ klgpe
kig+w,

Neste caso, a condicao inicial z(p,) = 0. Dai

T

k
klpzx<pz) + <1 + 1;9) P = (G

x

Wy

k k
:>k1px+<1—l—f>p = <1+lg>pz

kig\ kigpe
kig+w,
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Logo,

(1-20) e~ (12

bu(p) = SR
_ klgpe o 1+ @
pwx wiL‘

_ kwgpe | kg

PWe Wy

k e
_ g (p _ 1) '
Wy \ P
Temos entao na Regiao I

kix(p) = kig (I)e - 1) -1

Wy \ P
Para p, < p., o ponto i intercepta ug, na Regiao II, ou seja, p, estd na intersecao
entre as Regioes II e III. Assim,

(ps) = ——
Hps) = =

Como em p,, p(p.) = psw(pz). De acordo com o desenvolvimento da solugao para a Regido

III, nessas circunstancias,

D — max k2.gpe — Ws klgpe
- kog —ws " kig + w,

kagpe — ws
k2g — Ws ‘

Neste caso, temos a condigao inicial kos(ps) = kiz(ps). Dai, de (3.29)



Logo,

Ja visto que

k25(ps> =

kag — ws> <kzgpe — w, )
— Ps
Wy k2.g — Ws
kZQ(pe - ps) - ws(l - ps>
ws(l _ps)

kag(pe — ps)

—1
ws<1 _ps)

kra(ps) = kas(ps) =

k
k1p$ + <1 + 19) p =y,

xT

onde c; é constante e fazendo p = p,, segue que

k
klpsx(ps> + (1 + 1g> Ps = C1.

Wy,

Substituindo kyz(ps) por (3.30) temos,

&1

ws(l - ps)

_ (sz(ps) _ k2g(pe _ps> o 1) Ds 4 (1 4 ﬂ

k)
Ps
w

Pskag(pe —ps)  pskrg
ws(l - ps) Wy

Psk2g (De —Ds)  k1gps
+ .
Wy (1 - ps) Wy

T

62

(3.30)
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Lembrando em (3.15) que,

wskl
Ps =

+ wyks,
wsk‘l 2

e fazendo manipulacoes algébricas, obtém-se

k sk e HMs k S
kopr + (14519, = Pkag(pe=ps) | Fagp
Wy W (1 - ps) Wy
k1gpe
= ) 3.31
o (331)
(3.32)
E entao,
k1gpe k
kapa(p) = —IPe (1 - 1g> p
Wy Wy
_ kgpe—p
wy; P '
Portanto,
k e
kiz(p) = ng (i) — 1) -1, po<p<min{ps,p.}. (3.33)

A trajetoria permanece no interior da Regido III, ou seja, ela é sempre 6tima para nenhum

controle se

kagpe — w5 kigpe }

> p, = max ,
bo="P { kQQ_ws klg+wz

A seguir, na Figura 3.6, alguns exemplos de solugoes analiticas, para trés valores

diferentes para ki, ks e g, adotando wy = w, = 1.

As equagoes (3.24), (3.26) e (3.27) ndo podem ser resolvidas analiticamente para
valores de > 0, mas nesse caso podemos fazer algumas comparagoes com as solugoes
analiticas feitas quando r = 0. Para proceder de tal forma faremos uso de alguns resultados

cuja demonstragao sera omitida, todavia podem ser encontradas em [1].
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Figura 3.6 — Os trés graficos a abaixo mostram as trajétorias do controle étimo total correspon-

Controle Total

dentes a quatro valores distintos para p., sendo eles 0,6; 0,8; 0,9 e 0,95 e com
po = 0,05. O ponto de mudanca de entre os controles em lagos doadores, x, e em
lagos destinatérios, s, é, neste caso, ps = 0,5. Foram adotados para cada uma
das figuras os valores de ky = ky = 0,5;1;2, g = 5;5;10 e % = 0;0;0 respectiva-
mente. Note que quando um dos controles é nulo, o controle total mostra apenas o
comportamento do outro controle ndo nulo.

Controle Total
W
1

0 T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

porporgdo de lagos invadidos

10 50 -
ontrole
97 ontrole 45 4 controle
. controle
81 40
74 354
6 — 301
&
57 2 25+
g
4 S 20
9\ \\ Yl 5 e
2 104
1 ok ;. o
0 T T T T 0 T T “. T = L 1
0 02 04 0.6 03 1 0 0.2 04 0.6 0.8 !

porporgdo de lagos invadidos porporgdo de lagos invadidos
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Proposicao 3.2 (Comparagao). Seja x(p) solugao de (3.24) para r > 0 em [py, p2|, e Z(p)
a solugdo para r = 0, tal que Z(ps) > z(p2). Entao Z(p) > x(p) em [p1, p2]. Proposigoes
similares podem ser provadas para s(p) e u(p): se s(p), 5(p), u(p), i(p) sdo as solugdes para

(3:26) e (3.27), e além disso , §(p2) = s(p2), u(pz) < u(p2), entdo 5(p) = s(p), u(p) < p(p)
em [p1, po], respectivamente.

Corolario 3.3. Denotemos por x(p), s(p), i(p) e Z(p), $(p), fi(p) as solugdes do problema
de controle 6timo, com mesma condicao inicial e nivel final de invasao py e p., 7 > 0 e
r = 0, respectivamente. Entao z(p) > z(p), 5(p) > s(p), i(p) < u(p), e para valores de p

onde, Z(p) > 0 ou 5(p) > 0, ou fi(p) < 0 a desigualdade correspondente ¢ estrita, esto é

T(p) > z(p), 3(p) > s(p), ou fi(p) < p(p).

Corolario 3.4. Se as condigoes do Corolario 3.3 sao satisfeitas, entdao o tempo horizonte
para o problema com desconto é menor que para o caso do problema de nao desconto, ou
seja, T < T.

Corolario 3.5. Se os problemas com desconto, r > 0, e ndo desconto, r = 0, tém o mesmo
tempo horizonte 7" e o mesmo nivel inicial py, o problema com desconto tem maior nivel

final de infeccao, isto é, p. > Pe.

Corolario 3.6. Os valores das variaveis de controle sob o controle 6timo, para qualquer r

satisfaz N "
1
nglx()<ﬂ7—1 nggs(p)§<2g—1>.

Wy P Ws
Segue que, o controle de lagos destinatarios é usado somente no caso kog > ws. De (3.26),
quando p — p,, s vai para zero e nao pode ser crescente, assim ds/dp < 0. Isto significa

que a condi¢ao necessaria para o controle de lagos destinatarios é

r kog

A wS—HSO ou ainda k292w8<1+A;Z>><1+;)'

Corolario 3.7 (Condigao suficiente para a otimalidade de nenhum controle). Se, no caso
r = 0 (ndo desconto), é 6timo para uma completa auséncia de controle, entdo para r > 0 e

mesmo nivel final de infec¢ao p., também é 6timo para que haja uma auséncia de controle.

Proposigao 3.3. Para cada 0 < py < 1 e Ty > 0 finito, existe p. > po, tal que h(p.) = Tp

onde podemos definir h(p,) como

h(pe) =

pe 1 pe eF17(P)+k2s(p)
= / dp.
D

—— _dp e
Do dp/dp 0 Ap(l—p)

Discutiremos aqui apenas os principais pontos da comparacao. E natural ter como
ponto de referdncia a solugao analitica de (3.28), (3.29) e (3.33) para o caso em que r > 0,
e manter os outros parametros constantes. No entanto, quando a taxa de desconto assume

um valor nao nulo, normalmente muda o valor do controle 6timo e por consequéncia o valor
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de p. Logo, se quisermos comparar duas solucées que possuem o mesmo tempo horizonte
T, essas terao diferentes pontos finais de infeccao p. e se quisermos comparar solugoes
com os mesmos niveis iniciais e finais de infeccao, as solugoes terao tempos horizontes

diferentes.

Em resumo, os resultados da comparacao podem ser listados como o seguinte:

o Considerando duas solug¢oes com r = 0 e r > 0 e mesmos pg € p., entao a solugao
com r > 0 possui um tempo horizonte, 7', menor (Proposigao 3.2, Corolarios 3.3 e
3.4).

o Considerando duas solu¢oes com r =0 e r > 0 e mesmos py e T, entao a solucao

com r > ( possui maior ponto final de infecgao, p., (Corolario 3.5).

o Através das duas consideragdes acima pode-se usar as solugoes do caso em que r = 0
como limite superior para as estimativas dos valores de controle no caso em que ha
desconto, ou seja, T > x,5 > x, e i < i, onde 7,5 e i sao as solugoes no caso de
nao desconto, r = 0, e x, s e p sdo solugdes no caso em que ha desconto, ou seja,

r > 0, (Corolério 3.6).

» Segue imediatamente deste fato que, se no caso em que nao haja desconto a auséncia
de controle é 6tima entdo também serd 6tima a auséncia de controle no caso em que

haja desconto, desde que ambas as solugoes possuam mesmo p, (Corolario 3.7).

» Existe uma correspondéncia biunivoca entre o nivel final de infeccao p., po < pe < 1,
e o tempo horizonte T'. Ou seja, para cada p,. existe T' tal que p(T') = p. e entdo,

existe uma fungao 7'(p.), continua e estritamente crescente (Proposigao 3.3).

3.2 VACINACAO OTIMA DURANTE UM SURTO DE COLERA

A Colera é uma doencga causada pelo vibrido Vibrio cholerae, uma bactéria que
se multiplica rapidamente no intestino humano. Essa bactéria é capaz de produzir uma
potente toxina, a enteroxina, que provoca diarréia intensa. A Coélera é uma doenca exclusiva
dos seres humanos e sua transmissao ¢ feita basicamente pela ingestao de agua e alimentos
contaminados pelos dejetos fecais de individuos infectados. A infeccao é assintomatica na
maioria das vezes, ou entao causa apenas uma pequena diarréia. No entanto, a colera pode
causar em algumas pessoas (menos de 10% dos infectados) uma diarréia aquosa profusa de
instalagao sibita e vomitos, potencialmente fatal evoluindo rapidamente, em questao de
horas, para uma desidratacao grave e diminuicdo acentuada da pressao sanguinea, CIVES

(2008) - Centro de Informacao em Satide para Viajantes [23].

Segundo o ministério da Satude a sétima pandemia de célera chegou ao Brasil em

1991. E até 2001 atingiu todas as regides do Pais, produzindo um total de 168.598 casos
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da doenca e 2.035 mortes, com maior incidéncia de grandes epidemias na regiao Nordeste.
Entre 1992 a 1994, houve uma grande redugao no ntimero de casos registrados, sendo esta
queda acentuada a partir de 1995. Em 2001, foram registrados apenas sete casos de Colera
no Brasil, todos na regiao Nordeste. Em 2002 e 2003 nao foram detectados casos de Colera
no Brasil. No primeiro semestre de 2004, foram registrados 21 casos no municipio de Sao
Bento do Una, situado no agreste de Pernambuco. No primeiro trimestre de 2005, novos
casos foram diagnosticados, no mesmo estado, sendo quatro em Sao Bento do Una e um

em Recife.

Até o ano de 2001, a maioria dos casos registrados de Colera no Brasil se referia a
pessoas com maiores de 15 anos de idade principalmente do sexo masculino, mas entre
2004 e 2005 a faixa etaria abaixo dos 5 anos de idade também foram acometidas. Nos

anos de 2007 e 2009 nao foram registrados casos de Colera.

Ainda, segundo o Ministério da Satude, a Célera continua atraindo as atengoes da
vigilancia epidemioldgica necessitando de constante monitoramento e acoes preventivas,
principalmente as relacionadas ao tratamento da d4gua, mesmo com o siléncio epidemioldgico
vivenciado no Brasil desde 2006 e cita como prova de que locais que vivenciam periodos de
siléncio epidemioldgico podem criar condig¢oes sociais e ambientais favoraveis a instalagao

e estabelecimento do vibrido colérico, o surto em Sao Bento do Una/PE (2004 e 2005).

Como a principal forma de transmissao da Célera é por meio da ingestao de agua
e alimentos contaminados o tratamento adequado da agua e saneamento basico a longo
prazo sao muito eficazes na prevencao da doenca. Entretanto, num contexto de surto ha a

necessidade de outras formas de controle mais eficazes e mais rapidas.

No estudo do artigo Simulating optimal vaccination times during cholera outbreaks
9], foram utilizadas técnicas de modelagem e simulagdo matemadtica para se ter uma idéia
da importancia do valor da vacinacao no controle de surtos de Célera. Foi formulado um
novo modelo de controle 6timo explorando tempos ideais para a implantagao de vacinas
contra a colera durante as epidemias para melhor equilibrar os ganhos e os custos da

vacinacao.

3.2.1 Formulagio do problema de Controle Otimo

Segundo os autores Modinak et al. em [9], tem sido publicado uma série de modelos
matematicos a respeito da dindmica da Célera. Mukandavire et al. em [10], por exemplo,
propuseram um novo modelo para estudar os surtos de Colera de 2008 — 2009 no Zimbabué.
O modelo proposto em [9], considera as formas de transmissao da célera do ambiente para
humanos e de humanos para humanos, representando as interagoes complexas e multiplas
entre o hospedeiro humano, o patégeno e o ambiente. Mais informagoes sobre outros

detalhes cientificos deste modelo pode ser encontrado em [10].
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No modelo proposto em [9], foi considerada uma subdivisao da popula¢do humana
em quatro classes: os individuos suscetiveis (S), os vacinados (V), os infectados (I) e os
recuperados (R). Onde supde-se que a populagao total é contante e igual a N, ou seja,
morrem e nascem a mesma quantidade de pessoas a cada instante de tempo. Assim,
sendo N (t) o nimero total de individuos de populagdo no instante de tempo t, tem-se
N(t) = S(t) + V(t) + I(t) + R(t). Para a concentragdo de vibrides de célera em dgua
contaminada foi usada a notacdo B. As taxas em que individuos suscetiveis adquirem
infeccao de Codlera ou pela ingestao de dgua contaminada por vibrides ou através da
BeBB e A\ = Bul,

respectivamente, onde os subindices e e h denotam as rotas de transmissao do ambiente

transmissao direta de humano para humano sao dadas por A\, =

para humano e de humano para humano, respectivamente. Aqui k£ indica a concentracao
de patégenos no ambiente que produz 50% de chance de infeccao por Colera. Assume-se
ainda que individuos suscetiveis sao vacinados a uma taxa ¢ que depende do tempo ¢, e a
probabilidade de um indiduo vacinado contrair a infec¢ao é dada por o = (1 — €) onde €

representa a eficicia da vacina.

Assim, a dindmica do problema é descrita pelo seguinte sistema de equacoes

diferenciais:

dS
= = uN = (B + Bul) S = (6(8) + p)S.
d
= 005~ (gl + D)V — ¥,
(3.34)
dl B
= = (Berfp + ) (S +0V) = (v + i),
dB
— = & -9B,

onde i ¢ a taxa de natalidade e mortalidade humana, que sao as mesmas, visto que
a funcao que descreve a quantidade total de individuos da populagao foi considerada
constante, £ é a taxa da contribuicao humana para o aumento de vibrides de coélera no
ambiente, ¢ é a taxa de mortalidade dos vibrides e 7 a taxa de recuperagao dos individuos

infectados. A equacao que descreve a variagao de individuos recuperados é dada por

o AT —uR. 3.35
o = —m (3.35)

O objetivo do trabalho estudado é usar o controle 6timo para encontrar o “momento
ideal” para implantar a vacina apos o inicio de um surto de Coélera a fim de minimizar
o custo total da acao. Nesse sentido é necessario uma equagao que modele os custos do

problema.
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Se ¢y € o custo médio do tratamento de um individuo infectado, entdao o custo

médio total do tratamento para os individuos infectados é

Col(t)

A quantidade de pessoas vacinadas em cada instante de tempo é dada por

¢(t)S(t).

Assim, o custo de vacinacgao é dado por

C1¢(t)s(t)a

onde ¢; denota o custo da vacinagao por pessoa. Sendo assim o custo total da agdao de

prevencao e tratamento contra a colera é dado por:

col (t) + c19(t)S(t).

Entao para resolver o problema de controle 6timo é preciso minimizar o seguinte funcional

objetivo:
T
J= [ Teol () + 1)) S(1)] at; (3.36)
sujeito as restrigoes dadas em (3.34). E ainda que
¢(t) =0 quando t <d, (3.37)

onde d ¢é o instante em que se inicia a vacinacdo. Neste modelo é possivel explorar as

melhores estratégias de vacinacao em diferentes tempos de partida.

Entretanto sendo o parametro ¢y muito dificil de estimar, este foi normalizado.

Assim,

o ") + L o(0)S 1)t (3.38)

E entao o problema proposto passa a ser minimizar o seguinte funcional

J(¢,d) = /OT[I(t)+621¢(t)5(t)] dt;  ¢(t) =0 quando t <d, (3.39)
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onde ¢y = —. Note que como ¢y é uma constante, o mesmo controle que minimiza (3.38)
Co

também minimiza (3.39).

Para um dado valor d, (0 < d < T'), o conjunto de controles admissiveis é dado por:

I'(d) ={o(t) | 0 < o(t) < Pmaz, @(t) =0 set < d}, (3.40)

Aqui ¢,,4, denota o limite superior das taxas de vacinacao, uma vez que existem
algumas limitagoes praticas sobre o esforco de vacinagao num contexto de epidemia de

cOlera.

Para cada d, o conjunto de controles admissiveis I'(d) é fechado e convexo, e
também o integrando do funcional objetivo em (3.39) é convexo nas varidveis S,V, I e B e

na variavel ¢.

De fato, se pegarmos dois elementos de I'(d), ¢1(t) e ¢2(t) temos que
ag(t) + (1 —a)pa(t) =0 se t<d
pois, ¢1(t) =0 e ¢a(t) =0 se t < d. Além disso, se tomarmos 0 < a < 1
0<ag(t)+ (1 - a)da(t) < Pmaa

pois, 0 < ag(t), 0 < (1 — a)p(t), adi(t) < admaz € (1 — a)Pa(t) < (1 — @)dmas-
Dai,

0 < Oéqbl(t) + (1 - Oé)ga(t) < a¢maw + (1 - a)¢maz - (bmax-

O que mostra que a convexidade do conjunto de controles. Para mostrar a convexidade
do integrando usaremos a definicao de convexidade dada pela observacao 2.1 referente a
defini¢ao 2.3.

Mostraremos a convexidade do integrando na variavel ¢, para tanto considere

f(ta S(t)7 V(t)’ I(t)v B<t)v ¢(t)) = I(t) + 021¢(t)5(t)'
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Dai, tomando 0 < o < 1 temos que:

af(t,S@),V(t),1(t), B(t), ¢1(t)) + (1 — ) f(£, S(t), V (1), (1), B(t), $2(t)) =

|
o

(L(t) + c2101(1)S(1)) + (1 — ) (L () + ca192(1) S(2))
(t) + aca11 (1) S(8) + (1 — a)eara(t)S(¢)

= I(t) + caS(t)(agi(t) + (1 — a)ga(t))

= f(t,S(), V(),1(t), B(t), a1 (t) + (1 — ) ga(2)).

I
~
SN— SN—

O que mostra a convexidade na variavel ¢. Analogamente, se prova a convexidade nas

outras variaveis.

Entretanto, o modelo ¢ linear na variavel ¢. Entao, com base nos teoremas de
controle 6timo dados em [4], dado 0 < d < T existe um controle ¢*(¢) que minimiza o
funcional (3.39). De fato, o controle étimo também é tinico para um 7' pequeno, devido a
propriedade de Lipschitz das equagoes de estados (3.34) e das limitagoes das varidveis de

estado [4, 5]. No decorrer do texto serd usada as seguintes equiveléncias de notagao:

J(&*.d) = min J(6,d) (3.41)

Do Teorema 2.4, do Principio do Méximo/Minimo de Pontryagin, existem fungoes
diferenciaveis por partes Ag, Ay, A\; e Ag associadas respectivamente as variaveis S,V [
e B, denominadas fungoes adjuntas, que minimizam/maximizam o Hamiltoniano, logo

também o funcional objetivo. O Hamiltoniano nesse caso ¢ dado por

H(t, S(t), V(1), 1(t), B(t), (1), As(t), Av (), Ar(t), An(t)) =

= 1)+ eSO+ 2500 [o = (B + 80T S - 610) + S
+ Ay (1) {gb( )S —o (ﬁe + 5h1> vV — HV}

00 [(Be s + 80T (S +oV) = (]

+ Ap(t) €] —0B]. (3.42)



72

E as fungoes adjuntas satisfazem

ds __OH v OH A 0H  dw_ OH
a 9S> dt 9V’ dat 9l dt OB’ '

ou seja,

s

25— no(0) + (B + A ) Ds(t) = Ar(0)] + 60 Ds(0) = Av(0)] + As(0)s

dgtv - (56k+3+ﬁ“> v (t) = Ar(t)] + Av ()

i

o - it SBr(As(t) = Ar(t)) + oV Bu(Av(t) — Ar(t)) + Ar(t) (v + ) — Ap(t)§

dd)\f = b ((k—l—kB)?> [(As = Ar)S + (Av(t) = An)Va] + Ap(t)d.

Com condigoes de transversalidade:

As(T) =0, MA(T)=0, M(T)=0, Mp(T)=0. (3.44)

A condicao de otimalidade vista na subsecao 2.3.4, caso em que o controle é limitado,

nos diz que
o* =0 se %Z <0
0< 0" < Omaz s€ %{Z =0 (3.45)
9" = Pmaz se %Z >0,

onde,

OH

67¢ == CQlS - )\SS + )\VS

sujeito as restrigoes dadas em (3.40). Numericamente, [9], é possivel obter que um intervalo
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de tempo nao vazio, onde —— nunca é zero. Isso significa que a solugao 6tima consiste
99

em se vacinar o maximo de individuos possiveis ou nao fazer uso da vacinagao. A funcao

controle 6timo descreve como essas duas medidas devem ser tomadas a cada instante de

tempo. Note também que o fato da derivada parcial do Hamiltoniano em relagad a variavel

de controle ¢ nunca se anular implica que o nimero de individuos suscetiveis também

nunca sera zero.

Em resumo, com uma taxa 6tima de vacinagao, ¢*(t) e os estados correspondentes,
S*(t),V*(t), I*(t) e B*(t), existem varidveis adjuntas, Ag(t), Ay (t),\;(t) e Ap(t), que
satisfazem o sistema (3.43). Além disso, o controle 6timo é caracterizado por (3.40) e
(3.45).

Note que no ultimo instante de tempo, T,

OH
—(T) = 1 5(T) > 0.
96 (T) = enS(T)
Para que a auséncia de controle seja 6tima é necessario que
OH
— < 0,
o9

ou seja, que

(021 — )\5(1}) + Av(t))S(t) < 0
= C91 — /\5’(75) + Av<t) < 0 pois S(t) >0Vt
= (2 < As(t) = Av (D).

Sendo assim, nao é 6timo a auséncia da vacina no ultimo instante de tempo, 7.

Devido a nao-linearidade dos sistemas de equacoes e as condigoes de contorno
separadas, o problema de controle 6timo teve que ser resolvido numericamente. Para tanto
os autores utilizaram o método Forward-Backward Sweep, que pode ser encontrado em [7],

no capitulo 4, p. 49 — 56.

3.2.2 Resultados

Na Tabela 3.1 estao os valores dos parametros utilizados nas simulagoes do modelo.
Os graficos da Figura 3.7 mostram o nimero de individuos infectados em funcao do tempo,
sem o controle da vacinacao (linha sélida) e com a vacinacao (linha tracejada). No gréfico

da esquerda, a vacinagdo comeca logo no inicio do surto de Cédlera, ou seja, com d = 0,
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enquanto que no grafico da direita, a vacinagdo comeca dois dias apds o inicio do surto, ou

seja, com d = 2. Em cada uma das hipéteses, d = 0 e d = 2, ou seja, fixado o dia de inicio

da vacinacao, pode-se encontrar numericamente a solugao 6tima de vacinagdo. Em [9],

o parametro de custo ¢y utilizado na simulacao mostrada pela Figura 3.7 foi ¢o; = 1,0.

Claramente podemos notar que, em ambos os casos, a vacinagao reduz significativamente

o nimero de infecgoes por Colera durante toda a epidemia. Observe que se nao houver o

controle da vacinacao o nimero de infectados passa de 5000 individuos; niimero este que

tem uma reducao de 85% se a vacinagao 6tima é aplicada logo no primeiro dia do surto ou

de 71% se ¢é aplicada a partir do segundo dia de surto.

Figura 3.7 — Os dois graficos abaixo mostram os nimeros de individuos infectados em relacio
ao tempo, quando se aplica o controle 6timo (linha tracejada) e quando nao se
aplica nehuma medida de controle (linha sélida). No gréfico da esquerda o controle
(vacina) é aplicado no primeiro dia de surto enquanto no da direito o controle é
aplicado dois dias ap6s o surto. A condigao inicial de individuos infectadas utilizada
por Modnak et. all. [9], na simulacdo dos graficos foi I(0) = 100.

wm— Sem controle
= = = Comcontrole 6timo

Infectados

Infectados

w— Sem controle
= = = Com controle 6timo

tempo (em dias)

tempo (em dias)

Tabela 3.1 — Tabela com os valores dos parametros utilizados nas simulacées do Modelo de

Vacinagao Contra a Colera

Parametro Simbolo  Valor
Populacao Total N 10000

Taxa de Natalidade/Mortalidade i (43,5 ano)~!
Concentracao de vibrioes da Célera no ambiente k 10%cells/ml
Taxa de recuperagao dos individuos infectados v (5 dia)~*
Taxa da contribui¢ao humana para o aumento de vibrioes 13 10cells/ml-dia
Taxa de mortalidade dos vibrides no ambiente o (30 dia)~!
Taxa de ingestao de vibrides pelo meio Be 0,075/dia
Taxa de ingestao de vibrides por meio de interacoes humanas B 0,00011/dia
Taxa méxima de vacinacao Ormax 70%
Eficacia da Vacina contra a Cdlera € 75%

Fonte: [9].
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Os graficos mostrados na Figura 3.8 descrevem o comportamento do controle 6timo,
¢*(t), correspondente aos graficos da Figura 3.7, o grafico da esquerda na Figura 3.8 mostra
o comportamento do controle 6timo referente ao grafico da esquerda na Figura 3.7 e o da
direita na Figura 3.8 o da direita na Figura 3.7. Em cada um dos casos, podemos ver que
quando se vacina a populagao o faz com a taxa maxima, no caso com taxa maxima de
70%, o que é esperado, pois o estudo analitico do modelo afirma que seria 6timo se vacinar
o maximo de individuos possivel ou nio se vacinar ninguém. E importante observar que
no caso do gréafico da esquerda o periodo de vacinacao se inicia dois dias apds o inicio do
surto, ou seja, com d = 2, por esse motivo a taxa de vacinacao ¢ zero nos dois primeiros
dias do surto. Outra observacao importante a se fazer diz respeito ao periodo de vacinagao
em cada um dos casos exibidos. O grafico da esquerda por exemplo mostra um periodo de
vacinagao maior que o da direita, fato esse que pode ser explicado pela Figura 3.7, uma
vez que a curva de infec¢ao correspondente a vacinagao logo no inicio do surto, decai para
0 ligeiramente mais lento que a curva de infeccao correspondente a vacinacao dois dias

ap6s o inicio do surto.

Figura 3.8 — Os dois graficos abaixo de Modnak et. all. [9], mostram as trajétérias do controle
otimo quando este é aplicado logo apds o primeiro dia de surto e dois dias apds o

inicio do surto, respectivamente.
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Fonte: [9].

Fixado um dado valor para o parametro de custo normalizado da vacinagao por
pessoa, g1, é possivel simular o comportamento do funcional objetivo J(¢*,d) sob as
restrigoes dadas em (3.40), com d variando dentro do intervalo 0 < d < T, onde T esté
definido como 100 dias. Ver Figura 3.9. Desse modo, é possivel analisar as situacoes onde
a vacinacao ¢é aplicada apos o inicio do surto de Célera e buscar as melhores condigoes

para implantar as vacinas exibindo a variagdo do custo minimo em relagao ao tempo.
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Figura 3.9 — Nestes graficos temos o comportamento do funcional variando com relacido ao dia
de inicio da implementacao do controle, d, para diferentes valores do parametro de
custo co1. No primeiro grafico Modnak et. all. [9], adotam c2; = 0,1 e no segundo

C21 = 0, 0.

f(d)
f(d)

Na figura 3.9 é possivel ver que quando d é grande, isto é, quando a vacinacao nao
é aplicada logo no inicio do surto os efeitos da mesma sao pequenos e J(¢*, d) pode ser

aproximada por:
T
/ I(t)dt =~ 5 x 10",
0

Isso significa que quando se deseja vacinar a populagdao nao é viavel demorar muito tempo
apods o inicio do surto para comecgar o processo, caso contrario nao estariamos minimizando

o funcional (3.39).

A diferenca entre o gréafico da esquerda e o da direita da Figura 3.9 esta nas posigoes
iniciais J(¢*,0) quando se adota co; = 0,1 e o1 = 0,5, respectivamente. Note que no
primeiro caso J(¢*,0) é menor que no segundo caso e ainda que em ambos 0s casos a

curva € crescente com relagao a d.

Com o mesmo intuito foram analisados outras simulagoes variando o valor de ca1,
ver Figura 3.10. Para cada valor de co;, simularam o controle étimo com d percorrendo o
intervalo 0 < d < T. podemos observar que a medida em que o valor de cp; aumenta, o
valor inicial de J(¢*, d) também aumenta, isto é, J(¢*,0) também aumenta, o que é natural
de se esperar, pois estao aumentando o custo de vacinagao por pessoa. Entretanto, em
todos os casos, a curva de J(¢*, d) se aproxima de 5 x 10%, quando d — T'. As simulag¢oes
destas curvas revelam ainda um certo padrao, os diferentes valores de cy; levam a dois
comportamentos diferentes da curva J(¢*,d). Os autores de [9] puderam constatar que
quando ¢g; < 1,4 (ver Figura 3.9 e os dois primeiros graficos da Figura 3.10), J(¢*, d)
sempre aumenta com d e se aproxima de 5 x 10%, enquanto que quando co; > 1,4 (ver os
dois ultimos graficos mostrados na Figura 3.10), J(¢*, d) mantém-se aproximadamente

constante e igual a 5 x 10%, para todos os valores de d. Esse cenario nos mostra que, com o
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objetivo for minimizar o funcional (3.39), quando temos um custo de vacinagdo por pessoa

muito alto a estratégia 6tima de controle se da na auséncia da vacingao, ou seja, ¢* = 0.

Figura 3.10 — Estes graficos mostram o comportamento do funcional variando com relacao ao
dia de inicio da implementagao do controle, d, segundo Modnak et. all. [9], para
valores de co1 = 1,0 e ¢co1 = 1,2, nos graficos que compdem a primeira linha,

respectivamente, co; = 1,4 € co1 = 2,0 nos graficos que compoem a segunda linha,

respectivamente.
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A principal observagao numérica obtida, segundo os autores, Modnak et al. [9], é
que, se o custo normalizado da vacina por pessoa contra a Célera é inferior a um valor
critico, no caso c3; ~ 1,4, entao quanto mais cedo se iniciar o processo de vacinagao
melhor, ou seja, o tempo 6timo é d = 0. Enquanto que, se ¢o; é maior do que o valor
critico c3;, entao a vacinagao nao iria contribuir para o controle 6timo, tendo em visto
a minimizacao do funcional objetivo, consequentemente, nessa circunstancia a vacinagao

nao seria ideal.

3.2.3 Discussao

O modelo de controle 6timo proposto em [9] tem como principal objetivo analisar

os efeitos das vacinas em cenarios de epidemia de Colera para poder entender quais sao os
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momentos ideais para vacinar a populagao de forma a equilibrar os ganhos e os custos da

vacinacao.

Perceba que a solu¢ao 6tima depende do objetivo do problema. Em [9] um dos
objetivos foi a reducao dos custos da vacinagao, sendo assim foi incorporado os custos da
mesma no funcional objetivo. Se o objetivo do problema fosse apenas minimizar o nimero

de individuos infectados, entdo o funcional objetivo a ser minimizado seria,
T
J= / I(t) dt. (3.46)
0

Neste caso em que o objetivo é apenas minimizar o niimero de individuos infectados sem
se preocupar com o custo, o ideal seria a aplicagao da vacinagao logo no primeiro dia de
surto, independentemente do preco da mesma. Mas na pratica nem sempre isso é possivel
devido aos recursos médicos geralmente limitados, fato que sugere uma preocupacgao sim

com os custos.

Em resumo, a solugao 6tima do problema abordado em [9] diz que num contexto
de surto, a vacinacao deve comecar o quanto antes, desde que os precos das vacinas
sejam suficientemente baixos se, no entanto, os precos da vacina sao superiores a um
determinado valor, entao a vacinagao deixa de ser viavel e outras formas de controle podem
ser consideradas. Esse modelo, porém nao considera outras medidas de controle e segundo
os autores uma combinacao deste modelo com saneamento, higiene, hidratagao e outros
tratamentos médicos apropriados seria mais provavel produzir melhores resultados na luta

contra a Coélera.

No préximo Capitulo veremos mais uma aplicagdo da teoria de controle étimo
num modelo com varias restrigoes, onde apresentaremos uma solucao analitica e algumas

simulacoes a melhor compreensao do modelo.
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4 CONTROLE OTIMO NUM MODELO DE VACINACAO CONTRA A
VARICELA

Neste capitulo propomos um modelo matematico que descreve a dindmica do virus
varicela-zoster com um tipo de controle, a vacinacao, e definimos as condigdes necessarias e
suficientes para a existéncia de uma func¢ao vacinacao em funcao do tempo que minimiza os
custos gastos com a prépria campanha de vacinacao assim como os gastos com internagoes
advindas desta doenca. Para a elaboragao deste modelo nos baseamos nos trabalhos de
Vieira et al., [16], Shulgin et al., [14], Potapov et al., [13] e Modnak et al., [9].

4.1 INTRODUCAO

A varicela, que é causada pelo virus varicela-zéster, popularmente conhecida como
catapora no Brasil, tem a populacdo humana como hospedeira, é uma doenca infecciosa,
altamente contagiosa, muito comum na infancia. Embora a catapora seja mais comum
em criangas entre um e dez anos ela pode ocorrer em pessoas suscetiveis de qualquer
faixa etaria. A doenca se manifesta por meio de febre e aparecimento de bolhas na pele
do corpo, “catapora”, que cocam. Ainda que a doenca se manifeste de forma fraca ela
confere ao individuo imunidade permanente embora o virus nao seja eliminado pelo sistema
imunoldgico, CIVES (2014).

A doenga ¢ altamente transmissivel, segundo o Centro de Informagao em Satde
para Viajantes cerca de 90% dos individuos susteptiveis que convivem com uma pessoa

infectada manifestarao a doenca. A transmissao do virus é dada principlamente pelo

Figura 4.11 — A esquerda temos uma foto da manifestacio da varicela zéster numa crianca e a
direita da herpes zéster em um adulto.

Fonte: [25], [26].
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contato direto entre individuos suscetiveis e individuos infectados através da secrecao
respiratéria (goticulas de saliva, espirro, tosse) ou pelo contato direto com o liquido
das vesiculas (lesdes). E possivel ainda a transmissdo da varicela durante a gestacio
através da placenta. Na grande maioria dos casos o préprio sistema imunolégico controla
a replicacao viral e o individuo evolui para a cura da doenca, mesmo sem tratamento
especifico. Contudo, os mecanismos de defesa nao eliminam completamente o virus, e o

agente infeccioso permanece latente no organismo por toda a vida.

Uma doenca secundaria decorrente da reincidéncia tardia do virus que permanece
latento no organismo ¢é a herpes-zoster, também conhecida como cobreiro. Esta, por sua
vez ¢ mais comum em adultos ou em paciente imunocomprometidos, portadores de doencgas
cronicas, neoplasias, AIDS e outras. O virus permanece latente nos glandios préximos a
coluna vertebral e quando encontra condigoes favoraveis de desenvolvimento, geralmente
quando o sistema imunologico fica enfraquecido, o virus reativa-se e chega a pele através
dos nervos correspondentes ao glandio. Os primeiros e dolorosos sintomas da doenca
sdo formigamentos, pele sensivel ou queimagdo no musculo (parte do corpo) devido a
inflamacao do nervo, que podem se agravar causando dores insuportaveis principalmente
quando atingem pessoas idosas até, ou apds, o final do quadro cutaneo caracterizando
a neuralgia poés-herpética. Este quadro cutaneo se caracteriza pela formacao de bolhas
seguindo o trajeto de um nervo, limitam-se a um lado do corpo por onde passa o nervo
atingido. A herpes zo6ster tem quadro pleomérfico (isto é, a ocorréncia de duas ou mais
formas estruturais durante o ciclo de vida), causando desde doenca benigna até outras
formas graves, com éxito letal. E importante destacar que uma pessoa suscetivel pode vir

a adquirir varicela por contato com doente de zoster.

Tanto a Varicela quanto a Herpes-zéster nao sao consideradas doencas letais, mas
dependendo das condigoes dos hospedeiros as internagoes hospitalares fazem-se necessarias,
o que gera um alto custo para a recuperacao destes, além do risco de morte. Uma
das medidas que vem sendo muito utilizadas na prevencao da varicela é a vacinacao da

populacao.

A vacina contra a varicela foi desenvolvida no Japao no inicio dos anos 70, mas
apenas em meados da década de 90 passou a ser mais amplamente utilizada nos paises
ocidentais, CVA (2014) - Centro de Vacinac¢ao de Adultos. E produzida a partir do virus
varicela-zéster atenuado e é altamente eficaz. Uma tnica dose da vacina (via subcutinea)
resulta em protecao em 97% de criancas até 13 anos e com duas doses se obtém resultados
semelhantes em pessoas maiores de 13 anos, CVA (2014). De acordo com dados do Hospital
Sirio-Libanés de Sao Paulo, [20], a imunidade oferecida pelas vacinas contra a varicela
duram cerca de dez anos, apds essa data a eficacia da vacina nao é comprovada e pode

ficar comprometida.

O estudo de um modelo que descreve a dindmica da varicela e leva em consideracao



81

o processo de vacinacao dos individuos se justifica com base na importancia da vacina para

o controle da varicela e consequentemente a melhora na qualidade de vida das pessoas.

No entanto, uma questao muito importante que deve ser levada em consideracao
num contexto de vacinac¢ao é o custo que essa a¢ao gera ao pais, em contrapartida com
os custos advindos de tratamentos a base de drogas e internagoes hospitalares, quando
nao se aplica nenhuma acao de controle. Sendo assim, nosso principal objetivo quando
sugerimos a vacinagao da populagdo como medida de controle contra a varicela é encontrar
estratégias de vacinacao eficazes ao controle da doenca minimizando os gastos gerados por

essa a¢ao juntamente com os gastos no tratamento dos individuos infectados.

Na proxima secao faremos a apresentagao do modelo matematico proposto para

estudar a dinamica do vivus varicela-zoster na populagao humana.

4.2 APRESENTACAO DO MODELO MATEMATICO

Em nosso modelo consideramos uma subdivisao da populacao humana em seis

classes distintas:

e S(t) — nimero de individuos sucetiveis, a cada instante de tempo, ¢, ou seja, pessoas
sadias que nao sao imunes ao virus da varicela-zéster e portanto estao sujeitas a
infecgdo quando em contato com individuos infectado que desenvolveram o quadro

clinico tanto de wvaricela quanto de herpes-zdster.
« V(t) — ntmero de individuos vacinados a cada instante de tempo, t.

e I,(t) — ntmero de individuos infectados por varicela (catapora), a cada instante de
tempo, t, esses individuos podem transmitir o virus quando entram em contato com

pessoas sadias sucetiveis.

e R,(t) — numero de individuos recuperados da varicela, a cada instante de tempo, ¢,
isto é, individuos que desenvolveram a catapora e se recuperaram ficando imunes ao
virus, mas podendo ainda desenvolver a herpes-zoster, pois possuem o virus em seus

glandios.

e I.(t) — ntmero de individuos infectados por herpes-zdster (cobreiro), a cada instante
de tempo, t, esses individuos sao capazes de transmitir o virus da catapora para

individuos sucetiveis.

e R.(t) — nimero de individuos recuperados da herpes-zéster a cada instante de

tempo, t, esses individuos desenvolveram a herpes-zoster e se recuperaram.
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Estamos considerando também que o niimero total de individuos da nossa populagao
¢é constante, ou seja, que a cada instante de tempo nascem e morrem o mesmo nimero de
pessoas. Consideramos N () o nimero total de individuos de nossa populagao no instante

de tempo t, entao

N(t)=S(t)+ V() + 1,(t) + R,(t) + L.(t) + R.(t).

Assim, a dindmica do nosso problema pode ser descrita pelo seguinte sistema de

equagoes diferenciais:

dS
T = uN = (kal, + kL) S — 68 — uS + BV
dVv
= 0S—o(kl+ L)V~ — BV
dl,
& = —puly — oLy + (ki Iy + ko I,) (S 4+ oV)
(4.1)
dR,
- vIv - Rv - Rv
dt Y « 2
dl,
- Rv_ ZIZ_ Iz
dt « 8 2
dR,
= z[z - Rz
di B 2

onde,
e 1 é taxa de natalidade/mortalidade (pois estamos considerando que individuos
nascem e morrem na mesma proporgao),

o ki e ky sao as taxas de infeccao por um individuo com varicela e com herpes-zoster,

respectivamente,
e ¢(t) é a taxa de vacinacao no instante de tempo t,

e o ¢ a probabilidade de alguém vacinado desenvolver varicela, uma vez que mesmo

vacinado o individuo possui uma pequena probabilidade de contrair a doenca,

e [ ¢ a taxa em que a vacina deixa de fazer efeito, no caso, aproximadamente depois

de dez anos,

* 7, €7, sdo as taxas de recuperacao dos individuos infectados por varicela e por

zoOster, respectivamente, e
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e « é a taxa em que individuos recuperados da varicela passam a desenvolver a

herpes-zoster.

A seguir faremos uma breve analise qualitativa do nosso modelo e algumas simu-
lacbes para nos auxiliar na avaliagao de como a vacina interfere na dinamica do virus

varicela-zoster na populacgao.

4.3 ANALISE QUALITATIVA

Para verificar se nossas simulagdes correspondem aos estudos tedricos sobre nosso
modelo, (4.1), é importante encontrarmos os pontos de equilibrio do mesmo. Para isto

basta resolver o seguinte sistema homogénio:

ds
o= = pN — (kil, + kol.) S — ¢S — pS+ BV =0
dv
- = ¢S — o (kly + kol.)V —pV — BV =0
dl,
=l =+ (il + kL) (S + V) =0 (4.2)
dR,
= ’U[’U — R’U — R’U - 0
7 g o Iz
dl,
— RU — ZIZ — [Z - O
7 o 7. Iz

Por simplicidade escrevemos ¢ = ¢(t). No sistema (4.2) estamos considerando
constante o nimero total de individuos de nossa populacdo. Desta forma podemos
desconsiderar a equacao dj;z = .1, — uR,, uma vez que sendo a populagao total constante
obtemos R,, resolvendo a equacao R, = N — (S+V + I, + R, + L.).

Se em nosso modelo nao tivermos nenhuma medida de controle, ou seja, se conside-
rarmos a vacinagao nula para todo instante de tempo ¢, entao nosso modelo se resume
ao estudado por Vieira em [15]. Neste trabalho, [15], Vieira faz um estudo qualitativo da
dindmica do virus wvaricela-zoster na populacao quando nao se tem nenhuma medida de
controle para a doenga. E provou por meio de Bifurcacao de Hopf a existéncia de surtos

periddicos da varicela. O modelo estudado por ele é apresentado a seguir, sistema (4.3),
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onde mantivemos a mesma notagao para os parametros:

dsS
dl,
dt = _lu[v - ’vav + (kljv + k21z> S
(4.3)
dR,
= v[v - Rv - Rv

di Y o H
dl

Z = Rv - z[z_ Iz
dt «Q v H

Neste modelo, (4.3), o nimero de individuos da populacdo também é considerado

constante, entao foi omitida a equagao d—tz = .1, — uR, que também compde o modelo.

Os pontos de equilibrio de (4.3), sao Qy = (NN, 0,0,0), que é o ponto de equilibrio

trivial, ou seja, a populacao sem a doenca e sem a presenca do virus. E

* * ’}/’U * CVYU *
Q = <S 711)7 ]’U7 Iq)) )
: (+72) " (n+72)(n+ )

onde

St = " e Iv——A ,
k20571)
(14 7)1+ @)

Resolvendo o sistema (4.2), encontramos os pontos de equilibrio do nosso modelo

com A =Fk +

que sao Qo = (N,0,0,0,0), o ponto de equilibrio trivial, que é dado quando I,(t) = 0

e ¢(t) = 0 para todo t, Q1 = ¢]\_f|_(l(;++ﬁ%)’ 14 (]/j—i_ 3) ,0,0,0 |, quando I,(t) =0 e
¢
_ * * * va * Oé"}/v *
o(t) #0e Qo= (S VA it &)Iv, eI a)[”> quando I,(t) # 0 onde
k1+ kQCVYv
(1 +72) (1 + @)
_ op(p+ )
kyary, kyary, ’
k k I*
( o (u+7z)(u+a)> V””( v (u+%)(u+a)> : “”*5]

k2047v kQOm/U *
<k1 " (u+vz)(u+a)> lwﬂf (kl " (u+7z)(u+a)> g HH@]
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e I} é dado pela solugao positiva (quando houver) da seguinte equacao do segundo grau:

a(IX)? + bl +c=0

onde, a = —A%0(u+), b= A’uNo — A(u+7,)(¢o + p+ B+ Acg) — (¢ + p)(n+ 1) Ao
ec= (g0 +p+B)ANp — (¢ + p)(p+ 7)) + (1 + )08 — (¢ + po)

Lembremos que nesse caso, no calculo do ponto de equilibrio nao trivial, I} precisa ser
maior que zero, caso contrario o ponto de equilibrio seria o ponto de equilibrio trivial.
Note também que o ponto de equilibrio )1 quando I, = 0 e ¢ # 0 nao é interessante para
nosso problema uma vez que se nao ha a presenca do virus na populacao nao faz sentido a

vacinacao da mesma.

A Tabela 4.2 contém os valores dos parametros utilizados nas simulagoes do nosso
modelo e nos cédlculos feitos para encontrar o ponto de equilibrio nao trivial quando nao ha
vacinagao e foram extraidos do trabalho [15] e de informagoes disponiveis pelo CVA, [21].

As simulagoes apresentadas neste capitulo foram feitas utilizando o programa MATLAB.

Utilizando o software MATLAB e os valores dos parametros da Tabela 4.2 calcula-
mos o ponto de equilibrio nao trivial do nosso sistema quando nao temos nenhuma
medida de controle, ou seja quando ¢(t) = 0 para todo ¢, este ponto é dado por
Q2 = (0,1590, 0, 2,7664 x 1079, 4,1741 x 107¢, 4,8658 x 107?).

Tabela 4.2 — Tabela com os valores dos parametros utilizados nas simulagoes do Modelo de
Vacinacgdo Contra a Varicela, estes pardmetros tembém foram utilizados no modelo
de A. Vieira em [16]

Parametro Simbolo  Valor

Populacao Total N 1

Taxa de Natalidade/Mortalidade o 1/(71 x 360) dia™*
Taxa de infeccao por um individuo com varicela kq 0,899

Taxa de infeccao por um individuo com herpes-zoster ko 9,99 x 107°

Taxa em que a vacina deixa de fazer efeito I6] 1/3650 dia™*

Taxa de recuperagao dos individuos infectados por varicela Yo 1/7 dia™!

Taxa de recuperagao dos individuos infectados por zoster v, 1/21 dia™!

Taxa em que R, tornam-se [, a 1/(50 x 360) dia™*
A probabilidade de alguém vacinado desenvolver Varicela o 3%

Custo de tratamento para individuos infectados por varicela c1 0,5

Custo de tratamento para individuos infectados por zoster Co 0,8

Custo individual da vacina C3 0,01

Custo dos gastos em niveis elevados de intervengao Cy 0,2

Taxa de desconto r 0,045% dia™"
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Para verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio @)y e Q2 precisamos encontrar
os autovalores da matriz jacobiana associada ao sistema (4.2) nestes pontos. FEstes

autovalores, nos pontos (Qy e ()2, sdo dados pelas raizes dos polindmios

p(A) =A% —0,7080\" — 0,0364\* — 1,6136 x 107°A\* — 1,6421 x 1077X — 4,1792 x 10~
[§

p(A) = N°+0,0481A*+1,9192x 10 °A3+1,2195x 109 \2—4, 1884 x 104\ —2,4727x 108,

respectivamente. Numericamente, verificamos que as raizes dos polinémios sdo aproxima-

damente

r1 = 0,756, ro = —0,0477, r3 = —0,0003, ry, = —0,0001, r5 = —0,0000

r = —0,0477, 75 = —0,0003, 75 = —0,0001, 74 = 0,0000, 75 = —0, 0000,

respectivamente, o que nos permite dizer que )y e (2 sao, pontos de sela.

Na Figura 4.12 temos a representacao dos polinomios caracteristicos relativos aos
pontos @)y, na esquerda, e ()2, na direita, num pequeno intervalo onde podemos notar a

presenca de uma raiz negativa em ambos os polinomios.

Figura 4.12 — Nos polinémios caracteristicos relativos a QJg, na esquerda, e (J2, na direita, num
pequeno intervalo podemos observar a presenca de uma raiz negativa entre —0,05

e —0,04 em ambos os polinémios.
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4.4 ANALISE DA DINAMICA

Vamos considerar que um surto de Varicela tenha aparecido pela primeira vez

na populacao e que neste episédio nao foram tomadas nenhuma medida de controle, ou
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Figura 4.13 — O segundo gréafico apresenta a dindmica do virus da Varicela assim que ele se
instala na populacdo. As condi¢Ges iniciais consideradas nesta simulacio foram
S(0) =0,999, V(0) =0, I,(0) = 0,001, R,(0) =0 e I,(0) =0 e 100 dias. Com os
valores de pardmetros da Tabela 4.2. O primeiro grafico representa a auséncia de
vacinagao.
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seja, nao houve vacinagao da populagdo. Assim, a dindmica do nosso problema pode ser

analisada observando-se os resultados apresentados na Figura 4.13.

Podemos observar, pela Figura 4.13, que por volta de 15 dias mais da metade
da populacao fica infectada com o virus da Varicela. No entanto se propusermos uma
estratégia de vacinacao constante, vacinando 1% da populacgdo a cada instante de tempo a

dindmica do nosso problema mudaria para a representada na Figura 4.14.

Pela simulagao, Figura 4.14, o nimero de infectados por Varicela nao chega a
atingir 50% da populacdo enquanto que se nao adotarmos uma medida de vacinacao esse
nimero sobe para quase 60%, ver Figura 4.13. Porém tanto na Figura 4.13 quanto na
Figura 4.14 temos apresentadas a dinamica da Varicela num espago de tempo relativamente
curto. Levando em consideracao que ha pouco mais de 500 anos ja se havia relato da
manisfestagdo de tal virus na populagio, [24], se justifica uma anélise do nosso modelo
durante um periodo de tempo maior. Em algumas simula¢oes admensionalizamos nosso
sistema (4.1) utilizando u‘l para denotar o tempo. Assim nossos novos parametros passam
aserk_lzﬁ,k}:@,Q_SZ?,B:é,%zﬁ,fy}:ked:g,eentéoadinémicado
nosso problema é descrita pe/fo seguiﬁte sistega admen/éional, no qual foram mantidas as
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Figura 4.14 — O segundo grafico mostra a dindmica do virus da Varicela assim que ele se instala
na populacao tendo como medida de controle da doenca a vacinacao de 1% da
populacao a cada instante de tempo, que é representada no primeiro grafico. As
condicOes iniciais utilizadas nessa simulacao sdo as mesmas da Figura 4.13.
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mesmas notagoes do sistema (4.1).

d
L (bL kL)~ 65— S+ AV
dV
s = ¢S—o(kil, + kI,)V =V =5V
dl,
& = —I, — Iy + (k1 Iy, + ko I,) (S 4+ oV)
(4.4)
dR,
= I, — v = 1ly
7 Yoly — @R, — R
dl,
= Rv - z]z - Iz
dt Ao =7
dR,
dt 7

O comportamento do sistema descrito pelas equagoes (4.4) é entao dado pela Figura

4.15, onde cada unidade de tempo equivale a aproximadamente 71 anos.
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Figura 4.15 — O segundo grafico mostra a dindmica do virus da Varicela durante um longo periodo
de tempo, 142 anos, sem que haja nenhuma medida de controle, ou seja, sem que

se vacine a populacdo. Os pardmetros e as condigoes iniciais sdo as mesmas da

Figura 4.13.
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Note que depois de um periodo de tempo relativamente longo o niimero de individuos
suscetiveis oscila e diminue consideravelmente e em seguida tende a se estabilizar proximo
ao ponto de equilibrio calculado anteriormente com os pardmetros da Tabela 4.2. A
oscilagao mostra que ao longo dos anos sao previstos surtos de varicela, como obtido em
[15], ver Figura 4.15. Vale salientar que nosso modelo é um modelo dindmico, ou seja,
estamos considerando que todos os individuos se encontram a cada instante de tempo,
0 que na pratica é impossivel. No entanto nao seria absurdo admitir que os episddios
descritos por nosso modelo, a grosso modo, apenas acontecem um pouco mais rapido que

na realidade.

Vejamos a seguir como a populagao de infectados por Varicela e por Hérpes-Zdster
se comportam uma vez instalado o virus da Varicela na populacao, quando se nao se toma

nenhuma medida de controle e quando se vacina a populagao.
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Figura 4.16 — Os gréaficos abaixo mostram a variacdo do nimero de infectados por Varicela e
por Herpes-Zéster uma vez instalado o virus na populagdo quando nao se toma
nenhuma medida de controle, grifico da esquerda, e quando se vacina 1% da
populacdo de suscetiveis a cada instante de tempo, grafico da direita. As condi¢bes
iniciais consideradas nesta simulagdo foram S(0) = 0,18, V(0) = 0, I,(0) = 0,
R,(0) = 0,49 e I,(0) = 0,001 e os parametros da Tabela 4.2.
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Das simulacoes que obtivemos as figuras, em Figura 4.16, temos que o niimero de
surtos de Varicela é maior e estes sao mais intensos quando nao se vacina a populagao, figura
da esquerda. Quando se vacina 1% da populacao a cada instante de tempo ¢, o nimero de
individuos infectados depois de um longo periodo de tempo tende a 1, 3973 x 1078, enquanto
que, no mesmo periodo, quando nao se vacina a popula¢ao esse niimero se aproxima de
2,2836 x 107 e num tempo infinito se aproxima da coordenada correspondente ao ponto
de equilibrio @, 2,7664 x 107. Para analisar melhor o efeito da vacina durante um
surto de Varicela observemos a Figura 4.17, na qual utilizamos os valores dos parametros
nao admensionalizados. Enquanto que o niimero de infectados sobe bastante quando nao
se toma medidas de controle, quando se vacina a populagao o aumento do ntimero de
infectados é muito sutil e cai até quase eliminar o nimero de infectados em pouco mais de

100 dias, fato que demoraria cerca de um ano sem iniciativas de controle.
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Figura 4.17 — Os gréaficos abaixo mostram a variacdo do nimero de infectados por Varicela
durante um surto quando nao se toma nenhuma medida de controle, grafico da

esquerda, e quando se vacina 1% da populacido de suscetiveis a cada instante

de tempo, grafico da direita. As condi¢bes iniciais consideradas nesta simulagao
foram S(0) = 0,18, V(0) =0, I,(0) = 0,001, R,(0) = 0,49 e I,(0) = 0,001 e os

parametros da Tabela 4.2.
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Destas simulacoes vemos a importancia de se lancar mao a uma estratégia de
controle, no caso a vacinagao. Mas qualquer tipo de estratégia gera um custo e como sao
parcos os recursos da uniao para a satude publica uma gestao eficiente é fundamental. Na
proxima secao propomos um estudo sobre os custos gastos com vacinacao e internacao dos

individuos infectados por mei do Controle Otimo.

4.5 O CONTROLE OTIMO

Explicitada a dinamica da varicela na populacao, vamos dar atencao agora aos
custos gerados pela prevencao (vacina) e tratamento dos individuos infectados pelo virus.
Se ¢1 é o custo de tratamento para cada individuo infectado por varicela e ¢y é 0 custo do
tratamento para cada individuo infectado por herpes-zoster entao o custo total para se

tratar tanto individuos infectados por varicela quanto por zdéster sera dado por:

el (t) + e (t).

Se o custo da vacina é dado por c3, entao

C3¢(t)5(t)

¢é o custo gasto com a vacinacao da populacao a cada instante de tempo ¢. Considere
também o termo quadratico c4¢*(t) que é introduzido para indicar os custos nao-lineares

potencialmente decorrentes em niveis de intervencao elevados [17]. Sendo assim, o custo
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total com os gastos referentes ao tratamento e prevencao da doenga em questao sera dado
por:

lev(t) + CQIZ(t) + ngb(t)S(t) + C4¢2<t>.

Buscamos assim minimizar os custos gastos com vacinacao e intervengoes hospita-

lares devido a varicela e herpes-zoster.

Para resolver nosso problema de controle 6timo precisamos minimizar entao o

seguinte funcional objetivo (veja segdo 2.4):
T

J(p,d) = / [e1 L, (t) + ol (t) + c3(t)S(t) +cad®(t)]e ™ dt ,  ¢(t) =0 quando t < d.
0

Sujeito as seguintes restri¢oes

Ocl; = uN — (kiL, + koI,) S — ¢S — puS + BV
Ogt/ = ¢S — okl + k) V — uV — BV
dl,

il —ply — vy + (k1L + koI,) (S + oV)
dj;” = Yl, —aR, — pR,

(il]; = aR, — .1, — ul,

djz YVl — uRR,

" ¢ um termo econdmico usado para

onde d expressa o dia de inicio da vacinacao, e~
trazer os valores para valores presentes, e r é a taxa de desconto, nesse caso, constante.
Como estamos considerando constante o nimero total de individuos de nossa populacgao,
. .. AR, N
podemos desconsiderar a restri¢cao v V.1, — pR,, uma vez que sendo a populagdo

total constante obtemos R, = N — (S+V + I, + R, + I,).

Lembrando que min{J} = — max{—J}, nos atentaremos em encontrar o max{—.J}
e para tanto usaremos o Principio do Maximo de Pontryagin, Teorema 2.4. Sendo assim,

o funcional objetivo que desejamos agora maximizar passa a ser entao:

Jo.d)= | LD () + el (t) + csb(B)S(E) + cad(t) e dt
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e ¢(t) = 0 quando t < d.

Primeiramente vamos encontrar o Hamiltoniano do valor presente (valor atual do

investimento que serd feito), que nesse caso sera dado como se segue:

H<t7 S(t)7 V<t)7 Iv(t)v Rv(t)v Iz<t>7 ¢(t)7 >‘S(t)7 Av(t), )\Iv (t)v )\Rv (t)v )\Iz (t)) -

dsS dv dl, dR, dl,
= — (C1Iv + ol + 39S + C4¢2) e "+ )\SE + )\VE + Ar, 7 + AR, 7 + A 7

onde S,V,I,, R, e R, sao nossas variaveis de estado, ¢ nossa variavel de controle e

Ass Av, A1, Ar, € A1, sao as variaveis adjuntas correspondentes as variaveis de estado.

E andlogo ao que fizemos na Secao 3.1, para facilitar as contas, usaremos o
Hamiltoniano do valor corrente (ou seja, expresso exatamente com os dados da época) que

¢ dado por:

= —(aoly 4 oI, + 368 + c40?) + As[uN — (k1 I, 4+ koI.) S — ¢S — S + V]
= [0S — o (k1 ], + ko L)V — pV — BV
A, [~ pdy — Yol + (k1 L, + ko) (S 4 oV)]
+Ar, [l — @Ry — pR,)] + A [aR, — 7.1 — pl.]
onde, H = ¢"H e )\, = e"'\,, parat=S,V,I,,R, e L.

Observacao 4.1. A\, sao as variaveis adjuntas cuja existéncia é garantida pelo Teorema

do Méaximo de Pontryagin.

Como, . )
d\,  OH VI OH
i or o a M T g

entao as equagoes adjuntas que o controle 6timo ¢* e os estados associados S*, V*, I, R} e I}

Pk )

devem satisfazer, (ver Segao 2.4) sdo dadas pelo seguinte sistema de equagoes diferenciais:
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d\ - - _
= Mkt kL4 6t ) = Ao = A, kil + KoL) + 50
B - i

W = —)\Sﬁ‘i‘)\v(r—'—()'kllv+O'k'2[z+,u+6> _)\Iva(kllv+k2[z)
dAg, - N _
W = )\Iv(r—le—k10V+u+%) +)\S(k’15)+)\V(l€1(7V) “+
d\ - _

o = )\RU(T—FM—FOK)—)\IZQ

dt

G - : : :

a = )\[Z(T’+M‘|"Yz> +)\g(l€25) +Av(/£2(7v> _)\[v(k25+k20‘/)+02

que satisfazem as condicoes de trasversalidade: A\, (T) = 0.

O conjunto de solugoes admissiveis, ou controles admissiveis, para um dado valor

de d pode ser expresso por:
I(d) = {o(t) | 0 < (1) < Pmaas ¢(t) =0, ¥V t < d},

onde o termo ¢,,,, denota a taxa maxima de vacinagao possivel a cada instante de tempo.
Esse limitante é devido a fatores externos, bem como tranporte, armazenamento das
vacinas e ainda a dificuldade efetiva de se vacinar um nimero muito grande de pessoas

por dia.

Como -
OH < <
5 = (—c3 — As(t) + A (1) S(1) — 2¢c40(t),

a condigao de otimalidade (ver Sec¢ao 2.4), nos d&a que:
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OH C(=es = As(®) + A (1) S(2)
Se 87¢ =0 = o) = 2,
. o< (—c3 — 5\5(2: Av(1))S(t) < b
Se aalz <0 = ¢(t)=0
= 0> (—c3 — As(t) + A (t))S(2)
Yo %lz S0 = Ot) = buas

= 0< (=5 — As(t) + Av(1)S(t) + 2csbrmaq

Estas inequacoes explicitam a solucao analitica do nosso modelo visto que nosso
modelo satisfaz as condi¢oes necessarias abordadas na secao 2.4. No entanto, devido a
nao-linearidade dos nossos sistemas de equacoes, para uma melhor analise da dinamica
do nosso problema de controle 6timo, precisamos resolvé-lo também numericamente. As
simulagoes necessarias para que possamos concluir o trabalho ainda nao foram finalizadas
e ficam como uma proposta de trabalho futuro. Para realizar tais simulac¢oes pretendemos
utilizar também o método Forward-Backward Sweep, o mesmo método utilizado na solucgao
do problema de vacinacao contra a célera e que pode ser encontrado em [7], no capitulo 4,

p. 49 — 56.



96
5 CONCLUSOES

O estudo do artigo de Potapov et al., [13], visto na se¢ao 3.1 do Capitulo 3,
revela quao sensivel ¢é a politica de prevencao 6tima, uma vez que depende dos prejuizos
economicos causados pela espécie invasora, do quao eficiente sao as medidas de prevencao
adotadas tanto em lagos doadores quanto em lagos destinatarios, depende do tempo gasto
na prevencao e ainda de questoes econémicas regionais e, ou mundiais pois o modelo leva
em consideracao também a taxa de desconto. Essas informacoes sao muito tteis ao gestor
de recursos o qual é incumbido de gerir o problema em questao. Com base nos dados
a respeito do problema o gestor pode montar a melhor estratégia de controle, levando
em consideragao os recursos disponiveis e ainda o tempo em que se deseja efutuar a acgao.
Vale salientar no entanto que o modelo proposto neste artigo, leva em consideracao que
a espécie invasora causa prejuizos econdémicos e ambientais, mas pode haver problemas
de invasao onde a espécie invasora embora cause danos ambientais também gera lucro
econdmico na regiao, como € o caso da invasao de Pinus, que causa prejuizos ambientais e

lucro pela comercializagao de sua madeira.

O modelo proposto por Modnak et al. em [9] abordado na segdo 3.2 do Capitulo 3,
sugere o uso de vacinas em situacoes de epidemias de célera apenas quando o custo destas
forem relativamente baixos, tendo em vista o objetivo do problema que é minimizar os
custos gastos com prevencao e tratamento dos individuos infectados de forma a controlar a
epidemia. Como discute o proprio autor, se o inico proposito do problema fosse minimizar
o namero total de individuos infectados entao a melhor estratégia de controle seria a
vacinacao da populagdo o quanto antes. Este modelo porém nao leva em consideracao a
disponibilidade de recursos suficientes, ou seja, assume-se que a quantidade de vacinas é
suficientemente grande para uma vacinacao em massa numa realidade de epidemia, o que
segundo o autor pode nao ser possivel. Para suprir essa e outras limitagoes do modelo
o autor sugere possiveis mudancas no mesmo, como a consideracao da faixa etaria no
momento da vacinagao e a implementacao de outras medidas de controle em paralelo com

a vacinagao, bem como o tratamento da agua e saneamento basico.

Com base na teoria entao estudada durante este trabalho propomos, no Capitulo
4, um modelo matematico baseado nos trabalhos de Ailton L. Vieira, [16], que descreve a
dindmica do virus “varicela-zoster” na populacao humana, cujo estudo sobre a periodicidade
dos surtos de varicela estd descrito em [15], e de Boris Shulgin, [14]. No modelo propomos
uma medida de controle, a vacinagao, e buscamos por meio do controle 6timo minimizar
os custos desta vacinacao juntamente com o tratamento dos individuos infectados. Foi
possivel observar nas simulagoes do nosso modelo que a aplicacao de uma estratégia de
vacinacao constante de 1% da populacao a cada instante de tempo diminue a quantidade
e intensidade dos surtos de varicela num dado periodo de tempo. No entanto, ainda nao

podemos afirmar que esta estretégia de controle seja a mais adequada ao problema proposto,
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uma vez que nosso objetivo é reduzir o nimero de individuos infectados juntamente com
os custos gastos com a vacina e intervengoes hospitalares. Para poder explicitar qual é
a melhor estratégia de vacinagao a ser tomada nestas circunstancias precisamos ainda

finalizar algumas simulacoes que serdo consideradas numa proposta de trabalho futuro.
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