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RESUMO

As leis de balanco expressam de uma maneira mais geral as leis de conservacao e, portanto,
é natural que coincidam em algumas defini¢oes ou resultados que vamos mostrar aqui. Um
sistema de leis de conservacao estritamente hiperbélico numa dimensao espacial sob certas
condigoes ¢ um sistema simetrizavel, portanto, possui uma entropia convexa. Isto induz a
definir o par entropia-fluxo de entropia e a producao de entropia, ingredientes minimos para
usar o critério de admissibilidade da taxa de entropia e conferir se a solugdo do problema
de Riemann respectivo é 6timo. A taxa de entropia definida aqui em termos da entropia é
um funcional que pode ser minimizada nos leques de ondas com estados constantes do
problema de Riemann, usando as equacoes de Euler-Lagrange. Primeiramente, mostramos
que as solugoes do problema de Riemann sdo fungdes de variagao limitada, resultando
num método variacional para resolver o problema. Neste trabalho sera mostrado que a
solucao obtida pelo método variacional, coincide com a solugao obtida pelo método das

curvas carateristicas.

Palavras-chave: Lei de conservacao. Problema de Riemann. Par Entropia - Fluxo de

entropia. Producao de entropia. Taxa de variacao da entropia.



ABSTRACT

The balance laws express in a more general way the conservation laws and therefore it is
natural that they coincide in some definitions or results that we will show here. The strictly
hyperbolic systems of conservation laws in a spatial dimension under certain conditions
is a symmetrizable system, therefore it has a convex entropy. This induces to define
the entropy-entropy flux pair and the entropy production, minimum ingredients to use
the Entropy rate admissibility criterion and check whether the solution of the respective
Riemann problem is optimal. The entropy rate defined here in terms of entropy is a
functional that can be minimized in the wave fans with constant states of the Riemann
problem using the Euler-Lagrange equations, we show that the solutions of the Riemann
problem are functions of bounded variation, resulting in a variational method to solve
the respective problem. In this work it will be shown that the solution obtained by the

variational method, coincides with the solution obtained by the method of characteristics.

Key-words: Conservation Law. Riemann Problem. Entropy - Entropy flux Pair. Entropy

Production. Rate of Change of the Entropy.
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1 INTRODUCAO

Varios fendomenos na natureza podem ser expressados como leis de conservagao ou
de balango, que sao formulados em termos de equacoes diferenciais parciais em forma de
divergéncia; por este motivo, a busca de métodos de resolugao para estas equacoes é de

muita importancia.

1.1 Introdugao Histoérica

No século XVIII, Antoine Lavoisier (1743-1794) formulou pela primeira vez a lei
da conservagao da massa para reagoes quimicas, que hoje formulamos da seguinte forma

para sistemas fisicos em geral:
Num sistema isolado, a massa total permanece constante ao longo do tempo.

e no século XIX, o fisico James Prescott Joule declarou o principio da conservacao da

energia.
A energia nao pode ser criada nem destruida: a energia pode apenas transformar-se.

Como exemplos classicos de lei de balanco e lei de conservagao podemos citar as
equagoes de Euler para um gas compressivel (século XVIII) e as equagdes de evolugao de

Maxwell (século XIX).

Estas leis de conservacao enunciadas acima, sao s6 algumas das que motivaram o
desenvolvimento de um formalismo rigoroso pelos mateméticos até hoje. Alguns critérios
de admissibilidade para a solucao das leis de conservacao e leis de balanc¢o foram inspi-
rados da fisica. Por exemplo a entropia (do grego, que significa transformagcao), que em
termodinamica é uma grandeza fisica que mede o grau de organizacao de um sistema em
equilibrio. O conceito foi introduzido e desenvolvido por Rudolf Clausius no ano 1865
em Annalen der Physik und Chimie. Ainda nesse trabalho, Clausius resumiu as Leis da

Termodinamica nas expressoes: Primeira Lei da Termodinamica
A energia do Universo é constante;

e a Segunda Lei da Termodinamica
A entropia do Universo tende para um mdximo.

A defini¢ao de entropia induz a existéncia de uma nova lei de conservagao associada
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com a original, que nés chamaremos de par entropia-fluzo de entropia. Na China, nos anos
1960’s foram apresentados alguns artigos que mencionam a possivel constru¢ao de uma
solugao do problema de Riemann com a ajuda do par entropia-fluxo de entropia, isto foi
divulgado muitos anos depois na comunidade cientifica internacional por Chang e Hsiao
em [5] e por Hsiao e Zhang em [12]. O critério de admissibilidade da taza de entropia
foi proposto por Constantine Dafermos em [11] no ano 1973, é com este critério que se
conseguiu os fundamentos suficientes para resolver o problema de Riemann na versao

unidimensional por métodos variacionais, que foi apresentado no artigo [8] em 2009.

Neste trabalho, apresentamos os principais resultados obtidos de acordo com
Constantine Dafermos nos artigos [8], [11] e no livro [9], que induzem a resolu¢do por um
método variacional do problema de Riemann, no caso unidimensional. Portanto, nao estao
incluidos alguns temas e defini¢gdes tais como o método do perfil viscoso ou as invariantes

de Riemann (temas classicos nos textos sobre leis de conservagao).

1.2 Estrutura do texto

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira:

No capitulo 2 apresentaremos a teoria geral sobre leis de balanco e leis de conserva-
¢ao, comecgando com a deducao da equacao de campo, a qual induz as leis anteriores. Além
disso, apresenta-se uma férmula para encontrar a lei de balango companheira para sistemas
de leis de balanco simetrizaveis e se conclui com defini¢oes e resultados necessarios sobre

espacos de variacao limitada.

No capitulo 3 apresentaremos os sistemas hiperbdlicos de leis de balango e a
deducao do par entropia-fluxo de entropia associado a partir da defini¢ao de lei de balanco
companheira. Além disso, vamos enunciar o problema de Cauchy, fazer uma breve discussao
sobre suas solugoes e apresentar o critério de admissibilidade da entropia para a existéncia

das solugoes.

No capitulo 4 vamos particularizar as leis de balan¢o para uma dimensao espacial
com a finalidade de interpretar as defini¢bes de hiperbolicidade e par entropia-fluxo
de entropia, juntamente com alguns exemplos simples. Além disso, apresentaremos as
condigoes de admissibilidade mais relevantes para a resolugao dos sistemas hiperbodlicos de

leis de balango unidimensionais.
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No capitulo 5 abordaremos o problema de Riemann apresentando resultados pro-
postos em [8], principalmente usando o critério da taza de entropia. Finalizaremos o
capitulo indicando de forma resumida a construcao da solucao do problema de Riemann

pelo método variacional.
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2 LEI DE CONSERVACAO E LEI DE BALANCO

A teoria matematica geral das leis de balanco, exposta neste capitulo, foi projetada
para fornecer uma estrutura unificadora para a multitude de leis de balanco da fisica

continua cléassica.

2.1 Deducao da Lei de Balanco

Nesta se¢ao usaremos algumas definigoes sobre teoria da medida (veja Apéndice

B), para deduzir a lei de balango. A referéncia usada nesta secao ¢ [9].

Definigao 2.1. Seja € um subconjunto aberto e limitado de R*, k € {1,2,3,...}. Dizemos

que 2 é um dominio de Lipschitz, se para cada ponto p € €, existe r > 0 e uma aplicagao

h, : B.(p) — B1(0) (onde B,(p) C R¥ e B1(0) C R¥) tais que:

h, € uma bijecao;

hy e h, ! sdo funcoes continuas de Lipschitz;
* 1,(09N B,(p)) = BY;

o hy(QN B,(p)) = BY;

onde B® = {(x1,...,7x) € B.(p)lz), =0} e Bt = {(x1,...,71) € B.(p)|zy > 0}

Definicdo 2.2. Seja 2" um subconjunto aberto de R*, k € Z*. Um dominio préprio em

2 é um conjunto Q2 C 2" que é um dominio de Lipschitz.

Uma lei de balanco sobre 2" postula que a producao de uma certa quantidade
extensiva em qualquer dominio préprio & de 2 é balanceada pelo fluro desta quantidade
através da fronteira 02 de 9.

Uma carateristica sobressalente de uma quantidade extensiva, ¢ que tanto sua producao
como seu fluxo sao aditivos sobre subconjuntos disjuntos. Assim, a produc¢ao no dominio
préprio 7 é dada pelo valor (%) de uma medida de Radon (com sinal) &2 em 2 (veja
Apéndice B). Similarmente, com cada dominio préprio 2 estd associada uma funcao de

conjuntos aditiva contavel 24, definida sobre os subconjuntos de Borel de 02, tal que o



15

fluxo dentro ou fora de & através de qualquer subconjunto de Borel € de 0% é dado por

24(€). Assim, a lei de balango simplesmente diz que
24(02) = 2(2), (2.1)

para todo dominio préprio 4 em 2 .

2 (29) P(D)

Figura 1 — Idéia da lei de balanco

Vamos considerar nesta se¢ao as fungoes de fluxo 24, que sdo absolutamente
continuas com respeito a medida de Hausdorff 5#%~! (veja Apéndice B). Assim, com cada
dominio préprio Z em 2" estd associada a fungdo densidade de fluro qz € L'(02) tal
que

2,(€) = [ qu(X)d" (), (2.2)

para qualquer subconjunto de Borel ¥ de 0%. Os subconjuntos de Borel € de 0% sao
orientados por meio de uma normal unitaria N exterior a &, nos pontos de %. O postulado
fundamental na teoria de leis de balanco diz que o fluxo depende somente da superficie e
de sua orientagao, i.é., se € é simultaneamente um subconjunto de Borel das fronteiras de
dois dominios préprios diferentes &, e %5, compartilhando a mesma normal exterior sobre
C, entao 24, (€) = 24,(€¢). Assim, qg,(X) = q,(X) para quase todo ponto X € €
(com respeito a s%71). Analogamente & funcio densidade de fluxo, pode ser definida a

fungio densidade de produgio p € L, .(Z"):

P(P) = /j p(X)dX. (2.3)
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Figura 2 — Idéia da propriedade do fluxo 2¢, (%) = 24,(%)

2.2 Reducao a Equagoes de Campo

Nesta se¢ao apresentaremos um teorema onde se deduz a equagao de campo para a
lei de balanco. A demonstracao do teorema citado sera apresentado no Apéndice A. As

referéncias para esta segdo sao [9] e [19].

Teorema 2.3 (A). Considere a lei de balango (2.1) sobre 2" onde & é uma medida de
Radon com sinal e 24 € induzida através de (2.2), pela fungio densidade de fluxo qo (que

¢ limitada), |q2(X)| < C, para todo dominio préprio 9 e qualquer ponto X € 09. Entao,

1. com cada N € S*! estd associada uma funcdo mensurdvel limitada an em 2, com
a sequinte propriedade: Seja 9 um dominio proprio em 2 e suponha que X € algum
ponto de 0 onde a normal exterior unitdria existe e ¢ N. Suponha que X é um
ponto de Lebesgue de qg, relativo a %71, e que a derivada superior de || em X

com respeito a medida de Lebesgue, € finita. Entdo
45(X) = ay(X). (2.4)
2. BExiste um campo vetorial A € L>°(2"; M) tal que, para cada N fivo em S¥~1,
an(X) = A(X)N, qgtp de X (2.5)
3. A funcio A satisfaz a equagdo de campo
divA = & (2.6)

no sentido de distribuicoes em 2.

A demonstracao deste teorema sera apresentada no apéndice A.
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2.3 Sistemas de Leis de Balango

Nesta secao serao apresentados os sistemas de leis de balango e algumas defini¢oes

complementares. Os textos de referéncia nesta se¢ao sao [9] e [19].

Consideramos agora n leis de balanco distintas com medida de produgao induzida

por campos de densidade de producao que atuam simultaneamente em 2:
divA(X) = P(X), (2.7)

onde A é um campo matricial de ordem n x k e P é um campo vetorial n-coluna. O
operador divergéncia age nos vetores linhas de A, resultando a divA num campo vetorial
n-coluna. Suponhamos que o estado de um meio é descrito por um campo vetorial de
estado U tomando valores num subconjunto aberto & C R™ que determina o campo
densidade de fluxo A e o campo de densidade de produg¢do P no ponto X € 2" usando

equacoes constitutivas
A(X) = GUX), X) P =T(U(X),X), (2.8)

onde G e II sdo funcoes suaves dadas definidas em & x 2" tomando valores em M™** e

R™ respectivamente. De (2.7) e (2.8), resulta que
divG(U(X),X) =1I(U(X), X). (2.9)

Definicao 2.4. A Equagdo (2.9) serd denominada um sistema de leis de balango se n > 2
ou uma lei de balanco escalar quando n = 1. No caso especial onde a producao seja nula,
IT = 0, entdo a Equagao (2.9) serd denominada um sistema de leis de conservagdio se
n > 2 ou uma lei de conservagao escalar quando n = 1. Quando G e II ndo dependem

explicitamente de X, o sistema de leis de balanco é chamado homogéneo.

Definigao 2.5. Um campo Lipschitz continuo U que satisfaz (2.9) em quase todo ponto
de 2 serd chamado uma solugio cldssica. Um campo mensurdvel U que satisfaz (2.9) no

sentido das distribuigdes, i.é., G(U(X), X) e II(U(X), X) sao localmente integraveis e
[ 16U, X)gradio(X) + (XU (X), X)]dX =0, (2.10)
para qualquer funcao teste ¢ € C§°, é uma solugdio fraca.

Observagao 2.6. Consideramos as seguintes notacgoes:
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e Paraa=1,2,--- ,k; Go(U, X) denota o a-ésimo vetor coluna da matriz G(U, X).

e D denotaréd a diferencial com respeito a variavel U. Quando usarmos as notagoes

) ) }

matriciais, D sera considerado o operador linha D = {W? R~

2.4 Lei de Balanco Companheira

Nesta secao apresentaremos a deducao da lei de balanco companheira e uma

condigdo para garantir sua existéncia. A referéncia para esta se¢ao é [9].

Definigao 2.7. Consideramos o Sistema de leis de balango (2.9) sobre um conjunto aberto
2" de R¥. Uma funcdo @, definida em & x 2" e tomando valores em M'** é chamado
uma companheira de G se existe uma funcao suave B, definida em & x 2" e tomando

valores em R", tal que, para todo U € 0 e X € 2,

DQ.(U, X) = B(U,X)'DG,(U, X), a=1,2-- k. (2.11)

A relevancia de (2.11) decorre da observacao de que qualquer solugao cléssica U,
do Sistema de leis de balango (2.9) é automaticamente também uma solugao (clssica) da

Lei de Balango Companheira
divQ(U(X), X) = h(U(X), X), (2.12)

com
h(U,X) = B(U, X)'TI(U,X)+V-Q(U,X) - B(U,X)"V-G(U, X). (2.13)

Em (2.13) “V-” denota a divergéncia em relagao a X, mantendo U fixo, por outro lado

“div” trata a U como uma funcao de X.

Assim, a lei de balango companheira (2.12) do Sistema de leis de balango (2.9)
fica determinada pelos fatores integradores B, que transforma o lado direito de (2.11) no

gradiente de uma funcao de U. A condigao de integrabilidade relevante é
DB(U, X)'DG,(U, X) = DG, (U, X)"DB(U, X), a=1,--k, (2.14)

para todo U € 0 e X € Z . Claramente, pode-se satisfazer (2.14) empregando qualquer B
que nao depende de U. Neste caso, a lei de balango companheira resultante (2.12) é apenas

uma combinacao linear trivial das equagoes do Sistema original (2.9). Para B nao trivial,
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que varia com U, (2.14) impoe n(n—1)k/2 condigoes sobre as n componentes desconhecidas
de B. Assim, quando n = 1 e k é arbitrario, pode-se usar qualquer func¢do (a valores reais)
B. Quando n = 2 e k = 2, temos que (2.14) reduz-se a um sistema de EDPs de duas
equagoes em duas incégnitas, das quais uma familia de solugdoes B pode presumivelmente
ser determinada. Em todos os outros casos, porém, (2.14) é determinado formalmente e a

existéncia da lei de balango companheira nao trivial, nao deve ser geralmente esperado.

Definigao 2.8. O Sistema de leis de balango (2.9) é chamado simétrico quando as matrizes

de ordem n x n, DG, (U, X), a = 1,--- , k, sdo simétricas, para qualquer U € 0 e X € 2.

Suponha que (2.9) é simétrico, & é simplesmente conexo e
GU,X)T =DI(U, X)T, (2.15)

para alguma funcdo I', definida em & x 2 e tomando valores em M'**. Neste caso entdo

satisfaz (2.14) tomando B(U, X) = U, que induz a companheira
QU,X)=U"G(U,X) - T'(U, X). (2.16)

Por outro lado, se (2.11) é valido para algum B com a propriedade que, para cada X € 2~
fixado, B(-, X) aplica difeomorficamente & em algum subconjunto aberto &* de R™. Entéao
a mudanga U* = B(U, X)) do vetor estado, reduz (2.9) ao sistema equivalente de lei de

balango simétrico

divG™ (U*(X), X) = IT*(U*(X), X), (2.17)

onde
G*(U*,X):G(B*I(U*,X),X) e H*(U*,X):H(Bfl(U*,X),X). (2.18)

De fato, ao fazer

Q*(U*’X) :Q(B_I(U*7X)7X)v (2'19>
(U*, X) =U"TG*(U*, X) — Q*(U*, X), (2.20)

e de (2.11) obtemos que
G*(U*, X)T = Dr*(U*, X)". (2.21)

Demonstramos que um sistema de leis de balango é associado a uma lei de balango

companheira nao trivial se, e somente se, é simetrizavel.
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Além de satisfazer (2.11), um dos principios da teoria de sistemas de leis de balango

é que as solugoes fracas admissiveis tem que satisfazer a desigualdade

divQ(U(X), X) < h(U(X), X). (2.22)

2.5 Frente Fraca e Frente de Choque

Vamos denotar com .# a variedade suave (k — 1)-dimensional, contida no sub-
conjunto aberto 2~ de R*, com orientacdo induzida pelo campo normal N. U serd uma
solugao (geralmente fraca) do Sistema de leis de balango (2.9) em 2" que é continuamente
diferenciavel em 2\ .%, mas é permitido que seja singular em .%. A referéncia para esta

segao ¢ [9].

Definicao 2.9. .% é uma frente fraca, se para U Lipschitz continua em 2 e quando se
aproxima a .% de cada lado, o gradiente de U atinge limites distintos grad~U, grad™U.

Assim, gradU experimenta um salto [[gradU]] = grad*U — grad™U através de .Z.

Como U é continua, a derivada tangencial de U nao pode saltar através de .7,
logo [[gradU]] = [[0U/ON]]NT, onde [[0U/ON]] denota o salto da derivada normal OU/ON
através de .#. Portanto, tomando o salto de (2.9) através de .# em qualquer ponto X € .7

conseguimos a seguinte condigao em [[0U/IN]]:

oUu
D X),X)N|||==|| =0. 2.23
cw.xon |[57] (229
Definigao 2.10. .% é uma frente de choque, quando ao aproximar U de cada lado de %,
atinge limites distintos U_, U, e assim experimenta um salto [[U]] = U; — U_ através de
F.

Ambas U_ e U, sao fungoes continuas em .%. Como U é uma solugao (fraca) de
(2.9), podemos escrever (2.10) para qualquer ¢ € C3°(Z£7). Em (2.10) a integragdo em
2 pode ser substituida pela integracdo em 2"\ .%. Como U é C' em 2"\ .%, podemos
integrar por partes em (2.10). Usando que ¢ tem suporte compacto em 2" e que (2.9) se

verifica para qualquer X € 2"\ Z , temos

/y o(X)[G(UL, X) — G(U_, X)|Nd#"(X) = 0, (2.24)
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de onde deduzimos que a seguinte Condicao de Salto deve ser satisfeita em cada ponto X
da frente de choque .7:
G(U,,X)—GWU_,X)|N =0. (2.25)

Note que (2.25) pode ser reescrito como
1
{ | pleEu, + -, X)]NdT} ] =o. (2.26)
0

Comparando (2.26) com (2.23), concluimos que uma frente fraca pode ser considerada

como uma frente de choque com forga infinitesimal: |[[U]]| muito pequeno.

Figura 3 — Idéia da variedade .#

2.6 Solugdes de Variagao Limitada de Sistemas de Leis de Balango

Apresentaremos nesta secao as defini¢oes e resultados mais importantes para este

trabalho, sobre espacos de variacao limitada. As referéncias para esta segao sao [9] e [1].

Definigao 2.11. Uma fungao escalar v é localmente de variagao limitada num subconjunto
aberto 2" de R*, se v € L}, .(Z") e gradv ¢ uma medida de Radon .# = (A, ..., .4},
em 2, i.6.

- /¢Z vdivi (X)dX = /J U(X)dat(X), (2.27)
para qualquer funcio teste ¥ € C5°(2°; M), Quando v € L'(Z") e A ¢ finito, v ¢
uma funcao de variagdo limitada em 2, com variacdo total

TVyv=|H|(Z)= sup v(X)div (X)dX. (2.28)
Ww(x)|=17 2

Denotaremos por BV (Z") o espago das fungoes de variacdo limitada, e por

BVoe(Z") 0 espago das fungoes localmente de variacao limitada.
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Teorema 2.12. Seja {E,,a = 1,--- .k} a base ortonormal padrio de R*. Se v €
BVoo(Z), entao

(X +hE,) — o(X)|dX = |Au|(@),  a=1,--- kK (2.20)

) 1
limsup — [ |v
hi0 h Jo

para qualquer conjunto aberto limitado % com % C X . Por outro lado, se v € LY(Z")

e o lado esquerdo de (2.29) for finito para todo % como acima, entio v € BVj,.(Z).

Teorema 2.13. Qualquer sequéncia v, em BVi,.(Z"), tal que ||v,||1@) e TVyv, sio
uniformemente limitadas em todo conjunto aberto limitado % C Z contém uma sub-
sequéncia que converge em L}, (Z), em quase todo ponto em 2, para alguma fungio

U € BVipe(Z), com TVyv <liminf, . TVyuv,.

Observacgao 2.14. Quando k=1, o teorema anterior reduz-se ao Teorema de Helly. (veja

23]).

Teorema 2.15. O dominio Z de qualquer fung¢io v € BV,o(Z") € a unidao de trés

subconjuntos disjuntos €, # e . com as sequintes propriedades:

(a) € ¢ o conjunto de pontos de continuidade aprozimada de v, i.é. com cada X € €

esta associado vy € R tal que

lim — / (X)) — vo|dX = 0. (2.30)

(b) 7 € o conjunto de pontos de descontinuidade de salto aprozimado de v, i.é., com

cada X € 7 estd associado N em S*~' e distintos v_, vy em R tais que

o1

lim = / 0(X) — vy |dX =0, (2.31)
B (X)

o1

lim = / (X)) —v_|dX =0, (2.32)
By (X)

onde B (X) = B (X)N{X : (X —X)-N > 0} e B (X) = Z.(X)n{X :
(X — X)- N <0}. Além disso, # é contdvel retificdvel, i.e., ele é essencialmente
coberto pela unido contdvel de variedades C (k — 1)-dimensionais {%;} incluidos
em RF 51 7\ UF;) = 0. Além disso, quando X € # N F; entdo N é normal
a F; em X.
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(c) 5 =2\ (CU 7).

Por razoes técnicas, as demonstragoes dos teoremas 2.12, 2.13 e 2.15 nao serao
apresentadas aqui, as demonstracoes detalhadas destes teoremas podem ser encontradas

no livro [1].

Definigao 2.16. Suponha que g é uma fungao continua em R e seja v € BVj,.(Z). A

composicao normalizada g ov de g e v é definida por

- g(vo), se X €€

e 1 7 2.33
e /Og<TU_+(1—T>U+)dT7 se X € g o

e g ov(X) toma qualquer valor arbitrario em X € .#. Em particular, pode-se normalizar

v COImo

- Vo, se X €€
5(X) = : (2.34)
s(oo+uy), seXe 7

assim, cada ponto de % se torna um ponto de Lebesgue.

A adequacao da normalizagao anterior é indicada pela seguinte generalizacao da

regra de cadeia cléssica:

Teorema 2.17. Suponha que g é continuamente diferenciavel em R, com derivada Dg, e

seja v € BVipe(Z) N LX(Z). Entio gov € BVjoo () NL®(Z"). A fungao normalizada

Dg o v € localmente integravel com respeito a medida A = gradv e

grad(g ov) = (Dg o v)gradv, (2.35)

no sentido

- /%g(v(X))div\I/(X)dX - /%_(Dgov)(X)\IJ(X)d///(X), (2.36)

para qualquer fungio teste U € C§°( 2 ; MM*F).

A demonstragao do Teorema 2.17 pode ser consultada no artigo [24].

Definigdo 2.18. Um subconjunto 2 de R* tem (localmente) perimetro finito quando sua

funcao indicadora x4 tem (localmente) variacio limitada em R

Observacao 2.19. Os conjuntos com fronteira de Lipschitz tem perimetro finito. Isto
significa que podemos reformular a teoria de leis de balango usando os conjuntos que tem

perimetro finito.
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Vamos considerar agora solugoes fracas U € L*(.Z") para o Sistema (2.9), que estao
em BV,.(2Z7). Do Teorema 2.17, temos que a fun¢do G o U estd em BV,.(Z°) N L>®(Z)

e (2.9) ¢ satisfeito como uma igualdade de medidas.

Teorema 2.20. Uma fung¢io U € BVoo(Z) N L¥(Z") €é uma solugao fraca do Sistema

(2.9) de leis de balango se, e somente se,

(a) A igualdade em medida

[DG(U(X), X), gradU(X)] + V- G(U(X), X) = II(U(X), X), (2.37)
¢ vdlida no conjunto Z de pontos de continuidade aprozimada de U; e

(b) A condigao de salto
G(U,, X) = GU_, X)N =0, (2.33)

¢ satisfeita para quase todo X (com respeito a %) em F de pontos de des-
continuidade de salto aproximada de U, com vetor normal N e limites unilaterais

Uu_,U,.
Consequentemente, o conjunto de pontos de descontinuidade de salto aproximada

de uma solugdo BV ¢é a uniao contavel das frentes de choque.

Teorema 2.21. Suponha que o Sistema de leis de balango (2.9) estd dotado com uma lei
de balango companheira (2.12). Seja U € BVoo(Z) N L®(Z") uma solugao fraca de (2.9).
Entao, a medida

N = divQ(U(X),X) — h(U(X), X), (2.39)

estd concentrada no conjunto de pontos ¢ de descontinuidade de salto aprozimado de U

e a desigualdade (2.22) serd satisfeita no sentido de medidas se, e somente se,
QU X) — QU_, X)IN =0, (2.40)

para quase todo ponto (com respeito a H*71) X € 7.

As demonstragoes dos teoremas 2.20 e 2.21 podem ser consultadas no livro [9].
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3 SISTEMAS HIPERBOLICOS DE LEIS DE BALANCO

O espago ambiente para os sistemas de leis de balanco, introduzido no capitulo
anterior, sera visualizado aqui como espago-tempo, e a noc¢ao central de hiperbolicidade
na direcao temporal serd motivada e definida. As companheiras para o fluxo, consideradas
na Secao 2.4, serao agora realizadas como pares de entropia-fluxo de entropia.

Exemplos interessantes de sistemas hiperbdlicos de leis de balango sao apresentados em

6], [9], [13] e em [19].

3.1 Hiperbolicidade

Nesta secao apresentaremos a definicao de sistema de leis de balanco hiperbdlico

seguindo o texto [9].

Retornando com as notacoes do capitulo anterior, visualizamos R* como R™ x R,

m =k —1, assim X = (z,¢), onde x € R™ indica o espago e t € R indica o tempo.
Denotaremos 0; por a% e J, por %, a=1,---,m. Usaremos o simbolo div para denotar
a divergéncia em relacao a variavel x € R™. Como no capitulo anterior, em operagoes
matriciais div estard atuando em vetores linha. Como na Observacao 2.6, D sera considerado
) 0

como um operador linha: D = [W’ RN i

. Denotaremos H = G, usaremos agora o
simbolo G para denotar a matriz n X m como vetores coluna (G, - -+ , G,,), € reescreveremos

o Sistema (2.9) na forma
O H(U(x,t),2z,t) + divG(U(z,t), x,t) = I(U(x, 1), x,t). (3.1)

Definigao 3.1. O Sistema (3.1) é chamado hiperbélico na direcdo do tempo se, para
qualquer U fixo em O, (z,t) € 2 e v € S™ !, a matriz DH (U, z,t) (de ordem n X n) é

nao singular e o problema de autovalor

> vaDGo (U, z,t) — A\DH(U,z,t)| R =0, (3.2)
a=1
tem autovalores reais A (v; U, x,t), -+ , A\, (v; U, z,t), chamados velocidades carateristicas,
e n autovetores linearmente independentes Ry (v; U, x,t), -+, R,(v; U, z,t).

Uma classe de grande importancia sao os sistemas hiperbolicos simétricos de leis
de balango (3.1), em que, para qualquer U € & e (z,t) € 2, as matrizes DG, (U, z,t) de

ordem n x n, para o« = 1, -+ - ;m, sao simétricas e DH (U, x, t) é simétrico definido positivo.
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E claro que a hiperbolicidade é preservada sob qualquer mudanca U* = U (U, x,t) de
vetor estado com U*(-, z,t) um difeomorfismo para cada (x,t) € 2 fixado. Em particular,
uma vez que DH (U, x,t) é nao singular, podemos empregar (pelo menos localmente) H
como o novo vetor estado. Assim, sem perda de generalidade, pode-se limitar o estudo aos

sistemas hiperbodlicos de leis de balang¢o que tém a forma
0 U(x,t) +divG(U(z,t), x,t) = II(U(z,t), x, ). (3.3)

Por simplicidade e conveniéncia consideraremos doravante a forma especial (3.3) como

Canoénica.

Observacgao 3.2. Note que se .# é uma frente de choque para U, entao (2.25) pode ser

escrita com as respectivas notacoes como
_S[H(U+7 xz, t) - H(U—> Z, t)] + [G(U-i-a L, t) - G(U—a z, t)]l/ = 07 (34)

que é chamada a Condicao de Salto de Rankine-Hugoniot.

3.2 Par Entropia - Fluxo de Entropia

Nesta secao apresentaremos o par entropia-fluxo de entropia para um sistema de

lei de balango e daremos uma condigdo para obté-la. A referéncia para esta se¢ao é [9].

Suponha que o Sistema (2.9), que agora escrevemos na forma (3.1), estd associado
com uma leis de balango companheira (2.12). Denotaremos Q) = 7, e usaremos () para

denotar o vetor m-linha (Q1,- -, Q) e escrever (2.12) na nova notagao:

Aqui 7 é chamado entropia para o Sistema de lei de balango (3.1) e @ é chamado de fluzo

de entropia associado com 7. A Equagao (2.11), para a = k, deve agora ser escrita como
Dn(U,z,t) = B(U,z,t)"DH(U, x,t). (3.6)

Suponha que o sistema est4 na forma candnica (3.3), de modo que (3.6) se reduz a Dn = B7.

Entao, (2.11) e a condigao de integrabilidade (2.14) tornam-se

DQu (U, z,t) = Dn(U, x,t)DG (U, z,t), a=1,---,m, (3.7)

D*n(U, x,t)DG (U, z,t) = DG4 (U, 2, 1) D*n(U, x,1), a=1,---,m. (3.8)
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Temos que (3.8) impde sn(n — 1)m condi¢des na unica funcdo desconhecida 7. Portanto,
como ja foi observado na tltima se¢ao do capitulo anterior, o problema de determinar o par
entropia-fluxo de entropia nao trivial para (3.1) é formalmente determinado, a menos que
oun =1em é arbitraria, ou n =2 e m = 1. No entanto, quando o sistema é simétrico,
podemos satisfazer (3.8) com n = |U[%. Por outro lado, se temos como hipétese (3.8) e
que n(U, z,t) é uniformemente convexa em U, entdo a mudanca U* = Dn(U, z,t)T de vetor
estado, torna o sistema simétrico. Assim, os sistemas de lei de balango na forma canoénica
(3.3), que estao dotados de uma entropia convexa, sao necessariamente hiperbélicos. Como

exemplo, podemos ver que a lei de balango simples (n = 1)
Owu(z,t) + divG(u(z,t), x,t) = o(u(z,t), z,t), (3.9)

é sempre hiperbdlica. Qualquer func¢ao n(u,x,t) pode servir como entropia, com fluxo

entropia associado e producao de entropia computadas por

anﬁG
2= [ Geaa (3.10)

hzzlanac;a am% on o

ou 0x,  Ozg “ou + ot (3.11)

A Lei de conservagao escalar homogénea (3.9), e suas versoes unidimensionais (m = 1),

servirao como modelos para o desenvolvimento da teoria de sistemas gerais.

3.3 O Problema de Cauchy

Nesta se¢ao apresentaremos o problema de Cauchy e as defini¢des de solugao
classica e solucao fraca respectivas. A referéncia para esta segao é [9]. Vamos focar nosso

estudo em sistemas hiperbdlicos homogéneos de leis de conservagao na forma candnica,
0 U(z,t) + divG(U(z,t)) = 0. (3.12)

A mesma analise pode ser estendida de forma rotineira a sistemas hiperbdlicos gerais de
leis de balango, onde a variavel espacial x toma valores em R™ e o tempo ¢ toma valores
em [0,7) para algum T > 0 ou possivelmente T" = oo. O vetor estado U toma valores
em algum subconjunto aberto & de R" e G = (G4, -+ ,Gy,) é uma fungao suave de &
a M™™. O Sistema (3.12) é hiperbdlico quando, para todo U € & fixo e v € S™71 a
matriz n X n

U) = 3 1aDGa(U) (3.13)
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possui autovalores reais A\ (v;U), -+ , A, (v; U) e n autovetores linearmente independentes
Ri(v;U),- -+, Ry(v;U). Para formular o Problema de Cauchy, atribuimos as condigoes
iniciais

U(z,0) = Uy(x), x € R™, (3.14)

onde Uy é uma fun¢do de R™ a 0.

Definigao 3.3. Uma solugdo cldssica de (3.12) é uma fungao localmente lipschitziana U,
definida em R™ x [0,T") e tomando valores em &, que satisfaz (3.12) em quase todo ponto.
Esta funcao resolve o problema de Cauchy, com dado inicial U,, se também satisfaz (3.14)

para todo x € R™.

Vamos supor agora que o Sistema (3.12) possui a entropia 77 com fluxo de entropia

(), com a relacao
DQ.(U) =Dn(U)DG,(U), a=1,--,m. (3.15)
Neste caso, qualquer solugao classica de (3.12) satisfaz a lei de conservacao adicional
om(U(z,t)) +divQ(U(z,t)) = 0. (3.16)

Teorema 3.4. Suponha que (3.12) é um sistema hiperbdlico com velocidades caracte-
risticas \(v;U) < -+ < A\, (v;U) que possui a entropia n(U) associada com o fluzo de
entropia Q(U). Suponha que U(x,t) é uma solugao cldssica de (3.12) em R™ x [0,T), com
dado inicial (3.14), onde Uy é constante no semi-espago {x € R™ : Uy(x) = U,z - & >

0 para algum & € S™ 1}, Além disso, suponha que D*n(U) é definida positiva. Entdo,
para qualquer t € [0,T), U(z,t) = U sempre que x - € > N\, (& U)t.

Defini¢ao 3.5. Uma solugao fraca para (3.12), é uma fungao U localmente limitada e
mensuravel definida em R™ x [0,7") e tomando valores em & que satisfaz (3.12) no sentido
das distribui¢oes. Ou seja, para toda funcao teste de Lipschitz & € C§°, com suporte

compacto em R™ x [0,7T) e valores em M!*"

/OT /Rm l@t@U + i 8a<I>Ga(U)] dzxdt + O(x,0)Up(x)dx = 0. (3.17)

Rm
Teorema 3.6. Seja U uma solugdo fraca limitada de (3.12) em [0,T) tal que, para
qualquer t € [0,T) fizo, U(-,t) € BV(R™) e TVemU(-,t) <V, para todo t € [0,T). Entdo,
t — U(-,t) é Lipschitz continua em L*(R™) em [0,T),

U o) =UET)||lp@my < aVie =1, 0<7r<o<T, (3.18)
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onde “a” depende unicamente da constante de Lipschitz de G. Em particular, U estd em
BVje, em R™ x [0, T).
Demonstragoes detalhadas dos teoremas 3.4 e 3.6 podem ser consultadas em [9].

Observagao 3.7. Para as solugoes BV, do Sistema (3.12), que estdo na forma canonica,

a condicao de salto de Rankine-Hugoniot (3.4) se escreve como
—slUy —U_]+ [G(Uy) — G(U-)|lv =0, (3.19)
onde v € S,

Observacao 3.8. Estender a nogao de solugao classica a solucao fraca introduz uma nova

dificuldade: ndo unicidade. Para ver isso, veja o seguinte:

Exemplo: Considere a familia de solu¢oes do problema de Cauchy para a equagao de

Burgers
1
Ou(x,t) + 8z(§u2(a:,t)) =0, (3.20)
com dados iniciais
-1, <0
u(z,0) = (3.21)
1, z>0.

Este é um exemplo do Problema de Riemann, que admite infinitas solugbes fracas, incluindo

a familia

=)

, sex <0,

18

, se0<z<at

Ug(z,t) = ) (3.22)
o, seat <z < %,

1

, se C“THt <,
para qualquer « € [0, 1]. (veja [20])
Outros exemplos interessantes podem ser encontrados em [3] e [16].

Com a perda de unicidade, se faz necessario usar critérios ou condigdes de admissi-
bilidade adicionais para garantir a unicidade, ou equivalentemente, selecionar a solugao

fisicamente correta dentre todas as solugoes fracas existentes.

3.4 Condicao de admissibilidade da Entropia

Apresentaremos nesta secao, uma condicao de admissibilidade para as solucoes de

(3.12). As referéncias usadas aqui sao [9] e [19]. Suponha agora que o Sistema (3.12) é



30

dotado com uma entropia 7, associado com o fluxo entropia @, satisfazendo (3.15). Uma
solucao fraca de (3.12), definida em R™ x [0,7T), satisfaga o Critério de Admissibilidade

da Entropia relativo a n, se
on(U(x,t)) +divQ(U(z,t)) <0, (3.23)
no sentido das distribui¢oes em R™ x [0, T).

Observagao 3.9. Claramente, toda solucao classica de (3.12) é admissivel desde que
satisfaz (3.16). Além disso, o critério de admissibilidade da entropia induz uma condicao
de irreversibilidade nas solugoes: se U(x,t) é uma solugao fraca admissivel de (3.12) que
satisfaz (3.23) como uma desigualdade estrita, entdao U = U(—x, —t), que é solucdo, nao é

admissivel.

Uma questao natural é: Como se pode designar uma entropia apropriada para o
critério de admissibilidade?. E desejével que o critério de admissibilidade induzido pela
entropia designada deve ser compativel com as condi¢ées de admissibilidade induzidas
pelos critérios alternativos, introduzidos posteriormente. Como veremos, os requisitos
acima referidos sdo satisfeitos quando a entropia designada n(U) é convexa. Precisamos ter
em mente que a convexidade é uma propriedade relevante da entropia somente quando o
sistema estiver em forma candnica. No caso geral, a convexidade de 1 deve ser substituida
pela condigdo de que a derivada DB(U, z,t) da funcao B(U,z,t) em (3.6) ¢ definida

positiva.

Observacao 3.10. Sempre que uma solu¢ao admissivel U é de classe BVj,., o Teorema
2.21 implica que a medida de producao de entropia esta concentrada no conjunto de pontos
de descontinuidade de salto aproximada de U, i.é., nas frentes de choque. Neste caso, a
Desigualdade (3.23) reduz-se a condigao local (2.40), que na presente notagao assume a

forma
—s[n(Uy) —=n(U-)] + [Q(Uy) = QU-)Jv < 0. (3.24)

Para a admissibilidade de U relativa a entropia 7, a desigualdade (3.24) deve ser testada

em qualquer ponto de um choque que se propaga na direcao v € S™~! com velocidade s.
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4 SISTEMAS HIPERBOLICOS DE LEIS DE BALANCO NUMA DIMEN-
SAO ESPACIAL

4.1 Leis de Balanco numa dimensao espacial
Nesta secao apresentaremos dois exemplos classicos sobre leis de balan¢co numa

dimensao espacial. Os exemplos apresentados podem ser consultados com mais detalhe

em [9]. Exemplos interessantes podem ser consultados em [7] e em [19].

Quando m = 1, o sistema geral de leis de balanco reduz-se a
O H(U(x,t),z,t) + 0. F(U(x,t),x,t) =1I(U(z,t),z,1), (4.1)

Os sistemas (4.1) surgem naturalmente no estudo do fluxo de gas em dutos, vibragao
de barras ou cordas, etc., em que o proprio meio é modelado como unidimensional. O

exemplo mais simples é o sistema homogéneo de leis de conservacao escalar
Oyu ~+ 0, f(u) = 0. (4.2)

Apesar de sua aparente simplicidade, a lei de conservacao escalar fornece informagcoes
valiosas em processos complexos como na fisica e em outras ciéncias. Vamos ver agora dois
exemplos de lei de balanco unidimensional deduzidos da Equagao de Calor com Isolante

Termoelastico.
Exemplo 1: Versio Unidimensional da Equagio de Calor com Isolante Termoeldstico

Ou— 0w =0
O + 0yp(u,s) =0 (4.3)
Orle(u, s) + 5v%] + O [vp(u, 5)] = 0,

onde u é o volume especifico (u = 1/p), v denota a velocidade, € é a energia interna e p

representa a pressao. Este sistema é hiperbdlico se
es(u,s) >0, €un(u, s) > 0. (4.4)
Exemplo 2: No caso isentrépico, (4.3) reduz-se a

Ou — 0w =0
o — Oyo(u) =0,
que é hiperbdlico quando ¢'(u) > 0.

Para maiores detalhes sobre os exemplos anteriores, consultar [9].
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4.2 Hiperbolicidade e Hiperbolicidade Estrita

Apresentaremos nesta secao as defini¢oes sobre hiperbolicidade seguindo o texto

[9]. Consideramos o sistema homogéneo de leis de conservacao da forma canoénica:
O U(x,t) + 0. F(U(x,t)) =0, (4.6)

onde U € ¢ C R", com € aberto e convexo e a funcao F : & C R" — R" é de classe
C3. Note que o Sistema (4.6) pode ser escrito como 9,U + DF(U)U, = 0, quando U for
continuo. No caso que DF(U) é uma matriz n x n constante, dizemos que (4.6) é um

sistema de leis de conservacdo linear.

Definigao 4.1. O Sistema (4.6) é hiperbolico, se para todo U € €, a matriz jacobiana
DF(U) tem autovalores reais A (U) < A\(U) < --- < A\, (U) e n autovetores linearmente

independentes Ry (U), Ry(U) - -+, R, (U).

Definigao 4.2. O Sistema (4.6) é estritamente hiperbdlico, se para qualquer U € €, o

Jacobiano DF'(U) possui autovalores reais distintos

MU) < U) < -+ < A (0). (4.7)

Se o Sistema (4.6) é estritamente hiperbdlico, entdo vamos ter associado a cada au-
tovalor \; os autovetores direito e esquerdo associados R;(U) € R"™ e L;(U) respectivamente

tais que:

normalizados por:
L af i=y,
LORwy =4 (19)
0, if 1# 7.
Daqui em diante vamos reservar as notacoes \;, R; e L; para estes objetos. Assim, para o

Sistema (4.5) temos que

A = —o'(u)'?, Ay = o' (u)?, (4.10)
1 —o'(u -1/2 1 —o'(u —-1/2
Ry = () Ry = - (w) : (4.11)
2 _1 2 1

Ly = (—d'(u)'/?, -1), Ly = (—d'(u)'/?)1). (4.12)
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Definicao 4.3. O autovalor \; de DF ¢é chamado a i-velocidade caracteristica, i =

1,2,...,n, do Sistema (4.6). Este termo deriva da seguinte definigao.

Defini¢ao 4.4. Uma i-caracteristica, i = 1,2,...,n, do Sistema (4.6), associado com a
solugao cldssica U, é uma fungao x = z(t) de classe C*, com seu grafico contido no dominio

de U, que é uma curva integral da equagao diferencial ordinaria
d
N (U(,1)). (4.13)
dt

4.3 Par Entropia - Fluxo de Entropia

Nesta secao apresentaremos uma férmula explicita para computar o par entropia-

fluxo de entropia. As referéncias usadas sao [9] e [19].

Adaptando a discussao da Se¢ao 3.2 nas condigoes atuais, inferimos que as fungoes

n e g em ¢ constituem um par entropia-fluxo de entropia para o Sistema (4.6) se
Dq(U) = Dn(U)DF(U), Ued. (4.14)
Além disso, a condicao de integrabilidade (3.8) aqui reduz-se a
D*n(U)DF(U) = DF(U)TD*p(U), Ueo. (4.15)

Ao multiplicar (4.15) na esquerda por R;(U)T e na direita por Ry(U), j # k, deduzimos

que (4.15) é equivalente a
R;(U)'D*n(U) Ry(U) = 0, Jk=1.m j#k (4.16)

se \j(U) # A\x(U). Observe que a exigéncia que alguma entropia 7 seja convexa, pode

agora ser convenientemente expressada como
R;(U)'D*n(U)R;(U) > 0, j=1,---,n. (4.17)
Quando o Sistema (4.6) é simétrico,
DF(U)T = DF(U), Ueco, (4.18)
admite dois pares de entropia-fluxo de entropia interessantes:

- ;lUF, g=U-F(U) - h(U), (4.19)
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1
onde h ¢é definido pela condigao
Dr(U) = F(U)T. (4.21)

Assim, os sistemas (4.3) e (4.5) estao dotados com os seguintes pares de entropia-fluxo de

entropia, respectivamente

S =0, (4:22)

n= ;UQ + e(u), q = —vo(u), e(u) = /u o(w)dw, (4.23)

4.4 Nao Linearidade Genuina e Degeneracao linear

Uma caracteristica que distingue o comportamento dos sistemas hiperbdélicos linea-
res e nao-lineares de leis de conservagao ¢ que, na primeira, as velocidades caracteristicas
sao constantes, ou seja, as ondas da mesma familia se propagam com velocidade fixa. No
segundo, as velocidades das ondas variam com a amplitude da onda. Em nosso estudo
encontraremos manifestacoes de nao-linearidade, e em todos os casos notaremos que seus
efeitos sao particularmente pronunciados quando as velocidades caracteristicas \; variam

na dire¢ao dos correspondentes autovetores R;. A referéncia usada para esta secao é [9].

Definigao 4.5. Para o Sistema hiperbdlico de leis de conservagao (4.6) em &, U em O é

chamado um estado genuinamente nao linear da i-familia caracteristica se

DX(U)R;(U) # 0, (4.24)
ou um estado linearmente degenerado da i-familia caracteristica se

DX(U)R;(U) = 0. (4.25)

Quando (4.24) ¢é vélido para todo U € O, i— é uma familia caracteristica genuinamente
ndo-linear, enquanto que se (4.25) é satisfeita para todo U € &, entao i— é uma familia
caracteristica linearmente degenerada. Quando toda familia caracteristica é genuinamente

nao-linear, (4.6) é um sistema genuinamente nao-linear.

E claro que a i-familia caracteristica é linearmente degenerada se, e somente se, a

1-velocidade caracteristica \; é constante ao longo da curva integral do campo vetorial R;.
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Teorema 4.6. Se no Sistema hiperbdlico de leis de conservagao (4.6), as j- e k-velocidades
caracteristicas coincidem: \;(U) = A\,(U), U € O, entao as j- e k-familias caracteristicas

sao linearmente degeneradas.

A demonstracao do Teorema 4.6 pode ser consultada em [2].

4.5 Ondas Simples

A teoria apresentada nesta se¢do sobre ondas simples segue de [9].
No contexto das solugdes classicas, a Lei de conservagao escalar (4.2), com veloci-
dades caracteristicas A = f’(u), toma a forma

Owu(z,t) + Au(z,t))0zu(x,t) = 0. (4.26)

Em virtude de (4.26), u permanece constante ao longo das caracteristicas e isso, por sua
vez, implica que cada caracteristica se propaga com velocidade constante, i.6., ¢ uma linha
reta. Os sistemas hiperbdlicos do tipo (4.6) das leis de conservacao admitem solugdes

especiais com as mesmas caracteristicas:

Definicao 4.7. Uma Solucdo U de classe C'' do Sistema hiperbélico de leis de conservacao
(4.6) é chamada uma i-onda simples se U permanece constante ao longo da i-caracteristica

associada com ela.

Assim, uma funcdo U de classe C!, definida num subconjunto aberto de R? e

tomando valores em ¢, é uma i-onda simples se satisfaz (4.6) junto com
OU (z,t) + N(U(z,t))0,U(x,t) = 0. (4.27)

Em particular, em uma z-onda simples, cada i-caracteristica se propaga com velocidade
constante e, portanto, € uma linha reta.
Se U é uma i-onda simples, de (4.6) com (4.27) deduzimos

0,U(z,t) = a(x,t)R;(U(x,t))
OU(x,t) = —a(z, )\ (U(x,t))R;(U(x, 1)),

(4.28)

onde a é um campo escalar. Inversamente, qualquer fungao U de C' que satisfaz (4.28) ¢

uma ¢-onda simples.
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Seja (x,t) um ponto do dominio da i-onda simples U de (4.6), denotaremos com

&(z,t) a inclinagdo em (z,t), da i-caracteristica associada com U, i.é.
E(x,t) = N(U(x,t)). (4.29)
A derivada de £ na direcao da linha com inclinacao £ é zero, i.é.,
0§ + €0, = 0. (4.30)

Assim, ¢ satisfaz a equacao de Burgers.

Definig¢ao 4.8. Na vizinhanca de qualquer ponto (Z,t) no dominio de U, vamos dizer que

a i-onda simples é uma i-rarefacio se 0,&(x,t) > 0 (se a i-caracteristica diverge), ou uma

i-compressao se 0,£(x,t) < 0 (se a i-caracteristica converge).

Desde que em uma onda ¢-simples U permanece constante ao longo da i-caracteristica,
numa pequena vizinhanga 2~ de qualquer ponto (Z,t) onde 9,£(Z,t) # 0, podemos usar
a Unica variavel £ para rotular U, i.é., existe uma funcao V;, definida em um intervalo

(€ —€,€+¢€), com & = \(U(z,t)), tomando valores em & e tais que
U(x,t) = Vi(&(x, 1)), (x,t) e 2. (4.31)
Além disso, em virtude de (4.28) e (4.29), V; satisfaz

Vi (§) = b(&) Ri(Vi(E)), Ee(—elte) (4.32)

NVi©) =€ Ee(E—eEto), (4.33)
onde b é uma fungdo escalar e o ponto (e) denota a derivada com respeito a &.

Inversamente, se V; satisfaz (4.32), (4.33) e £ é uma solugdo C' de (4.30), tomando

valores no intervalo (£ — €,& + ¢€), entdo U = V;(£(z,t)) é uma i-onda simples. (veja [9]).

Definicao 4.9. Uma Curva de Onda da i-rarefa¢do no espago estado R™, para o Sistema

hiperbdlico (4.6), é uma curva U = V;(.), onde a funcdo V; satisfaz (4.32) e (4.33).

Teorema 4.10. Suponha que U € O é um estado de nio linearidade genuina da i-familia
caracteristica do Sistema hiperbdlico (4.6) de leis de conservagio. Entao existe uma dnica
curva de onda da i-rarefacio Vi através de U. Se R; for normalizado em uma vizinhanca

de U através de

DX(U)Ri(U) = 1, (4.34)
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e Vi € reparametrizado por T = £ — €, onde £ = N (U), entio V; é a solugio da equagio
diferencial ordindria

Vet = R;(Vi), (4.35)
com condigio inicial V;(0) = U. Em particular, V; é C°.

A notagao V(r; U ) serd empregada quando for necessario indicar o ponto de origem
desta curva de onda de rarefacao.

A demonstracao detalhada deste teorema pode ser consultada em [9].

4.6 Condigoes de Admissibilidade
As definigoes e resultados apresentados nesta segao seguem de [9]. Como textos de
referéncia adicionais se recomenda consultar [3], [16] e [19].

Considere o sistema hiperbélico
oU + 0, F(U) =0, (4.36)
Em uma dimensao espacial, a condi¢ao de salto de Rankine Hugoniot é
FUy)—-FU.)=s(U.—-U-). (4.37)

Definigao 4.11. Quando (4.37) é valido, dizemos que o estado U_, a esquerda, estd unido
ao estado Uy, a direita, por um choque de velocidade s. O salto Uy — U_ é a amplitude e
seu médulo |U; —U_| é a for¢a do choque. Os choques estabelecidos sem restrigao da forga
de choque, sdo chamadas de choques fortes. Quando a forca de choque possui a restri¢ao:
Uy —U_| < 9, com § dependendo unicamente do médulo das primeiras derivadas dos \; e
R;, o choque ¢é chamado de forca moderada; enquanto que 6 também depende do médulo

das segundas derivadas, o choque é denominado um choque fraco.

Observe que (4.37) pode ser escrito como
[AU-, Uy) = sI|(Uy = U-) =0, (4.38)

onde

AV, U) = /01 DF(rU + (1 — 7)V)dr. (4.39)

Assim, s deve ser um autovalor real de A(U_,U,), com autovetor associado Uy — U_.

Se para algum U € € a velocidade caracteristica \;(U) é um autovalor simples de
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DF(U), entdo para V e U perto de U, A(V,U) tera um autovalor real simples p;(V,U)
com autovetor associado S;(V,U). Em particular A(U,U) = DF(U) de onde obtemos
wi (U, U) = N(U), S;(U,U) = R;(U). Note que A(V,U), u;(V,U) e S;(V,U) sdo simétricas
em (V,U). Portanto, a expansao (finita) de Taylor destas fung¢oes sobre o ponto médio
$(V 4+ U) produz

pilV,U) = M(5(V +0)) + OV ~ UP), (1.40)

S,(V.U) = Ri(;(v+U)) +O(V - UP). (4.41)

Suponha que para um choque de forca moderada
s = ,Ui(U—a U+)> (442)

U, —U_ = (Si(U_,U,). (4.43)

Assim, s estara perto da velocidade caracteristica A\;. Tal choque é entdo chamado de

i-choque.

4.6.1 Locus de Hugoniot

O conjunto de pontos U no espacgo de estado R™ que pode ser unido a um ponto fixo
U por um choque é chamado o Locus de Hugoniot de U. Ele tem uma estrutura geométrica

simples na vizinhanca de qualquer ponto U de hiperbolicidade estrita do sistema.

Teorema 4.12. Para um estado dado U € O, suponha que a velocidade caracteristica
Ni(U) é um autovalor simples de DF(U). Entdo existe uma curva U = W;(1) de classe C°
no espaco de estado, chamado a curva i-choque através de U, e uma fungio s = s;(1) de
classe C2, ambas definidas para T em alguma vizinhanca de 0, com a sequinte propriedade:

Um estado U pode ser unido a U por um i-choque de forca moderada e velocidade s se, e

somente se, U = Wi(7), s = 54(7), para algum 7. Além disso, W;(0) = U e

5:(0) = M(0), (1.44)
$3(0) = ZOAD)RAD), (1.45)
W (0) = Ri(U), (4.46)

We*(0) = DRi(U)Ri (D). (4.47)
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A notagao W;(7;U), s;(7;U) vai ser empregada quando se precisa identificar o

ponto de origem desta curva de choque.
Uma demonstracao elegante deste teorema pode ser consultada em [22].

Em particular, se U é um ponto de hiperbolicidade estrita de (4.36), o Teorema
4.12 implica que o Locus Hugoniot de U é a unido de n curvas de choque, uma para cada

familia caracteristica.

4.6.2 O Critério de Admissibilidade de Lax

Consideremos uma solugéo de (4.36), no semiplano superior, constituido por um
estado constante U_ (a esquerda) unido a uma estado constante U, (a direita) por um

choque x = st. Suponha que a velocidade s do choque satisfaca

)\1(U_) <... < )\Z'_1<U_) <s < >\1(U_) <... < >\n(U_)

(4.48)
MUz) <o < A(U5) <s < Xjui(Uy) <o < A(Us),
paraalgumi=1,--- ;nej=1,---,n, com o entendimento que se i = 1 entdo \;_1(U_) =
—o0 e se j =n entdo A\,41(Us) = o0.
Comumente, os choques satisfazem (4.48) com i = j de modo que
Nic1(UZ) < s < \(U-
(0-) () (4.49)

)\1<U+> <s < )\i+1(U+).

Neste caso, o choque é chamado compressivo.

Um choque que satisfaz (4.48) com i < j é chamado sobre compressivo. No caso
que o choque satisfaz (4.48) com i > j, o choque é chamado sub compressivo. No entanto,
quando choques desse tipo surgem nas aplicagoes, as condi¢oes de salto de Rankine-
Hugoniot sdo complementadas com equagoes da forma G(U_,U,,s) = 0 que tornam a

solugao tunica.

As condigoes (4.48) excluem choques que viajam com velocidade caracteristica mas
tais choques existem. Em particular, qualquer choque que une U_ (a esquerda) com U, (a
direita) e viajando com velocidade s serd chamado de i-descontinuidade de contato esquerdo
se s = \;(U-), uma i-descontinuidade de contato direita se s = \;(U,) e simplesmente

uma i-descontinuidade contato se s = \;(U-) = N (Uy).

No que segue, assumimos que A; ¢ um autovalor simples de DF' e a ateng¢ao com foco

em choques i-compressivos de forga moderada. Nesse caso, |s — A;| é pequena comparada
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com \i11 — A; e A; — A\;_1, de modo que a primeira e a quarta desigualdades em (4.49)
sempre valem. As duas desigualdades restantes, permitem para as i-descontinuidades de

contato esquerda e/ou direita, combinar em
Ai(Uy) < s < N(U-), (4.50)

que é a E-condi¢io de Laz. Além disso, como U, — U_ é quase colinear a R;(Uy), (4.50)
segue da hiperbolicidade. No caso da lei de conservagao escalar (4.2) a velocidade é

Au) = f'(u) e assim (?7) se escreve como

fllup) < s < flun), (4.51)

onde s ¢ a velocidade de choque computada através da condi¢ao de salto de Rankine-

Hugoniot:
g = f(u-‘r)_f(u—) (452)

Uy — U

4.6.3 O Critério de Admissibilidade do Choque de Liu

O critério de admissibilidade de choque de Liu é mais restrito que a E-condi¢ao de
Lax. Pela construcao, faz sentido apenas no contexto de choques que unem estados que

podem ser conectados por curvas de choque.

Para um estado dado U_, suponha \;(U_) é um autovalor simples de DF(U_) de
modo que a curva do i-choque W;(7; U_) através de U_ estd bem definida, pelo Teorema
4.12. O i-choque que liga U_, a esquerda, a um estado Uy = W;(7,;U_), a direita, de

velocidade s, satisfaz a E-condigao de Liu se

s =si(t4;U-) < s(m;U-). para todo 7 entre 0 e 7. (4.53)

Como U_ e U, sao unidos por um i-choque, U_ também deve estar na curva
i-choque emanando de U,, digamos U_ = W;(7_;Uy). A justificativa do critério de

admissibilidade de Liu, ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 4.13. Suponha que a i-familia caracteristica € genuinamente nao linear e \; é
uma velocidade caracteristica simples. Entdo os i-choques fracos satisfazem a E-condicao

de Liu se, e somente se, satisfazem a E-condicio de Lax.

A demonstracao deste teorema é apresentada por Liu em [18].
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4.6.4 O Critério de Admissibilidade do Choque Entropia

A ideia de empregar desigualdades de entropia para eliminar solucoes fracas e
espurias de sistemas hiperbdlicos gerais das leis de conservacao foi introduzida no capitulo

anterior. Para o Sistema (4.36), em uma dimensao espacial, (3.24) assume a forma

—s[n(Uy) —=n(U-)] +q(Uy) — q(U-) <0, (4.54)

onde (n,q) é o par entropia-fluxo de entropia satisfazendo (4.14), Dg = DnDF. A
quantidade no lado esquerdo de (4.54) serd denominada doravante, a produgio de entropia

através do choque.

O fato de que a condicao de entropia se reduz a um teste pontual em choques
desempenhou um papel importante na opiniao de que a admissibilidade s6 deve ser testada
para os choques, isto é, que uma solugdo BV geral fraca sera admissivel se, e somente se,

cada um dos seus choques é admissivel.

Teorema 4.14. Quando a i-familia caracteristica € linearmente degenerada, a produgdo

de entropia através de qualquer i-choque (i-descontinuidade de contato) é zero.

A demonstracao do Teorema 4.14 pode ser revisada em [10].

Teorema 4.15. Quando a i-familia caracteristica é genuinamente nao linear e \; é uma
velocidade caracteristica simples, a condi¢do de admissibilidade de entropia e a E-condigdo

de Laz para i-choques fracos sao equivalentes.

Lax apresenta uma demonstragao para este Teorema em [15].
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5 RESOLUCAO DO PROBLEMA DE RIEMANN

5.1 Solugdo Auto-Semelhante do Problema de Riemann

Apresentaremos nesta secao algumas propriedades das solugoes auto-semelhantes,

seguindo os textos [8] e [9].

O sistema de leis de conservagao
U+ 0, F(U) =0, (5.1)

é invariante sob alongamento uniforme de coordenadas:(x,t) — (az,at); dal admite
solugoes auto-similares, definidas no plano espago-tempo e constantes ao longo de linhas
retas, saindo da origem. Uma vez que (5.1) também é invariante sob translacoes de

coordenadas: (z,t) — (x + Z,t +t), o ponto focal de solugoes auto-similares pode ser
transladado da origem para qualquer ponto fixo (Z,#) no espago-tempo. A solucao auto-
similar U de (5.1) (geralmente fraca), definida na parte superior ou sobre o semi-plano
inferior e focado na origem admite a representacao

U(I,?ﬁ)zV(f), —oo <z <00, 0<t<oo, (5.2)

onde V' é uma fungao mensuravel limitada em (—o00, 00), que satisfaz a equagao diferencial

ordinaria
(FoV)*(&) —&VH(E) =0, (5.3a)
onde { = 7 e o ponto denota a diferenciacio com respeito a §. A equacao anterior é
equivalente a
[F(V(£) = EV(O]" +V(§) =0, (5.3b)

no sentido das distribuigoes. De fato, se U é dado por (5.2) e ¢ € C*° é uma funcao teste

com suporte compacto em (—o00,00) X (0,00), entao
| 0@ U@, 1) + Dl ) F(U G, 1))t

— [ W OIF(V(€) - V(O] - bV (©))de,
onde
WO = [Totnd,  —o<g<oo 55)

A restrigdo de U para t < 0 na forma (5.2) é tratado de modo semelhante, produzindo

novamente (5.3a).
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De (5.3b) inferimos que F'(V') — &V é Lipschitz continua em (—o0, 00) e, além disso,

FV(©) - €V (©)] - [FVQ) ~ V(O] = - [ Voo, 56
para todo ¢ e £ em (—00, 00).

O dominio (—o0,00) de qualquer solugdo mensuravel limitada V' de (5.3a) é parti-

cionado nos conjuntos

& = {¢ € R|V é descontinua em ¢}, (5.7a)
W ={¢ € R|V é continua em £ e \;(V(§)) =& comi=1,...,n}, (5.7b)
¢ ={¢£ € R|V é continua em e \;(V(§)) #E comi=1,...,n}. (5.7¢)

Toda sequéncia crescente {(x} e decrescente {£x} convergindo ao ponto & de .
contém subsequéncias que abusando da notagao denotaremos novamente por {(} e {&x},
tais que {V((x)} e {V (&)} convergem aos respectivos limites V_ e V. De (5.6) temos
que

F(Vi) - F(V_) = €[V — V.. (5.8)

Em particular, quando os limites laterais V({+) existem, £ marca um choque e (5.8)
expressa a Condicao de Salto de Rankine Hugoniot. No entanto, no atual nivel de
generalidade, nao podemos excluir a possibilidade de que sequéncias diferentes convergindo
para & podem gerar valores limitantes distintos V_ e/ou V,. Em qualquer caso, de (5.8)
segue que, sempre que |V, — V_| é suficientemente pequeno, £ deve estar perto de A\;(V=£)
para algum i € {1,--- ,n}. Isso, por sua vez, implica que qualquer ponto de continuidade
de V no fecho de . deve pertencer a #°. Ao mesmo tempo, qualquer ponto de continuidade

de V no fecho de # também pertence a # . Assim, . U # é fechado e € é aberto.

Como um conjunto aberto, ¥ ¢ a (no maximo) uniado contavel de intervalos
abertos disjuntos. Vamos fixar £ e ( em qualquer destes intervalos abertos, digamos .#.

Reescreveremos (5.6) na forma

(A=&nV(E) - V(] =— /j[V@) — V({)]do, (5.9)
onde A é a matriz n X n

A= /0 SDE(V(C)) + (1 — s)DE(V(€))]ds. (5.10)
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Tome ¢ — &, como & é delimitado pelos autovalores de A e o lado direito de (5.9) comporta-
se como O(1) em |£ — (|. Assim, (5.9) implica que V' é Lipschitz em .# e sua derivada

desaparece em quase todo ponto, i.é., V' é constante em .&.

Vamos supor que o Sistema (5.1) é estritamente hiperbdlico, e que a imagem de V'
estd contida numa esfera Bs;(U), com raio pequeno d, centrado em algum estado U. O
tamanho de d esta sujeito ao mesmo tipo de restrigoes que caracterizam os choques de forca
moderada do capitulo anterior. Sob estas suposi¢des, os conjuntos . e # sao confinados
na unido de n intervalos de comprimento O(d) centrados nos pontos A (U), - -, A, (U); se
7, e W; denotam as partes de .¥ e # situadas na vizinhanca de )\i(U ), e identificamos a
envoltdria convexa [(;, &;] do conjunto fechado .%; U #;. Assim, V' toma valores constantes
U, Uy -+, U, em os intervalos (—o0, (1), (&1,(2), -, (&n, 00). Cada intervalo pode conter
um subconjunto aberto de € que denotaremos com %;. Aqui cada [(;, ] representa a
i-onda do leque de ondas V. Concluimos que sob as suposi¢oes acima V' compreende um
leque de n ondas, uma de cada familia caracteristica, propagando-se a uma velocidade
quase caracteristica e separados por estados constantes. O leque de onda esta saindo da
origem quando a solucao auto-semelhante é definida no meio-plano superior, ou entrando
na origem quando a solucao auto-semelhante é definida no semi-plano inferior. A estrutura
da i-onda torna-se particularmente clara quando a funcao V' tem variacao limitada. Neste
caso .%; é contavel e os limites laterais V+ = V(£=£) existem em cada & € .7, satisfazendo

a condicao de salto (5.8). Assim, .7 consiste de i-choques. Além disso, se V' é diferencidvel

em um ponto & € #;, de (5.3a) e de (5.7b) resulta que
[DF(V(E)) — &I]V*(€) =0, (5.11)
DA;(V(£)V*(§) = 1. (5.12)

Assim, V*(&) é um vetor nao nulo, colinear com o autovetor R;(V(§)) de DF(V (£)). Além
disso, V' (§) é necessariamente um estado genuinamente nao linear da i-familia caracteristica.
Consequentemente, a i-onda sera uma onda de rarefagdo no caso de um leque de ondas de

saida ou uma onda de compressao no caso de um leque de ondas de entrada.

Demonstramos agora que V' tem varia¢ao limitada em [(;, &;], pelo menos quando a

i-onda é unidirecional, no sentido de que o i-ésimo autovetor esquerdo L;(U) de DF(U)

pode ser orientado de tal forma que

LiU)[V(&) = V()] =0, (5.13)
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para qualquer par (¢, ) de pontos de continuidade de V' com &1 < { < & < ;41 (onde
§o = —00 € (uy1 = 00).

Fixando pontos de continuidade ¢ e £, com §_1 < ( <& < (11, de (5.6) e de (5.9)
temos que

[DE(U) = M(O)[V(€) = V(¢)] = O(8)[V(€) = V(O] = /CS[V(@) = V(Qldo,  (5.14)

escrevernos

V(E) = V(O) = 3. axRu(D). (5.15)

Multiplicando (5.15) a esquerda por L;(U) e lembrando que os autovetores estao norma-

lizados, de (4.9) e de (5.13) deduzimos que a; > 0. Por outro lado, de (5.14) e de (5.15)

temos que
> ak| < cda; + (¢ =€), (5.16)
ki
portanto,
T‘/[Ci,ﬁi]v(') S LZ(U) [Uz - Uifl] + 6(52. (517)

Observacao 5.1. No que segue, vamos considerar nosso estudo somente no Problema de
Riemann, que consiste em determinar uma soluc¢ao auto semelhante (geralmente fraca) U

de (5.1) em (—o0,00) x (0,00), com a condi¢do inicial

Up,, <0
U(z,0) = (5.18)
Ur, = >0,

onde Uy, e U sao estados dados em &'. Continuando com nossa discussao acima, procura-
remos uma solugao do problema de Riemann na forma (5.2), onde V satisfaz a equagao

diferencial ordinéria (5.3a) em (—o0, 00), com as condigbes de fronteira

V(—o0) =Ui, V(00) = Uk, (5.19)

5.2 Solugdo ao Problema de Riemann via Curvas Caracteristicas

O objetivo aqui é construir uma solucao do problema de Riemann reunindo estados
constantes, ondas de rarefacao centradas e choques admissiveis. Limitamos nosso estudo
para o caso em que as velocidades das ondas de diferentes familias caracteristicas estao
estritamente separados. Isto abrangera ondas de pequena amplitude em sistemas de

hiperbolicidade estrita, bem como ondas de qualquer amplitude em sistemas especiais
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como (4.5), em que todas as 1-ondas viajam para a esquerda e todas as 2-ondas viajam

para a direita. Os textos de referéncia para esta segao se seguem de [8] e [9].

Teorema 5.2. Suponha que a velocidade de onda de familias caracteristicas distintas
estio estritamente separadas. Qualquer solu¢iao auto semelhante (5.2) do problema de
Riemann (5.1), (5.18), com choques satisfazendo a E-condi¢io de Laz, compreende n + 1
estados constantes Uy, = Uy, Uy, -+ ,U,_1,U, = Ug. Parai=1,--- ,n, U;_y esta unido
a U; por uma i-onda, especificamente uma sequéncia de i-ondas de rarefacao centradas
e/ou i-choques com a propriedade que o i-choque cercado na esquerda (e/ou na direita)
por uma i-onda de rarefa¢do sao i-descontinuidades de contato esquerdo (e/ou direito).

(ver Figura 2)

Para uma demonstragao detalhada deste teorema, ver [14].

Figura 4 — Leque de ondas

Os i-choques e i-rarefacoes simples serao chamadas i-ondas elementares. O termo
i-onda composta serd empregada quando for necessario lembrar ou enfatizar que a i-onda
pode conter mais de uma i-onda elementar. Em [9] se mostra que o locus de estados
que podem ser unido a direita (ou esquerda) de um estado fixo U € ¢ por uma i-onda
admissivel, composta de i-rarefagoes e i-choques admissiveis, é uma curva de Lipschitz
®;(;U) (ou Wy(7;U)), chamada a curva da i-onda para frente (ou para trds) através de

U, que pode ser parametrizada como
Oy(m;U) = U +7R;(U) + B(7;U), (5.20)

Ui(1;U0) = U+ 7R;(U) + Qi(1; U), (5.21)
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onde P; e (); sao fungoes continuas de Lipschitz de (7,U) que se anulam em 7 = 0.
A constante de Lipschitz torna-se arbitrariamente pequena se 7 estiver restrita a uma

pequena vizinhanca do origem.

Considerando a existéncia das curvas de onda com as propriedades anteriores, para
resolver o problema de Riemann, temos que determinar € = (e1,--- ,¢,) € R", tal que
comegando de Uy = Uy e computando sucessivamente U; = ®(e;;U;—1), @ = 1,--+ ,n,

terminamos com U, = Ugi. Consequentemente, definimos a funcao

Qe;U) = Pp(en; Pror(€n1; - Pr(e; U) -+ ), (5.22)

claramente,
n

QeU)=U+> ¢Ri(U)+G(eU), (5.23)

=1

onde G é uma funcao de Lipschitz que é nula em ¢ = 0 e cuja constante de Lipschitz
torna-se arbitrariamente pequena quando € pertence a uma vizinhanca suficientemente
pequena do origem. Quando Ug estd suficientemente proximo de Uy, existe um tnico €
préximo de 0 tal que Q(e; Up) = Ug. Na verdade, este € pode ser construido através do

esquema de iteracao: € =0eparam=1,2,---
& = Li(Up)[Ur — UL] — LiUL)G(e™DiUp),  i=1,-.n, (5.24)

que converge por um argumento de contragao 6bvio. Isso gera uma solucao para o problema
de Riemann que ¢é tnica dentro da classe de solugoes auto-similares com ondas de forca
moderada. O leque de onda que une Uy, com Ug é convenientemente identificado por seu
estado esquerdo Uy, e a n-tupla € = (€1, -+ ,€,). O valor de ¢; determina a amplitude da

i-onda e a medida |¢;| a forga da i-onda.

Teorema 5.3. Suponha que o Sistema (5.1) é estritamente hiperbélico e que cada familia
caracteristica ou é genuinamente nao linear ou linearmente degenerada. Para |Ug — Uy
suficientemente pequeno, existe uma tunica solu¢io auto semelhante (5.2) do problema
de Riemann (5.1), (5.18), com wariagdo total pequena. FEsta solugao compreende n + 1
estados constantes Uy, = Uy, Uy, -+ ,U,_1,U, = Ugr. Quando a i-familia caracteristica é
linearmente degenerada, U; esta unido a U;_1 por uma i-descontinuidade de contato. Por
outro lado, quando a i-familia caracteristica é genuinamente nao linear, U; estd unido a

U;_1 por ou uma i-onda de rarefacdo centrada ou um i-choque compressivo.
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A demonstracao deste teorema pode ser consultada em [14].

Com a finalidade de continuar com nosso estudo, para o caso de sistemas que sao
genuinamente nao linear por partes, apresentamos o seguinte teorema (que generaliza ao

Teorema 5.3).

Teorema 5.4. Suponha que o Sistema (5.1) € estritamente hiperbdlico. Para |Ug — Uy
suficientemente pequeno, existe uma unica solugao auto-semelhante (5.2) do problema
de Riemann (5.1), (5.18), com wvariag¢io total pequena. Esta solugao compreende n + 1
estados constantes Uy, = Uy, Uy, --- ,U,_1,U, = Ug e U; estd unido a U;_y por uma i-onda
admissivel, composta de i-rarefacoes e (pelo menos contdvel) i-choques que satisfazem a

E-condicao de Liu.

A prova deste teorema é apresentada em [17]
Vamos ver a importancia de usar choques de forca moderada no seguinte exemplo.

Exemplo Considerando o sistema:

up — vy = 0,
(s (6—22u)z = 0,
temos que F(u,v) = (—v, ?), além disso
—1
DF =
—e 2u 0

)\1 = —e*“, )\2 = e*“,
T T
S P
Consideremos agora
Va=[em 0|, Ya=| e 0],

portanto,
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Assim, o sistema é estritamente hiperbdlico e genuinamente nao linear, consideremos agora

os estados Uy, = (0,0) e Ug = (0,2k). Entdo a equagao para a l-rarefacao é
v = / e fder=1—e",
0

e para a 2-rarefacao é

v=2k—-1+e""

Portanto, estas curvas nunca se encontram se k > 1. Assim, o problema de Riemann nao

possui solucao. Para maiores detalhes sobre este e outros exemplos interessantes, consultar

[21].

5.3 O Critério de Admissibilidade da Taxa de Entropia

Os resultados apresentados nesta se¢ao seguem de [8], [9] e [11].

Suponha que o Sistema (5.1) estd dotado com o par entropia-fluxo de entropia
(n(U),q(U)) e considere o leque de ondas admissiveis U(x,t) = V(z/t), com estados finais
V(—o0) = UL e V(o0) = Ug. A produgao combinada de entropia dos choques em V' é
dada por

Pv = {a(V(&s) — a(V(E-)) = gV (&) —n(V (€} (5.25)
€

onde a soma ¢ efetuada no conjunto de pontos £ de descontinuidade salto de V. O par
entropia-fluxo de entropia (n(U), ¢(U)) induz uma familia de pares de entropia-fluxo de
entropia (n(U) + OU + a,q(U) + OF(U)) para © € M'*" ¢ a € R, devido & condicio
de salto Rankine Hugoniot, que eles produzem o mesmo valor da entropia. Podemos

considerar, sem perder a generalidade, que

n(Ur) =n(Ug) = 0. (5.26)

Apés esta normalizacdo, a taxa de variacao da entropia total no leque de ondas é dada
por
o

L pde =4 [ (Epie = [Tawviope G2n

—0o0

Hy

Na verdade, & e 77° estao relacionados por

Ty = Py + q(UL) — q(UR). (528)
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Podemos conferir isso comecando com a identidade

n(V (&) = [En(V(€) —a(V(E)]" + (g0 V)*(§) — E(n o V)*(S), (5.29)

no sentido de medidas. Note que do Teorema 2.17 temos que
(qoV)* —&(noV)* =[DgoV — Dyo VIV®, (5.30)

de (4.14), (5.6) e (5.30) segue que a medida (qo V)®* — &(no V)® estd concentrada no
conjunto de pontos de descontinuidade de salto de V. Portanto, de (5.25), (5.26) e (5.29),
obtemos (5.28).

Defini¢ao 5.5. Um leque de ondas U(z,t) = V(z/t), com estados finais V (—o0) = Uy,
V(o0) = Ug satisfaz o critério de admissibilidade da taza de entropia se Py < Py, ou
equivalentemente 4 < 2, para qualquer outro leque de ondas U(z,t) =V (z/t) com

os mesmos estados finais V(—oc) = U, e V(o0) = Ug.

Teorema 5.6. Considere um Sistema estritamente hiperbélico (5.1) de leis de conservagao,
dotado de um par entropia-fluxo de entropia (n,q), onde n € (localmente) uniformemente
convexo. Um leque de ondas com ondas de forca moderada satisfaz o critério de admissibi-

lidade da taxa de entropia se cada choque satisfaz a E-condig¢do de Liu.

Demonstracio. Vamos mostrar a afirmacgao do teorema por contradi¢ao: dado qualquer
leque de ondas contendo um choque que viola a E-Condicdo de Liu, construiremos um
leque de ondas com taxa de entropia menor. Apresentaremos somente o caso de um leque
de ondas composto de um tnico choque, o caso geral pode ser consultado em [8]. Suponha
que os estados Uy e Ug, com |Ug — Ur| = ¢ positivo e pequeno, estdo unidos por um

i-choque de velocidade s,
F(UR)—F(UL>:8[UR—UL], (531)

que viola a E-Condicao de Liu. Sob a premissa de normalizacao (5.26), a taxa de entropia
para este choque é zero. O objetivo é construir um leque de ondas V', com os mesmos

estados finais Uy, Ugr e 97 < 0.

Seja Up = Wi(tr;UL), com 1 > 0. Como a E-Condigdo de Liu é violada, o
conjunto de T' = {7 € (0,7r), tal que s;(7;UL) < s} é ndo vazio. Seja 7, = infT, e
suponha que 77, > 0, pois o caso 7, = 0 é simples. Assim, s;(7.;UL) = s, e s;(1;Up) é

decrescente em 7;,. Consideramos o caso genérico s*(1z; UL) < 0.
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Estabelecendo Uy, = W(11; Up), temos que

De (5.31) e (5.32),
F(Ugr) = F(Un) = s[Ur — Unl, (5.33)

que mostra que Uy, também estd na curva i-choque que passa por Ug, ou seja, Uy =
Wi(7r; Ur) e si(Tr; Ur) = s. Pode-se considerar o i-choque juntando Uy com Ui como
a superposicao de dois i-choques, um que une Uy com U,; e outro que une Uy, com Ug,
ambos propagando com a mesma velocidade s. O objetivo é realizar uma perturbacao que
divide o choque original em dois choques, um com velocidade ligeiramente inferior a s
e outro com velocidade ligeiramente superior a s, e depois mostrar que o leque de onda

resultante tem taxa de entropia negativa.

Comecamos fixando um pequeno niimero positivo 7. O leque de ondas V' consistira
de (n +2) estados constantes Uy, = Uy, - -+, U;_1, U,U;, -, Uy = Ug, unidos por choques.
Para j = 1,---,i — 1, U; estd unido a U;_; por um j-choque, U; = Wj(¢;;U;j_1) de

velocidade s;:
F(UJ>—F<U]_1):S][U]—Uj_l], j:]., ,’L—]_ (534)

U estd unido a U;_; por um ¢-choque, U= Wi(rr + 7;U;_1), de velocidade s_:

F(U) = F(Ui-) = 57[[7 — Uil (5.35)
U est4 unido a U; por um ¢-choque, U= Wi(Tr + €; U;), de velocidade s :

F(U) — F(U;) = s.[U — Uy). (5.36)

Finalmente, para j = 1+1,--- ,n, U;_; estd unido a U; por um j-choque, U;_1 = W;(¢;; U;)

de velocidade s;:

F(Uj—1) — F(U;) = s55[Uj—1 = Uj], j=i+1l 0. (5.37)
As amplitudes (e, - - -, €,) das ondas sdo computadas da equagao
9(617 Ty Eny 7—) - 07 (538>

onde

Qler, -y en;7) = WilTr + € Wiga (€15 Walen; Ur) - ) (5.30)
— Wity + 73 Wisa(€i1; - - Wile; Up) -+ +)).
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Observe que

Qleq, -+ €T ZGJ (Up) + Z €;R;(Ug)
j=it+1 (5.40)

- TVVi.<TL; UL) + EiWi.(TR; UR) + G<617 o, €ny T)?
onde G e sua primeira derivada se anulam em (0,---,0;0), concluimos que, para T
suficientemente pequeno, (5.38) terd uma solugao tnica. Ainda falta verificar que s_ =

si(tp, + 7;U;—1) é menor que s, = s;(1g + €; U;).
De (5.31), (5.34), (5.35), (5.36) e (5.37), deduzimos que

(s = 5)[U = U] + (s = 54)[Ur — U]

1—1 n (54].)
WU = Ui + D2 (85— s)[U; = Uj-al.
le j=i+1

Paraj=1,--- i —1,i+1,--- ,n,
Uj = U1 = a; R;(UL) + 5j, |15;] = O(6)]a;l. (5.42)

Assim, denotando
v =|(s — s )L;(UL)[U — U], (5.43)
deduzimos de (5.41)

|aj|:O(5)7, j=1,---,i—1,i+1,--- n, (5'44)

(5 = 5)[U = Ut] + (s = s4)[Ur — U] = O(8%), (5.45)

que implica em particular, que (s — s_) e (s — s;) tém sinais opostos. Lembrando que

s3(m; Up) < 0, concluimos que s_ < s < s4.

Computamos agora 74 de (5.27):

1—2
T = Z(Sj—l —5;)n(U;) + (5= = si—1)n(Uiz1) + (54 — 3—)77([7)
= (5.46)
+ (Sip1 — )+ Z sir1 — s;)n(U;).
J=i+1
Ao reorganizar os termos nas somas acima:
i—1
A2 =3 (s — 5;)[n(U;) = n(U;-1)] + (s — s_)n(U)
=t (5.47)

+Z + = 55)nU;) = n(Uj-)).

Jj=i+1
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Adicionando e subtraindo termos, a equacao anterior pode ser reescrita como

A2 = (s —5) {n(U) = Dy(U)[U — U] = n(Us) |
+ (s = 5) {n(0) = Dy(U)[U — Ur] = n(Ur)}

i—1

+ 35— ) {0(U) = n(U;) = OOV~ U]} o4
+ Z?:l(& - 55) {U(Uj) —n(U;_y) — Dp(U)[U; — Uj—1]} .
Como 7 é estritamente convexa, e lembrando (5.43) e (5.45),
~(s = s-) {n(0) = Dy(O)U — Us] = n(Up) } = an|U — Uy | (5.49)
—(s4+ =) {77([7) — Dp(U)[U — Ug] - 77(UR)} > an|U — Ul
com « > 0. Por outro lado, de (5.44) temos que
[1(U3) = 0(Uj-1) = D(U)[U; = Uja]| < O[T = Ui, Jg=1-i-1
(U) = 1(U; 1) = Dn(D)[U = Uyi]| € O@RIT — Ul =141+ .
(5.50)

Portanto, 747 < 0, o que estabelece o teorema no caso especial onde o leque de onda

consiste em um unico choque violando a E-condigao de Liu. O]

Além de fornecer um critério de admissibilidade do leque de onda, o principio da
taxa de entropia (Definicdo 5.5) sugere um método alternativo para construir solugoes
para o problema de Riemann (5.1), (5.18) minimizando a funcional taxa de entropia
7 sob todos os leques de ondas com estados finais Uy, e Ug, usando as equacoes de

Euler-Lagrange. (veja [4]).

Teorema 5.7. Considere um Sistema estritamente hiperbélico (5.1), dotado com uma
entropia uniformemente convexa n(U). Quando |Ugr—Uy| € suficientemente pequeno, existe
uma, solugio U(x,t) = V() do problema de Riemann (5.1), (5.12), onde V (§) minimiza
a taxa de entropia F67, ou equivalentemente a produgao total de entropia Py, sob todos
0s leques de ondas com i-ondas unidirecionais de forca moderada e estados finais Uy, e Ug.
Além disso, esta solugao € idéntica a solugao unica com choques satisfazendo a E-condicdo

de Liu, estabelecida pelo Teorema 5.4.

Demonstrag¢io. Suponha que Uy, e Ug estao em uma bola %Bs2(U) com centro em algum

estado U e raio 4%, onde § é um ntimero positivo pequeno. Consideramos a familia do leque
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de ondas saindo com valores na bola %;(U), estados finais Uy, Ug e i-ondas unidirecionais.
Esta familia é nao vazia, pois contém o leque de onda com estados finais Uy, e Ug cujas
i-ondas sao (nao necessariamente admissiveis) i-choques. Na verdade, para construir este

leque de ondas definimos, no lugar de (5.22),
Qe;U) = Wi(e; Whi(e--- Wi(e,U) -+ +)), (5.51)

onde W; denota a curva i-choque, e observe que (5.23) permanece com G e sua primeira
derivada desaparecendo em € = 0. Além disso, para ¢ suficientemente pequeno existe

€= (€1, - ,€,) com Q(e; Up), tal que o leque de ondas toma valores em %;s(U).

Fixando algum leque de ondas V na familia anterior, que como mostramos na
Segao 5.1, compreende de n ondas [(1,&1], -+, [(n, €n] separadas por estados constantes
Uy, Uy, -+ ,U,. No que se segue, c representa uma constante positiva genérica que nao

depende de § e de V.

Escrevendo a diferenca dos estados como combinacao linear dos autovetores direitos

Ui - Ui—l = Z aszk(U) 1= 1, e, N, (552)
k=1
notamos que |ag| < ¢d, para i,k =1,---  n. Além disso, por (5.6), |au| < 2, para i # k.
Por outro lado, como
Z(Ul - Ui—l) = UR - UL, (553)
i=1
Zaik:Lk<U)[UR_UL]7 /{321, , N, (554)
i=1
portanto, |U; — U;_1| < ¢§?, parai=1,--- ,n, que implica
TV o)V () < 6, (5.55)

em virtude de (5.17).

Resulta agora do teorema de Helly que, dentro da familia de leque de ondas em
consideracao, qualquer sequéncia minimizante V,, para o funcional (5.27) contém uma
subsequéncia convergindo para um minimizador V. Devido ao Teorema 5.6, qualquer
choque de V' deve satisfazer a E-condi¢ao de Liu e assim V' coincide com a tnica solucao

admissivel para o problema de Riemann estabelecido pelo Teorema 5.4. O
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusoes

Apresentamos de forma geral parte da teoria de leis de conservacao e leis de balanco

englobando R™.

1. No caso de sistemas de leis de conservagao estritamente hiperbodlicos numa dimensao
espacial sobre certas condig¢oes é possivel encontrar o par entropia-fluxo de entropia.
Portanto, nestes casos podemos aplicar o método variacional para resolver o problema

de Riemann respectivo, com choque de forca moderada.

2. A solucao pelo método variacional coincide com a solu¢ao pelo método das curvas

caracteristicas.

3. Quando o problema de Riemann é estritamente hiperbdlico e nao possui choque de
forca moderada, entao pode acontecer que o problema nao tenha solugdo. (veja o

exemplo da se¢ao 5.2 )

6.2 Trabalhos futuros

1. Quais sdo os requerimentos minimos para aplicar o método variacional em leis de

conservacao de duas dimensoes?

2. Seguindo o comentario anterior podemos formular a pergunta: Serd possivel aplicar
o método variacional, no caso de leis de conservacao que nao sejam estritamente

hiperbdlicos? Quais seriam os requerimentos minimos para aplica-lo?

3. Sera possivel aplicar o método variacional para problemas com choques de forca

forte? Sob quais condig¢oes?
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APENDICE A - TEOREMA A: Demonstracio

Neste capitulo apresentaremos a demonstracao do Teorema 2.3 da Secao 2.2 seguindo

os passos de [9].

Demonstragio. Seja N € S¥~! fixo e qualquer hiperplano %, de codimensio um, com
normal N e interse¢do ndo vazia com 2 . Para cada X € € N.2Z", &, denota a semi bola
{Y e B.(X): (Y —X)-N <0}. O limite

o 1 k—1

CN%r(X)

existe para quase todo (com respeito a % 1) X € € N 2 e define uma funcao s+ 1-
mensuravel limitada. Repetindo a construcao acima para cada hiperplano com normal NV,

definimos ay em todo 2.

Para estudar as propriedades de ay, fixamos N € S*~!, junto com um hiperplano
% com normal N, e uma bola % em 2, centrado em algum ponto 4 N 2. Entao,
aplicamos a lei de balanco aos dominios cilindricos

2= J 4, d, ={X: X —-71N€¥€nNB}, (A.2)

—0<r<e

onde 0 e € s2o nimeros pequenos nao negativos. Isto produz

/ an(X)dA X))+ [ an(X)dA U X) = P(D) +0(6) + 0(),  (A3)

A g
onde os termos O(J) e O(e) representam a contribuicao do fluxo através da fronteira lateral
do dominio cilindrico. Tomando § = 0 e fazendo € | 0, derivamos de (A.3) uma estimativa
que, aplicada a todas as bolas 4, implica que, como 7 | 0, ay(X +7N) = —a_n(X), em
L>®(€ N Z) fraca*. Similarmente, tomando ¢ = 0 e fazendo ¢ | 0, deduzimos que, como
7710, a_n(X+7N) = —an(X), de novo em L>®(¢ N Z") fraca*. Em particular, isto

implica que ay é Lebesgue mensuravel em 2 .

Retornando a (A.3), e agora fazendo § | 0 e € | 0, concluimos que ay(X) =
—an(X), para quase todo (com respeito a #*71) X € € N 2", a menos que ¥ pertenca
(como méximo) a uma familia contével de hiperplanos com normal N para o qual |Z(€ N

Z)| > 0. Doravante, nos referiremos a estes hiperplanos excepcionais como singular.

Para mostrar (2.4), consideramos qualquer dominio préprio 2 em 2 e fixamos

X € 07, onde a normal unitaria exterior é N e o hiperplano tangencial é . Suponha
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%(X)

X ¢ N

Figura 5 — 2 N A,

além disso que X é um ponto de Lebesgue de ¢4 e que a derivada superior de |Z?| em X,
com respeito a medida de Lebesgue, ¢é finita. Para r positivo e pequeno, escreveremos a lei
de balango, primeiro para o dominio ¥ N %,(X), entao para a semi bola {Y € %,.(X) :
(Y — X) - N < 0}; veja a figura (5).

Combinando o resultado das duas equacoes, temos que

g0 (V)dA 1Y) — / an(Y)dAP 1Y) = o(rF1). (A.4)
09N %, (X) EN%(X)
Dividindo (A.4) por r*~1, fazendo r | 0, lembrando (A.1), obtemos (2.4), assim temos

estabelecido a afirmacao (1) do teorema.

Vamos mostrar (2.5) empregando o célebre argumento do tetraedro de Cauchy.
Consideramos a base ortonormal padrdo {E, : a=1,--- ,k} em R¥ ¢ além disso o campo

vetorial m-linha A € L°°(2"; M***) com componentes ag,:
AX) = lap, (X), -+, ap (X)]. (A.5)

Seja N € S¥=! com componentes diferentes de zero N, € R, e tome X € 2 com a

seguinte propriedade: X é um ponto de Lebesgue de k + 1 funcoes ag,, -+ ,ag, € an; a
derivada superior de |Z?| em X, com respeito a medida de Lebesgue, é finita. Para r

positivo e pequeno, consideramos o simplex
P2 ={Y : (Yo — Xo)sgnN, > —r,a=1,--- k(Y = X)- N <r}. (A.6)

Observe que 02 é composto por uma face ¥ com normal exterior NV e k faces %,, para

a =1,---  k, com suas respectivas normais exteriores (—sgnN,)E,. Além disso, temos
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HFL(C,) = | No| 75 1(€). Escolhemos 1 tal que nenhuma das faces de 2 esteja situado
em um hiperplano singular. A lei de balanco para Z entao se escreve como

k
/aNdji”k’l - z:(sgnNa)/czEaaL%”k’1 =A(9). (A.7)
¢ a=1 Co

Dividindo (A.7) por % 1(€) e depois passando para o limite ao longo de qualquer
sequéncia de r que tende a zero, evitando ao mesmo tempo o conjunto de valores (no
méaximo contavel) para que alguma face de Z se encontra em um hiperplano singular,
chega-se a

an(X) = Zl ag, (X)N, = A(X)N, (A.8)

que estabelece (2.5).

Figura 6 — Argumento do tetraedro de Cauchy 2-dimensional

Resta mostrar (2.6). Para A Lipschitz continua, pode-se conseguir (2.6), aplicando
o teorema da divergéncia a lei de balanco. No caso geral em que A estd meramente em
L, nés recorremos ao amolecimento. Fixamos uma fungio de teste 1 € C5°(R*) com

massa total um, suportado na esfera unitaria e ajustamos isto por ¢,
() = e Fp(e X)), (A.9)

e a usamos para amolecer, na forma habitual, & e A no conjunto Z. C 2 de pontos

cuja distancia de Z°¢ excede a ¢,

DPe :¢a*<@7 Ae :¢6*A (AlO)
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Para qualquer hipercubo 2 C 2, aplicamos o teorema da divergéncia ao campo suave

A, e usamos o teorema de Fubini para obter

/ divA.(X)dX = / AL(X)N(X)dA*1(X)
9 09

_ / / b (V)A(X — Y)N(X)dYdA* 1 (X)

— / Y=(Y) / A(Z)N(Z)ds" 1 (Z)dY, (A.11)
RE 0%y

onde %y denota a Y-translagdo de &, isto é Py ={Z : Z +Y € Z}. Em virtude da lei
de balanco,

/ AZ)N(2)dA"Y(2) = / an(2)dAN(Z) = P(Dy), (A.12)

% 0Dy

para quase todo Y na bola {Y : |Y| < e}. Portanto, de (A.11) resulta
/divAe(X)dX - /¢5(Y)9(9Y)dy — /pE(X)dX, (A.13)
7 RF 7

daqui inferimos

divA.(X) = p.(X), X € 2. (A.14)

Fazendo ¢ | 0 obtemos (2.6), no sentido das distribui¢oes em 2. Isto completa a

demonstracao do teorema. O
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APENDICE B - TOPICOS DE TEORIA DA MEDIDA

Apresentaremos aqui algumas noc¢oes basicas sobre a teoria da medida, que serao

necessarias para o desenvolvimento deste trabalho. A referéncia usada para este capitulo é
[1].

Definigao B.1 (o-algebras e espagos de medida). Seja X um conjunto nao vazio e seja &

a colecao de subconjuntos de X.

(a) & é um dlgebra se, ) € &, By UEy € & e X \ By € &, sempre que Fy, Fy € &.

(b) Uma &lgebra & é um o-dlgebra se, para qualquer sequéncia (Ej,) C & sua uniao

U, En pertence a &.

(c) Para qualquer colecdo ¢ de subconjuntos de X, a o-dlgebra gerada por ¢ é a menor
o-algebra contendo ¢. Se (X, 7) é um espago topoldgico, denotamos por Z(X) a
o-algebra de Borel de subconjuntos de X, i.é., a og-algebra gerada pelos subconjuntos

abertos de X.
(d) Se & é uma o-algebra em X, chamamos o par (X, &) um espaco de medida.

Defini¢ao B.2 (Medidas positivas). Seja (X, &) um espago de medida e u : & — [0, 00].

(a) w é aditiva se, para By, Fy € &,

(b) u é o-subaditiva se, para E € &, (E,) C &,
Ec U Bn— n(B) < ul(Bn).
h=0 h=0
(¢) u é uma medida positiva se, u(f)) = 0 e p é o-aditiva em &, i.e., para qualquer
sequéncia (Ej,) de elementos disjuntos por pares de &
o0 e}
«(U) =S uie
h=0 h=0
dizemos que p ¢ finita se pu < 0.
(d) Um conjunto £ C X é o-finita com respeito a medida positiva u se, ele é a uniao de
uma sequéncia crescente de conjuntos com medida finita. Se X mesmo é o-finito,

entao dizemos que u é o-finita.



63

Defini¢ao B.3 (Medida real e vetorial). Seja (X, &) um espago de medida e seja m € N,

m > 1.

(@) p: & +— R™ é uma medida se, u()) = 0 e para qualquer sequéncia (Ej) de
elementos disjuntos por pares de &
p (U) = > 1(Ep).
h=0 h=0
se m = 1 dizemos que p é uma medida real, se m > 1 dizemos que p é uma medida

vetorial.

(b) Se u é uma medida, definiremos sua variagio total || para todo E € & como segue:

|u|(E) := sup {Z \1(Ep)| : By € & disjunto por pares, E = | J Eh} :
h=0 h=0

(c¢) Se p é uma medida real, definiremos sua parte positiva e sua parte negativa respecti-
vamente como segue:

b el g o = p

H 2 ' 2

Teorema B.4. Seja 1 uma medida em (X, &); entdo |u| € uma medida finita positiva.

Proposicao B.5 (Critério de coincidéncia). Sejam p,v medidas positivas no espago de
medida (X, &), e seja 9 C & uma familia fechada baixo intersegoes finitas; suponha que
w(E) =v(FE) para cada E € 9, e que exista uma sequéncia (Xp,) em 9 tal que X = U, X,

e w(Xp) = v(Xy) < oo para todo h. Entdo u e v coincidem na o-dlgebra gerada por 9.

Definicao B.6 (Fungdo mensurdvel). Seja (X, &) um espago de medida e (Y, d) um espago

métrico

(a) Uma fungdo f: X — Y é &-mensurdvel se f~1(A) € & para cada conjunto aberto
ACY.

(b) Se p é uma medida positiva em (X, &), dizemos que a func¢do f é pu-mensurdvel se

ela é &,-mensuravel

Defini¢ao B.7 (Integrais). Seja (X, &) um espago de medida.
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(a) Para £ C X definimos a funcgao caracteristica de E, denotado por xg, por

1 sexek
0 sex g FE.

Xe(x) =

Dizemos que f: X — R é uma funcdo simples se a imagem de f é finita, i.é., se f

pertence ao espacgo vetorial gerado pelas fungoes caracteristicas.

(b) Seja p uma medida positiva em (X, &); a integral de uma fungao simples pg-mensurével

u: X — [0,00) é definida por

/XudX = Y zu(u(2)),

zelm(u)
onde adotamos a convengao que quando z = 0 e pu(u='(z)) = oo, entdo z-u(u=1(z)) =

0. A definigao é estendida a qualquer fungdo mensuravel u : X — [0, oo] definindo

/ udp 2= sup {/ vdp : v p-mensuravel, simples, v < u} .
X X

Dizemos que uma aplicagao v : X — R p-mensuréavel é p-somdvel se

/ luldp < oo.
X

Dizemos que uma aplicacio v : X — R pg-mensuravel é p-integrdvel se cada

/ utdp < oo ou / u dp < oo.
b's b's

se u é integravel, entao

/udu ::/ u+du—/ u”dp
X X X

Definicao B.8. Seja 1 uma medida positiva e ¥ uma medida real ou vetorial no espaco de
medida (X, &). Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a p e escreveremos

v < i, se para cada B € & temos
u(B) =0= [v|(B) =0.

Defini¢ao B.9. Seja X um espago métrico localmente compacto, #(X) sua o-algebra de

Borel, e considere o espago de medida (X, #(X)).

(a) Uma medida positiva em (X, Z(X)) é chamada uma medida de Borel. Se a medida
de Borel é finita sob conjuntos compactos, ela é chamada de medida positiva de

Radon.
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(b) Uma fungao de conjuntos (real ou vetorial) definida nos subconjuntos relativamente
compactos de Borel de X que é uma medida em (K, Z(K)) para cada conjunto

compacto K C X, é chamada uma (real ou vetorial) medida de Radon em X.

Definigdo B.10 (Medida de Hausdorff). Seja k € [0,00), wy = 7%/2/T'(1 + k/2) (onde
L(t) = [° s e *ds) e E C RY. A k-dimensional medida de Hausdorff de E ¢ dado por

HHE) = lim A (E),

onde, para 0 < § < oo, ¥ (E) é definido por

HE) = w—”:inf {Z[diam(Ei)]k : diam(E;) < 6, E C | EZ} :
2 i€l i€l
para coberturas finitas ou contéveis { F;};cs, com a convencao diam(()) = 0.

Defini¢ao B.11 (Fungoes de Borel). Sejam X, Y espagos métricos, e seja f : X — Y.
Dizemos que f é uma funcio de Borel se f~1(A) € %(X) para todo conjunto aberto
ACY.

Definigao B.12 (Medida exterior). Seja X um espago métrico e y uma funcao definida
em todos os subconjuntos de X com valores em [0, co|; dizemos que p é uma medida
exterior se () = 0, u é o-subaditiva e além disso, vale a seguinte condi¢ao de aditividade
segue-se:

dist(E,F) > 0= p(EUF) = u(E)+ u(F), (B.1)
para todo E, F C X.
Teorema B.13 (Critério de Caratheodory). Seja p uma medida exterior num espaco

métrico X ; entdo p é o-positiva em FB(X), portanto, a restricio de p aos conjuntos Borel

de X € uma medida positiva.

Observacao B.14. O critério de Caratheodory mostra que, uma medida exterior sempre

define uma medida de Borel.

Exemplo Seja Q. (z) = {y € RY : max; |z; — y;| < r} o cubo aberto de lado 2r e centro

em z. Definamos

u(E) = inf {i(?rh)N EC G th(xh)} (B.2)
h=0 h=0

para todo E C RY. p é uma medida exterior.
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Defini¢ao B.15 (Medida de Lebesgue). Seja p a medida exterior do exemplo anterior,
chamaremos p medida de Lebesque exterior e denotaremos por Z~. Como u é finita em
conjuntos compactos, de acordo com o critério de Caratheodory sua restricio em Z(R™)
¢ uma medida de Radon; dizemos que E C RY é Lebesque mensurdvel se E pertence ao

completamento de %y~ (RY).

Proposicdo B.16 (Pontos de lebesgue). Seja p uma medida de Radon positiva num
conjunto aberto Q@ C RY e f € LY(Q,u). Entdo, para p q.t.p. © € Q vale a sequinte

equacao:
1

e Ae) /. o ) = F@)ldp = 0. (B.3)

Todo ponto x € Q) satisfazendo (B.3) é chamado um ponto de Lebesgue de f.
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