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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo do método de complementaridade mista para pro-
blemas parabdlicos nao lineares, devido ao fato de que alguns podem ser escritos como
problema de complementaridade mista e aparecem em muitas aplicagdes como fluxo de
liquidos em um meio poroso, difusao, fluxo de calor envolvendo mudanca de fases. Estes

tipos de problemas apresentam dificuldades para obter as solugoes analiticas.

Estuda-se leis de conservagao e os tipos de solucoes associadas ao Problema de Riemann,
essencialmente leis de balango que expressam o fato de que alguma substancia é conservada.
O estudo desta teoria é importante pois frequentemente as leis de conservacao aparecem

quando nos problemas parabdlicos sao desprezados os termos difusivos de segunda ordem.

Estudaremos um método numérico que permita a busca de uma solugao aproximada da
solucao exata, o qual é uma variagao do método de Newton para resolver sistemas nao
lineares que estao baseados num esquema de diferencas finitas implicito e um algoritmo de
complementaridade mista nao linear, FDA-MNCP. O método tem a vantagem de fornecer
uma convergéncia global em relacdo ao método de diferengas finitas como o método de

Newton que s6 tem convergéncia local.

A teoria é aplicada ao modelo de combustao in-situ, que pode ser reescrito na forma de

problema de complementaridade mista, além disso faremos uma comparacao com o método

FDA-NCP.

Palavras-chave: Combustao, Algoritmo de Complementaridade Mista. Diferencgas Finitas.

Leis de Conservacao.



ABSTRACT

In this work, we study the mixed complementarity method for nonlinear parabolic problems,
because some can be written as mixed complementarity problems and appear in many
applications such as fluid flow in porous media, diffusion, heat flow wrapping phase change.

These types of problems have difficulty obtaining the analytical solution.

We study the conservation laws and the types of solutions associated with the Riemann
Problem, these types of laws are essentially balance laws that express the fact that some
substance is balanced. The study of this theory is important because the conservation
laws often appear when the parabolic problems are neglected the diffusive terms of second

order.

We will study a numerical method that allows finding an approximate solution of the exact
solution, which is a variation of the Newton’s method for solving nonlinear systems based
on an implicit finite difference scheme and a nonlinear algorithm mixed complementarity,
FDA-MNCP. The method has the advantage of provide a global convergence in relation

to the finite difference method and method of Newton that only has local convergence.

The theory is applied to model in-situ combustion, which can be rewritten in the form of

mixed complementarity also we do a comparison with the FDA-NCP method.

Key-words: Combustion. Mixed Nonlinear Complementarity Algorithm. Finite Diference.

Conservation Laws.
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1 INTRODUCAO

Varios modelos matematicos em diferentes disciplinas, como engenharia, fisica,
economia e outras ciéncias estudam equacgoes diferenciais parciais do tipo parabdlico. Estes
modelos podem levar ao problema de complementaridade mista, isto é, o caso do modelo
de combustao in-situ, o qual serd nosso modelo neste trabalho. Outras aplicacoes de

problemas de complementaridade sdo descritos em [12].

Como o objetivo é encontrar uma aproximagao da solugao analitica, desenvolve-
remos um método numérico que nos permita cumprir nosso objetivo. Esta técnica sera
aplicada ao modelo simples de combustao in-situ o qual sera escrito como um problema de

complementaridade mista.

O modelo de combustao in-situ é um caso particular do modelo tratado em [4].
Neste caso, o modelo considera a inje¢do de ar num meio poroso que contém combustivel
solido e consiste de um sistema de duas equagoes diferenciais de tipo parabdlico nao

lineares.

As contribuicoes do trabalho sdo: Estudo do modelo simples de combustao in-situ
e as simulacoes para o modelo proposto aplicando método de Crank-Nicolson e o algoritmo
FDA-MNCP [20]. Além disso, estudaremos o modelo de inje¢ao de vapor num meio poroso
via leis de conservacao e no futuro fazer as simulacgoes para este modelo. A implementacao
sera feita em Matlab, o qual é um programa destinado para fazer calculos numéricos e é

amplamente utilizado no campo da engenharia.

Este trabalho esta organizado como segue. No Capitulo [2| faremos uma introducgao
as leis de conservagao. No Capitulo [3| descreveremos o método de diferencas finitas
que sera usado nas simulagoes do modelo simples de combustao in-situ. No Capitulo [4]
apresentaremos a descri¢cao e funcionamento do algoritmo FDA-MNCP que sera usado
nos capitulos seguintes. Além disso, apresentaremos os resultados que apontam que a
sequéncia de pontos vidveis gerada estd contida numa regido viavel e verificaremos que
as direcoes obtidas sao vidveis e de descida para uma funcao associada ao problema
de complementaridade e também veremos a prova da convergéncia global para o FDA-
MNCP seguindo o feito para FDA-NCP [14]. No Capitulo [5| aplicamos o método FDA-
MNCP ao Problema de Combustao in-situ, descrevemos o procedimento de discretizacao
usando a técnica de diferencas finitas estudadas no Capitulo [3] para o problema de
complementaridade mista associado ao problema e também apresentamos os resultados
numeéricos e a andalise de erro correspondente com a comparacao com o método FDA-NCP.

Finalmente apresentaremos algumas conclusoes, trabalhos futuros, bibliografia e apéndice.
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2 SISTEMAS HIPERBOLICOS DE LEIS DE CONSERVACAO

Os sistemas hiperbdlicos de equagoes diferenciais parciais sao empregados para
modelar uma grande quantidade de fendomenos fisicos que surgem nas mais diversas areas
como dindmica dos gases, geofisicia, actustica, 6tica, entre outras, que envolvem, por
exemplo, movimento de onda ou o transporte advectivo de substancia, onde a propagacao
de singularidade esta quase sempre presente e sao chamados Leis de Conservacao, os quais

tem a seguinte forma [24], [25]:

O )+ 2 ful(a,1)) =0, 2.1)

onde, u : R x Ry — R™ representa as varidveis de estado no ponto z, instante ¢ e f(u) é
o fluxo dessas varidveis, [17]. Consideraremos aqui um principio basico, chamado lei de

conservacao da massa.

2.1 LEI DE CONSERVACAO

Suponhamos que tem-se um meio continuo com um campo de velocidades v(x,t) e

sejam 2 C R3, z € Q, ver Figura . De acordo com a lei da conservagao da massa [17],

Figura 1 — Superficie €.

x.b)
UK//')V/
//'v/v Q

Fonte: Julio Agustin

sabemos o que ingressa menos o que sai de €2 por unidade de tempo (put), é o que se

acumula em €2, o que poderiamos escrever como:

ENTRADA — SAfDA = ACUMULAGAO. (2.2)

Seja S = 02, uma superficie suave. Dividimos S em duas partes: S; que é o meio

pelo qual a massa ingressa a €2 e Sy é 0 meio pelo qual a massa sai de €2, como mostra a
Figura 2]
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Figura 2 — S; : Meio pelo qual a massa ingressa a {2 e S5 : Meio pelo qual a massa sai de 2.

Sy v(z,1)

7/ \ //é

////// Z
) ////\ 3 -

Fonte: Julio Agustin

v(z,t

onde 7, é o vetor normal exterior a superficie S; e 1y 0 vetor normal exterior a superficie
Sa.

Calcule-se a quantidade de material que sai de €2, (put). Seja dS um elemento
da superficie em S;. O volume do meio que passa por dS num intervalo de tempo é

aproximadamente: (v - 17)dS.

Figura 3 — Elemento da Superficie Ss.

Yt
Vi

Q

ds

Fonte: Julio Agustin

Seja p(x,t) a densidade do meio, logo a quantidade de massa que passa por dS, (put) é:
p(v - n2)dS.
Portanto, a quantidade de massa que SAI por toda a superficie Sy, (put) é:
/S p(v-m2)dS, com v -1y > 0.
>
Analogamente, a quantidade de massa que INGRESSA por 5, (put) é:
—/S p(v - mp)dS, com v-n <O0.
1
Portanto, o que passa menos o que sai por a superficie S = 0f2, é:
—/Sl p(vm)ds—/sz p(v-n2)dS = —/S,O(v-n)dS,

onde n é o vetor normal exterior e unitario a S.

Agora calculemos a quantidade de massa que se acumula em Q (put). Seja dV um

elemento do volume de massa dentro de 2. No instante ¢, a massa de dV é dada por:

p(x,t)dV.
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O que se acumula em dV, no intervalo de tempo [¢,t + At] é:
[p(z,t + At) — p(x,t)]dV.
Logo, o que se acumula em §) no intervalo de tempo [t,t + At] é:

/Q[p@:, t+ At) — p(z, )] dV.

A quantidade de massa que se acumula em todo 2 (put) é:

Alt /Q[p<x’t+ At) — p(z, t)]dV,

tomando limite, quando At — 0, obtemos:

d
— t)dV.
= | pla.tyav.
que é a quantidade de massa que se acumula em Q (put).

Portanto, da expressao da lei de conservacao da massa, temos:

d
< )dV = — / ds,
= | o) [ p(on)
onde a integral da direita é o fluxo que atravessa a superficie S.

Se denotamos a densidade desta substancia como u(x,t) e por f(z,t) o fluxo, entdo

a lei de conservagao pode-se escrever como:

jt /Q (e, t)dV = — /8 _fnds, (2.3)

onde S é a superficie regular e 1 é o vetor normal exterior unitario de S. Esta equagao
¢ a forma integral de uma lei de conservacao. Supondo que u e f sao diferenciaveis e

aplicando o teorema da divergéncia [I8], temos:
0 .
/Qau(x,t)d‘/%—/ﬂdw(f(u))d‘/ = 0.
0 :
/Q [&u(x, t)+ dzv(f(u))] dv =0.

Como ) é uma regiao arbitraria, obtemos a equacao de continuidade

0
¢ (@ 1) +div(f(u)) =0, (2.4)
a qual é chamada de Forma Diferencial da Lei de Conservacao.

Se repetimos todos os célculos anteriores sobre a hipétese de existéncia de uma
fungao fonte ou sumidouro g(z,t,u), a forma diferencial da lei de conservacao ([2.4)

ficara
ou(z,t)

ot

+ div(f(u)) = g(x, t,u). (2.5)
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A equagao ([2.5)) relaciona a funcdo u, a fungdo fluxo f e o termo fonte g a qual é
denominada Lei do Balango [I]. Por outro lado, para a modelagem ter sentido precisamos

de uma condigao inicial u(z,0) = ug(x).

Nosso estudo estard restringido ao caso de (z,t) € R x R§ no qual a equacao ([2.5)

se escreve como:
ue(x,t) + [f(w)]e = g(z,t,u). (2.6)

Na sec¢ao seguinte estudaremos com maior detalhe a equacao com termo fonte

g = 0.

2.2 SISTEMAS HIPERBOLICOS

Nesta secao estudaremos a equagao que representa um sistema de leis de
conservacao, onde u : R x Rf — R™ e a funcao de fluxo f : R™® — R™. No caso
linear temos que f(u) = Au entdo f'(u) = A com A € R™™ uma matriz constante.
O sistema ¢é dito Hiperbdlico se os autovalores \q, Ag, ..., A, da matriz jacobiana
f'(u) de f, sdo reais para todo u € R™. Se além de reais, os autovalores sao distintos
em ), dizemos que ¢ Estritamente Hiperbdlico e sendo 71 (u), ro(w), ..., (1) 08

respectivos autovetores.

Consideraremos, como exemplo, o seguinte sistema, que serd abordado com mais

detalhes mais na frente:

Qt + (V@)z = O,
w + (W), =0, (2.7)
oy + (U)m = 07
onde V é uma constante real positiva.
6
Sendo U = | w | € R3 temos que:
o
' v 00
fO) =1 w = f(U)=[0 10
o 0 01

tem autovalores A\; = A\ (U) = V, Ao3 = A\a3(U) = 1. Por tanto, o sistema (2.7) é um

sistema Hiperbdlico. Além disso, os autovetores associados sdo:

0 0
ri=n(U) = , ro=m1y(U) = ers=r3(U)=10 |,
0 1

para A1, Ao e A3, respectivamente.
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2.3 SOLUCAO FORTE E SOLUCAO FRACA

Estudaremos problemas de valor inicial formado por uma lei de conservacao da
forma:
u + [f(w)], =0, (z,t) e RXRY

e com dado inicial:

u; se x < 0,

u(z,0) = up(x) = { (2.8)

ur se x > 0,

onde u : RxRy — R™, f: R™ — R™, u, é 0 estado inicial & direita e u; é o estado inicial
a esquerda, com u,,u; € R™. O problema ¢ chamado Problema de Riemann.
Podemos ver que a condi¢ao inicial pode ter uma descontinuidade em x = 0. O caso trivial
acontece quando u; = u,. Em [23], [25] temos que mesmo no caso escalar (m = 1) e a
condigao inicial ug(x) seja bastante regular, ndo poderemos supor que a solugao u(z,t)

seja regular para todo t > 0.

A discussao precedente motiva a generalizar a definicao de solugao, pois a nocao
de uma solugao da equagao diferencial parcial (2.8)), conhecida como solugao forte ou
também solugao cldssica, é uma funcio de classe C! que satisfaz (2.8). Logo, como uma,

funcao descontinua nao pode ser solu¢do no sentido classico.

No que segue definimos um novo tipo de solugdo mas precisamos das seguintes

definicoes:

Definigao 2.1 Uma funcio ¢ : R x Rj — R tem supporte compacto se ¢ =0 fora de
um conjunto compacto de R. Uma fungdo teste é uma fungao ¢ : R x [0,00) — R de
supporte compacto e ¢ € C®(R x [0,00)). O conjunto das fungoes teste serd denotado por

D(R x [0, 0)).

Figura 4 — Supporte compacto de f.
EA

supp f
> i
a b
Fonte: Julio Agustin
Como [17], [25], multiplicando e integrando u; + [f(u)], = 0 por uma fungio teste

¢(z,t) € D(R x [0,00)), temos

/O:o /OOO [udy + f(u)d.]dtdr + /O:o o(z,0)u(z,0)dz = 0. (2.9)
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Definicao 2.2 (Solugao fraca) [I7/. Dizemos que u € L>(R x (0,00)) € uma solugio
fraca da lei de conservagdo definida para o problema (@, se ela satisfaz a equagdo (@)
para todo ¢ € D(R x [0,00)).

Teorema 2.1 [17]. Se u é uma solugio de classe C' do problema (@, entao satisfaz a
equagdo ([2.9), para todo ¢ € C3°(R x [0, 00)).

Demonstracao:
Como u ¢é solugao classica de (2.8)), entdo u é continuamente diferenciavel e
ug + [f(u)], =0, z€R, te RS
u(z,0) = up(x), = €R,

Além disso, para qualquer funcao suave ¢ € D(R x [0, 00)) temos que:

/_O:O /Ooo[ut + f(u)]¢ dtdz =0,

integrando por partes e usando o fato que ¢ é de suporte compacto, temos que:
|| e+ fwoudtde + [ o, 0)uz, 0)dz = 0.
Portanto, a solucao classica u é também uma solucao fraca [17]. |

Como as solugoes fracas geralmente nao sao continuas, vamos descrever essas
solugoes da seguinte forma. Seja z5(t) uma curva no plano xt que divide o semiplano ¢ > 0
em duas partes: 2, a direita da curva e {); a esquerda da curva, como mostra a Figura 5| e

definimos uma solugao continua por partes [25].

Figura 5 — Curva que divide o plano em duas regioes, ); e §2,..

t xs(t)

Fonte: [15]
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Defini¢ao 2.3 Uma fungio u(x,t) é denominada solugio continua por partes do problema
([2.8) com descontinuidade do tipo salto ao longo da curva z4(t), se u(z,t) tem as sequintes

propriedades:

1) u(zx,t) tem derivadas primeiras continuas em €, e €; e é solugdo do problema
u + [f(u)]. =0, z€Q,, t>0,
u(z,0) = ug(x), x < x40),
em €2, e do problema
u+ [f(w)]. =0, zey, t>0,
uw(z,0) = ug(x), x> x40),
em €);.

2) Em cada ponto (xg,tg) de z4(t), os limites de u(z,t) quando (z,t) — (z0,1o),
(x,t) € Q e (x,t) — (mo,t0), (x,t) € Q, existem mas nao sdo necessariamente

iguais.

O seguinte resultado é de grande importancia quando consideramos uma solucao fraca do

problema de Riemann a qual pode ser visto em [15].

Teorema 2.2 Seja C uma curva no plano xt (R x RY) diferencidvel, x = z(t) a qual
divide Q0 € RxR{ em Q e Q,., onde u é uma solugio diferencidvel em €, Q,. e u tem uma
descontinuidade (u € solugd@o fraca) do problema (@ a qual tem uma descontinidade

de salto em C, entdo:

onde: [f(uw)] = flur) = f(w) e [u] = u —w, (w#u,).

Demonstracgao:

Seja p um ponto, tal que p € C e B uma bola com centro p tal que B € {2 tal que

(x(0),0) ¢ B.
Seja u uma solugao fraca de (2.8) e tomando uma ¢ € C§° com suporte compacto em B,

temos

/OOO /o:o[uqﬁt + f(u)p,|dxdt = 0. (2.11)

entao

0= /0 - / Z[u¢t+ Fw)pldedt = [ /B [ty + f(w)guldodt + / /B [+ £ (w)Jddt.
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Figura 6 — Descomposicao da regido 2.

A

B J

Y

Fonte: Julio Agustin

Pelo teorema de Green em B; e B, cujas fronteiras 0B; e 0B, estao orientadas positiva-

mente.

Figura 7 — Orientacao positiva de Bj e B,..

Py
Py

Py
Py

Fonte: Julio Agustin

Entao, temos:
[—uddz + f(u)pdt] + /6  [—ugdz + f(u)od].

—udz + f(u)dt] + /8 |, Ol-ude & f(u)d].

o
J

0 =
— i [
_ /P ol 4 (w)dr] + /P 12¢[—urdx+f(ur)dt]-

= /P2 Ol —(w — vy )dzx + (f(w) — f(u,))dt].

Py

Portanto como ¢ # 0, entao —(u; — u,)dx + (f(w;) — f(u,))dt =0, logo

(flw) = f(u))dt = (w —u,)dz.
fw) = f(u) _ da

Uy — Uy dt
V@l _
] )
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O Teorema sugere que para estender a solucao obtida pelo método das
caracteristicas numa regiao €2, a curva C que separa as descontinuidades com velocidade
s = 2'(t), chamada choque ou descontinuidade, na solugdo do problema de Riemann ([2.8)),
a curva C é caracterizada pelos valores u; e u,, como sendo os estados a direita e a esquerda,

respectivamente, e com velocidade de propagacao s [21], [24], [25].

Denotamos esta caracterizagao do choque por (u;, u,, s). Dentre as varias curvas
com esta propriedade, escolhemos a que satisfaz a condigao ([2.10f), a qual motiva a seguinte
definigao [21], [24], [25].

Definigao 2.4 Um choque (w;, u., s) cumpre a condi¢io de Rankine-Hugoniot se e

somente se:

flur) = flw) = s(uy —w). (2.12)
Para um estado fixo u* temos a seguinte definigao, [25].

Definigao 2.5 O lugar geométrico de Hugoniot para um estado fixo u*, ou simplesmente

Hugoniot Locus, € o sequinte conjunto:

Hu)={ueR"/Is e R: f(u) — f(u*) = s(u —u")}. (2.13)

Voltando para o exemplo ([2.7), o Locus de Hugoniot para um estado fixo U* =

0"
* | e
o*

Vo vo* 7 0~

S R [ _ *

o o* o o*

entao:

vl —vO* = s[0 — 0" (2.14)
w—w" = sw—w (2.15)
o—0" = slo—o7 (2.16)

Da primeira equagao obtemos que s = V e das outras duas s = 1.



23
2.4 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES FRACAS

Solugoes fracas nao sdo unicas e, para um mesmo dado inicial, pode ser possivel
obter-se mais de uma solugao fraca para o problema . A condigao de Rankine-Hugoniot
nio é suficiente para garantir a unicidade de tais solucdes. E preciso, entdo, que outras
condigoes sejam impostas, permitindo escolher entre todas as solucoes fracas possiveis,
aquela que seja fisicamente correta. Duas das mais importantes condigoes sdo as condigoes

de entropia e do critério de viscosidade evanescente, discutidos logo a seguir.

2.4.1 Condicao de Entropia

Em algumas situacoes a solucao fraca nao ¢é tnica, sendo requerida uma condigao
adicional que permita a escolha da solugao fisicamente admissivel, ou seja, aquela na qual
a solucao de viscosidade tende a desaparecer. A condi¢cdo que define esta solucao é que
deve ser a solucao limite da condig¢ao de viscosidade quando ¢ — 0, em uma norma
convenientemente escolhida. No caso de equagoes escalares, as caracteristicas do choque

devem-se interceptar a medida que o tempo avanca [22].

Definicao 2.6 Uma descontinuidade propagando-se com velocidade s dada pela equagdo

satisfaz a condicdo de entropia de Lax se:

() > s> f'(u), (2.17)

sendo f'(u) a velocidade caracteristica.

Se a funcao f for estritamente convexa, a velocidade s da condigdo de Rankine-
Hugoniot deve estar situada entre f'(u;) e f'(u,), entdo, a tltima inequagao reduz-se a

exigéncia f’(u;) > f'(u,) a qual devido a convexidade, exige que u; > w,. [24], [25].

Uma outra condigao de entropia para o caso escalar é devido a Oleinik [2I], onde a

funcao de fluxo f deve satisfazer a seguinte definigao.

Definicao 2.7 (Condigdo de Entropia de Oleinik) Seu : RxR{ — R™ € a solugio

entropica, entdo todas as descontinuidades tém a sequinte propiedade:

Flu) = flw) | f) = fw)

U — Uy U — Uy

. YVu <u<u. (2.18)

No caso da fungao de fluxo f ser convexa, a equagao ([2.18)) reduz-se a equagao
(12.17)).



24

Segundo [24], a condigao de entropia que relaciona a velocidade do choque com as
velocidades caracteristicas a direita e a esquerda do propio choque mostra-se na seguinte

definicao.

Defini¢ao 2.8 (Condigao de Entropia de Lax) . Diz-se que um choque (u;, u,, s)

do problema de Riemann satisfaz o critério de entropia de Lax se:

)\Z(ur) < s < >\i+1(u7~)

Nici(w) < s < Ni(w) (2.19)

para algum ¢ = 1,2, ..., m. Neste caso, este choque é denominado de i-choque de Lax.

Uma outra forma de condicao de entropia é aquela baseada no espalhamento das
caracteristicas num leque de rarefagdo, [24], [25]. Se u(x,t) for uma funcdo crescente de x
em alguma regido, entdo as caracteristicas se espalham se f” > 0. A taxa de espalhamento

pode ser quantificada, segundo Oleinik [21].

Definigao 2.9 u(x,t) é uma solugio que satisfaz a condi¢io de entropia, se existir uma

constante E > 0, tal que, para todo a >0, t >0, ex € R :

u(x + a,t) —u(x,t)

E
< (2.20)

Em [24], [25], para uma descontinuidade propagando-se entre estados a esquerda e
a direita u; e u,., esta ultima inequagao sera satisfeita se e somente se u, — u; < 0, o que

leva a equacao ([2.17)).

A inequagao ([2.20]) é mais facilmente aplicavel ao estudo de métodos numéricos
que devem convergir para uma solucdo correta. Fazendo a = Ax, deve-se assegurar a

existéncia de uma constante £ > 0 tal que:

E
Uiy — U < (t) Az, Vt>0e Az — 0. (2.21)

2.4.2 Critério de Viscosidade

Uma forma de escolher a solugao correta fisicamente e matematicamente para ([2.8|)
surge em estudar a solugao viscosa. Esta solugao é definida como o limite quando € — 0

das fungoes u(z,t) onde u(x,t) é solucdo da equagao parabdlica,

u; + f(u®), = eDu (2.22)

xxT)

com condi¢ao inicial u(z,0) = uf), onde u = u(x,t) € R™, e > 0, e D é uma matriz
constante definida positiva, denominada matriz de viscosidade. Em geral, as solugoes de
(2.22]) sdo suaves devido ao termo de viscosidade € D, [25].
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Existem varias razoes para escolher a solugdo viscosa como a correta, [21] [24],
[25] . Uma delas é que as equagdes que estamos resolvendo modelam situagoes fisicas
que incluem algum tipo de dissipagao ou difusdo (natural). Uma das caracteristicas mais

importante da solucdo viscosa é o seguinte resultado.

Definigdo 2.10 Um choque (w, u., s) para o sistema de leis de conservagio (2.§) é
chamado admissivel, sequndo o critério de viscosidade evanescente em relagio a matriz D,
se existir uma onda viajante da equagdo parabolica com velocidade s e extremos u;

emxr =—0o0 €U, em T = +00
No caso particular de uma lei de conservacao escalar:

e+ £ ()l = 0, 223

u(z,0) = ug(x

onde u: R x Rf — R™, f € C%(R), deve-se considerar a equacao parabélica (ou lei de

conservagao viscosa) associada:

w + [f(w)]y = €ty, x€R, >0

u(z,0) =uop(z), z€R. (2.24)

Proposicao 2.1 Se uma solugdo viscosa existe, ela é uma solugdo fraca de )

A demonstracgao da proposigao anterior pode ser encontrada em [21],[23], [25].

2.5 SOLUCAO DO PROBLEMA DE RIEMANN

Como [23], dado o Problema de Riemann ((2.8)) definimos as curvas caracteristicas

como:
) = Mu(e(n), ) 225
z(0) = .

Os autovalores \; = \;(u),7 = 1,2,...,m da matriz jacobiana f’(u) sdo denominadas

velocidades caracteristicas, mas mostra que \; depende da solugao do problema

u, que é desconhecida a priori. Portanto, ndo é possivel resolver o sistema ([2.25)) para

determinar as curvas caracteristicas e encontrar a solugao de ([2.8)).

2.5.1 Campos Caracteristicos

Considere o sistema ([2.6)) estritamente hiperbélico, com autovalores \;(u) e autove-
tores r;(u) para todo i = 1,2,...,m, tal que a velocidade caracteristica A;(u) defina um

Ai—campo, chamado i—Campo Caracteristico [24].
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Definicao 2.11 Um i—campo caracteristico é chamado linearmente degenerado em
u* e R™ se:

Vi (u*)ri(u*) = 0. (2.26)

O 1—campo carcateristico é dito linearmente degenerado se € para todo u € R™.

Definicao 2.12 Um i—campo caracteristico é chamado genuinamente nao linear em
u* € R™ se:
Vi (u*)ri(u*) # 0. (2.27)

O i—campo carcateristico € dito genuinamente nao linear se € para todo u € R™.

Figura 8 — Ilustracao dos comportamentos: genuinamente nao linear e linearmente degenerado.

linearmente

degenerado

geniunamente
nao linear A

geniunamente
nao linear

Fonte: [22]

O plano de fase é o espaco de vetores u = (uy, ug, ..., uy,) € R™. Vejamos o que

acontece com os autovalores de nosso sistema (2.7)), onde podemos classificar os autovalores:

VAi(w)ri(u) =0, i =1,2,3 para todo u € R3, (2.28)

entao, os 1,2,3-campos caracteristico sao linearmente degenerados.

Teorema 2.3 [2])]. Se todos os autovalores de f' do sistema sao genuinamente nao
lineares ou linearmente degenerados, entdao, existe n > 0 tal que o problema de Riemann

(2.8) tem solugio para todo dado inicial (u;, u,) com | w — u, |< 1.

Pode-se encontrar a demonstracao do Teorema em [24].

Para resolver o problema de Riemann (2.8) no caso que a fungao de fluxo f é
nao linear, primeiro estudamos a parte da solugao associada a um autovalor. Existem

diferentes possibilidades. Se o autovalor A; é linearmente degenerado, entao a condigao de
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Rankine-Hugoniot é satisfeita. Este tipo de descontinuidade é chamada descontinuidade

de contato. Se A\; é um autovalor genuinamente nao linear, tém-se duas possibilidades:

/\k(ul) < )\k(ur) ou )\k(ul) > /\k(ur) (229)

Onde as solugoes recebem os nomes de onda de rarefagcao e onda de choque, respecti-

vamente.

2.5.2 Ondas de Choque

No caso de sistemas lineares, os autovalores sdo constantes e VA;(u) = 0, ou
seja, todos os campos caracteristicos de um sistema hiperbélico linear com coeficientes

constantes sao linearmente degenerados.

Seguindo [24], [25], suponha que u seja uma solugao suave de um sistema hiperbélico
cujos autovalores de f'(u) sdo tais que A\j(u) < Ao(u) < -+ < A\, (u). Se z(t) € C([0,7])
for uma solucdo de 2/(t) = A\i(u), entdo a curva {(z(t),t) : 0 < t < 7} é chamada

i—caracteristica.

Suponhamos que os estados a esquerda e a direita estejam proximos, no sentido que
a diferenca u; — u, seja pequena. Desta forma, os estados constantes ug, uq, us, - - - u,, estao
separados por pequenos saltos. A i—ésima descontinuidade deve satisfazer a condicao de

salto de Rankine-Hugoniot, isto é,

fuiza) = flwi) = s(ui-1 — wy), (2.30)
onde s ¢ a velocidade de propagacao. Deseja-se encontrar u; ; — u; para cada .

Inicialmente, construimos uma solugao fraca do problema de Riemann que consiste
em i descontinuidades que se propagam com velocidades s; < sy < s3 < -+ < Sy,
lembrando que uma descontinuidade que se propaga com velocidade s e possua valores
constantes u; e u, em cada lado da descontinuidade deve satisfazer a condi¢ao de Rankine-
Hugoniot. Supondo que o ponto u; € R™ esteja fixo, determinamos o conjunto de pontos

u, que podem ser conectados a u; por uma descontinuidade que satisfaca tal condicao.

A condi¢ao de Rankine-Hugoniot estabelece que:

f((ur>z(§)) - f(ul) = 82(5)((“7“)1(5) - ul)a I = 1a 27 e, M (231>

onde (u,);(§) é uma parametrizagdo da i—ésima curva que passa por u; e que satisfaz

(u,);(0) =y, sendo £ o parametro.

Diferenciando a igualdade (2.31)) com respeito a & e substituindo por £ = 0, temos:

£ (un) (ur);(0) = 5i(0) (ur );(0). (2.32)
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Isto significa que (u,);(0) deve ser um multiplo escalar do autovetor r;(u;) de f'(w),
enquanto s;(0) deve ser o autovalor \;(u;). Portanto, concluimos que a curva (u,);(§) deve

ser tangente a r;(u;) no ponto ;.

Uma solucao do problema de Riemann pode nao ser inica. Em geral sao requeridas
condicdes iniciais para o problema. Para uma tnica lei de conservacao, no caso em que f

é estritamente convexa, esta condigao se da pela seguinte desigualdade,[17]:
fw) > s> f(u). (2.33)

Para o caso de sistemas de leis de conservacao, esta condicao aplicada a um campo
genuinamente nao linear permite afirmar que o salto no k—ésimo campo (de u, a wu;, por
exemplo) é admissivel se:

Ai(ug) > s> Ni(uy). (2.34)

Cada uma das leis de conservacao deve satisfazer a equagao

Assim, dado um i—campo caracteristico genuinamente nao linear, definimos a solug¢ao do

problema de Riemann ({2.8)) como:

Uy, T < st,
Uy, T > st.

A solucao (2.36) é chamada i—onda de choque.

2.5.3 Ondas de Rarefacao

O Problema de Riemann ({2.8]) além de possuir solugoes de tipo ondas de choque,
também pode possuir solu¢ées conhecidas como ondas de rarefagao que estudaremos a
seguir. Segundo [I7], estas solugoes tem a seguinte propriedade: a solugao é constante
ao longo de todos os raios da forma x = &t. Logo, a solugao é uma funcdo apenas de
%, e diz-se uma solugao da EDP. Uma onda de rarefagao ¢ solu¢ao de um sistema de

equacoes que também tem essa propriedade e tem a forma

u se x < &4t
w(z,t) =4 wz,t) se &t < x < &t (2.37)
Uy s€e T Z §2t7

onde w é uma fungao suave com w(&;) = u; e w(&) = u,.

Agora podemos fazer a seguinte pergunta: Quando é que um sistema de equagoes

tem uma solucao deste tipo? Como no caso de choques, para estados arbitrarios u; e u, o



29

sistema ([2.25)) pode nao ter solugdo desta forma. Mas, em geral, a partir de cada ponto u;
existem m—curvas que consistem em pontos de u, que podem ser ligados a u; por uma

onda de rarefagdo, os quais sdo chamadas de curvas integrais do campos de vetores r;(u).

Defini¢ao 2.13 (Curva Integral) Uma curva integral para r;(u) é uma curva que tem a
propriedade de que a tangente a curva no ponto de qualquer u encontra-se na dire¢ao r;(u).
A ezisténcia de curvas suaves desta forma seque a partir da suavidade de f e estritamente
hiperbolica, desde que r;(u) seja uma fungao suave de u. Se uy(§) € uma parametriza¢io
de uma curva integral na i — th familia, entao, o vetor tangente é proporcional a r;(uy(§)),

em cada ponto, isto €,
ui(§) = a(§)ri(ui(€)), (2.38)

onde a(§) é um fator escalar.

Para ver que as curvas de rarefagdo se encontram ao longo das curvas integrais
e determinar explicitamente a funcao w(z/t) em (2.37), diferenciamos u(z,t) = w(x/t),
obtendo:

ut(xa t) = _t%w,($/t)a (2 39)
u(z,t) = tw'(z/t), '
de modo que u; + f'(u)u, = 0, resulta
—t%w'(a:/t) + Zlff'(w(:p/t))w'(x/t) =0, (2.40)
multiplicando por ¢, obtemos
fw(@)w'(§) = &uw'(£), (2.41)

onde ¢ = z/t. Uma possivel solugdo da ultima igualdade é w’(§) = 0, isto e, w constante.
Qualquer fungao constante é uma solucao semelhante da lei de conservagao e na verdade
a onda de rarefacao toma esta forma para & < & e & > &. No meio, w é
presumivelmente de variagao suave e w’ # 0. Entao a tltima igualdade nos diz que w'(§)

deve ser proporcional a algum autovetor r;(w(§)) de f'(w(§)),

w'(§) = a(&)ri(w(S)), (2.42)

consequentemente o valor de w(§) se encontra na curva integral r;. Em particular, ambos
estados u; = w(&;) e u, = w(&y), encontram-se na mesma curva integral. Esta condicao é
necessaria para a existéncia de uma onda de rarefacdo conectada a wu; e u,, mas note que
isso nao ¢é suficiente. Precisamos que £ = (z/t) seja mondtona crescente enquanto w(&) se

move de u; para u, ao longo da curva integral; caso contrario, a funcao (2.37) nao tem um
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valor tinico. Observe que a parametrizacao da curva integral nao é arbitraria desde que &

¢ um valor préprio de f'(w(§)),

&= Ai(w())- (2.43)

Esta parametrizagao é forcada pela definigdo £ = x/t. Note ainda que a igualdade
acima implica que w é constante ao longo do raio z = \;(w)t e, portanto, cada valor
constante de w se propaga com a velocidade \;(w). Pela tltima igualdade, acima a
monoticidade de & é equivalente & monoticidade de \;(w) quando w se move de u; para wu,.
A partir de um determinado estado u; pode-se passar ao longo da curva integral no sentido
que aumenta A;. Se \; tem um méximo local em u; na direcao r; entao nao ha onda de
rarefacao com estado u; a esquerda. No caso nao-linear, ha uma familia de pardmetros

que podem ser conectados a u; por uma ¢—rarefacao.

Se o ith—campo é genuinamente nao-linear, entdo, \; varia monotonamente ao
longo de toda a curva integral. E nao precisamos nos preocupar com maximos locais, pois
u; e u, sempre podem ser conectados por uma onda de rarefagao desde que se encontrem
na mesma curva integral e

Se o ith—campo é linearmente degenerada, entao, \; é constante em cada curva
integral e ndo existem possiveis ondas rarefacao nesta familia. A fim de determinar a

funcao w(¢), determinamos primeiro o fator de escala a(§) em (2.42) pela diferenciacao

com respeito a £, temos
L= VA (w(§)) - w'(§)
= VA (w(E)) - rp(w(§))

e usando ([2.42), obtemos

1
- VA(w(E)) - rp(w(€))

a(§) (2.45)

Aplicando em ([2.42)), obtemos um sistema de equagoes diferenciais ordinérias para
w(§):

S <8< & (2.46)
com dado inicial:

w(é) =
onde & = A\, (u;) e & = A\p(u,). Note que o denominador em ([2.46)) é finito para §; < & < &

s6 se A, ¢ mondtona entre &; e o.



31

2.5.4 Descontinuidade de Contato

Como outro tipo de descontinuidade para o problema de Riemann ({2.8)), temos a

Descontinuidade de Contato.

s

Definigao 2.14 Diz-se ser uma Descontinuidade de Contato quando a velocidade f'(u) é

constante para todo u € €2 no problema de valor inicial (@

As curvas caracteristicas sdo paralelas, pois f'(u;) = f'(u,) [15]. Podemos ver isso

na seguinte Figura [9]

Figura 9 — Curvas caracteristicas para uma onda de contato, onde f/'(u) > 0 quando o salto
ocorre em zg = 0.

tA

/.

Fonte: [15]

Se consideramos f'(u) = ¢, com ¢ > 0, temos pelo método das caracteristicas

=)=

(2.47)
z(0) = xo.

Desta forma as curvas caracteristicas sao

"(u)t +xg=ct+x9, sexyp<O0
2y(t) = fw)t o ’ ’ (2.48)
fu )t +x9 = ct +xg, se x>0,

isto é, &y = ct + g, se g # 0.

Pela condi¢ao Rankine-Hugoniot, temos que

s = Flw) = flur) = c. (2.49)

Uy — Uy
Além disso, cumpre a condigao de Entropia ([2.18)), pois
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c > s > c
uU—ug _ — U—Ur
(u—ul) - ¢ 2 s 2 ¢ - C(u—uz)
Cu—Cuy > S > CU—CUp
u—u; — — U—Ur
f=flw) S s > fu)—f(ur)
u—u; — — U—Ur

para todo u entre u; e wu,.

Logo a solugao serd em forma de choque. Portanto, a solucao é

u;, se x <ct,
u(z,t) = up(z —ct) = (2.50)
U, se x > ct.

Voltando ao exemplo (2.7)), j& vimos em (2.28) que todos os \; s@o linearmente

degenerados, entao temos a descontinuidade de contato dado por:

U, xr < st,
U.,, x> st
0, 0, \Y
onde Uy=| w |, U= w, e s=11 |

oy o, 1
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3 ESQUEMAS DE DIFERENCAS FINITAS

Apresentamos seguidamente a ideia geral do método de diferencas finitas que é a
discretizacao do dominio e a substituicao das derivadas presentes na equagao diferencial

por aproximagoes envolvendo somente valores numéricos da funcao.

Devido ao fato que nem sempre é possivel obter uma solugao analitica de uma
EDP do tipo parabdlica ou hiperbdlica nao linear, mas existem métodos numéricos
que nos permitem encontrar uma aproximacao da solucao exata, em busca de resolver
numericamente uma EDP, é necessario, primeiramente, expressa-la na forma de operagoes
aritméticas para que o computador possa resolvé-la. Para isso, basta representa-las por
expressoes algébricas, ou seja, discretizar a regiao onde se procura a solugdo (chamado de

passo de discretizacao do dominio) em funcao dos pontos de malha.

A equacao de diferencas finitas deve representar a solucao exata da EDP em cada

ponto da regiao discretizada em que se deseja obter a solucao do problema.

Do Capitulo , sabemos que nossa regiao de estudo é um retangulo R = € x [0, T
contida no semiplano superior R x Ry. Seja Q = [zg, 2] C R e seja (z,t) € R onde x
denota a varidvel espacial e t a varidvel temporal. Seguindo [6], subdividimos os intervalos
[0, zpr] € [0, 7] em M e N subintervalos de comprimentos h = Az = W ek=At=1
respectivamente, formando-se assim uma malha na regiao R como mostra a Figura [10]

Seguindo [6], [17], [19], [26] denotaremos os pontos da malha como (x,,, t,) = (zo+hm,nk).

Figura 10 — Representacao da malha do esquema de diferencas finitas.

EA

T. ..........................................................................................
n+l n+1 n+1
Uy U, U1
tn+1 &
k
2 n+s
t 1 Um, ~
7l+7
k { : :
3 : P n in
i U u U
: 2 Um—1 m : Ym+1
tn ; @ @ @

i : : : >
. e . v v e
0 Tm—1 p Tm | Tyl ITM X

Fonte: [17]

Entao, o valor de uma fun¢ao v num ponto da malha (z,,,t,) serd denotado por u?, =
w(xpm, ty).

Agora, descreveremos brevemente o esquemas de diferencas finitas para a equagao
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seguinte:

9 02
ait‘(x,t) - a—;;(x,t), z € [z, zy], t € [0,T] (3.1)

O esquema para a equacao (3.1]) sera descrito com maior detalhe no Capitulo ,

mas por agora, vejamos como funciona o método de diferencas finitas na equacao (3.1)).

A ideia é substituir as derivadas presentes na equacao diferencial pelas suas aproxi-
magoes em diferencas finitas, a qual podem ser feitas de muitas maneiras. Neste trabalho
usamos o método de Crank-Nicolson, o qual estabelece que as derivadas espaciais no ponto

(xm, t, +%) é a média das derivadas espaciais nos pontos (z,,t,) € (T, tyi1), isto é:

2 n+1 n+1 n+1 n n n
0*u ~ Um+1 — 2um + Uy Uy — 2um + Up—1

s () = B o

A derivada temporal serd aproximada mediante diferenca central com passo de
comprimento k/2, isto é:

n

ou

n+1
Uy, U

Substituindo as equacoes (3.2)), (3.3) em (3.1) temos:

uptt — w1
k ~ 2h?
cuja molécula computacional [6], é dada pela figura :

n+1 n+1 n+1 n n n
(uerl - 2um + U1 + Uppp1 — 2um + um71>7

Figura 11 — Molécula computacional do método de Crank-Nicolson.

m,n+1
m—1,n+1 m+1ln+1

m+1.n

m—1,n Yo Y

Fonte: [6]

e considerando a condicao de fronteira, obtemos o seguinte esquema de diferencas

finitas, que é diagonalmente dominante:

AU = BU™ + ¢, (3.4)

onde as matrizes A, B e ¢ serdo dadas com mais detalhe no Capitulo 5] Entdo para se
obter a solucao em cada estagio, ¢ preciso resolver um sistema tridiagonal. Note que,

sendo A tridiagonalmente dominante, o problema discreto tem solugao tnica, [3].
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Seguindo [26], definamos os vetores:

Ut ={U,/me Jo} e u" ={up,/me Ja}, (3.5)

onde U™ é a solugao do esquema (3.4)) em cada passo de tempo “n” e Jq representa o
conjunto de indices dos pontos u(x,,;t,) em que sdo desconhecidos. Isto é, se as condigoes
de fronteira em x e x; sdo tipo Dirichlet entao Jo = {1,2,..., M — 1}, se as condi¢bes de

fronteira sao tipo Neuman em g e x); entao Jo = {0,1,2,..., M }.

Esperando que em cada passo de tempo “n” o vetor U" seja uma boa aproximacao

do vetor u", onde u representa solugdo exata da equagao (3.1)), isto é:

U~ u" <= U ~u,, para todo m € Jg (3.6)

Assim, para comparar os valores UJ", com os valores reais da soluc¢ao u)', = u(zm, t,)
do problema (3.1]) em cada instante de tempo “n”, seguindo [I7] e [19], faremos uso da

norma em [2 (|| - ||2), isto é:

| U™ —u™ o= {h Ut —u" |2} (3.7)

meJo

A seguir estudaremos os conceitos de: Consisténcia, Fstabilidade e Convergéncia, para

um esquema de diferengas finitas.

3.1 CONSISTENCIA, ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

Consideremos o seguinte esquema de equagoes diferenciais parciais, como em [19],

[26]:
gt: = L(u) em Qx(0,7),
glu) = go em 09 CQ, (3.8)
v = v em Q quando t=0,
onde:

B O operador L depende das derivadas parciais espaciais de u mas nao depende da

derivada temporal.
B g(u) descreve o comportamento de u na fronteira 92 ou numa parte dela, 9; C 0SQ.

B «° é o comportamento de u no instante inicial na regiao €, isto é, em t = 0.
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O esquema de diferencas finitas associado a (3.8]) é dado por (3.4) onde as matrizes A e B
nao dependem de n, pois por hipotese, o operador L nao depende do tempo. As matrizes
A e B podem depender dos pontos da malha onde sdo aplicadas. O vetor ¢" é chamado

termo livre e pode depender do espago e tempo.

Para o esquema ((3.4)) suponhamos que a matriz A é invertivel, entdo obtemos:
Uttt = AT [BU" + ). (3.9)

Suponhamos que a matriz A é bem condicionada, isto é, existe uma constante K > 0 tal

que:
A < KAt (3.10)

para qualquer norma matricial.

Definicao 3.1 O Erro de Truncamento é definido como:
™ = Au"t — (Bu" + "), (3.11)

onde u é uma solugdo exata do problema (@

O erro de truncamento é uma medida de como a equacao em diferencas finitas se
aproxima localmente da EDP [19]. Além disso, um esquema numérico ¢é dito ser consistente
com a EDP se no limite quando h e k tendem a zero, a equacao discretizada aproxima-se

da equagao original. Em termos matematicos, a consisténcia fica definida como em [19].

Definicao 3.2 O esquema ¢ dito consistente com o problema (@ se e somente

se.

7" — 0 quando At — 0 para todo j € Jq, (3.12)
para toda solugdo u de @)

Definicao 3.3 Sejam p e q os maiores inteiros tais que existe uma constante positiva C

que satisfaz:

|| < C[(Az)?+ (At)?]  quando At — 0, Vj € Jg, (3.13)

J

para toda solugcao u do sistema (@) Entao, o esquema ¢ dito de ordem de
aproximagdo (p,q).

Agora, interpretaremos a relacao (3.6)).
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Definicao 3.4 Dizemos que a solucaio U™ do esquema de diferencas finitas é

convergente d solugcio u™ de (@ se e somente se:
| U™ —u" |— 0 quando At — 0, nAt — t € (0,71, (3.14)

para todo u® para o qual (@ esteja bem posto.

Observamos que a consisténcia é uma condigdo necessaria para convergéncia, pois
ela nos diz quao bom o esquema de diferengas finitas representa a EDP original [17], [19],
[26].

Outro conceito importante é a estabilidade, que descreve como uma perturbacao

na solugao é amplificada ao longo da simulacao.

Definicao 3.5 Sejam V"™ e W™ solugoes de com diferentes pontos iniciais V° e W9
e mesmo termo livre c". Dizemos que o esquema de diferencas finitas é estavel se exite

uma constante K > 0 tal que:
fve—wr| < K[VO-W"], nAt<T, (3.15)

onde a constante K nao depende de V° e W° nem de At da malha dada.

Definicao 3.6 Dizemos que o problema (@) estd bem posto numa norma dada se para

todo h (discretizagdo espacial) suficientemente pequeno cumpre-se as sequintes condigoes:

i) Eziste uma solugdo para todo u® para o qual || u® || é limitado independente de h.

it) Existe uma constante K > 0 tal que para qualquer par de solugoes v e w temos:

[v"—w" || < K| o*=w|, t, <T. (3.16)

As defini¢oes de consisténcia, convergéncia e estabilidade vistas foram relacionadas

no seguinte teorema devido a Lax em 1953, [19].

Teorema 3.1 (Teorema de Equivaléncia de Lax-Richtmayer) Seja um problema
evolutivo linear bem posto e uniformemente bem condicionado e um esquema de dife-
rencgas finitas consistente sequndo , entao a estabilidade do esquema é necessdria e

suficiente para a convergéncia.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada em [19]. Mencionamos que
o Teorema é valido s6 para problemas lineares como é o caso da EDP (3.1). Para

problemas nao lineares nao temos um teorema que garanta a convergéncia, [27].
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3.2 ERRO DE TRUNCAMENTO

Agora, vamos estudar a andlise de erro para o método de Crank-Nicolson aplicado

a equagao (3.1]). Definimos 77} por:

un-i—l —un 1 . . .
m m n+ n—+ n-+ n n n n
L - 242 (uerl - 2um Tt Uy + U1 — 2um + umfl) t T

Expandindo em série de Taylor em torno do ponto (z,,t, +%), obtemos:

un+1 —ut 1 k: 2
% = Ut + 6 <2> Uttt + O(/{?4),
n n n 2 h4 6
U1 — 2Um + Upp—1 = h Uy + Euxxxx + O(h )a
h* h2k? hk?
'Lbnmt_ll — 2UZ;H + UZ;r_ll = hZUxx + Euxa:mc g “Ugatt T 9% Uggzatt + O(hﬁ)
Logo,
L2 B2 k2 h2k2
TZ,LL - ﬂuttt - ﬁuaﬁxmm - guxxtt - Wuzzxxtt + O(h4) + O(kA)

A expressao acima nos diz que o método de Crank- Nicolson é consistente de ordem
2em h = Ax e k = At. Além disso, observe que quando h e k tendem para zero temos
que o erro de truncamento tende para a EDP original, assim temos que o método de
Crank-Nicolson é consistente com a equacdo (3.1). Em [19], [26], podemos encontrar que

o método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estdvel. Entao pelo Teorema [3.1] o
esquema ([3.4]) é convergente a solugao exata de (3.1)).

Deste modo, como em [19], [26], com At constante, podemos analisar o erro em
relacdo a variagao de Az. A partir de (3.17) temos para cada Az que a solugao exata u

no tempo “t,” denotada por u" pode ser escrita como segue:

u" = UR, + O((Ax)?), (3.18)

onde UR, representa a solucao aproximada U", obtida pelo esquema de diferencas finitas

de Crank-Nicolson com comprimento de subintervalo Az.

Considerando Az = h, %, % obtemos:

u" = U+ O(h?). (3.19)
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n\’ 1
n n h ’ n 1 2

Nao conhecemos a solucao exata mas sabemos que sempre é a mesma para qualquer Ax,
entao subtraindo (3.20) de (3.19) e (3.21)) de ([3.20) obtemos:

n n 3
| U, — UF = 5002), (322)
n n 3 2
H 4h ™ U2% H: T60<h ) (3-23)

Observe que na solugdo aproximada U, temos o dobro de pontos que em Uy, segundo
2
pode-se deduzir da Figura , que para (3.22)) tenha sentido devemos considerar os mesmos

pontos em U}, e Uy'. O mesmo acontece para Uj, e U}, e assim sucessivamente.
2 4 2

Figura 12 — Discretizagao para a andlise de erro

n+1 —— n+1
u -l ~g Uy

n n
u U +1

h h
4 1

N

Fonte: [6]

As equagoes (3.22)) e (3.23]) sdo chamadas de Erro Relativo que sdo denotadas por
Ea,. Em relagdo ao erro relativo faremos a analise de erro para o método de Crank-

Nicolson, o qual é aplicado no Capitulo |5 A Tabela [1|, mostra os valores de erro relativo

Ea, para os Ax indicados na primeira coluna.

Tabela 1 — Erro Relativo para o método de Crank-Nicolson

Aa:\ En, \

Wl 105 =T | 3002
Sl NUm —Upm Il | 500
PIUL -Un | o)
s | IUfen —Ugs Il | 550()
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Na tabela (1| vemos que —giT =4, isto é, observamos que Fa. seja a quarta parte
Ry 2
2

do erro Fa,.

Vemos que para resolver uma EDP por um esquema de diferencas finitas, obtemos
de maneira natural um sistema de equagoes a ser resolvido. Como em [23], para resolver o

sistema de equagoes resultante usaremos o método de Newton que descrevemos a seguir.

3.3 METODO DE NEWTON

Consideremos o seguinte problema:
Encontrar z* € R" tal que F(z*) =0, (3.24)

onde F': R® — R” é uma funcao nao linear.

Suponhamos que F' € C*(D), isto é, F' é uma funcio continuamente diferencidvel
em D. Denotamos por Jr(z) a matriz jacobiana da fungao F' aplicada no ponto = =
(1,9, ...x,) € R", definida como segue:

(Jp(x))i; = <6Fi (:L‘)) , paratodo i,5=1,2,...,n;
827]'

O método de Newton pode ser descrito como segue:

Algoritmo 3.1 (Algoritmo Método de Newton.)

Passo 1. Dar um ponto inicial xo € R"™, uma tolerancia tol e fazer k = 0.

Passo 2. Resolver o sistema linear: J(xy)dp = —F (xy,).

Passo 3. Fazer xp 1 = x) + di.

Passo 4. Se || d ||< tol entdo a solugio é xy. Caso contrdrio, fazer k =k + 1 e voltar ao
Passo (2).

Observe que em cada iteragao precisamos da matriz jacobiana J(zy).

Teorema 3.2 Seja F': R* — R™ uma funcdo de clase C? num conjunto aberto e convexo
D C R" que contém x*. Suponhamos que Jp(x*) erxista e que além disso existam constantes
positivas R, C' e L tais que:

| Jr(z) < C, (3.25)

I Jr(x) = Je(y) IS Lz =y | para todo .,y € B(z", R). (3.26)
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Entao existe r > 0 tal que para qualquer ponto inicial xo € B(x*,1) a sequéncia gerada

pelo algoritmo converge para a solugdio x* com:

l2rer—a" | < flae—a™ |7 (3.27)

A demostracio do teorema [3.2] pode ser encontrado em [23].

Do Teorema (3.2) podemos deduzir que uma caracteristica pela qual o método
de Newton nao é melhor, é porque hé o problema de que a vizinhanga onde o método

converge ¢ pequena.

No seguinte capitulo apresentaremos uma variacao do método de Newton para

resolver um sistema de equagoes nao lineares.
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4 PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDADE MISTA NAO LINEAR

Uma grande variedade de problemas que aparecem em muitos campos da ciéncia,
como por exemplo, Engenharia, Fisica, Economia, Programacao Matematica, Mecanica,
teoria da Elasticidade, podem ser formulados como Problemas de Complementaridade
Mista(PCM), [12], [13], [16], [20]. O estudo de resolver numericamente os PCM tem muitos
enfoques e entre os mais comuns temos o uso de fung¢oes de mérito ou ver o PCM como
um sistema de equagoes nao lineares. Neste tltimo sentido, é desenvolvido em [20] o
Algoritmo de Dire¢oes Admissiveis para Problemas de Complementaridade Mista Nao
Linear (FDA-MNCP), o qual é extensao do FDA-NCP [14] para problemas que envolvam

mais variaveis e uma condicao de igualdade, além da condi¢do de complementaridade.

O objetivo deste capitulo é descrever o algoritmo FDA-MNCP, o qual gera uma

sequéncia de pontos que cumprem duas condigoes:

1) Uma condigao de viabilidade.

2) Uma condicao de decrescimento para uma fungio associada ao Problema de Comple-

mentaridade Mista.

Além disso, se apresentam os teoremas que garantem a convergéncia do algoritmo. No
Capitulo 5] sera estudado um modelo de equagoes em derivadas parciais de tipo parabdlico,
os que pode ser tratado como problema de complementaridade mista nao linear respectiva-
mente, portanto, serd possivel aplicar o algoritmo FDA-MNCP apresentado neste capitulo.
Desta maneira, o Capitulo 5| fara uso dos aspectos teérico e computacional dos Capitulos
¢ [ previamente apresentados.

4.1 CONCEITOS BASICOS

A seguir apresentaremos os conceitos basicos para compreensao do algoritmo FDA-
MNCP. Tal como em [20], consideremos F' : R" x R — R" e @ : R" x R™ — R™,

aplicacoes de classe C! em R™ x R™.

Defini¢ao 4.1 O problema de complementaridade mista é: encontrar (z,y) € R™ x R™
tal que: x >0, F(x,y) >0 e

x.F<I7y):07 (41)
Qlz,y) =0, '
1 Fi(z, y)
onde x e F(x,y) = : representa o produto de Hadamard.

T, B (2, )
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Se F(x,y) e Q(z,y) sao lineares temos o Problema de Complementaridade Mista Linear

(MLCP), caso contrario temos um Problema de Complementaridade Mista Nao Linear

(MNCP).

Definig¢ao 4.2 (Ponto Viavel). Seja Q C R™ x R™. Chamaremos de conjunto de pontos

vidveis do problema de complementaridade mista dado por F' o sequinte conjunto:

Q:={(z,y) e R" xR"/x >0, F(z,y) > 0}. (4.2)

Defini¢ao 4.3 (Ponto Estritamente Viavel). Se (z,y) € Q verifica as sequintes con-
digoes x > 0 e F(x,y) > 0, entdo diremos que este ponto € estritamente vidvel para o
problema de complementaridade mista. E denotaremos o conjunto dos pontos estritamente

vidveis por Q°.
Definicao 4.4 (Diregao Viavel). Dado (z,y) € 2, se diz que “d” € R™ x R™ ¢ uma
diregio vidvel em (x,y), com respeito a Q, quando:

36>0 tal que ((z,y)+td) €, Vtel0,0].

Definig¢ao 4.5 (Campo de diregbes). Um campo vetorial d(-) é um campo de diregoes

uniformemente vidveis se existe § > 0 tal que:

((z,y) +td(x,y)) € Q, Vtel0,6].

Defini¢ao 4.6 (Direcao de Descida). Uma diregio “d” € R™ x R™ é uma dire¢io de
descida da fungio f em (x,y) se existe @ > 0 tal que:

f(z,y) +td) < f(x,y), Vte]0,0].

Definigao 4.7 (Solugdo Degenerada). Uma solugio de ¢ dita solucdo degenerada

se para algum indice i, (x;,y;) =0 e Fi(x,y)=0.

Definigio 4.8 (Solugdo nao Degenerada). Uma solugio de ¢ dita solugdo ndo
degenerada se para todo indice i, (x;,y;) + Fi(x,y) # 0.

4.2  ALGORITMO DE PONTO INTERIOR VIAVEL PARA MNCP

Nesta se¢ao apresentaremos um algoritmo de ponto interior para o problema de
complementaridade mista (4.1). Este algoritmo gera uma sequéncia de pontos que satisfaz

as condigoes do problema de complementaridade (4.1)), além da condigao de igualdade.
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A idéia do algoritmo é resolver, dentro da regiao 2 C R"™ x R™, o seguinte sistema de

equacoes:

re F(x,y) =0,

Q(z,y) =0. (43)

S(%y)z{

Para esta finalidade, utilizaremos o método de Newton para construir uma sequéncia

de "pontos viaveis", a qual convergira para a solu¢ao do problema de complementaridade

mista (4.1)). Tomando
Q={(x,y) eR"xR"/x >0 e F(x,y) >0}
como o conjunto de pontos viaveis e uma funcgao

flzy) = oz, 9)+ || Qz,y) II%,

onde ¢(z,y) = 2T F(x,y).

Vamos procurar uma solugdo para o sistema (4.3 na regiao

Qe =A{(z,y) € Q/f(z,y) < e},

e construir uma sequéncia de pontos convergente para uma solugao do sistema (4.3)).

Entao, (z,y) é solugdo do problema de complementaridade mista nao linear se, e

s6 se, é solugao do sistema (4.3)) em €.

Assim, temos que desenvolver um algoritmo que gera uma sequéncia de pontos
em () e convirja para a solucao do sistema e, portanto, tende a convergir para uma
solucao do problema de complementaridade mista. Para gerar esta sequéncia utilizaremos
uma iteracdo de Newton no sistema , mas veremos que isso nao sera suficiente para

garantir que a sequéncia gerada estd contida em 2, [20].

Antes de comegarmos a construgao do algoritmo veremos algumas notagoes que

ajudarao no decorrer do texto, como em [20].

O gradiente de S(x,y) = { mg)(];fz,)y)::é)’, ¢ dado por:
_ [ Velze F(z,y)) Vy(zeF(z,y))
VBimy) = ( V.Qwy) Q) ) | Y
onde
V.(ze F(x,y)) = Diag(F(z,y)) + Diag(x)V,F(z,y)

V,(z e F(x,y)) = Diag(z).V,F(z,y)
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com Diag(F(z,y)), Diag(z) matrizes diagonais e a matriz jacobiana de F(x,y) é:

VE(e,y) = ( Vel ) ,

v, F
onde:
OFi(zy) OFi(zy) . . OFi(zy)
8%1 (9332 aﬂ?n
OFs(zy) OFe(zy) . OFa(zy)
VF@y=| om0 e
OFn(zy) OFn(z,y) .. OFn(z,y)
321 axz awn
€
0F, (xzy) ory (Z7y) .. ory ("E,y)
Oy1 Oya OYym
OF3(z,y) OF;(z,y) ... OF;(z,y)
0 0 0
VE@g = | oo
aFn (zvy) 8Fn ($7y) “ e 8Fn ($7y)
8y1 81/2 8ym

Agora, dado um ponto (2%, y*) € Q que ndo seja solucio de (4.1)), pela iteracio de

Newton em S(z,y) = 0, temos:

V(2" y*)dy = —S(a*, ). (4.5)

Para que o sistema fique bem definido, supondo V.S(z*, 4*) nao singular em (z*, ).
Se ocorre S;(x*,y*) = 0 sem ser solugdo do problema de complementaridade mista, para

algum indice ¢ € {1,2, ..., (n +m)}, segue a seguinte situacao.

Seja a i-ésima linha do sistema (4.5)), onde ocorre S;(x*,y*) = 0, entdo:
(Fi(a*, yF)ei + iV (2", y)] df =0,
VQi(z*, y*)d¥ =0,
onde ¢; € R™ x R™.
Pela ndo singularidade da matriz V.S(x*, y*), temos as seguintes possibilidades:
a) ¥ =0 e Fi(z*,y*) > 0, isso implica que df ¢ tangente a restricdo z; > 0.
b) ¥ >0 e Fy(2*, y*) = 0, isso implica que d¥ é tangente a restricio Fj(z*,y*) > 0.

Nestes dois casos ndo pode-se garantir a viabilidade da dire¢io d¥ em .

A seguinte proposi¢ao nos fornece as condigdes que uma direcao d € R™ x R™ deve

satisfazer para ser uma diregao viavel em 2, [20].

Proposicao 4.1 Seja d € R" x R™ e (x,y) € Q. Se a direcao d satisfaz as condigoes:
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i) d; > 0 para todo indice i tal que (x;,y;) =0,
ii) VFi(x* y*)d > 0 para todo indice i tal que Fy(x,y) = 0.
Entdo d é uma dire¢do vidvel no ponto (x,vy).

Deste modo, usaremos uma direcao de restauracao para que, em combinacao com
a direcao d; de Newton gere uma nova dire¢ao d que seja viavel em €, [20]. Para isso

tomemos o seguinte sistema:

VS(z*,y")d; = p°E, (4.6)

E=[1,1,.,11€R" e Ey=10,0,....00 € R™ e p">0.
Entdo para todo (z*,y*) € Q que nio seja solucdo do problema de complementaridade
mista mas que para algum indice i temos S;(z*, y*) = 0 segue que:
o 2f =0e Fy(z*, y*) > 0, entao d. > 0.

o 2f > 0e Fy(aF y*) =0, entdo VF;(z*, y*)ds > 0.

Assim, a direcio d§ é uma direcdo vidvel em €2 pela proposicio .

Portanto, a combinacao linear, d = d¥ + pFdh com p* > 0, faz com que a dire¢do

d* seja uma direcdo viavel em €.
Vamos definir: PO
pk;:p0¢ (Z » Y ) G(O,l),

onde ¢(z*,y*) = (zF)TF (2%, y*), po = amin{l; 5} com a € (0,1), 8 € [1,2] para todo

(2%, %) € Q. que ndo seja solucio do problema de complementariedade mista [20].

Desta forma, calculamos a direcdo de busca d* resolvendo:

VS(z*, yF)d" = =S(a*, y*) + p"E. (4.7)

Em cada iteracdo, veremos que a direcdo d* tem a propriedade de ser vidvel em (2

e de ser uma direcao de descida para a funcao:
fl@,y) = oz, y)+ || Qz,y) | (4.8)

Proposicao 4.2 (Viabilidade da diregao). Sejam (z*,9*) € Q tal que f(a*,y*) >0 e
VS(z*, y*¥) ndo singular, entio a direcio d* obtida pela resolugdo do sistema € viavel

em SQ.
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Proposigao 4.3 (Direcdo de descida). Em todo ponto (z*,y*)€Q tal que f(z*,y*)>0,
a direcdo d* obtida pela resolucio do sistema ¢ uma direcio de descida para f(z*,y")
se po¢” (2, y*) < 1.

Da Proposi¢ao e da Proposicao temos que a direcdo d* solucdo do sistema
(4.7) ¢ viavel e de descida para o problema de complementaridade (4.1]), desde que tenhamos
VS(z*, y*) ndo singular e pod?~1(z*,y*) < 1 para todo (z*,y*) € Q.

4.3 DESCRICAO DO ALGORITMO FDA-MNCP

Neste algoritmo vamos obter uma sequéncia de pontos interiores na regiao €2 que
converge para a solucao do problema de complementaridade mista, mediante a resolucao

de um sistema de equagoes e uma busca linear nas restri¢goes x > 0, F(z,y) > 0 e na

fungao f(x,y).
Algoritmo 4.1 (Algoritmo FDA-MNCP)

Passo 1. Dados de entrada: c¢,e >0, a,n,v € (0,1), B € [1,2].

Dados inciais: (z°,9y°) € Q° tal que f(2°,9°) <c e k=0.

Passo 2. Com p* = py ¢\ (2%, y*)/n, resolver o sistema:
VS(a*,y*)d" = =S(a*, y") + p°F.

Passo 8. Busca linear. Encontrar t* como o primeiro valor da sequéncia {1,v,v? v3,---},

tal que:
A 0,
F((a*, ") + t*d") 0,
F@@® yf) + "V f(ah, ") " > (28, yh) + t5d).

v

v

Passo 4. Atualizacio:

(karl,ykJrl) = (l’k,yk) +tkdk e k=k +1.

Passo 5. Se f(x*1 y*1) < ¢ entio PARAR.

Se ndo voltar ao Passo 2.

Podemos destacar que no Passo 2 determinamos a direcio de busca d*, por meio da
resolucdo de um sistema linear. Este sistema fornece uma direcao d* que é uma combinacao
da direcdo de Newton d} e da direcio de restauracio d5. Logo d* tem a propriedade de
ser uma direcdo de descida da funcdo f(z*,y*) e vidvel na regido Q, pela Proposicio e
Proposigao que foram mostrados em [20)].
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4.4 CONVERGENCIA GLOBAL DO FDA-MNCP

Agora apresentamos resultados tedricos sobre a convergéncia global do algoritmo
FDA-MNCP e uma solucao do problema de complementaridade mista (4.1)). Mostraremos
que o algoritmo FDA-MNCP gera uma sequéncia de pontos (%, y*) € Q a partir de um
ponto estritamente vidvel, e a cada iteracdo o valor da funcao f(z*,4*) vai diminuindo.
Para tal, o algoritmo produzird uma direcdo de busca d*, que tem as propriedades de ser
uma direcio vidvel em e de descida para a fungdo f(x,v), e esta direcdo d* é um campo
uniforme de diregoes vidveis e limitado. O passo da busca para a funcao f(z,y) é limitado

inferiormente por um valor positivo.

Vamos supor condigoes para a fungao F(z,y), Q(z,y), a matriz VS(z,y) e o

conjunto de pontos vidveis em €, [20].

Suposicao 4.1 O conjunto Q. = {(x,y) € Q/f(x,y) < ¢} € compacto e possui interior
nao vazio, tal que para cada (z,y) € Q¥ satisfaz x > 0 e F(x,y) > 0.

Isso significa dizer que é garantida a existéncia de pontos estritamente vidaveis em

Q..

Suposigio 4.2 As fungoes F(z,y) e Q(x,y) sio de classe C'(R™ x R™) e ainda o0s
VF(z,y) e VQ(x,y) satisfazem a condi¢ao de Lipschitz,

| VF(z2,92) = VF(x1, ) || < o | (w2,92) — (z1,91) ||

| VQ(z2,92) = VQ(x1,11) || < L (z2,92) — (21, 51) [,

para qualquer (z1,y1) € (T2,Yy2) € Q¢, onde ly e L sdo constantes positivas.

Em outras palavras, V.S(z,y) satisfaz a condigdo de Lipschitz e ainda Q?(x,y)
também ¢é Lipschitz, entao sem perda de generalidade podemos supor que existe uma
constante v > 0 que verifica a condigao de Lipschitz para VS(z,y) e Q%(z,y), para

i=1,2,..,m.

Suposicao 4.3 A matriz VS(z,y) é nao singular para todo (z,y) € Q., isto é, existe
(VS(z,y))~t para todo (z,y) € Q..

Ou seja, o sistema linear do algoritmo (4.7)) possui solucdo tinica, logo a direcio d*

estd bem definida.
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Alem disso, como VF(x,y) e VQ(z, y) sdo continuas, entao VS (z,y) e (VS(z,y))™?
sao continuas e limitadas em 2., ou seja, existem constantes positivas kg e k tal que

VS y) | < ko e || (VS(z,y))7" || < k, para todo (x,y) € Q.

Suposicao 4.4 FExiste constante real o > 0 tal que o sequinte subconjunto 2* € nao vazio:

O ={(r,y) € tal que | Qz,y) || < o(z,y)}.

A qual nos garanta que quando estamos num ponto que satisfaz a complementa-
ridade = @ F'(z,y) = 0, implica que também ira satisfazer Q(x,y) = 0. Assim podemos

controlar a convergéncia do algoritmo s6 com a condi¢ao de complementaridade.

Agora vejamos uma sequéncia de resultados que provara a convergéncia global do
algoritmo FDA-MNCP, [20].

Proposigdo 4.4 Dado um ponto (z*,y*) € Q* a direcio d* dada pelo sistema é
vidvel em Q desde que f(x*,y*) # 0.

Prova:
Como [20], dado (z¥,y*) € Q*, a dire¢do d* cumpre:
VS(a*, yh)d" = —S(z",y") + p"E,
entdao as i—ésimas linhas com 7 = 1, 2, ..., n do sistema anterior, ficam:
[eiFZ-(a:k,yk) + foFl(xk,yk)} d" = —(2" ") E(2, o) + o, (4.9)

onde: ¢; € R* xR™ e VF; = [V, F, V,F}] com (zF,9%) € O* Cc Q. C Q.

1 (n-m)
Sejam os conjuntos [20]:
K = {i/z; =0 e Fj(z*,4") > 0},
J={i/z; > 0e Fi(z",9*) = 0},
entdo, para i € K, temos: zf =0 e Fj(z* y*) > 0. Logo, em (4.9), obtemos:
e (2", y*))d" = p"
e como p* > 0, implica que d¥ >0, Vp* > 0.
Por outro lado, se i € J, temos zf > 0 e Fj(z*, %) = 0. Logo, em , obtemos:
ryVFi(a*,y")d" = pf,
entdo VEj(zk, y*)d* >0, Vp* > 0.

Portanto, pela proposicao (4.1)) temos que d* é uma DIREGAO VIAVEL no ponto
(=", y*). u
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Proposigdo 4.5 Dado (z*,y*) € * C Q., f(2*,4*) # 0, a direcio d* dada pelo sistema
¢ uma direcao de descida para a funcao:

flay) = o y") + || Q") |I” = ZI F(2*y%) + Q" "),
com pod®~L(x*, y*) < 1, onde B € [1,2], po = a min{1, Cﬂ%l} eac(0,1).

Prova:

Todo ponto de  que cumpre f(z*,y*) = 0 é uma solucao de , isto ¢, xp > 0,
F(z* y*) >0, 2% ¢ F(a* y¥) e Q(a*,y*) = 0, e seguindo como [20].

O gradiente de f(z*,y*) é:

Vit gk =V ok, 0+ | QG yF) I
=V [z" e Fa",y")+ || QG o) I
= |V, (2" 0 P ")+ | Q% o) I17) W, (¢ o F(a*, )+ Q" %) |?)).
T T k Vi(z e F(z,y)) Vy(zeF(z,y))
SO S e S0
entao:

Vi@t o) =[BT 2Q" (% )] VS (", ob).
Dada a direcdo d*, temos:
Vi@t yhd = [E 2Q7 (2 >} vs<xky>d'f
=[BT 207" M) (-8 —|—pkE)

= Bl 2Q"(a" {_x *Fla )

+ 0" [E] 2Q" (2%, b))

—FF (b, ") =2 || Q(at,y >||2+npk.

—o(a", )= | Q" oF) |2 +p08” (¥, ).

—f (@ ") + pod® (2", y7) + pod” T (2F,y0) | Q= , F) |17
= @) 4 p0d” T (@0 (828, 0+ | QRN 117)
—F(a* ") (1= pod™ (2F,y")) < 0.

IN

A\

de onde podemos obter que:

1 — po¢” 'z, y¥) >0,

entao

pod? (2", k) <1 = V(" y¥)d" < 0.

Portanto, a dire¢do d* é uma DIREGAO DE DESCIDA para f(z*, y¥). |
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Destes dois tltimos resultados obtemos que a direcdo d* é de DESCIDA E VIAVEL
para o problema de complementariedade mista desde que VS (z*, y*) seja ndo singular e
pod”~1(z*, y*) < 1 para todo (2%, y*) € Q.

Proposicao 4.6 Dado um ponto (x*,y*) € Q*, a direcao d* calculada pelo FDA-MNCP

satisfaz a sequinte desigualdade:
| d* ||< Rop(a, ), (4.10)

consequentemente || d* || < ®e para todo (2%, y*) € Q*.

Prova:

Como [20], considerando a equacio (4.7) e sabendo que a matriz (V.S(z*,y*))~1 é

nio singular, entdo podemos calcular || d* || através de

VS(zF yF)d" = —S(a*, yF) + pFE.
(VS(a*,y*) (VS (") = (VS(ah, ¢*) 1 (=S (", ¢*) + (VS (", y") ' p"E.
& = (VS@t ) [-Sth ) + 0 E].

Calculando sua norma, obtemos a seguinte desigualdade:

I | = | (VSEh o) [-Sak,y*) + " F] Il
< | (VSEH,H) I =St h) + 0B (4.11)

Da segunda norma da desigualdade (4.11}),

I =S@" ") + o BNl = (=S y) +p'E, —S@hy) + 0'E).
= | S(a* ) IP 208 (S ") E) + () I E -
= [ S(ak,yt) 1P ~208 (", ) +n (o) (4.12)
onde:
k.F k .k 2
| S@*, %) |1? = | (x Q(x,gxy,l;J )> = | 2"F(2", ") II” + || Q=" y") > . (4.13)

Substituindo (4.13) em (4.12)), obtemos:

_— 2
I =S@* ")+ o B | = | &*F(a*,o%) | =20 (2%, 0F) + 1 (0F) + | Q" o) |17,
(4.14)
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vamos ver as trés primeiras parcelas da parte direita da igualdade (4.14)), somando e
2
subtraindo (pk) :
2
| 2*F(a*,of) |2 = 2080, 0" +n (0F) = || 2" P8 b 17 —205 (2%, oF) +
2 2 2
+n (p7) = (o) + ()"
2 2
= |(zF e F(a*,0h)) = ]+ (6") (n—1).

<po¢ﬂ<xk,yk>>2 (1),

e (n = p00") + (0 = 1) (p0°)

n2

(4.15)

Da proposicio anterior, obtemos po¢”~1(z*, y*) < 1, multiplicando por —1 e adicionando

n obtemos:
> n—1<n—pd’ Lk y*) <n
> [0d® @R )] < pod® ek ) < L
entao, substituindo estas duas ultimas desigualdades em obtemos:

k kKN 112 ok ik ok k)2 ok gy (M0 T
| 2% o F(a*, %) 1P = 20" o) + 0 (0F) < @*(a",9F) :

2
2k k(N1
< ¢ (2", y") < >
n
< ¢*(z",yb).
Logo, substituindo (4.16) na igualdade (4.14)), e pela suposicao obtemos:
| =S(* ")+ "B P < ¢ y") + 56°(«", "),

(U il 1) (4.16)

Finalmente substituindo (4.16]) em (4.11]), obtemos:
—1 o
1|l < [l (VS(@*, k)) 1= ( ’“,y’“)+p’“E I

< || (VS(at, 7 <b z*, ")

< Ro(z*,y").



93

onde:
o241
2

-1
com K> (VS(xk,yk)) |-

=l
I
=

o

Proposicao 4.7 A sequéncia de diregoes {d*} gerada pelo algoritmo FDA-MNCP, consiste

num campo uniforme de direcoes vidveis do problema de complementaridade em €.

Prova:
Como [20] e da suposicao [4.2}
| VSi(a5, 45) = VSi(ah,vi) | < v |l (25, 95) — (@5,95) | -
para todo (2%, y%), (25, 45) € @ C Q..

Seja (2%, 4%) € Q* e 6 > 0 tal que o seguimento [(a:k, yF), (2%, yF) + Tdk} C Q para
todo 7 € [0, 6], pelo Teorema do Valor Médio, [18§]

Si((@*,yf) +7dY) > S ((a%,08) + 7VST (@b M) dt = | rd* |7
> 5 ((«*,9h) +TV5iT(l’ ) dE =y dE P (417)
para 7 € [0,6] e 1 <i < n+m, para cada i = 1,2, ..., n obtemos:

VSEdd = —S;(a* %) + pE. (4.18)

substituindo (4.18]) em (4.17)), obtemos:

Si (@ ") +7d") > S ((2F,9h) + 7 (=Silah, yh) + p8) = 2y (1 dM |
= S ((a*,91) = 7Si(ab ) + 7ot =y | dE P
= (1=7)Si(* ") +7 (o =yl d|?).

para qualquer 7 < min {1, WZH}’ obtemos:

S; ((xk,yk) + Tdk) > 0.
entdao: (%, y*) +7d* > 0e F((2*, y*) + 7d*¥) > 0, portanto (z*,y*) + 7d* € Q.

Agora pelo lema anterior e pela definicdo de p* obtemos:

pF - pod’ (z*, y*) 1 _ pod? 2 (2R, ) 419)
de 2 = =242k o k) =2 ) (
v || d* | n YR2Q2 (k) nyR
entao P
7 < min {1 M} , (4.20)
nyr

como 3 € [1,2], entdao o lema ¢ valido para

g_mm{l W}

nyr
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Proposigdo 4.8 Eziste £ > 0 tal que, para (x*,y*) € Q*, a condi¢io de Armijo no
algoritmo FDA-MNCP ¢é satisfeita para qualquer t* € [0,&].

Prova:

Como [20], seja t* € (0, 6], onde § = min {1 W}, aplicando o Teorema do
BEL ghly = (gk k) 4 gk,

L( 7

Valor Médio [18], para as primeiras linhas e tomando (z

temos:
Si<(xk+1,yk+1)) - S (([Ek,yk)—l-tkdk>.
< St )+ 0[5t ) @+ S (st ) )

S, (2 yk ! B
pela suposicao obtemos que: w < 7, entao

< Sy, yF) + FVSi(aF, yF)dE + () || dF )P

somando primeiro de 1 ate n, obtemos:

n n n 2
D EET M) < Y iRt yh) + (Z VSi(ﬁf’“ﬂ'“)) d"+ () y [ P
i=1 i=1 i=1
2
Sy < payF) + 1 (<t yF) ) () oy | dh P
2

= (1=t") o(a*,yb) + tnpt +n (¢F) | )2 (4.21)
Do Teorema do Valor Médio [I8], para Q?(x*,4*);i = (n+1),---,(n+m) e como

\Y [S(xk, y’“)} dF = —Q;(2",y*), obtemos a seguinte inequacio

QM) < QAak, )+ 8 (V (@R ) + () a1

Q™) < Q2(a, ) + <2Qi(xk’yk)vc2i(xk’yk))_}_(tk>27” & |
Q™ M) < QAP yh) + 2R Q" >( ek, )+ () a2
Q2(zF L g+ < QXat,y) — 25 Q (o (k)27|| d*||? .

2

< Qb b)) — QAR ) + () v [
somando para i = (n+1),---,(n + m), obtemos:

2
1QEHL g™ ) IP < | Qb of) 1P = | QG ™) I1* +m (¢%) v || @ |17
2
= (1= ) 11 Q") I () )2 (4.22)
finalmente somando (4.21)) e (4.22)), obtemos:

Sy )+ | QEFTL Y 1P < (T=#F) ety + (1 1F) [ QR b 1P +
2 2
Hnpb o (85) || dF 2 +m () I dF
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entao:

f($k+1 k+1)

IA

(1= ) £, o) + () (#5) | € |2+,

(1 =) £(a*, 4 + 28 (np" + (n+m)thy || d" |?) .

n k n m k k |12

_ ll—tk+tk< A ntmty | d | >}f(x’“ y*).

f(xk, y*) ’
ntk p* N (n +m)ththy || d |2
[k, y*) [k, y)

] flz® %), (4.23)

Da definicdo de p* e da suposicao segue para (2% y* € %) as seguintes
desigualdades:

v

np® _ ped’(at, ")
fak, yk) flak,y*)
~ ¢’z y)
T et yk)
= po(bﬁ_l(xkayk)-

np”

f(x*, yk)

< pogzﬁﬂ_l(xk,yk). (4.24)

oz ")+ | Q" yh) |17
o= y") + | Q" ") || Il Q(*, ) | -
_,_/
oz y") +oola" y") [ Q" ") | -
\_v_/

" y") (", ")
(2", ")
(2", ")
(=", ") + c QG yM Il
(2", ")
(2", ")

IAN

-

y
o(a*,y" +000¢( y*).
y

o(z*,y") + ¢ 0% p(a” )

INIA A

— f(mk, yk) < (1 + 002) gb(xk, yk) (4.25)

além:

la® || < "¢, y").

R2c2. (4.26)

IAIA
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Substituindo (4.24]), (4.25) e (4.26]) em (4.23)), obtemos:

(n + m)trFtkyg2c?

[k, y%)

F@R A <1 =5 4 R pe T (aF F) + ] flahyh). (427)

Agora, da busca linear do algoritmo FDA-MNCP aplicado na funcao f(z*,y*) e
pela proposigao [4.6] obtemos:
F ™ < fb ) + PV f (" )t
—_——
= f@" yF) +tn [= (1= ped™ (2%, 0h)) fa*,oF)]
= fb b [1 =t (1= pod® (28, 0h))] (4.28)

Finalmente, para satisfazer a condi¢ao de Armijo, basta que:

L=t 1 thppgh (o, ) + +f77(1¢3:k$%202 L=t (1= pod™ (2" 91))
—t" +t* pod” M (2F, ) + (n +fT£:k;§H2Cz < —tfp (1= pod” (28, 0h)).
k=22
<”;gf£fc < (1= (1= pd® k).
(1=m) (1 — pog” " (z*, "))
k k ok
pelo 25
(1T =n)(1 = pog” ' (=¥, ")
tos (<n+m)7f€2c2 )(1+002>C'
_ _ B—1
poo U0 (1= e (14 co?). (4.20)

(n + m)yr%c

entao, o lema fica provado para:

— _ B—1 —
§=min{(1 77)(1 foe )<1—|—002);9}, onde:H:min{l;/ka’yk)}

(n +m)yr*c nyR

Das proposic¢oes e obtemos que, para todo ponto (z*,y*) € Q*, o ponto

(L kL) = (2% y*) + t*d*, com t* € [0, €] pertence ao conjunto €.
Agora, vamos mostrar que o passo de Armijo é limitado inferiormente no conjunto
Q.
Proposigao 4.9 Eziste £ > 0 tal que, para (z%,y*) € Q*, o ponto
(@) = (dfyh) + thdE,

pertence ao conjunto Q* para qualquer t* € [O,E].
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Prova:

Considerando [20] e as tltimas proposicoes (4.7) e (4.8)), temos (zF+1 yF+1) =
(xF, y*) + thd* € Q. para todo tF € (0,€). Vamos mostrar que (zF+1 yF+1) € Q.

Como na proposicao (4.7)), temos:
2
S ((:ckﬂ,yk“)) > (1 — tk) Si(xk,yk)+tkpk—(t2) v d*||?, para todo i€ {1,---,n}

somando todas as inequagoes acima obtemos:

O ) = (1= 1) o(ah, ) + mpbth —n (#) | |1, (4.30)

Agora, usando a formula de Newton - Lebnitz [18], segue que:

Q(m’”l, yktl — Q(xk7 yk) _ /01 VO ((xk’yk) + thdk> do.

Q(karl,ykJrl) _ Q(xk,yk) Lk [/01 VO ((l’k,yk) —|—9tkdk> d@} dr.

Somando e subtraindo: t**VQ(z*, y*)d*, na equacio acima:

Q" ') = Q" y") +1'VQ(F, ") — VY Q(*, y*)d +
4 it [/01 vQ (2", y) + 0t*d") de} d.
= QA+ (-Qt ) — [ [ QU ytde) a +
. 0
4tk [/0 VQ ((a*,y") + 0t*d") d@} dt.
= (1-")Q" ") + {/01 VQ((2*, %) + 0td") — VQ(*, )] dH} d.

Da suposigao (4.2)) sabemos que VQ é Lipschitziana, entao:

I QU y ) || = || (1-t) Q" v) +
+ {/Ol[ (@, ") + 0t d*) — VQ(a*, )] d9} d* |
< | (1-1) Qb y )||+

(
+ {/1 o5 yF) + 0ttdh) — VQ(*, o) d&} d" |
= (1-1") [ Q") || +

+ 1t {/01 {VQ((xk,yk)Jr@tkdk) — VQ(xkjyk)} d@} || d* |

< (=) I QUEN M IT+ [FLI (2%, y*) + 68 d* — (2%, 4*) || d")
= (=) IQE"y) I+ Lo d" | d"|
< (=) IQEN Y I+ P L d P,
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entao:
2
1 QG g ) | < (1) | Q@ ™) (| + (¢) L | " P,
multiplicando a expressao acima por (—o), da suposigao (4.4]), obtemos:
2
—o || Q@M (| = —o (1= %) | Q(a*,f) || —o (¢*) L | d P, (4.31)
finalmente, fazendo (z*+1, 3**1) = 2**1 e somando (4.30) e (4.31)), temos que:
) J y ) q.
S — o QU | = (1—1Y) [s(aF,0F) — o || QR b |I] + npttt
2 2
—n () v [ 1P = L () | a7
= (119 [0l ") — o [ Q") 1] +

(x1)
+ [np* — ety || d P — et || dF ] £

(x2)

como (%) > 0, basta que (x2) > 0, isto é:

nok — by || d [P — L | P > 0 (432)
entao: 3
k np
(ny+oL) | d* [
fazendo § = (mToL)’ temos ¢ € (0, 1], assim:

k
P

th < o—"—.

v d* |2

Portanto, basta tomar £ =min {5%, f} para ter ¢(zFt) —a || Q(2FL, yF+1) || >0,

para todo tF € (O,f) o que nos garante que zF¥*! € O

Teorema 4.1 Dado um ponto inicial estritamente vidvel, (z°,9°) € Q*, existe uma
subsequéncia de {(x*,y*)} gerada pelo algoritmo FDA — MNCP que converge para

(x*,y%), solugdo do problema de complementaridade mista.

Prova:

Segue das proposicoes até que {(z*,y*)} € Q.. Como Q. é compacto, a
sequéncia de pontos (z¥, y*) possui um ponto de acumulacio em (..
Seja (2*,y*) ponto de acumulacio da sequéncia {(z*,y*)}. J&4 que o tamanho de passo é
sempre positivo e limitado inferiormente por v€, concluimos que || d* ||— 0 e, do algoritmo,
temos que f(z*,y*) — 0. Assim, (z*,y*) é solugdo do problema de complementaridade
mista, [20]. |
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4.4.1 Analise de Convergéncia Assintdtica

Nesta secao veremos resultados sobre a taxa de convergéncia do algoritmo FDA-
MNCP. Observaremos que uma iteragao realizada no algoritmo é uma iteragao do tipo
Newton Amortecido com uma perturbacao e as suposi¢oes pedidas no algoritmo, FDA-
MNCP, que satisfazem as suposi¢oes do Método de Newton classico (ver apéndice e

que sao utilizadas para o caso de Newton Amortecido com uma perturbagao, [20].

Primeiramente veremos o esquema iterativo do método de Newton Amortecido
com uma perturbagdo e compararemos com o esquema iterativo do algoritmo FDA-MNCP.
Portanto, para resolver numericamente o sistema de equagoes (A.5)), o método de Newton

amortecido realiza a seguinte iteragao
MU= (T E) TG - WP k=0,1,2. (4.33)

onde 0 < t* <1, p* > 0e P um ponto fixo em RP.

Lembremos que a sequéncia gerada pelo algoritmo FDA-MNCP esta baseada na
resolucao de um sistema de equagoes mais uma busca linear nas restrigoes de comple-
mentaridade e na fun¢ao f(z,y) associada ao problema. O que nos remete ao método
de Newton Amortecido com uma perturbacgao Observe que, quando tomamos
p=mn, =2k T =H(Y), (T':F) = (VH(Y) L P = E, 4% = pF e t* como o
passo da busca linear descrita no algoritmo FDA-MNCP, temos que a equagao (4.33)) é

exatamente o esquema de iteragoes para o algoritmo FDA-MNCP, [20].
P = b — H(VHEN) T HY) - pE] k=012, (4.34)

onde p¥ = pow e € [1,2]. Deste modo, temos o seguinte Teorema [20].

Teorema 4.2 Considere a sequéncia {(z*,y*)} gerada pelo algoritmo FDA — MNCP,

que converge para uma solugdo (x*,y*) do problema de complementaridade mista. Entao,

a) Tomando 3 € (1,2), t* =1 para cada k suficientemente grande e a taxa de conver-

géncia do algoritmo € superlinear.

b) Se t* =1 para k suficientemente grande e 3 = 2, entio a tara de convergéncia é

quadrdtica.

Prova:

Fazendo do mesmo modo como [20] para o FDA-NCP e considerando o Teorema
deduzimos das equagoes e que para k suficientemente grande, o comprimento
de passo obtido da busca linear de armijo é t* = 1 se 8 € (1,2). Tomando da equacdo
[4.33] os seguintes valores:
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2= (2F k), T(2F) = Sk, y%); T'1(2F) =S a* yF); P=FE e tf queéo
passo da busca linear descrita no algoritmo FDA-MNCP, o esquema de iteragdo para o

algoritmo FDA-MNCP ¢é

( k+17yk+l) = ($k7yk) - tkS_l(xkayk)[S(a:k?yk) - pkE7 k= Oa 17 27
onde p* = py ("T v e g e [l,2].

A andlise que faremos agora segue os mesmos procedimentos do método de Newton

usual e pode ser visto em [§].

HZkJrl_Z* H — ||Zk—|-tkdk—z*||

= || F+ 8 ((VS(ER) =S8 + 7 E)) — 2+ |
Somando e subtraindo t*z* e t*z*, temos

[ =2 = (1= ) = 27) 48 (= 2 (VS(5) =S + pP)) |
= (1= ) = )RS (- ) TS(H) S ()+P) |

Pela desigualdade triangular,

|4 =2 < = - ]+
(V) — ) VS(F) = S(F) + 9P |
S
£ 2] (VSE) TN = 2)VS() = () + P |

Pela suposicao , isto é, existe kg > 0 e k > 0 tal que || VS(z,y) ||< ko e
| (VS(z,y))™' |< k, para todo (z,y) € ., entdo

| #2119 | 2 = 2 | 5 P T | SG) - VS )

Como VS(z*) ¢ localmente Lipschitz e da férmula de Newton-Leibnitz, temos que

a 1ltima norma do lado direito ficaria da seguinte forma, fazendo d* =|| 2% — 2* ||,

| S(z%) — VSR || = | < /O VS + otkab) —VS(zk)]d9> d* ||

I [ 198G+ o)~ VS(an ] |

< g || P othdt -2k | dF
= || od" ||| @ |
= ot d|*. (4.35)

Finalmente, lembrando que p* = py ( il , temos
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2
e e G v (0 Wy o[ Ly

kpod® (=)
\/ﬁ

= (1- t"”) I P || + + O(]| 2k 1%). (4.36)

Pelo teorema de valor médio segue que:

$y) < ¢(a) + " (@)VnO(|l y — « |);

onde T = x + e(y — x) para algum ¢ € (0,1), tomando z = z* e para todo y = 2z*

suficientemente préximo de x*, temos:
¢7(2*) < B (@) VnO(|| 2F = 2" |)).

Entao, para provar a parte (i), segue observando que para ( € (1,2)

(%) = O(|| 2" = =" |I),

e substituindo em [4.36] temos:
—0. (4.37)

Portanto a convergéncia é superlinear.

Agora, para provar (ii), de forma similar observe que = 2, temos que
¢*(z") = O(]| =" — =" |I*),

neste caso a equacao (4.20) nao garante que t* = 1 para k suficientemente grande, assim

pedimos que t* = 1, para todo k > ko com k, suficientemente grande, logo

H Zk+1 — o H

e < (4.38)

Portanto a convergéncia é quadratica, pela Defini¢ao [A.5] |
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5 COMBUSTAO IN-SITU

Neste capitulo apresentaremos o estudo do método FDA-MNCP e a comparacao
com o método FDA-NCP [I4], tomando como exemplo o modelo simples de combustao

in-situ desenvolvido em [5], [23].

5.1 MODELAGEM DO PROBLEMA FISICO

O modelo estuda os fluxos unidimensionais, possuindo uma onda de combustao
no caso quando o oxidante (ar com oxigénio) é injetado num meio poroso. Inicialmente o
meio contém um combustivel que é essencialmente imével, ndo vaporiza e a quantidade
de oxigéneo ¢ ilimitada. Este é o caso para combustiveis solidos ou liquidos com baixas

saturacoes.

Como em [23], estudamos o modelo simplificado onde:
e Parte pequena do espaco disponivel é ocupado pelo combustivel.
e Mudancas de porosidade na reacao sao despreziveis.
e Temperatura do solido e do gds sdo as mesma (equilibrio térmico local).
e Velocidade do gas é constante.
e Perda de calor é desprezivel.

e As variacOes de pressao sao pequenas em comparacao com a pressao prevalecente.

O modelo tem coordenadas temporal “t” e espacial “z” que inclui a equacao de
equilibrio do calor, a equacao de equilibrio molar para combustiveis imdveis e a lei dos

gases ideais.

or o o*T
Cma + %(CQPU(T — T’/’es)) = )\w + QTWT, (51)
Ipy
i if A 2
P
P = TR’ (5.3)

onde T[K] ¢ a temperatura, p[%] é a densidade molar do gas e p;[%] é a concentracdo

molar do combustivel imével. O conjunto de parametros junto a seus valores tipicos sao
dados na Tabela 2.
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Tabela 2 — Parametros dimensionais para combustao in-situ e seus valores tipicos [23].

Simbolo | Quantidade Fisica Valor | Unidade
T es Temperatura inicial do reservatorio 273 K]

Ch, Capacidade calorifica do meio porosso 2-10° | [J/m*K]
Cq Capacidade calorifica do gés 2742 | [J/molK]
A Condutividade térmica do meio porosso 0.87 [J/(msK)]
Q, Entalpia do combustivel imével em T, 4-10° | [J/mol]
Uinj Veloc. de Darcy para injegao do gas (200m/dia) | 0.0023 | [m/s]

E, Energia de ativagao 58000 | [J/mol]
K, Parametro pré-exponencial 500 1/s

R Constante dos gases ideais 8.314 | [J/molK]
P Pressao prevalecente (latm) 101325 | [Pal]

P Densidade molar inicial do combustivel 372 [mol /m?]

Como em [23], se considerarmos por simplicidade p1r = p, = p10 = 1 e a quantidade

de oxigéneo ¢ ilimitada, a razao da reacao W, é tomada como:
-k

As varidveis a serem encontradas sao a temperatura (7') e a concentra¢ao molar do
combustivel imével (py). Como as equagdes nao estao dimensionadas, fazemos como [23],

para obter a forma adimensional:

(R NN
g?t? = ®(0,n). (5.6)
onde: pZQj—OQO’ ® = 5(1—n)exp (9:—E€0>'
com as constantes adimensionais:
Prp = o B= ke E= oo =1 u= " )

Aqui P,, é o nimero de Peclet para difusdo térmica, u torna-se a velocidade da
onda térmica adimensional, E é a energia de ativacao escalada e 8y é a temperatura do

reservatorio escalado.

Com as condigoes do reservatério iniciais:
t=0,2>0: 6=0, n=0

e as condicgoes de injecao:
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5.2 DESCRICAO DO METODO FDA-MNCP PARA O MODELO SIMPLES DE COM-

BUSTAO IN-SITU

Agora descrevemos com detalhe o esquema de diferencas finitas para o modelo

de combustao in-situ para o método FDA-MNCP. Para isso usamos a malha descrita no

Capitulo [3| aplicando o método de Crank-Nicolson para aproximar as derivadas espaciais

em cada caso, isto é:

9n+1 g
orth — 20t 4ot on . —20m 40,
prtl _pntlopn o pn
axF(Q(xm,tn%)) _ m+14h mol | m+14h m—1
(I)n+1 o
O(O(msti1)) = m;m

Considerando a condigoes de Dirichlet no ponto z:
0(zo,t) = 0, n(xo,t) =1,

e uma condi¢do de Neumann no ponto x;:

00 on

%<$M,t>:0, %(IM,t):(),

dadas em [23], logo, o valor em x4 é conhecido em todo tempo mas nao em ;.

0ot =0y, e nytt=mny, paratodo n € N.

A condigao de fronteira em x); fornece:

ax(.CEM,t)—0:> oh =0,

portanto

Orri1 = 041 = Frper = Fyy_y, para todo n € N.

Dando a forma do método FDA-MNCP feito no Capitulo |4 obtemos:

90 s 1 %
>0 — -
I TR P T

(5.8)
(5.9)
(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Para obter as relagoes discretas de (5.14]), substituimos (5.845.11)) em (5.14]) para

obter:
= 2uHO + (4 + 4pH)OL — 2pHORT + A[FRty — FRfi] — 260 > (5.16)
> QuHE) | + (4— AuH)O, + 2uHOL , + Aoy, — Fi ] + 2k,
onde A = % e = % O esquema é valido para m = 1,2, ...., M dos pontos que nao sao

conhecidos os valores.

Nos pontos de fronteira temos que para m = 1, substituindo (5.12)) em (/5.16))

obtemos:

(44 4pH)OTH — 2uHOPT + N[FPtt — FP+Y) — 2k >

>

para m = M, substituindo ((5.13)) em (5.16)) obtemos:

(4 — dpH)OT + 2uHOY — N[FY — F7'] + 2k®™ + 4pHO?,

(5.17)

— ApHOTY + (44 ApH)OYT — 28T > ApHOY, |+ (4 — ApH)OY, + 2kDT,. (5.18)

Entao (5.16)) é valido para todo m = 2,..., M — 1 e unindo as expresoes (5.17)) e

(5.18)) obtemos a seguinte desigualdade na variavel 6"

Gn(6n+1’77n+1) — A9n+1 4 )\P(en+1,nn+1> _ 2kq)(9n+1’77n+1) _ LD(@”,U”) > O, (5.19)

onde LD = BO" — AP(6™, ") + 2k®(0",n") + UR é conhecido em cada instante do tempo.

Além disso:

4+ 4pH  —2uH 0 0
—2puH  A4+4pH —2uH 0
4 0 —2puH  A4+4pH —2pH
—2uH 4A+4+4pH  —2pH
i 0 —4pH 4+ 4pH |
4 —dpH  2uH 0 0 0 0 ]
2uH 4 —4pH  2puH 0 0
0 2uH 4 —4pH 2uH
B —
0 0 0 2uH 4 —4pH  2uH
i 0 0 0 0 dpH 4 —4pH |

. (5.20)

, (5.21)
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Fy— Fp o7
Fp— Fp oy
Fp — Fy oy
P"=P(o") = , =000 =| |, (5.22)
Eyp = Firs Py
i 0 | | Py
. [ ApHOY ]
oz 0
o2 0
o= ° |, UR= _ (5.23)
O
L O I |

onde A, B € RMXM. gn_pn @n ¢ RM,

De forma andloga, para obter a forma discreta de ([5.15)), substituimos ([5.845.11))
em ([5.15) para obter:

Diag(2)n™™ — k@™ = Diag(2)n® + k®". (5.24)
O esquema de diferencas é valido para todo m = 1,2,...., M dos pontos que nao

sao conhecidos os valores.

Nos pontos da fronteira temos que para m = 1, substituindo ((5.12)) em ([5.24))
obtemos:
it — k@I = 20 + kDT, (5.25)

para m = M, substituindo ([5.13]) em (5.24) tem-se:

2t — kN = 2n, + kY, (5.26)

Portanto, ((5.24]) é valido para todo m = 2, ..., M — 1 e unindo as expresdes ([5.25]) e

(5.26) obtemos a seguinte desigualdade na varidvel 7"

QO™ ™) = Diag(2)n™" — kp(0"" ") — LDQ(6", "), (5.27)

onde LDQ = Diag(2)n"™ + kp(0™,n"™) é conhecido em cada instante do tempo.
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Além disso:
. 00 20 0 00
Diag() = | - | |, (5.28)
[ e ] [ ]
©y s
. . 3 . s
Pr=e@n") =1 |, 0= (5.29)
Ohr-1 Nhr—1
7 |
Portanto, a forma discreta de (5.14]) e (5.15)) é dada por (5.19)) e (5.27)).
GOt e 9"t = 0, (5.30)
Q ottt =0, (5.31)
e deve-se cumprir:
0"t > 0. (5.32)

Assim, juntando (5.19)), (5.27) (5.30) e (5.32]) formam um Problema de Complementaridade
Mista, que pode ser resolvido pelo algoritmo FDA-MNCP desenvolvido no Capitulo [

Algoritmo 5.1 (Implementacdo FDA-MNCP.)
Passo 1. Fazern=0e¢ N =1/At.

Passo 2. Para obter 0! e n™*L aplicamos o método FDA—MNCP descrito no algoritmo

para resolver o problema de complementaridade mista.
Gn(en—i—l’nn—i-l) ° 0n+1 — 0’ 971—1—1 Z 0’
Q (0" ") =0 (5.33)
com

Gn(enJrl’ nnJrl) — A0n+1 4 AP<9n+1777n+1) o 2]€(I)(9n+17 nnJrl) - LD(@”,?]”+1) > 0’
QU™ ™) = Diag(2) - "™ = k(0" ") = LDQO", ") = 0.

onde as matrizes A, B e os vetores P, ® e ¢ sao dadas em (5.20), (5.21]), (5.29), e (5.29).
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Passo 3. Sen = N entao FIM.

Se nadon=n-+1 e voltar ao Passo 2

Os resultados numéricos obtidos da implementacao do Algoritmo no Matlab sao

mostrados na Se¢ao seguinte.

5.3 COMPARACAO DOS METODOS FDA-MNCP COM O METODO FDA-NCP

Agora apresentaremos os resultados numéricos das simulagoes feitas no matlab
para o método FDA-MNCP. Para tal simulacdo, consideramos [zo,zy] = [0, 0.05] e
[to,tn] = [0,1] como os intervalos de espago e tempo respectivamente. Mantemos os
nimeros de subintervalos em tempo constante e igual a: N = 10°, isto ¢, k = At = 1075,
enquanto o nimero de subintervalos em espaco serao iguais a M = 50, 100, 200, 400. Para

o método FDA-MNCP consideremos uma tolerancia de erro de 1078,

Os valores dos parametros adimensionais em [5.7] sdo:

¥ =9,1x10"m], " =1,48 x10%[s], AT* = 74,4[K],
u*=6,1x 107, P, = 1406, B =17,44 x 10%,
E =938 0y = 3.67 u = 3,76.

com os dados de entrada anteriores obtemos as Figuras , , , , as quais
mostram os resultados obtidos pelos algoritmos e algoritmo 5 de [23] para o método

FDA-MNCP e FDA-NCP [14] , respectivamente.
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Figura 13 — Comparacdo dos métodos de FDA-MNCP e FDA-NCP para M = 50 nos instantes

de tempos t = 0.000, 0.002, 0.004, 0.006, 0.008, 0.010. Os valores de 6 sédo
representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha, os valores de 7 sdo

representados por bolinhas rosas e linha continua azul.

3 3r
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—— "n" FDA-MNCP ——"n" FDA-MNCP
25 ——— " FDA-MNCP 25 —— "g" FDA-MNCP
2 2
15 15
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Figura 14 — Comparacio dos métodos de FDA-MNCP e FDA-NCP para M = 100 nos instantes
de tempos t = 0.000, 0.002, 0.004, 0.006, 0.008, 0.010. Os valores de 6 sédo
representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha, os valores de 7 sdo

representados por bolinhas rosas e linha continua azul.
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Figura 15 — Comparacio dos métodos de FDA-MNCP e FDA-NCP para M = 200 nos instantes
de tempos t = 0.000, 0.002, 0.004, 0.006, 0.008, 0.010. Os valores de 6 sédo
representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha, os valores de 7 sdo
representados por bolinhas rosas e linha continua azul.
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Figura 16 — Comparagio dos métodos de FDA-MNCP e FDA-NCP para M = 400 nos instantes
de tempos t = 0.000, 0.002, 0.004, 0.006, 0.008, 0.010. Os valores de 6 sédo
representados por bolinhas verdes e linha continua vermelha, os valores de 7 sdo
representados por bolinhas rosas e linha continua azul.

3 3
© 0" FDA-NCP © "8"FDA-NCP
© 'n"FDA-NCP © "n"FDA-NCP

—— "n" FDA-MNCP ———"" FDA-MNCP

25k “¢" FDA-MNCP 25 —— "6" FDA-MNCP

0.5

L L L L L L L L L .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 ) 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
(a) t=0.000 (b) t=0.002

© "6" FDA-NCP © "' FDA-NCP
© "n"FDA-NCP © "n"FDA-NCP
"n" FDA-MNCP ——— "n" FDA-MNCP
25 1 —— "9" FDA-MNCP 25 ——— "9" FDA-MNCP

0.5 0.5

-05 L L L L L L L L L ) -05 L L L L L L L L L y
o 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005 0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005

(¢) t=0.004 (d) t=0.006

© 0" FDA-NCP © "g" FDA-NCP
© "n" FDA-NCP © "n" FDA-NCP
——— "n" FDA-MNCP —— " FDA-MNCP
25| —— "g" FDA-MNCP | 25| —— "g" FDA-MNCP

0.5 0.5

L L L L L L L L L ' — L L L L L L L L L y
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0'50 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

(€) t=0.008 (f) t=0.010




73

Como podemos observar nas Figuras [L3] [I4] [I5] e [I6] obtidas anteriormente nos
mostram que os resultados obtidos pelos métodos FDA-MNCP, estudado na Secao [5.2]
e FDA-NCP, estudado em [23], coincidem muito bem como pode ser visto nos tempos
indicados nas figuras apresentadas anteriormente. Na Figura [I7, pode-se observar a

diferencas entre os métodos.

Figura 17 — Diferenca entre os métodos FDA-MNCP e FDA-NCP.
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Onde podemos observar que a diferenca das solugoes de 6 e 1 sdo muito pequenas
a medida que aumentamos a quantidade de pontos, entre os métodos FDA-MNCP e
FDA-NCP [14].

A seguir mostramos quatro tabelas onde fazemos a comparacao do tempo de
processo computacional para M = 50, 100, 20, 400 do método FDA-MNCP estudado na
Se¢ao [5.2] e 0 método FDA-NCP estudado em [23].

Tabela 3 — Comparacao do tempo de processo computacional com M = 50 para os métodos
FDA-MNCP e FDA-NCP. O t(n) é o tempo medido em segundos que demorou o
método em encontrar a solug¢do no instante de tempo t.

FDA-MNCP FDA-NCP

t t(n) iter BL(t) [S] [VS]| t(n) iter BL(t) F VF
0.001 | 0.401 33 1.0 43 34 1 0.194 20 1.0 43 40
0.002 | 0.411 34 08 44 35 |0.194 20 1.0 43 40
0.003 | 0.406 34 1.0 43 35 [0.199 20 1.0 43 40
0.004 | 0.386 32 0.8 41 33 |0.184 20 1.0 43 40
0.005 | 0.385 32 0.8 41 33 |0.178 21 1.0 45 42
0.006 | 0.406 34 0.8 43 35 [0.198 21 1.0 45 42
0.007 | 0.395 33 0.8 42 34 |0.193 21 1.0 45 42
0.008 | 0.403 33 0.8 43 34 |0.229 21 1.0 45 42
0.009 | 0.390 32 0.8 42 33 |0.169 21 1.0 45 42
0.010 | 0.405 33 0.8 44 34 |0.173 21 1.0 45 42
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Como podemos observar na Tabela [3| o tempo de processo computacional utilizado
pelo método FDA-MNCP duplica o tempo do método FDA-NCP para uma particao do
eixo x em cinquenta pontos; o numero de itera¢oes do método FDA-MNCP para os tempos
indicados também ¢é maior do método FDA-NCP. Além disso a terceira coluna de cada
tabela mostra o valor de t* (visto no algoritmo do Capitulo [4) para cada um dos

métodos.

Tabela 4 — Comparacao do tempo de processo computacional com M = 100 para os métodos
FDA-MNCP e FDA-NCP. O t(n) é o tempo medido em segundos que demorou o
método em encontrar a solu¢do no instante de tempo t.

FDA-MNCP FDA-NCP

t | tn) iter BL(t) [S] [VS]| t(n) iter BL(t) F VF
0.001 | 0912 36 0.8 47 37 10.555 21 1.0 45 42
0.002 | 0885 36 0.8 46 37 0519 21 1.0 45 42
0.003 | 0.870 37 0.8 47 38 |0.515 21 1.0 45 42
0.004 | 0.892 35 0.64 46 36 |0.494 21 1.0 45 42
0.005 | 0.831 34 0.8 44 35 10486 21 1.0 45 42
0.006 | 0.793 34 0.8 43 35 | 0.508 21 1.0 45 42
0.007 | 0790 34 0.8 43 35 |0457 21 1.0 45 42
0.008 | 0.894 36 0.64 49 37 10.515 21 1.0 45 42
0.009 | 0.869 35 0.8 46 36 | 0.507 21 1.0 45 42
0.010 | 0.839 35 0.8 46 36 |0479 21 1.0 45 42

Nesta Tabela [ podemos observar ainda que o tempo de processo computacional
utilizado pelo método FDA-MNCP é um pouco maior que o tempo do método FDA-NCP

como o numero de iteragoes.

Tabela 5 — Comparacao do tempo de processo computacional com M = 200 para os métodos
FDA-MNCP e FDA-NCP. O t(n) é o tempo medido em segundos que demorou o
método em encontrar a solugdo no instante de tempo t.

FDA-MNCP FDA-NCP
t t(n) iter BL(t) [S] [VS]| t(n) iter BL(t) F VF

0.001 | 1.771 36 0.8 47 37 [3.223 21 1.0 45 42
0.002 | 1.852 38 08 48 39 |3.18 21 1.0 45 42
0.003 | 1.969 37 08 46 38 |3.129 21 1.0 45 42
0.004 | 1.995 38 0.8 47 39 [3245 21 1.0 45 42
0.005 | 1.771 37 0.8 46 38 |3.143 21 1.0 45 42
0.006 | 1.785 37 1.0 45 38 [3.122 21 1.0 45 42
0.007 | 1.787 37 08 47 38 |3.205 21 1.0 45 42
0.008 | 1.778 37 0.8 47 38 [3.241 21 1.0 45 42
0.009 | 2001 36 08 46 37 |3.346 22 1.0 47 44
0.010 | 1.685 35 0.8 45 36 |3.396 22 1.0 47 44
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Na Tabela [5], verificamos que quando aumentamos o nimero de partigoes a 200
o tempo de processo computacional do método FDA-MNCP comega a ser menor que o

tempo do método FDA-NCP, embora o niimero de iteragdes ainda seja maior.

Tabela 6 — Comparacao do tempo de processo computacional com M = 400 para os métodos
FDA-MNCP e FDA-NCP. O t(n) é o tempo medido em segundos que demorou o
método em encontrar a solu¢do no instante de tempo t.

FDA-MNCP FDA-NCP

t | t(n) iter BL(t) [S] [VS]| t(n) iter BL(t) F VF
0.001 | 4.497 37 0.8 48 38 | 33.127 21 1.0 45 21
0.002 | 4337 37 1.0 46 38 |33174 21 1.0 45 21
0.003 | 4.533 38 0.8 47 39 |33.034 21 1.0 45 21
0.004 | 4.494 39 0.8 48 40 33.398 21 1.0 45 21
0.005 | 4.429 37 1.0 45 38 34.722 22 1.0 47 22
0.006 | 4.329 37 1.0 45 38 34.652 22 1.0 47 22
0.007 | 4523 39 0.8 49 40 |34777 22 10 47 22
0.008 | 4.530 39 0.8 49 40 | 34.802 22 1.0 47 22
0.009 | 4.459 37 0.8 47 38 | 34.824 22 1.0 47 22
0.010 | 4.315 37 1.0 48 38 | 34.571 22 1.0 47 22

Com a tltima Tabela [0, podemos observar que aumentando consideravelmente
o numero de parti¢des o tempo de processo computacional do método FDA-MNCP é
muito menor que o tempo do método FDA-NCP [14], isso porque para o cdlculo V.S no
método FDA-MNCP, este faz a metade de calculos que para VF do método FDA-NCP

[T4], embora o nimero de iteragbes seja maior.

Também podemos observar que o nimero de iteracoes varia pouco em cada uma

das tabelas apresentadas anteriormente.

5.4 ANALISE DE ERRO

Nesta sec¢ao faremos o estudo numérico do erro relativo para o método FDA-MNCP,
segundo a Tabela |1 da Secgao e com a norma dada em (3.7) para cada instante de
tempo e Fa,, onde Ax = h, h/2, h/4. O comprimento do subintervalo em tempo
serd constante e igual a At = k = 10 e h = %, e comparado com o método
da FDA-NCP, [23]. As Tabelas [7] e [0 mostram os resultados para os Erros Relativos do
método de FDA-MNCP, enquanto as Tabelas [§| e mostram o Erro Relativo para o

método de FDA-NCP e sdo representados nas Figuras [I8| e [19]
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Figura 18 — Tempo (t)vsEa,. Erro Relativo do Método FDA-MNCP. Aqui Az = %, Wlm ﬁ.
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Figura 19 — Tempo (t)vsEa,. Erro Relativo do Método FDA-NCP. Aqui Az = %, ﬁ, ﬁ.
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Como pode-se observar nas Figuras [1§] e [19], os erros relativos correspondentes aos
métodos FDA-MNCP e FDA-NCP, respectivamente, sdo muito similares, como poderemos

observar nas seguintes tabelas onde se mostra os erros relativos para 6 e n usando h = 1/50.
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Tabela 7 — Erro Relativo para # com FDA-MNCP e h = % para os instantes de tempo "t”
indicados na primeira coluna.

t

Ey

En
2

Exn
4

5
\:tfj‘w\:tfj

&
IN

0.00100000
0.00200000
0.00300000
0.00400000
0.00500000
0.00600000
0.00700000
0.00800000
0.00900000
0.01000000

0.07757130
0.12495960
0.12512590
0.15843617
0.19817638
0.19866653
0.22936049
0.24606770
0.25789027
0.28886846

0.02809022
0.04805076
0.05824369
0.07200921
0.08645161
0.09841438
0.10892940
0.11916519
0.12872004
0.13735367

0.00730451
0.01233415
0.01679689
0.02080162
0.02467447
0.02840411
0.03195340
0.03538988
0.03877097
0.04209700

3.85
3.90
3.47
3.46
3.50
3.46
3.41
3.37
3.32
3.26

Tabela 8 — Erro Relativo para # com FDA-NCP e h = % para os instantes de tempo ”t” indicados

na primeira coluna.

t

Eh

En
2

En
4

Ep,

E

I=

\:Eq‘w\gj

IN

0.001
0.002
0.003
0.004
0.005
0.006
0.007
0.008
0.009
0.010

0.07753953
0.12490382
0.12507648
0.15841526
0.19818512
0.19869586
0.22940100
0.24613384
0.25797041
0.28897837

0.02808885
0.04804832
0.05824052
0.07200834
0.08645353
0.09841770
0.10893437
0.11917200
0.12872819
0.13736335

0.00730328
0.01233527
0.01679940
0.02080540
0.02467944
0.02841001
0.03196011
0.03539747
0.03877948
0.04210642

2
2.76
2.60
2.15
2.20
2.29
2.02
2.10
2.07
2.00
2.10

3.85
3.89
3.47
3.46
3.50
3.46
3.41
3.37
3.32
3.26

Nas Tabelas [7] e [8| verificamos que os erros relativos Ej,, En, En para 6 tanto
2 4

do método FDA-MNCP como o método FDA-NCP sao muito similares ja que nas trés

primeiras casas decimais sao os mesmos. Além disso, como vimos na Tabela 0 %

)
para Ax = 3.

2T

~
~

4

?
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Tabela 9 — Erro Relativo para 7 com FDA-MNCP e h = % para os instantes de tempo 7t”
indicados na primeira coluna.

t Ej, En En Lo | 2
2 4

0.00100000 | 0.03656879 | 0.02183277 | 0.00451877
0.00200000 | 0.08417410 | 0.02792488 | 0.00819559
0.00300000 | 0.06717364 | 0.03432880 | 0.01103677
0.00400000 | 0.05513563 | 0.05046208 | 0.01381861
0.00500000 | 0.10897196 | 0.06002542 | 0.01653614
0.00600000 | 0.09771893 | 0.06361601 | 0.01887177
0.00700000 | 0.09347666 | 0.06753455 | 0.02105732
0.00800000 | 0.11948456 | 0.07350345 | 0.02332175
0.00900000 | 0.10838295 | 0.07908666 | 0.02560247
0.01000000 | 0.12663557 | 0.08343716 | 0.02775604

3.15
3.09
3.01

Tabela 10 — Erro Relativo para n com FDA-NCP e h = % para os instantes de tempo "t”

indicados na primeira coluna.

t

Eh

En
2

En
4

Ep,

E

I=

\:Eq‘w\gj

0.001
0.002
0.003
0.004
0.005
0.006
0.007
0.008
0.009
0.010

0.03656752
0.08415103
0.06714517
0.05513010
0.10898570
0.09776211
0.09351854
0.11952653
0.10846255
0.12671978

0.02183277
0.02792385
0.03432836
0.05046448
0.06002658
0.06361489
0.06753575
0.07350797
0.07909222
0.08344353

0.00451876
0.00819578
0.01103751
0.01382034
0.01653867
0.01887480
0.02106120
0.02332674
0.02560830
0.02776237

2
1.67
3.01
1.96
1.09
1.82
1.54
1.38
1.63
1.37
1.52

i
[0 )N
w

3.41
3.11
3.65
3.63
3.37
3.21
3.15
3.09
3.01

De forma analoga, nas Tabelas @ e|10jobservamos que os erros relativos Ej,, En, En
2 4
para 71 tanto do método FDA-MNCP como o método FDA-NCP sao muito similares,
uma vez que as trés primeiras casas decimais sdo as mesmos. Além disso, como vimos na
EAw ~ — ﬁ
Tabela 0 AR 4, para Az = 3.
2



79

6 CONCLUSOES

Propomos a solu¢ao do modelo simples de combustao in-situ utilizando um mé-
todo numérico baseado num esquema de diferencas finitas implicito e um algoritmo de
complementaridade mista nao linear, que podem ser aplicados a problemas parabdlicos

podendo ser reescrito na forma de um problema de complementaridade mista. Este método
é aplicado ao sistema ([5.5)).

Neste trabalho, vimos que o algoritmo de ponto interior vidavel FDA-MNCP, pro-
posto no Capitulo 4] é uma boa técnica para resolver numericamente os problemas de
complementaridade mista. Resultados tedricos do algoritmo asseguram a convergéncia
global feita no Capitulo [4

Resolvemos o modelo de combustao in-situ (5.5 usando o algoritmo de comple-
mentaridade mista nao linear e comparando ao método FDA-NCP, sendo as duas solugoes
muito préximas como podemos observar nas Figuras [13] [14] [15] e [I6] Isto sugere que é
possivel aplicar este método a problemas parabdlicos e hiperbdlicos, que podem ser escritos
como problema de complementaridade mista. O método FDA-MNCP mostra a vantagem
de poder ser usado com mais pontos na discretizacao do espaco, como pode-se observar
na Tabela [f] e [6] além de ser mais rdpido em tempo de processo computacional que o
método FDA-NCP quando aumentamos a discretizagdo no espaco. Com respeito aos erros
relativos, temos que as Tabelas [7] e [9) mostram uma boa evidéncia de uma convergéncia
do algoritmo de complementaridade mista, o que é observado na Figura [I7, o qual indica

uma diminuicdo do crescimento linear quando refinamos a malha.

Para trabalhos futuros teremos a possibilidade de obter uma boa aproximacao da
solucao de um sistema como se mostra em o qual consta de uma equacao Parabdlica e
duas hiperbdlicas pelo método FDA-MNCP apresentado no Capitulo [4]
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7 TRABALHOS FUTUROS - MODELO SIMPLES DA INJECAO DE VA-
POR NUM MEIO POROSO SATURADO DE AGUA

7.1 MODELAGEM DO PROBLEMA FISICO

Estudaremos o modelo que descreve a injecao de vapor num meio poroso linear

que inicialmente estd saturado de dgua, como mostra a Figura [20]

Figura 20 — Modelo
Vapor Oleo

| Reservatorio |

%
Vapor escoamento
do
oleo

Fonte: Julio Agustin

Estudaremos um modelo simplificado, da mesma forma que [2]. Vamos negligenciar
as perdas de calor, energia cinética e pressao capilar. Além disso negligenciamos o conteiido
do éleo ja que estamos mais interesados nos efeitos da evaporacao e condensacgao. Ainda,

a velocidade da injecao do vapor, permeabilidade e porosidade sao constantes.

O modelo consiste numa equagao parabélica de balanco de energia e duas equagoes

hiperbodlicas para o equilibrio do vapor e agua.

O modelo tem coordenadas temporal "t" e espacial "z" que inclui a equagoes de

Energia (Parabdlica) e as equagoes de vapor e dgua(Hiperbdlicas).

;Kl - so)CrTHaax [pwttfuCow T+ pguf,CT) = V - (krVT)+Q, - q (7.1)
INppuwSw) | O(puwtifu) _
5 + o = q (7.2)
A(ppgSy) | Opgulty) _
9t + Pl (7.3)

Aqui, T[K] é a temperatura, S, é a saturacao da dgua e S, é a saturacdo do vapor

de agua, o fy,, f, sdo os fluxos fracionado de dgua e gas [7]. O conjunto de parametros
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junto a seus valores tipicos sdo dados na tabela [7.1]

Tabela 11 — Parametros dimensionais para a injecao de vapor num meio poroso saturado de agua
e seus valores tipicos

Simbolo | Quantidade Fisica Valor | Unidade
© Porosidade 0.3 ]

Pw Densidade da dgua 55000 | [mol/m?]
Tes Temperatura inicial do reservatério 300 (K]

Ty Temperatura de ebuli¢do da dgua 373 (K]

C, Capacidade de calor do meio poroso 2.10° | [J/m3K]
Cu Capacidade calorifica molar da dgua 29 [J/mol K|
¢y Capacidade calorifica molar de vapor 75 [J/mol K|
kr Condutividade térmica 0.87 [J/(msK)]
Uing Veloc. de Darcy para injecao de gas (100m/dia) | 0.0012 | [m/s]

R Constante de gas 8.314 | [J/molK]
P, Pressao prevalecente (atmosférica) 10° [Pal

k., Parametro de transferéncia empirica 1 [s71]

Q. Calor de vaporizacao da dgua 4.10* [J/mol]

b Condensacao de dgua 0.56 [mol /sKm?|
Py Densidade de vapor a 1 atm. 44.6 [mol /m?]
g Viscosidade do vapor 0.001 | [Pa s]

Lo Viscosidade da dgua 0.1 [Pa s]

Agora modelaremos a taxa de evaporagao, utilizando a relagdo de Clausius-

Clapeyron, [7] e a lei de Raoult’s:

a5 (- )

onde s¢? é a saturagao de vapor de equilibrio e Tj ¢ o ponto de ebuli¢do normal da dgua

medida a pressao atmosférica. Consideramos a taxa de evaporizagao dado por, [2].

q = kupy (s;q(T) — Sg) Sw- (7.5)

onde os valores tipicos de @, T, e R sao mostrados na Tabela As varidveis a serem

encontradas sao a temperatura 7', saturagao da dgua S, e saturacao do géas Sy.

7.2 EQUACOES ADIMENSIONAIS

As equacgoOes nao estdo dimensionadas, mas introduzindo variaveis independentes e
dependentes adimensionais (denotada por ~) como razoes das quantidades dimensionais e

as quantidades referenciais (denotadas por estrela), [23]

t T T —Thes
i=—, 0=——,

i=_,
t* [K* T*

w=_Sy, 0=5,. (7.6)
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Em ([7.6) w representa a saturagao de agua, o representa a saturagao do vapor. A
escolha das variaveis adimensionais é comum na engenharia do petréleo. Aqui é usada com
a finalidade de nos ajudar a reescrever o sistema (7.1}, [7.2| e [7.3) na forma de um problema
de complementaridade mista. Nossa escolha para as quantidades referenciais sao:

px kT

Qe .
= = 0 A o)Cu (7.7)

T*
onde wu;,; ¢ a velocidade de Darcy da injecao do gés, @), ¢ o calor de evaporizagao de 4dgua,
K7t é a condutividade térmica. Em[7.7] t* é o tempo caracteristico para a injegdo do vapor

na temperatura inicial do reservatorio 7.

Usando ([7.6) e ([7.7)), na equacao

0 0
ot [(1 - (P)CTT] + oz [pwufwcw + pgufgCgT] = V(kTvT) + Quq;
temos:
(1 - QP)CTT* a0 o) PuwtCly fu pgucgfg
- . a7 A~ QT* TTES -
l t* ot 0T x* + x> ( + )
krT* 020 Q. 1 1
= . ok —— == - ,
) o T @k {eXp< R (GT* F Ty Tb>> a] “
multiplicando por: [(17;)%}, obtemos:
00 0 | puCupfu  psCylfy (0 N T) B kort* 0°0 N
ot 0z |[\(1-p)C, (1-¢)C, T* (1= )C(2*)2 072
St (5 mE) ]
T a0 1P\ T T | T
(1-9)CT o0+ e
. — wcw — QCQ — T * — Q'Ukv g * J— res
fazendo: ay, = 2358, ar = 35, D= gobepr W= o b= 5
0, = %, e omitindo as ~, chegamos a:
00 0 020
O D ((aufo a0k (6480 = DTG+ vn(8,0,0) (78)
onde:
(0,w,0) = (ex (1— ! )—a)w
TI ) ) - p Hb 00 +9 I
Jolw, o) = e (w,0) = s
Wi 0= 1+ po?/w?’ 77 o= 1+ w?/poc?

Agora usando ([7.6]) e em

NepuwSv) | Opwrfu)
o0 T o~ ©




temos
e+ pongis = koo (<5 (G- 1)) -]
w T wl=m = Ky Xpl——= | =] ) — | w,
PPogis T Pelggs Po P\ R \o" 1 T.. T,
P Pw Ow Puwtt O fu 1 1
ol o of Po leXp<§; 0 + Lres 71

multiplicando por: %, obtemos:

ow n ut* of, I t* [e ( 1 1 ) } N
—= —_— = v e X - — — 5
o g 07 P9 o P\, "0y +0) ~°

kw pgt* .
fazendo v, = % e omitindo ~, chegamos a:

w

ow  df,

ot i ox
Finalmente usando ([7.6]) e (7.7) em

=v,n(0,w, o).

ANppySy) i Apgufy)

ot Ox -0
temos
7+ g = —bonlow (R (g - 1)) -
oo T P g Pol"P\ R0+ T, T
PPy Ow pgudfy, 1 1
oo T ow o  M|O\m T gyne) T
multiplicando por: (pt—;g, obtemos:
6a+ut*8f(, i t { (1 1 ) }
— — = —kyp,— |exp|— — —0|w,
ot xrp 0T pggpg P O, 0Op+0
fazendo v, = k’:f e omitindo ~, chegamos a:
oo 0f,
. . — Vo 07 9 .
ot ox = venben0)

portanto o sistema [7.1], [7.2] e [7.3] serd escrito em sua forma adimensional como:

00 0 0%6
a + % [(awfw+050fo) (9+00)] - D@ +V977<97w70)
Ow Of,
En + 9y v,n(0,w,o)
do  Of,
o T o = ~vendwo)

onde 7(0,w,0) = [exp (é — 9019) — a} w.
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(7.9)

(7.10)

(7.11)
(7.12)

(7.13)
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Com as constantes adimensionais:

PuwCwP PgCqP Tres Tb
w - 77 o - 7) 0 - ) 8 - 77
U0 T -0 0T T T
kypot™ k,t* ok pat™ kopt*
VW—L, Vg = , VQZQ—/)Q*, D= T - (7.14)
PPw % (1 - QO)CTT (1 - @)CT(‘% )

aqui #y é a temperatura do reservatoério, 8, é a temperatura da ebulicao.

O sistemas (7.11]-(7.13)) deve ser resolvido com as condi¢oes iniciais do reservatério:
t=0, ©>0: 6=0, w=0, 0=0 (7.15)

e as condigoes de injecao:
t>0, vr=0: 6=1, w=0, =1 (7.16)

Podemos transformar o sistema ((7.11]-[7.13]) como:

> s _pYv > .
020 o + 5 lawfo+acfe) (0+60)] = Doy — 2(0,w,0) 20, (7.17)
Ow | Ofe B
o "o et a) =0 (7.18)
0o 0fs B
e + o + vyn(0,w,0) =0, (7.19)
(825 + % [(awfw + aofa) (9 + 00)] - D@ — Vg?](e,w, U)) 6 = 0. (720)

onde ®(6,w,0) = vyn(d,w, o).
Nés precisamos que a equagao ([7.20]) juntamente com as equagoes ([7.18| e [7.19))

sejam satisfeitas no extremo direito do intervalo, onde a equagao (7.11)) pode nao ser
satisfeita. Isto explica o por que escolhemos, as variaveis adimensionais 6, w e o em ([7.6))
que descrevem a temperatura, saturagao do agua e vapor, respectivamente, dentro do

reservatorio.

7.3 DESCRICAO DOS ESQUEMAS NUMERICOS

Agora descrevemos com detalhe o esquema de diferengas finitas para o modelo de
injecao de vapor num meio poroso saturado para o método FDA-MNCP. Para isso usamos

a malha descrita no Capitulo |3| aplicando o método de Crank-Nicolson para aproximar as
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derivadas espaciais em cada caso, isto é:

6n+1 — o
ate(ﬂ?m, n+ ) = % (721)

grtl —20ntt gt gn 20" +On

Opal (T typ1) = 4 mdl  “om | mol (7.22)

Ty 2h? 2h?

T s S S
q)n—i-l on

OO, t,y) = 2L (7.24)

Nos temos as seguintes condigoes de fronteira para m =0 e m = M.

0(zo, 1) =1, T(wo, ) = ( :Eizg ) - ( (1) ) 7

00 B oY B 2wl t) (0
%(l'M,t) =0, %(I'M,t) = ( za(xM,t) ) = ( 0 ) )

ox

isto €, temos uma condi¢ao de Dirichlet no ponto xy e uma condicao de Neumann no ponto

xpr, logo, o valor em xg é conhecido em todo tempo, o que nao acontece em x,;, logo:

gl —gr, ¢ YU =T VneN. (7.25)

A condigao de fronteira em xj; fornece:

00 0%, — 0%
—(zp,t) =0 = AL —
ax (xM7 ) 2% )
por tanto
Fazendo da mesma forma para Y, obtemos:
Ty ="Ty_1=Fy.,,=Fy_,, VnelN (7.27)

7.3.1 Método FDA-MINCP

Vamos aplicar o FDA-MNCP a uma equacao parabdlica e duas hiperbdlicas nao

lineares. Consideremos #, T = ( v ) Entao as relagoes ((7.17) - (7.20]) ficam:
o

0>0, GO,T)=0,+F(@0,Y), — Dby — (6, T) >0 (7.28)
0eG(6,Y) = 0. (7.29)
Q6,T) =0 (7.30)
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) . (7.31)

b =yyn(0,w, o).

onde:

%}*’ —v,nl,w, o)
Yo + von(0,w,0)

dw
fu

do
5 T

QUO,Y) = | &Y +0,F(T)-Q |

(

krt*
A=) O (7:52)

Para obter as relagoes discretas de (7.28) [7.29] [7.30| ) sustituimos (7.2147.24)) em
(7.28) para obter:

F(0,7) = (awfo + anf,) (0 +6), D=

—2uDOY 4+ (4 + 4puD)t — 2uDOEY + N[FPY — Fr] — 2k >

> (7.33)
> 2uD0y,_ + (4 —ApD)0y, +2uD0y, . + Ay — Fo ] + 2607,
onde \ = % e = % O esquema ¢é valido para m = 1,2, ...., M dos pontos que nao sao
conhecidos os valores.

Nos pontos de fronteira temos que para m = 1, substituindo ([7.25)) em (7.33))
obtemos:

(44 4uD)ott — 2uDOy T + N[ F3H — FH] — 2k > (7.34)
> (4—4uD)0} +2uD0y — N\[Fy — Fy'] + 2k®T + 4uD6g,
para m = M, substituindo ([7.26)) em (|7.33]) tem-se:

—4uDO% T +

(44 4uD)Oyt — 2k > 4uDOY, | + (4 — 4uD)07, + 2k®Y,. (7.35)
Entao, (7.33)) é valido para todo m = 2,..., M — 1 e unindo as expressoes ([7.34)) e
(7.35]) obtemos a seguinte desigualdade na varidvel 671

GO YY) = AP L AP0, YY) — 2kD(67T, YY) — LD(O™, 1) > 0,(7.36)

onde LD = B — AP(6™, ") + 2k®(0") + UR é conhecido em cada instante do tempo
Além disso:

[ 4+ 4uD

—2uD 0 0 ]
—2uD 4 +4puD  —2uD 0
4 0 —2uD  A+4uD —2uD 0
—2uD 4+4puD  —2uD
i 0 —4pD 4 +4uD |
[ 4—4uD  2uD 0 0 0 ]
2uD A —4uD  2uD 0
0 2uD 4 —4uD 2uD
0 0 2uD 4 —4uD  2uD
I 0 0 dpD 4 —4uD |
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Fy — Fp [ o
Fy — F o3
Fp — Fy oy
P" = P(0") = _ , P =P(0") = _ ; (7.38)
Fyp = Fp s Py
i 0 | | Phr
oo ] [ 4uD0 |
o 0
o 0
o= ° |, UR= . : (7.39)
Onr 1
L O] I ]

onde A, B € RMxM. gn pr dn c RM,

Da mesma forma como feito anteriormente, para as equagoes de Q(6, T) = 0, temos

que:
Oow  Of,
o + B v, w, o), (7.40)
do  Of,
En + e von(0,w, o), (7.41)

fazendo T = ( “ ) , temos:
o
entao, usando ([7.25)) e ([7.26)), obtemos:
Diag(4) Y + MNEML — FrH) — 26Q7H = Diag(4)Y?, — ANER ., — F2_ ] +2kQ1,, (7.42)

onde A = % O esquema de diferencas ¢ valido para todo m = 1,2, ...., M dos pontos que nio sao

conhecidos os valores.

Nos pontos da fronteira temos que para m = 1, substituindo ([7.25)) em ([7.42]) obtemos:
AT P NFP T — EPTY) - 26Q0T = AT — A[FY — FY] + 2kQT, (7.43)
para m = M, substituindo (7.26)) em ((7.42)) tem-se:

4T — 2k QT = 4T, 4+ 2KQY,. (7.44)

Portanto, ((7.42) é valido para todo m = 2,..., M — 1 e unindo as expresoes (|7.43)) e (7.44)

obtemos a seguinte desigualdade na varidvel Y71

QU™ T = Diag(4) Y™ + AN(Y"H) = 2kp (61, T"*!) — LDQ, (7.45)
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onde LDQ = Diag(4)Y™ — AN(Y") + 2ke(0™, ™) é conhecido em cada instante do tempo.

Além disso:

0 0 0
0
00 4
Diag(4) = | _ s (7.46)
0 0 4 0
. O -
Fp—Fy ] o] Loy ]
F3' — FY' o5 Ty
Fn _ fm (pn Tn
NT =N = ety = | T | = | (747)
FJ\TZ - F17\L4—2 90717\’/1—1 T%—l
L 0 ] BZ7a L T

Portanto, a forma discreta de (7.28) e (7.30|) é dada por ([7.36)) e (7.45). Do mesmo jeito,
sustituimos ([7.21)) em ((7.29) para obter sua forma discreta, dado por:

Gty e gt = 0, (7.48)
QU rmthy = o, (7.49)

além disso, deve-se cumprir:
6"t > 0. (7.50)

Assim, juntando ((7.36|), (7.45)) (7.48) e ((7.50) formam um Problema de Complementari-
dade Mista que pode ser resolvido pelo algoritmo FDA-MNCP desenvolvido no Capitulo . (0]

que for feito até agora sera resumido no seguinte Algoritmo:

Algoritmo 7.1 (Implementacio FDA-MNCP.)

Passo 1. Fazern=0e¢ N =1/At.

Passo 2. Para obter 0" e Y"1 aplicamos o método FDA — MNCP descrito no algoritmo

para resolver o problema de complementaridade mista.

Gn(an—f—l7 frn-i—l) ° Qn—f—l — 0’ 0n+1 > 0’ C)?’L(Qn—l—l7 frn—i—l) -0 e

GO, YLy = A9t L AP(O™ T, YY) — 2k (07 YY) — LD(6™, YY) > 0,
Q(9n+1; Tn+1) — Dlag(4) . ’I‘n+1 + )\N(Tn+1) + 2k¢(9n+1’ TTL+1) . LDQ(G”,T”+1) —0.

onde as matrizes A, B e os vetores PN e UR sao dadas em (7.37), (7.57), (7.38), e (7.47).

Passo 3. Sen = N entdo FIM. Se naon =n+1 e voltar ao Passo 2
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APENDICE A — Definicoes e resultados gerais

Neste capitulo iremos a presentar alguns conceitos que foram utilizados ao longo deste
trabalho. apresentaremos definicoes e resultados que ajudaram a formar uma base de conheci-
mento para tratarmos do problema em questao que é elaboragao do algoritmo FDA — MNCP

bem como seus resultados de convergéncia.

A.1 CONCEITOS BASICOS PARA PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Seja, um problema de otmizacdo nao linear:

minf(x)
Sa: gi(z) >0; i=1,2,..,m (A1)
hj(x) =0, j=1,2,..,p
onde f: R" — R, ¢g:R" — R™ e h:R" — RP sdo fungbes suaves em R™ e pelo menos

umas destas fungoes é ndo linear. As restri¢oes de desigualdade sdo chamadas ativas se g;(x) = 0

e é chamada inativa se g; < 0. Denotemos por:

91() hi(z)
T ho(x
s =| | = |
assim temos:
minf(x)
S.a: g(x) >0 (A.2)
h(z) = 0.

Veamos algumas defini¢oes para o problema de otimizac¢ao nao linear

Definicdo A.1 Um ponto x* € Q C R™ é chamado Minimo Local (ou Minimo Relativo)
de f sobre Q se existe uma vizinhanga V = {x € Q/ || x — 2* ||< 6} tal que f(xz) > f(z*) para
qualquer x € V. Se f(x) > f(z*) para todo x € V, x # x*, entdo dizemos que z* é um Minimo
Local Estrito.

Definigdo A.2 Um ponto z* € Q C R" € chamado Minimo Global (ou Minimo Absoluto)
de f sobre Q se f(x) > f(z*) para qualquer x € Q. Se f(xz) > f(z*) para todo x € Q\ {z*},

entao dizemos que z* é um Minimo Global Estrito.

Geralmente os métodos de Programagao Nao-Lineares sdo (PNL) iterativos. Dado um

ponto inicial z°, uma sequéncia de pontos, {xk }, é obtida por repetidas aplicagdes de uma regra
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algoritmica, onde dita sequéncia debe convergir a uma solucdo x* do problema. A convergéncia

é dita assintotica quando a solug@o nao é atingida antes de um ntmero finito de iteragoes.

Definicao A.3 Um algoritmo iterativo é dito ser globalmente convergente se para qualquer
ponto inicial x° € R™(oux® € Q) este gera uma sequéncia de pontos que converge a uma solugdo

do problema.

Defini¢ao A.4 Um algoritmo iterativo € dito ser localmente convergente se existe € > 0 tal
que para qualquer ponto inicial 2° € R"(ouz® € Q) que verifica | 2° — z* ||< €, a sequéncia

gerada de pontos converge para uma solucao do problema.

Agora segue uma definicao que introduz um critério para medir a velocidade de conver-

géncia de métodos iterativos com convergéncia assintética.

Definicao A.5 A ordem de convergéncia de uma sequéncia {z*} — x* é o maior numero p

dos nimeros ndo negativos p que satisfzem:

|| $k+1 — ”

lim sup =0 <

koo || 2 = P

Quando p = 1 nos dizemos que a convergéncia é q—linear com raio de convergéncia B < 1. Se

6 =0 a convergéncia € dita Superlinear. A convergéncia é Quadrdtica quando p = 2.

A relacao entre o limite de k — 0, p e 8 é uma forma de medir a velocidade assintética da
convergéncia. Uma sequéncia pode ter uma boa ordem de convergéncia mas ir muito "devagar"
para a solugdo. A convergéncia é rapida quando p é grande e 3 é pequeno. Para as provas de

convergéncia, se usara as seguintes notagoes O(.) e o(.) definidas acontinuagao:

Dado uma fungao h : R — R™, usamos a expressao O(h(z)) para representar as

fungoes g : R™ — R™ que satisfazem

@
0 Tha) || < (&.3)

E a expressdo o(h(z)) para representar as fungoes g : R — R™ que satisfazem

x
T ICOR (A.4)
lell—0 [| 2(z) ||
A geracdo de pontos de uma sequéncia é dada por uma regra algoritmica. Por exemplo,
dado um ponto inicial, determinamos uma direcao de busca para determinar o préximo ponto e

assim sucessivamente. Para isso veremos algumas defini¢oes sobre diregoes.

Definicdo A.6 Um vetor d € R" ¢é uma direcdo de descida para uma fungdo real f em x € R™

se existe um & > 0 tal que f(x +td) < f(z) para qualquert € (0,0).
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No caso de f ser diferencidvel em x e d'V f(x) < 0 entdo d é uma dire¢do de descida para

fem x.

Defini¢ao A.7 Um vetor d € R™ é uma dire¢do vidvel de um problema PNL[A.J, em x € Q-
= {x € R"/g(x) <0}, se para algum 0 > 0 nos temos x + td € Q para todo t € [0, 0].

E claro que qualquer dire¢ad d num ponto interior a € é uma direcdo vidvel.

Definicdo A.8 Um campo vetorial d(.) definido em Q2 é um campo uniforme de diregées
de vidveis do problema PNL em Q = {zx € R"/g(z) < 0}, se existe um T > 0 tal que
x +td(z) € Q para todo t € [0,7] e para todo x € ).

A.2 BUSCA LINEARES INEXATAS

Uma vez definida a direcdo de busca podemos considerar critérios para determinar o
préximo ponto por meio das buscas lineares inexatas. Apresentaremos dois tipos de buscas,
Armijo e Wolfe.

Definicdo A.9 (Busca de Armijo) Dada uma fung¢io f, definimos o tamanho do passo t

como sendo o primeiro nimero inteiro da sequéncia {1,v,v? 13, ...} satisfazendo

flz+td) < f(z) + tnV f(x)"d,
onden € (0,1) e v € (0,1) sdo parametros dados.
O critério da busca linear inexata de Wolfe também estabelece limites no tamanho do

passo, pedindo uma redugao na funcao f e ao mesmo tempo uma reducdo em sua derivada

direcional.
Defini¢do A.10 (Busca de Wolfe) Dada uma fungio f, o passo t é aceito se verificar:
sendo o primeiro nimero inteiro da sequéncia {1,v,v? 13, ...}, satisfazendo
f(x +td) < f(a) +tmV [T (z)d,
ondev € (0,1), m € (0,1/2), n2 € (m1,1) sao parametros dados e verificando

VT (z+td)d > oV f7T (x)d.

A.3 O METODO DE NEWTON PARA EQUACOES

O método de Newton classico é introduzido para resolver sistemas néo lineares do tipo
T(z) =0, (A.5)

onde T : R™ — R"™ ¢ diferenciavel. Este método é muito utilizado em algoritmos de Programagao

Matemaética. Para o método de Newton classico é comum pedir as seguintes suposicoes:
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Suposicao A.1 Ezxiste z* € R" tal que T(2*) = 0.
Suposi¢dao A.2 A matri jacobiana T'(z*) é nao singular.
Suposi¢ao A.3 O operador jacobiano T' € continuo e localmente Lipschitz em x*

Assim, determinar uma sequéncia {z*} que se aproxima de alguma solucdo z* do sistema

(A.5)) utilizamos a aproximagao linear
TR+ T () (2 -2 =0

A relagdo acima é chamada a equacgdo de iteragdo do método de Newton.

O método de Newton pode ser escrito em forma do esquema iterativo

SRl Lk (T’(zk))_lT(zk), k=0,1,2,... (A.6)

Desta forma é de se esperar que a sequéncia de pontos gerada acima se aproxima de uma
solucdo do sistema (A.5). E quando isso ocorre podemos esperar uma convergéncia rapida. E o
diz no préximo resultado. Iremos assumir que 7'(z) é diferencidvel e as suposigoes -

Teorema A.1 Dado 2" € R" suficientemente prézimo de z*, o Algoritmo definido por (A.6

gera uma sequéncia z* bem definida que converge a z*. A taza de convergéncia é quadrdtica.

A demonstracao deste resultado pode ser vista em [§] e [11]. Portanto este teorema
estabelece a convergéncia local do método de Newton. Dos varios métodos existentes para
resolver numericamente problemas de Programacao Matematica, muitos utilizam ou se baseiam
na iteracdo de Newton para construir a sequéncia de pontos que converge a uma solugao destes

problemas.



