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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo analitico sobre a recuperacao de 6leo pesado
utilizando injecao de agua, que é aquecida por meio de ondas eletromagnéticas de alta
freqiiéncia. Recentemente, foi feito um experimento (descrito em [12]), onde a dgua foi
injetada num meio poroso, aquecida por meio de ondas eletromagnéticas. Os resultados
do experimento mostram que o aquecimento mediante ondas EM melhora o deslocamento
do 6leo pela dgua. Desta maneira, apresenta-se a injecao de agua com aquecimento por
ondas EM como um método viavel na recuperagao de 6leo. Consideraremos um modelo
matematico simples descrevendo o experimento mencionado acima, que consiste de duas
leis de balanco, uma para a energia e outra para a massa da agua. O objetivo do trabalho
é usar o Principio de Duhamel e a Teoria das Leis de Conservacao para encontrar solucoes
semi-analiticas deste modelo simplificado. Segundo [8], utilizamos o Principio para achar
a solucao da equacao de balango de energia do tipo Conveccao-Reacao-Difusao para o
problema de transporte de calor num meio poroso na presenca de uma fonte de ondas
eletromagnéticas. A equacao de balanco para a massa da agua é uma equacao diferencial
parcial nao linear de primeira ordem do tipo Buckley-Leverett (Veja [4] e [7]). Ela serd
resolvida usando a Teoria das Leis de Conservacao. Segundo [15], a solugdao deste problema

contém ondas de rarefacao e choque.

Palavras-chave: Equacoes diferencias parciais. Leis de Conservagao. Principio de Duhamel.

Recuperacao avangada do 6leo. Aquecimento eletromagnético. Injecao de agua.



ABSTRACT

In this work, we present the results obtained by analytical study of heavy oil recovery
by water flooding and electromagnetic (EM) heating of high frequency. Recently, an
experiment was made, where water was injected into a porous medium, warmed by means
of electromagnetic waves. The experiment results show that EM heating improves the
displacement of oil by water. Thus, the water flooding combined with EM heating is
a viable method for oil recovery. We consider a simple mathematical model describing
this experiment consisting of two balance laws for energy and water mass. The goal is
to use Duhamel’s Principle and the Theory of Conservation Laws to find semi-analytical
solutions of this simplified model. We use the principle solve the energy balance equation
of convection-reaction-diffusion type for heat transport problem in a porous medium in
the presence of a source of electromagnetic waves. The balance equation for the mass of
water is a nonlinear partial differential equation of first order of Buckley-Leverett type. It

is solved using the Theory of Conservation Laws.

Key-words: Partial differential equations. Conservation laws. Duhamel’s Principle.

Enhanced oil recovery. Electromagnetic heating. Water flooding.
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1 INTRODUCAO

Na engenharia do petroleo, os métodos de recuperagao se dividem em primaria,
secundaria e tercidria. A recuperacao primaria acontece usando a propria pressao do
reservatorio. A recuperacao secundaria utiliza a injecdo de agua, gas ou algum fluido para
incrementar a pressao do reservatorio e dessa maneira extrair o 6leo do reservatorio. Na
recuperacao terciaria, em geral, concentra-se em melhorar o raio de mobilidade do dleo e a

fase da dgua. Para mais detalhes veja [6].

O dleo pesado e extra-pesado representam uma grande fracao das reservas de
hidrocarbonetos no mundo, aproximadamente 40%, veja [2]. Existem dificuldades tanto
econdmicas como técnicas para obté-lo e os métodos de recuperagao primaria e secundaria
dificilmente excedem 25%. Devido a isto, estudam-se outros métodos de extracao do dleo.

Entre estes métodos encontram-se: combustao in situ, injecao de espuma, etc.

O aquecimento por ondas eletromagnéticas é uma técnica térmica ndo convencional
que diminui a viscosidade do 6leo ao aumentar a temperatura do reservatério. Entre os
métodos eletromagnéticos temos: a inducao eletromagnética, a radiacao a baixa freqiiéncia

(aquecimento 6hmico) e a alta freqiiéncia dielétrica [1].

Este estudo estd focado no aquecimento mediante radiacdo de alta freqiéncia
dielétrica induzida pelas ondas eletromagnéticas como é o caso dos microondas domésticos

que trabalham numa freqiéncia de 2,54 GHz.

O método pode ser considerado como um método terciario e tem a caracteristica
de aumentar a temperatura do reservatério quando é sujeito a radiagao por ondas eletro-
magnéticas. Desta maneira, o 6leo diminui a sua viscosidade e por conseqiiéncia obtemos
um raio de mobilidade mais favoravel. Se o aquecimento por ondas eletromagnéticas é
combinado com injecao da dgua um aumento na temperatura nas partes profundas do

reservatorio pode ser atingido.

O método de recuperacao melhorada mais comum ¢ a injecao de vapor, onde a dgua
é previamente aquecida na superficie e logo injetada ao reservatério através do poco. Uma
vez dentro do reservatorio o fluido quente reduz a viscosidade do 6leo, o que facilita a sua
mobilidade. No entanto, ha casos em que este método é menos efetivo: em reservatérios
profundos ou de baixa permeabilidade; injecao de alta pressao é necessaria a qual conduz
a prematura condensacao do vapor. Isto, junto com as perdas térmicas produzidas ao

longo do poco injetor pode levar a um baixo aquecimento do reservatoério.

A premissa deste estudo é localizar a fonte do aquecimento dos fluidos perto do
reservatorio, e desta maneira evitar as perdas térmicas produzidas ao longo do pocgo injetor,
levando em consideracao que os fluidos sao aquecidos, e que o calor é absorvido principal-

mente pela dgua, mas também pelo 6leo. Isto pode ser feito gracas ao grande avanco da
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tecnologia de transistores, os quais sao cada vez menores e trabalham continuamente.

Recentemente, foi feito um novo experimento em baixa escala, descrito em [12], onde
foi injetada d4gua num meio poroso, a qual foi aquecida por meio de ondas eletromagnéticas
(EM) numa determinada freqiiéncia. Os resultados do experimento mostram que o
aquecimento mediante ondas EM melhora o deslocamento do 6leo pela dgua. Desta
maneira, apresenta-se a injecao de agua com aquecimento por ondas EM como um método

viavel na recuperacgao de 6leo.

Devido a novidade do método nao temos na bibliografia atual uma teoria matematica

que permita o seu estudo analitico.

O objetivo deste trabalho é estudar matematicamente o experimento acima menci-

onado, para encontrar solugdes analiticas e compara-las com os dados obtidos em [12].

Consideraremos um modelo matematico simples que descreve o experimento acima
que consiste de duas leis de balango, uma para a energia e outra para a massa da agua.
Usaremos o Principio de Duhamel e a Teoria das Leis de Conservagao para encontrar

solugoes semi-analiticas deste modelo simplificado.

As Leis de Conservacao sao parte importante das equacoes diferenciais parciais,
e sao aquelas equagoes que modelam a conservacao de sistemas que tem sua origem na
fisica. Trata-se de leis fisicas segundo as quais certas grandezas de um sistema mantém-se
constantes ao longo do tempo. Exemplos classicos sao a lei de conservagao de energia,
de momento, de massa, saturacao, etc. Usaremos a Teoria das Leis de Conservagao para
encontrar a solucao do problema deslocamento do 6leo pela dgua através de um meio

poroso.

O Principio de Duhamel, é um método geral para a obtencdo de solucgoes de
equagoes lineares de tipo evolucao nao homogéneas, como por exemplo a equagao do calor,
a equacao da onda, e a equacao da placa vibrante. O Principio proporciona a solugao de
problemas de conducao do calor através de um solido com condi¢ao inicial dependente da
variavel espacial e condicao de fronteira dependente do tempo com termo fonte referente a

geracao de energia.

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: No segundo capitulo, apresentamos
os principios do modelo fisico e das equagoes governantes. No terceiro capitulo, veremos
os fundamentos da Teoria de Leis de Conservacao. No quarto capitulo, apresentamos a
teoria do Principio de Duhamel. No quinto capitulo, realizamos um estudo e os resultados
obtidos sao comparamos com os dados do experimento. No sexto capitulo, apresentamos
as conclusoes. No ultimo capitulo, apresentamos um estudo sobre o Principio de Duhamel
generalizado para representar solugoes de algumas equacoes do tipo semi-linear hiperbodlico.

Finalmente em anexo, apresentamos uma descricao e detalhes do experimento.



17

2 O MODELO

Neste capitulo consideramos um modelo simples que descreve o deslocamento do
Oleo pela agua, a qual é aquecida por meio de ondas eletromagnéticas. Num primeiro
momento, faremos uma explicacdo do fenomeno fisico. Depois, faremos suposi¢oes no
modelo de tal forma que o modelo seja simplificado. Posteriormente, apresentaremos as
equagoes que governam o modelo. Finalmente, usaremos uma mudanca de variavel que
nos permita reduzir nosso problema ao caso da equacao do calor. O objetivo do capitulo é
usar o Principio de Duhamel e a Teoria das Leis de Conservacao para encontrar solucoes

semi-analiticas deste modelo simplificado.
Apresentamos na Figura 1 o esquema geométrico do experimento.

T

EM
~
3 s Py 1| @y Ky Sues Son TLW

«— vP [ ——

Figura 1 — Geometria do modelo: Injecao da dgua e radiacado de ondas eletromagnéticas (EM)
num meio poroso.

Considera-se um problema unidimensional (1D), onde temos duas fases imisciveis;
a fase do 6leo e a fase da dgua. Primeiramente, consideramos um meio poroso cilindrico
de area transversal A [m?] e comprimento L [m], em que dgua é injetada por um dos
lados e, para evitar vazamentos num sentido, o meio poroso é coberto por uma placa
de metal cilindrica. Uma vez que a agua ¢ injetada no meio poroso, ela é aquecida por
meio de ondas eletromagnéticas; deve-se notar que o gerador de ondas EM é um forno
de microondas que foi adaptado para o experimento. Para guiar as ondas EM ao meio
poroso, é usado um cilindro de aluminio o que também evita vazamentos. Todos estes
elementos encontram-se dentro de uma caixa de aluminio para proteger-se do perigo da
radiagao gerada pelas ondas EM. Para a obtencao dos dados, foram usados detectores

térmicos colocados aos 2, 5, 9 e 14 centimetros do meio poroso de 17 cm de comprimento .

As propriedades consideradas da rocha sao: a porosidade ¢, a permeabilidade
k que depende da formacao, a saturacao da agua conata s,. € a absorcao de energia
eletromagnética 1. Para a dgua, a velocidade u [m/s] com a que é injetada, a densidade

p e a viscosidade p,,. Ver [12].

Estuda-se o deslocamento do 6leo pela agua ao interior de um meio poroso. O

sistema de equacgoes que descrevem o fenomeno fisico consiste de duas leis de balango; uma
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para a energia (2.1), e outra para a massa da dgua (2.2).

Crot(5w) O + Ciig(sy) 0 (uT) = kp(Sw) GzT + Cier (T = Ty) + Wz, 54), (2.1)
¢ OiSyy + Op(u fuo(T,5)) = 0. (2.2)

Nessas expressoes encontram-se, a temperatura 7' [K], a saturagao da dgua s,
(a qual aparece nas equagoes porque o sistema foi considerado bifésico e satisfazendo a
relagdo s, + s, = 1), VP [Pa] a diferenga de presséo, e a viscosidade u(7) [Pa s] que
depende da temperatura, a velocidade de Darcy constante u [m/s], C.,. o coeficiente do

termo linear das trocas térmicas e absorgao da energia EM W [J/s].

A taxa de absor¢ao de energia EM é proporcional a fungdo exponencial da distancia
entre o gerador de ondas EM e o meio poroso, onde T depende do comprimento da onda
(mas nao s6), usaremos y para o 6leo. k5™ é o coeficiente de absorcao de energia EM pela

dgua. Esta relacdo estd dada pela seguinte equacao’:

<8

W(z,50) = kMsye s +k™s,e 7. (2.3)

Como o objetivo é encontrar solugoes analiticas temos dois casos limites:

Radiacao de baixa freqiiéncia Ondas de baixa frequéncia do MW. Neste caso: T — 0

e assim W — 0.

Freqiiéncias ultra-elevadas Ondas de alta frequéncia do MW. Neste caso: T — +o0 e
assim W — k" s, + k™ (1 — Sup).

Os coeficientes de (2.1) estao dados por: Cy, a capacidade térmica do sistema, Cj;, a
capacidade térmica da fase liquida e a condutividade térmica que esta dada por k,,, as

expressoes sao as seguintes:

Ciot(5w) = (1= 0)cmpm + dlcopo + (Cwpuw — CoPo) Su); (2.4)
Cliq(sw) = Copot+ (pwcw - Poco) Sw, (2‘5)
km(sw) = (1= @)K+ ¢[Ko + (Kuw — Ko) su). (2.6)

Na Tabela 1 sao listados os valores de ¢,,, Cy, Co, Prms Puws Pos Ky Ky, K, 08 quais usaremos

no para calcular Cyor, Clig € K.

Com a finalidade de apresentar uma solugao do sistema (2.1)-(2.2) faremos vérias
suposi¢oes as quais nos levarao a um caso mais simples. Uma vez tendo a redugao do
problema original, mediante a uma mudanca de variavel levaremos (2.1) a uma equagio

do tipo Equagdo do Calor e abordaremos a solugao desta usando o Principio de Duhamel.

1 Comprimento de onda (Inversamente proporcional a freqiiéncia do MW)
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Tabela 1 — Valores dos coeficientes de (2.1).

Simbolo Grandeza fisica Valor  Unidade (SI)
0] Porosidade 0.21 -

Co Capacidade calorifica do dleo 2.00e3 [J/KgK)]
Cm Capacidade calorifica do meio poroso ~ 0.92e3 [J/Kg°K]
Cu Capacidade calorifica da agua 4.20e3 [J/KgK]
K, Condutividade térmica do 6leo 0.14 (W/m K]
K Condutividade térmica do meio poroso 2.30 (W/m K]
K, Condutividade térmica da agua 0.58 [W/m K]
P Pressao - [Pal]

k Permeabilidade absoluta 2.5e-12  [m?]

Do Densidade do 6leo 0.8e3  [Kg/m?]
Pm Densidade do meio poroso 2.65e3  [Kg/m3
Pw Densidade da dgua le3 [Kg/m?]
Tinic Temperatura inicial 298 (K]

w Energia Eletromagnética - [J/s]

L Comprimento do meio poroso 0.17 [m]

r Raio do meio poroso 0.019  [m]

A Area transversal mr? [m]

u Velocidade de Darcy 4.6e-3  [m/s]

Depois resolveremos (2.2), onde a fungao f,, ¢ a funcao de Fluzo Buckley-Leverett,
para isto usaremos o a Teoria das Leis de Conservagao, cuja solugao segundo [15], contém

ondas de Rarefacao e de Choque.

Considerando a velocidade u constante, suponhamos também que:

Os fluidos sdo incompressiveis. A expressao matematica que descreve este fenémeno

fisico esta dada por V - u = 0, e quer dizer que a densidade dos fluidos é constante.

[y € constante (i.e. ndo depende da Temperatura T').

A fungao f, (T, s,) depende somente do valor s, e ndo da temperatura 7.

Os valores ¢, = ¢y, = ¢, po = puw = p1, K, = K,, = K, constantes.

Ciot(8w) = Ciots Clig(Sw) = Clig, km(Sw) = ki com sendo valores constantes.

Devido a falta de dados experimentais ¢ de particular interesse considerar a seguinte

situacao: k™ = 0.

Com estas suposicoes os coeficientes apresentados em (2.4), (2.5), (2.6) do sistema de
equagoes formado por (2.1)-(2.2) sdao constantes e a Eq. (2.2) e uma equagao diferencial

parcial nao linear de primeira ordem com funcao de fluxo f,,; com estas consideragoes o
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sistema tem a seguinte forma:

Ctot 3,5T -+ Cliq u axT = km ame -+ Oter (T — To) —+ W, (27)
¢ (Sw>t +u (fw(5w>>x = 0. (28)

2.1 EQUACOES ADIMENSIONAIS

Introduzindo novas variaveis faremos um processo de adimensionalizacdo, isto
nos ajuda a re-escrever o sistema (2.7) e (2.8) e facilitar a notacado. Tome-se a seguinte

mudanca de variavel:

ot - T-T
==, F=—, 6="12"

L AT =
* — AT* TR

_ oL a
o Clot ‘

Obtendo como resultado a seguinte expressao, que para nao sobrecarregar a notacao

escrevemos sem til:

{ 0 +ad,0 = b9,,0 + cO + W(z, s), (2.9)

(Sw>t + (fw(sw)):c =0.

Com a = C”quAT*, b= Enll” - — (O, AT*. Veja os detalhes no Apéndice A.

T* (ac*)2 )
2.2 SOLUCOES SEMI-ANALITICAS

2.2.1 Aplicacao das leis de conservagao a equagao de fluxo de massa de agua

Nesta sub-se¢do, vamos nos concentrar na equagao de balango (2.2). Com as

suposigoes feitas ao inicio desta se¢ao (2.2) tem a seguinte forma:

(sw)e + (f(sw))e = 0 (2.10)
l < O
5u(z,0) = { w (2.11)
Esta ultima expressao é uma equacao diferencial parcial nao linear de primeira ordem com

funcao de fluxo Buckley-Leverett, veja a Se¢ao 3.1.6, e permeabilidades tipo Corey, veja
[4]:

1 S,y — S
o(Sw) = ————— kpw =Kk ()™, ko =k (1 =S, S=_-2 "
f (8 ) 1 + Z—wlljro ’I’UJ( ) 7"0( ) 1 _ ch _ SOT

A qual trabalhamos com a Teoria das Leis de Conservacao. O problema a valor inicial é
chamado de problema de Riemann. Segundo a referéncia [15], a solugao deste problema
contém ondas de rarefacdo e de choque (i.e. descontinuidades). Os valores dos parametros

usados sao listados na Tabela 2.
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Tabela 2 — Valores dos pardmetros usados na Equacao (2.8)

Simbolo Grandeza fisica Valor  Unidade (SI)
0] Porosidade 0.21 -

K2 Ponto final da permeabilidade Relativa da agua  0.25 -

kS Ponto final da permeabilidade Relativa do dleo 0.7%5 -

Swe Saturacao da agua conata 0.10 -

Sor Saturacao do 6leo residual 0.35 -

o Viscosidade da dgua 0.001 [Pa. s
Lo Viscosidade do éleo 0.015 [Pa. s
Ny Expoente para a permeabilidade relativa da agua 2 -

Ny Expoente para a permeabilidade relativa do 6leo 2 -

u Velocidade de Darcy 4.6e-3  [m/s]

Na Fig. 6 vemos a func¢ao de fluxo Buckley-Leverett. Encontrar a solugao de (2.10),
consiste em achar o ponto de tangéncia s. a partir do estado s, & curva de Buckley-Leverett,
ou seja, formamos a reta que vai desde o ponto A até o ponto C, o qual pode ser visto na

seguinte Figura 6:

1.0 /
| 11D
08 ‘ ¢
0.6 | |
| -/ 1
| ijmax }
fw 04 g s
Swn / |2or
| | e—
02 ; ;
. L i
00 02 04 sLo6 08 10
S’u}

Figura 2 — Curva de Fluxo Buckley-Leverett

Segundo a Teoria das Leis de Conservagao, o estado sI tem que satisfazer a relagao

conhecida como condicao de Rankine-Hugoniot

F(sw) = f(s1,) = f(s0) (0 = sb). (2.12)

Uma vez identificado o ponto s’ pelo fato da fungdo f,, ser convexa no intervalo [s! , sI],
T or

teremos uma onda choque. Logo no intervalo [s,,, s

wr Tw

] a fungao é concava, gerando uma
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onda de rarefacao. A solucao do problema sera dada pela seguinte expressao:

S v <tf(s,),
N—1(z 1l 1T
o t) = (F)7HE) L (s) <z <t f'(sy), 2.13)
st tf(sh) <z < st,
Sy x> st.

onde a velocidade do choque esta dada pela relagao de Rankine-Hugoniot;

F(sE) = f(s5)

T _ or
Sw Sw

S =
Note-se que com este estudo podemos achar a solugao explicita de (2.8).

2.2.2 Aplicacao do Principio de Duhamel a equacao de balanco de energia

Nesta subsegdo o nosso foco serd achar a solugdo de (2.7). Consideramos as
suposigoes feitas no inicio desta secao e também os detalhes envolvidos no experimento.
Na Fig. 1 podemos ver o esquema geométrico do experimento, onde tanto a injecao
da agua como as ondas EM e direcionadas de um lado do meio poroso para o outro,
esta informagao é importante para encontrar a solugao analitica (ou semi-analitica) do
problema, pois usaremos a versao do Principio de Duhamel definido no semiplano direito
(ie. (z,t) € Ry x Ry). E importante notar que nio aplicaremos o Principio de Duhamel
diretamente, usaremos primeiramente uma transformagao (Detalhes ver Apéndice 2.2.2),
que nos permite reduzir o problema (2.8) ao caso da tipica Equag¢io do Calor com termo
fonte, onde ja tem sentido a aplicagdo do Principio de Duhamel. Usaremos as referéncias
[16] e [3].

Dada a seguinte equacao diferencial parcial:
Wy = bwy, + P(x,t) (z,t) € Ry X [0,4+00)

w(z,0) = f(x) Condic¢ao inicial (2.14)
w(0,t) = g(t) Condicao de fronteira

O Principio de Duhamel, nos diz que a solugao de (2.14) passa por resolver os seguintes

trés problemas independentes, onde (z,t) € R, X [0,00):

Wy = bwi gy Woy = bWy, w3y = bwsg, + (I)(QZ', t)
wl(fL‘,O):f(I) ’ UJQ(J],O) =0 wg(ZE,O):O
wy(0,t) =0 ws(0,t) = g(t) ws3(0,¢) =0

A Eq. (2.14) nao contém o termo de transporte que esta presente na Eq. (2.8),

desta maneira apresentaremos o seguinte problema padrao da Eq. (2.8) e aplicaremos uma
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transformagcao para eliminar o termo de transporte dela e leva-la a forma da Eq. (2.14).

Dado o problema:

T.+aTl,=bT,, +cT+W
T(x,0) =T (2.15)
T(0,t) =T,

Usamos a seguinte transformacao, na equacao 7y + a1, — b1, —cT =W:
T(z,t) = P9 gz, 1). (2.16)

2 . . .
Com a = 5 e f = c— ¢. Encontramos as derivadas parciais:

7—% g ﬁ 6(6t+am) u + e(,@t+0¢$) ut’
T.’E = o €(5t+a$) u + €(5t+ax)uw’
T,, = a?elPtte2) 4 o eBtton)y o Bitaz),

e substituindo os valores achados na expressao inicial, temos:
T, = (¢— é;) e(Brtan) 4 o(Brrom)
al, = \(%lew“””) u —i—M,
0T, = —\(%le(ﬁt“‘z) u— M — belPtHam) g, ..

—cT = —eBFemry,
Produzindo:
e(ﬁt+aac) uy — be(,@t+aa}) Upy = VV,
ut — buxx — e[—(ﬁt—i—ozx)] W

As condigoes inciais estarao dadas por:
u(x,0) = e T(2,0), e u(0,t) =ePT(0,1).
Chegado nesse ponto o sistema reduzido tem a seguinte forma:

Uy = by, + el Brran)] j7
u(z,0) = =) T, (2.17)
u(0,t) = =PI T,

Estamos em condigoes de aplicar o Principio de Duhamel ao nosso problema reduzido.

Seguindo o procedimento feito em (2.14):
e8] t

u(z,t) = / G(xz,y,t) e Ty dy + / H(x,t—s)e™P) Ty ds
0 0

t o0
+ / / G(z,y,t — s) "Bl Wy s)dyds. (2.18)
o Jo
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Ainda temos uma tultima passagem para encontrar a solu¢do do problema 7', pois T'(z,t) =

e(Bta) (. t), assim:
T(z,t) = eltHoo) (/ G(x,y,t) e Ty dy +/ (z,t —s) e =P Ty ds
0
+/ / G(z,y,t — s) =N (y ) dy ds). (2.19)
o Jo

Agora dependendo da condicao de fronteira podemos ter o problema de Dirichlet

ou Neumann.

Consideremos a equacao da forma:

Ow 0w

Esta equagao descreve um processo térmico em 1D em um sélido com difusao térmica
constante na presenca de uma fonte que depende do tempo e a coordenada espacial.

Usamos a referéncia [16].

Dominio 0 < x < oo. Condicao de fronteira de Dirichlet

Dadas as seguintes condicoes:

{ w(z,0) = f(z) Condigdo Inicial (2.20)

w(0,t) = g(t)  Condicao de Fronteira
A solucao:
w(e,t) = [ QG ey dy+ [ o(r) Hiwt—7)dr
+/ / Gla, &t — T)dydr. (2.21)

Onde G(z,t) é a solugao fundamental da Equagdo do Calor no semiplano direito e H(z,t)

é a solucao fundamental considerando a condi¢do de fronteira Dirichlet.

(x = §)? (z +§)?
Gl &1) = 2\/_{ {_ Abt ]_GXP{_ Abt }

H £ — i 132
(:C,)—Wexp )

Dominio 0 < x < oco. Condicao de fronteira de Neumann

Dadas as seguintes condigoes:

{ w(z,0) = f(x) Condic¢ao Inicial (2.29)

0, w(0,t) = g(t) Condicao de Fronteira
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w(z, t) = /0°° FE) Gla 6,8 dy — b /Otg(T)G(a:,O,t—T) dr
+/0t /Oooq)(ﬁ,r)G(x,f,t—T)dydT. (2.23)

Onde G(z,t) é a solugao fundamental da Fquag¢io do Calor no semiplano direito:
1 (z —¢)?

Gz, 60) = 2\/7r_bt{ P [_ bt }

1 x?
G(I‘,O,t) = m exp — @ .

_(z+8)?
4bt

+ ex




26

3 LEIS DE CONSERVACAO

As leis de conservacio sao uma parte muito importante das equagoes diferenciais
parciais, pois como seu nome diz, sao aquelas equagoes que modelam a conservagao de
sistemas que tem sua origem na fisica. Trata-se de leis fisicas segundo as quais certas
grandezas de um sistema mantém-se constantes ao longo do tempo. Exemplos classicos

sao a lei de conservacao de energia, de momento, de massa, etc.

Uma lei de conservagao pode ser expressa matematicamente da seguinte forma.
Seja u : 2 x [0, 00) — R™ uma funcdo vetorial, a qual expressa o estado de um sistema em
cada ponto = = (1, xa, ..., z,) € Q@ C R™ e em cada tempo t € [0,00). Entéo, o sistema de

equagoes esta dado por:

ou .
N + div(f(u)) = 0. (3.1)

Onde f: R™ — R™ é o fluxo de u e a divergéncia encontra-se nas variaveis espaciais.

Uma representacao equivalente, que expressa o equilibrio da grandeza u, e que por
sua vez da sentido ao nome deste tipo de equagdes, consiste em integrar (3.1) sobre w C

e aplicar o Teorema da Divergéncia, produzindo:

;Lu(x,t) [ fu,t) - T (@) de = 0. (32)

Ow
sendo 77 o vetor normal a w, unitario e que aponta para o exterior. Esta igualdade pode
ser interpretada como o balango entre a quantidade indicada por u e o fluxo deste na

fronteira do dominio.

Muitas situacoes reais dao lugar a conservacao de quantidades, e é por causa
disto que podem ser modeladas por este tipo de equagodes. Porém, por tras da aparéncia
simples de (3.1), escondem-se varias dificuldades, como a aparigdo de ondas de choque e

de rarefacao, com as quais havera que ter um especial cuidado.

Ao longo deste capitulo, mostraremos os resultados sobre a resolucao analitica
das leis de conservacao; nao somente sobre a existéncia e unicidade, mas também como

propriedades que estas possam ter.

Para o desenvolvimento deste capitulo foi utilizada a seguinte bibliografia, [18], [21]
e [15].

3.1 LEIS DE CONSERVACAO ESCALARES

Nesta se¢ao estudaremos as leis de conservagao escalares, ou seja, tomaremos m = 1

em (3.1). Isto nos permitird entender os diferentes casos base. Nos concentraremos no
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caso unidimensional, onde alguns desses resultados podem ser estendidos para sistemas,

no entanto o caso multidimensional ainda estd em aberto, ver ainda [19].

Vamos considerar o seguinte problema a valor inicial para as leis de conservagao

escalares unidimensionais:

{ u+ [f(u)]: =0 em R x (0,00)

u =y em R x {t =0} (3:3)

Na equagao, as fungoes f : R — R e ug: R — R estao dadas e u : R x [0,00) — R

¢é a funcao incognita.
3.1.1 Solugao classica e o método das caracteristicas

Definicao 3.1. Dizemos que u é uma solugdo cléssica de (3.3) num aberto de R x [0, 00),

se u é de classe C! e satisfaz (3.3) em todo ponto do dominio.

Em particular, se uy € C!, a solucdo cléssica é também de classe C! para t > 0.
Com a finalidade de evitar fenomenos relacionados com a velocidade de propagacao infinita,

vamos supor que ug esta limitada en R. Consideraremos também que o fluxo f é de classe
COO

Definigao 3.2. Seja u € C! uma solugio de (3.3). Definimos as curvas caracteristicas em

R x [0,00) como as curvas t — (x(t),t) dadas por a equacao diferencial

dx(t)
dt

= ['(u(z(t),1)). (3-4)

A propriedade que satisfazem essas curvas caracteristicas é que a solucao u é

constante ao longo delas:

d dz

%u(x(t),t) = Eum(x,t) + w(z, t) = (w + f'(w)uy)(z,t) = 0.

A 1ltima igualdade é a aplicagao da lei de conservacao. Sendo assim, u é constante ao longo
de cada z, tomando o valor ug(zg) com xy ponto inicial (em ¢ = 0) da curva. Podemos ver

que as curvas sao linhas retas dadas por:
z(t) = zo + tf (uo(xo)). (3.5)

Encontrar uma solugdo classica u para (3.3) se reduz a resolver a equacdo z = zo +
t f'(uo(zo)) para cada (z,t) € R x [0,T] e tomar u(x,t) = up(xg). Se wuy é continua,
pode-se provar a existéncia da solucao usando o teorema do valor intermediario, mas nao

pode se garantir a unicidade.

Para simplificar a nossa notacao usaremos ¢ = f’ e f sendo pelo menos C?.
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Teorema 3.3. Suponha que co(x) = c(up(x)) é uma fungao crescente em R, entdao o

problema (3.3) tem uma unica solugao classica.

Demonstragdo: Fixamos t > 0. Como ¢j é crescente entdao a funcao continua F(y) =
y + tco(y) define uma bijegdo nos reais. Em efeito, F' assim definida é estritamente
crescente:

Fily) =1+t(co(y)) >0,

e além disso lim,_, F(y) = 00 e lim, ,_, F(y) = —oo pois ¢y(y) > ¢(0) paray >0 e
co(y) < ¢o(0) para y < 0 respectivamente.

Entao podemos afirmar que V(z,t) € R x R, Jy tnico tal que,
Flyy=z = z=y+tcl(y). (3.6)

Agora, vamos introduzir: u(z,t) = ug(y(x,t)) e teremos que verificar se satisfaz (3.3).

oy oy

(2, 8) + c(wua(@, 1) = up(y(z, 1)) [ (2, 1) + cluo(y)) 7~ (z,t)] (3.7)

por outro lado derivando (3.6) com relagao a x e t, obtemos:

{ % (2, 1) (1 + ch(y)) = 1
9y
oz

(3.8)
(2, ) (L + c4(y) = —coly)

Levando em consideracao que (14 ¢y(y)) > 0 pois ¢;(y) > 0 pela hipéteses e substituindo
(3.8) em (3.6) podemos deduzir que u(z,t) = up(y(z,t)) é uma solucao classica de (3.3). B
No anterior resultado, se temos que f é uma fungdo convexa podemos substituir a hipoteses

co crescente, por ug crescente.

Agora suponhamos que a fungao uy do problema de Cauchy seja limitada nos reais,
como consequéncia f’(ug) é limitada. No seguinte resultado, f’(ug) ndo sera necessaria-

mente crescente.

No entanto, o que nos interessa é o fato que para as leis de conservacao pode existir
um instante t* no qual a solucao explode, no sentido que a solugdo pode deixar de ser
continua, limitada. Portanto, teremos que pedir menos das nossas hipoteses iniciais se

queremos achar solugoes de (3.3) para qualquer instante.

3.1.2 Solucgoes fracas

A idea é multiplicar a equagao (3.3) por uma fungao regular ¢ : R — [0, 00) de
suporte compacto, (¢ € D(R x [0,00)), que recebe o nome de fungao teste), e integrar por

partes, passando assim as derivadas para a ¢. Dessa maneira obtemos:

/O:O/Ooo <ug(f+f(u) g(b) dtdx+/o:ouo¢($»0)dx:0' (3.9)

X
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Definigao 3.4. Dizemos que u é uma solugao fraca da (3.3), se para toda fungao teste
¢ € D(R x [0, 00)) verifica-se (3.9).

Pode ser provado que a definicdo de solucao fraca é uma extensao da solucdo
classica; toda solucao classica é, de fato, solugao fraca. A reciproca, no entanto, nem
sempre é verdadeira. Como ja tinhamos comentado, o conceito de solucao fraca inclui

fungoes que nao sao continuas.

Teorema 3.5. Se u é uma solugao classica do PVI (3.3), entao é uma solugao fraca de
(3.3).

Demonstracdo: Seja u uma solugao classica de (3.3). Multiplicando (3.3) por uma

fungao teste ¢ é integrando sobre R x [0, 00) obtemos:

/_O; /00o (g? + i(f@))) édt du, (3.10)

Integrando por partes na primeira integral temos w = ¢ com dw = ¢;dx e dv = %dt com

v = u. Desta maneira obtemos que;

/ / ¢dtd9€—/— ud|Cdr — / /u—dtdw

De maneira similar na segunda integral tomamos: w = ¢ com dw = ¢,dx e dv = %dt
com v = f, produzindo:

/ / /Ooof¢l‘i°oodt—/0°° /OO flu )g¢dxdt

Levando em consideracao que ¢ se anula em +00 e somando as tultimas duas expressoes;

/_O:o/ooo (_”g (u )ZD dtdfc—/_o;uoqb(x,O)d:c:o. (3.11)

E obtemos a equacao (3.9). [ |

3.1.3 Solugao continua por partes e condicao de choque

Estamos interessados por certo tipo de solucdes fracas: solucoes de classe C! por

partes.

Definic¢ao 3.6 (Fungao de classe C! por partes). Seja 2 um aberto limitado de R x [0, 00).
Dizemos que uma funcao v ¢ de classe C! por partes em (2, se existe um ntimero finito de

curvas I'y,...,I', da forma:

r{ r=&(0), e B A7)

onde & é uma funcio de classe C*
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tais que v seja igual & restricdo de uma funcao de classe C' em cada componente conexa
de Q\ Iy U---UT,.

Uma fungio v(z,t) é de classe C' por partes em R x [0, 00), se ¢ de classe C! para
todo aberto limitado de R x [0, 00).

Notamos que se uma funcao u é de classe C! por partes entdo as funcoes u, us, Uy
admitem valores em ambos lados da curva de descontinuidade T'.

PAN

t

v

T

Figura 3 — A curva I' com o seu vetor normal 7 e os estados a esquerda e direita resp. Q! e Q.

O seguinte resultado é muito importante e caracteriza as solucgoes fracas de classe

C! por partes do problema (3.3).

Teorema 3.7. Seja u uma fungdo de classe C* por partes em R x [0, 00). Entdo u é uma
solucao fraca de (3.3) se e somente se u é solugao classica de (3.3) em todo o dominio

aonde ¢é de classe C! e u satisfaz a condicao:

Fuh) = fu) =€) (u" — ). (3.12)

ao longo da curva de descontinuidade T'.

Demonstracdo: A demonstragao esta inspirada no resultado do livro ([18], pp. 29).

Seja u uma fungdo de classe C' por partes em R x [0,00) e seja I’ uma curva de descon-
tinuidade de u. Consideramos o aberto limitado 2 C R X [0, c0) partido por I' em duas
componentes conexas que notaremos 2 e Q" com u de classe C' em Q' e Q7. Definindo o
vetor normal unitério 77 = (n,,n;) a curva de descontinuidade I' caracterizada por (£(t), 1)

e o vetor normal apontando para o estado a direita de maneira que: 7 = ﬁ(l, —s) com

s=¢&'(t).
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Y
4
T

Figura 4 — A curva I que separa o aberto limitado € em Q! e Q.

Seja ¢ funcdo teste com suporte compacto em . Como u é de classe C' em I'! e

'™ podemos aplicar o teorema de Gauss para encontrar que:

/Q< —‘b+f< ) (b)d a = - (?;t‘+i(f(u)))qﬁdde/F(ulnt+f(ul)nx)¢d%
L (w5 a¢+f( S0 = — [ (Gh SE () )odedt— [[n ot Fn oy
Logo,

/( ¢+f() ¢)d dt = /QZUQT (8u+§(f( )))gbdwdt
_/ u —ulng + (f(u") = f(u))ng] o dy. (3.13)

Agora, como u é solugao fraca de (3.3) e u é solugao de (3.3) podemos concluir que:

= wyng + (Fw) = Fa)n) ¢ dy = 0. (3.14)

Como esta expressao ¢ valida para toda ¢ fungao teste de suporte compacto e considerando

a expressao o vetor normal 7 = (n,, n;), a ultima expressao nos diz:
(u" —u') (=€) + (f(u") = f(u')) = 0. (3.15)
ao longo de I' N €2, obtendo o resultado.

Reciprocamente, se u ¢é solugdo do problema (3.3) e u satisfaz (3.12), teremos:

/( é)(b+f( )(%)d dt = 0.

Para todo ¢ funcao teste, de onde u é solucao fraca do problema. [ ]

Denotando por [u] = u" —u! e [f(u)] = f(u") — f(u') os saltos das fungoes u e f(u)

ao longo de I'; a ultima identidade torna-se:
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Esta equagao é chamada de condigdo de Rankine-Hugoniot, nos diz que s é a

velocidade de propagacao da descontinuidade ao longo de T'.

Definigao 3.8. Dizemos que um choque (u,., u;, s) satisfaz a condigdo de Rankine-Hugoniot

se e somente se verifica:

fu") — f(u') = s (u" —uh). (3.16)

u2

Exemplo 3.1. Consideremos a equacdo de Burguers, u; + (%), = 0, a condigdo de

Rankine-Hugoniot escreve-se:
u” + ul
2
Isto é, a média dos valores dos estados a direita e a esquerda da descontinuidade é a

S =

velocidade de propagacao do choque.

3.1.4 Solucao entrépica

Com as solugoes fracas agora estamos em condicoes de calcular solugoes globais
para o problema (3.3) em cendrios onde o problema pode nao ter solugoes classicas. No
entanto, agora ¢é a unicidade da solugao fraca que nao esta garantida. Vejamos um exemplo:

w2

Exemplo 3.2. Consideremos a equagao de Burguers, u; + (%), = 0, com a condigao

2
0 <0
u(x,O):{ se x

inicial

1 sex >0

Apresentamos uma solucao global do problema de Cauchy:

0 sex <0,
u(z,t) =14 2 se0 <z <t
1 sex>t.

A fungao u é continua e solugao classica da equacdo de Burguers. Gragas ao teorema
podemos afirmar que é solugao fraca. Ainda podemos apresentar outra solugao fraca ao

problema calculando a velocidade de propagacao do choque usando (??7), mas que nao é

0 sex<ti

_ 27
u(x,t)—{l sex > 1
5-

continua.

Podemos ver no exemplo anterior, que foi possivel construir una solugao continua
a partir de uma condigao inicial descontinua. Serd visto mais adiante que a solucao que

tem sentido fisico é a que temos que levar em consideracao.

Vamos propor o seguinte problema:

Tx

U + (F(u))s = euf, em R x (0,00) (3.17)
—u  emRx{t—0} |

onde ¢ é pequeno e positivo.
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Lema 3.9. Seja {u®}. um conjunto de solugoes classicas de (3.17) tais que:

U] Lo (rx[0,00)) < €, Ve > 0. (3.18)

u® — u quando € — 0 q.t.x de R x [0, 00). (3.19)

Entao u é uma solugao fraca de (3.3).

Demonstragao: Seja ¢ uma fungao teste. Multiplicando (3.17) por ¢ e integrando por

o0 oo  Op o Op 0% B
/,oo/o (_“ or ) g, teu a#)dtd‘”_o‘

Levando em consideragao (3.18) e (3.19) e que o suporte de ¢ é compacto, podemos usar

partes, teremos:

o Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue, veja [9], para passar o limite ¢ — 0 na
expressao anterior e dessa maneira obter:
00 00 0 0 00
/_OO /0 (uaf + f(u) E;;)dx dt = — /_Oo u(z,0)p(z,0)dz.

O resultado segue da mesma definigao de solugao fraca. [ |

Para caracterizar o limite u das solugoes da equagao parabdlica (3.17) utilizamos a

noc¢ao matematica de entropia.

Defini¢do 3.10 (Entropia). O par (U, F') de fungoes de classe C! nos reais forma uma

entropia para (3.1), se:

(i) U é uma funcao estritamente convexa.

(i) F'(u) = U'(u)f'(u), ¥V € R.

Note-se que sendo U e F' fungoes regulares satisfazendo o segundo item anterior, e

se u ¢ uma solugao classica de (3.1), entao

() 0+ U ) () =

5 0.

Torna-se em

0 0
5,0 () + 5-F(u) =0. (3:20)

No entanto, se u ¢ uma solucao fraca de classe C! por partes de (3.1), entdao a equagao
(3.20) nao pode ser satisfeita no sentido fraco. De fato, de outro modo é necessario que
s[U(uw)] = [F(u)] ao longo de toda a curva de descontinuidade de u mas esta relagdo nao
pode se ser satisfeita ao mesmo tempo que a condicao de Rankine-Hugoniot. No entanto
temos o seguinte resultado, quando u é uma solucio fraca de classe C' por partes, (3.20)

torna-se uma desigualdade.
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Teorema 3.11. Seja {u®}. um conjunto de solugoes regulares de (3.17) que verificam

(3.18) e (3.19), e seja (U, F') uma entropia para (3.1). Entao u verifica a condigao:

/_O:O /OOO <u88f—i—f(u) gi)dtdxzo. (3.21)

para toda funcao teste ¢ > 0.

A condicao (3.21) chama-se condigdo de entropia e sua notagao (no sentido das

distribuigoes) é,
0 0

A demonstracao desse ultimo fato é extensa e pode ser achada na referéncia ([8], pp. 607).

F(u) <0.

Definigao 3.12 (Solucao Entrépica). Uma solugao fraca de (3.17), chama-se solugao

entrépica se satisfaz a condigdo de entropia (3.21) para toda entropia (U, F') da equagao
(3.1).

Teorema 3.13 (Entropia para solugdes de classe C! por partes). Seja v uma solucao
fraca de classe C! de (3.17). Entao u é uma solugao entrépica se e somente se, para toda

entropia (U, F'), se verifica a condigao:

[ €10 ®)=U @) wfgwd” > [ 1P (1) = F(u' (1) 1f5/<t>2d’” (3.22)

para toda fungio teste nao negativa ¢ ao longo da curva de descontinuidade I' = {({(¢), )}

Note que

) [U@ () = U'(t)] = [Fu () — F(u'(t))]. (3.23)

¢ uma condicao suficiente para que o critério (3.22) seja verificado. Para o caso de uma

funcao f convexa esta condigao se simplifica ainda mais.

Teorema 3.14. (Choque entrépico de Lax, caso convexo) Suponhamos que f é estrita-
mente convexa. Entdo, a condic¢do suficiente (3.23) para um choque entrépico equivale a
ul > " (3.24)

ao longo da curva de descontinuidade I'.

Demonstragao: Definamos a func¢ao G por:

Mostraremos que G é uma funcao decrescente de u. Admitindo isto por um momento.

Como G(u') = 0 e (3.23) escreve-se como G(u") > 0, e como resultado de que G é
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decrescente as condigoes (3.23) e (3.24) sao equivalentes, e o teorema estaria demonstrado.

Provaremos agora que GG ¢é decrescente. De fato se derivamos G:

f(w)(u =) = (f(u) = f(u'))
(u— ut)?

) - Ut)) + T =IOy — ey

u — u!l

G'(u) =

Considerando que F'(u)) = U'(u) f'(u), obtemos que:
f'w)(u—u) — (f(v) — f(u))

G,(U) = (U _ ul)Q (U(U) - U(ul)) + u — 1l
oy @) —u) = fu) + f(u)(U) = Uu') = U'(u)(u —u'))
G'(u) (u— ul)? '
Do fato que, f e U sao convexas temos que
flw)(u—u') < flu) = fu').
para todo u, o mesmo para a funcao U,
U'(w)(u—u') < Uu) + Uud).
Por tanto, G'(u) < 0. n

Corolario 3.15. Seja u uma solucio entrépica de classe C por partes de (3.1) com fungao

de fluxo f estritamente convexa. Entao u satisfaz

fiun) <€(t) < f'(uh). (3.25)

ao longo de toda a curva I

Demonstracao: Como f é estritamente convexa, definimos a funcao:

Gy — F00) = 1)

u—u" ’

G ¢ continua e estritamente crescente sobre o intervalo [u”,u!]. Daqui resulta que:

N _ r
u —u"
No entanto, pela condigdo de Rankine-Hugoniot, podemos escrever: f'(u") < &'(t). A

outra desigualdade mostra-se de igual maneira. [ ]

No que se segue, apresentamos a variagao de entropia usada no Capitulo 2 para

resolver a equacao de fluxo de Buckley-Leverett em 3.1.6.

Teorema 3.16. (Choque entrépico de Oleinik, caso geral) A condigao de choque entrépico

(3.23) equivale a

{ flau' + (1 —a)u™) > af(ul) + (1 —a)f(u") seu” > u (3.26)
flau' + (1 —a)u") < af(ul)+ (1 —a)f(u") seu” <u

para todo a € [0, 1].
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Geometricamente o teorema significa que um choque é entrépico de Oleinik, se

verifica uma das seguintes condigoes:

o u" > ul e o grifico de f estd acima do segmento formado por (u”, f(u")) e (ul, f(u')).

o u” < uleogrifico de f estd abaixo do segmento formado por (u”, f(u")) e (u, f(u')).

Realcamos que, no caso de f convexa, a condicio u” > u' é suficiente para garantir que o
choque seja entrépico. No caso da f concava, é suficiente v < u'.
3.1.5 O problema de Riemann

Nesta subsecao consideraremos a funcao de fluxo f convexa (isto é f” > 0), e

calcularemos a solugao entrépica do problema de Riemann:

u + [f(w)]: =0 em R x (0, 00)
(2,0) = ut sex <0 (3.27)
= u" sex >0

Onde u! e u" sdo constantes e correspondem aos estados iniciais & esquerda e direita

respectivamente.
Estudaremos os seguintes dois casos: u! < u” e u! > u".
Lema 3.17 (Solugao autosemelhante). A solu¢ao do problema de Riemann (3.27) ¢ autose-

melhante, i.e., u(z,t) = v(z/t). Além disso, se verifica que v'(z/t) = 0 ou f'(v(z/t)) = z/t

no dominio onde v é de classe C!.

Demonstragio: Seja o > 0. Fazendo: T = az, t = at e u(z,t) = (z,t) é claro que u é
solucdo como u do problema (3.27). Dito de outra forma, Se u ¢ de classe C' num aberto

K de R x (0,00), entao para todo o > 0:
u(z,t) = u(ax, at).

Isto significa que u é autosemelhante. Alem disso, se u € C*, deveremos ter:

ou @_

/ z 1 / / o
s + f (u)&r; — (x/t) + Ef (v(x/t))W'(x/t) =0, V(x,t) € K.

e portanto,
V' (z/t)(f (v(z/t) —x/t) =0, V(x,t)€ K.
|

Com esta ultima ferramenta estamos em condi¢oes de encontrar as solugdes explici-
tas de (3.27).
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Onda de Rarefacdo: u' < u”

O método das caracteristicas nos permite construir a solucao nas regioes {(x,t) €
R x [0,00): z < f/(u')t} e {(z,t) ER x[0,00): x> f'(u")t} obtemos:

lSG

u
uet) = { u”  se

para a regido do centro {(x,t) € R x [0,00) : f'(u')t < x < f/(u")t} utilizamos o lema

< f'(ul)

> Pl (3.28)

+I8 =8

anterior. Sendo que f’ é crescente podemos escrever:

u(z,t) = (f,)_l(g), quando  f'(u') < %

< fl(u").

A solugao obtida é continua e é chamada onda de rarefacao.

Onda de Choque: u! > u"

Neste caso, a solucao se determina usando a condi¢ao de Rankine-Hugoniot. O

choque ¢ entrépico (u! > u”) e a solugdo é:

l < st
w(w,t) =4 © T=? (3.29)
u" sex > st

com s = w
u —u

3.1.6 Equacao de Buckley-Leverett

Neste subsecao estudaremos a equagao de Buckley-Leverett, veja [4], e a sua

aplicacao a recuperacao do 6leo.

No ano 1941, Leverett apresentou o conceito de fluxo fracional. A partir da Lei de

Darcy para a dgua e o 6leo, foi obtida a expressao:

1+ Ekwo(9Pe oA pgin o
fo = e (ﬁi - ) (3.30)

Uo Kuw

Nessa expressao, f, representa a taxa de fluxo de dgua que passa por qualquer ponto
da rocha. k a permeabilidade relativa da formagao. k,, k, permeabilidades efetivas da
agua e do 6leo respectivamente. k., k., as permeabilidades relativas da dgua e do dleo
respectivamente. fi,, ft, a viscosidade da agua e do Oleo respectivamente. P. = p, — py,
a pressao capilar, que ¢ a pressao da fase do 6leo menos a pressao da fase da agua. L o
comprimento da formacao, medida no sentido do movimento. g a aceleragdo da gravidade.
Ap a diferenca entre as densidades da agua e do 6leo = p,, — p, € ay €é angulo de injecao

da formagao com relagdo a horizontal.



38

Note-se que devido que as permeabilidades relativas e a pressao capilar estao em
funcdo unicamente da saturagao da agua, a funcao f,, de Fluxo Fracional é funcao da

saturagao da agua.

Entre todos os valores envolvidos na equacao de f,,, aquele que causa mais dificul-

dades é o gradiente de pressao capilar, o qual pode ser expresso como:

OP. P, 085,

oL — 0S, 0L (3.31)

Mesmo com esta tltima modificacao teremos dificuldades para o calculo do gradiente

9Sw
» oL

podemos simplificar (3.30):

de saturagao por isso, na pratica este termo é considerado desprezivel. Desta forma,

1 — Bk (g Apsin ay)
w = £t . 3.32
/ 1 4 Yw ko ( )

Uo Kw

Para uma simplificacao adicional, tome-se em conta que num deslocamento hori-

zontal esta equacao se reduz a:

fo= i (3.33)

Esta tltima expressao (3.33), é chamada de Forma Simplificada da Equacio de
Fluzo Fracional. Nesta expressao estao incluidas tanto a permeabilidade relativa da agua

como do 6leo. Portanto, esta equacao também pode ser escrita da seguinte forma:

1
fo=—5— (3.34)
Tk
Segundo [4], em geral as permeabilidades relativas estao dadas por:
Fr(0) = K (P22 )1,y (s5,) = KD, e, (335)

Desconsiderando as forgas de capilaridade e substituindo as mobilidades, (3.33) torna-se:

1
fw(sw T) - m . (336)
’ w(T) Ero(sw)
1+ Bo(T) krw(sw)
Agora substituindo as permeabilidades relativas obtemos:
(1 — Soc — Sw)no -
w(Sw, T) = |1 T : 3.37
Ju(8w, T) ( +m(T) (5w — Swe)™ ( )
onde m(7T) esta dada por:
w T k.O w
m(T) = () Firo(5 )(1 — Spe — SW)" TN, (3.38)

to(T) KL,y (5w)
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Estamos particularmente interessados no caso onde n,, = n, = 2, pois dele

tw(T) Ko ()
to(T) Ky (sw)?

encontraremos a solugdao analitica. Levando em consideracao que m(7T') =

segue que:
Fulsw, T) = (1 + m(T)<1(S_wsfs_wj“>)_1 , (3.39)
~ m(T) - ﬂj(ﬂT;ssw - m(T)s, (3.40)
—

sw—Suet m(S;X_l 8—ws) —m(T)s,’ (3.41)
BTG R e
= st sm(T) —sm(T) + ;(T>(1 w2y (3.43)
TSI+ sm(T)) - ;(T)(l w5 (3.44)

Onde chegamos na equacdo cldssica de fluzo Buckley-Leverett.
fulsn,T) = : (3.45)

s(14+sm(T)) —m(T)(1 = Soe — Sw)

Na primeira fase a recuperacao do 6leo acontece por diferenca de pressao no
reservatoério, no entanto s6 uma pequena porcentagem do 6leo é obtida. Por isto, na
industria do petréleo tem sido desenvolvidos métodos para complementar esta producao
que consiste na injecao de agua através dos pogos para deslocar o 6leo a superficie. Este
processo pode ser simulado utilizando a equacao de fluxo bifasico num meio poroso. Num
modelo unidimensional, a evolugao da saturagao do 6leo é governada pela lei de conservacao

escalar de Buckley-Leverett.

ou n Of (u)

ot ox

=0 V(z,t) e Rx[0,00). (3.46)

2
Onde f(u) = m

Do estudo feito nas anteriores se¢oes sabemos que se f é convexa, a solucao do
problema de Riemann (3.27) é uma onda de choque ou de rarefagao. Ora, se f é nao
convexa, a solucao entropica pode ter as duas ondas. Este ¢ o caso da a equacao de

Buckley-Leverett.

Podemos ver, no lado esquerdo da Fig. 5, que a funcao tem um ponto de inflexao.

denotamos esse ponto por u*.

Segundo a teoria estudada ao longo desse capitulo, encontrar a solucao do problema
de Riemann associado a (3.46), consiste em encontrar o ponto de tangéncia u* a partir do

estado u” & curva de Buckley-Leverett, o qual pode ser visto na seguinte Fig. 6:
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Figura 5 — Do lado esquerdo temos a funcio de fluxo Buckley-Leverett. Do lado direito, a sua

derivada.
VN 7 —
/ g
/, -
f(u*) g
//
//
/
f(u) y
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
u” u* ul

Figura 6 — No intervalo (u”,u*) a funcdo f é convexa. No intervalo (u*,u!) a funcéo é concava.
O ponto u;, devera satisfazer a condicdo de Rankine-Hugoniot.

O estado u;, deve satisfazer a condigao de Rankine-Hugoniot:
fu) = flu") = f/u)(u" —u).
Uma vez quantificado o ponto, do fato da funcao f ser convexa no intervalo (u”,u*),
teremos uma onda choque. No intervalo (u*,u!) a fungdo é concava, gerando uma onda de

rarefacao.

A solugao do problema sera dada pela seguinte expressao:

ul x <t f'(u),
P B O T S 0 B (U S
’ u* tf'(u*) <x<st, 7 ut—ut .
u” T > st.
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A solugao u(z,t) obtida é solugao entrépica do problema (3.27). O caso u; < u, é

analogo, ver ([18], pp. 43).
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4 PRINCIiPIO DE DUHAMEL

Na matematica, mais especificamente nas equagoes diferenciais parciais, o Principio
de Duhamel é um método geral para a obtencao de solu¢oes de equagoes lineares de tipo
evolucao nao homogéneas, como a equacao do calor, a equagao da onda, e a equagao da
placa vibrante. O Principio de Duhamel reduz-se ao método de variagdo de parametros

para resolver equagoes diferenciais ordinarias lineares nao homogéneas.

O Principio proporciona a solugao de problemas de condugao do calor com condigao
inicial dependente da variavel espacial e condicao de fronteira dependente do tempo com

termo fonte referente a geracao de energia.

Queremos resolver o seguinte problema a valor inicial:

(4.1)

u—Au=F em R"x (0,00)
u= f(x) em R" x {t=0}

Neste capitulo, usamos as referéncias bibliograficas [11] e [8].

41 EQUACAO DO CALOR

O fendémeno da condugao de calor através de um solido pode ser analisado matema-
ticamente por meio do uso de equacoes diferenciais parciais. Utilizando argumentos fisicos
pode-se mostrar como ¢ formulada a equagao do calor num sélido. O estudo da equacgao
do calor, ndo somente para o caso deste trabalho, mostra-se fundamental em numerosos

campos cientificos.

Para resolver o problema de valor inicial ndo homogéneo (4.1), comegamos por

resolver o problema a valor inicial homogéneo:

u—Au=0 em R"x (0,00) (49)
u= f(x) em R"x {t=0} .
Para isto, procuramos solugoes auto-semelhante da equacao,
up — Au = 0. (4.3)

e consideraremos somas destas solucoes, para obter mais solugoes. Depois, encontraremos

coeficientes adequados para que sejam verificadas as condig¢oes iniciais.
Vamos encontrar uma solucio que seja invariante por dilatacao u(x, t) — A\*u(\°x, \t).

Queremos u(x,t) = Au(\’x, M) para todo A > 0 e «, (8 constantes a serem

determinadas. Tomaremos \ = %, ou seja:

1 T 1 T

u(z,t) = t—au(t—ﬁ, 1) = t—av(t—ﬁ)
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Seja y = ;5. Achamos uma equagao para v.

0 —a (T 1 & v fx\ —fux,
—u(x,t) = —u( = AN YV Y j
atU(-T ) ta+1v<t6> + o ]z::l axj <tﬁ> t5+1
—Q T 16 T T
N ta+1”<t6> B t"‘“va(tﬁ) Rz
0 (2.1) 1 ov1
u\xr -
oz; te O, th
0? (z.1) 1 0% 1
—u(x -
oxi to Ox? 128
Substituindo estéd informacao em (4.3), teremos:
o s 1
ta+lv(y> + WDU(ZA -y + WAU =0.

Levando em consideracao que A = %, e tomando 3 = %:
1
av(y) + 3 Du(y) -y + Av = 0.

Suponhamos que v é uma solugao radial, isto é, v(y) = w(r) = w(|y|):

Daw(ly]) = w’<|y\>f’;|
Duly) -y = w'<|y|>'|yy’| ()

A expressao para w fica:

aw—l—;w'(r)r—l—w"—l— n; w' = 0.
Tomando o = %:
Zw-l—;w'ran”—Fn_lw':O.
Multiplicando por r"~!:
gr”_lw + ;r”w' + " 4 (n— )" 2w’ = 0
(;r”w)' + (") = 0

Assim obtemos:
1

—r"w +r
2

Suponhamos que r"w — 0 e v '’ — 0 quando r — 0o, dessa maneira teremos a = 0 e

"~lw' = a = constante.

em consequiéncia:

1
n=1,/ _ Z—,.n
" w 2r w
1
w = S = w(r) =be "
yl? X
v = w = be_ 4 , —
(v) (lyl) y=z
1 _lzl?
u(x,t) = —U(y) = — e 4
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Esta tltima expressao verifica (4.3) em R” x (0,00) e se a transladamos na dire¢ao

espacial numa dire¢ao dada y € R™, ou seja, consideramos u(x — y,t), também verifica

(4.3) em R™ x (0, 00).

4.1.1 Solugao fundamental

Escolheremos o valor da constante b de maneira que a integral na variavel espacial

de u(z,t) seja 1.

Definicao 4.1. A funcao

2|2
(1) = tn%e_% se t>0
’ 0 se t<0

¢é chamada de solugdo fundamental da equacgao do calor ou nicleo de Gauss.

Lema 4.2 (Integral da solugdo fundamental). Para cada tempo ¢ > 0,

/n Oz, t)dy = 1.

Demonstracgao:
0 2 00 00
(/ e dx) = / e~y dy dz,
2 oo 9
= / e " rdrdb,
o Jo
1 2\
= 27r< ——e’ ) ,
2 0
= ’]'("
1 lv|?
Sy dy = — / =
/n Wy = o Jou © W
.7 _ Yy . 1 .
Fazendo uma mudanca de variavel, z = g temos dz = ¥ dy:

1 2
/n O(y,t)dy = /Rn e Faz =1.

n/2
|

Agora estamos em condi¢oes de resolver o seguinte problema de valor inicial para

a equacgao do calor:

u—Au=0 em R"x(0,00) (4.4)
u=f em R” x{t=0}
Teorema 4.3. Suponha que f é continua e limitada em R”, defina-se
u(,t) = [ @@=y,0) f(y)dy, (4.5)
L (46)
~ (4mt)n/? Jgn v .

para x € R™, ¢t > 0. Entao
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i.) ue C®R" x (0,00))
ii.) up—Au=0¢e C®(R" x (0,00))
iii.) 1im(g 4)—(z0,0) U(x, 1) = g(w0) se zg € R"x € R", £ >0

—|z—y|?

Demonstragao: e~ @ ¢ varias infinitamente diferenciavel

i.) em z, t a integral existe e pode ser diferenciada a integral usando regra de Leibniz.
ii.) uy — Au =0 com ®(y,t) é uma solucao.
iii.) f limitada:
e > 0, escolha § > 0 tal que |f(z) — f(xo)| < € para |z — x| < 6. Entdo |z — x| < &
u(e,t) = fao)l = | [ @ =y, ) = [(wo)ldy.
= T — 5 x d
Ly B = D1F) = Fo)ldy
x—, xo)|dy,
Loy = 0017 ) = o)y

£ — ol < 8.y — ol > & logo: 3 —y| < |z — y] entéio,

1 / ‘I4tyl2dy < 1 / e,ng\?dy
(4t)= R”\Bg(mo) = (4mt)? Jre\Bs(zo) ’

C oo _,2
4 t)ﬂ / eTor " dr — 0.
7t)2

IN

quando t — 0.

lu(z,t) — f(wo)| < 2€ se |z — xo| < £ et pequeno, se |(x,t) — (x0,t)| é pequeno. W
O teorema diz que a solugao de (4.4) esta dada por (4.5).
4.1.2 Problema nao-homogéneo

A equacao ndao-homogénea:

{ u—Au=F em R"x (0,00) (47)

u=0 em R"x {t=0}
Principio de Duhamel
O(x —y,t — s) é solucao da equagao do calor.

Para x > 0 fixo, a funcao

u(zx,t;s) = /n O(x—y,t —s)F(y,s)dy
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resolve,

{ u(;8) — Au(;8) =0 em  R™ x (0,00)
u(;s) = F(+9) em R"x {t=s}

O Principio diz:
¢
u(z,t) = / u(x, t; s)ds <= (4.8)
0
¢
u(z,t) = / / Oz —y,t — s)F(y,s)dyds. (4.9)
0 n

Teorema 4.4. Suponha que F € CZ(R™ x (0,00)), F tem suporte compacto, entdao a
solucdo da (4.7) esta dada por (4.8).

Demonstragao: Aplicaremos a seguinte mudanca de variavel:

u(z,t) = /Ot /n O(y, s)F(x —y,t — s)dyds.

Podemos derivar a integral usando a regra de Liebniz:

ou t OF
St = [ ] @)% (@ —y.t - s)yds

- /[ m%wF@—yﬁm%

axlamj(xvt) = //n y7 a 837]( _yat_8>dyd$

e todas as derivadas sdo continuas.

¢
—Au = // D(y,s)(0r — Ap)F(x —y,t —s)dyds

+/ F(z —y,0)dy
Rn
t
:/ Oy —A)F(z—y,t—s)dyds
Rn
+ // O(y, —A)F(z—y,t—s)dyds+ K
0 n
= [€+JE—|—K

|J| < (sup\@tF|—i—sup|D2F])-/0€/]R d(y, s)dy ds
= (e

Passando o limite quando ¢ — 0, concluimos que |J.| — 0.
Logo para;
]—// —0s — A))P(y, s)F(xz —y,t — s)dyds

—/ F(x —y,0 dy+/ )F(x —y,t —e)dy. (4.10)
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A primeira integral se anula, pois 0, F = %—f = %—f% = %—5(‘%)_1 = 9 (1) Dai:

Js

(ug — Au)(z,t) = lim | P(y,e)F(x —y,t —€)dy

e—0 JRrn

= F(x,t).
A solucao de

u—Au=F em R"x {t>0}
u=f em R" x{t=0}

é dada por pela soma da solugao do problema (4.4) e do problema (4.7):

ute,) = [ S —p.0f@dy+ [ [ 0=yt =Py 5)d.
|

O resultado que foi mostrado acima é uma generalizacdo da equacao do calor
para R™. Utilizamos uma adaptacao deste resultado no caso n = 1 para resolver a
Eq. (2.7). Destacamos que o resultado nao é aplicado diretamente, pois devido a fisica do
problema devemos adaptar-lo a semi-reta na variavel espacial, as versoes dessa adaptacao

encontram-se em ([16], Se¢ao. 1.1.5 ).
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5 COMPARACAO DO MODELO E DO EXPERIMENTO

5.1 EXPERIMENTOS

Nesta secao comparamos os resultados obtidos da solucao semi-analitica com os

dados obtidos do experimento em [12] e [10]. Consideramos os cendrios descritos na
Tabela 3:

Experimento Descrigao

Experimento A Aquecimento sem escoamento.
Experimento B O meio poroso é pre-aquecido. Escoamento sem ondas EM.
Experimento C  Escoamento com aquecimento.

Tabela 3 — Descricao dos experimentos

Nas seguintes trés subsegoes serao descritas os experimentos desconsiderando-se
perdas térmicas. Na quarta subsecao, para os trés experimentos, sao incluidas as perdas
térmicas e o valor do coeficiente (Y., é otimizado. Nas figuras apresentadas, as linhas
ponteadas representam os dados reais do experimento, sendo que a linha em vermelho
representa a solucdo semi-analitica encontrada através do método descrito nas segoes

anteriores.

5.1.1 Experimento A

Neste experimento o meio poroso ¢ saturado com agua de tal maneira que possamos
considera-lo como s,, = 1. Nao teremos injecao de dgua e uma vez nestas condigoes
comecaremos com a radiacao de energia EM, com uma poténcia de 300 W. O objetivo é
testar a absorcao de calor. Os dados experimentais obtidos pelos quatro sensores foram
comparados com a solu¢ao semi-analitica do problema com as seguintes condigoes fisicas:
devido a nao existéncia de injecao de fluido a velocidade u é desconsiderada, anulando
assim o termo de transporte em (2.1). Por outro lado, para a condicao inicial consideramos
a funcao constante da temperatura ambiente, no caso 20°C e a condicao de fronteira como
sendo a velocidade do fluido injetado que é zero. A solugao semi-analitica foi encontrada

usando a Equacao do Calor com fonte e condicao de Neumann, cuja solugdo é descrita em

(2.22).

Os resultados obtidos sdao mostrados na Fig. 7:

5.1.2 Experimento B

No segundo experimento o objetivo foi testar o transporte do calor. Para isto,
o meio poroso foi aquecido a uma poténcia de 300 W, fazendo que a rocha aumente a
temperatura. Logo o gerador de energia EM ¢ desligado, o que permite isolar o transporte

do calor. A &gua foi injetada a um fluxo alto 20 ml/min para que a convec¢ao domine
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40 Analyt. Sol.
30s
=== 60s
p— T '\ --- 90s
35 === 120s

Temperature [C]

20 *

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Distance [m]

Figura 7 — O meio poroso estd saturado com dgua (sem fluxo) e aquecido por ondas EM.

frente a difusdo. Devido a fisica do problema espera-se que o meio poroso esteja quente,
mas conforme se injete dgua e o tempo passar, a rocha vai se aproximar da temperatura
ambiente. Devido as condigoes fisicas, em (2.1) consideramos o termo de transporte e
difusdo, mas nao temos o termo fonte (pois ndo temos transmissao de energia EM). A
condicao inicial foi tirada dos dados obtidos do experimento e a condicao de fronteira

como sendo a temperatura ambiente. A solu¢do semi-analitica esta descrita em (2.20).

Os resultados obtidos sao mostrados na Fig. 8:

70
Analyt. Sol
65 st 0PV
N 0.5PV
60 1PV
<= 15PV
% 2 PV
50

Temperature [C]
&

25

20
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Distance [m]

Figura 8 — O meio poroso foi previamente aquecido e posteriormente o gerador de energia EM
desligado.
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5.1.3 Experimento C

Neste experimento o objetivo é mostrar aumento da temperatura na presenca de
injecao da agua e a acdo da transmissao de energia EM. O Gerador de energia EM esta
inicialmente desligado, posteriormente comecam a injecao da agua e a transmissao de
energia EM, a uma poténcia de 150 W. A temperatura inicial (temperatura ambiente)
foi medida em 20°C e conforme o tempo passar espera-se que a temperatura aumente.
A diferenca para os experimentos anteriores em (2.2) é que temos a presenga do termo
de transporte e o termo fonte de absorcao de energia EM. A condicao inicial foi tirada
dos dados obtidos do experimento e a condi¢do de fronteira é considerada como sendo a

temperatura ambiente. A solugdo semi-analitica esta descrita em (2.20).
Os resultados obtidos sao mostrados na Fig. 9:

60

Analyt. Sol
55 == oPV
--- 1PV
50 === 2PV
== 3PV
\ - - -
Cas[~ >, - 5PV |
© N
g L = = 6PV
= — ]
© ¢ — e
g Y0F . e o =
g‘ \ —
2 35 ~
L —_ I
— —_— —
30
25
P —
20 —
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Distance [m]

Figura 9 — Geracao de energia EM e injecdo da dgua simultaneamente no meio poroso.

5.1.4 Otimizacao dos resultados

Nos experimentos apresentados acima, foram comparadas as solugdes experimentais
e semi-analiticas, no entanto no experimento descrito em [12] foram reportados vazamentos
de calor tanto pela caixa que contém os equipamentos, quanto pelo cilindro que é usado
para guiar as ondas EM ao meio poroso e pelo cilindro que o envolve. Esses vazamentos
geram trocas térmicas os quais influenciam os resultados. E por isso que consideraremos
no modelo inicial (2.14) o termo linear das perdas térmicas e calculamos o coeficiente Ce,,
que otimiza a aproximacao usando o método dos minimos quadrados: para isto, usamos
a norma [y e calculamos a diferenca entre a solucao obtida dos dados experimentais e a
solucdo semi-analitica (||Teuperimento — TLsemi—anatiticalll, — min), depois usamos o método

da bi-secao para encontrar o valor 6timo de C}.,, esta escolha foi feita de maneira que o



51

valor positivo de C},, significa que temos ganho térmico e C}., negativo, no caso de uma

perda térmica.

No Experimento A o meio poroso é saturado com agua e aquecido mediante
ondas EM, sem escoamento. Depois do processo dos minimos quadrados o valor 6timo foi
atingido para o coeficiente das perdas térmicas é C;., = 4.8e — 05, evidenciando assim um

ganho térmico. Nao sao reportadas alteracoes qualitativas significativas.

70 70
Analyt. Sol —— Analyt. Sol.
& “-- 0PV 65 - oy
N 0.5PV NS 0.5PV
60 1 pv 60 N 1PV

1.5PV
2 PV
2.5PV

1.5PV

2 PV
PV

33
=)

Temperature [C]
S~
14
Temperature [C]
&

w
a

w

o

w
=]

30

25 25

20 20
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Distance [m] Distance [m]

Figura 10 — Meio poroso pre-aquecido: desliga-se o gerador de ondas EM e inicia-se a injecao
da agua. Do lado esquerdo mostra-se os resultados sem perdas térmicas e do lado
direito com perdas térmicas, onde o valor 6timo foi atingido em Cj., = —1.5e¢ — 04,
deixando em evidéncia perdas térmicas.

60 60
Analyt. Sol Analyt. Sol
55 Tt 0PV 55 T 0V
- - 1PV - 1PV
--- 2PV ... 2PV

50 - - 3PV 50 - --- 3PV
R - = -- - 4PV
Qs[> g B, Q45 5PV
g — — \: _ 6PV g - 6PV
O 40 T L T RN =S — © 40
13 \ —.— — 13 N
£ - £
& ~ 5
~ 35 + 35

— e —e
—_— — —
30 30
25 25
—
20 20
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Distance [m] Distance [m]

Figura 11 — Escoamento com aquecimento ao mesmo tempo. Do lado esquerdo os resultados
sem perdas térmicas e do lado direito com perdas térmicas, onde o valor 6timo foi
encontrado em Cy. = —3.9¢ — 04, evidenciando perdas térmicas.

Na Fig. 11, os dados nos mostram que existem oscilagoes no perfil da temperatura,
mas com o decorrer do tempo elas estao procurando o equilibrio, em ambas figuras
tanto sem perdas térmicas como com perdas térmicas vemos que a solucao semi-analitica

comporta-se desta maneira o que nos ajuda a entender o experimento.
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6 CONCLUCOES

Injecao da dgua com aquecimento por meio de ondas eletromagnéticas no interior
do meio poroso, foi estudada teoricamente. Para isto, supomos hipdteses que simplificam o
modelo fisico inicial e usamos a Teoria das Leis de Conservacao e o Principio de Duhamel

para exibir solugoes semi-analiticas.

1. Foi possivel exibir solugdes semi-analiticas ao problema (2.14). A Eq. (2.7) contém
o termo de transporte e difusdo e foi reduzida mediante a transformacao (2.16) a
forma da Equacdo do Calor com termo fonte. A Eq. (2.8) é trabalhada via a Teoria

das Leis de Conservacao e fungao de fluxo Buckley-Leverett.

2. A solugao semi-analitica e os dados obtidos da referéncia [12] foram comparados,
evidenciando que a solucao semi-analitica comporta-se qualitativamente em concor-

dancia com o experimento e a fisica do problema.

3. No experimento [12], foram reportadas perdas térmicas da caixa que contém os
equipamentos, do cilindro que involve o meio poroso e do cilindro que guia as
ondas EM. Depois de certo tempo, elas também se aqueciam o que influenciava o
calor recebido pelo meio poroso. Isto pode ser visto nos trés experimentos acima
trabalhados. Foi possivel incluir o termo linear das perdas térmicas no modelo (2.14) e
mediante o procedimento dos minimos quadrados, foi possivel melhorar os resultados
obtidos em comparacao com o modelo sem considerar as perdas térmicas. No
Experimento A: reportamos ganhos térmicos, no entanto a solucao nao melhorou
e no Experimento B e Experimento C reportamos perdas térmicas. Em ambos
experimentos obtivemos uma melhora significativa qualitativa e quantitativa da

solucao.

4. Nos trés experimentos apresentados, foi possivel entender e explicar melhor o expe-
rimento. No Experimento A, vemos que os ganhos térmicos sao maiores que as
perdas térmicas, isto devido as trocas de calor dos equipamentos. No Experimento
B, vemos o transporte do perfil da temperatura, qualitativamente achamos a solucao.
No Experimento C, no perfil da temperatura, existem oscilagoes as quais se aproxi-
mam do equilibrio, isso também acontece com a solugdo semi-analitica usando perdas
térmicas, isto nos permite entender e explicar melhor o experimento. No experimento
[12], o erro esperado é de no minimo 20%, ou seja a soluc¢ao semi-analitica encontrada

no estudo representa bem a solugao.

5. A andlise e resultados obtidos deste estudo serao apresentados no artigo [22].



53

7 TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo apresentamos um resultado da aplicagao do Principio de Duhamel
generalizado. A idéia é entender e generalizar os resultados apresentados em [13], para
representar solugoes de algumas equagoes do tipo semi-linear hiperbdlico e usé-las e/ou

adapta-las, pensando num futuro trabalho, para representar solugoes da equacao (2.8).

Uma equagao diferencial parcial semi-linear sao aquelas EDP cujos coeficientes dos
termos envolvendo a maior ordem de derivacao de u dependem somente de x, nao de u

nem de suas derivadas.

Exemplo 7.1. Como exemplo de uma EDP semi-linear, temos u; + zu, = 0 ou u; + Uz, +
u? = 0. Ora, u; + uu, = 0 j4 ndo seria uma EDP semi-linear, pois temos o termo « no

coeficiente de u,,.

Vamos considerar o seguinte problema para (t,z) € [0,T] x R"

0?u — P(0,)*u = f(t,x,0u — P(0,)u)
u(0,z) = p(x) (7.1)
Oru(0, ) = ¥(x)

Onde o operador diferencial P esta definido da seguinte forma:
P(0,) = +0,. (7.2)
Exemplo 7.2. Para o caso n = 1, obtemos em (7.1) com P(39,) = +0, a equagao da onda
Otu =+ 02u = f(t,x, 0 £ Oyu).
Para o caso n = 2, obtemos em (7.1) com P(0,) = +iA, a equagao semi-linear da placa.
Quando f = 0, podemos supor que v é solu¢ao de problema de Cauchy (t,z) €
[0,T] x R™:

02v — P(0,)*v =0
o(0,2) = p(z) (7.3
Opv(0, z) = 1p(x)

Agora para certo tipo de equagoes nao lineares a existéncia ja é conhecida. Podemos supor

que « ¢ solucao de:

{ Or + P(9y)a = f(t, z, ) (7.4)

a(0,z) = P(z) — P(0:2)p(x)
No caso n = 1, mediante uma mudanga de varidvel pode ser reduzida numa EDO de

evolugdo. Ja para o caso n = 2, chegamos numa equagao tipo Schrodinger onde ja existem

resultados sobre a sua existéncia.
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A idea é resolver (7.1) usando (7.3) e (7.4). O resultado é enunciado no seguinte
teorema.

Teorema 7.1. Suponha que v é solucao de (7.3) e a solugao de (7.4), entao a solugao u
de (7.1) esta dada por:

u(t,x) = t:v+/ — 5,5 5)ds. (7.5)
onde w(t, z;s) é solugao de:

02w — P(0,)°w =0
w(0,z;5) =0 (7.6)
wi(0,2;8) = f(s,x,a(s,x))

Demonstracgao: Verificando a condicao inicial:

u(0,2) = v(0,x) = p(z). (7.7)

Ora, utilizando a regra de Liebniz,

Ouu(t,z) = Ow(t,z) +w(t —t,x;s) + /Ot Ow(t — s, x; s)ds. (7.8)
Oyu(0, ) = P(z). (7.9)
OPu(t,x) = 0Pv(t,x) + f(t,z, at,x)) + /Ot OPw(t — s, 1;8)ds.. (7.10)

Agora com a derivada parcial em relagao a x:
P(@,)ult,2) = PO.Jolt, ) + " PO, w(t — 5, 2 5)ds. (7.11)
e a segunda derivada em relagao a x:
PO, ult, ) = PO.o(t,2) + [ " P(0,)2w(t — 5,2 8)ds. (7.12)
Fazendo (7.8)-(7.12), teremos:
Otu— P(0,)°u = 07v— P(0,)%v+ f(t,z,a(t,r)) + /Ot ow(t — s,3;8) — P(0,)*w(t — s,7; 8)ds,

O*u — P(0,)°u = w(0,x;s),
O*u— P(0,)°u = f(t,z,a(t,)).

Definimos @ como sendo a solu¢ao do problema:

02 — P(0,)*w =0
w(0,2;5) =0 (7.13)
0yw(0, z;5) = als, x)



95

Agora derivando (7.13) em s, teremos:

020,00 — P(0,)?0sw = 0
0sw(0,z;8) =0 (7.14)
0,0, (0, z; s) = Osx(s, x)

Agora com a derivada em relagdo a x,

O2P(0,)w — P(0,)*P(0,)w =0
P(0,)w(0,z;s) = (7.15)
Oy P(0,)w(0, z;8) = P(0y)a(s, x)

Combinando d,w e 0,W, note que:

w(0,z;8) = [f(s,2,a(s, 7)) = (Gsa + Oz) (s, ), (7.16)
w(t,x;s) = (0s+ P(0,))w. (7.17)

Agora, juntando as expressoes acima:

t
= 0w — P(0,)v+ / Orw(t — s,x;8) — P(O,)w(t — s, x; 5)ds,
0

t
= 0w — P(0y) v+/ (0p — P(0p))w(t — s, x;8)ds,

— Gu-P v+/ 0, + P(3,))i(t — 5,7 5)ds,
— gu-P v+/ (8 — P(8,))(0, + 8, + P(,))(t — 5,23 5)ds,
— Gu—P 'U+/ (92 - 4 (9,0, — P(0,)d,))d(t — s, a3 8)ds,
— Qu-P u+/ D)t — s, a3 8)ds
+/ (0,0, 0,)i(t — 5,7 5)ds,

= — P(0;)v + (@e P(0,))w(0, z;t) — (9, — P(0:))w(t, ;0),
= Gt{v(t, x) —w(t,z;0)}v — P(O,){v(t,x) — w(t,x;0)} + a(t, x).

Desta ultima expressao, podemos ver que;
Ou— POy )u = 00(t,x) — P(0,)0(t, x) + aft, ). (7.18)

Onde © é solugao de;

0(0,2) = p(x (7.19)
0,0(0,z) = ¢¥(x) — a(0,x) = P(0,)p(x)
Para terminar com a demonstragao basta provar que 9,0 = P(9,.)v, o resultado é enunciado

no seguinte lema. [ |
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Lema 7.2. Suponha que ¢ é solugao de (7.19), entdo v satisfaz V(¢,z) € [0,7] x R™

00(t, z) = P(0,)0(t, x). (7.20)

Demonstracao: Definimos,
E(t) = / 10:3(t, ) — P(8,)d(t, )| da. (7.21)
Rn

Derivando a fungdo E em relacido a t e usando a propriedade |z|?> = 2z dos ntimeros

complexos e a relacio (7.19), obtemos;
E'(t) = 2Re /]R {@Pu(t,x) — P(9,)0,0(t, x)} B — P(0,)0 do.

= 2Re Rn{P(&;)QT)(t,x) — P(0,)0,0(t, )} 0,0 — P(0,)0 dw.

— 2Re /]R P(@.) {P(8,)0(t,x) — 0,3(t, x)} B — P(0,)0 .

— _2Re /R P(@,) {00(t,x) — P(0.)3(t, x)} 8 — P(0,)0 da.

— _Re / P(@,) {9(t,2) — P(,)i(t. 2)} 8o — P(0,)b da

+Re / (8:0(t, ) — P(D,)5(t, )} P(0y) 0 — P(8,)7 da
R”
= 0.
Sendo que F é continua e E'(t) = 0, a fun¢ao E(t) é constante, assim usando (7.19),
concluimos que E(0) = E(t) = 0. u

Logo, o resultado do teorema acima diz dyu(t,x) — P(0,)u(t,z) = a(t,z), e por

conseguinte temos

Otu(t,x) — P(0,)*u(t,x) = f(t,z, Owul(t, x) — P(0,)u(t, z)).

O trabalho da generalizagao para o caso da Equacao (2.2) estd sendo estudado,

mais ainda nao temos resultados para serem mostrados.
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APENDICE A - Adimensionalizacio

Faremos o processo de adimensionalizacao das equacoes.

¢ - T-T L t*
=2 =2 6= 0 o0k,

t* x* AT* ’ u ’ Ctot

Obtendo como resultado a seguinte expressao sem considerar as til, para nao sobre-carregar

a notacao:

O+ 16, =0, + O +W(x,s,)
O(z,0) =0 (A.1)
0(0,t) =0

Usaremos a regra da cadeia para simplificar a notagao.

_oro_oro
YT ot of ot ot

Produzindo:

* Clig u AT* m * _wa*
LOtffT O+ "0, = ’f@f)f Opa + Cior AT* + KM 500" 75)

O(z,0)=0 (A.2)
0(0,t) =0

onde Ciot, Clig, ki, estao definidos em (2.4), (2.5), (2.6) respectivamente.
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ANEXO A - O EXPERIMENTO

A.1 PRINCIPIOS E CONFIGURACAO

A configuragao do experimento descrita em [10], usada no estudo esta representado
esquematicamente na Fig. 12. E constituida por uma secio teste em linha com uma
bomba de deslocamento que tem um pistao de alta precisdo (ISCOTM), um acumulador
de cilindro e um coletor de fracoes. A secao teste foi especialmente desenvolvido para este
estudo e inclui o gerador de um forno de microondas (MW), um guia de ondas e, dentro

da guia de ondas, o porta-nicleo do PEEK (poliéter).

O guia de onda é composto por uma se¢ao conica com diametros 8,0 e 7,0, 20,0
cm de comprimento e um cilindro oco, ver [10] para mais detalhes. Foi cuidadosamente
concebido para conduzir a radiacao proveniente do gerador de MW para o cilindro que
contém o nicleo, evitando fugas de microondas para o ambiente do laboratério. O guia
de ondas foi colocado em uma caixa de Faraday feito de um aluminio aterrado (Holland

Blindagem Systems) para protegdo contra radiacoes adicional, ver Fig. 13.

A agua foi injetada diretamente no nucleo utilizando a bomba ISCOTM. Para a
injecdo do 6leo, a agua foi desviada para o cilindro acumulador e usado para forcar o 6leo

para dentro do ntucleo.

{5
5

WMo

o g

Figura 12 — Representacao esquematica da configuragao.

Fonte: Hollmann, T .H. et al.; [?], 2014.

As temperaturas de entrada e saida foram monitorados utilizando Ni-Cr/Ni-Al
termo-pares com uma precisao de 0,2° C e tempo de resposta de 2,3 segundos. Estes
dois termo-pares foram colocados aos 5 cm da entrada e da saida do ntcleo. A leitura
dos termo-pares foi feito usando um sistema de aquisicao de temperatura, uma caixa de

temperatura Tempress.

A temperatura ao longo do nicleo foi monitorado usando 5 m long OpsensQR

sensores 6pticos (OTP-A) revestido com PFA (perfluoroalcoxy, Teflon) e PTFE (politetra-
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Figura 13 — A fotografia mostra a configuracdo do experimento dentro da caixa de aluminio.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

fluoretileno, Teflon) pelicula protetora. Eles foram colocados aos 2, 5, 9 e 14 cm a partir
do lado da inje¢do da adgua ao nucleo. Os sensores tém uma gama operacional de —40° C
a 250° C e precisao de +1° C. A leitura dos sensores 6pticos foi feita usando um Multisens

4-canal tipo condicionador de sinal MUS-P4 fornecido por OpsensQR.

A queda de pressao sobre o niicleo foi medida utilizando um transdutor Endress +
Hauser DeltaBar com um alcance de 0 — 10 bar e um erro nominal 0,075% sobre o alcance
total (7,5 mbar). Um PC e um sistema de aquisi¢ao de dados foram usadas para registrar
a queda de pressao sobre o nucleo e as temperaturas. O PC foi também utilizado para

controlar o ligado/desligado do gerador de MW.

A2 MATERIAIS

O ntcleo foi inundado com agua regular. Os principais minerais dissolvidos sao
o calcio (49 mg/L) e cloreto (51 mg/L) ( Lenntech Tratamento de Agua Solutions QR).
Nao se espera que os minerais na agua influenciem os resultados experimentais, a agua
regular foi, portanto, escolhida pela sua disponibilidade e baixo custo. O éleo usado nos
experimentos foi o 6leo de engrenagen Omala 150 da Shell. Este 6leo foi escolhido pela
resposta da sua viscosidade as mudangas de temperatura no intervalo (20 — 80° C), ver

[10] para mais detalhes.

A3 MEIO POROSO

O ntcleo e o porta-nicleo de arenito Bentheimer com um didmetro de 3,8 40,1 cm
e comprimento de 17,0 & 0,1 cm, porosidade ¢ = 21 £ 1 (volume poroso 40,5 4 0,1 cm?)
e permeabilidade de cerca de k = 2D, foram utilizados para conduzir os experimentos.

Eles foram extraidos a partir de um grande bloco de cerca de 40 cm de lado. Eles foram
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cortados com o comprimento desejado, com uma serra de diamante arrefecia com agua.
Posteriormente os ntcleos foram secados com uma estufa a 60° C. Logo, o niicleo arenito foi
revestido com uma mistura de epoxi (Huntsman CW2215) e um endurecedor (Huntsman
REN HY5160) para evitar o fluxo ao longo dos seus lados. As imagens mediante tomografia
computadorizada (TC) mostraram que a cola penetra 1 — 2 mm na amostra, consulte [20].
Isto reduz a area da secao transversal disponivel para o escoamento e deve ser tida em
conta quando se utiliza a equacao de Darcy para calcular a permeabilidade absoluta. Em
seguida, os nucleos foram arredondados em um torno transformando a precisao 4,8 +0, 1
cm de didmetro externo. Os sensores de temperatura 6pticos penetraram 1,7 4+ 0,1 cm
para o nucleo em 2,0, 5,0, 9,0 e 14.0 £ 0,1 cm a partir da entrada central para monitorar
a distribuicdo das temperaturas. Os sensores Opticos sao guiados através dos conectores,
onde a pressao € confinada pelos o-anéis em torno dos sensores, ver Fig. 14. Os conectores
sdo aparafusados no suporte do nucleo, comprimindo os o-anéis na ponta do conector para
evitar fugas ao longo dos sensores. A pressao de ruptura exata do projeto é desconhecida,
mas ¢ estimado em 40 bar, suficiente para que a pressao maxima de 6,0 bar durante
os experimentos conduzidos neste estudo. Conectores Swagelok de aco inoxidavel foram
construidos nas tampas para permitir o fluxo dentro e para fora do suporte do nicleo. O

espago anular entre o suporte do niicleo e do niicleo foi selado com o-anéis.

Figura 14 — A figura mostra o conector através do qual o sensor 6ptico entra no cilindro da
rocha.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

A4 AQUECIMENTO MEDIANTE MW

O gerador MW foi reciclado a partir de um forno de microondas doméstico. Tinha
dentro um interruptor eletromecanico, que controlava a fonte de alimentacao ao transfor-
mador. As configuragoes de poténcia padrao do gerador de microondas nao tém demasiada
resolucao para controlar as temperaturas no interior do nucleo suficientemente. Em par-
ticular, a configuracao padrao do gerador de MW conduz numa temperatura pulsante.
Por conseguinte, a fim de melhorar o controle da temperatura, um segundo interruptor de

retransmissao foi instalado entre o transformador e o gerador de MW. Isto permitiu-nos
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controlar com mais precisao a poténcia de saida do forno de microondas e ter um perfil de
aquecimento uniforme. Rodando o forno de microondas na poténcia maxima ( 900 W ),
assegurando uma corrente elétrica constante do transformador, e controlar o interruptor
entre o transformador e o gerador de MW que se poderia controlar melhor os ciclos de

poténcia. A Tabela 4 mostra a saida de radiacao para as varias configuracoes de poténcia.

100 W 300 W 450 W

Radiating time 1 7 18
Non-radiating time 30 24 10

Tabela 4 — Power cycles Samsung 900W Microwave

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

Apés testes iniciais, verificou-se que o gerador MW era instéavel e teve um tempo de
arranque variavel e dependente da temperatura. O ciclo de 15 s provou ser o melhor ajuste
entre a estabilidade de aquecimento e um perfil de aquecimento suave (menos pulsagoes).
Do eletromagnetismo basico sabe-se que a radiacao pode se propagar através de orificios
maiores que 1/4 do comprimento de onda, consulte [14]. Como ja foi mencionado, a
antena de microondas utilizado no experimento opera a uma freqiiéncia de 2,45 GHz
correspondente ao comprimento de onda de cerca de 12,2 cm. As ondas devem, portanto,
ter sido capazes de sair de um intervalo maior do que 3,05 cm de didmetro, um nimero que
a saida conica do guia de ondas (didmetro minimo de 7,0 cm) excede. Para assegurar que
a caixa de aluminio satisfaz os requisitos de uma caixa de Faraday foram identificadas as
possiveis fontes de vazamento da radiacao EM e medidas as exigéncias para evita-los. Um
detector de fuga de microondas foi usado para medir a radiacao que escapou ao longo da
tampa e outros pontos de fugas potenciais da caixa de Faraday. O vazamento de radiacao
EM do guia de onda e do suporte cilindrico (que constituem efetivamente uma caixa de
Faraday em si mesmo) foi de cerca de 0,030 W/m?. Este valor é muito inferior ao limite

da seguranga humana de 1 W/m? .

A.5 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

O procedimento experimental consiste nos seguintes passos. (1 ) O ntcleo foi
saturada com agua, sob condigoes de quasi vacuo (0,1 bar) para garantir a saturacao
maxima. ( 2 ) O nucleo é pesado para quantificar o volume de poroso. ( 3 ) O 6dleo
é colocado no suporte com o ntcleo e inundado com 6leo. Quando a queda de pressao
méxima é atingida, assume-se que a saturacao de dgua inato é atingido. (4 ) O nicleo é
entao pesado novamente, e utilizando a diferenca de densidades entre a fase de 6leo e fase
da dgua a saturagao do dleo é determinada. ( 5 ) O ntcleo é inundada com a dgua a uma

taxa de 1,0 ml/min no mesmo momento em que é monitorado a temperatura e a pressao.
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No caso de experimentos nao- isotérmicos o gerador MW é utilizado para fornecer calor
durante esta fase. ( 6 ) Apds o experimento, a dgua é evaporada a partir dos tubos de

ensaio por meio de uma estufa, e as taxas de dleo sdo medidos.

A.6 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Oito experimentos foram realizados. Nos trés primeiros experimentos, feitos sem
fluxo, nos usamos a poténcia de P = 300, ver Tab 4. Medimos a absorcao de calor para
o nucleo saturado com agua s, = 1 (Experimento 1), nicleo com saturagdo maxima de
6leo s, = 1 — 5o (Experimento 2) e nicleo vazio na saturagao de dgua conata S, = Sy
(Experimento 3). O Experimento 4 mede o transporte de calor por dgua fria através do
nucleo, que foi pré-aquecido com P = 300 W. Experimentos 5A e 5B medem o deslocamento
de 6leo pela injecao de agua na auséncia de aquecimento EM. Finalmente, nos experimentos
6 e 7 se observaram melhorias na injecao de agua por radiacdo EM em P = 114 W e

P =150 W respectivamente.

No presente trabalho estamos interessados principalmente em perfis de temperatura
usados para validar a solugdo semi-analitica apresentada na Secao 2.2. Para mais detalhes

sobre as medidas relativas as taxas de producao e queda de pressao, ver [10].

A.6.1 Aquecimento sem fluxo (Experiéncias 1-3)

Nesses experimentos o aumento do perfil da temperatura como resultado da absor¢ao
MW ¢é representada no lado esquerdo na Fig. 15. Uma vez que a duracao da experimento
foi de pequena e nao houve fluxo, a dependéncia de temperatura 7" no tempo t pode ser

estimada pela
P

T(t) =ty + ngmt, (A.1)
onde ty é a temperatura inicial e ¢ é a porosidade. A partir desta expressao da poténcia
absorvida localmente P pode ser obtido como mostrado a direita na Figura 15. Note-se
que o nucleo saturado com agua tem maior absorcao do que o mesmo com um quantidade
inferior de dgua. Graficando os perfis da poténcia absorvida numa escala semi-log obtemos
uma dependéncia estritamente linear. Isso indica que a poténcia absorvida é uma funcao
de decaimento exponencial da distancia da entrada principal, motivando o modelo descrito

no Capitulo 2.

A.6.2 Fluxo sem aquecimento (Experimento 4)

Um experimento com o niicleo inundacao foi feito para isolar o efeito da convecgao
no transporte de calor ao longo da dire¢do do fluxo. Em primeiro lugar, o nicleo foi
submetido a radiacao EM, que aumentou a sua temperatura. Em seguida, a poténcia de

saida foi ajustada a zero para isolar o processo de transporte de calor. A agua foi injetada
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Figura 15 — A esquerda A esquerda a tendéncia exponencial dos perfis da temperatura obtidos
depois de 100 segundos de aquecimento a 300 W. Na direita é graficado a absorcao

de energia. Trés saturagoes do 6leo correspondem ao experimento 1 (S, = 1), 2
(Sw=1=84) and 3 (Sy = Swe)-

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

a uma taxa de fluxo elevada ( 20 ml/min ) para garantir que a convecgao seja dominante
sobre a difusao. Figura 16 mostra os perfis de temperatura obtidos depois de desligar
o forno de microondas ( inicial) em 0.5 intervalos PV. Os dados mostram uma onda de
calor em movimento na direcao do fluxo, o qual atinge a saida depois de aproximadamente
1,5 —2,0 PV. Durante a injecao de agua a temperatura na saida do ntcleo aumenta de
25° C a 45° C. Se as perdas de calor sao ignorados, 74% do calor gerado inicialmente foi

transportado para fora do nicleo apos 2,5 PV.

Tempersture ("C)
4 X & & X 5 B 3 ¥
n
[
I
e

' =
Distance into core

Figura 16 — Os perfis de temperatura no experimento 4 em diferentes etapas da injecao da agua.
O pico da temperatura se move na direcgdo do fluxo procurando a saida em 2.0 PV.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

A.6.3 Injecdo da dgua sem aquecimento ( Experimentos 5A e 5B)

Dois experimentos de injecao de agua foram realizados na auséncia de aquecimento
(microondas desligado). Os experimentos foram realizados duas vezes em exatamente as

mesmas condigdes para verificar a sua reprodutibilidade. Figura 17 mostra as taxas de
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producao da agua e do 6leo obtidos nos dois niicleo cheios, correspondente ao alagamento
da agua, sem experimentos de aquecimento 5A e 5B. Estas taxas de producao foram
utilizados para calcular os fatores de recuperacao. Nao foi possivel determinar com precisao
a descoberta de agua a partir dos dados de producgao, porque a grande dimensao das
fragoes de residuo recolhido. No entanto, pode obter-los a partir de quedas de pressao,
tal como explicado abaixo. Os fatores de recuperacao apds 6 PV sao, respectivamente,
0,384 0,01 e 0,41 + 0,01. Estes valores sao semelhantes aos encontrados na literatura

com o mesmo material do nicleo, mas com 6leos menos viscosos, por exemplo ver [20].
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Figura 17 — As taxas do Oleo e da dgua para os experimentos 5A, 5B, 6 e 7 juntos com o corte
da agua.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

A Figura 18 mostra a queda de pressao obtida durante os experimentos HA e
5B. O valor maximo da diferencia pressao ¢ ligeiramente inferior no experimento 5B.
A razao para isto, pode ser a temperatura média ligeiramente superior no experimento
duplicado (20,4° C + 1,0 vs 21,0° C £ 1,0). Devido a esta diferenga ne temperatura as
viscosidades nos experimentos 5A e 5B podem variar de 533 cP a 405 cP, respectivamente,
o que significa que a mobilidade do 6leo de experimento 5B pode ser 25% superior (nao
tendo a alteragdo da permeabilidade relativa em conta). A partir da equagao Darcy,
podemos estimar que a queda de pressao méaxima seria 25% inferior. Por conseguinte, pode
concluir-se que a diferenca na queda de pressao cai bem dentro desta faixa, e, portanto,
nao é possivel determinar se a menor queda de pressao maxima foi causado por uma ligeira
variacdo da temperatura. Os dois experimentos estdao em bom acordo, o que mostra que
os experimentos sao reprodutiveis e o recém-desenvolvido set-up é adequado para estudar

aquecimento EM na recuperacao avancada em meios porosos mediante injecao da agua.

A.6.4 Injegdo da dgua e 114 W de aquecimento (Experimento 6)

Durante este experimento o microondas estava ligado na poténcia maxima, com
15 ciclos por segundo, ver Tabela 4. O interruptor foi criado para permitir a passagem

de corrente durante 28% do pulso, ou 4, 2 segundos. Levando isto em conta o tempo de
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Figura 18 — Os perfis de queda de pressao dos experimentos 5A, 5B, 6 e 7.

Fonte: Hollmann, T .H. et al.; [?], 2014.

pré-aquecimento de 2, 3 segundos, o forno de microondas emiti radia¢ao nos restantes 1,9
segundos. Isto corresponde a 114 W de poténcia de saida média sobre 15 segundos por

ciclo.

Do andlise do aumento da temperatura inicial (as perdas de calor sdo no minimo
devido as baixas diferenciais de temperatura) deduz-se que, em média ao longo do com-
primento total do ntcleo 12 Watt ¢ convertido em calor pela dgua em saturagao da agua
conata. Na saturagao do oOleo residual esta é aumentada em cerca de 27 Watts. Como
explicado anteriormente, existem grandes incertezas associadas a este ntimero devido a (1)
a variacao do tempo de pré-aquecimento necessario, (2) a instabilidade do gerador MW e
(3) os ajustes feitos para o fornecimento de energia durante os experimentos para evitar o

sobre- e baixo-aquecimento.

A Figura 19 mostra as temperaturas no nicleo durante o experimento 6. A
temperatura média no nicleo durante o experimento foi 33,8° C. As grandes varia¢oes nos
perfis da temperatura sao resultado da modulagdo na baixo de poténcia do microondas. A
partir de 0 a 1 PV as temperaturas aumentam rapidamente, e depois de aproximadamente

0,8 PV houveram vazamentos, portanto, a poténcia de saida do microondas foi reduzido.

A Figura 20 mostra a distribuicao de temperaturas no nicleo. Os perfis mostram que
as temperaturas mais elevadas foram atingidas apos 1 PV injetado, e que as temperaturas
subiram mais rapido perto do sensor mais proximo da antena do microondas. Nas fases
posteriores a temperatura na entrada é menor do que mais para dentro do nicleo devido a
chegada da agua fria injetada. Em geral, os perfis mostram uma tendéncia de esfriamento,
um resultado de abaixamento da poténcia de saida MW para evitar vazamentos. As
temperaturas ligeiramente mais elevadas registradas no terceiro sensor (9 cm) cai dentro

do erro de medigao dos sensores épticos (1° C) e deve, portanto, ser ignorado.

Como pode ser visto na Fig. 17, de 0 a 1,5 PV as taxas do 6leo sdo mais baixos
do que para a inje¢ao da dgua sem aquecimento (5A e 5B). No entanto, de 1,5 a 6 PV

as taxas do o6leo sao ligeiramente mais elevadas, o que indica um fator de aumento de
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Figura 19 — As temperaturas da rocha durante o experimento 6. A poténcia do aquecimento

foi alta na primeira parte do experimento, mas teve que ser reduzida para evitar
vazamentos.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

recuperagao (a duragdo dos experimentos é quase o mesmo). Isto é confirmado pelos
fatores de recuperacgao representados na Figura 13, juntamente com as dos outros ensaios.
O fator de recuperacao para o experimento 6 apés 6 PV foi 0,44 40, 02. Isto representa um
aumento de 11%, em média, comparado com os casos de injecao da dgua sem aquecimento
(5A e 5B). A questao que surge agora é saber se o incremento da recuperagao também ira
aumentar se aumentarmos a poténcia da radiagao EM. Para responder a esta pergunta

um experimento foi realizado numa poténcia mais elevada do MW.
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Figura 20 — Distribui¢es da temperatura na rocha a intervalos de 1 PV injetado . Os gréficos
mostram um declinio constante como resultado da poténcia de aquecimento inferior.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

A queda de pressao obtida durante a injecao da agua e 114 W aquecimento é
mostrado na Fig. 18.. A queda de pressao maxima é ligeiramente mais baixa (menos
do que 20%) do que nos experimentos sem aquecimento. Além disso, existem algumas
variacoes em torno da principal tendéncia do perfil da queda de pressao. Estas variagoes
sao conseqiiéncia de problemas de vazamento, explicado acima. O problema de vazamento

foi resolvido durante o experimento, e o total de perdas de fluido foram menos de 1,0
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mL. Portanto, o experimento ainda era considerado véalido. Quando comparado com os
casos isotérmicos, avango agua é em média demorado por 19%, consulte [10] para mais
detalhes. Um aumento de temperatura iria diminuir a razao de mobilidade do 6leo/dgua,
levando a uma maior saturacao de frente de choque e um atraso na descoberta da ruptura
da agua. No entanto, no momento da ruptura, as temperaturas ainda nao aumentaram
significativamente e o atraso da ruptura pode ser causada por heterogeneidades no nticleo

arenito (meio poroso).

A.6.5 Injecdo da dgua e 114 W de aquecimento (Experimento 7)

Durante o experimento, o interruptor foi criado para permitir a passagem da
corrente durante 34% de os 15 segundos por ciclo, ou 4,8 segundos. Tendo em conta o
tempo de arranque, espera-se que o forno de microondas produz 150 W de poténcia de
salda para a duracdo do experimento. A partir do aumento da temperatura inicial deduz-se
que, em média ao longo do comprimento total do ntcleo 15 W é convertido em calor pela
agua na saturacao da agua conata. Na saturagao do oOleo residual, esta é aumentada em
torno de 35 W.
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Figura 21 — As temperaturas na rocha durante o experimento 7. Do lado esquerdo em cada sensor.
Do lado Direito a distribuigdo das temperaturas a intervalos de 1 PV injetado.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

Na parte esquerda da Figura 21. Mostra que a temperatura aumenta no geral numa
tendéncia crescente, com razoaveis altas flutuacoes. As oscilagoes sdo devido a ajustes na
poténcia do aquecimento. Na parte direita da Fig. 21. Mostra que a temperatura diminui
ligeiramente a partir da entrada para a saida do niicleo como resultado de absorcao de
energia mais elevada na entrada. A taxa de producdo do 6leo nesta experiéncia é um
pouco menor do que a de 114 W aquecimento (Exp. 6) até aproximadamente 1 PV. Apds
1 PV a taxa de producgao do éleo é um pouco maior, como conseqiiéncia das elevadas
temperaturas atingidas nas fases posteriores do experimento. O fator de recuperacgao apods
6 PV de injecio da dgua foi de 0,544 0,02 e é mostrado na Figura 22. E 37% mais elevada
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do que no caso da injegao da dgua sem aquecimento ( 5A e 5B ). Isto confirma que o factor

de recuperagao do 6leo pode ser aumentada, acrescentando a poténcia da radiacao EM.
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Figura 22 — Producao do éleo para os experimentos 5A, 5B, 6 e 7.

Fonte: Hollmann, T.H. et al.; [?], 2014.

A queda de pressao ao longo deste experimento foi representada na Fig. 18. Em
comparagao com o casos isotérmicos HA e 5B, a ruptura da dgua nao estd significativamente
demorado. A queda de pressao na ruptura é de 12% mais baixa do que os experimentos
isotérmicos. Ela cai dentro da faixa do erro e, portanto, é insignificante, consulte [10] para

mais detalhes.
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