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RESUMO

O estudo das curvas algébricas sobre corpos finitos, o qual estd intrinsecamente
relacionado a teoria dos corpos de fungoes sobre corpos finitos, é de grande interesse
na algebra abstrata, com destaque para aplicacoes na teoria dos nimeros e na
teoria dos codigos. Com essa motivacao, estamos aqui interessados em estudar
a existéncia de corpos de funcoes F'/F, com um ntmero prescrito de lugares de
determinados graus, estando baseados em algumas sec¢oes do artigo de ANBAR e
STICHTENOTH (2013). Para isso, faremos também uma abordagem acerca da
teoria geral dos corpos de fungoes, apresentando os principais elementos que nos

auxiliarao na compreensao dos resultados anteriormente mencionados.

Palavras-chave: Corpos Finitos. Corpos de Fungoes. Corpos de Fungoes sobre

Corpos Finitos.



ABSTRACT

The study of algebraic curves over finite fields, which is intrinsically related to the
theory of function fields over finite fields, is of great interest in abstract algebra,
especially for applications in number theory and coding theory. With this moti-
vation, we are here interested in studying the existence of function fields with a
prescribed number of places of certain degrees, based on some sections of the paper
of ANBAR and STICHTENOTH (2013). For this, we will also make a study of
the general theory of function fields, showing the main elements that will assist us

in understanding the results mentioned above.

Key-words: Finite Fields. Function Fields. Function Fields over Finite Fields.
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1 INTRODUCAO

O estudo das curvas algébricas sobre corpos finitos é de grande importancia
na algebra abstrata, com destaque para aplicacoes na teoria dos nimeros e na
teoria dos codigos. Tal assunto pode também ser abordado do ponto de vista dos
corpos de fungoes sobre corpos finitos, linguagem esta que serd empregada ao longo
deste trabalho. Nesse sentido, surgem algumas questoes no estudo da teoria das
curvas algébricas sobre corpos finitos, traduzidas aqui na linguagem de corpos de

funcgoes.

Por exemplo, podemos construir codigos corretores de erros, como o cédigo
de Goppa classico, considerando n lugares racionais distintos Py, ..., P, de um
corpo de fungbes F/F; e um divisor G de F' com suporte disjunto de {P;, ..., P,}.
Nesse caso, o codigo de Goppa Cr(D,G) C Fy é definido por

Ce(D,G) :=={(f(P),.... f(B)); | € L(G)},

onde D =P, +...4+ P, e L(G) é o espaco de Riemann-Roch associado a G. Os
parametros [n, k, d] (comprimento, dimensao e distdncia minima) de um c6digo de
Goppa dependem do nimero N = N(F') de lugares racionais considerados e do
género g = ¢g(F) do corpo de fun¢des F//IF,, dentre outras constantes. E interessante

ainda que ¢ seja pequeno em relagao a N.

Dessa forma, a seguinte questao torna-se interessante: em que condi¢oes
¢ possivel garantir a existéncia de um corpo de fungoes sobre [F;, com género g e
exatamente N lugares racionais? Em outras palavras, deseja-se estudar o seguinte

conjunto

M,(g) = {N € N; existe um corpo de fungoes F/F, tal que g(F) =g e N(F) = N}.

Um primeiro resultado nesse sentido pode ser encontrado no Teorema 1.1
em ELKIES et al. (2004):

Teorema 1.1.1. Existe uma constante ¢ > 0 tal que, para toda poténcia q de um

numero primo e para qualquer inteiro g = 0,

Ny(g) == maz M,(g) = clog (q) - g.



12

Em outras palavras, para todo g = 0 existe um corpo de fungoes F' sobre Fy, com

g(F) =g e N(F) = .9, onde v, = clog (q) > 0.

Modificando um pouco o foco de interesse, podemos ainda estudar o conjunto

M, = {(N, g); existe um corpo de fungoes F'/F, tal que g(F) =g e N(F)= N}.

Nesse sentido, temos o teorema a seguir (ANBAR e STICHTENOTH, 2013):

Teorema 1.1.2. Para toda poténcia q de um niumero primo, existem constantes
aq, by > 0 tais que
{(N, 9); g=aq.N+b} € M,.

Notemos que, escrevendo o, = aq_l e By = a;l by, o Teorema 1.1.2 nos da
que para todo inteiro g > 0 e todo inteiro N tal que 0 < N < a9 — [, existe um

corpo de fungoes F'/F, com género g e N lugares racionais.

Ainda, o teorema anterior aprimora o seguinte resultado (STICHTENOTH,
2011):

Teorema 1.1.3. Dados um corpo finito F, e um inteiro N > 0, existe um inteiro
go tal que para todo g = go existe um corpo de fungoes sobre F, com género g e

exatamente N lugares racionais.

Voltando aos cédigos corretores de erros, notemos que a construcgao classica
utiliza como lugares base apenas lugares racionais do corpo de funcoes F'/F,. Porém,
ha também construcgoes que utilizam lugares de graus maiores e que contornam o
problema de encontrar um ntiimero grande de lugares racionais em relacao ao género
do corpo de fungoes. Em NIEDERREITER et. al. (1999), os autores apresentam
uma construgdo que generaliza a classica, cujos objetos utilizados sao um corpo de
fungoes F/F, de género g, Py,..., Ps lugares de F/F, tais que deg(P;) = k; € N,
para ¢ = 1,..., s, B um divisor nao-especial e A > 0 um divisor com suporte
disjunto de {Py, ..., P;}. O cbdigo é entao definido como a imagem do espago de
Riemann-Roch L(B + P, + -+ + P; — A) por certa aplicagdo que nao definiremos

aqui mas que possui imagem contida em Fy, onde n = kq +--- + ks.
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Torna-se importante, dessa forma, garantir a existéncia de um corpo de
fungoes de género g e com numero de lugares de graus superiores fixados. Nesse

sentido, e como uma generalizacao do Teorema 1.1.3, temos o proximo resultado
(ANBAR e STICHTENOTH, 2013):

Teorema 1.1.4. Sejam F, um corpo finito e by,..., by, inteiros nao negativos.
Entao existe um inteiro go = 0 com a sequinte propriedade: para todo g > gy existe
um corpo de fungoes F/F, com género g tal que F'/F, possui exatamente b, lugares

de grau r, parar=1,..., m.

Com esse teorema como objetivo, apresentaremos a seguir a divisao de
capitulos que nos conduzira a ele.

No Capitulo 2, coletamos alguns resultados classicos da algebra abstrata
que nos auxiliarao na compreensao dos demais capitulos.

No Capitulo 3, iniciamos o estudo sobre a teoria geral dos corpos de fungoes,
abordando desde as primeiras defini¢oes até resultados importantes como o Teorema
de Riemann-Roch.

No Capitulo 4, estudamos um pouco sobre extensoes de corpos de fungoes,
apresentando, dentre outros, o Teorema de Kummer e a Férmula do Género de
Hurwitz. Além disso, fazemos uma introducao as extensoes de Artin-Schreier.

Por ltimo, no Capitulo 5, fazemos um estudo dos Teoremas 1.1.2 e 1.1.4

anteriormente apresentados, com base nas secoes 1, 2, 3, 5 e 6 do artigo de ANBAR

e STICHTENOTH (2013).
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2 FUNDAMENTOS ALGEBRICOS

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas defini¢coes e resultados
classicos que serao necessarios para o desenvolvimento dos demais assuntos a serem

apresentados neste trabalho.
2.1 EXTENSOES DE CORPOS

Definicao 2.1.1. Sejam F e K corpos. Dizemos que F' é uma extensao de K,
e escrevemos F/K, se K for um subcorpo de F, isto é, se K C F, (K,+) for
subgrupo de (F,+) e (K \ {0},-) for subgrupo de (F\ {0}, -).

Observagao 2.1.2. Se F' é uma extensao do corpo K, entdo as operagoes

+: FxF — F 0 KxF — F
e
(u,v) +— u+wv (Au) — Au

fazem de F' um espaco vetorial sobre K.

Desse modo, chegamos a seguinte definicdo para uma extensao F de K.

Definicao 2.1.3. Chamamos de grau da extensao a dimensao de F' como espaco
vetorial sobre K. Tal dimenséao serd denotada por [F': K|. Ainda, dizemos que F
é uma extensao finita de K se [F : K] < oco. Caso contrario, dizemos que F' é uma

extensdo infinita de K.

Teorema 2.1.4. Sejam F/K e L/F extensoes finitas de corpos. Entio L/K é

uma extensao finita, com
[L: K]=[L:F|[F:K].

Demonstra¢io. Pode ser encontrada em [15] (Teorema 4.2). [

Definicao 2.1.5. Seja F' uma extensao do corpo K. Dizemos que u € F é algébrico
sobre K se existe p(T") € K[T]\ {0} tal que p(u) = 0. Caso contrario, dizemos
que u ¢é transcendente sobre K. Ainda, dizemos que o corpo F' é uma extensao

algébrica do corpo K se u € F é algébrico sobre K, para todo u € F. Se pelo
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menos um elemento de F for transcendente sobre K, dizemos que F' é uma extensao

transcendente de K.

Definicao 2.1.6. Seja a € F um elemento algébrico sobre K. O polindémio
m(T) € K[T] ménico de menor grau tal que m(a) = 0 é chamado polindémio

minimal de « e denotado por irr(a, K).

Segue da Defini¢do 2.1.6 que o polinémio minimal irr(«, K) é o unico
polindémio monico irredutivel que anula a. Além disso, se ¢(7') € K[T'] é um outro

polinémio tal que ¢(a) = 0, entao irr(a, K)|q(T).

Definicao 2.1.7. Sejam F' um corpo e X C F' um subconjunto qualquer. O
subcorpo gerado por X ¢ a interse¢ao de todos os subcorpos de F' que contém X.
Se K é um subcorpo de F e X C F, entao o subcorpo gerado por K U X é dito
corpo obtido de K adjuntando X e é denotado por K(X).

Se o subconjunto X de F' é finito, digamos X = {ay,...,a,}, entao escre-
vemos K(X) = K(ay,...,a,).

Definicao 2.1.8. Dizemos que um corpo F é uma extensao simples do corpo K
se existe a € F tal que F' = K(«). Neste caso, o é chamado elemento definidor de
F sobre K.

Teorema 2.1.9. Seja F/K uma extensao de corpos. Entao F/K é uma extensdo
finita se, e somente se, F'/K é uma extensdo algébrica e existe um nimero finito

de elementos oy, ..., as € F tais que F = K(aq, ..., ay).

Demonstragio. Pode ser encontrada em [15] (Lema 4.4). |

Teorema 2.1.10. Sejam F' uma extensdo do corpo K e aw € F. Entdo « € algébrico

sobre K se, e somente se, K(«) é uma extensao finita de K.

Demonstragio. (=) Pode ser encontrada em [15] (Proposicao 4.3).
(<) Segue do Teorema 2.1.9. [

Teorema 2.1.11. Sejam L/F e F/K extensoes de corpos. Entio L/K é uma

extensao algébrica se, e somente se, L/F e F/K sao extensoes algébricas.
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Demonstrag¢ao. Supondo que L/K é uma extensao algébrica, temos que o resultado
segue da definicdo de extensao algébrica e do fato de K C F C L. A reciproca
pode ser encontrada em [11] (Teorema 1.13, Cap. V). |

2.2 CORPO DE DECOMPOSICAO

Definigao 2.2.1. Sejam K é um corpo e f(7') € K[T]. Dizemos que f(T') fatora-se

em K|[T] se f(T) pode ser escrito como o produto de fatores lineares
f(T)=cT—ay)... (T —ayp),

com ¢, aq,..., a, € K.

Nas condigbes da Definigdo 2.2.1, temos que os zeros de f(T) em K sao
exatamente os elementos aq, ..., a,. Além disso, se F' é uma extensao de K, entdo
f(T) também pertence a F[T]. Dessa forma, podemos falar na fatoragao de f(7')
em F[T], significando que f(T) é o produto de fatores lineares com coeficientes em

F.

Definicao 2.2.2. Sejam K um corpo e ¥ uma extensao de K. Entao > é um

corpo de decomposigao para o polinémio f(T') € K[T] se:

a) f(T) fatora-se em X[T.

b) Se K C 3 C Y e f(T) fatora-se em /[T, entao 3 = ¥/, ou seja, ¥ é o menor

corpo que contém K e todas as raizes de f(T).

A seguir, apresentaremos dois resultados que podem ser encontrados em
[15] (Teoremas 8.1 e 8.2).

Teorema 2.2.3. Se K é um corpo qualquer e f(T) € K[T), entao existe um corpo

de decomposicio de f(T) sobre K.

Seja i : K — F um homomorfismo injetor entre corpos. Definimos a

aplicacio i : K[T] — F[T] como

1(ag+ a1 T+ ...+ a,T") = iag) + i(a)T + ... +ia,)T™.
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Desse modo, ¢ ¢ um homomorfismo injetor. Além disso, se 7 for um isomor-
fismo, ¢ também sera. Temos ainda a unicidade do corpo de decomposicao de um

polinémio f(7') sobre um corpo K no sentido do teorema a seguir.

Teorema 2.2.4. Seja i : K — K' um isomorfismo entre corpos. Sejam ¥ um
corpo de decomposigio de f(T) € K[T] e X' um corpo de decomposicio de i(f(T))
sobre K'. Entao existe um isomorfismo j : X — 3 tal que j|x = i. Em outras

palavras, as extensoes X e X' sdo isomorfas.

Como consequéncia do Teorema 2.2.4, temos que polindémios possuem corpos

de decomposic¢ao isomorfos.
2.3 MERGULHOS E K—ISOMORFISMOS

Definicao 2.3.1. Sejam Fi/K e Fy/K extensoes de corpos. Um homomorfismo
de corpos o : F; — F, é chamado um mergulho de F} em F, sobre K se o(a) = a,

para todo a € K. Se ainda o for sobrejetor, diremos que ¢ é um K —isomorfismo.

Observacao 2.3.2. Seja ¢ um mergulho de F; em F5 sobre K. Notemos que,

como o é injetor, temos que Fj é isomorfo a um subcorpo de Fy, a saber o(Fy).
2.4 FECHO ALGEBRICO

Definicao 2.4.1. Um corpo ¢ ¢ dito algebricamente fechado se todo polinémio

f(T) € ®[T], tal que deg(f(T)) > 1, possui pelo menos uma raiz em .

Teorema 2.4.2. Para todo corpo K existe uma extensao algébrica ®/K, onde ®
¢ um corpo algebricamente fechado. Ainda, a extensdo anterior € unica a menos de

K —isomorfismos.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [11] (Teorema 3.6, Cap. V). [ |

Definigdo 2.4.3. A extensdo algébrica apresentada no Teorema 2.4.2 damos o

nome de fecho algébrico do corpo K.
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2.5 POLINOMIOS E EXTENSOES SEPARAVEIS

Definicao 2.5.1. Sejam K um corpo e f(7') € K[T] um polinémio irredutivel.
Dizemos que f(T') é separavel sobre K se f(71') ndo possui raizes multiplas em um

corpo de decomposicao.

Definigao 2.5.2. Seja K um corpo. Um polindmio arbitrario em K|[T] é separével

sobre K se todos os seus fatores irredutiveis sdo separaveis sobre K.

s

Proposicao 2.5.3. Seja K um corpo. Um polinomio irredutivel f(T) € K[T] é

separdvel se, e somente se, f'(T) # 0.

Proposicao 2.5.4. Seja K um corpo. Se a caracteristica de K € zero, entdo todo
polindmio irredutivel em K[T| é separdvel sobre K. Se, contudo, a caracteristica de
K €é um mimero primo p, entdo um polinomio irredutivel f(T) = aT" € K[T] é

i=0
separdvel sobre K se, e somente se, a; # 0 para algum i Z 0 (mod p).

As Proposigoes 2.5.3 e 2.5.4 podem ser encontradas em [12] (Proposicao

1.11, Cap. IV) e em [15] (Proposigao 8.6), respectivamente.

Definigao 2.5.5. Seja F'/K uma extensao algébrica. Um elemento o € F' é dito
separavel sobre K se o seu polindémio minimal irr(a, K) é separavel sobre K. A

extensao F/K é dita separavel se todos os elementos de F' sdo separaveis sobre K.

Definicao 2.5.6. Um corpo K ¢ dito perfeito se todas as extensoes algébricas F'

de K sao separaveis.

Proposicao 2.5.7. Um corpo K de caracteristica p > 0 € perfeito se, e somente

se, para todo elemento o € K tivermos o = [P, para algum (§ € K.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [2] (Teorema 8.2.6). [ |

Teorema 2.5.8. Seja ® um corpo algebricamente fechado contendo o corpo K

e suponhamos que F/K € uma extensdo finita de grau [F : K] = n. Se F/K é
separavel, entao existem precisamente n merqulhos distintos oy, ..., 0, : F' — ®

sobre K.
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Demonstragio. Pode ser encontrada em [15] (Teorema 10.6). [

Proposicao 2.5.9. Consideremos as extensoes algébricas de corpos L/F e F/K.
Entio L/K € uma extensao separdvel se, e somente se, L/F e F/K sdio extensoes

separdaveis.

Demonstragio. (=) Esta implicacao pode ser encontrada em [15] (Lema 8.7).

(<) Esta implicac¢do pode ser encontrada em [11] (Corolério 6.8, Cap. V). |

Proposicao 2.5.10. Seja K um corpo perfeito. Entao toda extensao algébrica F

de K também é perfeita.

Demonstracio. A demonstragao deste resultado segue da Proposicao 2.5.9. |

Teorema 2.5.11 (Teorema do Elemento Primitivo). Seja F' uma extensdo finita do

corpo K. Se F/K é uma extensao separdvel, entao F/K € uma extensao simples.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [11] (Proposicao 6.15, Cap. V). [

Definigao 2.5.12. Consideremos uma extensao algébrica F'/ K, onde a caracteris-
tica de K é um ntimero primo p. Um elemento v € F' ¢é dito puramente inseparavel
sobre K se v#° € K para algum r > 0. A extensio F/K é dita puramente

inseparavel se todos os elementos de F' sao puramente inseparaveis sobre K.

Observacao 2.5.13. Nas condigoes da Defini¢ao 2.5.12, temos que o polinémio
minimal de v sobre K possui a forma f(T') = T?" — e para algum e € K. Este fato

pode ser encontrado em [11] (Teorema 6.4, Cap. V).
2.6 EXTENSOES DE GALOIS

Definigao 2.6.1. Para um extensao F'/ K, definimos o grupo de K —automorfismos
de F' sobre K como

Aut(F/K) ={o : F — F; 0 é um automorfismo e o(k) = k, para todo k € K}.

Proposicao 2.6.2. Nas condigoes anteriores, se F/K € uma extensdo finita, entao

|Aut(F/K)| < [F : K].
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Demonstragio. Pode ser encontrada em [11] (Lema 2.8, Cap. V). [

Definigao 2.6.3. Ainda nas condigdes da Proposicao 2.6.2, temos que a extensao
F/K é dita uma extensao de Galois se |Aut(F/K)| = [F : K|. Neste caso
escrevemos Gal(F/K) = Aut(F/K).

Teorema 2.6.4. Seja F/K uma extensao finita. Entdo, sao equivalentes:

a) F/K é uma extensdo de Galois.
b) F € o corpo de decomposicao sobre K de r polindmios separdveis em K|[T).

¢) F/K é uma extensdio separdvel e todo polinomio irredutivel p(T) € K[T| que

possui uma raiz em F fatora-se em F[T].

Demonstragio. Pode ser encontrada em [11] (Teorema 3.11, Cap. V). |

Definicao 2.6.5. Uma extensao de Galois F//K ¢ dita ciclica se Gal(F/K) é um

grupo ciclico.

Como exemplos de extensoes de Galois ciclicas, temos as extensoes de

Artin-Schreier, que serdo estudas na Secao 4.7.
2.7 NORMA E TRACO DE EXTENSOES DE CORPOS

Definigao 2.7.1. Seja F//K uma extensao de corpos de grau [F : K] = n < oc.
Cada elemento o € F' determina uma transformacao linear p, : F' — F' definida
por pe(z) = av. z, para todo z € F. Definimos a norma e o traco de a com respeito
a extensao F//K como

Npyi () = det (pa)

T k(a) = Trago (ia),

respectivamente.



Observagao 2.7.2. Consideremos as condigoes da Definigao 2.7.1. Se {ay, ...

é uma base de F/K e

n
ooy = Zaijaj, com a;; € K,
Jj=1
entao

Np/k(a) = det (aij)1<i, j<n

T’T‘F/K(Oé) = ZCL”
i=1

21

, Qi }

Proposicao 2.7.3. Nas condicoes da Definicao 2.7.1, temos que as funcoes norma

e traco possuem as sequintes propriedades:

a) Para todos o, B € F, Npjk(a.3) = Npjg(a) . Np/g ().

b) Np/k(a) =0 se, e somente se, « = 0.

c¢) Para todo a € K, Npji(a) = a™.

d) Para todos o, € F e para todo a € K, temos que
Trejx(a+ ) = Trejx(a) + Trex(5),

Trpg(a.a)=a.Trpk(a)

Tre/k(a) =n.a.
Em particular, Trp/x € uma transformagio K—linear.

e) Se L/F € uma extensao finita, entao

Npjk(a) = Np/g(Npr(a))

TT’L/K(Oé> = T?”F/K(TTL/F(OZ)),

para todo a € L.
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f) A extensio F/K ¢é separdvel se, e somente se, existe um elemento v € F' tal
que Trp () # 0. Notemos neste caso que, sendo o0s inicos subespagos de K
o conjunto {0} e préprio conjunto K, e Trp/x uma aplicagdo linear, temos
que ezistir um elemento v € F' tal que Trp () # 0 implica que Trp/x €

uma aplicagcdo sobrejetora.

g) Seja o(T)=T"+a, 1T" ' +...+ag € K[T] o polindmio minimal de o € F

sobre K e escrevamos [F : K] =n=r.s, onde s = [F : K(«a)]. Entdo

Np/x(a) = (=1)"ag

Trpg(a) = —sa,_;.

h) Suponhamos que F/K seja uma extensio separdvel. Consideremos os merqu-
lhos o1,...,0,: F — ® de I sobre K em um corpo algebricamente fechado
® DO K. Entdao

n

Nijx(@) = [Toi@)

i=1

Trek(a) = iai(a),

para todo o« € F. Em particular, se F/K €é uma extensio de Galois com
grupo de Galois G = Gal(F/K), entdo

Np/g(a) = H o)

ceG

Trpk(a) = Z o(a),

ceG
para todo o € F.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [12] (Segao 5, Cap. VI). |
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2.8 EXTENSOES TRANSCENDENTES

Defini¢ao 2.8.1. Seja F'//K uma extensdo de corpos. Um subconjunto finito
{z1,..., z,} C F éalgebricamente independente sobre K se nao existe f(71,..., 1T,)
em KI[Ti,...,T,] satisfazendo f(x1,..., z,) = 0. Um subconjunto arbitrario
S C F ¢ algebricamente independente sobre K se todos os subconjuntos finitos de

S sao algebricamente independentes sobre K.

Definigao 2.8.2. Uma base de transcendéncia da extensdo F'/K é um subconjunto

B de F' que satisfaz:

a) B é algebricamente independente.

b) B C B' e B’ é um subconjunto algebricamente independente de F, entao

B=5.

Teorema 2.8.3. Quaisquer duas bases de transcendéncia da extensio F// K possuem

a mesma cardinalidade.

Demonstragio. Pode ser encontrada em [11] (Teorema 1.8, Cap. VI). |

Definigao 2.8.4. Sejam F/K uma extensao de corpos e B uma base de transcen-
déncia de F/K. A cardinalidade de B damos o nome de grau de transcendéncia de
F/K, sendo esta denotada por trdeg(F|K).

Proposicao 2.8.5. Para extensées de corpos L/F e F/K temos que:

a) Se F ¢é algébrico sobre K(X), para algum subconjunto X de F, entao X

contém uma base de transcendéncia de F/K.
b) F/K € uma extensio algébrica se, e somente se, trdeg(F|K) = 0.

c) trdeg(L|K) = trdeg(L|F) + trdeg(F|K).

Demonstrag¢io. Pode ser encontrada em [11] (Coroldrio 1.7 e Teorema 1.11, Cap.
VI). n
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3 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE CORPOS DE FUNCOES AL-
GEBRICAS

3.1 LUGARES

Definigao 3.1.1. Um corpo de fungoes F'/K em uma variavel sobre K é uma
extensao F' de K tal que F' é uma extensao algébrica finita de K (x), para algum

elemento z € I transcendente sobre K.

Definigao 3.1.2. Seja F//K um corpo de fungdes. O conjunto
K = {z € F; z 6 algébrico sobre K}
é um subcorpo de F' denominado corpo de constantes de F'/K.

Observacao 3.1.3. Notemos que K C K C F e F/K é um corpo de funcoes
sobre K.

Definigao 3.1.4. Seja F'/ K um corpo de fungdes. Dizemos que K é algebricamente
fechado em F se K = K.

Observacao 3.1.5. Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K podem

ser caracterizados da seguinte forma

z € F é transcendente sobre K se, e somente se, a extensao F'/K(z) possui grau
finito.

Com efeito

(<) Seja z € F um elemento algébrico sobre K. Entao K(z)/K é uma extensao
finita, de modo que sendo F/K um corpo de fungoes e, portanto, uma extensao

infinita, temos que F'/K(z) é uma extensao infinita, uma vez que

[F: K] =[F: K()[K(2): K.

(=) Seja F//K um corpo de funcoes. Entao F' é uma extensao finita de K (z), para
algum x € F transcendente sobre K. Agora, seja z € F' transcendente sobre K.

Entao o grau de transcendéncia de K (z) sobre K é 1.
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Também temos que o grau de transcendéncia de K(z)/K é 1 e que
[F: K(x)] < o0.

Entao [K(z, 2) : K(x)] < oo, pois [F: K(x)] = [F : K(z, z)].[K(z, 2) : K(2)].
Assim, K(x, z)/K(x) é uma extensao algébrica, de forma que o grau de transcen-
déncia de K(z, z)/K(x) é 0. Como

trdeg(K(x, 2)|K) = trdeg(K (x, 2)|K(z)) + trdeg( K (z)|K),
temos que trdeg(K(z, z)|K) = 1. Agora,
trdeg(K (x, 2)|K) = trdeg(K (x, 2)|K(2)) + trdeg(K ()| K)

nos da que trdeg(K(z, z)|K(z)) = 0. Logo x ¢é algébrico sobre K(z). Portanto,

analisando as extensoes aqui trabalhadas, temos que [F': K(z)] < oc.

Defini¢ao 3.1.6. Um anel de valorizagdo de um corpo de fungdes F//K é um anel

O C F com as seguintes propriedades:

a) KCOCF.
b) Para todo z € F, temos que z € O ou z7* € O.

Observagao 3.1.7. As duas condigoes da Defini¢gao 3.1.6 nos dao que O é um
dominio de integridade que nao é um corpo, pois se O fosse um corpo, entao a

condicao b) nos daria que O = F, o que contraria a letra a).

Proposicao 3.1.8. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K.

Entao:

a) O € um anel local, isto €, O possui um tunico ideal mazimal P = O\O*, onde
O* ={z € O; z é invertivel }.

b) Seja 0 # x € F. Entdo x € P se, e somente se, z7* ¢ O.

¢) Se K ¢ o corpo de constantes de F/K, entio K C O ¢ K NP = {0}.

Demonstragio. a) Primeiramente, afirmamos que P é um ideal em O. Com efeito:
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e Sex e Peze O, entao xz ¢ OF (pois, caso contrario, teriamos que ter x

invertivel, o que seria uma contradicao, pois = ¢ O*). Logo, xz € O\O* = P.

e Sejam z, y € P\{0}. Entdo, xy~! e yz~! € F, de modo que zy~! € O ou
yr~! € O. Sem perda de generalidade, suponhamos que zy~! € O. Entao,
1+ a2y~ € O, de modo que, x +y = y(1 + zy~!) € P pelo item anterior.

Ainda, P é um ideal maximal, pois se P C J C O, entao existe a € J tal que

a ¢ P=0\O%, e assim a ¢ invertivel em O, de modo que J = O.

Agora, se M é um ideal maximal, entdo M nao possui elementos invertiveis, de

modo que M C P C 0. Dai M = P, o que mostra que P ¢é o unico ideal maximal.

b) (=) Se 0 # x € P, entdo x~! ndo pode pertencer a O, pois se isso ocorresse,

terfamos que z seria invertivel em O, o que seria uma contradigao.
(<) Agora, se 7! ¢ O, entao x nao é invertivel em O, de forma que z € P = O\O*.
¢) Seja z € K e suponhamos que z ¢ O. Entao 27 € O, pois O é um anel de
valorizacao. Como z~! é algébrico sobre K, existem elementos a,, ..., a, € K, com
a(z7) + .. +a(z7)+1=0.
Logo
(" Da (DY 4 ar) = —1,

de forma que z = —(a,(27)"' +...+a;) € K[27'] C O, 0 que é uma contradigao
com o fato de que z ¢ O. Portanto, K C O. Agora, repetindo os passos anteriores,
é possivel mostrar que se 0 # z € K, entdo 2~ € O, de forma que z ¢é invertivel e
assim z ¢ P. Isso mostra que PN K = {0}. [ |

Lema 3.1.9. Sejam O um anel de valorizagio do corpo de fungoes F/K, P o ideal
mazimal de O e 0 # x € P. Sejam xq,..., x, € P tais que x1 = x e x; € ;11 P,

parai=1,...,n—1. Entaon < [F: K(x)] < o0.

Demonstracao. Pela Observagao 3.1.5 e pela Proposicao 3.1.8, temos que

[F: K(x)] < o0.
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Logo, é suficiente mostrarmos que z1,..., x, € P C F sao linearmente indepen-

dentes sobre K (z).

Suponhamos que exista uma combinacao linear nao trivial Z wi(x)x; =0, onde
i=1
wi(x) € K(x). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢;(z) € K[z] e

que z nao divide ¢;(x) para todo i.

Neste caso, seja a; = ¢;(0) o termo constante de y;(z) e definamos j € {1,..., n}

pela condigao a; # 0, mas a; = 0, para todo ¢ > j. Entao obtemos

_30] ngz xz;

i#£]

com ¢;(z) € O, paratodoi=1,...,n (jd que x =z, € P), x; € x;P, para i < j
e pi(z) = xg;(x), para i > j, onde g;(x) € K[x]. Assim

—pi() = pilz) = + Z gz

1<j l’ z>]
x iPi
= i)~ z+2*91 )i,
i<j Ly i>j

com p, p; € P, de modo que o lado direito da igualdade anterior pertence a P.
Por outro lado, ¢;(z) = a; + xg;(z), com g;(z) € K[z] C O. Assim,

a; = pj(x) —xgj(r) € PN K C PN K = {0}.
Mas isso é uma contradigao, pois a; # 0. |

Teorema 3.1.10. Sejam O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F/K e P

o unico ideal maximal de ©O. Entdo:

a) P é um ideal principal.

b) Se P =10, entio cada z € F\{0} possui uma dnica representagio na forma

z = t"u, para algumn € Z e u € O*.

c) O é um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P = tO e
{0}y C I C O, onde I é um ideal, entao I =t"O para algum n € N.
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Demonstrag¢io. a) Suponhamos que P nao seja um ideal principal. Entéo, esco-
lhamos um elemento 0 # x; € P. Como P # x,0, existe x5 € P\x;0. Entao
Toxyt & O (se z927! € O, entdo xy = x1(z2. 27") € 210, 0 que seria uma contra-

dicao), donde z5* .z, € P, pela Proposicio 3.1.8. Logo, z; = x5(x5 71) € 25 P.

Utilizando o argumento anterior, podemos obter uma sequéncia
L1y L2yevny Tpyon

em P tal que z, € P\z,_10 e x,_; € x,P, para todo n > 2, o que é uma

contradicao pelo Lema 3.1.9.

b) (Eristéncia) Como z ou 271 € O, podemos assumir, sem perda de generalidade,
que z € O. Se z € O*, entdo z = t°2. Seja agora z € P = tO. Entdo existe um

elemento m > 1 méximo tal que z € t™ O, pois o comprimento da sequéncia

m—2

-1 2
=t a3 =t""" ..., Ty =t°, T, =t

Ty =2, T2

¢ limitado pelo Lema 3.1.9. Escrevamos z = t"u, onde u € O. Entao u deve

pertencer a O isto é, u deve ser invertivel, pois, caso contrario,
ue O\O* =P =10

e assim z € ™10, o que é um contradicdo, pois o valor m considerado ¢ o maximo
tal que z € t™O.

(Unicidade) Suponhamos z = ut" = vt™, onde u, v € O* e m > n. Entao
1

wl=t"" dondem=neuww =1 istoé, m=neu=no.

¢) Seja {0} # I C O um ideal. O conjunto A = {r € N; t" € I} é ndo vazio (de
fato, se 0 # x € I, entdo x = t"u, onde u € O*, de modo que t" = v~z € I). Pelo
Principio da Boa Ordenacao, A possui um menor elemento, de modo que podemos
definir n = min(A). Afirmamos agora que I = t"O. Com efeito, como t" € I,
temos que t"O C I. Por outro lado, seja 0 # y € I. Entao, y = t"u, onde u € O*
er>0. Comot"=u"ly €I en=min(A), temos que ter r > n, de modo que

t"|t" e desse modo t"|y, o que mostra que y € t"O. Portanto, t"O = [. |

Definicao 3.1.11. Um anel que possui as propriedades do Teorema 3.1.10 ¢

chamado anel de valorizacao discreta.
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Definigao 3.1.12. Um lugar P do corpo de fungbes F'/K é o ideal maximal de
algum anel de valorizagdo O de F/K. Todo elemento t € P tal que P = tO é

chamado um elemento primo para P. Definimos ainda
Pr = {P; P é um lugar de F/K}.

Observagao 3.1.13. Se O é um anel de valorizagao discreta de F//K e P é o seu

ideal maximal, entao O é unicamente determinado por P, a saber
O={zcF;z1¢P},

pela Proposicao 3.1.8. Dessa forma, denotaremos por Op = O o anel de valorizacao

associado ao lugar P.

Defini¢ao 3.1.14. Uma valorizacdo discreta do corpo de fungoes F/K é uma

fungao v : F' — Z U {oo} com as seguintes propriedades:

a) v(z) = oo se, e somente se, x = 0.

b) v(zy) = v(x) + v(y), para todos z, y € F.

¢) (Desigualdade Triangular) v(z +y) > min{v(z), v(y)}, para todos z, y € F.
d) Existe um elemento z € F' com v(z) = 1.

e) v(a) =0, para todo 0 # a € K.

Observagao 3.1.15. Pelas propriedades b) e d) da Definicao 3.1.14, temos as

valorizagoes discretas sao fungoes sobrejetoras.

Lema 3.1.16 (Desigualdade Triangular Estrita). Seja v uma valorizagio discreta

do corpo de fungoes F/K e sejam x,y € F tais que v(z) # v(y). Entdo
v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Demonstragio. Observemos que v(az) = v(a) + v(z) = v(z), para todo a € K\{0}
e para todo z € F. Em particular, v(z) = v(—z), para todo z € F. Como

v(z) # v(y), podemos assumir, sem perda de generalidade, que v(z) < v(y).
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Suponhamos que v(z+y) # min{v(x), v(y)} = v(zx), isto é, v(z+y) > v(x). Entdo

v(@) = v((@ +y) —y) = min{v(z +y), v(=y)} = min{v(z +y), v(y)} > v(z), 0
que é uma contradigdo. Portanto, v(z + y) = min{v(z), v(y)}, como queriamos

mostrar. |

Defini¢ao 3.1.17. A um lugar P € P associamos uma fungao vp : F — ZU{o0}

definida como a seguir.

Escolhamos um elemento primo ¢ de P. Entao, cada elemento 0 # z € F' possui
uma unica representagdo na forma z = t"u, onde u € Op e n € Z. Definamos

vp(z) =n e vp(0) = co.

Observacgao 3.1.18. Observemos que a definicdo anterior depende unicamente
do lugar P e nao da escolha do elemento primo ¢t. Com efeito, se t' é um outro
elemento primo para P, entdao t = t'w, onde w € Op. Dai, z = t"u = t"w"u, com

w™u € Op.

Teorema 3.1.19. Seja F/K um corpo de fungoes.

a) Para um lugar P € P, a fun¢io vp € uma valorizacao discreta de F/K.

Além disso, temos que
Op ={z € F; vp(z) 2 0},

»={z€ F;vp(z) =0}

P={z¢€ F;vp(z) > 0}.
b) Um elemento z € F' é um elemento primo para P se, e somente se, vp(z) = 1.

¢) Reciprocamente, suponhamos que v seja uma valoriza¢ao discreta de F/K.
Entdo o conjunto P = {z € F; v(z) > 0} é um lugar de F/K e

Op ={z € F; v(z) =2 0}
¢ o anel de valorizacdo correspondente.

d) Todo anel de valorizagio O de F/K é um subanel préprio maximal de F.
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Demonstragio. a) Etapa 1. vp é uma valorizagao discreta.

Seja t um elemento primo para P. Entao, dados z, y € F\{0}, temos que = = t"u

ey =t"w, comn, méeZ u we Op.

(1) vp(z) = oo se, e somente se, z = 0.
Este fato segue da definicao de vp.

(i7) vp(0.0) = vp(0) = 00 = 00 + 0o = vp(0) + vp(0),
vp(0.2) = vp(0) = 0o = 00 +n = vp(0) + vp(z)
e

vp(z.y) =vp(t""Mu.w) =n+m =vp(x) + vp(y).

(i73) vp(0+0) = vp(0) = oo = min{oo, oo} = min{vp(0), vp(0)}

vp(z+0) = vp(x) =n = min{n, co} = min{vp(z), vp(0)}.

Agora, sem perda de generalidade, suponhamos n < m. Entao
r+y=t"u+t"w=1t"(u+t"""w)

de modo que podemos ter vp(x+y) = n, se u+t™ "w € OF, ouvp(x+y) > n,
se u+t"™"w ¢ Op (notemos que este tltimo caso abrange a situacao na qual

x +y =0). Isso mostra que temos sempre

vp(z +y) = n=min{m, n} = min{vp(x), vp(y)}.

(iv) vp(t) = 1.

(v) Como K\{0} C K\{0} C OF, temos que vp(a) = 0, para todo a € K\{0}.

Etapa 2. Op = {z € F; vp(z) > 0}.

Com efeito, seja t um elemento primo para P. Entéo, dado x € {z € F; vp(z) > 0},
temos que vp(x) > 0. Se vp(x) = oo, entdo x = 0 e assim = € Op. Caso contrério,
x =t"u,onden = vp(x) = 0eu € Of. Issonos dad que z € Op, poisx € OF C Op,
sen=0,oux €tOp=P C Op, sen>0. Por outro lado, a demonstragao do

Teorema 3.1.10 b) nos da que se z € Op\{0}, entdo existem n € Z; e u € OF
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tais que z = t"u, donde vp(z) = 0. Ainda, se z = 0, entdo vp(z) = 00 > 0, 0 que

mostra a igualdade dos conjuntos acima.

Etapa 3. O = {z € F; vp(z) = 0}.

Pode ser mostrado de modo andalogo ao que foi feito na Ftapa 2.

FEtapa 4. Das duas etapas anteriores, temos que P = Op\Op = {z € F'; vp(z) > 0}.

b) (=) Seja z um elemento primo para P. Entao, pela defini¢ao de vp, temos que
vp(z) = 1.
(<) Fixemos ¢t um elemento primo para P. Dado z € F tal que vp(z) = 1, temos

que z = tu, onde u € OF. Assim, P =tOp = zOp, de modo que z é um elemento

primo para P.

¢) Seja v uma valorizagao discreta. Entao
O={z€F;v(z) 20}
¢ um anel de valorizacao de F/K.

Com efeito, O é um subanel de F, pois 0 € O, ja que v(0) = co > 0, e, dados
xz,y € O, temos que v(z) = 0 e v(y) = 0, donde v(zy) = v(z) +v(y) = 0 e
v(z—y) = min{v(z), v(-y)} = min{v(z), v(y)} = 0, de modo que zy e z —y € O.
Além disso, como existe z € F' tal que v(z) = —1, temos que z ¢ O, o que mostra
que a inclusao O C F é estrita. Ainda, v(a) = 0, para todo a € K\{0}, implica
que K C O, e, como existe z € O tal que v(z) = 1, temos que z ¢ K. Isso mostra
que K C O.

Agora, dado z € F\{0}, temos que 0 = v(1) = v(z.z7!) = v(z) + v(z7}), de modo

que z ou 27t € O.
Isso completa a prova de que O é um anel de valorizacao.

Agora, mostremos que x € O é invertivel se, e somente se, v(z) = 0. De fato, se

x € O é invertivel, entao existe y € O tal que xy = 1. Assim,

0=v(l) =v(z.y) =v(x)+v(y)

e, como v(z) = 0ewv(y) = 0, temos que v(x) = v(y) = 0. Reciprocamente, se x € O,

e
é tal que v(z) = 0, mostremos que x~! € F também pertence & O. Com efeito,
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z.2" =1 implica que v(z) + v(z™!) = v(z.27") =v(1) = 0, donde v(z™!) =0 e

r7' € 0. Portanto P = O\O* = {z € F; v(z) > 0}.

d) Sejam O um anel de valorizacio de F/K, P = O\O* o seu ideal maximal, vp a
valorizacdo discreta associada a P e z € F\O. Temos que mostrar que F' = O|z]
(pois assim mostramos que se O C A C I, onde A é um anel, entdo A = F). Para
isso, consideremos um elemento y € F. Como z ¢ O, temos que 271 € O\O*,

donde vp(2z7') > 0. Assim, para algum k > 0 suficientemente grande,
vp(yz"") = vp(y) + k. vp(z"") > 0.
Consequentemente, w = yz~* € O e y = wz* € Oz]. [ |

Observacao 3.1.20. Notemos que, sendo P um ideal maximal de Op, temos que

Op/P é um corpo. Consideremos o homomorfismo

Tp : Op — OP/P
r — z+P

Como K COpe K C Op, temos que 7p induz homomorfismos injetores naturais
de K e K em Op/P, de modo que podemos considerar Op/P como sendo uma

extensio de K e K.

Definicao 3.1.21. Sejam P € Pg.

a) Definimos Fp = Op/P. A fun¢do z — = + P de Op em Fp é chamada mapa
das classes residuais com respeito a P. Em alguns momentos, utilizaremos

também a notacao = + P = x(P).

b) deg(P) = [Fp : K] é dito o grau do lugar P. Um lugar de grau 1 é também

chamado lugar racional de F/K.
Proposicao 3.1.22. Se P é um lugar de F/K ¢ 0 # x € P, entdo
deg(P) < [F : K(z)] < oo.
Demonstracao. Em primeiro lugar, pela Observacgao 3.1.5, temos que

[F: K(x)] < oo,
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pois 0 # x € P nos diz que x é um elemento transcendente sobre K.

Gostariamos agora de mostrar que se z1(P), ..., z,(P) sao linearmente indepen-
dentes sobre K, entao zy,..., 2z, € Op sao linearmente independentes sobre K (x),

o que nos dé que n < [F : K(x)] e assim deg(P) < [F : K(z)].

Suponhamos agora que existam ¢y(z),..., p,(z) € K(x), ndo todos nulos, tais
> pi(z)z = 0.
i=1

Sem perda de generalidade, podemos assumir que @;(z) € K|x] e que z nao
divide todos p;(z), ou seja, podemos escrever ;(x) = a; + = . g;(x), com a; € K,

gi(x) € K[z] e nem todos a; = 0. Como x € P e gi(x) € Op, temos que
pi(x)(P) = a;(P) = a;.
Assim,

27_1: .zi(P) :iai.zi(P
), -

o que contradiz o fato de z; (P zn(P) serem linearmente independentes sobre

K. |

Corolario 3.1.23. O corpo de constantes K de F/K € uma extensao de corpos
finita sobre K.

Demonstracio. Utilizaremos aqui o fato de que Pr # (), o que serd demonstrado
no Corolario 3.1.27.

Escolhamos P € Pp. Como K é um subcorpo de Fp, temos que
(K : K| < [Fp: K] < o0,
como queriamos mostrar. [ |

Observagao 3.1.24. Seja P um lugar racional de F/K. Entdao Fp = K. Em
particular, se K é um corpo algebricamente fechado, entao todos os lugares sao
racionais, uma vez que K nao possui extensao algébrica prépria, isto é, se K'/K é

uma extensao algébrica, entao K’ = K.

Defini¢ao 3.1.25. Sejam z € F' e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se
vp(z) > 0. Ainda, P é dito um polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) = m > 0, entdao P
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é dito um zero de ordem m. Agora, se vp(z) = —m < 0, entdo P é um polo de z

de ordem m.

Teorema 3.1.26. Sejam F/K um corpo de fungées e R um subanel de F' com
K C R C F. Suponhamos que {0} # I C R é um ideal proprio de R. Entdo eziste
um lugar P € Pp tal que I C P e R C Op.

Demonstracao. Consideremos o conjunto
F ={S; S é um subanel de F' com R C S e IS # S}.

Temos dessa forma que F # (), pois R € F. Ainda, F é parcialmente ordenado
pela relacao de inclusao e toda cadeia C C F possui um limite superior em F. Com

efeito, se C C F é uma cadeia em JF, entdo T = U S é um subanel de F', com
SeC
R C T'. Resta-nos mostrar que I'l"' # T'. Para isso, suponhamos que I'T = T. Entao,

n

1= Z%’Si, onde a; € I e s; € T, de modo que, sendo C totalmente ordenado,
i—1

temos que existe Sy € C tal que s1,..., s, € Sp, 0 que nos da que 1 € Sy e assim

1Sy = Sy. Mas isso é uma contradigao, pois Sy € C implica que ISy # Sp.

Pelo Lema de Zorn, temos, dessa forma, que F possui elemento maximal, ou seja,
existe O C F tal que RC O C F, IO # O e O é maximal com respeito a essas

propriedades.

Queremos agora mostrar que O é um anel de valorizacao de F//K.

Como I # {0} e IO # O, temos que O C F e I C O\O*. De fato, se O = F,
entao, como I # {0}, temos que [F = F', o que é uma contradigao. Isso mostra
que O C F. Ainda, se algum elemento z € [ fosse invertivel em O, teriamos que

2.271=1€ 10, donde IO = O, o que é novamente uma contradicdo. Portanto,

I C 0\O*.
Além disso, se O = K, de K C R C K = O, terlamos que R = K, donde nao é

possivel existir um ideal I tal que {0} # I C R, o que contradiz a nossa hipétese
inicial.

Portanto K C O C F.
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Por outro lado, suponhamos que exista um elemento z € F tal que z ¢ O e
271 ¢ O. Entédo, I0[z] = O[z] e IO[z7'] = O[z7], pois O é um elemento maximal
de F, O[z] 2 0 e O[z71] 2 O, donde O[z] e O[z"!] ndo pertencem a F e, como
RCO[z]CFeRCO[z7Y CF, temos que ter IO[z] = O[z] e IO[z7'] = O[z71].

Dessa forma, existem ayg, ..., an, bg,..., by, € IO com 1 =ag+a1z+ ... +a,z" e
1=by+bz 4+ ...+ b,z7™ Como IO # O, temos que n >1em > 1.

Consideremos m, n os menores valores para os quais z e 2! satisfazem uma equacao

como acima e, sem perda de generalidade, suponhamos m < n.
Assim,
l=ag+az+...+a,z" x (1—by)
L=0by+bz ' +...+bpz™™ x (a,2")
implica que
1—by=ag(l —bg)+ar(1—=>bp)z+...+a,(1—0by)z"
n 2" = apboz"™ 4 apb1 2" L+ .+ apbp 2™
donde somando as duas ultimas equacoes obtemos
1 — by + anz" = ag(1 —bo) + ar(l —bg)z+ ... + ap_pm1(1 — bo)z" ™!
F [an—m(1 = bo) 4 apbm]2™ ™ 4 ...+ [an_1(1 — by) + apby]2z"
+ [an(1 —by) + anbolz",
o que nos da que
1=ao(l —bo) +bo+ar(l—bg)z+...4 apm1(1—by)z""™"
A [@nm (1 = bg) + apbp] 2" ™™ 4 . 4 [an_1 (1 — by) + apby]2™
Mas a igualdade anterior é uma contradicao pela minimalidade de n.
Portanto, z € O ou 27! € O, para todo z € F.

Isso conclui a prova de que O é um anel de valorizacao de F'/K. |

Corolario 3.1.27. Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F um elemento trans-

cendente sobre K. Entdo z possui pelo menos um zero e um polo. Em particular,

Pr#0.
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Demonstragio. Consideremos o anel R = K[z] e o ideal I = z.K]z]. Como
{0} # I C R, temos que existe um lugar P € Pr tal que I C P e R C Op. Dai
z € I C P, donde vp(z) > 0, ou seja, P é um zero de z. Aplicando o mesmo
argumento & 27!, temos que 27! possui um zero Q € P e assim @ é um polo de

z. [ ]
3.2 INDEPENDENCIA DAS VALORIZACOES

Teorema 3.2.1 (Teorema da Aproximagao Fraca ou Teorema da Independéncia).
Sejam F/K um corpo de fungoes, Py,..., P, € Pr lugares de F/K dois a dois
distintos, x1,..., x, € F ery, ..., r, € Z. Entio existe x € F tal que vp (x—x;) =

ri, parat=1,..., n.

Demonstracio. A demonstragdo desse resultado serd feita em algumas etapas.

Ainda, com o intuito de simplificar a notacao, escrevamos v; = vp,.
FEtapa 1. Existe u € F tal que v1(u) > 0 e v;(u) <0, parai=2,..., n.
Prova da Etapa 1.

Facamos a demonstracao por indugdo. Para n = 2, observemos que Op, € Op, e
Op, € Op,, jé que anéis de valorizagao sdo subanéis préprios maximais de F', pelo
Teorema 3.1.19. Deste modo, podemos encontrar y; € Op,\Op, € y2 € Op,\Op,,
de modo que vy (y1) = 0, v2(y1) < 0, v1(y2) < 0 e va(ys) = 0, também pelo Teorema
3.1.19.

O elemento u = y; /y> possui a propriedade que desejamos, pois

vr(u) = vi(y1) +va(yy ') = vi(y1) — va(y2) >0

va(u) = va(y1) + va(yy ') = va(y1) — v2(y2) < 0.

Para n > 2, temos, pela hipotese de inducao, que existe um elemento y com
v1(y) >0, va(y) <0, ..., v,_1(y) <O.

Se v, (y) < 0, entdo a demonstragao termina considerando u = y. Caso contréario,

isto é, se v,(y) = 0, escolhemos z tal que v1(z) > 0 e v,(z) < 0 e escrevemos
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u=y+2z", onder > 1éescolhido de modo que rv;(z) # v;(y), parai =1,..., n—1.
Dai, vy(u) = min{vi(y), r.vi(2)} > 0 e v;(u) = min{v;(y), rv;(z)} < 0, para
1=2,...,n.

FEtapa 2. Existe w € F tal que vi(w — 1) > ry e v;(w) > r;, parai =2,..., n.
Prova da Etapa 2.

Escolhamos u como na Etapa 1 e escrevamos w = (1 +u*)~1. Temos, para s € N

suficientemente grande, que

vi(w—1) =v (1 +u*)"t —1)

(1—1—u5)
=V _—
! 14 u®

= o (= (1+u*)™)
v1(1 4 u®)

(

(u) =
s.v1(u) —min{v(1), s.v1(u)} (%)

(u) —

(u)

=s.v1(u

O

s.vi(u

s.vi(u

V
=

parat=2,...,n.

() Temos que v1(1) = 0 < vy (u®), para qualquer s € N, donde, pelo Lema 3.1.16,

temos que v (1 + u®*) = min{vi(1), v1(u®)}. Um resultado andlogo vale para v;,

1=2,...,1n
FEtapa 3. Dados yi, ..., y, € F, existe um elemento z € F' com v;(z — y;) > 13,
parai=1,..., n.

Prova da Etapa 3.

Escolhamos s € Z tal que v;(y;) > s, para todos i, j € {1,..., n}. Pela Etapa 2,
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temos que existem wy, ..., w, tais que

v (w > 1 —s vy (w > T =S
vi(wy—1) > r—s 1(w2) 1 1(wy) 1

vo(wg —1) > ry—s vy (wy,) > ro— 8
Uz(wl) > 19— S

U3(w2) > r3—3S

Up—1 (W > Tp_1— S

v (w1) > r,— S n—1(Wn) n—1

U (w2) > r,—S v (w, — 1) > Ty — S

n
Considerando z = Z yjwj, temos que

=1
vi(z —yi) = vilyi(wi — 1) + > yjw;)
J#i
> min{v;(y;(w; — 1)), vi(y1wy), . .., Vi (Yim1wi—1), Vi(Yir1Wir1), - - - Vi(Ynwy)}

> T,
Conclusdo da Demonstracao.

Pela Ftapa 3, podemos encontrar z € F' tal que v;(z — x;) > r;, parai =1,..., n.
A seguir, escolhemos z; tal que v;(z;) = r; (isso pode ser sempre feito, pois v; é
sobrejetora para todo 7). Novamente, pela Etapa 3, existe 2’ tal que v;(2' — z;) > r;,

para i =1,..., n. Dai temos que
vi(2") = vi((2' = 2i) + zi) = minf{v (2 — 2), vi(z:)} = 74
Escrevendo x = z + 2/, temos que
vi(e — @) = vi(z — 2) + 2') = min{vi(z — @), vi(2')} = 74
[ |

Corolario 3.2.2. Todo corpo de funcoes possui um niumero infinito de lugares.

Demonstracao. Suponhamos que exista um nimero finito de lugares, a saber
Py, ..., P,. Pelo Teorema 3.2.1, existe um elemento x # 0 pertencente a F' com
vp,(z) > 0, para todo i = 1,..., n. Entdo x é um elemento transcendente sobre
K (pois 0 # x € P, para todo i, e, com excegao de 0, todos os demais elementos
de P; sao transcendentes sobre K) e x nao possui polos (pois todos os lugares de
F/K sao Py,..., P, e todos estes sdo zeros de x). Mas isso é uma contradigao,
pelo Corolario 3.1.27. [ ]
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Proposicao 3.2.3. Sejam F/K um corpo de fungoes e Py, . .., P. zeros do elemento
x € F. Entao

va ).deg(P;) < [F: K(x)].

Demonstragio. Para simplificar a notacao, escrevamos v; = vp,, fi = deg(P;) e
e; = vi(z).
Pelo Teorema 3.2.1, para cada i existe um elemento ¢; tal que v;(t;) = 1 e vg(t;) = 0,
para k # i.
Escolhamos s;1,. .., sif, € Op, tais que s;1(5), ..., sif,(F;) formam uma base para

Fp, = Op,/P,; sobre K.

Por uma aplicacao mais fraca do Teorema 3.2.1, podemos encontrar z;; € F' tais

que para todos i, j
vi(si; — zij) >0 e w(zj) > eg, para k #i.

Afirmamos que os elementos t{z;;, com 1 <t <7, 1 <7< fie0< e; — 1, sdo
linearmente independentes sobre K (z). Como o nimero de elementos dessa forma
é igual a

ifiel va ). deg(P;),
=1

temos que a prova dessa proposicao seguira dessa afirmacao.

Suponhamos que exista um combinacao linear nao trivial

r fi ei—1

2.2 wa(@)tiz; =0 ()

i=1j=1 a=0
sobre K (z). Sem perda de generalidade, podemos assumir ¢;;,(x) € Klz] e que
nem todos ¢;;.(x) sdo divisiveis por z.
Entdo existem indices k € {1,..., 7} ec € {0,..., e, — 1} tais que z|py;qo(x), para
todo a < c e para todo j € {1,..., fi}, e  { grje(z), para algum j € {1,..., fi}.
Multiplicando (x) por tk~¢, obtemos
r fi ei—1

ZZZ@W x)tit, “zi; = 0.

i=1 j=1 a=0
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Para i # k, todas as parcelas da soma anterior estdao em Py, ja que
Ok (Pija ()87t “2i5) = vi(wija(®)) + op(t]) + vkt ) + vi(2i5) 2 —c+ex > 0.
Para i =k e a < ¢, temos que
Uk (Prja(T)th  215) = Vp(Prja(z)) + vkt ) + vg(zrj) = a—c+ep = —c+ e > 0.
Para i = k e a > ¢, temos que
Uk (Prjal@)ty “2j) Z ek +a—c>=a—c>0.

Combinando os casos anteriores, temos que
Ik
> wrje(x)zi; € P,
=1

Notemos que ¢y;.(z)(Py) € K, uma vez que tudo que for multiplo de = pertence a
Py, de modo que no quociente Fp, s6 resta o termo constante, e que nem todos
rje(z)(Py) = 0, pois = nao divide todos os yy;c(z), donde temos uma combinagao

linear nao trivial

Ik
2 Prje(2) (L) - 21 (Pr) = 0

sobre K. Mas isso é uma contradicdo, pois {zx, (Px), - - ., 2ks, (Pr)} é uma base de
Fp, /K (pois v;(si; — z;;) > 0 implica que s;; — 2z;; € P; e assim s;;(F;) = 2;;(F;),
com {sq(5),..., sif,(P;)} sendo uma base de Fp,/K). [ |

Corolario 3.2.4. Em um corpo de fungoes F'/K, todo elemento 0 # x € F possui

um numero finito de zeros e de polos.

Demonstra¢io. Se x € K, como K C Op, para todo lugar P, temos que ¢ Pe
x~1 ¢ P, para todo lugar P. Dai,  ndo possui zeros nem polos. Por outro lado,
se x ¢ transcendente sobre K, entao o nimero de zeros de x ¢ menor ou igual a
[F: K(x)], pela Proposi¢ao 3.2.3. Um argumento andlogo a esse aplicado a z~*
nos mostra que ! possui um ntimero finito de zeros, donde x possui um ntimero

finito de polos. |



42

3.3 DIVISORES

Consideremos ao longo dessa secao F//K um corpo de fungdes em uma

variavel tal que K é algebricamente fechado em F'.

Definigao 3.3.1. O grupo dos divisores de F//K é definido como o grupo abeliano
livre que é gerado pelos lugares de F//K e é denotado por Div(F). Os elementos
de Div(F) sao chamados divisores de F//K. Em outras palavras, um divisor D é

uma soma formal

D= Z TLP.P,

PePp
com np € Z e quase todo np igual a zero. O suporte de D é definido como sendo o

conjunto
supp(D) = {P € Pg; np # 0}.
Definimos a adi¢do de dois divisores D= Y np.Pe D' = Y njp.P como

PePp PePg

D+D =) (np+np).P.

PePp

Ainda, o elemento neutro do grupo de divisores Div(F') é o divisor

0= Z TP.P,

PePp

onde rp = 0, para todo P € Pp.

Definicao 3.3.2. Um divisor D = P, com P € Pp, é chamado divisor primo.
Definicao 3.3.3. Para Q € Pr e D =Y np. P € Div(F), definimos vy (D) = ng.
Observacao 3.3.4. Com base na definicdo anterior, temos que

supp(D) = {P € Pp; vp(D) #£0} e D= > wvp(D).P.

Pesupp(D)

Defini¢ao 3.3.5. Uma relagao de ordem parcial em Div(F') pode ser definida por
Dy < Dy se, e somente se, vp(Dy) < vp(D3), para todo P € Pp.

Se Dy < Dy e Dy # Dy, escrevemos Dy < D,. Ainda, se D > 0, entao D é chamado

um divisor positivo.
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Definicao 3.3.6. O grau de um divisor ¢ definido como

deg(D) = > wvp(D).deg(P).

PePp
Observacao 3.3.7. A aplicacao

deg: Div(F) — Z
D — deg(D)

¢ um homomorfismo de grupos.

Definig¢ao 3.3.8. Seja 0 # z € F' e denotemos por Z e por N o conjunto de zeros

e de polos de x, respectivamente. Entao definimos:

a) (z)o =Y vp(z).P o divisor de zeros de z.
Pez

b) ()= > —vp(z).P o divisor de polos de z.
PeN

¢) (x) = (x)o — (¢)s 0 divisor principal de z.

Observagao 3.3.9. Com base na defini¢io anterior, temos que (z) = > vp(z). P.
PEPF

Definicao 3.3.10. O conjunto de divisores
Princ(F) ={(z); 0 £z € F}
é chamado o grupo dos divisores principais de F'//K. O grupo quociente
CU(F) = Div(F)/Princ(F)

é chamado grupo das classes de divisores de F//K. Para um divisor D € Div(F), o

correspondente elemento em CY(F') é denotado por [D].

Definicao 3.3.11. Dois divisores D e D’ sao ditos equivalentes, e escrevemos
D ~ D', se [D] = [D'], ou seja, se D = D' + (x), para algum z € F\{0}.

Observagao 3.3.12. A relagao estabelecida na Defini¢ao 3.3.11 é uma relagao de

equivaléncia em Div(F).
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Defini¢ao 3.3.13. Para um divisor A € Div(F'), definimos o espago de Riemann-

Roch associado a A por
L(A)={x€ F; (z) > —-A}U{0}.
Observacao 3.3.14. Seja A € Div(F). Entao:

a) x € L(A) se, e somente se, vp(x) > —vp(A), para todo P € Pp.

b) L(A) # {0} se, e somente se, existe A’ € Div(F) tal que A’ ~ Ae A" > 0.

A demonstragao do item a) segue das definigdes. Agora,
L(A) # {0} & 3z € F\{0} tal que (z) > —A

S A=A+ (x)étalque A~ Ae A

>0
&3 A eDiv(F)talque A/ ~Ae A >0

Y

0 que mostra o item b).

Lema 3.3.15. Seja A € Div(F). Entao, temos que:

a) L(A) é um espago vetorial sobre K.

b) Se A" é um divisor equivalente a A, entdo L(A) € isomorfo a L(A’).

Demonstragao. a) Mostremos que £(A) é um subespago vetorial de F' sobre K. Em
primeiro lugar, notemos que L£(A) # 0, pois 0 € L(A). Sejam agora z, y € L(A)
e a € K. Entao, para todo P € Pp, vp(z +y) = min{vp(z), vp(y)} = —vp(A) e
vp(ax) = vp(a) + vp(z) = —vp(A). Logo, z +y e ax € L(A), pela Observagao
3.3.14.

b) Por hipétese, temos que A = A+ (z), com 0 # z € F. Consideremos a aplica¢ao

p: L(A) — F

T = Tz

Entao, ¢ é uma transformagao linear cuja imagem esté contida em L£(A’). Com
efeito, se x € L(A)\{0}, entdo () > —A. Dal, p(zr) = zz # 0 é tal que



45

(x2) = ()+(2) = (2)+ A-A" > —A+A-A" = —A'". Logo, p(z) = xz € LIA)\{0}.
Se x = 0, entao p(z) = ¢(0) =0 € L(A"). Logo, ¢(L(A)) C L(A’). A linearidade

segue diretamente da definicao.

Do mesmo modo, temos que

o LA) - F

x = xz !

¢ uma transformacao linear cuja imagem esta contida em L(A).

Como ¢’ é a inversa de ¢, mostramos que ¢ é um isomorfismo de £(A) em L£(A4’). N
Lema 3.3.16. a) £(0) = K.

b) Se A <0, entao L(A) = {0}.

Demonstragio. a) Temos que (z) = 0, para 0 # = € K, de modo que K C £(0).
Reciprocamente, se 0 # = € £(0), entdo () > 0. Isso significa que x ndo possui

polos, donde z € K, pelo Corolario 3.1.27.

b) Assumamos que existe um elemento 0 # = € L(A). Entdo (z) > —A > 0. Isso
nos da que x possui pelo menos um zero e nenhum polo, o que é uma contradi¢ao
pelo Corolario 3.1.27. [ |

Lema 3.3.17. Sejam A, B divisores de F/K, com A < B. Entio L(A) C L(B) e
dim(L(B)/L(A)) < deg(B) — deg(A).

Demonstra¢io. Em primeiro lugar, mostremos que £(A) C L(B). Com efeito,
seja 0 # x € L(A). Entdao vp(x) > —vp(A), para todo P € Pr. Como A < B,
temos que vp(B) > vp(A), para todo P € Pp. Dal, —vp(A) > —vp(B), para todo
P € Pg, donde vp(x) > —vp(B), para todo P € Pp. Isso nos da que = € L(B).

Com o intuito de mostrar a outra parte do lema, podemos assumir que B = A+ P,

para algum P € Pp. O caso geral segue deste por inducao.

Escolhamos um elemento ¢t € F' com vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1. Para x € L(B),
temos que vp(z) = —vp(B) = —vp(t), donde vp(zt) = vp(x)+vp(t) = 0ext € Op.
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Assim, obtemos uma aplicacdo K —linear

¢Z /;(B) — Fp
z o (zt)(P)

Um elemento = € Ker(1) se, e somente se, xt € P, 0 que ocorre se, e somente se,

vp(xt) > 0, ou seja, vp(z) + vp(t) > 0. Assim,

x € Ker(v) < vp(x) > —vp(t)
& vp(x) > —vp(A) — 1

< vp(x) = —vp(A).

Consequentemente, Ker(y) = L(A) (pois vg(z) > —vg(B) = —vg(A), para Q # P
ex € L(B)).

Dai, 1 induz uma transformacao linear injetiva de £L(B)/L(A) em Fp.

Portanto, dim(L(B)/L(A)) < dim(Fp) = deg(B) — deg(A). [ |

Proposicao 3.3.18. Para cada divisor A € Div(F), o espago L(A) é um espago
vetorial de dimensao finita sobre K. Mais precisamente, se A= A, — A_, onde
A, e A_ sao divisores positivos, entao dim(L(A)) < deg(Ay) + 1.

Demonstragio. Como A < A, temos, pelo Lema 3.3.17, que £(A) C L(A;). Logo,
é suficiente mostrarmos que dim(L(Ay)) < deg(A4) + 1.

Temos que 0 < A, donde, pelo Lema 3.3.17, segue que
dim(L(A+)/L(0)) < deg(Ay) — deg(0) = deg(A).
Como £(0) = K, concluimos que
dim(L(A4)) = dim(L(A+)/L£(0)) + 1 < deg(A4) + 1.
u

Defini¢ao 3.3.19. Para A € Div(F), o inteiro {(A) = dim(L(A)) é chamado a

dimensao do divisor A.
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Teorema 3.3.20. Todos os divisores principais possuem grau zero. Mais precisa-

mente, seja x € F\K. Entio deg((x)o) = deg((z)oo) = [F': K(x)].

T

Demonstragio. Escrevamos n = [F : K(x)] e B = x)P;, onde
i=1
Py, ..., P, sao todos os polos de x. Entao
deg(B va ).deg(P;) < [F: K(z)] =

pela Proposigao 3.2.3. Resta-nos mostrar que n < deg(B).

Escolhamos uma base uy, ..., u, de F//K(z) e um divisor C' > 0 tal que (u;) > —C,
parai=1,..., n. Entdo temos que {(kB + C) > n(k + 1), para todo k > 0 (x).

Escrevendo ¢ = deg(C'), obtemos que

a(k+1) < L(kB + O)
deg((kB+C)y) +1
=deg(kB+C)+1
=k.deg(B) + deg(C) +1

=k.deg(B)+c+1,

<
<

pela Proposicao 3.3.18.

Logo n(k 4+ 1) < k.deg(B) + ¢+ 1 implica que k(deg(B) —n) > n —c— 1, para
todo k € N.

Como o lado direito da tltima desigualdade nao depende de k, temos que ter
deg(B) = n.

Desse modo, provamos que deg((7)s) = [F : K(z)]. Como (z)y = (x71)4, podemos
concluir que deg((z)o) = deg((z7)so) = [F: K(z7')] = [F : K(z)].

(%) Para provarmos essa desigualdade, basta mostrarmos que os elementos z'u;,
0<i<kel<j<n,pertencem a L(kB + C) e sao linearmente independentes
sobre K, pois isso nos da que {(kB + C) = dim(L(kB + C)) > n(k + 1).

Com efeito, (z°) = i(x) = i(2)o — 1(T)oo = —1(T)oo = —k(7)oo = —kB, pois i < k,
e (u;) > —C, para todo j = 1,..., n. Dal, (2'u;) = (') + (u;) = —kB — C, ou
seja, z'u; € L(kB + C).
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n k n k
Ainda, se Z Zaija:iuj =0, com a;; € K, temos que Z (Z aijxi> u; = 0, donde

j=11i=1 j=1 \i=1

k
Zazjx’ =0, para todo j = 1,..., n. Como x é um elemento transcendente sobre
i=1

K, temos que a;; = 0, para todos ¢ =1,..., k, 7 =1,..., n. Isso mostra que os
elementos z'u; sdo linearmente independentes sobre K. |

Corolario 3.3.21. Seja A € Div(F).

a) Se A € Div(F) € tal que A’ ~ A, entao ((A) = ((A") e deg(A) = deg(A").
b) Se deg(A) <0, entdo {(A) = 0.
c) Se deg(A) =0, entdo sio equivalentes:

(%) A € um divisor principal.
(xx) L(A) > 1.
(%% %) ((A)=1.

Demonstragio. a) Etapa 1. Pelo Lema 3.3.15, como A ~ A’ temos que L(A) é
isomorfo a L£(A"), donde ¢(A) = ((A').

FEtapa 2. Como A ~ A’ temos que A = A’ + (). Pela Observagao 3.3.7, temos que
deg(A) = deg(A" + (x)) = deg(A’) + deg((x)) = deg(A’), onde a tltima igualdade
segue do Teorema 3.3.20.

b) Suponhamos que ¢(A) > 0. Pela Observacao 3.3.14, temos que existe A’ € Div(F)
tal que A" ~ A e A" > 0. Mas dal, temos, pela letra a), que deg(A) = deg(A’) e
deg(A") = 0 (pela definigao de grau de um divisor), o que é uma contradigao, pois
deg(A) < 0.

c) (%) = (xx)

Se A = (x) é um divisor principal, entdao z=! € L(A), pois (z7!) = —(z). Logo,
((A) > 1.

(k%) = (* * x) Suponhamos que ¢(A) > 1. Por hipdtese, temos que deg(A) = 0.
Entao, A ~ A’, para algum A’ > 0 (pela Observacao 3.3.14). As condigoes A’ > 0
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e deg(A") = deg(A) = 0 nos dao que A’ = 0. Logo ¢(A) = ¢(A") = ¢(0) = 1 pelo
Lema 3.3.16.

(* x %) = (%) Suponhamos que ¢(A) = 1. Por hipdtese também temos que
deg(A) = 0. Seja 0 # z € L(A). Entdao (z) + A > 0. Como deg((z) + A) = 0,
temos que (z) + A = 0. Dai, A = —(z) = (27') é um divisor principal. [ ]

Proposicao 3.3.22. Eziste uma constante v € Z tal que para todos os divisores
A € Div(F) temos que deg(A) — ((A) < 7.
Notemos que o valor v independe do divisor A, estando relacionado somente com o

corpo de fungoes F/K.

Demonstracao. Para iniciarmos a demonstracao, observemos que A; < A, nos da
que deg(A;) — (A1) < deg(As) — €(As). Com efeito, pelo Lema 3.3.17, temos que

((Az) = £(Ar) = dim(L(A2)/L(A1)) < deg(Ag) — deg(Ay).

Fixemos um elemento =z € F\ K e consideremos o divisor B = ().

Como na demonstra¢ao do Teorema 3.3.20, existe um divisor C' > 0 (dependendo
de z) tal que £(kB+ C) > (k + 1) .deg(B), para todo k > 0.

Por outro lado, pelo Lema 3.3.17, temos que (kB + C) < {(kB) + deg(C). De
fato,
U(kB+ C) —U(kB) = dim(L(kB + C)/L(kB))
< deg(kB + C) — deg(kB)
= deg(kB) + deg(C) — deg(kB) = deg(C),
donde ¢(kB + C) < U(kB) + deg(C).
Combinando as duas ultimas desigualdades, temos que
UkB) > (k+1).deg(B) — deg(C)
= deg(kB) + (deg(B) — deg(C))
=deg(kB) + ([F : K(x)] — deg(C)).

Portanto, deg(kB) — ¢(kB) < =, para todo k > 0, para algum v € Z.
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Queremos mostrar que a desigualdade anterior vale mesmo substituindo kB por
A € Div(F).
Afirmagao. Dado um divisor A, existem divisores Ay, D e um inteiro k£ > 0 tais

que A< A, Ai~DeD <EkB.

Temos que essa afirmacao conclui o resultado pois

deg(A) — 0(A) < deg(Ay) — ((4)
eg(D) — (D) (pelo Corolario 3.3.21)

eg(kB) — ¢(kB)

Prova da Afirmacao.
Escolhamos A; > A tal que A; > 0. Entao
U(kB — Ay) 2 U(kB) — deg(A;) (pelo Lema 3.3.17)
>

deg(kB) — v — deg(A)
0

V

para k suficientemente grande. Logo, existe um elemento 0 # z € L(kB — A;).
Definindo D = A; — (2), obtemos A ~ D e D < A; — (A} — kB) = kB, como
desejado. |

Definig¢ao 3.3.23. O género g de F'/K é definido por
g = mazx {deg(A) — ((A) + 1; A € Div(F)}.

Observagao 3.3.24. O género de F//K é um inteiro nao negativo. Com efeito,
g > deg(0) —£(0)+1=0.

Teorema 3.3.25 (Teorema de Riemann). Seja F//K um corpo de fungoes de género

g. Entao:

a) Para todos os divisores A € Div(F), ((A) = deg(A) +1 —g.

b) Eziste um inteiro ¢, dependendo somente do corpo de fungoes F/K, tal que
((A) =deg(A) + 1 —g, sempre que deg(A) > c.
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Demonstragio. a) Esse item segue da definigdo do género g.
b) Escolhamos um divisor Ay com g = deg(Ao) — €(Ap) + 1 e definamos

c=deg(Ap) +g.
Se deg(A) > ¢, entao
U(A—Ag) = deg(A—Ag)+1—g = deg(A)—deg(Ag)+1—g = c—deg(Ag)+1—g = 1.
Logo existe um elemento 0 # z € L(A — Ap). Consideremos o divisor
A=A+ (z) > A.

Entao, temos que

deg(A) — L(A) = deg(A") — £(A") (pelo Corolario 3.3.21)
> deg(Aop) — (Ap) (pelo Lema 3.3.17)
=g—1.

Isso nos da que £(A) < deg(A) — g+ 1, o que, pelo item a), nos dé a igualdade. W
3.4 O TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Definicao 3.4.1. Para A € Div(F), o inteiro
i(A) =l(A) —deg(A)+g—1
é chamado o indice de especialidade de A.

Observagao 3.4.2. Pelo Teorema de Riemann (Teorema 3.3.25), i(A) > 0, para
todo A € Div(F), e i(A) =0, se deg(A) for suficientemente grande.

Defini¢ao 3.4.3. Um adele de F//K é uma fungao

oa: Pr —» F
P — ap
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tal que ap € Op, para quase todo P € Pr. Considerando um adele como um

elemento do produto direto H F, utilizaremos a notacdo o = (ap)pep, OU
PePp
simplesmesmente o = (ap).

O conjunto
Ap = {a; a é um adele de F/K}

¢ chamado o espaco de adeles de F'/K. Notemos que Ap pode ser considerado
um espago vetorial sobre K definindo as operacoes de adi¢ao e multiplicagao por

escalar da forma usual.

Para x € F', definimos o adele principal de x como

ap: Pp — F
P — z

Notemos que a, ¢é efetivamente um adele, uma vez que x possui um numero finito

de polos pelo Corolério 3.2.4.

Através do adele principal, obtemos um mergulho de F' em Ar dado por

p: F — Ap

T = O

Ainda, as valorizagoes discretas vp de F'/K se estendem naturalmente para Ap
definindo vp(a) = vp(ap), onde ap é a componente P do adele a. Por definicao,

temos que vp(a) = 0, para quase todo P € Pg.

Definindo ainda
Ap(A) ={a € Ar; vp(a) = —vp(A), para todo P € Pg},

temos que Ag(A) é um subespago vetorial de Ap.

Teorema 3.4.4. Para cada divisor A € Div(F'), temos que
i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)).

Demonstragao. Faremos a demonstracao desse teorema em algumas etapas.
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FEtapa 1. Sejam Ay, Ay € Div(F) tais que A; < Ay. Entdo Ap(A4;) C Ap(As) e
dim(Ar(As)/Ar(Ay)) = deg(Ay) — deg(Ay).

Prova da Etapa 1.

Dado o € Ap(4;), temos que vp(a) = —vp(A;) = —vp(Ay), para todo P € Pp,
pois A; < Ay. Logo o € Ap(Ay). Isso mostra que Ap(A;) C Ap(As).

Fagamos a prova para o caso em que Ay = A; + P, com P € Pr (o0 caso geral

resultara deste por indugao).

Escolhamos t € F' com vp(t) = vp(A;) + 1 e consideremos a transformagao linear

v: Ap(4y) — Fp
a —  (tap)(P)

Notemos que ¢ estd bem definida pois
Up(tOép) = Up(t) —f-Up(Oép) 2 Up(Al) +1-— UP(AQ) = Up(Al) +1-— (Up(Al) + 1) = 0,

donde tap € Op.

Ainda, ¢ é uma transformacao linear sobrejetiva, pois dado z(P) € Fp, z € Op,

definamos o = (ag) € Ap por

{ t7'z, seQ =P
Qg =

tévQ(AZ), se Q # P, onde tg é um elemento primo para Q.
Assim,
vo(0) = vg(tg"*™) = —vq(4y),
seQ# P,e
vp(a) = vp(ap) = vp(t™'2) = —vp(t) + vp(2)
= —vp(A1) — L +vp(z) = —vp(A2) + vp(2)
> —vp(Az),

o que nos dé que o € Ap(Ay). Assim, z(P) = ¢(a).
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Ainda,
(Ay); tap € P}
(A2); vp(tap) > 0}
(A2); vp(t) + vp(ap) > 0}
={a € Ap(Ay); vp(ap) > —vp(t)}
(A2); vp(ap) +1> —vp(A1)}
(A2); vp(

;s vp(ap) = —vp(Ar)}

Dai, deg(Ay) — deg(Ay) = deg(P) = [Fp : K] = dim(Ar(As)/Ar(A7)).
FEtapa 2. Sejam Ay, Ay € Div(F) tais que A; < Ay. Entao

dim((Ap(A2) + F)/(Ap(A1) + F)) = (deg(As) — ((A2)) — (deg(Ar) — £(Ar)).
Prova da Etapa 2.

Temos a seguinte sequéncia exata de transformagoes lineares

0 — L(Ag)/L(A)) =5 Ap(Ay)JAr(A)) = (Ap(As) + F)/(Ap(A) + F) — 0,

onde
o1: L(Ag)/L(A) — Ap(As)/Ar(A)
a+L(A) —  a+Ar(4)
oy Ap(A2)/Ap(Ar1) — (Ap(A2) + F)/(Ar(A1) + F)
a—+ Ap(4) a+ (Ap(A) + F) '
Com efeito:

e o0 estd bem definida e é uma transformacao linear injetora.
De fato,
a+L(A) =0+ L(A) e a—pFe L(A)
< vp(a—B) = —vp(Ay), para todo P € Pp
S a—pe Ap(A)
& a+ Ar(A1) = 4+ Ar(Ay), para a, € L(A,).

Ainda, o7 é uma transformacao linear por definicao.



25

e 0, estd bem definida e é uma transformacao linear sobrejetora.

De fato, dados «, § € Ap(Az) tais que a + Ar(A;) = 8+ Ar(A;), temos
que a — 8 € Ap(A;) implica que a — f € Ap(A;) + F, donde

a+ (Ap(Ar) + F) = B+ (Ar(42) + F),
o que mostra que oy estd bem definida. Ainda, dado
a+ (Ar(A1) + F) € (Ap(A2) + F)/(Ar(4r) + F),
com a € Ap(Ay) + F, temos que o« = as + f, as € Ap(Ay), f € F. Dali,
oa(a + Ap(4y)) = az + (Ap(A) + F)

=a—f+(Ap(A) + F)
=a+ (.AF(A1) + F),

0 que mostra oy é sobrejetora.

o Im(oy) = Ker(oy)

(Q) Seja o+ Ar(A1) € Ap(Ay)/Ar(Ay) tal que oo € L(A2) C F. Entao
oo+ Ap(A41)) =a+ (Ap(4A1) + F) = Ap(A;) + F, donde

a+ Ap(A)) € Ker(os).

Isso mostra que I'm(oy) C Ker(os).

(D) Seja a € Ap(Ay), com oa(a + Ap(A1)) = 0. Entdo, a € Ap(4;) + F,
donde existe x € F com a —x € Ap(A;). Como Ar(A;) C Ar(As), temos
que r < AF(AQ)QF = ,C(AQ) Dai, OZ+AF(A1) = £C+AF(A1) = 0'1(1’—|—£(A1))

Isso mostra que Ker(os) C Im(oy).

Como a sequéncia inicial é uma sequéncia exata, obtemos que

dim((Ap(As) + F)/(Ap(A) + F)) = dim(Ap(A2) [ Ar(Ay)) — dim(Ker(os))
= dim(Ap(A) [ Ar(A1)) — (Im<01)>
dim(Ap(As) [ Ap(Ar)) — dim(L(A2)/L(A1))

) — deg(Ar)) — (¢ ( 2) — (),
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onde a ultima igualdade segue da Etapa 1 e do Lema 3.3.17.
FEtapa 3. Se B é um divisor com ¢(B) = deg(B) + 1 — g, entdo Ar = Ap(B) + F.
Prova da Etapa 3.

Inicialmente, observemos que, para By > B, temos, pelo Lema 3.3.17, que
((By) — €(B) = dim(L(B1)/L(B)) < deg(B,) — deg(B),

donde
0(By) < deg(By) + 4(B) — deg(B) = deg(B1) + 1 — g.

Por outro lado, ¢(B;) > deg(B;) + 1 — g, pelo Teorema de Riemann. Portanto,
((B,) = deg(B;) + 1 — g, para cada B; > B.

Seja o € Ap. Se a € Ap(B), entdao a € Ap(B) + F. Caso contrério, seja

B, = > vp(B). P+ > —vp(ap). P.
vp(ap)>—vp(B) vp(ap)<-vp(B)
Notemos que B; é um divisor bem definido, pois vp(B) = 0, para quase todo P,
e vp(ap) = 0, para quase todo P, donde, na primeira parcela da soma anterior,
vp(B) # 0, para um ntmero finito de lugares P, e, na segunda parcela, temos que
—vp(ap) # 0 para um ndimero finito de lugares P. De fato, se vp(B) = 0, temos
que vp(ap) < 0, o que ocorre para um nimero finito de lugares P pela defini¢ao
a. Se vp(B) # 0, temos que vp(ap) < —vp(B) # 0, 0 que ocorre para um nimero
finito de lugares P. Logo, na segunda parcela, também temos um niimero finito de

lugares tais que vp(ap) # 0.

Ainda By > B, pois vp(B;) = vp(B), se vp(ap) = —vp(B), e vp(By) = —vp(ap) >
vp(B), se vp(ap) < —vp(B). Além disso, a € Ap(By), pois vp(ap) = —vp(By),

se Up(Oép) > —UP(B), e Up(Oép) = —Up(Bl), se Up(Oép) < —UP(B).

Pela Etapa 2, temos que

dim((Ap(B1) + F)/(Ap(B) + F')) = (deg(B,) — {(By)) — (deg(B) — {(B))
=@-1)-(¢g—-1)=0.

Logo, Ap(B;) + F = Ap(B) + F e, como « € Ap(By), temos que o € Ap(B) + F.
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Portanto, Ap = Ap(B) + F.
FEtapa 4. Conclusao da demonstracao do teorema.

Consideremos um divisor arbitrdrio A. Pelo Teorema de Riemann (Teorema
3.3.25), existe um divisor A; > A tal que ¢(A;) = deg(A;) + 1 — g. Pela Etapa 3,
Ar = Ap(Ay) + F, e, pela Etapa 2, temos que

dim(Ar/(Ar(A) + F)) = dim((Ap(Ar) + F)/(Ar(A) + F))
— (deg(Ay) — €(Ar) — (deg(A) — £(4))
— (9 — 1) + €(A) — deg(A) = i(A).

[
Corolario 3.4.5. g = dim(Ar/(Ar(0) + F)).
Demonstracao. Com efeito,
i(0) =4(0) —deg(0) +g—1=g e i(0) = dim(Apr/(Ar(0) + F)),
pelo Teorema 3.4.4. [ ]

Definigao 3.4.6. Um diferencial de Weil de F/K é uma tranformagao linear
w : Ar — K que se anula em Ap(A) + F, para algum divisor A € Div(F).

Chamaremos
Qp = {w; w é um diferencial de Weil de F//K}

o conjunto dos diferenciais de Weil de F'/K. Para A € Div(F'), definimos
Qr(A) = {w € Qp; w se anula em Ap(A) + F}.

Observagao 3.4.7. Consideraremos Q2 como um espago vetorial sobre K e Qp(A)

um subespaco vetorial de Qp.

Lema 3.4.8. Para A € Div(F), temos que dim(Qp(A)) =i(A).

Demonstragio. Seja (Ap/(Ar(A)+ F))* = V* o espago dual de

Ar/(Ap(A) + F) = V.
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Entao, dim(V') = dim(V™).

Consideremos a aplicacao

p: Qp(A) —» V¥
, onde .
w = p(w) a — w(a)

Entao:
o(w) € um funcional linear.

B, entdo a — 3 € Ap(A) + F,

donde w(a — ) =0 e assim p(w)(@) = w(a) = w(f) = ¢(w)(B). A linearidade de

o(w) segue da linearidade de w.

Com efeito, ¢(w) estd bem definido, pois se @

© € injetora.

Com efeito, se w, v’ € Qp(A) sdo tais que p(w) = p(w'), entdo, para todo @ € V
temos que p(w)(a) = w(a) = w'(@) = p(w')(@). Assim, para todo a« € Ap, @ € V

e w(a) = p(w)(a@) = p(w')(@) = w'(a), o que mostra que ¢ é injetora.
© € sobrejetora.
Com efeito, dado g € V*, seja

’LUI.AF—> K
a = g@)

Entao:

e w é linear, pois g ¢ linear.
o we Qp(A), poissea =as+ f € Ap(A) + F, com ay € Ap(A) e f € F,
temos que w(w) = g(a) = ¢g(0) = 0.
Ainda, p(w)(@) = w(a) = g(@), para todo @ € V', donde ¢(w) = g.
@ € linear.
Segue do fato de w ser linear.

As passagens anteriores nos mostram que V* ~ Qr(A), donde

i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim(V"*) = dim(Qp(A)),
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pelo Teorema 3.4.4. [ |

Corolario 3.4.9. Qp # {0}.

Demonstragio. Escolhamos um divisor A tal que deg(A) < —2. Entao
dim(Qp(A)) = i(A) = L(A) —deg(A) +g—1> 1,

donde Qp(A) # {0}. Como Qp(A) C Qp, temos que o resultado segue. |

Definicao 3.4.10. Para x € F e w € Qp, definimos

rw: Ap — K

a = w(za)
Observagao 3.4.11. a) zw € Qp.

Se w se anula em Ap(A)+ F, entdo zw se anula em Ap(A+(x))+ F. De fato,
se @ = aa,+ f, onde au, € Ap(A+(z)) e f € F, temos que za € Ap(A)+F,

pois

vp(x) +vp(aay)

p(z) —vp(A+ (7))

vp(z) — (vp(A) +vp(z))
—vp(A)

vp(TaaL)

WV
<

exf € F. Dal, zw(a) = w(za) =0, pois w € Ap(A) + F.
A linearidade de zw segue da linearidade de w e da distributividade do

produto por escalar.

b) Definindo o produto por escalar como na Defini¢ao 3.4.10, temos que Qg

pode ser considerado um espaco vetorial sobre F.

Proposicao 3.4.12. Qp € um espaco vetorial de dimensao 1 sobre F.

Demonstragio. Escolhamos 0 # w; € Qp (notemos que esse elemento existe pelo
Corolario 3.4.9). Temos que mostrar que para todo wy € Q0 existe z € F' tal que

Wo = Z2W1.
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Se wy = 0, basta tomarmos z = 0. Suponhamos agora que wy # 0. Escolhamos
Ay, Ay € Div(F) tais que wy € Qp(A41) e wy € Qp(Ay), onde a existéncia des-
ses divisores segue da definigao de diferencial de Weil. Para cada B € Div(F)

consideremos as transforacoes lineares injetivas

x > TW;

, parat =1, 2.

Afirmagdo. Para uma escolha apropriada do divisor B, temos que
©1(L(A1L+ B)) N@a(L(Ay + B)) # {0}.

Utilizando essa afirmacao, podemos concluir a demonstracao do seguinte modo:
escolhamos x; € L(A; + B), i = 1, 2, tal que zyw; = 2wy # 0. Entao

Wy = (a:;lxl)wl,

como queriamos mostrar.

Prova da Afirmacao. Para iniciarmos a demonstragao, recordemos que se Uy, Us

sao subespacos de um espaco vetorial V' de dimensao finita, entao
dim(Uy N Us) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(V),
pois
dim(Uy N Us) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(Uy + Us) e dim(Uy + Us) < dim(V).
Seja B > 0 um divisor de grau suficientemente grande tal que
0(A;+ B) =deg(A; + B)+ 1 —g,

para i = 1, 2 (vejamos que isso é possivel pelo Teorema de Riemann).

Definamos U; = ¢;(L(A; + B)) C Qp(—B). Como

dim(Qp(—B)) =i(—B) =((—B) —deg(—B)+g—1=deg(B)+g— 1,
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onde a segunda igualdade segue do Lema 3.3.16, obtemos

dim(Uy) + dim(Usy) — dim(Qp(—B)) = dim(L(A; + B)) + dim(L(As + B))
—deg(B) —g+1
=deg(A1+ B)+1— g+ deg(As + B)
+1—g—deg(B)—g+1
= deg(B) + (deg(A1) + deg(A2) + 3(1 — g)).

Como o termo deg(A;) + deg(As) + 3(1 — g) independe de B, temos que
dim(Uy) + dim(Us) — dim(Qp(—B)) > 0

se deg(B) for suficientemente grande.
Pela propriedade apresentada no inicio da demonstracao dessa afirmacgao, temos que

dim(U; NUy) > 0, o que nos da que U; N Uy # {0}, como queriamos mostrar. W

Definicao 3.4.13. Definimos o conjunto
M(w) ={A € Div(F); w se anula em Ap(A) + F},
onde w € Qr\{0}.

Lema 3.4.14. Seja 0 # w € Qp. Entao existe um unico divisor W € M (w) tal
que A < W, para todo A € M(w).

Demonstracao. Pelo Teorema de Riemann, existe uma constante ¢, que depende
unicamente do corpo de fungoes F/K, tal que i(A) = 0, para todo A € Div(F),
com deg(A) > c.

Como dim(Ap/(Ar(A) + F)) = i(A) pelo Teorema 3.4.4, temos que deg(A) < ¢,
para todo A € M(w). Dali, podemos escolher um divisor W € M (w) de grau
mAaximo.

Suponhamos que W nao satisfaga a propriedade do enunciado do lema. Entao
existe um divisor Ay € M(w) com Ay & W, isto é, vg(Ag) > vo(W), para algum
Q € Pp.
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Afirmamos que W + @Q € M(w), o que é uma contradigdo com a maximalidade de

w.

De fato, consideremos um adele a = (ap) € Ap(W + Q). Podemos escrever

a=dao +a”, com

/ ap, SGP%Q
O[P:
0, se P=Q
e
" 0, se P#(Q
ag, se P=@Q

Entao o € Ap(W) e o € Ap(Ap). Com efeito, vp(ap) = —vp(W), se P # Q,
e vg(0) = oo > —ug(W), donde o € Ap(W), e vp(0) = co > —wvp(Ay), se
P # Q, e vglag) = —vg(W) —1 = vg(Ay), pois vg(Ag) > vo(W) implica que
vo(Ag) = vo(W) + 1, donde o € Ap(Ay).

Dai, w(a) = w(d’) + w(a”) = 0, de modo que w se anula em Ap(W + Q) + F,

como queriamos mostar.

A unicidade de W segue entao do fato de A < W, para todo A € M(w). [

Definicao 3.4.15. a) O divisor (w) do diferencial de Weil w # 0 é o tnico
divisor de F'/K satisfazendo:

(¥) w se anula em Ap((w)) + F;
(%) Se w se anula em Ap(A) + F, entao A < (w).

b) Para 0 # w € Qp e P € Pp, definimos vp(w) = vp((w)).

¢) Um divisor W é chamado divisor candnico de F//K se W = (w), para algum

’UJEQF.

Observacao 3.4.16. Segue das defini¢oes que
Qp(A) ={w € Qp; w=0ou (w) > A}.

Proposigao 3.4.17. Para 0 £z € F ¢ 0 # w € Qp, temos que (xw) = (x) + (w).
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Demonstragio. Se w se anula em Ap(A)+F', entdo zw se anula em Ap(A+(x))+F,
pela Observagio 3.4.11. Em particular, como w se anula em Ap((w)) + F, temos
que zw se anula em Ap((w) + (z)) + F', donde, pela Defini¢ao 3.4.15, temos que
(w) + (z) < (zw).

Do mesmo modo, podemos mostrar que (zw) + (z7) < (z7zw) = (w).

Combinando as duas desigualdades anteriores, temos que
() + () < (zw) < =(271) + (w) = (2) + (w),
o que conclui a demonstracao. |

Teorema 3.4.18 (Teorema da Dualidade). Sejam A um divisor arbitrario e W =

(w) um divisor candnico de F/K. Entdo a aplicag¢io

p: LV —A) — Qp(4)

T — Tw

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais sobre K. Em particular, i(A) = (W — A).

Demonstragio. Para x € LW — A), temos que

(zw) = () + (w) 2 A-W 4+ W = A.
Logo zw € Qp(A), pela Observagao 3.4.16 e u é efetivamente uma aplicagao de
LW —A) em Qp(A).

Temos também que i é uma transformacao linear, em virtude da linearidade do

produto por escalar.

Ainda, p é injetora, pois se z.w =0, com x € L(W — A), como w # 0, temos que
ter x = 0, o que mostra que Ker(u) = {0}.

Com o intuito de mostrarmos que p € sobrejetora, consideremos um diferencial de
Weil wy € Qp(A). Pela Proposicao 3.4.12, podemos escrever wy = xw, para algum

z € F. Como
(2) + W = (@) + () = (zw) = (w1) > A,

obtemos que (z) > A — W, de modo que x € L(W — A). Logo w; = pu(x).
Portanto, /(W — A) = dim(Qr(A)) = i(A). [ |
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Teorema 3.4.19 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de

F/K. Entdo, para cada divisor A € Div(F),

UA) =deg(A)+1—g+ LW —A).
Demonstragio. Pela Definigao 3.4.1, temos que i(A) = ((A) — deg(A) + g — 1.
Ainda, pelo Teorema 3.4.18, temos que i(A) = ¢(W — A). Portanto,

U(A) =deg(A)+1—g+ (W — A),
como queriamos mostrar. [ |
Corolario 3.4.20. Para um divisor canonico W, temos que deg(W) =29 —2 e
(W) =g.
Demonstracao. Para A =0, o Teorema de Riemann-Roch e o Lema 3.3.16 nos dao
que 1 =/¢(0) = deg(0) + 1 — g + ¢{(W —0), donde (W) = g.
Fazendo A = W, temos, pelo Teorema de Riemann-Roch, que

W) =degW)+1—g+ (W —-W),

isto é, deg(W) = 2g — 2, o que conclui a demonstragao. [
Teorema 3.4.21. Se A é um divisor de F/K de grau deg(A) > 2g — 1, entao

U(A) =deg(A)+1—g.

Demonstragio. Temos que ((A) = deg(A)+1—g+{(W —A), onde W é um divisor

canonico.

Como deg(A) > 29 — 1 e deg(W) = 2g — 2, concluimos que deg(W — A) =
deg(W) —deg(A) <29 —2— (29 — 1) = —1 < 0. Pelo Corolario 3.3.21, temos que
(W —A)=0.

Portanto, ¢(A) = deg(A) +1 — g. [ |
Teorema 3.4.22 (Teorema da Aproximagao Forte). Sejam S C Pr e Py,..., P, €
S. Suponhamos que sejam dados elementos x1,..., x, € F e inteiros ny,..., n, €
Z. Entao existe um elemento v € F tal que vp,(x — ;) =n;, parai=1,..., 1, €

vp(z) = 0, para todo P € S\{Py,..., P.}.
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Demonstragio. Consideremos o adele a@ = (ap)pep,, com

xiy, seP=PFP,i=1,...,r
ap = .

0, caso contrario

Escolhamos um lugar @) € Pr\S. Para m € N suficientemente grande, temos que

Ar = Ap <mQ — i(ni + 1)PZ-> + F.

Com efeito, para m suficientemente grande,

deg (m@ _ z<n ; 1m) = 3 o) deg(P)

=m.deg(Q) — > (n; +1).deg(F;)

=1

229_]-7

onde A = m@Q — Y (n;+1)P,. Dai, 0 = i(A) = dim (Ap/(Ar(A) + F)), onde
i=1
a primeira igualdade segue do Teorema 3.4.21 e a segunda igualdade segue do

Teorema 3.4.4. Em outras palavras, Ar = Ap(A) + F.

Pela igualdade anterior, existe z € F tal que z — o € Ap(A). Isso significa que
vp(z—x;)) Z2ni+1>n;, parai=1,...,r evp(z) >0, para todo P pertencente

AS\{P,..., P}

Escolhamos y1, ..., y. € F, com vp,(y;) = n;. Pelo mesmo processo realizado acima,
podemos obter y € F tal que vp,(y —y;) > n;, parai=1,..., 7, e vp(y) = 0, para
todo P € S\{P,,..., Pr}.

Dai, pela Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16), temos que

vp,(y) = vp,((y — i) + yi) = min{vp,(y — vi), ve.(yi)} = v, (i) = ns.
Definindo x = y + 2, temos que
vp, (r—x;) = vp,(y+(z2—x;)) = min{vp,(y), vp,(z—x;)} =vp(y) =n;, Yi=1,...,r.

Para P € S\{P,..., P.}, vp(x) =vp(y + z) = min{vp(y), vp(z)} = 0. [ |
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Proposicao 3.4.23. Seja P € Pr. Entao, para cada n > 2g, existe um elemento

x € F com divisor de polos (x)s = nP.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.4.21, temos que {((n—1)P) = (n—1)deg(P)+1—g
e l(nP)=n.deg(P)+1—g. Logo L((n —1)P) € L(nP), pelo Lema 3.3.17. Todo
elemento € L(nP)\L((n — 1)P) possui divisor de polos nP. De fato, vg(x) = 0
(%), para todo @ € Pp\{P}, e vp(x) = —n, pois x € L(nP). Por outro lado, como
x & L((n—1)P), pela desigualdade (x) temos que ter vp(z) < —(n—1). Dai, temos
que vp(z) = —n < 0. Como vp(x) = —n < 0 e vg(z) = 0, para todo @ € Pp\{P},

temos que (x)s = nP. [
3.5 COMPONENTES LOCAIS DE DIFERENCIAIS DE WEIL

Definicao 3.5.1. Seja P € Pp.

a) Para x € F, definimos tp(z) € Apr como o adele cuja componente P é z e

todas as outras componentes sao nulas.
b) Para um diferencial de Weil w € Qp, definimos sua componente local

wp: F — K
z = wip(z))
Observacao 3.5.2. Notemos que wp é uma transformacao linear sobre K.
Proposicao 3.5.3. a) Seja w # 0 um diferencial de Weil de F/K e P € Pp.

Entao vp(w) = max{r € Z; wp(z) = 0 para todo x € F com vp(x) = —r}.

Em particular, wp nao € a funcao identicamente nula.

b) Sew ew € Qp e wp = wh, para algum P € Pg, entio w = w'.

Demonstragio. a) Recordemos que, por defini¢do vp(w) = vp(W), onde W = (w)
denota o divisor do diferencial de Weil w. Seja s = vp(w). Para x € F com

vp(z) = —s, temos que tp(z) € Ap(W). Logo wp(z) = w(tp(x)) = 0.
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Suponhamos agora que wp(z) = 0 para todo = € F, com vp(x) > —(s + 1).
Seja a = (ag)gep, € Ar(W + P). Entdo o = (o — tp(ap)) + tp(ap), com
a—p(ap) € Ap(W), pois

ag, se QQ#P

a_bp(ap):{ 0, se@=P

evp(ap) = —(s+ 1), pois vp(W + P) =vp(W)+1=s+1.
Logo,
w(a) =w(a —tp(ap)) +w(p(ap)) = w(a —tp(ap)) + wplap) = 0.

Assim, w se anula em Ap(W + P), o que é uma contradi¢do com a defini¢do de W,
pois W < W + P.

b)

wp = wp = wp(x) = wp(x), para todo z € F

S
|
S\
)
—~
=
I
=
o
I
=
®
-+
o
o
o
8
m
T

onde a tltima igualdade segue da letra a). |



68
4 EXTENSOES DE CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

Ao longo deste capitulo, F//K ird denotar um corpo de fungoes, onde K é
um corpo perfeito e algebricamente fechado em F. Também consideraremos um
corpo de fungoes F'/K’', onde K’ é algebricamente fechado em F', F'/F é uma
extensdo algébrica e K/ D K. Fixaremos ainda um corpo algebricamente fechado

® D F' e consideraremos apenas extensoes F'/F com F' C ®.
4.1 EXTENSOES ALGEBRICAS DE CORPOS DE FUNCOES

Defini¢ao 4.1.1.  a) Um corpo de fungoes F'/K’ é dito uma extensao algébrica
de F/K se F'/F é uma extensao algébrica e K C K'.

b) A extensdo algébrica F'/K' de F/K é chamada uma extensao por constantes
se I = FK', onde FFK' é o compoésito de F e K', isto é, F' = F K’ é o menor

subcorpo de ® que contém F e K.

c) A extensao algébrica F'/K' de F/K é chamada uma extensao finita se
[F': F] < o0.

Lema 4.1.2. Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K. Entao:
a) K'/K é uma extensao algébrica e FNK' = K.
b) F'/K' é uma extensao finita de F/K se, e somente se, [K' : K] < oco.

c) Seja Fy = FK'. Entio Fy/K' é uma extensio por constantes de F/K e
F'/K' é uma extensdo finita de Fy/K'.

Demonstragio. a) Sejam z € F' e 2’ € F' tais que
[F:K(z)] <oo e [F': K'(2')] < o0.
Recordando as propriedades apresentadas na Secao 2.8, temos que:

e [/F ser uma extensao algébrica implica que trdeg(F'|F') = 0.
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Como F/K(z) é uma extensao finita (algébrica), segue que trdeg(F|K(z)) =
0.

Temos que {z} é uma base de transcendéncia de K(z)/K, de modo que
trdeg(K(z)|K) = 1.

Como F'/K'(z) é uma extensao finita (algébrica), trdeg(F'|K'(z')) = 0.

{2’} é uma base de transcedéncia de K'(z')/K’, donde trdeg(K'(z")|K’) = 1.

Pelos itens anteriores, temos que trdeg(K'|K) = 0. Assim, K’/K é uma extensao
algébrica. Ainda, temos que K C F'e K C K’, donde K C F'N K'. Por outro lado,
se x € FNK', temos que = € F' e x é algébrico sobre K, pois z € K’. Como K é
algebricamente fechado em F', temos que x € K, o que mostra que FN K’ C K.

As passagens anteriores concluem a demonstragao dessa parte.

b) (=) Suponhamos que F’/K’ é uma extensao finita de F//K. Entao F’ pode ser
considerado um corpo de fungoes sobre K cujo corpo de constantes é K’. Com efeito,
por hipétese F'/F é uma extensao finita (algébrica) e como F'/K é um corpo de
fungoes, temos que existe z € F, z transcendente sobre K, tal que [F': K(2)] < oo.
Isso nos da que F'/K(z) é uma extensao finita. Ainda, como K’ é algebricamente

fechado em F’| temos que o corpo de constantes de F'/K é K.
Portanto, pelo Corolédrio 3.1.23, é possivel concluirmos que [K' : K] < co.

(<) Suponhamos que [K' : K] < co. Dado x € F\K, temos que F'/K'(x) é
uma extensao finita, pois x é transcendente sobre K’. Com efeito, se o contrario
ocorresse, terfamos que x seria algébrico sobre K, pelo Teorema 2.1.11, o que seria
uma contradigdo. Como [K'(z) : K(z)] = [K': K] < oo pelo Lema 4.1.11, obtemos
que [F': F] < o0.

¢) Temos que K’ é o corpo de constantes de F/K’ (tal fato serd demonstrado na
Proposicao 4.6.2). Como F’ é uma extensao algébrica de F', segue que Fj também
o é. Isso nos da que F;/K’ é uma extensdo algébrica de F//K, o que mostra que

F'/K’ é uma extensao por constantes de F//K.

Ainda, sendo [K' : K'] = 1, temos, pela letra b), que F’/K’ é uma extenséo finita
de F1/K". n
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Definigao 4.1.3. Consideremos uma extensao algébrica F'/K’ de F/K. Um lugar
P’ € Pp é dito estar acima de P € Pp, e escrevemos P’'|P, se P C P’. Neste caso,

também falamos que P’ é uma extensao de P ou que P estd abaixo de P'.

Proposicao 4.1.4. Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Sejam ainda P
um lugar de F/K, P" um lugar de F'/K', Op C F e Op: C F' 0s respectivos anéis
de valorizacdo e vp e vpr as respectivas valorizacoes discretas. Entdao as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:

a) P'|P.
b) Op C Opr.

c) Existe um inteiro e > 1 tal que vp/(x) = e.vp(x), para todo x € F.

Mais ainda: se P'|P, entao P =P NF e Op = Op N F. Porisso, P é também

chamada a restricio de P' a F.

Demonstragio. Etapa 1. a) = b)

Suponhamos que P'|P, mas Op € Opr. Entdo existe u € F tal que vp(u) > 0 e
vpr(u) < 0. Como P C P', temos que vp(u) = 0.

Escolhamos ¢ € F tal que vp(t) = 1. Entaot € P C P' e r = vp(t) > 0.
Consequentemente,

vp(u't) =r.vp(u) +vp(t) =1

vp (u't) = r.vp(u) +vp(t) < —r + 7 =0.
Logo u"t € P\P’, o que é uma contradicao, pois P C P’.
Etapa 2. Op - Op/ = Op =FnN Op/.

Temos que F' N Op: é um subanel de F e Op C F N Opr. Portanto, pelo Teorema
3.1.19 d), temos que FNOpr = Op ou FNOp: = F.

Suponhamos que F' N Op = F, isto é, ' C Op/. Escolhendo um elemento

z € F'\Op:, como F'/F é uma extensao algébrica, existe uma equacao da forma
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12V ez +cp=0, com ¢, € F. Temos entdo que

vp(2") =n.vp(z) <0,
pois z ¢ Opr. Portanto, vp/(c,2") = vpi(c,) +v.vp(2) > n.vp(2) = vp/(2"), para
v=1,....,n—1,evp(cy) = 0> vp(z").

Pela Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16), temos que
vp (2" 4 Cp1 2" ezt ) =n.vp(2) < 0o = vpr(0),

o que é uma contradigao.
Portanto, F € Op:, donde Op = F N Opr.
Etapa 3. b) = a)

Suponhamos que Op C Opr. Dado y € P, temos que y~' ¢ Op, pela Proposigao
3.1.8. Pela Etapa 2, isso nos da que y~' ¢ Ops. Aplicando novamente a Proposigao
3.1.8, obtemos que y = (y~*)~' € P’. Logo P C P'.

FEtapa 4. b) = ¢)

Seja u € F' um elemento com vp(u) = 0. Entdo, temos que u, u™' € Op/, uma vez

que u, u=t € Op C Opr. Logo vp(u) = 0.

Escolhamos ¢t € F' com vp(t) = 1 e coloquemos e = vp/(t). Como P C P’ (pela

Ftapa %), temos que e > 1.
Sejam 0 # = € F e vp(x) = r € Z. Entao vp(xt™) = vp(z) —r.vp(t) =0 e
obtemos

vp/(x) =vp(xt™") +op(t") =041 vp(t) =7.6 =€.vp(x).

FEtapa 5. ¢) = b)
Se x € Op, entao vp(x) = 0 e assim vp/(x) = e.vp(x) > 0. Logo = € Op:.
FEtapa 6. P'\P = P =P NF.

A inclusdo P C P' N F segue do fato de P C P’ e P C F. Agora,se x € F e
vpr(z) > 0, entdo e.vp(x) = vp/(x) > 0, donde vp(x) > 0, pois e > 1. Isso mostra
que PPNF CP. [ |
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Observacgao 4.1.5. Uma consequéncia da Proposigao 4.1.4 é que, para P'| P, existe

um homomorfismo injetor canénico de Fp = Op/P em Fp, = Op:/ /P’ dado por
x(P) — x(P") para z € Op.
Dessa forma, podemos considerar Fp um subcorpo de Fp,.

Definigao 4.1.6. Sejam F’'/K' uma extensao algébrica de F//K e P’ € P uma

extensao de P € Pp.

a) O inteiro e(P'|P) tal que vp(z) = e(P'|P).vp(x), para todo z € F, é
chamado indice de ramificacdo de P’ sobre P. Dizemos que P’| P é ramificado
se e(P'|P) > 1 e que P'|P é nao ramificado se e(P'|P) = 1.

b) f(P'|P) = [Fp : Fp] é chamado o grau relativo de P’|P.
Proposicao 4.1.7. Sejam F'/K' uma extensao algébrica de F//K e P' € P uma
extensdo de P € Pr. Entao:

a) f(P'|P) < oo se, e somente se, [F': F] < oc.

b) Se F"/K" é uma extensdio algébrica de F'/K' e P" € Prin é uma extensao

de P', entio e(P"|P) = e(P"|P').e(P'|P) e f(P"|P) = f(P"|P'). f(P'|P).

Demonstragio. a) Consideremos as inclusoes K C Fp C I, e K C K' C Fp,
onde [Fp : K] < 0o e [Fp : K'] < co. Entao, segue que [Fp : Fp] < o0 se, e
somente se, [K' : K| < co. Dessa forma, o Lema 4.1.2 b) nos da que [F}, : Fp] < o0
se, e somente se, [F': F] < oco.

b) Como vp/(x) = e(P'|P).vp(x), para todo z € F, e vpi(y) = e(P"|P") . vp (y),
para todo y € F’, temos que vpr(x) = e(P"|P’).e(P'|P).vp(x), para todo z € F,
donde e(P"|P) = e(P"|P').e(P'|P). A outra parte segue do fato de termos

F}g// QF}/ QFP

Proposigao 4.1.8. Seja F'/K' uma extensdao algébrica de F/K.
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a) Para cada lugar P' € P/, existe ezatamente um lugar P € P tal que P'|P,

a saber P=P' NF.

b) Reciprocamente, todo lugar P € Pgr possui pelo menos uma e no mdzimo um

nimero finito de extensoes P’ € Pp.

Demonstragio. a) Afirmagao. Existe 0 # z € F', com vpr(z) # 0.
Prova da Afirmacdo. Assumamos que essa afirmacao seja falsa.

Escolhamos t € F' com vp/(t) > 0. Como F’/F é uma extensao algébrica, existe
uma equacao c,t” 4+ cp1t" 4. .+ eat+c=0,come € F, cg#0ec, #O0.

Por hipétese, temos que vp(cy) = 0 e vp/(cit") = vpi(c;) + ivp/(t) = ivp(t) > 0,
parai=1,..., n, donde vp (c,t"+. ..+ c1t+¢y) = 0, pela Desigualdade Triangular

Estrita (Lema 3.1.16), o que é uma contradicao.

Prova da Letra a). Definamos O = Op N F e P = P' N F. Entao

e O é um anel de valorizacao de F'/K.

Notemos em primeiro lugar que K C O. Com efeito, como K C K’ C Op:
e K C F, temos que K C Op N F = O. Seja agora 0 # z € F tal que
vpr(2) # 0. Entao 27! € F e temos que vp(z) > 0 ou vp(z71) > 0. Isso nos
dad que z € Oprou 27! € Opr,isto é, z€ Oouz' € O, mas z, 27! ¢ K,
pela Defini¢ao 3.1.14 e).

Ainda, considerando o mesmo elemento z acima, temos que ou z € F\O ou
zte F\O.

Agora, seja x € F tal que z ¢ O. Entao x ¢ Op/, donde vp(z) < 0. Mas
isso nos da que z # 0 e vpr(z71) > 0,isto é, 71 € Op N F = O.

As passagens anteriores nos mostram que O é um anel de valorizacao de
F/K.
e O\O* = P'NF é o lugar associado ao anel de valorizacao O.

Com efeito, temos a seguinte equivaléncia: x € O se, e somente se, x € F e
x e O35,
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A unicidade do lugar P segue da Proposicao 4.1.4.

b) Seja P um lugar de F//K. Escolhamos x € F'\ K de forma que o seu tnico zero

seja P, notando que a existéncia desse elemento segue da Proposicao 3.4.23.

Afirmamos que, para P’ € Py, a seguinte equivaléncia é verdadeira:
P'|P se, e somente se, vp(z) > 0.

O resultado segue dessa afirmacao, visto que x possui no minimo um e no maximo

um numero finito de zeros.

Provemo-la entao.

Se P'|P, entao vp(x) = e(P'|P)vp(x) > 0. Reciprocamente, se vp:(z) > 0, seja @
o lugar de F/K tal que P'|Q. Entdo vg(z) = e(P'|Q) 'vp(x) > 0. Logo, P = Q,

ja que P ¢ o unico zero de x. |

Definigao 4.1.9. Seja F'/K’ uma extensao algébrica de F//K. Para um lugar

P € Pr definimos sua conorma, com respeito a F'/F, como

Conpp(P)= > e(P'|P).P
PP
P'eP gy

Tal fungéo se estende a um homomorfismo de Div(F) em Div(F’) definindo

OOTLF//F (ZTLP . P) = ZTLP . OOTLF//F(P).

Proposicao 4.1.10. Seja F'/K' uma extensdao algébrica do corpo de fungoes F/K.
Para 0 # x € F, sejam ()5, ()2, (), (), ()2, ()" os divisores de zeros,

oo (oo}

de polos e principal de x em Div(F) e em Div(F"), respectivamente. Entao

’

Conpyr((2)y) = ()5 » Conpyr((@)5) = ()5 e Conpyp((x)") = ()"
Demonstragdo. Da definicao do divisor principal de x, temos que

@)=Y vplz). P

PrePr,

= > > e(P'|P)vp(z). P (pelas Proposicoes 4.1.4 e 4.1.8)
PEP P'[P
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= > wp(x)Conpp(P)

PePp

= ConF//F ( Z Up(:L‘) P)

PePp

= C’onF//F((x)F).

Considerando as partes positiva e negativa do divisor principal, obtemos um

resultado analogo para o divisor de polos e o divisor de zeros. |

Lema 4.1.11. Sejam K'/K wuma extensdo finita e x um elemento transcendente
sobre K. Entao
[K'(z): K(z)] = [K": K].

Demonstragio. Pelo Teorema 2.1.9, como K'/K é uma extensao finita, temos que
K'/K é uma extensao algébrica e existem elementos aj, ..., as € K’ tais que
K' = K(ay,..., a).

Assumamos que K’ = K(«a), o € K'. Entao [K'(x) : K(z)] < [K' : K], pois
K'(z) = K(a)(z) = K(z)(«) nos da que

[K'(z) : K(x)] = deg(irr(a, K(2))) < deg(irr(a, K)) = [K': K],
uma vez que irr(a, K) € K[T| C K(z)[T].

Para mostrarmos a outra desigualdade, temos que mostrar que irr(«, K) é um

polinémio irredutivel sobre K (x).

Suponhamos que irr(a, K) seja redutivel, isto é, que irr(«, K) = g(T) . h(T), onde

g(T), h(T) sdo polindmios monicos pertencentes & K (x)[T], com
1 < deg(g(T)), deg(h(T)) < deglirr(a, K)

Como irr(a, K)(a) = 0, temos, sem perda de generalidade, que g(a) = 0. Es-

¢r—1() -1 co(z)
crevendo g(7) = T + ———=T" + ... + , com ¢;(x), d;i(x) € Klz] e
o(1) Ty )( ) i) € Kl
. r, Cr—1\T) . 4 Co\T) 1.
r < deg(irr(a, K)), temos que o + dr_l(x)a +...+ do(x) 0. Multiplicando
a ultima igualdade pelo minimo multiplo comum de d;(x), i =0, ..., r—1, obtemos

uma igualdade g.(z)a” + ... 4+ g1(x)a + go(z) = 0, para certos g;(x) € K|[z], para
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todoi=1,..., r. Podemos supor ainda que nem todos g;(x) sao divisiveis por x.
Fazendo z = 0, obtemos uma equag¢ao nao trivial para « sobre K com grau menor

que deg(irr(a, K)), o que é uma contradigao. [ |

Teorema 4.1.12 (Igualdade Fundamental). Sejam F'/K' uma extensdo finita de
F/K, P um lugar de F/K e Py, ..., Py, todos os lugares de F' | K" que sdo extensao
de P. Sejam e; = e(FP,|P) e f; = f(P;|P). Entao

m

> eifi=[F': F].

i=1

Demonstragio. Escolhamos x € F' tal que P seja o tnico zero de z em F/K (ver
Proposigao 3.4.23). Seja r = vp(x) > 0. Entao os lugares Py,..., P, € Pp sao
exatamente os zeros de x em F’/K' de acordo com a afirmacao feita na demonstragao
da Proposicio 4.1.8 b).

Temos que

[F K(2)] = [F: K'(2)]. [K'(z) : K ()]

[

s
I
_

vp (). deg(B)) K’ : K] (pelo Teorema 3.3.20 e pelo Lema 4.1.11)

I

s
I
—

e vp(x) . [Fp, K’]> K" K]

=

s
Il
—

ei.vp(x) . [Fp « K. [K' K])

I

I
—

(
(
X
(1 e vp(x) . [F) - K]>

= vp(z). <f:1 ei.[Fp : Fpl.[Fp: K])

=r.deg(P). > €. fi.
i=1
Por outro lado,

[F': K(2)] = [F': F|.[F: K(z)] = |[F: F|.r.deg(P),

ja que (z) = rP. Comparando as duas ultimas igualdades, temos que

m

[F' 2 F] :Zeifi7

i=1
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como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 4.1.13. Sejam F'/K' uma extensdo finita de F/K e P € Pp. Entdo

temos que:

a) {P' € Pr; P’ é extensdao de P} < [F': F].

b) Se P' € Pp: é uma extensao de P, entdo

e(P|P)<[F':F] e f(P|P)<[F':F].

Defini¢ao 4.1.14. Sejam F’/K' uma extensao de F/K, com [F' : F] = n, e
P e Pp.

a) P se decompoe completamente em F'/F se existem exatamente n lugares

distintos P’ € P com P’|P.

b) P é totalmente ramificado em F’/F se existe um lugar P’ € Pz com P'|P e
e(P'|P) = n.

Observacao 4.1.15. Pela Igualdade Fundamental, temos que P € Pr se decompoe
completamente em F’/F se, e somente se, e(P’|P) = f(P'|P) = 1, para todos os
lugares P'|P em F".

Se P é totalmente ramificado em F’/F'| entao existe um tnico lugar P’ € Pp/, com
P'|P.
Corolario 4.1.16. Seja F'/K' uma extensdo finita de F/K. FEntao, para cada

divisor A € Div(F'), temos que

[F' . F]

KK deg(A).

deg(Conpryp(A)) =

Demonstragio. E suficiente mostrarmos o resultado para um divisor primo
A =P e Pp,

uma vez que as aplicagoes deg e Congr/p sao homomorfismos.



Neste caso, temos que

deg(Conpr/p(P)) = deg (Z e(P'|P). P/>

PP
> e(P'|P).deg(P")
P[P

S e(P|P). [} : K

P'|P

/ [FIID’:K]
IDZI;De(P |P)W
1
[K': K]’

P'|P

[K'": K] Pip
[[g 5{]] .deg(P),

S (2 e(P'|P). f(P'|P)
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> e(P'|P).[Fp : Fp.[Fp: K]

) .deg(P)

onde a ultima igualdade segue da Igualdade Fundamental (Teorema 4.1.12). H

4.2 SUBANEIS DE CORPOS DE FUNCOES

Ao longo dessa segao, F//K ird denotar um corpo de fungées com corpo de

constantes K.

Definig¢ao 4.2.1. Um subanel de F//K é um anel R tal que K C R C F' e R nao

¢ um corpo.

Observacao 4.2.2. Nas condic¢oes da Definicao 4.2.1, temos que se R é um subanel
de F/K, entaio K C RC F.

Exemplo 4.2.3. Pela Definicao 3.1.6 e pela Observacao 3.1.7, temos que, dado
P € Pp, Op é um subanel de F/K.

Definigao 4.2.4. Para () # S C Pp, seja

Ogs ={z € F; vp(z) 2 0, para todo P € S}
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a intersecao de todos os anéis de valorizacao Op, com P € S. Um anel R C F' que
¢ da forma R = Og, para algum () # S C Pp, é chamado um anel holomorfo de
F/K.

Lema 4.2.5. a) Todo anel de valorizacao Op é um anel holomorfo, a saber
Op = Og, onde S = {P}.

b) Todo anel holomorfo Og é um subanel de F'/K.

¢) Para P € Pp e () # S C Pr temos que Os C Op se, e somente se, P € S.

Consequentemente, Og = O se, e somente se, S =T.

Demonstragio. a) Segue da Definigao 4.2.4.

b) Ja temos que Og é um anel e que K C Os C F, pois K C Op C F, para todo

P € S. Resta-nos mostrar, portanto, que Qg nao é um corpo.

Escolhamos um lugar P, € S. Como S C Ppg, o Teorema da Aproximacao Forte
(Teorema 3.4.22) nos fornece a existéncia de um elemento 0 # z € F tal que
vp () > 0 e vp(x) > 0, para todo P € S\{P,}. Deste modo, temos que = € Og,

mas 7! ¢ Og, j& que vp, (z71) < 0.
Isso nos mostra que x nao é invertivel, donde Og nao é um corpo.
¢) Etapa 1: Og C Op se, e somente se, P € S.

(=) Suponhamos que P ¢ S. Pelo Teorema da Aproximagcao Forte, temos que existe
z € F com vp(z) <0 ewvg(z) =0, para todo @ € S. Com efeito, se SU{P} # Pp,
temos que o resultado segue diretamente do Teorema da Aproximagao Forte. Por
outro lado, se SU{P} = Pp, escolhamos z € Og\K. Entao vg(z) > 0, para todo
@ € S. Como z deve ter pelo menos um polo, temos que ter, pela condi¢ao anterior,

que o polo de z deve ser P.

Cada elemento z € F tal que vp(z) < 0 e vg(z) = 0, para todo @ € S, pertence a

Og mas nao pertence & Op. Logo, Og € Op, como queriamos mostrar.
(<) Segue da Definicao 4.2.4.

Etapa 2: Og = O se, e somente se, S =T.
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Suponhamos que S # T. Entao, sem perda de generalidade, existe P € S tal que
P ¢ T, donde, pela Etapa 1, O5 C Op e Op € Op. Isso nos da que Og # Or. A

reciproca é imediata. |

Definigao 4.2.6. Seja R um subanel de F/K.

a) Um elemento z € F' é dito integral sobre R se f(z) = 0 para algum polinémio

monico f(7T) € R[T], isto é, se existem ay, ..., a,—1 € R tais que
Mty 12+ aiz+ag = 0.
Uma tal equacao é chamada equacao integral para z sobre R.

b) O conjunto icp(R) = {z € F; z é integral sobre R} é chamado fecho integral
de R em F.

c) Seja Fy C F o corpo de fragoes de R. O anel R é chamado integralmente
fechado se icg, (R) = R, isto é, todo elemento z € Fy que ¢é integral sobre R

pertence a R.

Proposicao 4.2.7. Seja Og um anel holomorfo de F/K. Entao:

a) F é o corpo de fragoes de Og.

b) Og € integralmente fechado.

Demonstragio. a) Seja 0 # x € F. Escolhamos um lugar Py € S. Pelo Teorema da
Aproximacao Forte (Teorema 3.4.22), existe um elemento z € F' tal que vp,(2) =

max{0, vp,(x™1)} e vp(z) = max{0, vp(z~')}, para todo P € S.

De fato, suponhamos que x € Og. Entao vp(x) > 0, para todo P € S, donde
vp(z~1) <0, para todo P € S, e assim maz{0, vp(z~')} = 0, para todo P € S.
Logo, pelo Teorema da Aproximagao Forte, temos que existe z tal que vp,(2) =
0 = maz{0, vp,(x™ 1} e vp(z) = 0 = max{0, vp(z~')}, para todo P € S\{P,}. Se
x ¢ Og, entao existe P € S tal que vp(x) < 0. Sejam Py, ..., Ps todos os polos
de x que pertencem a S (essa quantidade é finita pelo Corolario 3.2.4). Entao,

vp,(z) < 0, para todo i = 1,..., s, donde vp,(z7') > 0, para todo i = 1,..., s.
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Novamente, pelo Teorema da Aproximacao Forte, temos que existe z € F tal
que vp,(2) = maz{0, vp,(x™H)}, vp(2) = vp(z7!) = max{0, vp(x~1)}, para
i=1,...,8 evp(z) = 0=mazx{0, vp(z~1)}, para todo P € S\{Fy, P,..., Ps}.

Dai temos que z € Og, z # 0 (pois vp,(2) = max{0, vp,(z7')} < 00) e
y = zx € Og,

pois vp(y) = vp(2) + vp(z) = vp(z™) + vp(z) = —vp(z) + vp(x) = 0.

Isso nos da que = = yz~! € Fr(Og), onde Fr(Og) denota o corpo de fragoes de
Os.

b) Seja u € F um elemento integral sobre Og. Entao existem a,_1,..., ag € Og
tais que u" + a, u" ' + ... + aju + ag = 0. Precisamos mostrar que vp(u) > 0,
para todo P € S.

Suponhamos que exista P € S tal que vp(u) < 0. Como vp(a;) = 0, temos que
vp(u™) =n.vp(u) < i.vp(u) <i.vp(u)+vp(a;) = vp(a;.u'), parai =0,..., n—1.

Pela Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16), temos que
vp(0) = vp(u" + ap_1u" "t + ...+ ayu+ ag) = n.vp(u),
o que é uma contradi¢ao, pois vp(0) = 0o > n.vp(u). |

Teorema 4.2.8. Sejam R um subanel de F/K e S(R) = {P € Pr; R C Op}.

Entao:

a) 0 # S(R) C Pp.

b) O fecho integral de R em F € icp(R) = Og(ry. Em particular, icp(R) é um

subanel integralmente fechado de F/K com corpo de fragoes F.

Demonstrag¢io. a) Como R nao é um corpo, podemos encontrar um ideal {0} #
I C R, e, pelo Teorema 3.1.26, existe um lugar P € Pr tal que I C P e R C Op.
Isso nos da que S(R) # (). Por outro lado, considerando um elemento x € R que é
transcendente sobre K (x), temos que qualquer lugar Q) € Pr que seja um polo de
x nao pertence a S(R). Como x possui pelo menos um polo pelo Corolario 3.1.27,
temos que S(R) C Pp.
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(x) Notemos que a existéncia desse elemento pode ser garantida pelos seguintes

fatos:

e {0} CICR.
o [CP.

e O tnico elemento de P algébrico sobre K é o elemento 0 (pela Proposigao
3.1.8).

b) Como R C Og(r) e Og(p) ¢ integralmente fechado pela Proposicao 4.2.7, temos
que icp(R) Cicp(Osry) = Os(r)-

Consideremos agora um elemento z € Og(g). Afirmamos que z~'. R[z™'] = R[z7].

Suponhamos que a tltima igualdade seja falsa, isto é, que 271 . R[27!] seja um ideal
proprio de R[z7!]. Entéo, pelo Teorema 3.1.26, existe um lugar Q € P tal que
2V R[z7Y C Qe R[z7'] C Oy.

Disso segue que @ € S(R) e z ¢ Og, pois 2! € @, o0 que é uma contradicao, ja
que z € Og(r). Portanto, a afirmacao anterior é vélida.

S
Da afirmacao, temos que 1 = z71. Zai(z_l)i, com a; € R, para todoi=0,..., s.
i=0

s+1

Multiplicando a tltima igualdade por 2571, temos que 25t — Z a;2°"" =0, onde
i=0

esta ultima é uma equagao integral para z sobre R. |

Observacgao 4.2.9. Na demonstracao do Teorema 4.2.8 nés nao utilizamos o fato
de que K = K. Assim, o Teorema 4.2.8 continua vélido mesmo supondo que F /K

é um corpo de fungoes qualquer, onde K nao é necessariamente fechado em F'.

Proposicao 4.2.10. Seja Og um anel holomorfo de F/K. FEntdo existe uma
correspondéncia biunivoca entre S e o conjunto dos ideais maximais de Og dada

por
h: S — {MCOs; M éum ideal mazimal de Og}
P ~ Mp =PnN OS.
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Ainda, a aplicacio
© . Os/MP — FPZOP/P
ZL’+MP — xr+ P

¢ um isomorfismo.

Demonstragao. Consideremos para P € S o homomorfismo de anéis

gbi OS — Fp
xr — x+P

Afirmamos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. De fato, seja z + P € Fp, onde
z € Op. Pelo Teorema da Aproximacao Forte (Teorema 3.4.22), existe x € F
satisfazendo vp(z — z) > 0 e vg(x) = 0, para todo @ € S\{P}. Isso nos da que
x € Og (notemos que vp(z) = vp((x — 2) + 2z) = min{vp(zr — z), vp(z)} = 0, isto
é, v € Op)eg(x)=x+ P =2+ P, pois vp(x —2) > 0 nos dd que z — z € P.

Ainda, Ker(¢) = PN QOg, de modo que ¢ induz um isomorfismo ¢ : Og/Mp — Fp.

Como Fp é um corpo, temos que Mp é um ideal maximal de Og.

Se P # (), o Teorema da Aproximagao Forte nos da que Mp # Mg. Com efeito,
existe x € F tal que vp(x) > 0, vg(xz) =0 e vg(z) > 0, para todo R € S\{P, Q}.
Dai, temos que z € Og, x € P, mas z ¢ (), donde z € Mp, mas x ¢ M. Isso

mostra que Mp # Mg. Logo, h é uma aplicagao injetiva.

Resta-nos mostrar que h é sobrejetora, isto é, que cada ideal maximal de Og é da

forma PN Og, onde P € S.

Seja M C Og um ideal maximal. Pelo Teorema 3.1.26, existe um lugar P € Pg
com M C P e Os C Op. Ainda, pelo Lema 4.2.5, temos que P € S. Como
M C PNOg = Mp e M é um ideal maximal de Og, temos que M = PNOg = Mp,

como queriamos mostrar. |

Em geral, anéis holomorfos nao sdo dominios de ideais principais, ao contrario

do que ocorre com os anéis Op, P € Pr. Contudo, temos o resultado a seguir.

Proposicao 4.2.11. Se S C Pr é um conjunto nao vazio e finito de lugares de

F/K, entao Og é um dominio de ideais principais.
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Demonstragio. Sejam S = {Py,..., P} e {0} # 1 C Os. Parai = 1,..., s,
escolhamos z; € I tal que vp (x;) = n; < vp,(u), para todo u € I. Notemos que
a escolha anterior é possivel pelo Principio da Boa Ordenagao, ja que vp,(u) > 0,
para todo u € I, e I # {0}.

Pelo Teorema da Aproximacao Fraca (Teorema 3.2.1), existe z; € F tal que

vp,(2) = 0 e vp,(2) > ny, para j # i.

Ainda, z; € Og, para todo 7, donde o elemento = = inzi € I. Pela Desigualdade
i=1

Triangular Estrita (Lema 3.1.16), temos que vp, () = n;, parai=1,..., s.

Se mostrarmos que I C xO,, entao teremos que I = xQOg, isto é, I é um ideal

principal.

1

Para isso, consideremos z € I. Definindo y = 7" . z, temos que

UPi(ZJ) - UPi(Z) + UPi(‘r_l) - UPz‘(Z) - UPi(x) - UPi(Z) —n; = 07

para todoi=1,..., s. Desse modo, y € Og e z = xy € 20s. [ |

4.3 BASES INTEGRAIS LOCAIS

Nesta segao, F//K serd um corpo de fungdes com corpo de constantes K e
F'/F serd um extensao finita, onde o corpo de constantes K’ de F’ pode conter

estritamente o corpo K.

Proposicao 4.3.1. Seja R um subanel integralmente fechado de F/K tal que F' é
o corpo de fragoes de R. Para z € F', seja p(T) € F[T)] o seu polinémio minimal
sobre F'. Entao

z é integral sobre R se, e somente se, o(T') € R[T].

Demonstragao. Por definigao, ¢(T") é o tinico polindmio monico irredutivel com
coeficientes em F' tal que ¢(z) = 0. Se p(T') € R[T], entao z ¢é integral sobre R.
Suponhamos agora que z € F’ seja um elemento integral sobre R. Escolhamos
um polindémio moénico f(7T") € R[T] tal que f(z) = 0. Como ¢(T") é o polindmio
minimal de z, temos que existe ¢(7T") € F[T] tal que f(T) = o(T).¢(T). Sejam
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F” O F’" uma extensdo finita de F' contendo todas as raizes de ¢(T') e R" = icpr(R)
o fecho integral de R em F”. Como todas as raizes de ¢(T') sao raizes de f(T),
temos que estas estao em R”. Os coeficientes de ¢(T") sdo expressoes polinomiais
das raizes de ¢(T'), donde ¢(T') € R"[T]. Mas p(T) € F[T] e FNR" =icp(R) = R,
pois R é integralmente fechado. Isso mostra que ¢(T) € R[T]. [ |

Corolario 4.3.2. Seguindo a notagdo como na Proposicao 4.3.1, sejam Trp p :
F" — F a fungao traco de F' em F e x € F' um elemento integral sobre R. Entdo
TTF//F(ZL’) € R.

Demonstragio. A demonstracao deste resultado segue da Proposicao 2.7.3 g) e da

Proposicao 4.3.1. ]

Proposigao 4.3.3. Seja M/L uma extensao finita e separdvel e consideremos

{z1,..., zn} uma base de M /L. Entdo existem tunicos elementos z3,..., zt € M
tais que
1, set=7
Tr 2i27) = 0 = ’ :
myu(zizj) ’ {O, sei#j
O conjunto {z7,..., z5} € uma base de M /L denominada base dual de {z1,..., z,}

com respeito a funcao trago.

Demonstragao. Consideremos o espago dual M* de M sobre L, isto é, M* é o
espaco de todas as transformacdes L—lineares. E bem conhecido da Algebra Linear
que [M : L] = dimp(M*). Agora, para z € M e A € M*, definamos z. A € M* por
(z.A)(w) = A(zw). Com a operacao anterior, podemos considerar M* um espago

vetorial sobre M de dimensao 1, ja que
dimp(M*) = [M : L] . dimy (M").

Como M /L é uma extensao separavel, temos que Ty, nao é a transformacao
linear identicamente nula. Assim, para cada A € M*, existe um tnico z € M
tal que A = z.T7ry/. Em particular, as formas lineares \; € M*, dadas por
Aj(zi) = 04, i = 1,..., n, podem ser escritas como \; = 2} .17y Isso significa
que
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Como Aq,..., A\, sdo linearmente independentes sobre L, o mesmo deve ocorrer

com zj,..., zt de modo que estes elementos constituem uma base de M/L. W

Teorema 4.3.4. Sejam R um subanel integralmente fechado de F'/K com corpo
de fragoes F', F'/F uma extensao finita e separdvel de graun e R = icp(R) o

fecho integral de R em F’. Entdo, temos que:

a) Para toda base {x1,..., x,} de F'/F existem elementos a; € R\{0} tais que

121, . .., anTy, € R'. Assim, existem bases de F'/F contidas em R’.

b) Se {z1,..., zn} C R é uma base de F'/F e {z],..., 2z} denota a sua base
dual com respeito a fungdo traco, entdo
n n
> Rz CR C> Rz
i=1 i=1
c) Se R é um dominio de ideais principais, entao existe uma base {uy, ..., u,}

de F'/F com a propriedade
R/ = Z RUZ
i=1

Demonstragio. a) Devemos mostrar que para cada elemento x € F’ existe a € R,
a # 0, tal que az é integral sobre R. Como F'/F é uma extensao algébrica, pois é
uma extensao finita, e F' é o corpo de fragoes de R, temos que existem elementos

a;, b; € R, com a; # 0 e tais que

- b b
o e e 2=
Ar—1 a Qo
Multiplicando essa equagao por a”, onde a = ag - ay - ... - a,_1, obtemos

(az)" + cr_i(ax) P 4. +ci(az) + o =0,

com ¢; € R. Portanto, ax € R'.

b) Sejam agora {z,..., z,} uma base de F’/F contida em R’ e {z],..., 2%} a sua
base dual. A inclusao Z Rz; C R segue do fato de {z1,..., z,} € R'. Por outro
i=1

lado, cada z € F’ pode ser escrito na forma

z=e12{ +...+exz,
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come; € F'. Sez € R, entdo zz; € R, paratodo j = 1,..., n,donde Trp p(22;) €
R pelo Corolario 4.3.2. Como

TTF//F(ZZj) = TTF’/F (Z €Z'ij;;k> = Zei -TTF’/F(ZJ'Z:) = ¢j,

i=1 i=1

n
concluimos que e; € R, de modo que R’ C Z Rz}
i=1

¢) Escolhamos uma base {wy, ..., w,} de F'/F tal que R’ C > Rw; (notemos que
i=1
a existéncia dessa base é possivel pelos itens a) e b)). Para 1 < k < n, definamos

k
Ry = R'NY Ru,.

i=1

k
Gostariamos de construir recursivamente uq, ..., u, tais que Ry = Z Ru;. Para
i=1
k =1, isto é, Ry = R' N Rwy, consideremos o conjunto

I ={a € F; aw; € R'}.

n

Esse conjunto estd contido em R, ja que R’ C Z Rw;. Efetivamente, I; é um ideal
i=1

de R, donde I; = a;R para algum a; € R, visto que R é um dominio de ideais

principais. Definindo u; = ajw;, podemos verificar que Ry = Ru;. Suponhamos

k—1
agora que para k > 2 tenhamos encontrado wuq, ..., up_1 tais que Ry_; = Z Ru,;.
i=1
Seja
I, = {a € F; existemby,..., by_1 € R tais que byw; +...+by_jwi_1 +aw € R'}.

Novamente, [, ¢ um ideal de R, a saber I}, = a;R. Escolhamos u;, € R’ com

Uy = QW1 + ...+ Ch—1Wi—1 + QW

k—1 k k—1
Como Ry_1 C Ry e Z Ru; C Z Ru;, temos que u; € Z Ru; = Rr_1 C Ry, para

=1 i=1 i=1

k
j=1,...,k—1. Como u; € Ry por definicao, segue que R; 2O ZRui. Com o
i=1
intuito de mostrarmos a outra inclusao, seja w € Ry. Escrevamos

w:dlwl—i—...—i—dkwk,
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com d; € R. Entao d; € I, donde dj, = day, com d € R, e assim

k-1 k-1
w—du, € R"'NY Rw; = R_1 = Y Ru,.

i=1 =1

k

Portanto, w € Z Ru;.
i=1

n

Mostramos que R’ = R,, = ZRui. Como R’ contém uma base de F'/F por a),
i=1

os elementos uy, ..., u, devem ser linearmente independentes sobre F' e assim

constituir uma base de F'/F. [ |

Corolario 4.3.5. Sejam F'/F uma extensdo finita e separdvel do corpo de fungoes
F/K e P € Pr um lugar de F/K. Entao o fecho integral O'p de Op em F' é

O'p =) Op.

P'|P

Ainda, existe uma base {uq,..., u,} de F'/F tal que
O/p = Z OP .U
i=1

Uma tal base é chamada base integral de O'p sobre Op (ou uma base integral local
de F'/F para um lugar P).

Demonstragio. Segue do Teorema 4.2.8 b), da Observagao 4.2.9 e do Teorema 4.3.4,

observando que Op é um dominio de ideais principais. |

Teorema 4.3.6. Sejam F/K um corpo de fungées, F'/F uma extensdo finita e
separdvel. Entdo, cada base {z1,..., z,} de F'/F é uma base integral para quase
todo lugar P € Pp.

Demonstra¢io. Consideremos a base dual {z7,..., 2} de {z1,..., z,}. Os polino-
mios minimais de z,..., 2, 27,..., 2, sobre F' envolvem somente um ntimero
finito de coeficientes. Seja S C Pr o conjunto de todos os polos desses coeficientes.

Entao S é finito, pelo Corolério 3.2.4, e, para P ¢ S, temos que

* * /
Zlyeny Zny Zyeeny 2 € O'py
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pela Proposigao 4.1.4 e pelo Corolério 4.3.5, onde O'p = icp/(Op). Portanto,
ZOP-Zz' COpC ZOP.Zf CO'pC ZOP-Zia

onde a primeira e a terceira inclusoes seguem de z1,..., 2, 27,..., 25 € O'p
e a segunda e a quarta inclusoes seguem do Teorema 4.3.4 b), notando-se que
{z1,..., zn} é a base dual de {z],..., zX}. Isso nos mostra que {z1,..., z,} é uma

base integral para cada P ¢ S. |
Para o préximo resultado, introduziremos algumas notagoes:

o I

Fp=0p/P.

e @ =a(P) € F é a classe residual de a € Op.

e Se Y(T) =Y. ¢;T" é um polindmio com coeficientes ¢; € Op, definimos
(1) = &T" € F[T).

Teorema 4.3.7 (Kummer). Sejam F' = F(y), onde y é um elemento integral

sobre Op, e o(T) € Op[T] o polinémio minimal de y sobre F. Seja
#(1) = [T ()"
i=1

a decomposicao de p(T) em componentes irredutiveis sobre F, ou seja, 0s polinémios
v(T),i=1,...,r, sio irredutiveis, monicos, dois a dois distintos em F|T] eg; > 1.

FEscolhamos polinomios monicos p;(T) € Op[T] tais que
@i(T) = (1) e deg(pi(T)) = deg(i(T)).
Entao, para v =1,..., r, existem lugares P; € Ppr satisfazendo
P|P, pi(y) € P e f(B|P) = deg(v(T)).
Além disso, P, # Pj, sei # j.

Suponhamos ainda que pelo menos uma das hipoteses a sequir seja satisfeita:

(%) e, =1, para todo i =1,..., .
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(xx) {1, y,..., y" "'} é uma base integral para P, onde n = deg(o(T)) = [F' : F).

Entao existe, para i =1,..., r, exatamente um lugar P; € Pp com P;|P e ;(y) €
P;. Os lugares P, ..., P, sao todos os lugares de F' que sao extensao de P e temos
que

ConF//F(P) = Z EiPi,
=1

isto é, e; = e(P|P). Temos também que Fp = Op,/P; € isomorfo a F[T]/(v(T)).
Logo f(F,|P) = deg(7:(T))-

Demonstragio. Definamos F; = F[T|/(v;(T)). Como ~;(T) é irredutivel, F; ¢ uma

extensdo de F de grau
[Fi : F] = deg(7i(T)).
n—1

Consideremos o anel Oply] = > Op.y/, onde n = deg(o(T)) = [F' : F]. Entao
=0

existem os seguintes homomorfismos de anéis

p: Op[T] — Oply o m: OpT] — F;
YTl = Yoy S T9 — YTV (mod (7).

O ntcleo de p é o ideal gerado por ¢(7T"). Como

mi(p(T)) =»(T)  (mod %(T)) =0,

temos que Ker(p) C Ker(m). Assim, concluimos que existe um tnico homo-
morfismo o; : Oply] — F;, com 7; = 0; 0 p. A fungdo o; ¢ explicitamente dada
por

oi: Oply — F;

n—1 n—1
Z ey’ Z TV (mod (T)).
3=0 j=0
Temos também que o; é um epimorfismo. Afirmamos que o nicleo de o; é
Ker(o;) = P.Oplyl + ¢i(y) . Op[yl.

A inclusdo Ker(o;) 2 P.Oply] + ¢i(y).Oply] segue da definicao de o;. Com
n—1

o intuito de mostrarmos a outra inclusdo, consideremos um elemento » ey’ €
=0
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n—1
Ker(o;). Entao > TV = g;(T) . ¢(T), para algum ¢(T') € Op[T]. Logo

J=0

n—1
Z ;1?7 — pi(T) . (T) € P.Op[T].
=0

Substituindo T" = y, obtemos

e’ — ). vl) € POl

n—1
o que mostra que Y _ ¢;y’ € P.Oply] + ¢i(y) . Oplyl.
=0

Pelo Teorema 3.1.26, existe um lugar P, € Pp tal que Ker(o;) C P, e Oply] C
Op,. Assim, B|P e pi(y) € P;. O corpo Op,/P; contém Oply|/Ker(o;), onde
Oply]/Ker(o;) é isomorfo a F;, de modo que

f(P;: P)=[Op/F;: F| 2 [F; : F] = deg((T)).

Para i # j, os polinomios v;(T") = %,(T") e v;(T) = §,(T) sdo relativamente primos
em F[T], donde existem \;(T), \;(T') € Op|T] tais que

1=3,(T) . XN(T) + 5,(T) . \(T).
Isso implica que

wi(y) - Ni(y) +9i(y) - Aj(y) —1 € P.Oplyl.

Dessa forma, concluimos que 1 € Ker(o;) + Ker(c;), pois Ker(o;) = P.Oply] +
©i(y).Oply], para todo i = 1,...,r. Como P, DO Ker(o;) e P; O Ker(o;),
mostramos com as passagens anteriores que P; # P;, se @ # j. Com efeito, se
P, = P;, entao 1 € P;, o que é uma contradigao, pois P; ¢ um ideal maximal de
Op.,.

3

Suponhamos agora que a hipdtese (%) seja verdadeira, isto é

P(T) = T[4(T).
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Entao

[F": F] = deg(p(T))

_ ﬁ:ldegmm)

< Zf(PAP)
i=1

<D _e(B|P). f(P|P)

i=1

< D e(PIP) . f(P'|P)

P'|P
= [F': F],
pelo Teorema 4.1.12. Isso sé é possivel, contudo, se e(P;|P) = 1, entao
f(Bi|P) = deg(pi(T)) = deg(7:(T))
e nao existem outros lugares P’ € P tais que P'|P além dos lugares Py, ..., P,.

Por tltimo, assumamos a hip6tese (k). Como antes, escolhamos P; € Pp tal que
PP e pi(y) € P

Afirmacao. Py, ..., P, sao as unicas extensoes de P em F’.

De fato, seja P’ € Pg/, com P’|P. Como

0=9(y) =[[wi(y)* (mod P.Oply),
=1
obtemos que
[Teily) e P,
=1

notando que y € O'p = ﬂ Opr C Opr, pelo Corolério 4.3.5, e que P C P’. Como
PP
P’ é um ideal primo em Op/, temos que p;(y) € P’, para algum i € {1,..., r} e

P .Oplyl + ¢i(y) . Oply] € P' N Oply].

Como Ker(o;) = P.Oply] + vi(y) . Oply] ¢ Ker(o;) ¢ um ideal maximal, pois
Oply]/Ker(o;) é isomorfo a F;, temos que a inclusdo anterior ¢ uma igualdade.
Ainda

P . Oplyl + ¢i(y) . Oply] € PN Op[y]
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implica que

P'NOplyl = PN Oplyl = ¢i(y) - Op[y] + P. Opl[y].
Pela hipétese (xx), Oply| é o fecho integral de Op em F’, donde a Proposigao
4.2.10 nos da que P’ = P;, o que demonstra a afirmacao.

Através da afirmacao anterior e do Corolario 4.3.5, vemos que

Além disso, pelo Teorema da Aproximacao, podemos encontrar elementos t1, ..., t, €
F" satisfazendo

vp,(t;) =1 e vp,(t;) = 0, para j # i.

Escolhamos t € F um elemento primo para P. Entao
ti € Oplyl N P = pi(y) . Oply] + t. Oply).
Assim t; pode ser escrito como

ti = @i(y) - ai(y) +t.bi(y), com a;(y), bi(y) € Oplyl,

donde obtemos .

[T = aty)- [T eito)" +t.000).

=1

com a(y), b(y) € Oply]. Como

p(y) = ﬁl%(y)“ (mod t. Opl[y])

e o(y) = 0, temos que

r

[It =t uly),

i=1

para algum u(y) € Oply|. Assim,

€ = Up, (H t;]) > Upi(t) = €(R|P)
j=1

Por outro lado,

f(Bi|P) = deg(7i(T)).
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De fato, Oply] = () Op,, Ker(o;) = P,N Oply] e Oply]/Ker(o;) ¢é isomorfo & F;.

i=1
Ainda, pela Proposicao 4.2.10, Op[y]/(P; N Oply]) ¢é isomorfo a Fp,, de modo que
F; ¢ isomorfo a Fp, e assim f(PB;|P) = [Fp, : F] = [F; : F] = deg(v(T)).

Segue entao, das passagens anteriores e do Teorema 4.1.12, que

F': F) = Y e(P|P). f(P)P)

=1

<D _ci-deg(vi(T))

= deg(p(T))
= [F': F].
Portanto, ¢; = e(P;|P), paratodoi = 1,..., r, 0 que completa a demonstracao. W

4.4 O COTRACO DOS DIFERENCIAIS DE WEIL E A FORMULA DO GE-
NERO DE HURWITZ

Nesta segao, consideraremos F'/K um corpo de fungdes, F’'/F uma extensao
finita e separdvel e K’ o corpo de constantes de F’. Pelo Lema 4.1.2 e pela
consideragao inicial de que K é um corpo perfeito, temos que K'/K é uma extensao

finita e separavel.

Definigao 4.4.1. Para P € Pp, definamos O'p := icp(Op). Entao o conjunto
Cp={2€ F;Trpp(z.0'p) COp}

é chamado o modulo complementar sobre Op.

Proposicao 4.4.2. Com a mesma notagcao da Definicio 4.4.1, temos que:

a) Cp € um O'p—mddulo e O'p C Cp.

b) Se {z1,..., zn} € uma base integral de O'p sobre Op, entio

CPZZOP.Z:,

i=1

onde {z5,..., 25} é a base dual de {z1,..., z,}.
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c) Eziste um elemento t € F' dependendo de P tal que Cp =t.O'p. Ainda,
vpi(t) < 0, para todo P'|P,
e, para todo t' € F', temos que

Cp=1t".0"p se, e somente se, vp/(t') = vp:(t), para todo P'|P.
d) Cp = O'p para quase todo P € Pp.

Demonstragio. a) A afirmagao de que Cp é um O'p—mdbdulo segue das definigdes
de Cp e da funcao traco, bem como das propriedades dessa aplicagdo. Como o trago

de um elemento y € O'p estd em Op, pelo Corolario 4.3.2, temos que O'p C Cp.

b) Em primeiro lugar, consideremos um elemento z € Cp. Como {z7,..., 2} é

n

uma base de F'/F, existem z1,..., z, € F tais que z = lezz* Como z € Cp e
i=1

21,..., 2y € O'p, temos que Trpr p(22;) € Op, para todo j =1,..., n. Agora

TTF//F(ZZj) = TTF’/F <Z IZZ:ZJ>

=1
n
=2 wilrer(%2)
=1

n
pelas propriedades das bases duais. Portanto, z; € Op e z € Z Op .z .
i=1
n n
Reciprocamente, sejam z € Op.z eu € Op. Escrevamos z = ;.2 e
Y 1 K]
i=1 i=1

n
U= Z%‘%‘; com z;, y; € Op. Entao
j=1

n
Trip(zu) =Tregp ( > a:iyjz;“zj)
ij=1

= Z zy; . Tre (2] 2;)

1,7=1

= inyi € Op.

=1
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Portanto, z € Cp.
n

¢) Por b) e pelo Coroldrio 4.3.5, sabemos que Cp = Y Op . u; para certos elementos
i=1
u; € F'. Escolhamos x € I tal que

vp(z) = —vp(u;),

para todos P'|P ei=1,..., n (recordemos que vp é uma aplicacao sobrejetora e

que o nimero de lugares P’|P ¢ finito). Entao
0 < vpr(zu;) = e(P'|P) . vp(x) + vp(u;),
para todo P'|Pei=1,...,n,donde z.Cp C O p, pois temos que
O'p={u€ F';vp(u) >0, para todo P'|P}

pelo Corolério 4.3.5. Como O'p C Cp e x.Cp C O'p, temos que x.Cp é um
ideal de O’p. Dai, x.Cp = y.O'p, para algum y € O'p, pois O’p é um dominio
de ideais principais pela Proposicao 4.2.11. Definindo ¢t = 2~ 'y, obtemos que
Cp = t.0'p. Com efeito, seja z € Cp. Entdo xz = y2/, onde 2/ € O'p. Assim,
2 =2y =t.2 € t.0p. Por outro lado, se z € t.0'p, entdo z = t.u,
onde v € O'p. Logo, z = z 'yu, com yu € y.O'p = x.Cp. Dessa forma,
r=a yu=a"tx =2, com 2 € Cp.

Agora, como O'p C Cp, temos que vp(t) < 0 para todo P'|P. De fato, como

1 € Cp, temos, pela igualdade anterior, que existe z € O'p tal que 1 = tz, donde
vpr(t) = —vpi(2) < 0, para todo P'|P.

Por 1ltimo, se t' € F’, temos que
f}.O/p =t. O/p N A= O/P ettt e O/p
S op (™) = 0evp(tth) >0, para todo P'|P
& vp(tt'™1) = 0, para todo P'|P
< vp(t) = vp(t'), para todo P'|P.
d) Escolhamos uma base {z1,..., z,} de F’/F. Pelo Teorema 4.3.6, {z1,..., z,} €

{zF,..., 2z} s@o bases integrais para quase todo P € Pg, de modo que, pela parte
b), Cp = O'p, para quase todo P € Pg. [ |
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Definicdo 4.4.3. Consideremos um lugar P € Py e o fecho integral O'p de Op
em F’. Seja Cp = t.O'p 0 médulo complementar sobre Op. Entao, definimos,

para P’| P, o expoente diferente de P’ sobre P por
d(Pl|P) = —Up/(t).

Notemos que, pela Proposigao 4.4.2, d(P’'|P) estd bem definido e d(P'|P) > 0
Além disso, d(P'|P) = 0, para quase todo P e P'|P. Dessa forma, podemos definir

o seguinte divisor positivo de F”

Diff(F'JF)= Y 3 d(P'|P).

PePp P'|P

chamado a diferente de F'/F.

Observacgao 4.4.4. Temos que z € Cp se, e somente se, vp/(z) = —d(P’'|P) para
todo P'|P.

Com efeito, escrevamos Cp =t.O'p. Se z € Cp, entdo z = tz’, com 2’ € O'p, de
modo que vpi(2) = vpi(t) + vp(2') = —d(P'|P) + vp(2) = —d(P'|P), para todo
P'|P. Reciprocamente, se z ¢ tal que vpi(2) = —d(P'|P) = vp/(t), para todo P'|P,
entdao vp(2t™') = vpi(2) — vpi(t) = vp(2) + d(P'|P) > 0, para todo P'|P. Logo
2w e Op,istoé, z=z2t"tct.Op=Cp.

Definicao 4.4.5. Definimos
Apr ={a € Ap; ap = o sempre que PN F = Q' N F}.

Observacio 4.4.6. O conjunto Ap//p é um espaco vetorial sobre F'. Além disso,
a aplicacao Trp//p : I — F que é F—linear pode ser estendida a uma aplicagao

F—linear de Ap//p em Ap, também denotada por Trp//r, dada por
o TT‘F//F(Oé>,

onde (T'rp/p(a))p = Trpp(ap) e P é qualquer lugar que é extensdo de P.
Observemos que a fungao T'r(F’/F') estd bem definida, pois se P’ e ()’ sdo extensoes
de P, entdo P = PPN F e P = Q NF, de modo que pela definicio de Ap//p,

temos que apr = agy. Além disso, apr € Ops para quase todo P’ € P/, onde tal
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fato segue da defini¢do de um adele, de modo que T7p/p(ap) € Op, para quase
todo P € P, pelo Corolario 4.3.2. Isso garante que T p/p(cr) é um adele de F//K.

Notemos ainda que o trago de um adele principal é também um adele principal.

Definicao 4.4.7. Definimos

AF//F(A/> = AF/(A/> N AF’/F-

Nas mesmas condig¢oes descritas anteriormente, temos os resultados a seguir.

Lema 4.4.8. Para cada C" € Div(F"), temos que Apr = Apjp + Ap(C').

Demonstragio. Seja o = (apr)prep,, um adele de F'. Para todo P € Pp, existe,

pelo Teorema da Aproximacao Fraca, um elemento xp € F' com
vp/(ap —xp) = —vp/(C'),

para todo P'|P. Definamos 3 = (8p)prep,, escrevendo fpr = xp, sempre que P'|P.
Entdo f € Apypea—f € Ap(C'). Como o = f + (o — f3), temos que o lema
segue. |

Lema 4.4.9. Sejam M /L uma extensdo finita e separavel, V. um espago vetorial
sobre M ey :V — L uma aplicagio L—Ilinear. Entdo existe uma unica aplicagdo

M—linear 1/ : V- — M tal que Tryyp o ' = p.

Demonstracao. Como na demonstracao da Proposicao 4.3.3, consideremos o espaco

das transformacoes lineares
M*={\N: M — L; A é L — linear}

como um espaco vetorial sobre M, definindo (z.A)(w) = A\(z.w), para A € M* e
z,w € M. A dimensao de M* sobre M é um e assim cada A € M* possui uma

Unica representacao na forma A = z.7Try; /1, com z € M.

Para um elemento fixo v € V, definamos a fungdo A\, : M — L por \,(a) = u(av).

Entao A, ¢ uma transformacao linear sobre L, donde A, = z,.T7ry;/ para um
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tnico elemento z, € M. Definamos p/(v) = z,. Assim, temos que

plav) = Ay(a)
= (2. Truyr)(a)
= (¢'(v) . TryyL)(a)
=Tryyr(a. pf'(v)),

para todos a € M e v € V. Ainda, p/(v) é unicamente determinado pela unicidade
de z,. Utilizando as igualdades anteriores, podemos mostrar que y' : V. — M
¢ M—linear. Escrevendo a = 1, obtemos que p = Tryyp o pt/, 0 que mostra a

existéncia de u' : V' — M com as propriedades desejadas.

Suponhamos agora que exista uma outra p* : V. — M tal que Tryyp o p/ =
Tryyp o p* e p* # p'. Como os tnicos subespagos de M (visto aqui como um
espago vetorial sobre M) sao os conjuntos {0} e M, e /' — u* nao é a transformagao
linear identicamente nula, temos que sua imagem, que ¢ um subespaco vetorial
de M, deve ser o conjunto M inteiro. Mas, como Ty (¢ — p*) = 0, terfamos
uma contradicdo, pois 7'y, nao é a funcao identicamente nula ja que M/L é uma

extensao separavel. |

Teorema 4.4.10. Para cada diferencial de Weil w de F/K, eziste um tnico
diferencial de Weil w' de F'/K' tal que

Tricyx(w'(@)) = w(Trp r(a)),
para todo o € Aprjp. Esse diferencial de Weil é chamado cotrago de w em F'/F e
denotado por Cotrp p(w). Sew # 0 e (w) € Div(F) € o divisor de w, entdo

(Cotrpp(w)) = Conpyp((w)) + Dif f(F'/F).

Demonstracao. Em primeiro lugar, queremos mostrar a existéncia de um diferencial
de Weil w' tal que

Trcyx(w'(@) = w(Trp r(a)),

para todo o € Ap//p. Para w = 0, definamos w’ = 0. Suponhamos agora que

w # 0. Definamos também

W' = Conpp((w)) + Dif f(F'/F).
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A construcao de w’ serd desenvolvida em trés etapas.

Etapa 1. A transformacao K —linear w; : Apr/p — K, definida por wy = woTrp p,

possui as seguintes propriedades:

a.l) wi(a) =0 sempre que o € Apr/p(W') + F'.

b.1) Se B' € Div(F") é um divisor com B’ £ W', entdo existe um adele 3 €
AF’/F(B/) com wl(ﬁ) 7é 0.

Demonstrag¢io da Etapa 1. a.1) Temos que w; é K—linear, pois é a composi¢ao
de aplicacoes que podem ser consideradas K —lineares, e w; se anula em F’ ja que
w se anula em F. Agora, seja o € Ap//p(W'). Com o intuito de mostrarmos que

wy () = 0, temos que verificar que, para todos P € Pr e P'|P,
UP(TTF//F((IP/)) 2 —Up(w),

pois isso nos da que Trp//p(ap) € Ap((w)) e, pela definicao do divisor (w), temos
que w se anula em Ap((w)). Escolhamos um elemento z € F tal que vp(z) = vp(w).

Entao

vp(zap) = vp/(x) + vp(ap)
= e(P|P)vp(x) + vp(ap)
= e(P'|P)vp(w) + vp(apr)
> e(P'|P)vp(w) —vp (W') (pois o € Ap (W)
= vp/(Conpryr((w)) — W)
— o (DIfF(F'/F)) = —d(P'|P).

Pela Observacao 4.4.4, temos que zap € Cp e assim vp(Trp p(zap)) = 0. Como

Trep(xap) =x . Trpp(ap) e vp(x) = vp(w), temos que
vp(Trpp(ap)) = —vp(w),

para todos P € Py e P'|P.
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b.1) Seja B’ um divisor tal que B’ ¢ W', isto é, tal que existe Py € Pp tal que,
para algum P*|P,

Vpx* (B/) > Up= (W’)
— vpe(Congryp((w)) + Dif f(F'/F))
= vp+ (Conpryp((w))) + vp- (Dif f(F'/F)),

o que implica que —vp-(Dif f(F'/F)) > vp-(Conpp((w)) — B'), isto é,
—d(P*|P0) > Ups (CO?’LF//F<(1U)) — B/)

Sejam O'p, e Cp, o fecho integral de Op, em F’ e 0 médulo complementar sobre

Op,, respectivamente. Consideremos o conjunto
J={z€ F'; vp:(2) = vp-(Conpr((w)) — B'), para todo P*|Pp}.
Pelo Teorema da Aproximacao, existe um elemento u € J satisfazendo
vp+(u) = vp-(Conpr((w)) — B),

para todo P*|Py. Isso nos dé, juntamente com a Observagio 4.4.4, que J ¢ Cp,.

Como J.O'p, C J, temos que

TT‘F//F(J) SZ OPO-

Escolhamos t € F' tal que vp,(t) = 1. Para algum r > 0, temos que t".J C O'p,,
donde t" . Trp/p(J) = Trp p(t"J) C Op,. Ainda, t". Trpp(J) é um ideal de Op,.
Consequentemente, t".Trp p(J) = t°. Op,, para algum s > 0, e assim obtemos
que Trp p(J) =t™.Op,, para algum m € Z. Como J € Cp,, temos que m < —1,
de modo que

t™.Op, CTregr(J).

Pela Proposicao 3.5.3 (a), podemos encontrar um elemento z € F' com
vPo(x) = _UPO<w) —le wPo(x) 7£ 0.
Escolhamos y € F com vp,(y) = vp, (w). Entdao zy € t71. Op,. Como

1. OPO - T'f’p//p(J),
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existe z € J tal que Trp//p(2) = xy. Consideremos, um adele 3 € Ap,p dado por
0, se PP
5Pl - -1 /
y 'z, se P'|P.
Dai, segue da definicao de J que, para P'| Py,
vp (B) = —vpr(y) + vpi(2)

> —vp(Conpyp((w)) + vp/(Conp p((w)) — B')
= —UPI(B,).

Logo, 8 € Ap/p(B'). Por ltimo, temos que wy(8) = w(Trp p(B)) = wp,(z) # 0.
Com efeito,
(Trpr(8))p, = Trep(Bpr), onde P'| P
= TTF//F(y_lz)
= y_lTrp//F(z)
=y (ry) ==

(Treyr(B))p = Trpyr(Bpr), onde P'|P, P # P
= TT‘F//F(O) =0.

Isso conclui a demonstragao do item b.1).

Etapa 2. Definamos wy : Apryp — K como a seguir: para a € Ap existem adeles

B € Apyp ey € App(W') tais que o = 5+ 7, pelo Lema 4.4.8. Escrevamos

wa(a) = wi(B).

Entao wsy estd bem definido. Com efeito, se 5+~ e 1 + 71 sdo duas representacoes

para um mesmo elemento «, com 3, f1 € Apr/p ey, 11 € Ap(W'), entao
fi—B=7—m € Apr NAp(W') = Apjp(W').

Logo wy(f1) — wi(B) = wi(By — ) = 0 por a.1). A fungdo wy é K—linear e, por

a.1) e b.1), ela possui as seguintes propriedades:
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a.2) we(a) =0, para o € A (W') + F'.

b.2) Se B' € Div(F’) é um divisor com B’ £ W', entdo existe um adele g €
Ap(B') com wy(B) # 0.

Dessa forma, construimos uma transformacao K —linear ws : Apr — K que se anula
em Ap (W') + F’. Contudo, we nao é um diferencial de Weil de F'/K' se K C K.

Isso nos leva a proxima etapa.

FEtapa 3. Pelo Lema 4.4.9, existe uma transformacao K’'—linear w’ : A — K’ tal

que Trgr /g o w' = ws. Das definigoes de w; e wy obtemos, para o € Ap//p, que
Trg k(W' (a)) =w(a) =w(a) =w(Trer(a)).

Resta-nos mostrar que:

a.3) w'(a) =0, para o € A (W') + F'.

b.3) Se B' € Div(F") é um divisor com B’ £ W', entdo existe um adele g €
Ap(B') com w'(3) # 0.

Demonstragio de a.3). Como w' é K'—linear, a imagem de Ap (W') + F’ sob w' é
{0} ou K’. Se o ultimo caso ocorresse, entao existiria o € Ap (W') + F' tal que
Tri x(w (a)) # 0, ja que Trg/k nao é a transformacao identicamente nula. Pela
construgao de w', temos que wy = Trgr/x o w'. Logo wa(a) # 0, o que é uma

contradigdo com a.2).

Demonstragao de b.3). Por b.2), existe um adele § € Ap/(B’) com a propriedade de
wo(B) # 0. Dal Trgr /i (w'(8)) # 0 e assim a afirmacao segue.

Com as etapas anteriores conseguimos estabelecer a existéncia de um diferencial de

Weil w' satisfazendo Trgr/x (w'(a)) = w(Trpp(a)) e também mostramos que
(w') = W' = Conp p((w)) + Dif f(F'/F).

Com o intuito de mostrarmos a unicidade, suponhamos que w* seja um outro
diferencial de Weil de F'/K’ tal que

Trgyr(w'(a)) = Triyg(w'(@)) = w(Tre p(a)),
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para todo a € Ap//p. Definindo n = w* — w’, obtemos

Triyx(n(a)) =0,

para todo a@ € App. Ainda, n é um diferencial de Weil de F'/K’, donde 7
se anula em Ap (C”), para algum C' € Div(F’). Pelo Lema 4.4.8, temos que

Trik(n(c)) =0, para todo o € Apr. Isso implica que = 0 e assim w* = w'. W

Teorema 4.4.11 (Férmula do Género de Hurwitz). Sejam F/K wum corpo de
fungoes de género g e F'/F uma extensao finita e separdvel. Seja K' o corpo de
constantes de F' e g’ o género de F'/K'. Entdo

[F': F]
[K': K]

29/ —2 = (29 — 2) + deg(Dif f(F'/F)).
Demonstragio. Escolhamos um diferencial de Weil w # 0 de F/K. Segue do
Teorema 4.4.10 que

(Cotrpp(w)) = Conpp((w)) + Dif f(F'/F).

Recordemos que, pelo Corolario 3.4.20, o grau de um divisor canénico de F//K é
2g—2ede F'/K' é 2¢' — 2. Assim, obtemos da igualdade anterior e do Corolério
4.1.16 que

2¢' =2 = deg(Conpp((w))) + deg(Dif f(F'/F))
_ [[; ?] (29 — 2) + deg(Dif f(F'/ F)).

4.5 A DIFERENTE

Ao longo dessa segao, consideremos uma extensao finita e separavel F'/F
onde F/K e F'/K’' sao corpos de fungbes com corpos de constantes K e K,

respectivamente. Ainda, consideraremos K e K’ corpos perfeitos.

Lema 4.5.1. Sejam F*/F uma extensdo algébrica de corpos de fungoes, P € Pp
e P* € Pp« com P*|P. Consideremos um automorfismo o de F*/F. Entdo

o(P*) ={o(z); z € P*} é um lugar de F* e temos que:
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a) Vo(p+)(y) = vp-(07(y)), para todo y € F*.

b) o(P*)|P.

c) e(o(P)|P) =e(P*[P) e f(o(P")|P) = f(P*|P).
Demonstra¢io. Como o é um automorfismo, temos que o(Op«) é um anel de
valorizacao de F* e o(P*) ¢ o seu ideal maximal. Dessa forma, o(P*) é um lugar
de F*, com anel de valorizagao correspondente Oy p+y = 0(Op+). Ainda, se t* é

um elemento primo para P*, entao o(t*) é um elemento primo para o(P*). Com

isso, mostremos as afirmagoes a), b) e ¢).

a) Dado 0 # y € F*, temos que y = o(z), para algum z € F"*. Escrevendo z = t*"u,

onde r = vp«(2) e u € Op. = Op~\P*, obtemos que
y=o0(z) =o(t"u) = o(t") o(u),

onde o(u) € O py = Op(pr)\o(P*) e o(t*) é um elemento primo para o(P*). Isso

nos da que vy(p+y(y) = r = vp«(2) = vp+(0~(y)), como querfamos mostrar.
b) o(P*)|P, pois o(P*) D o(P) = P.
¢) Seja x € F' um elemento primo para P. Entao

e(a(P)|P) = vo(pry(x) = vp- (07 (7)) = vp:(x) = e(P"|P).
Ainda, o automorfismo o de F*/F induz um isomorfismo

T Fpo o Flpy
z+ P* — o(z)+0(P*)

cuja restricao a Fp é a identidade. Portanto
f(PF|P) = [Fp. : Fp| = [Fype) : Fp| = f(a(P7)|P).
[ |

Lema 4.5.2. Sejam P € Pp e Pi,..., P, todas as extensoes de P em F'/F.

Denotemos por k = Op/P, ki = Op. /| P; O k e consideremos as respectivas projegoes
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7:0p = kem:Op — ki para todo i = 1,..., r. Entdo, para todo u € O'p,

onde O'p € o fecho integral de Op em F', temos que

w(Trer () = iewm Trielm(w).

Demonstragio. Pode ser encontrada em [16] (Lema 3.5.3). [ |

Teorema 4.5.3 (Teorema da Diferente de Dedekind). Seguindo a notagao apre-

sentada no inicio dessa se¢io, temos, para todo P'|P, que:
a) d(P'|P) > e(P'|P) — 1.
b) d(P'|P) =e(P'|P)—1 se, e somente se, e(P'|P) ndo é divisivel por char(K).

Em particular, se char(K) =0, entdo d(P'|P) = e(P'|P) — 1.

Demonstragio. a) Como antes, sejam O'p o fecho integral de Op em F’ e Cp o

moédulo complementar sobre Op. Queremos mostrar que
Trpr(t.0'p) C Op,
isto é, que t € Cp, para todo t € F” satisfazendo
vp(t) =1 —e(P'|P),
para todo P'|P. Pela Observagao 4.4.4, isso nos daria que 1 — e(P’'|P) > —d(P'|P)

e assim d(P'|P) > e(P'|P) — 1.

Com o intuito de provarmos a afirmagao inicial, consideremos uma extensao de
Galois finita F*/F tal que F' C F" C F* ¢ escolhamos n = [F’ : F| automorfismos
01,..., 0n de F*/F cujas restrigoes a F’ sejam duas a duas distintas. Para z € O'p
temos que

10i(t.z).

TT’F//F<t . Z) =

n
1=

Fixemos um lugar P* de F* que é uma extensdo de P e definamos P} = o; }(P*) e

P! = PN F'. Notemos que o0;(z) ¢é integral sobre Op. Com efeito, seja

o(T)=ao+aT+...+a T ' +T" € Op[T]
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tal que ¢(2) = 0. Entao ag + a1z + ...+ a,_12" ' + 2" = 0, implica que

0= Ui(ao—l-alz—i-...—&—arflf*l —i—ZT)
= ap + a1ai(z) + ...+ arﬂUi(z)T*l + Ui(Z)T

= ¢(0i(2)),

isto é, 0;(z) ¢é integral sobre Op. Logo, vp«(0;(2)) = 0 e assim

WV

vp«(oi(t.2)) = vp(0i(t)) +vp(0:(2))

vp=(0i(t)) = vpx(t) (pelo Lema 4.5.1)
e(F|P)vp (1)
e(F7|F)(1 — e(F|P))
—e(P|P))e(F|P)
—e(F7|P)
—e(P*|P) (pelo Lema 4.5.1).

\%

Pela Desigualdade Triangular,
—e(P*|P) < vp«(Trpyp(t.z)) = e(P*|P) . vp(Trp p(t. 2)),

o que nos da que vp(Trp/p(t.2)) = 0, como queriamos mostrar.

b) Sigamos a notagao do Lema 4.5.2 e abreviemos ¢; = e(F;|P). Sejam P’ = P e

e = e(P'|P). Devemos mostrar que

d(P'|P) = e — 1 se, e somente se, char(K) 1 e.

(<) Assumamos que char(K) { e e suponhamos que d(P'|P) > e > e — 1. Entao
—d(P'|P) < —e e existe w € F' tal que —d(P'|P) < vp/(w) < —e, donde, pela
Observagao 4.4.4, w € Cp, isto é, Trpp(w.O0'p) € Op. Como K é um corpo
perfeito, temos que k;/k é uma extensao separavel, donde Ty, /;, nao é a tran-
formacao linear identicamente nula e assim podemos encontrar y, € Op: tal que

Tri, k(m1(y0)) # 0. Pelo Teorema da Aproximagao Fraca, existe y € F” tal que

vp (Y — yo) > 0
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Upi(y) > ma’x{L €; + Up, (w>}

parai=2,...,r. Logo, y € Op e, pelo Lema 4.5.2,

r(Tree(y)) = e.Trkl/km(y))+§;ei.m/k<m<y»

= e Triy(m (o)) # 0

onde as igualdades anteriores seguem do fato de vp,(y) > 1 implicar que y € P,
para todo i = 2,..., r, donde 7;(y) = 0 e assim T, /x(7;(y)) = 0, bem como o

fato de char(K) nao dividir e. Dessa forma, temos que vp(Trg /r(y)) = 0.

Escolhamos = € F' tal que vp(z) = 1. Entao
TT’F//F<.Z'_ly) = iL'_l .TTF//F(y) §é Op,
pois vp(x~ty) = —1. Por outro lado, 7 lyw™t € O'p, j& que

vp(z lyw™) = wp(e™h) +vp(y) +vp(wt)
— cup(a) + uply) + o)
= —e+vp(y) +vp(w)
> 0

vp, (27 + v, (y) + vp, (W)
ei.-vp(z™h) +vp(y) +vp (W)
vp,(y) — (e + vp,(w))

= 0,

Up, (quwq)

para i = 2,...,r. Dal 27y € w.O'p, donde Trp /r(z7'y) € Op, 0 que é uma

contradi¢ao. Portanto d(P’'|P) = e — 1, como queriamos mostrar.

(=) Assumamos que char(K)|e. Queremos mostrar que d(P’|P) > e. Escolhamos

u € F' tal que

vpr(u) = —eewvp(u) > —e;+ 1, parai =2,..., 7.
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Seja x um elemento primo para P. Para cada z € Op, temos que

vpr(zuz) = vp(x) +vp(u) +vp(2) = e —e+vp(z) 20

vp,(zuz) = vp(x) + vp(u) +vp(2) Z e, —e; + 14+ vp(2) =1 >0,

para todo i = 2, ..., r. Dessa forma, zuz € O'p e, pelo Lema 4.5.2,

T

m(Trep(zuz)) = e.Try m(m(zuz)) + 2 e; . Try, x(mi(zuz))

= e.Try m(m(zuz)) =0,

onde as igualdades anteriores podem ser explicadas de forma analoga ao que foi
feito em (). Assim, concluimos que z.T7p p(uz) = Trp p(auz) € P = 2O0p,
donde Trp/p(uz) € Op para todo z € O'p. Isso mostra que u € Cp ¢ —e =
vpr(u) = —d(P'/P), pela Observacao 4.4.4. [ |

Teorema 4.5.4. Suponhamos que F' = F(y) seja uma extensao finita e separdvel
de um corpo de fungoes F' de grau [F' : F| =n. Seja P € P tal que o polinémio
minimal p(T) de y sobre F' possua coeficientes em Op, isto €, y seja integral sobre
Op, pela Proposicao 4.3.1. Sejam ainda Py, ..., P, € Pp todos os lugares de F’

que sao extensao de P. Entao:

a) d(P|P) < vp(¢'(y)), para todoi=1,..., .

b) {1, y,..., y"" '} é uma base integral de F'/F no lugar P se, e somente se,
d(P|P) = vp (¢ (y)), para i = 1,...,r, onde ©'(T) denota a derivada de
o(T) em F[T)].

Demonstragio. A base dual de {1, y,..., y" '} estd diretamente relacionada com

os expoentes diferentes d(P;|P), pela Proposi¢ao 4.4.2. Assim, o nosso primeiro
objetivo serd determinar essa base dual. Como ¢(y) = 0, o polinémio ¢(T') fatora-se

em F'[T] como

o(T) = (T = y)(cartT" '+ ...+ T + ),
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com cg, ..., ¢h_1 € F' e ¢,_1 = 1. Afirmamos que

(et o)

é a base dual de {1, y,..., y"'}. Notemos ainda que ¢'(y) # 0, uma vez que y é

separavel sobre F'. Pela definicao de base dual a afirmacao anterior é equivalente a

C;
Tre o p (Z/l> = 0,
"\ (y)

para todo 0 < i, [ < n — 1. Com o intuito de provarmos isso, consideremos n
mergulhos distintos o1, ..., 0, de F'/F em ®, onde ® denota uma extensao alge-
bricamente fechada de F' (tais mergulhos existem pelo Teorema 2.5.8). Definamos

y; = 0;(y), de modo que

n

p(T) = T1(T - y)),

j=1
por uma explicagdo andloga a desenvolvida na Observacao 4.7.8. Para cada

v e{l,..., n}, podemos escrever

/

donde

3

o' () = 11w — v))-
=1
i
Para 0 <1 < n — 1 consideremos o polinémio

j=1 T — Y ' 90,<yj)

O grau desse polindmio é no maximo n — 1 e, para 1 < v < n temos que

_ o Yy ol
Spl(yu) - (H(yu yz)) : QO’(ﬁUy) Yy = 0

15a%
Agora, um polinémio de grau menor ou igual a n — 1 tendo n raizes distintas deve

ser o polinémio identicamente nulo. Logo ¢ (T) = 0, isto é,

Ty ¢ (y;)
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para 0 < I < n— 1. Os mergulhos o; : F/ — ® se estendem a mergulhos
o;: F'(T') — ®(T) definindo 0;(T) = T, de modo que

"oo(T) Y

=1 T — Y ‘ gp’(yj)
o;(e(T)  o(y)
ST —oy) ¢(o;(y))

=t <if(ip?u'so’y(ly)>

n—1
= O'j <Z CiTi . y )
=0

©'(y)

(£ i)

Comparando os coeficientes de ambos os lados da igualdade anterior, obtemos que
C.
TTF/ F (Z . yl> = (Sil
T\ )

O préximo passo agora é mostrar que

T =

|

I
o
s M:

Il
3 o
ML I

[e=]

~.

3
—_

como desejado.

n—1
Cj S Z Op .yi,

=0

para j =0,..., n— 1. O polinémio minimal ¢(7") de y sobre F possui a forma
o(T)=T" +a, T "+ ...+ a;T + ao,

com a; € Op. Assim chegamos as seguintes expressoes

Cho1=1, coy=—apecy=ci_1—a;parat=1,...,n—1.
n—1 ) n—1 )
J& temos que ¢,_; = 1 € Z Op.y'. Agora, supondo que ¢; € Z Op.y' para
i=0 i=0
algum j € {1,..., n— 1}, temos que

n—1 )

_ (A

Cj = Z Sy
i=0
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com s; € Op. Utilizando as relagoes anteriores para os coeficientes, obtemos que

De modo similar, podemos mostrar que 3’ € Z Op.c;, para j =0,

n—1

n—2
_ 141 n
aj+cy=a;+ > syt +sn1y
i=0
n—2 n—1 n—1
it+1 i i
aj—l—ZSiy —sn_lzaiy EZOP.y.
i=0 i=0 i=0
n—1

=0

fato, y° =1€ > Op.¢;. Se

=0

n—1

J —

Yy = E TiCq,
=0

com r; € Op, para algum 7 > 0, entao

j+1
Y

n—

1 n—1
Z TGy = Z ri(Ci—1 — a;) — Toag
=0 i

1=

=0
n—2 n—1 n—1
Z Ti+1C; ( T’Z’CLZ'> .Cp—1 € Z OP . C;.
=0 =0 =0

Mostremos agora as letras a) e b) deste teorema.

...,n—1. De

a) Sejam Cp o médulo complementar e O o fecho integral de Op em F’. Queremos

mostrar que d(P;|P) < vp,(¢'(y)), o que é equivalente, pela Observagao 4.5.5, a

seguinte afirmacao

z€Cp=wvp(z) = —vp(¢(y) parai=1,...,

O elemento z € Cp pode ser escrito como

n—1 Cs
z = . —/,
z-; ¢'(y)

com r; € F. Como %' é integral sobre Op, pois z 0 é e O é um subanel de F’, e

z € Cp, temos que TTF//F(z.yl) € Op. Agora,

n—1
Ci
T?”F//F<Z . yl) == TTF’/F (Z Ti.—F—< yl) =T

= YW
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donde r; € Op. Isso nos da que

1 n—1 n—1 ) 1
z = ) r;c; pertence a ) Op.y' C .O'p,
¢'(y) ;0 ¢'(y) ; ¢'(y)

0 que mostra a afirmacao inicial e conclui a demonstragao da letra a) do teorema.

b) J& mostramos que
n—1 n—1
ZOp.yl = ZOP-CZ'-
i=0 i=0

Suponhamos inicialmente que {1, y,..., y" '} seja uma base integral no lugar P.

Pela Proposicao 4.4.2, temos que

n—1 C: 1 n—1
C = Op. . = . @ . C;
r ; "oy T ¢y ; r
n—1 1
= Op .y = O’
©'(y) E::o P o) T

Consequentemente d(P;|P) = vp,(¢'(y)), pela Definigdo 4.4.3. Reciprocamente,

temos que mostrar que as condi¢oes

d(Pi|P) = vp,(¢'(y), parai=1,....r,

n—1

implicam que O'p C Z Op .y (notemos que a outra inclusao segue das definicoes).
i=0

Seja z € O'p e escrevamos

n—1 )
z = Z tiyza
=0

n—1

com t; € F'. Observemos que ¢; € Z Op.y COpeCp= w’%y) . O'p pela hipétese
i=0

inicial e pela Proposicao 4.4.2. Logo

1
Trp e | —— ¢ 2) € Op.
F/F<¢’(y) ’ ) g

Como

1 n—1 Cs )
T’/’F/F<.C'.Z>—TT’F/F< J .y1>—t»,
/ 90/(9) J / Z J

= ')

concluimos que t; € Op, como queriamos mostrar. [ |



114

Observacao 4.5.5. Nesta observacao, queremos mostrar a equivaléncia entre as
seguintes afirmacoes, nas quais estamos utilizando as mesmas notagoes do Teorema
4.5.4:

a) d(P|P) < wvp(¢'(y)), para todoi=1,..., r.

b) z € Cp = vp(2) = —vp(¢(y)), para todoi =1,..., 7.

De fato: a) = b) Fixemos i =1,..., r. Se d(P;|P) < vp,(¢'(y)), entdo —d(P;|P) >
—vp,(¢'(y)), donde para todo z € Cp, vp(2) = —d(B|P) > —uvp,(¢'(y)), pela
Observagao 4.4.4, o que mostra a letra b).

b) = a) Fixemos i =1,...,r. Se z € Cp = vp,(2) = —vp,(¢'(y)), em particular

vp,
escrevendo Cp = t. O’ p, temos que —d(F;|P) = vp,(t) = —vp,(¢'(t)), 0 que mostra

[3

a letra a).

Proposicao 4.5.6. Sejam F'/F wma extensdao finita e separdvel de corpos de
fungoes, P € Pr e P' € P, com P'|P. Suponhamos que P'|P seja totalmente
ramificado, isto é, que e(P'|P) = [F' : F] = n. Sejat € F' um elemento primo
para P' e consideremos o polinomio minimal p(T) € F[T]| de t sobre F. Entao
d(P'|P) =vp(¢'(t)) e {1,..., t"" '} € uma base integral de F'/F em P.

Demonstracio. Primeiramente, mostremos que 1, ¢, ..., t"~! sdo linearmente inde-
pendentes sobre F. De fato, assumamos o contrario. Entao existem rq,..., r,_1 €

I nao todos nulos tais que
n—1
i=0
Para r; # 0, temos que
vp(rit") = vp (t)+e(P'|P)vp(r;) = i.vp/(t)+n . vp(r;) = i+n.vp(r;) =i (mod n).

Assim, vpr(rit") # vpi(rit?) se i # j, ri # 0 e r; # 0. Pela Desigualdade Triangular
Estrita (Lema 3.1.16), temos que

(TZZ: th’> = min{vp (rit"); r; # 0} < o0,

1=0
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n—1 n—1

o que é uma contradigao, pois Z rit' = 0 implica que vpr (Z riti> = 00. Ainda,
i=0 i=0

pela Igualdade Fundamental (Teorema 4.1.12), P’ é a tnica extensao em Pp de

P, donde Op: é o fecho integral de Op em F’. Desse modo, para concluirmos a

demonstragao, precisamos mostrar que

n—1
Op => Op.t.
i=0

n—1
A inclusao Op: O Z Op .t' segue do fato de t ser um elemento primo para P’ e

1=0
do fato de Op C Ops. Para a outra inclusao, consideremos z € Op:. Escrevamos

n—1 )
z= Z x;t",
i=0

com x; € F. Como 0 < vpi(2) = min{n.vp(x;)+1i; 0 < i < n—1} pelo argumento
acima, temos que vp(z;) > 0, para todo i =0,..., n — 1. A igualdade d(P'|P) =

vp(¢'(t)) segue entdo do Teorema 4.5.4, o que conclui a demonstragao. |

4.6 EXTENSOES POR CONSTANTES

Consideraremos nessa se¢do um corpo de fungdes F'/K com corpo de cons-
tantes K, onde K é um corpo perfeito. Essa ultima hipdtese é essencial para a
validade da maioria dos resultados aqui apresentados. Recordemos que & O F

denota um corpo algebricamente fechado fixo.

Seja K’ uma extensao algébrica de K. O compoésito F' = FK’ é um corpo
de fungoes sobre K’ e o seu corpo de constantes é dessa forma um extensado finita
de K’, pelo Corolario 3.1.23. Contudo, nao é claro, a principio, se K’ é o corpo de
constantes de F'K’. Essa questao sera melhor discutida na Proposicao 4.6.2, cuja

demonstragao necessitara do lema a seguir.

Lema 4.6.1. Suponhamos que o € ® seja algébrico sobre K. Entao

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos os polinémios irr(«, K) e irr(a, F).

Como irr(a, K) € F[T)] e este anula «, temos que irr(«, F)|irr(a, K), de modo
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que [F(«) : F] < [K(«) : K|. Para mostrarmos a outra desigualdade, devemos
mostrar que irr(a, K) é irredutivel em F[T]. Suponhamos que o contrario seja
verdade, isto é, que irr(a, K) = g(T).h(T), onde ¢g(T), h(T') sao polindmios
monicos em F[T] de grau > 1. Como cada raiz de ¢g(T), h(T) em ® é também
uma raiz de irr(«, K), temos que cada uma dessas raizes é um elemento algébrico
sobre K. Dessa forma, cada um dos coeficientes de ¢(T"), h(T) sao algébricos
sobre K, pois estes sdo expressoes polinomiais das raizes. Por outro lado, esses
coeficientes sao elementos de F' e, como K ¢ algebricamente fechado em F', temos
que g(T), h(T) € KI[T], o que é uma contradicao com o fato de irr(«, K) ser
irredutivel em K|[T7. |

Proposicao 4.6.2. Seja ' = FK' uma extensao algébrica por constantes de F// K

(de grau finito ou infinito). Entao, temos que K' € o corpo de constantes de F”.

Demonstracio. Consideremos um elemento v € F” que é algébrico sobre K'. Entao
v é algébrico sobre K, pois K'/K é uma extensao algébrica, e existe um nimero
finito de elementos aq, ..., o, € K’ tais que v € F(aq, ..., a,) (isso ocorre pela
defini¢do do compésito). Ainda a extensao K(aq,..., a,)/K ¢é finita e separavel,
pois K’/ K é uma extensao algébrica, de modo que podemos utilizar o Teorema 2.1.9
para garantir a finitude da extensdo, e K é um corpo perfeito. Dai K(aq, ..., a,) =
K(«) para algum « € K’ pelo Teorema 2.5.11. Como 7 é um elemento algébrico
sobre K, é possivel encontrarmos 5 € F” algébrico sobre K tal que K («, v) = K(3)
(aqui estamos empregando um argumento analogo ao utilizado anteriormente).
Desse modo, temos que F(f) = F(a, v) = F(a), jd que v € F(ay, ..., a.) = F(a).
Ainda, pelo Lema 4.6.1, obtemos que

[K(8): K] = [F(8) : F] = [F(a) : F] = [K(a) : K].
Isso nos dé que K(a) = K(8), donde v € K(a) C K'. [

Teorema 4.6.3. Seja F' = FK' uma extensdo por constantes algébrica de F/K.
Entao F'/F ¢é ndo ramificada, isto €, e(P'|P) = 1, para todo P € Pr e todo
P’ € Pp com P'|P.

Demonstrag¢io. Suponhamos que K’ = K(«) é uma extensao finita de K. Neste

caso, F' = F(«a) e o polindmio minimal irr(a, K) = ¢(T) permanece irredutivel em
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F[T], pelo Lema 4.6.1. Sejam P € Pr e P’ € P com P'|P. O expoente diferente
d(P'|P) satisfaz 0 < d(P'|P) < vp/(¢'()), pelo Teorema 4.5.4. Notemos que «
é separavel sobre K, pois estamos sob a hipdtese de que K é um corpo perfeito,
donde ¢'(a) # 0. Como ¢'(a) € K', temos que vp(¢'(a)) = 0 e, desse modo,
d(P'|P) = vp/(¢'(a)) = 0. Pelo Teorema da Diferente de Dedekind (Teorema 4.5.3),
concluimos que P’|P é nao ramificado, isto é, e(P'|P) = 1, para todos P € Pp e
P’ € P com P'|P.

A partir de agora, suponhamos que K’ seja uma extensao algébrica arbitraria de
K. Seja P' € P uma extensao de P. Escolhamos ¢ € F’ um elemento primo para
P’. Entao existe um corpo intermediario K C K; C K’ tal que o grau de [K; : K]
é finito e t € F} = FK;. Seja P, = P'NFy. Entao 1 = vpi(t) = e(P'|Py) . vp, (t) €
assim e(P’|P;) = 1. Pelo caso inicial, mostramos que e(P;|P) = 1, de modo que
e(P'|P) = e(P'|Py).e(P|P) = 1, pela Proposicao 4.1.7. |

4.7 EXTENSOES DE GALOIS

Definicao 4.7.1. Uma extensao F’/K’ de um corpo de fungoes F'/K ¢é dita uma

extensao de Galois se F'/F é uma extensao de Galois finita.

Teorema 4.7.2. Seja F'/K' uma extensio de Galois de F/K e sejam Py, Py € Pp
extensoes de P € Pp. Entao Py = o(Py), para algum o € Gal(F'/F).

Demonstragdo. Suponhamos que o(Py) # Ps, para todo o € G = Gal(F'/F). Pelo
Teorema da Aproximagao Fraca (Teorema 3.2.1), existe um elemento z € F’ tal
que vp,(2) > 0 e vg(z) = 0 para todo ) € P tal que () é uma extensao de P e
Q # P,. Seja Npyp : F' — F a aplicacdo norma (ver Secao 2.7). Entao obtemos

vm(Neyp(z)) = vp1<Ha(z)>

oeG

— Y un(ol2)

ceG

= > v,-1(p)(2) (pelo Lema 4.5.1)

ceG

= D Uer(2)

oceG

= 0,
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j& que P, ndo pertence ao conjunto {o(P;); o € G}. Por outro lado,

vpy,(Nerye(2)) = Y vop(2) > 0,

oceG

visto que id € G. Mas, como Ng/p(2) € F, temos que

vp, (Npyp(2)) =06 vp(Npyp(2) =0 vp,(Npyp(z)) =0,
donde obtemos uma contradicao. |

Corolario 4.7.3. Consideremos a notagao como no Teorema 4.7.2. Sejam Py, ..., P,

todas as extensoes de P em Pr.. Entao:

a) e(P|P) = e(P|P) e f(P|P) = f(P;|P), para todos i, j. Dessa forma,
escreveremos

e(B|P) = e(P) e f(R|P) = f(P)

e chamaremos e(P) o indice de ramificagio de P em F'/F e f(P) o grau
relativo de P em F'/F.

b) e(P).f(P).r = [F' : F|. Em particular, e(P), f(P) e r dividem o grau
[F": F].

c¢) d(P,|P) = d(P;|P), para todos i, j.

Demonstracao. a) Segue do Teorema 4.7.2 e do Lema 4.5.1.
b) Segue do Teorema 4.1.12 e da letra a).

¢) Consideremos o fecho integral de Op em F”

O'p=()0n

i=1

e o moédulo complementar
Cp = {Z € F,; TT‘F//F(Z.OIP) - Op}

Dado o € Gal(F'/F), temos que 0(O'p) = O'p e 0(Cp) = Cp, onde a dltima
igualdade segue do fato de Trpr/p(0(u)) = Trp/p(u), paratodou € F'. Escrevendo
Cp=1t.0'p, obtemos o(t).O'p = c(Cp) =Cp =t.O'p, de modo que

~d(PIP) = v (1) = vr,(o(1)),
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para todo 1 < i < r, pela Proposicao 4.4.2 e pela definicao do expoente diferente.
Consideremos agora dois lugares P; e P; extensoes de P e escolhamos o € Gal(F'/F)
tal que o(P;) = P;. Entao —d(F;|P) = vp,(0(t)) = vo-1(p)(t) = vp,(t) = —d(P}| P),

como queriamos mostrar. |

Teorema 4.7.4 (Teorema de Hilbert). Sejam F/K uma extensdo ciclica de grau
n com grupo de Galois G, o um gerador de G, € I, Np/x a norma de F' em K
e Trp/k o trago de F' em K. Entao:

a) Np/k(B) = 1 se, e somente se, existe um elemento 0 # a € F tal que

B =(o(a)) o

b) (Forma Aditiva) Trp/k(3) =0 se, e somente se, eviste um elemento o € F'

tal que f = o — o(a).

Demonstragao. a) Este resultado pode ser encontrado em [12] (Teorema 6.1, Cap.
VI).

b) Este resultado pode ser encontrado em [12] (Teorema 6.3, Cap. VI). [ |

Teorema 4.7.5 (Artin-Schreier). Seja K um corpo de caracteristica p > 0.

a) Seja F' uma extensao ciclica de K de grau p. Entao exviste o € F tal que
F = K(a) e a satisfaz uma equagao da forma TP — T — k = 0, para algum
ke K.

b) Reciprocamente, dado k € K, o polinomio f(T) =T? —T — k possui uma raiz
em K, de modo que todas as suas raizes também estao em K, ou é irredutivel.
No dltimo caso, dada uma raiz o de f(T'), temos que K(«) é uma extensao

ciclica de K de grau p.

Demonstragio. a) Seja F'/ K uma extensao ciclica de grau p > 0. Entao Trp/x(—1) =
0, pois Trr/(—1) = p.(—1). Seja o um gerador do grupo de Galois G. Pela forma
aditiva do Teorema de Hilbert (Teorema 4.7.4 - b)), temos que existe um elemento

a € F tal que o(a) —a = 1. Logo o'(a) =a+i.1, paratodoi =1,..., p, e assim
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« possui p elementos conjugados distintos. Dai, [K(«) : K] > p e assim K(«a) = F.

Notemos ainda que
ol —a)=(c(a)’ —o(a)=(a+ 1)’ = (a+1)=a” — a.

Logo a? — « é fixado por ¢ e assim é fixado por qualquer poténcia de o. Isso nos
da que o — a pertence ao corpo fixo de G, de modo que, chamando k = of — «,

concluimos a demonstragao.

b) Sejam k € K e o umaraiz de f(T) = T?—T—k. Entao a+i . 1 é também uma raiz
de f(T), para todoi =1,... p, e, neste caso, f(T') possui p raizes distintas. Se uma
delas pertencer a K, entao temos que todas as demais também pertencem. Agora,
consideremos o caso em que f(7') ndo possui raizes em K. Afirmamos que f(T') é
irredutivel em K[T]. De fato, suponhamos f(7') = g(T)h(T), com g(T'), h(T) €
K|[T] tais que 1 < deg(g(T)), deg(h(T)) < p. Como f(T) = ﬁ(T—a—i.l),

i=1
temos que g(7") é o produto sobre certos inteiros i. Seja d = deg(g(7T)). Entao o

coeficiente de 77! em ¢(T') é igual a soma de termos —(a+1. 1) para precisamente
d inteiros i. Logo este coeficiente é da forma —da + j .1, para algum inteiro j.
Como d.1 # 0 em K, temos que —da + j.1 € K implica que o € K, o que é
uma contradigdo. Isso mostra que f(T') é irredutivel. Como todas as raizes de
f(T) pertencem a K(«) e f(T) ndo possui raizes miltiplas, temos que K(«)/K é
uma extensao normal e separavel. Logo K (a) é uma extensao de Galois sobre K.
Isso nos da que existe um automorfismo o de K(a) sobre K tal que o(a) = o + 1.
Como as poténcias de o sdo tais que ‘(o) = a + 7.1, temos que o' # o’ se
i # j. Portanto o grupo de Galois associado a K («)/K é ciclico, fato que conclui a

demonstracao deste resultado. |

Lema 4.7.6. Seja F/K um corpo de fungoes de caracteristica p > 0. Dados um

elemento u € F' e um lugar P € Pr, temos que:

a) Ou eziste um elemento z € F tal que vp(u — (2# — 2)) > 0.

b) Ou para algum z € F, tem-se

vp(u— (2 —2)) =—m <0, conm#0 (mod p).
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No dltimo caso, o inteiro m € unicamente determinado por u e P, a saber
—m = mazx{vp(u — (W’ —w));w € F}.

Demonstragcio. Comecemos a demonstragao com a seguinte afirmacao

Sejam xq, xo € F\{0} tais que vp(x1) = vp(xs). Entdo existe y € F satisfazendo

vp(y) =0 e vp(x — yPag) > vp(xq).

De fato, como vp(x1) = vp(xz), temos que vp(x1/x9) = 0, donde z1 /x5 € Op\P e
assim (z1/22)(P) # 0 em Op/P. Dai, podemos escrever que (z1/x2)(P) = y(P)?,
para algum y € Op\ P, onde aqui estamos utilizando a hipdtese de que Op/P é
um corpo perfeito. Logo, vp(y) =0 ¢ vp((x1/x2) — y?) > 0, de modo que

vp(z1 — y'32) = vp(z2((21/22) — 7))
= vp(r2) +vp((21/12) — ¥/")
= vp(r1) +vp((21/72) — ¥")
> vp(z1).
Agora mostremos que
Se vp(u— (2§ — z1)) = —Ilp < 0, entdo existe um elemento zo € F' com

vp(u — (25 — 29)) > —Ip.
Com efeito, escolhamos t € F tal que vp(t) = —I. Entao
vp(u— (2 — 21)) = vp(t").
Pela afirmagao inicial, é possivel encontrarmos y € F' com vp(y) =0 e
vp(u— (2 — 21) — (yt)*) > —Ip.
Como vp(yt) = vp(t) = —1 > —Ip, temos que
vplu— (2 2) — () — 1)) > —Ip.

Definindo z5 = z; 4 yt, temos que o resultado segue.



122

Agora, demonstremos o lema.

Se existir z € F tal que vp(u — (2? — 2)) > 0, entdo a) ocorre. Caso contrario,
para todo z € F, temos que vp(u — (2 — z)) < 0. Assim, fixemos z € F. Se
vp(u — (2 — 2z)) = —m < 0, onde m # 0 (mod p), entdo ja vale a letra b). Se,
contudo, vp(u — (2P — z)) = —Ip < 0, para algum [ > 0, entdo, pela segunda
afirmagao, existe z; € F' tal que vp(u — (2 — 21)) > —Ip. Se vp(u — (2} — 1)) =
—m < 0, onde m # 0 (mod p), entdo temos que o item b) se cumpre. Caso
contrario, procedemos como anteriormente e, como vp(u — (2 — z)) < 0, para todo
z € I, temos que em algum momento ¢é possivel obtermos um elemento como no
item b).

Resta-nos agora mostrar que se a letra b) ocorre, entao o inteiro m é unicamente

determinado por u e P, a saber

—m = max{vp(u — (W’ —w));w € F}.

Por hipétese, temos que existe z € F' tal que vp(u — (2# — 2)) = —m < 0, com
m % 0 (mod p). Para todo w € F, vale p.vp(w — z) # —m, de modo que podemos

considerar os seguintes casos:

1) p.vop(w—2z) > —m
Neste caso temos que vp((w — 2)?) > —m e vp(w — 2) > —m/p > —m,
donde pela Desigualdade Triangular vp((w — 2)? — (w — 2)) > —m. Assim,
vp(u — (WP —w)) = vp(u — (2 — 2) — ((w — 2)? — (w — 2))) = —m pela
Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16).

2) p.vp(w—2) < —m

Neste caso obtemos

vp(u— (WP —w)) =vplu— (2 —2) = (w— 2 — (w—2))) < —m.

Como em qualquer um dos casos anteriores vp(u — (w? —w)) < —m, temos que o

resultado segue. |
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Proposigao 4.7.7 (Extensoes de Artin-Schreier). Seja F'//K um corpo de fungoes
de caracteristica p > 0. Suponhamos que u € F seja um elemento que satisfaca a
sequinte condigcao
u # wP —w, para todo w € F.
Seja
F'=F(y), com y* —y = u.
A extensao F'JF é chamada uma extensdo de Artin-Schreier de F. Para P € Pp

definimos o inteiro mp por

m, se existe z € F tal que vp(u— (2P — z)) = —m <0
mp = em#0 (mod p).

—1, sevp(u— (2 — 2)) = 0 para algum z € F.

(Observemos que, pelo Lema 4.7.6, mp estd bem definido). Logo, temos que:

a) F'/F é uma extensao de Galois ciclica de grau p. Os automorfismos de F'/F

s@o dados por o(y) =y +v, ondev =0, ...,p—1€F,.
b) P € nao ramificado em F'/F se, e somente se, mp = —1.

c) P € totalmente ramificado em F'/F se, e somente se, mp > 0. Neste caso,
denotando por P’ o inico lugar de F' que é extensao de P, temos que d(P'|P)
¢ dado por

d(P'|P) = (p—1)(mp + 1).

d) Se pelo menos um lugar QQ € Pp satisfaz m¢g > 0, entdo K € algebricamente
fechado em F' e

PePp

-1
Jd =p.g+ pT (—2 + > (mp+ 1).deg(P)) ,
onde g’ é o género de F'/K e g € o género de F/K.

Demonstragio. a) Segue do Teorema 4.7.5.

b) e ¢) Suponhamos que mp = —1, ou seja, que vp(u — (2P — z)) > 0 para algum
z € F. Sejamy; =y—zeu; =u—(z—z). Entdo F' = F(y;) e p1(T) = TP—T —uy
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é o polindémio minimal de y; sobre F'. Como vp(u;) > 0, y; é integral sobre o anel
de valorizagao Op e o expoente diferente d(P’'|P) de uma extensao P’ de P em F
satisfaz

0 < d(P'|P) < vp(#)(y1)) =0,

pelo Teorema 4.5.4, ja que ¢} (T') = —1. Logo d(P'|P) = 0 e P'|P ¢é ndo ramificada
pelo Teorema da Diferente de Dedekind (Teorema 4.5.3).

Suponhamos agora que mp > 0. Escolhamos z € F' tal que vp(u— (2 —z)) = —mp.
Consideremos os elementos y; =y — z e u;3 = u — (2P — z). Como antes, temos que
F'=F(y;) e que p1(T) =T? — T — uy é o polindmio minimal de y; sobre F. Seja

P’ € P uma extensdao de P em F’. Como y} — y; = uy, temos que:

vpr(ur) = e(P'|P).vp(ur) = —mp . e(P'|P)

vpr(uy) = UP/(y]f —y1) =p.vp(y1),

onde a tltima igualdade segue da Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16) e do
fato de vp/(y1) < 0 (notemos que se o contrario ocorresse, teriamos que vps(uy) > 0,
fato que ndo ocorre uma vez que vp/(u;) = —mp < 0). Como p e mp sdo
relativamente primos, temos que p divide e(P’|P). Ainda e(P'|P) < [F': F| = p,
pelo Corolario 4.1.13, de modo que

e(P'|P) =pevp(y) = —mp.

Em particular, isso nos mostra que P ¢é totalmente ramificado em F’/F.

Seja x € F um elemento primo para P. Escolhamos inteiros 7, j > 0 tais que
1 =ip — jmp (notemos que isso é possivel pois p e mp sdo elementos primos entre
si). Ainda, temos que j Z 0 (mod p), pois caso contrério p seria invertivel. Entéo,
t = 2'y] 6 um elemento primo para P’, uma vez que vps (t) =i.vp(z)+7.vp(y1) =
i.e(P'|P).vp(x) —j.mp=1i.e(P'|P)—j.mp = 1. Pela Proposicao 4.5.6, temos
que o expoente diferente d(P'|P) é dado por

d(P'|P) = vp(Y'(1)),
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onde ¢(T) € F[T] ¢é o polinémio minimal de ¢ sobre F. Seja G = Gal(F'/F) o
grupo de Galois da extensdao F'/F. Entao

W(T) = [[(T = o)) = (T —#). W(T),

ceG

com h(T) = [[(T —o(t)) € F'[T], pela Observacio 4.7.8. Assim, ¢/(T) =
o#id
hT)+ (T —t).K(T) e y'(t) = h(t). Concluimos dessa forma que

o#id o#id

d(P'|P) = vp (H (t - a<t>>) = 3 vp(t—o(t).

Cada o € G\{id} possui a forma o(y1) = y; + p para algum p € {1,..., p—1} C
F, C K, de modo que

i
i J i j i J\ G-
t—o(t)=a'yi —a'(y +p) = —a'. Z<l>y{ o
=1

Como vp(y] ') < vpr (y{_l) para [ > 2, pela Desigualdade Triangular Estrita (Lema

3.1.16) temos que
vpi(t = o (t) = vpr(2') +vp (Gl )

=ip+(j—1).(—mp) =ip—jmp+mp =mp+ 1.
Portanto d(P'|P) = (p — 1)(mp + 1).

d) Suponhamos agora que mg > 0 para pelo menos um lugar () € Pp. Pela letra
¢), temos que @ é totalmente ramificado em F’'/F. Escolhamos uma extensao
Q' de Q em F' tal que e(Q'|Q) = [F' : F] = p. Suponhamos que [K': K] > 1
e consideremos o corpo intermediario F; = FK’' D F e o lugar Q1 = Q' F}.
Como ¢(Q'|Q) = [F' : F] = pee(Q : Q) = 1 pelo Teorema 4.6.3, temos
que (@ : Q1) = e(Q : Q) = [F' : F] pela Proposicao 4.1.7. Ainda, e(Q’ :
Q1) < [F' : Fy] pelo Corolario 4.1.13 e [F' : Fy] < [F' : F], de modo que
[F' . Fi] < e(Q : Q1) < [F' : Fi], ou seja, e(Q' : Q1) = [F' : Fi]. Logo,
[F} : F] =1, o que é uma contradigdo. Portanto, [K': K| = 1.
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Agora, pela Férmula do Género de Hurwitz (Teorema 4.4.11), temos que

29 =2 = [F': F](29 —2) +deg(Dif f(F'/F))
= p2g=2)+ > > d(P'|P).deg(F)

= p(29-2)+ :i: :Zi(p —1)(mp +1) . deg(P")

= p29—2)+(p—1) P%P;F qu;)(mP +1). ZE};; .deg(P')
= p(29—2)+(p—1) P%;F melz;)l .deg (PZP e(P)P')
= -2 41 3 T deg(Conrr(P)
= P22+ (1) S TS degConpr(P)
= P92+ -1 3 T f;} deg(Conpp(P)
= p(29-2)+ (-1 ig:(mp +1) . deg(P),

onde a pentltima igualdade segue da letra ¢). Logo

-1
J = p.g—l—pT -2+ Z(mp—i-l).deg(P)
PePr
mp>0

-1
= p.g+ P—- -2+ Z (mp+1).deg(P)
2 PcP
F

Observagao 4.7.8. Escrevamos (1) = ag+a;T+ ...+ a,T™ e sejam aq, ..., ay
o conjunto de todas as raizes distintas de ¢(7") em F’. Como v (t) = 0, temos que
0=0(0) =0(¥(t) = o(ap+art+...+a,t") = ap+ao(t)+...+a,o(t)", para todo
o € G, ou seja, o(t) é uma raiz de ¢(T"), para todo o € G. Isso nos da que, para

todo o € G, o induz uma func¢ao do conjunto {ay, ..., a,} nele mesmo. Como o é
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um automorfismo, temos que o|fq,,. . a,} € injetor, donde, sendo {oy, ..., a,} um

conjunto finito, temos que o|{q,....,a,} ¢ uma bijecao. Dai é possivel representarmos

77777

¥ (T) como no Proposicao 4.7.7.

Definicao 4.7.9. Um polindmio da forma

1

a(T) = a,T"" + an 1 T" +...+ a7 + T € KT,

onde p = char(K) > 0, é chamado um polindémio aditivo sobre K.

Proposicao 4.7.10. Consideremos um corpo de fungoes F/K com corpo de cons-
tantes K de caracteristica p > 0, um polindmio separdvel aditivo a(T) € K[T] de
grau p" que possui todas as suas raizes em K eu € F. Suponhamos que para cada

P € Pp existe um elemento z € F' (dependendo de P) tal que
vp(u—a(z)) =20
ou
vp(u—a(z)) =—m, comm>0em#0 (mod p).

Definamos mp = —1 se o primeiro caso acima ocorrer e mp = m se o sequndo
ocorrer. Entdo mp estd bem definido. Consideremos a extensao F' = F(y) de F,
onde y satisfaz a equacao

a(y) = u.

Se eziste pelo menos um lugar QQ € Pr com mg > 0, entao:

a) F'/F € uma extensao de Galois, [F': F| = p" e o grupo de Galois de F'/F é
isomorfo ao grupo aditivo {a € K; a(a) = 0} e assim isomorfo a (Z,)". Um
tal grupo é dito ser um grupo abeliano elementar de expoente p, donde F'/F

¢ dita uma extensao abeliana elementar de expoente p e grau p™.
b) K ¢€ algebricamente fechado em F’.
c) Cada P € Pr com mp = —1 é nao ramificado em F'/F.

d) Cada P € Pp com mp > 0 € totalmente ramificado em F'/F e o expoente
diferente d(P'|P) da extensio P' de P em F' é

d(P'|P) = (p" = 1)(mp + 1).



128

e) Sejam g e g’ os géneros de ' e F', respectivamente. Entao

g’:p".g—i—pn_l (—2—1— > (mp—i—l).deg(P)).

2 PcPp

Demonstragio. A demonstracao desse resultado pode ser feita, de forma geral,

como na Proposicao 4.7.7. n



129

5 CORPOS DE FUNCOES COM UM NUMERO PRESCRITO DE
LUGARES DE GRAU SUPERIOR

5.1 PRELIMINARES

Nesta secao trabalharemos com corpos de funcoes sobre F, tais que o corpo

de constantes seja [F,. Ainda, para um corpo de fun¢ées F/FF, denotemos por:

p = char(F,) a caracteristica do corpo F,,
g(F) o género de F,
N(F') o nimero de lugares racionais de F' sobre F,

B, (F') o ntimero de lugares de grau r de F' sobre F,,.

Consideremos ainda os seguintes conjuntos
M, ={(N, g); existe um corpo de fungoes F/F, tal que g(F) =ge N(F)=N}e
M,(g) = {N € N; existe um corpo de fungoes F'/F, tal que g(F) =g e N(F)= N}.

Os resultados a seguir serao importantes para o desenvolvimento das proxi-

mas secoes.

Lema 5.1.1. Sejam F/F, um corpo de fungoes sobre F, e z € F' um elemento com
divisor de polos dado por (2)se = P1 + ...+ Py, onde 0s lugares P; sao dois a dois

distintos. Seja E = F(y), onde o elemento y satisfaz a equagdo

r

Yy —y=2z, comr =1

Entao:

a) A extensio E/F é uma extensao de Galois e possui grau [E : F] = p".

b) Os lugares Py, ..., P, sdo totalmente ramificados e todos os demais lugares

de F' sao nao ramificados em E.
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¢) Denotando por P; a extensio do lugar P; em E, temos que d(P;|P;) = 2(p"—1),
para todo 1 =1, ..., n. Logo, o grau da diferente de E/F é

deg(Dif f(E/F)) = 20" —1)S" deg(P).

i=1

Demonstracao. A demonstracdo deste resultado segue da Proposicao 4.7.10. W

Apresentaremos a seguir o enunciado de um resultado fundamental para a
teoria dos corpos de fungoes sobre corpos finitos: o Teorema de Hasse-Weil. Esse
resultado é equivalente a determinar o valor absoluto das raizes da funcao zeta de
um corpo de fungoes F/F,, o que é a célebre Hip6tese de Riemann nesse cendrio.
Além disso, sabe-se que para corpos de fungées F'/IF, com género g < (¢ — /q)/2,
a cota apresentada nesse teorema é, em geral, a melhor possivel. Para maior
apronfudamento sobre o assunto, sugerimos as referéncias [9] (Se¢ao 9.2) e [16]
(Segao 5.2).

Teorema 5.1.2 (Hasse-Weil). O nidmero N = N(F) de lugares de F/FF, de grau 1

satisfaz a desiqualdade

IN = (g + 1) <29v3,
onde g = g(F).

Demonstragio. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [16] (Teo-
rema 5.2.3). [ |

Notemos que, com o Teorema de Hasse-Weil, temos que

M,(9) € [-29v/q+ (¢ + 1), 29\/q + (¢ + 1)].

Lema 5.1.3. Sejam F' um corpo de fungoes sobre F, de género g(F) =2 er um

inteiro tal que r > 2g(F). Entao existe um lugar P € Pr de grau .

Demonstragio. Este resultado pode ser encontrado em [5] (Lema 2.1). [
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5.2 DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.1.2

Lema 5.2.1. Dado um corpo de fungoes E/F, de género g(E) > 2, seja N um
inteiro com 0 < N < N(E) e escrevamos N(E) = N + s. Denotemos por
Pi,..., Py, Q1,..., Qs 0s distintos lugares racionais de E e sejam r um inteiro
comr > 29(E)+1+s eac€lF, Entdio existe um elemento x € E e um lugar

P € Pr com as sequintes propriedades:

a) deg(P) =r.
b) x possui polos simples em P, Py, ..., Py e x ndo possui outros polos.

c) (Q;) = «, para todoi =1,..., s.

Demonstragdo. Aplicando o Lema 5.1.3, é possivel escolhermos um lugar P € Pg
de grau r, visto que g(F) > 2er > 2g9(E)+ 14+ s> 2g(E) + 1 > 29(F).
Seja A= P — ZQZ Entao

i=1

S

deg(A) = deg(P) =) deg(Q;)

=1

=r—s
=2g9(FE)+1
> 2¢g(F) —1

de modo que, pelo Teorema 3.4.21,

((A) = deg(A) +1 — g(E)
>29(FE)+1+4+1—g(F)
=g(F)+2
> 0,

donde existe 0 # u € L(A). Percebamos que, como todo elemento em FE transcen-
dente sobre I, possui pelo menos um polo pelo Corolario 3.1.27, vg(u) > 0, para
todo Q € Pg\{P, Q1,..., Qs}, vg,(u) > 1, paratodoi=1,..., s, e vp(u) > —1,
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temos que vp(u) = —1.

Chamando A; = P + P; — iQi’ para j = 1,..., N, temos que A < A;, de
modo que L(A) C L(A4;). Ai;;lla, a ultima inclusdo ¢ estrita. Com efeito, como
deg(A;) = deg(A) + deg(P;) = deg(A) + 1 > deg(A) > 2g(E) — 1,
pelo Teorema 3.4.21 segue que
((A;) =deg(Aj) +1—g(E) =deg(A)+1+1—g(E)=((A)+ 1.
Logo, existe z; € L(A;)\L(A), para todo j = 1,..., N. Notemos que, neste caso,
> -1, se@@ =P
=—1, se Q =P, (pois z; ¢ L(A))

>1, se@Q=0Q;, paraalgumi=1,... s
207 SeQEPE\{P7 -F)j7 Qlu"')QS}'

N
Seja agora w = Z x;. Entao, pela Desigualdade Triangular, temos que
j=1

>—-1, se@ =P
=—1, se ) = P;, paraalgum j=1,..., N (pelo Lema 3.1.16)

ve(w) .
>1, se Q@ =0Q;, paraalgumi=1,...,s
>0, SQQGPE\{P,Pl,...,PN,Ql,...,Qs}.
Podemos perceber pelas relagoes anteriores que Py, ..., Py sao polos simples de w
e Q1,..., Qs sdo zeros de w. Definamos agora

. {w, se P é um polo de w
xr =

w + u, caso contrario

e escrevamos © = T + a. Entdo x é o elemento que procuramos. De fato

1) Se P é um polo de w, isto é, vp(w) < 0, entdo pela Desigualdade Triangular

e pela Desigualdade Triangular Estrita (Lema 3.1.16), temos que vg(z) =
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vo(Z + o) = vo(w + a) = min{vg(w), vo(a)} = min{vg(w), 0}, valendo a
igualdade se vg(w) # vg(a). Assim

=—1, se @ =P (pois — 1 < vp(w) <0)
=—-1, se@=PF;, paraalgum j=1,..., N

se Q =Q;, paraalgumi=1,..., s

se @ € Pp\{P, P,..., Py, Q1,..., Qs},

de modo que z(Q;) = w(Q;) + a(Q;) = a(Q;) = o, para todoi =1,..., s,
pois w € Q; = w(Q;) = 0, e x possui polos simples em P, Py, ..., Py, sendo

WV

estes seus Unicos polos.

2) Se P nao é um polo de w, isto é, vp(w) > 0, entdo pela Desigualdade Triangu-
lar, temos que vg(x) = vo(T+a) = vo(w+u+a) = min{vg(w), vg(u), vo(a)}
= min{vg(w), vo(u), 0}. Ainda, pela Desigualdade Triangular Estrita
(Lema 3.1.16), temos, por exemplo, que vg(z) = min{vg(u), vg(w + a)}, se
vo(u) # vo(w + ). Assim, recordando que vp(u) = —1 e vg(u) > 0, para
todo @ € Pg\{P}, temos que

=vp(u+ (w+a)) =—1, se @ =P (pelo Lema 3.1.16)

(2) =vg(w+ (u+a)) =—1, se @ =PF;, paraalgum j=1,..., N
vo(x

9 , se Q=Q;, paraalgumi=1,..., s

s SGQG]P)E\{P7 f)l,...,PN7 Ql,...,QS},

de modo que z(Q;) = w(Q;) + w(Q;) + a(Q:) = a(Qi) = «a, para todo
i=1,...,s poisw, u € Q; = w(Q;) =u(Q;) =0, e x possui polos simples

0
0

VoV

em P, Pp,..., Py, sendo estes seus tnicos polos.

Proposicao 5.2.2. Sejam E/F, um corpo de fungoes de género h = g(E) > 2 e
N um inteiro com 0 < N < N(E). Suponhamos que g seja um inteiro satisfazendo

as sequintes condigoes:

a) g=h (modp—1) e
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b) 9= Bp—2)h+(p - HN(E),
Entao (N, g) € M,.

Demonstragdo. Denotemos por P, ..., Py, Q1,..., Qs todos os lugares racionais
de E, onde s = N(E) — N. Escolhamos a € F,\Im(p), onde p é o mapa de
Artin-Schreier de F, em F, dado por g+ [P — 3 (a existéncia desse elemento «

serd explicada na Observacao 5.2.3). Podemos escrever
9=0Cp=2)h+{p-1DNE)+ilp-1),
com j > 0. De fato, g = (3p — 2)h + (p — 1) N(E) implica que
9=0p=2h+p-DN(E)+,
para algum inteiro [ > 0. Como g =h (modp—1) e
g—h=3p—-1)h+(p—-1)N(E)+I,

temos que (p — 1) divide [, donde [ = j(p — 1), para algum j > 0. Pelo Lema
5.2.1, existem x € E e um lugar P € Pg de grau 2h + 1 + s + j tal que (2)s =
P+P+...4+Pyez(Q;) =a, paratodoi=1,..., s. Definamos F = E(y), onde
y? —y = z. Notemos que y ¢ E. Com efeito, se y € E, entao vg,(y) > 0, pois
y—y=zex e Oy, Comol=deg(Q;) =[0q,/Q::TF,], temos que Og,/Q; =F,,
de modo que y(Q:)" — y(Q;) = x(Q;) = a, com y(Q;) € F,, o que nos daria uma
contradi¢ao. Ainda, pelo Lema 5.1.1, a extensdo F'/FE é uma extensao de Galois de

grau [F': E] = p, e possui as seguintes propriedades:

1) Os lugares Py,..., Py e P sdo totalmente ramificados e todos os outros
lugares de F s@o nao ramificados em F/E.

2) O expoente diferente dos lugares Py,..., Py e Pem F/E éd=2(p—1).

3) Os lugares Q1,..., Qs sdo inertes em F/E, isto é, ndo possuem extensoes

racionais em F/E.
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Os itens 1) e 2) seguem do Lema 5.1.1. J& o item 3) segue das consideragoes a
seguir: como o polinémio 7?7 —T' — x nao possui raizes em FE, pelo Teorema 4.7.5
temos que este é o polinémio minimal de y. Ainda, 7P — T — 2(Q;) =T? - T — «
nao possui raizes em I, = O, /Q;, de modo que todos os seus fatores irredutiveis
possuem grau maior ou igual a 2. Assim, temos que, para todo ¢ = 1,..., s,

qualquer extensao de (Q; possui grau estritamente maior que 1, pois se Q|Q;, entao

deg(Q) = [0q/Q:F,] =[0/Q: Oq,/Qi].[0q./Qi: F]
= [00/Q: 0q,/Qi].deg(Q:) = [0q/Q : Oq,/Qi]
onde tltima desigualdade segue do Teorema de Kummer (Teorema 4.3.7).
De 1) e 3), temos que N(F') = N e obtemos, pela Formula do Género de Hurwitz
(Teorema 4.4.11) e pelo Lema 5.1.1, que
29(F) =2 = p(2h —2) +deg(Diff(F/E))
N
= oo -2 420 1) (dea(P) + 3 dea ()
i=1

= p(2h—2)+2(p— D((2h+ 145+ 5)+ N).
Logo

gF)—1 = plh—1)+(p—-1)(2h+1+s+7j)+N)

gF) = 1+ph—-1)+(p-1)(2h+14+s+j)+N)
= 1+ph—p+2ph+p+ps+pj+pN—-2h—1-5—-75—-N
= Bp=2h+(p-1Ds+(@-1N+(p-1)j
= Bp=2h+p-1(+N)+(p-1);
= (Bp—2h+(-1)NE)+(p-1)j
= 9,

como queriamos demonstrar. [ |
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Observacao 5.2.3. Escrevamos ¢ = p™. Entao:

a)

F,/F, é uma extensao de Galois. Em particular, F,/F, é uma extensao

separavel.

Com efeito, F,n é o corpo de decomposicdo de 2" — z sobre F, e esse é
um polinémio separdvel pelo Teorema 2.14 da referéncia [13]. Portanto, o

resultado segue pelo Teorema 2.6.4.

(Teorema 90 de Hilbert) T'rg, /r, () = 0 se, e somente se, existe 3 € I, tal
que P — B = a.

As afirmagoes anteriores nos garantem, pela Proposicao 2.7.3 (f), que existe « € F,
tal que a # B? — 3, para todo 3 € F,.

Estamos agora em posicao de demonstrar o Teorema 1.1.2.

Teorema 1.1.2. Para toda poténcia ¢ de um niimero primo, existem constantes

g, bg

> 0 tais que
{(N, 9); g =>a,.N+b,} CM,.

Demonstracao do Teorema 1.1.2. Definamos a,, b, por

ag="," ' (3p—2+2(p — 1))

by=@—-1)(qg+2(p—1)/q+3p—1),

onde 7, ¢ a constante introduzida no Teorema 1.1.1. Dados NNV, g com

g=ag.N+by,

temos que construir um corpo de funcgoes F/F, tal que g(F) = g e N(F) = N.

Seja h o tnico inteiro tal que g =h (mod p—1) e

N N
—<h<—+({p-1).
Yq Yq
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Entao N < 7,.h e pelo Teorema 1.1.1 podemos encontrar um corpo de funcoes
E/F, de género g(E) = h com N(E) > v,.h > N. Ainda
g = aq. N+,

= (7,'Gpr—2+200-1)yq). N
1)

= 7, .'N.Bp—2+2(p—

+-D@+20p-1)va+3p—1)
va) + (= 1)(g+2(p - 1)vg+3p-1)
(

2

(
> (h=(p—=1).Gp—2+20- Vo) +(p—Dlg+2(p—1)Vg+3p—1)
= (h=(p-1).Cp=-2+20- DV +(-1)Bp—-2+2(p-1)Vg+q+1)
= h.3p—2+20p—-1)vg) +(—-1(g+1)
= h.(3p=2)+(-D2Vg+q+1)
> h.(3p—2)+(p—1N(E),

onde a ultima desigualdade segue do Teorema 5.1.2. Agora, pela Proposi¢ao 5.2.2,
temos que existe um corpo de fungoes F sobre F, com N(F) = N e g(F) = g. Isso

conclui a demonstragdo do Teorema 1.1.2.

Defini¢ao 5.2.4. Definimos a constante de Ihara A(q) = limsup N,(g)/g.

g—o0

Como uma consequéncia da cota de Drinfel’d-Vladut (DRINFEL'D e VLA-
DUT, 1983)

Alg) < Va—1

e do Teorema 1.1.2, temos o resultado a seguir.

Corolario 5.2.5. Existe uma constante € > 0 (dependendo somente de q) tal que

para g suficientemente grande
[0, €. gl NN € My(g) € [0, v.g]NN

As constantes a, e b, introduzidas no Teorema 1.1.2 podem ser melhoradas
em alguns casos. Sem o intuito de aprofundarmos nessa questao, apresentaremos

aqui apenas alguns comentarios acerca desse assunto.

No artigo de ANBAR e STICHTENOTH (2013), os autores estudam o caso
em que ¢ ¢ um quadrado, baseados na torre sobre F, apresentada por GARCIA e
STICHTENOTH (1995).
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Ainda, no mesmo artigo, é abordado o caso no qual ¢ = 2. Neste, temos,
por exemplo, que o corpo de funcdes F' = Fyo(z,y), com y> +y=a229(x + 1)+ 1 e
g = 1, possui género g e apenas 1 lugar racional. Porém, tomando ay e b, como no
Teorema 1.1.2 e N = 1, vemos que a cota de g para garantir que (1, g) € My é
estritamente maior que 1. Um caso andlogo ocorre para o corpo de fungoes sobre Fq
descrito por y? +y = 22971 + 1/(x + 1), o qual possui género g e apenas 2 lugares

racionais.

Por 1ltimo, utilizando a torre de corpos de fungoes F = (Fy, Fi,...) sobre Fy
apresentada por DUURSMA e MAK (2013), para a qual temos g(Fo) = 0, g(F1) = 2
e, para todo n > 0, N(F,) = 3.2" e g(F,) < v.N(F,), com v = 3.1546.. .,
podemos melhorar as constantes do Teorema 1.1.2 como segue.

Sejam dados N, g inteiros nao negativos satisfazendo N > 3 e g > (8y+2)N
(notemos que essa cota para g é melhor que a obtida no Teorema 1.1.2). Escolhamos
1 tal que

3.2 < N <327

e seja B = F;;1. Temos entao que g(E) > 2 e N < N(FE). Dessa forma, obtemos

(3p — 2) g(E) + (p — 1) N(E) = 4g(E) + N(E)
< (47 + 1) N(B)
< (4y+1).2N
<y

Pela Proposigao 5.2.2, segue que (N, g) € My, o que significa que, para
todos (N, g) tais que N > 3 e g > 27.237 N, existe um corpo de fungoes F'/Fy com

género g e exatamente N lugares racionais.

5.3 CORPOS DE FUNCOES COM UM NUMERO PRESCRITO DE LUGARES
DE GRAU SUPERIOR

Nesta se¢ao, faremos a demonstragao do Teorema 1.1.4. Para isso, necessi-
taremos de trés lemas, que serdao apresentados na sequéncia. Recordemos ainda que

B,(F') denota o nimero de lugares de grau r do corpo de fungoes F/IF,, notando
que By (F) = N(F).
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Lema 5.3.1. Para todo h € {0,..., ¢ — 2} e para todo ¢ > 0 existe um corpo de
fungoes F/F, tal que g(F) = h (mod g — 1) e By(F) > c.

Demonstragio. Fixemos h € {0,..., ¢ —2} e ¢ > 0, e consideremos N > ¢ > 0.
Pelo Teorema 1.1.2, temos que existem constantes a,, by > 0 tais que para cada
g = ay. N + b, existe um corpo de funcoes F'/F, com ¢g(F) =g e Bi(F) = N(F) =
N > c¢. Em particular, considerando g > a,. N + b, tal que g = h (mod ¢ — 1), o

que é sempre possivel, temos o resultado desejado. ]

Lema 5.3.2. Para todo h € {0,..., ¢ —2} e para toda m—upla (cq,. .., ¢,) € N™
existe um corpo de fungoes F'/F, tal que g(F) = h (mod ¢ —1) e B.(F) > ¢,, para

todor=1,..., m.

Demonstracao. Fagamos a demonstragao deste resultado por indugao. O caso
m = 1 esta estabelecido pelo Lema 5.3.1. Suponhamos agora que o lema seja
valido para m — 1 > 1. Seja (c1,..., ¢y) € N™. Se ¢; =0, para todoi =1,..., m,
entao qualquer corpo de fungdes F/F, com género g = h (mod ¢ — 1) satisfaz as
condic¢oes do enunciado. Agora, suponhamos que pelo menos um ¢; seja positivo e
seja ¢ = maz{cy,..., ¢, }. Pela hipétese de indugao, existe um corpo de fungoes
E/F, com g(E)=h (mod ¢ —1) e B;(E) > ¢, paratodo i =1,..., m — 1. Seja

S ={P € Pg; deg(P) < m —1}.

Notemos que S é um conjunto finito pela Observagao 5.3.3. Escolhamos ainda

@ € Pg com grau suficientemente grande e x € L <Q — Z P). Consideremos
Pes
agora uma extensao F'/E definida pela equagao

yqrn o y — x'
Pelo Lema 5.1.1 e pela Férmula do Género de Hurwitz (Teorema 4.4.11) temos
que g(F) = g(E) (mod ¢ — 1). Com efeito, escrevendo ¢ = p* e notando que
(2)s = @ por uma justificativa andloga & apresentada na demonstragao do Lema
5.2.1, obtemos

29(F) —2 = p"™(29(E) —2) + deg(Dif [ (F/E))

P -2
P (29(E) = 2) + 2(p"™ — 1)deg(Q)
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donde

e assim

g(F)—g(E) = 1—g(E)+p"(g(E)—1)+ (" — 1)deg(Q)
= (" = 1)(g(E) = 1) + (p"" — 1)deg(Q).

Como k|km, temos que (pF — 1)|(p*™ — 1), ou seja, (¢ — 1)|(p*™ — 1). Assim
(¢g—D|(g(F)—g(F)), como querfamos mostrar.

Além disso, todo lugar P € S é um zero de x em FE, de modo que o polindmio
79" — T — x(P) = T9" — T pertence a F [T] C (Op/P)[T], para todo P € S,
e este fatora-se em polinémios irredutiveis distintos sobre F,. Recordando que
F, C F,m e que todos os elementos de F,m sdo raizes do polindmio 79" — T', vemos
que este ultimo possui fatores irredutiveis de grau 1 sobre F,. Pelo Teorema de
Kummer (Teorema 4.3.7), temos que existem lugares R € Pr que estdo acima
de P com grau relativo f(R/P) = 1, donde deg(R) = deg(P). Isso mostra que
B,;(F) > B;(E) > ¢ > ¢;, para todo j = 1,..., m — 1. Sabendo que um polinémio
irredutivel f(T) € F, de grau n divide 79" — T € F, se, e somente se, n|m,
pelo Lema 2.13 da referéncia [13], e que, para todo n € N, existe um polinémio
irredutivel de grau n, temos que 79" — T possui um fator irredutivel de grau
m em F,. Isso nos d&, pelo Teorema de Kummer, que, para cada lugar P € S
de grau 1, caso em que F, = Op/P, existe uma extensao R € Pp de P tal que
deg(R) = j(R|P)deg(P) = m.1 =m. Dessa forma, B,,(F) > B1(E) > ¢ > ¢y, 0

que conclui a demonstragao do lema. |

Observacao 5.3.3. Na demonstracao do Lema 5.3.2, utilizamos o seguinte resul-

tado que pode ser encontrado em [16] (Lema 5.1.1):

Para todo n > 0 existe somente um numero finito de divisores positivos de

grau n.

Lema 5.3.4. Para todo h € {0,..., ¢—2} e para toda m—upla (cy, ..., ¢,) € N™,
existe um corpo de fungoes F/F, com g(F) = h (mod ¢ — 1) e B.(F) = ¢,, para

todor =1,..., m.
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Demonstragio. Fixemos h € {0,..., ¢ —2} e (c1,..., ¢y) € N™. Pelo Lema 5.3.2
existe um corpo de funcoes Fy/F, com g(Fy) = h (mod g — 1) e B;(Fpy) > ¢;, para
todoj=1,..., m.

Escolhamos um conjunto S; C Py, constituido por ¢; lugares de grau 1, ¢y lugares

de grau 2, ..., ¢, lugares de grau m e definamos
Se ={R € Pg,; deg(R) <me R ¢S}
Para cada R € Sy, escolhamos um elemento ar € Or/R tal que a equagao
T —T =ap

nao possua solugdo em Og/R. Isso é possivel pois a transformacao F,—linear
a— a?—a de Op/R em Og/R possui nicleo nao trivial, a saber F,, de modo que

nao é sobrejetora pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem.

ReS>
2¢g(Fp). Ainda, escolhamos para cada P € S; um elemento primo tp € Fy para P.

Escolhamos um lugar @ € Pg, de grau deg(Q) > m e tal que deg (Q -y R) >

Entao, definindo a transformacao [F,—linear como a seguir

¢£(Q+ZP) — @OP/P@EBOR/R

Pes, PeSy ReS>
U — ((tp.u (mod P))pes,, (u (mod R))ges,)

temos que o nucleo de ¥ é o espaco L (Q — Z R). Logo, o posto de ¢ é
ReSy

Posto (¢) = €<Q+ > P) —é(Q— > R)

PeS, ReSy

deg(g+ 3 p) _deg(@_ 3 R)

PeSq ReSs

= Y deg(P)+ ) deg(R)

PeSy ReS>

pelo Teorema 3.4.21, pois deg (Q + > P) > deg (Q -y R) > 2¢g(Fp). As-

PesSq RESQ

sim, temos que 1 é sobrejetora, de modo que existe v1 € L [ Q + Z P | tal que
PesSy
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x1 possui polos simples em todos os lugares P € S e x; (mod R) = ag, para todo

R e S5,.
Se () também for um polo de xy, definamos z = ;. Caso contrario, definamos

x = x1 + 2z, para algum 0 # z € Ker(v) = L (Q — Z R). Assim, temos as
RES2
seguintes situagoes possiveis:

1) @ é um polo de z;

Neste caso, temos que x = z e assim va(x) = va(z1), para todo A € Pg,, de

-1, se Ae 5,
va(@) = -1, se A=Q

modo que

isto é, x possui polos simples em () e em todos os lugares P € S;. Além disso,
z(R) = z1(R) = ag, para todo R € Ss.

2) @ nao é um polo de xy

Neste caso, x = x1 + 2z e assim va(x) = va(zy + 2) = min{va(xy), va(2)},

valendo a igualdade se v4(z1) # va(z) (Lema 3.1.16). Como vp(z1) = —1e
vp(z) = 0, para todo P € Sy, temos que vp(zy) # vp(z), donde vp(z) = —1.
Ainda, @) deve ser o tinico polo de z, donde vg(2) = —1, e por hipétese () nao
é um polo de x1, o que nos da vg(z1) = 0 e assim vg(xr) = —1. Em resumo,
temos que

-1, se Ae S

va(z) =
-1, se A=0Q.

Por ltimo, z(R) = z1(R) + 2(R) = z1(R) = ag, para todo R € Sy, pois
vg(2z) > 1, para todo R € Ss.

Na extensao I} = Fy(y), com y? —y = x, notemos que y ¢ Fj, uma vez que
ar € Or/R é tal que a equacao T9 — T" = ar nao possui solugdo em Or/R e
vr(y) = 0, para todo R € S,. Ainda, pelo Lema 5.1.1, temos que todos os lugares
P e 5, sao totalmente ramificados em Fi/Fy, de modo que obtemos ¢; lugares
de grau j em F}, para todo j = 1,..., m (a explicacdo para esse fato segue do
Teorema de Kummer por um argumento analogo ao utilizado no Lema 5.3.2).

Ainda, para todo lugar R; € Pp que seja extensao de um lugar R € S;, o grau
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de R; é estritamente maior que o grau de R. Isso segue também do Teorema de
Kummer, notando-se que, como 79 — T' = ag nao possui solugdo em Og/R, este
polinémio fatora-se em polinémios irredutiveis de grau maior ou igual a dois em
Or/R, o que nos da que f(R{|R) > 2. Todos os demais lugares de F; possuem grau
estritamente maior que m. Podem ainda existir lugares de F| que sdo extensao de
lugares em S5 com grau menor ou igual a m. Contudo, repetindo a construcao
anterior, obtemos, apés um nimero finito de passos, um corpo de fungoes F' O Fy
com g(F)=h (mod ¢ —1) e Bj(F) =¢j, paratodo j=1,..., m. |

Agora, temos todos os resultados necessarios para poder demonstrar o

Teorema 1.1.4.

Teorema 1.1.4. Sejam F, um corpo finito e by, ..., b,, inteiros nao negativos.
Entao existe um inteiro go = 0 com a seguinte propriedade: para todo g > go existe
um corpo de fungées F'/F, com género g tal que F'/F, possui exatamente b, lugares

de grau r, parar =1,..., m.

Demonstracdo do Teorema 1.1.4. Mostremos que para todo h € {0,..., ¢—2}
existe um inteiro positivo g(h) = h (mod ¢ — 1) com a seguinte propriedade: para
todo inteiro g = g™ com g = g™ (mod ¢ — 1), existe um corpo de funcdes F/F,
de género g e com exatamente b; lugares de grau j, para todo j =1,..., m. Com
isso demonstramos o teorema, pois, considerando gy = max{g(h); h=0,...,q—2},
temos que, para todo g > go, g = h (mod ¢ — 1) para algum h € {0,..., ¢ —2} e
g = g™ donde existe um corpo de fungdes F/F, com género g e exatamente b;

lugares de grau j.

Fixemos h € {0,..., ¢ — 2} e seja Fy um corpo de fungdes sobre F, de género
g(Fo) = h (mod g — 1) e com B;(Fy) = b;, para todo j = 1,..., m. Notemos que
isso é possivel pelo Lema 5.3.4. Para cada inteiro r > 2¢g(Fp) + 1 existe, pelo Lema

5.1.3, um lugar @) € Pg, com deg(Q) = r. Sejam
S ={P ePg;deg(P)<m}eD=> P
Pes

e definamos
9" = g(Fo) + (¢ = 1)(deg(D) + 39(Fp)).
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Entdo ¢ = h (mod ¢ — 1), para isto bastando notar que ¢ — 1 divide g/ — g(F).
Queremos agora construir para cada g = g™ + (¢ — 1)ry, com r; > 0, um corpo de

funcoes F/F, de género g, com B;(F') = b;, para todo j =1,..., m.

Escolhamos um lugar Q € Pg, de grau r = 2¢g(Fy) + 1 + 1. Para todo P € S,

temos que

deg(Q + P) = deg(Q) + deg( )
> deg(Q) +
> deg(Q)
=29(Fy)+1+r
> 2g(Fy) —

donde, pelo Teorema 3.4.21,

UQ+P) = deg(Q+ P)+1—g(Fy)=deg(Q) + deg(P) + 1 — g(Fp)
> 1+deg(Q) + 1 — g(Fp)
> Q) =deg(Q)+1—g(Fy) =29(Fy) + 1411+ 1— g(Fp)
= g(Fy)+2+nr
> 1.

Escolhamos zp € L(P+ Q)\L(Q) e definamos z; = > zp. Entdo todos os lugares
PeS
P € 5 sdo polos simples de z;1. Se () também for um polo de x1, definimos = = x;.

Caso contrario, definamos = = 1 + z, para algum 0 # z € £(Q)\F,. Em qualquer
um dos casos, x possui polos simples em () e em todos os lugares P € S, e estes sao 0s

seus Unicos polos por um argumento analogo ao apresentado nos Lemas 5.2.1 e 5.3.2.

Seja F' = Fy(y), com y? —y = z. Entao todos os lugares P € S sao total-
mente ramificados em F'/F), pelo Lema 5.1.1, donde B;(F') = B;(Fy) = b;, para
todo j = 1,..., m. Ainda, o género de F' pode ser calculado pela Formula do

Género de Hurwitz (Teorema 4.4.11) como segue

29(F) =2 = q(29(Fy) —2) +deg(Dif f(F/Fy))
= q(29(Fp) —2) +2(q — 1)(deg(D) + deg(Q))
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donde

g(F)—1 = q(g(Fp) = 1) + (¢ — 1)(deg(D) + deg(Q))

g(F) = q(9(Fo) — 1) + (¢ — 1)(deg(D) + deg(Q)) + 1
= g(Fv) — 9(Fo) +q9(Fo) — g+ (¢ — 1)deg(D)
+ (¢—1D2g(Fo)+1+r)+1
= g(Fo) + (¢ — 1)deg(D) + (¢ — 1)(3g(F0) + 1)
= g(Fo) + (¢ — 1)(deg(D) + 3g(Fp) + r1)

g™ + (¢ — Dry.

Isso conclui a demonstracao do Teorema 1.1.4.
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