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RESUMO

Apresentamos neste trabalho uma decomposicao celular CW das variedades Grassmannia-
nas via teoria de Morse. Isto é feito de duas maneiras distintas por meio de representagoes
matriciais das Grassmannianas chamadas modelo projecao e modelo reflexdo. Definimos
funcoes de Morse, a saber, uma fungao do tipo altura e uma funcao do tipo “distancia ao
quadrado”, respectivamente, para cada um dos modelos projecao e reflexdo. Estudamos os
seus pontos criticos e os indices dos mesmos, obtendo assim duas formas para calcular a
decomposicao celular CW. Em particular, no modelo projegao, isto é feito exibindo-se as

curvas integrais associadas ao campo gradiente da fung¢ao altura.

Palavras-chave: Decomposicao celular. Variedades Grassmannianas. Teoria de Morse.

Campo Gradiente.



ABSTRACT

We present in this work a CW cellular decomposition of Grassmannian varieties via
Morse theory. This is done in two different ways. By means of matrix representations of
Grassmannian called model projection and reflection model. We define Morse functions,
namely a height-type function and a "square-distance" function, respectively, for each of
the projection and reflection models. We study their critical points and their indices,
thus obtaining two ways to calculate the CW cellular decomposition. In particular, in
the projection model, this is done by displaying the integral curves associated with the
gradient field of the height function.

Keywords: Cellular decomposition. Grassmannian varieties. Morse theory. Gradient
field.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1 — Retrato por deformacao . . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 15
Figura 2 — Representagao em tornodopontop . . . . . . . . . . . ... ... ... 16
Figura 3 — A funcao wilustrada . . . . . . . ... ... 16
Figura 4 — Representacaoda alca . . . . . . .. .. .. ... ... .. 18
Figura 5 — Exemplodotoro . . . . . . .. . ... .. 24
Figura 6 — Exemplodotoro . . . . . . . .. ... .. . ... ... ... 25
Figura 7 — Exemplodotoro . . . . . . .. ... ... 25
Figura 8 — Exemplodotoro . . . . . . . . . .. ... . ... ... ... ... 26
Figura 9 — Representacao da funcao distancia . . . . . . .. ... ... ... ... 38
Figura 10 — Decomposicao de RP® . . . . . . . .. ... .. ... ... ... 43
Figura 11 — Variedade estavel S(L1) . . . . . . . . ... o 52
Figura 12 — Variedade instavel U(Ly) . . . . . . . . . ... . 52
Figura 13 — Representacao do fluxo . . . . . . . . .. .. ... ... ... 52

Figura 14 — Colagem de uma r-célula atravésde f . . . . . .. ... .. ... ... 68



2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2

4.1
4.2
4.3

Al
A2

C.1
C.2

D.1

SUMARIO

Introducao . . . . . . . . . L e e 8
Teoria de Morse . . . . . . . . i i i i i i i it i iiee e 10
Definigdes Basicas . . . . . . ... 10
Teoremas fundamentais da teoria de Morse . . . . . . .. .. ... ... 12
CW-Complexos . . . . . . . . . . e 19
Variedades Grassmannianas . . . . . ... ... ... ... 27
Grassmannianas como variedades diferenciaveis . . . . . . ... ... .. 27
Representagoes Matriciais das Grassmannianas . . . . . . . . . . . . .. 31
Modelo Projecao . . . . . . . . .. 31
Modelo Reflexao . . . . . . . . . . . . ... 35
Funcoes de Morse em Grassmannianas . . . . . . . . ... ... 38
Funcao distancia . . . . . . .. ..o oo 38
Funcao Altura . . . . . . . . . . ... 42
Variedades de Schubert . . . . . .. ... .. ... ... 55
REFERENCIAS . . . ... ..ttt 58
APENDICE A — Variedades Diferencidaveis . . .. ....... 59
Variedades Diferenciaveis . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..... 59
Aplicagoes diferencidveis entre variedades . . . . . . . .. ... ... .. 60
APENDICE B — Nocoes de Homotopia . . . . .. ....... 63
APENDICE C — Nocdes de Sistemas Dindmicos . . . . . . . . 64
Campo Gradiente . . . . . . . . ... 65
Variedades estavel e instavel . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 66
APENDICE D — Células e colagem de células . . ... .... 67

Células e colagem de células . . . . . . ... .. .. ... ... ..., 67



1 Introducgao

Este trabalho consiste no estudo da teoria de Morse em variedades Grassmannianas
para a obtencao de uma decomposicao celular CW para tais variedades. A teoria de Morse,
cujo desenvolvimento deu-se nas décadas de 50 e 60, se tornou uma importante ferramenta
no campo da topologia de variedades. E uma area de pesquisa muito ativa com variadas
ramificagoes em fisica e geometria. Os surveys de Bott [1] e Guest [5] detalham este
desenvolvimento e como suas ideias sao aplicadas em diversos contextos. O foco desta obra
consiste em ilustrar a decomposicao celular CW obtida por func¢oes de Morse definidas
em variedades compactas: para cada ponto critico, faz-se a “colagem” de uma célula
de dimensao dada pelo indice deste ponto critico de modo que, ao final deste processo,
obtém-se uma decomposigao celular que é homotopicamente equivalente a variedade (ver
Teorema 2.11).

O objetivo desta dissertacao é ilustrar este importante teorema no caso das va-
riedades Grassmannianas. FEstas s@o muito conhecidas por apresentar uma geometria
muito rica e servir como exemplos mais basicos de um objeto mais geral conhecido como
variedade flag (“bandeira”). Partimos de sua defini¢gdo mais bésica, como conjunto de
subespacos de uma dada dimensao fixa de um espago vetorial, mostramos que elas sao

varidades diferencidveis e, além disto, sao compactas (ver Proposi¢ao 3.1).

Para fazer a juncao entre teoria de Morse e variedades Grassmannianas, apresen-
tamos adiante duas maneiras distintas de representacao das Grassmannianas em termos
de matrizes (ver Segoes 3.2.1 e 3.2.2). Por um lado, o survey Duan [3] fornece o modelo
chamado reflexdo no qual se definem func¢ées de Morse do tipo “distancia ao quadrado”.
Por sua caracteristica geométrica, tais fungoes tem uma descri¢do analitica mais direta
para a obtencao dos pontos criticos e, principalmente, do calculo de seus respectivos
indices (ver Teorema 4.2). Por outro lado, o survey [5] nos fornece o modelo chamado
projecao no qual se definem fungdes de Morse do tipo altura. Como fungoes do tipo altura
sao restricoes de funcionais lineares definidos num espaco Euclideano, é possivel obter
explicitamente as curvas integrais do campo gradiente da funcao de Morse (ver Teorema
4.7). Isto fornece uma descrigao explicita da decomposigao celular das Grassmmannianas
de modo que os indices sao obtidos indiretamente a partir da dimensao das variedades

instaveis associadas aos pontos criticos.

Vale ressaltar que decomposigoes celulares CW sao de extrema importancia em
Topologia Algébrica na obtencao dos grupos de homologia fornecendo, em alguns casos,

uma maneira mais direta de se calcular estes grupos (ver Hatcher [6]).

Em termos estruturais, a dissertacao estd organizada do seguinte modo.

e No capitulo 2, vemos a teoria classica de Morse e os teoremas importantes tais como



os retratos por deformacao das superficies de nivel, o conceito de um CW-complexo
e o Teorema que nos fala que toda variedade compacta pode ser vista como um

CW-complexo através de uma fungdo Morse (Teorema 2.11).

No capitulo 3, vamos mostrar que as Grassmannianas sao uma variedade diferenciavel
compacta e dar outras formas de representar estas variedades através de uma

identificacdo matricial tais como o modelo da Projecao e modelo da Reflexao.

No capitulo 4, apresentamos duas funcoes de Morse sobre as variedades Grass-
mannianas: a funcao “distancia ao quadrado” e a funcao altura. Para cada uma
destas fungoes vamos estudar os pontos criticos e os indices dos mesmos e assim
daremos um exemplo da decomposicao celular CW das Grassmannianas. No final,
utilizando a func¢ao altura estudaremos o fluxo associado a seu campo gradiente e

assim definiremos as células de Schubert.
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2 Teoria de Morse

Neste capitulo vamos introduzir um tipo especial de fungoes chamadas fungoes de
Morse que admitem uma boa expressao local em torno de seus pontos criticos. Vamos
nos concentrar em apresentar os teoremas fundamentais da teoria de Morse que mostram
como que as fungoes de Morse, por meio de subvariedades determinadas por elas, dao

origem a um CW-complexo de mesmo tipo homotopico da variedade.

As principais referéncias sdo o livro de Milnor [11] e o trabalho de tese de Caicedo
[2]. No restante do trabalho, vamos considerar M uma variedade diferenciavel de classe

C™ e uma fungao f : M — R suave, salvo mencao em contrario.
2.1 Defini¢oes Bésicas

Definicao 2.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensaon e f : M — R uma

fungao suave. Um ponto q € M € um ponto critico de f se df; = 0.

fop™)
oxt

Em coordenadas locais (Uy, ), isso quer dizer que lo(q)= 0 para todo

1=1,...,n.
Esta propriedade nao depende da escolha do sistema de coordenadas.

Denotamos o conjunto de pontos criticos de f por C(f).
Proposicao 2.1. Se f ¢ suave entdo o conjunto dos pontos criticos de f € fechado.
Sejam v,w € T,M e sejam V, W dois campos vetoriais sobre M que estendem a v

e w.

Definicao 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n, f : M — R uma

fungdo suave e ¢ € M um ponto critico de f. Definimos uma forma bilinear simétrica
Hy T,MxT,M — R
chamada forma hessiana de f em q, mediante a sequinte formula
Hy(v,w) = Vo(W(f)) = v(W(f)),

onde W(f), = df,(w,)

Observe que Hy ¢ independente da escolha da extensao V. Mostremos agora que

H; & simétrica e, portanto, independente da extensao W.

Podemos escrever Hy(v,w) — Hy(w,v) = [V, W],(f), onde [V, W] é colchete de Lie
de Ve W. Como ¢ é um ponto critico de f, entao [V,W],(f) = 0 e, portanto, Hy é

simétrica.
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Definicao 2.3. Dizemos que um ponto critico q é nao degenerado se Hy é nao degenerada.

O*f
Em coordenadas locais (Uy; xt, ..., x™), isso quer dizer que a matriz hessiana | ———|, | ¢
q» ) ) ) 6,1’181'«7 q

nao singular.

Observe que esta condicao ¢ independente da escolha dos sistemas de coordenadas

ao redor de q.

Definicao 2.4. Uma fungdo suave tal que todos seus pontos criticos sao nao degenerados

chama-se uma fungao de Morse.

Proposicao 2.2. Sejam M uma variedade diferencidavel de dimension e f: M — R uma
fungao suave. Entao os pontos criticos nao degenerados de f sao isolados no conjunto dos

pontos criticos.

Demonstragido. Seja ¢ um ponto critico nao degenerado de f e tome (U x',...,2") um

sistema de coordenadas ao redor de q. Consideremos a seguinte fungao

g: U, — R"

p o) = (500 5 w).

Entao g(p) = 0 se e somente se p é um ponto critico de f. Agora a matriz jacobiana de g é

02 f
9= (waw)

e como det(Jg(q)) # 0, uma vez que g é um ponto critico ndo degenerado, pelo Teorema

da fungao inversa, existe uma vizinhanga V, C U, tal que g|V; é 1-1. Agora afirmamos
que V, NC(f) = q. Por construgao: se x € V, NC(f) entdo g(z) =0 = g(q). Logo = = ¢

pois esta em V. O]

Lema 2.1. Se M é compacta e f é uma funcao de Morse, entao o conjunto dos pontos

criticos € finito.

Demonstragio. O conjunto dos pontos criticos C(f) de f é compacto pois é fechado pela
Proposigao 2.1 e M é compacta. Além disso, pela Proposicao 2.2, C(f) é discreto e,
portanto, C(f) é finito. O

Exemplo 2.1. Seja f: R — R definida por f(x) = e+ sen (x). A origem é um ponto

critico degenerado e todos os demais sao nao degenerados.

Exemplo 2.2. Seja f: R? — R definida por f(z,y) = 2. Entdo todos os pontos do eiro

Y sdo pontos criticos degenerados e formam uma subvariedade de R2.
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Definicao 2.5. O indice de um ponto critico nao degenerado q € o numero de autovalores
2

o0xtoz?

negativos da matriz simétrica < ) e o denotamos por inds(q).

Note que também é independente do sistema de coordenadas, pois corresponde a
dimensao do maior subespaco linear de T, M onde a forma bilinear H; é definida negativa.

Lema 2.2. [Lema de Morse] Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n, f :
M — R uma fungdo suave e ¢ € M um ponto critico nao degenerado. Existe um sistema

de coordenadas (Uy;zt,...,2") ao redor de q tal que

flUg = fp) = (@) = = (@) + (@) 4 -+ ("),

onde \ € o indice de f em q.

2.2  Teoremas fundamentais da teoria de Morse

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n , f : M — R uma funcao

suave e a € R. Denotamos por M* = {m € M : f(m) < a} chamado "o nivel abaixo de

a".

Teorema 2.3. Sejam f suave e a,b € R tal que a < b e considere f~*([a,b]) C M.

Se f~Y([a,b]) é compacto e ndo tem pontos criticos entdo:
(i) M® é difeomorfo a MP?;
(ii) Me é retrato por deformagio de MP.

Observacgao 2.4. As defini¢coes do campo gradiente V f, curva integral e grupo a 1-
parametro de difeomorfismos se encontram no Apéndice C. A definicao de retrato por

deformacao, no Apéndice B.

Demonstragio. Em primeiro lugar, mostraremos que M® é difeomorfo a M®. Tome o

Como f~([a,b]) ndo tem pontos criticos, X estd bem

campo vetorial X = .
IV 112

definida dentro de f~*([a,b]). Seja

i [ ([a, b)) — f7H([a, b))
m— o(m) = ()

onde ¢, é a curva integral de X tal que ¢,,(0) = m e ¢; é um elemento do grupo a

1-parametro de difeomorfismos.
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Considere a funcao a : R — R definida pelo a(t) = f(pi(m)), para todo m € M
(fixo). Logo a(0) = f(pa(m)) = f(cm(0)) = f(m) e

da(t) _ df(e(m) _ dfa oo dpy(m)
dt dt o) = g

= df 5, (m)(C), (1))
_/ V) _
_QWMTVO !

t
ds = / ds = t. Pelo teorema fundamental do calculo, temos que
0

t do(s)

Segue-se que /
0

Ot docéi(ss)ds =a(t)—a(0) =tealt)=a0) +t= f(m)+t. Agora, se m € f~(a) entdo

alt)=a+tealb—a)=a+b—a=0.

Considere ¢y, : f1([a,b]) — f~([a,b]) e seja x € M*. Note que

(a) se f(r) = a entdo f(pp-a(x)) = (b —a) =b;

(b) se f(z) < a entdao f(pp-a(r)) =alb—a)= f(z)+b—a<b.

Assim @, _o(M®) C M®. Agora, vejamos que
M" € pya(M?) & @, (M) € M".
Lembramos que ;' = ¢_; e assim ¢, ', (M?) = ¢,_,(M?). Desta maneira, consideramos
Pa—p : M — M e seja x € MP.
(a) se f(z) = bentio f(pa () = afa—b) = o
(b) se f(x) < bentdao f(pap(x)) =ala—0>b)=f(x)+a—b<a.

Assim ¢, ,(M®) C M® Portanto @,_o(M?) = M® e, usando o fato que @,_, é um

difeomorfismo, entdao M? é difeomorfo a M?.

Agora, vejamos que M® é uma retrato por deformacio de M°. Vamos mostrar que

existem funcoes continuas r; : M® — M® com 0 < t < 1 tais que

MP % [0,1] — M

(, 8) —> re()

¢é continua.
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Seja r, : M® — M definida por

X, se x € M
ri(z) = { 1
Gi(a—s@p(z), se  x € f7([a,b]).

Logo

f(z), se x €M%
f(@ra—gen(@) = f(2) +ta— f(x) = (L =) f(z) +ta, se =z € f([a,b]).

Como (1 —t)f(z) +ta < (1 —t)b+ tb = b para todo t € [0, 1], temos que 7¢(x) € MP.

Vejamos as propriedades mencionadas:

fri(x)) = {

* (a)

woo{n e
o wo(z)=x, se x¢€ fY|a,b]).

Assim ry = Id.
e (b) r|M®* = Id (imediato pela definigao de r).
e (c) r(M") = M*. Note que
z, se xe M
{ Pa-t(@) ;se  x€ f([a,b]).

Disto temos que

f(z), se xeM%
a, se  x€ fa,b]).

Logo 1 (M") = M.

o (d) Fixe z € M’. Logo ri(x) = c,(t) é continua pois as curvas integrais sao C™
ja que f é suave. Agora, fixe t € [0, 1]. E suficiente mostrar a continuidade em
z € f~!(a). Como

x i se xeM®
re(x) = { 1
Pria—r@p(z) 3 se  x € f7([a,b])

ez € f~!(a) temos que ry(x) = x e, portanto, é continua. Assim temos provado que
as derivadas parciais de 7(z) s@o continuas entao r;(x) é diferenciavel, portanto é

continua.
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Figura 1 — Retrato por deformacao

Fonte: extraida de [11]

Teorema 2.5. Sejam a,b € R tal que a < b e considere f~*([a,b]) C M compacto. Se
existe um tnico ponto critico p nao degenerado de f (suave) em f~'([a,b]) de indice

entdo M" é um retrato por deformacio de M® com uma \-célula e* colada pelo bordo X,

Observacao 2.6. As definicoes de célula e colagem de células se encontram no Apéndice

D.

Demonstragio. Sejac = f(p). Vamos mostrar que, dado um &’ > 0 tal que f~([c—¢’, c+€'])
nao contém outro ponto critico distinto do p, entao existe 0 < & < &’ tal que Mt é um

retrato por deformacdo de M¢¢ com uma A-célula e* colada pelo bordo é*.

Pelo Lema de Morse 2.2, existe (U;x!, ..., 2") um sistema de coordenadas ao redor
de p tal que f|U = f(p) — (z1)2 — -+ — (22 + (212 + - + (2)2. Escolhamos um
e tal que {(r1,...,rn) €ER® | (r)?+ - 4+ (r)? <2} CpU)e0<e<e. Sea

A={meU :z'(m)*+---+2*(m)?<e e 2*Y(m)=---=2"(m)=0}.

E claro que ¢* é homeomorfa a B* (bola de dimensdo A ). Agora vejamos que
er N Mo = ¢ visto que, se ¢ € e* N M€ entdo x'(q)? + --- + 2(q)? < &, 2M1(q) =
=a"(q)?=0¢ flg) <c—e

Como f (q) = c—at(q)* — - — 2*(q)? < ¢ — ¢, pela desigualdade anterior obtemos
' (q)? + ( ) = ¢, isto é, g € é*. Agora, se ¢ € é* é facil ver que g € e N M°5.
Isto mostra que e* estd colada a M“~¢ pelo bordo.

A situacgao resultante é ilustrada esquematicamente na figura 2. As linhas coorde-
nadas representam os planos 2’ = ... = 2" =0 e 2! = --. = 2 = 0 respectivamente.
O circulo representa a fronteira da bola de raio v/2¢ e as hipérboles representam as
hipersuperficies f~'(c —¢) e f~}(c+¢). A regido M ¢ fortemente sombreada, a regiao
[~ Ye — g, c] é fortemente pontilhada e a regiao f~![c,c + €] é levemente pontilhada. A
linha horizontal escura através de p representa a célula e*. Observe que e* N M ¢é

precisamente a fronteira de é¢* de modo e* estd anexado a M¢~¢ como requerido.
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Figura 2 — Representagao em torno do ponto p

Fonte: extraida de [11]

Agora queremos mostrar que e* U M é um retrato por deformacio de M+e.

Seja v : R — R uma funcao suave que cumpre o seguinte
(a) u(0) > &

(b) u(r) =0 para r > 2¢;

(c) —1<d(r)<0 Vr.

Figura 3 — A funcao w ilustrada

A

v

2¢e
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Definamos a fungdo F': M — R por

F(m) = { fm), se. m¢U;
fim) —u(xt(m)? + -+ 2 m)? + 202 (m)2 + - + 22*(m)?), se meU.

Mostraremos que F' é suave. Como B = {(ry,...,7,) €R™ | (r)*+--+(r,)* <
2e} C p(U), consideremos a cobertura de M pelos abertos U e M — ¢~ !(B). Agora F ¢
suave em U e F|M — o Y(B) = f|M — o= Y(B) pois se m € M — ¢~ (B) entdo p(m) ¢ B,
logo zt(m)% + -+ 4+ 2*(m)? > 2¢ e portanto u(x!(m)? + - - + 2*(m)? + 222 (m)2 + - -+ +
22 (m)?) = 0.

Entao F' é suave em dois abertos cuja reuniao é M. Para simplificar a notagao

introduziremos duas fungoes g, h : U — [0, 00) definidas por

g=(z")? 4+ (V)%
h:(a:’\+1)2+---+(x")2.

O resto da prova se decompoe em cinco partes.
Primeira parte: F~! ((—oco,c+¢|) = f~! ((—o0,c+¢]) = M.

Sejam € 71 ((—o0,c+¢]). Sem € M — ¢ ' (B) entdao F(m) = f(m) < c+¢, logo
m € F~!1((—oo,c+¢]). Sem € p~}(B) C U entao F(m) = f(m) —u(g(m) + 2h(m)) <
f(m) logo m € F~((—oo,c+¢]). Agora, seja m € F~!((—o0o,c+ ¢]) vamos ver que
m € f1((—oo,c+¢€]). Se g(m) + 2h(m) < 2 entdo @ + h(m) < e e f(m) =
c—g+h<c+i4+h<c+e logome f1((—o0,c+e]). Se g(m)+ 2h(m) > 2¢
entao u(g(m) + 2h(m)) = 0 por defini¢do da fungdo u assim F(m) = f(m) portanto
m € f~1((—o0,c+¢]).

Segunda parte: os pontos criticos de F' sao os mesmos que os pontos criticos de

Como F|M — ¢ Y(B) = fI[M — ¢~ }(B) entao dF = df em M — ¢ '(B) assim
F e f tem os mesmos pontos criticos. Agora, se m € ¢ '(B) entdo dF|m(:2) =
dffm(ze — dulgomy+anm) (d(g(m) + 2h(m)|m(5k) = hlm — X5

m— =5 Hmad|g(m) + 2h(m).
Logo
or, ggi m—2z;(m)u’, se 1 <i <\
83:i|m_ gmfi m —4z;(m)u’, se A<i<n.

Como f =c— g+ h (pelo Lema de Morse 2.2) entao

OF _{ —2z(m)(1+ ), se 1<i<A\

Ox' | 2z(m)(1—2u'), se A<i<n

Agora

of —2z;(m), se 1<i<)\
|m =
oxt

2z;(m), se A<i<n.
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Logo dF|m = 0 se e somente se df|m = 0 pois 1 +u' # 0 e 1 — 2u’ # 0 e, portanto,

F e f tem os mesmos pontos criticos.

Terceira parte: F'~! ((—oo,c — ¢]) é um retrato por deformagao de Me*e.

Vejamos que F~!([c — ¢, ¢+ €]) ndo contém ponto critico exceto possivelmente p.

Mas como (ggi (p))) =0 = (+22%(p)) entao x'(p) = 0 para todo 7 e u(g(p) + 2h(p)) = u(0)

e, portanto, F(p) = ¢ —u(0) < c—¢e. Segue que p ¢ F~'[c —¢,c+¢]). Portanto, a terceira

parte segue da primeira parte e do teorema 2.3.

Quarta parte: Definamos H = F~1 ((—oco, ¢ — €]) — M*=<. E facil ver que MU
H = F~1((—o0,c —¢]) (utilizando que F' < f em M). Vamos mostrar que e* C H.

Seja ¢ € e*. Queremos mostrar que para toda vizinhanca U, de g temos
(F~' ((—00,c—e]) = M) N U, # 0.

Seja ¢ € U, N (e* — é¢*) entdo se cumpre que g(¢') < ¢ e h(¢) = 0, logo f(¢') =
c—g(q) e dai que f(¢') >c—e¢,isto é, ¢ & f~1((—o0,c —¢]). Por outro lado, F(q') =
f(d) —ulg(qd)) = c—9(q¢") —u(g(¢)) mas como —1 < ' entdo —1 < W (pelo
Teorema do valor médio). Portanto —g(q') — u(g(q’)) < —u(0) e tem-se que F(¢') <
c—u(0) <c—e. Logoqd € U,N(F'((—o0,c—¢]) — f1((—o00,c —¢])) de onde temos
que U, N{F ! ((—o0,c—¢]) = M=} #£ 0.

Figura 4 — Representagao da alga

Fonte: extraida de [11]

A regiao M“7¢ U H é descrita como M“"¢ com alga anexada. A presente situagao é
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ilustrada na figura 4. A regiao M ¢ é a fortemente sombreado, a alca H é sombreada

com setas verticais e a regiao F'~![c — ¢, ¢ + €] é pontilhada.
Quinta parte: M ¢ Ue* é um retrato por deformacio de M5 U H.

Definamos r, : M“"*UH — MU H por

m, se mé&U;
ro(m) = o (T (m)s @ (m), teH (m), .oy b2 (m), se  g(m) <e;
e Lzt (m), ...,z (m), sz (m), ..., spx™(m)), se e < g(m) < h(m) + &;
m, se  h(m)+e < g(m),
glm) — ¢

onde s; =t+ (1 —1)

Primeiramente, mostremos que: (M UH) C MU H.

Lembre que M¢*UH = F~! ((—o0, ¢ — ¢]) (quarta parte). Sejam € F~! ((—o0,c — €])
e suponhamos que m € U. Segue que 74(m) = o L (zt(m), ...,z (m), tz* 1 (m), ..., tz" (m))
e assim F(o Y (xt(m),...,2*(m), ta* T (m), ..., tz"(m))) = ¢ — g(m) + t2h(m) — u(g(m) +
2t*(h(m))).

Definamos a funciao a(t) = ¢ — g(m) + t*h(m) — u(g(m) + 2t*(h(m)) para t € [0, 1].
A sua derivada é dada por o (t) = 2th(m) — u/(g(m) + 2t*(h(m))4th(m). Como u' < 0
entdo 0 < o/(t) e sabemos que a(1) < ¢—e. Logo a(t) < ¢—e para t € [0, 1] que era o que
queriamos mostrar. O caso em que r,(m) = ¢~ (zt(m), ..., z*(m), sg* T (m), ..., s;2™(m))
se faz igual, basta observar que 0 < s; < 1. Para observar que é um retrato por deformacao,
revisar [1]. Assim mostramos o que queriamos. Agora, como em [a, ¢ — €] ndo tem pontos
criticos, por hipétese, entao M?® ~ M ¢ (tem mesmo tipo homotdpico, por teorema
anterior). Analogamente [c + ¢, b] ndo tem pontos criticos e assim M*¢ ~ M? (tem o
mesmo tipo homotépico). Agora, como ji mostramos Mt ~ Me¢Ue*, é facil ver que, ji

que ~ é relacdo de equivaléncia, entdo M® ~ M® U e* e assim é mostrado o teorema. [

Corolario 2.1. Se existem k pontos criticos py,...,Dk, COM A1, ..., A\p Seus respectivos

indices, entdo M°te € um retrato por deformacio de M5 11 eM .. 11 eM*.

Demonstracao. Basta repetir a demostr¢ao do teorema 2.5 para cada ponto critico.  [J

2.3 CW-Complexos

Os CW-complexos sao uma generalizagao dos complexos simpliciais e sua impor-
tancia se da pela possibilidade de calcular sua homologia. Nosso objetivo ¢ mostrar como
pode se expressar uma variedade como um CW- complexo com a ajuda de uma funcao de

Morse.
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Definicdo 2.6. Um espaco topoldgico X é um CW-complezo se existem subespacos X ™,
comXO C XMW C...C X = UNX(”) tais que:
ne
(i) X© ¢ um conjunto discreto de pontos (0-célula).

(ii) Para todo n € N, X"+ ¢ obtido de X™ por colagem de (n + 1)-células.

(iii) Um subespago U C X € aberto se e somente se, para todon € N, U N X™ ¢ aberto
em XM,

Um subcomplexo de um complexro CW X € um subespagco A C X fechado que €

uma uniao de células de X .

Observagao 2.7. A condigao (3) é desnecessdria quando X for de dimensao finita, isto

¢, X = X" para algum n (para mais detalhes, ver [6], Apéndice).

A definicdo seguinte trata sobre aplicacoes celulares entre CW-complexos que tem

um papel similar as aplicagoes simpliciais entre complexos simpliciais.

Observacao 2.8. As definicoes de homotopia, inversa homotdpica e equivaléncia estdo

no Apéndice C.

Definicao 2.7. Sejam X e Y CW-complexos. Uma aplicagdo f : X — Y se chama celular
se f(X®) CY® para cada p.

Teorema 2.9. Sejam X e Y CW-compleros, A um subcomplexo de X e f : A — Y
uma aplicagdo celular continua. Entdo X Iy Y é um CW-complezo que tem Y como

subcomplezo.

Teorema 2.10. Sejam X eY CW-complexos e f: X — Y uma funcao continua. Entdo

f € homotopica a uma aplicacao celular entre X e Y.

Estes teoremas se encontram em Munkres [13].

O objetivo agora é mostrar que uma variedade se descreve como um CW-complexo
em termos dos pontos criticos de uma funcao de Morse. Para isto, necessitaremos de

alguns lemas.

Lema 2.3. Sejam X um espaco topoldgico e @o, @1 : ¢ — X duas aplicacées homotdpicas.

Entao a identidade de X se estende a uma equivaléncia homotdpica K : X 11, ed —

X 11,
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Demonstracao. Definamos a funcao K pelas seguintes formulas
Kx)=x, sex € X;
K(tu) =2tu, se 0 <t < ;,u € e
K(tu) = @g_o9i(u), se ; <t <1lu€ét

A—

onde é* = s*1 e ¢, ¢ a homotopia entre ¢y e ¢;. Definimos também a funcao L :

X 11, e* » X I, e* por
L(z) =z, sex € X;
L(tu) =2tu, se 0 <t < ;,u € é;
L(tu) = por_1(u), se ; <t <1lu€ét
Agora queremos mostrar que LoK : X1, e* — X1, e ¢ homotpica a identidade.
Calculemos L o K. Seja u € e*. Entdo

LoK =2z, sex € X,

Lo K = L(2tu) = 4tu, se0

Definamos agora a fungao h : [0,1] x X I, e* — X II,, e* como
h(t,z) =z, sex € X

1
h(t,zu) = (4 —3t)zu, se 0 <z < ,u € e

4 — 3t
2—2t
ht, - — —XT ) < < ) e A;
(t, 2u) = Pu—s)1-a)(v) se4_3t_x_4_3t uEe
h(t, zu) = 272 < A
(t, zu) —90%(4—375)(1—35)(“)7 s€ 41— 3 srsl,uce.

E f4cil verificar que h é uma homotopia entre L o K e a identidade. O]

Lema 2.4. Sejam X, Y espacos topologicos e F' : X — Y wuma aplicagio continua.
Suponha que f tem uma inversa homotopica pela esquerda L e uma inversa homotopica

pela direita R. Entdo F' é uma equivaléncia e L e R sao inversas homotopicas.

Demonstracao. Utilizaremos ~ para indicar que duas fungoes sao homotopicas. Agora, as
hipdteses do lema sao LF ~ Id e FR ~ Id. Logo L ~ L(FR) = (LF)R ~ R. Utilizando
a relacao LF ~ Id, obtemos que RF ~ Id e, portanto, R ¢ uma inversa homotopica de F'.

De igual maneira, obtemos F'L ~ Id, logo L é uma inversa homotopica de F'. O]
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Lema 2.5. Sejam X um espaco topoldgico, o : ¢* — X uma aplicacio continua e f : X —

Y uma equivaléncia. Entio f se estende a uma equivaléncia F : X 11, e* — Y Iy, e

Demonstracao. Definimos F' pela seguinte féormula

F(m) :{ f(m), sem e X;

m, sem € e,

Seja g uma inversa homotdpica de f e definamos G : Y [0, €* — X 010, €* da seguinte

maneira

G(m) glm), semeY;
m) =
m, se m € el

Agora, posto que go f oy é homotopica a ¢ entao existe uma equivaléncia K : X I ¢, e* —
X 11, e explicitamente definida pelo Lema 2.3. Isto quer dizer que temos as seguintes
aplicacoes

Y1, et — Yy, et — X I, e

A

Primeiro mostremos que K : X II, e* — X 11, e é uma equivaléncia. Seja h; uma

homotopia entre gf e a identidade. Calculemos KGF tendo em conta a forma em que

esté definida K no lema 2.3. Seja U € e* entdo

e Sexe X, KGF(z) = Kgf(z) = gf(x) porque K|z = id.
e Se 0 <t<3, KGF(tu) = K (tu) = 2tu porque Gle* = Fle* = id,

e Se i1 <t <1, KGF(tu) = K(tu) = ha_5(p(u)) porque se h; ¢ a homotopia entre
gf e a identidade entao h; o ¢ é a homotopia entre gfy e .

A homotopia oy : X I, e* — X I, e* entre KGF e a identidade se define assim

ay(x) = hy(x), sex € X;

2 1+7r
tu, seogtg—g,ueé’\;
r

ay(ru) =

1+7r

ai(ru) = ho_ogrr(p(u)), se <t<1,ucé

Logo F' tem uma inversa homotépica pela esquerda. Uma prova similar mostra
que G tem uma inversa homotopica pela direita. Logo como KGF =~ Id e K é uma
equivaléncia entao, pelo Lema 2.4, (GF)K ~ Id ~ G(FK). Agora , como G tem inverso
homotépico pela esquerda, entao (FK)G ~ Id ~ F(KG). Mas sabemos que (KG)F ~ Id

e dai que F' é uma equivaléncia. O

Agora ja temos as ferramentas para mostrar o teorema mais importante desta

secao.
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Teorema 2.11. Seja M uma variedade diferenciavel compacta, f : M — R uma funcdo
de Morse. Entao M tem o mesmo tipo homotopico de um CW-complexo com uma A-célula

para cada ponto critico de indice .

Demonstragcao. : Como M é compacto e f é uma funcao de Morse entao M tem um
nimero finito de pontos criticos (ver Lema 2.1), portanto tem um nitimero finito do valores

criticos ¢; < g < - -+ < ¢y
Vamos mostrar o teorema usando indugao matematica sobre os valores criticos.

Para o caso n = 2, temos ¢; < ¢y os valores criticos associados aos pontos de
minimo e maximo. Seja a € R com ¢; < a < ¢y. Pelo Corolario 2.1 , existe um ¢
tal que M ~ M“* Il eM . I, e’ onde ); sdo os indices dos pontos criticos em
[ (c1). Mas M“~¢ = () entao M* ~ e IT... 11, e*. Agora também sabemos que
Mete ~ MeIL,, e --- 11, e’ com 1, sdo os indices dos pontos criticos em f~'(cy).
Como M®*e = M e M ~ eM1I---II,, e* entdo M ~ eMII.- - I, et 1L, e .. 11, e¥s

e, portanto, M tem o mesmo tipo homotépico que um CW-complexo.

Por hipétese indutiva, suponha que o teorema é valido para toda variedade com
1 valores criticos tal que 7 < n. Nés vamos mostrar no caso em que ¢ = n. Seja M uma

variedade diferencidvel com ¢; < ¢y < - -+ < ¢, seus valores criticos.

Seja a € R tal que ¢,_1 < a < ¢, entao M* tem uma quantidade menor que n de
valores criticos. Pela hipétese indutiva, M* ~ K, isto é, tem o mesmo tipo homotdpico

que um CW-complexo K. Portanto existe uma equivaléncia
no:M*— K.
Agora, pelo Teorema 2.3, M ¢ ~ M*“, isto é, existe uma equivaléncia h : M ¢ —

Me. Além disto, pelo Coroldrio 2.1, Mnte ~ M= 1, eM I, e --- I, e onde \; é

o indice de um ponto p; tal que p; é um ponto critico com f(p;) = ¢, e @; : €N — Men+te,

©2

Concluindo, temos M ¢ Iy e s K de onde temos que W oh: M“~¢ — K é uma

equivaléncia.

Pelo Lema 2.5, i’ o h se estende a equivaléncia H : M~ I, eM — K Hpopoy, €.

Vamos chamar v); = h'ohoy;. Se aplicarmos « vezes o Lema 2.5, obtemos uma equivaléncia

H: M1, eM I, ... O, e — kI eM ... 10, et

onde 1; : ¢ — K é homotépico a uma aplicacio celular @Z : et

— K, pelo Lema
2.3. Logo pelo Lema 2.4 K Il eMII ... Iy, e’ tem o mesmo tipo do homotopia de
K H% eMII. .. H% et Como as 1;1 sao aplicacoes celulares entao, pelo Teorema 2.9,
Ky =K eMIT. .. I et é um CW-complexo, e como M+ = M portanto M tem o

mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo. O
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Exemplo 2.12. Vamos explicar a decomposicao do toro 2-dimensional. Seja M =T? e

¢ :[0,27) x [0,27) CR? — R?

(u,v) — p(u,v) = ((R+rcosu)sinv;rsinu; (R + rcosu) cosv)

uma carta local. E facil ver que ¢ é uma parametrizacio do toro acima do plano XY obtida

girando-se uma circunferéncia em torno do eixo y.

Seja

f*M — R

(x7 y? Z) — f(x7 y7 Z) =z

assim (fop)(u,v) = (R+rcosu)cosv e V(fop)(u,v) = (—rsinucosv, —(R+r cosu) sinv).

Os pontos criticos de f sdo aqueles que satisfazem V(f o) =0, isto é 0 mesmo

que rsinucos(v) =0 e (R+ rcosu)sinv = 0.

(u,v) (0,0) (m,0) (m,7) (0,7)
o(u,v) (0,0,R+7r)=P;| (0,00R—7r)=P3|(0,0,—(R—7)) =P, | (0,0,—(R+7r)=P,
Matriz hessiana - 0 " 0 - 0 " 0

0 —-R-—r 0 —R+r 0 R-—r 0 R+r
Indice 2 1 1 0

Chamemos c1 = f(p1) , c2 = f(p2) , cs = f(ps) , ca = f(pa) e seja a; tal que

G < a; < Cigq.-

Claramente M = {p} e M = () e, pelo teorema 2.11, obtemos que

Figura 5 — Exemplo do toro

Fonte: extraida de [2]

M1, ¥ =01IL,, {.} ~ Mate ~ M=
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A figura a direita pode ser deformada na figura a esquerda empurrando os lados
até se encontrarem. A figura a esquerda também se deforma em um ponto se as linhas sao

empurradas.

Figura 6 — Exemplo do toro

Mo 10, ¢! = Me+e o M
) ~

Novamente se tivermos que empurrar os extremos superiores da figura a direita,
em algum ponto devemos chegar ao ponto critico ps. Se continudssemos empurrando o
ponto ps e alguns pontos abairo permaneceriam inalterados por qualquer outro ponto que

alcancaria.

Figura 7 — Exemplo do toro

Fonte: extraida de [2]

Mes=e 11, et o Meste o~ M3

Neste ponto vemos que o mesmo argumento usado para as etapas anteriores se
aplica a este e ao proximo passo. Uma vez que recriarmos o toro inteiro ndao precisamos

de mais passos.



Figura 8 — Exemplo do toro

Fonte: extraida de [2]

M= 11, 2 o Mot o~ M

26
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3 Variedades Grassmannianas

Neste capitulo vamos definir as variedades Grassmannianas que sdo a priori um
conjunto que parametriza todos os subespacos lineares de um espaco vetorial V de
determinada dimensao. Por exemplo, a variedade Grassmanniana dos subespacos lineares
de dimensao um ¢ o conjunto de linhas através da origem em V' correspondendo ao espago
projetivo P(V). Em geral, a variedade Grassmanniana generaliza a idéia dos espagos
projetivos. Neste capitulo, mostramos inicialmente que sao de fato variedades diferenciaveis.
Posteriormente, apresentamos representagoes matriciais: a representacao via matrizes de
projecao e a representacao via matrizes de reflexao. As principais referéncias sao o livro
de Elon [10] e as notas de aula de Eschenburg [4].

3.1 Grassmannianas como variedades diferenciaveis

Seja V um espago vetorial real tal que dim V' =n < co. Tome k € Z com 0 < k < n.
De agora em diante, W < V' quer dizer que W é um subespago de V', L(E, F') é o espago

vetorial das aplicagoes lineares de E em F' e

E+={veV:v Ll E}échamado complemento ortogonal do E.

Definicao 3.1. O conjunto dos subespacos lineares de V' de dimensdao k, denotado por
Gr, (V) ={W <V :dimW = k}, é chamado de Grassmanniana de ordem k.

Seja E € Grg(V). Consideremos F' <V talque V=E® F (dim F = k,dim F =
n — k). Consideremos Up = {W € Gri(V): WNF = {0}}.

F
A W

A familia Up cobre Gry(V) (dado E € Gry(V) entdo E € Ur onde F = E+). Para
cada T' € L(E, F), definimos

graf(T) = {v+Tv:v € E}.
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Segue que graf(7') e E sao isomorfos e graf(T) € Up. Com efeito, vamos definir

H : E — graf(T)

v— v+ To

[sso é claramente um isomorfismo entre estes dois espagos. Agora vejamos que graf(T") € Up.
Seja v € FNgraf(T). Entdo v = u+ Tu (com u € E). Mas Tu € F entdao assim
v—Tu=u€ Fentdou € EN F logo u = 0. Portanto v = 0 e assim F' N graf(7") = 0.
Concluimos que graf(7T) € Up.

Definimos agora

b L(B,F) — Ur (3.1)
T — graf(T') (3.2)

Vamos provar que ¥ é uma bijecao.

e 1) é injetora. Sejam T e Ty tal que graf(7}) = graf(73). Vamos provar que T} = Ts.
Para todo e € E, existe v € E tal que e + Ti(e) = v + Ty(v). Como Ti(e) e Ty(v)
pertencem a F' entdo e —v = Ty(v) — Ti(e) estd em ENF =0 e, portanto, e —v =0

e assim e = v. Logo Ti(e) = Tz(e) e, consequentemente, Tp = T}.

e 1) é sobrejetora. Seja W € Up. Vejamos que existe T' € L(E, F) com ¢(T) = W.
Note que, para W € Up se, e somente se mg|W (onde 7 é a projegdo sobre o
subespago F) é isomorfismo linear. Vamos chamar Sy = mg|W a esse isomorfismo
linear

F & w 2w g
— (3.3)
Sit
Considerando 7p 0 Sy;', obtemos que graf(mp o Sy) = W. Entdo o(7p o i) = W

e, portanto, 1 é sobrejetora. Com efeito, seja w € W entao
mg(w) + mp(w) = w
e observe que:
mp(w) +7F 0 Sy (me(w)) = w

portanto temos que w € graf(rro0Sy"'). Assim W C graf(rr0Sy"'). A outra inclusio

é inmediata.

Seja p =9y~ : Up — L(E, F). Dado W € Up, (W) : E — F é a tnica aplicacio
linear de L(E, F) tal que graf(o(W)) = W, isto é, (W) = mr o Si;'. Como ¢ é injetora
e o(Ur) = L(E, F) temos que (Ur, p) satisfaz 1 da Proposi¢ao A.1.
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Sejam E' € Grg(V) e F/ <V tal que V = E' & F’. Sejam ¢’ e ¢ as aplicagoes
correspondentes a Ur e Up. Vamos mostrar que o(Up N Ugr) é aberto. Inicialmente,
o(UpNUp) ={p(W) : W € Upr N Up }. Lembre-se que graf(p(W)) = W assim temos
que p(UprNUp) ={T € L(E,F) : graf(T) N F" = {0}}.

L(E,F) — L(E,E& F) — L(E,E

2

Defina ¢ : L(E,F) — L(E,E') por ¢(S) = 7 0 S onde S(v) = v + S(v). Segue
que S(E) = graf(S). Assim ¢ é C°. Logo obtemos que

S € (Up NUp) < graf(S) N F' = {0} & 7 0 S é isomorfismo < ¢(S) € GI(E, E').

Logo ¢o(UrNUr) = ¢~ (GI(E, E')) ¢ aberto pois GI(E, E') é aberto e ¢ é continua.
Assim @(Up N Upr) € aberto.

Vamos agora provar que a mudanca de coordenadas

(10/090_1 : SO(UF N UF/) — 80_1<UF N UF’)
S— 5

é C™. Seja S" = ¢ o p(S) = ¢(graf(9)), S’ é a tnica aplicagdo S’ € L(E', F’) tal que
graf(S’) = graf(S).

gra(S)

EI

1

Assim ¢’ 0 o~ 1(S) = 7 0 S o (1 0 §)~ é um difeomorfismo. Entdo satisfaz a

propriedade 3 da Proposicao A.1.
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Assim Gri (V) é uma variedade topoldgica e as mudancgas de coordenadas sao de

classe C°°.

Vejamos que Grg (V') tem base enumeravel. Seja B = {vy,...,v,} base de V. Para
cada o = {iy,...,ix} C {1,...,n} sejam E, = ger {vy,...,v;, } e F, o gerado pelos
restantes. Vamos mostrar que Ug, cobre Grg(V'). De fato, dado um W € Gri(V), seja
B ={w,...,w} base de W, assim {wy,...,wg;v1,...,v,} é um conjunto linearmente
dependente pois possui n + k elementos e dim V' = n. Pelo teorema do completamento
de bases temos que existem indices {ji,...,jn—k} tal que {wy,...,wr;vj,...,v; ,} é
uma base de V. Se chamamos o = {j1,...,Jn—x} € F = ger {v;,,...,vj,_,} logo assim
W NF, ={0} eentao W € Ug,. Portanto, devido ao Corolario A.1, Grg(V') tem base
enumerdvel pois a quantidade de subconjuntos de {1,2,... ,n} com k elementos é finita,

isto ¢é, existe um numero finito de conjuntos que cobrem Grg (V).

Vejamos agora que Grg(V) é um espago de Hausdorff. Sejam E, E’ € Grg(V)
com F # E' entao existe um FF < V tal que E® F = E' & F =V, onde escolhemos

F da seguinte forma: seja {wy,...,w,} base de E N E’ entdo completamos até obter
uma base de E, {wi,...,w,,ui,...,us}. Fazemos o mesmo para obter uma base de
E' {wy,...,w.,v1,...,05}. Agora definimos F = ger{u; + vy,...,us + v} entdao assim

EGF =F&F =V. Logo E, E' € Ur e, portanto, pelo Corolario A.2 Gry(V') é Hausdorff.
Logo, pelo Teorema A.1, Grg(V) é paracompacto e pela definicao A.5 concluimos que
Grg(V') é uma variedade diferencidvel de classe C*°, chamada variedade de Grassmann

dos subespacos de dimensao k em V.

Proposicao 3.1. Gri(V) é uma variedade compacta.

Demonstragio. Seja E € Grg(V') e tomamos {ey, ..., ex} uma base ortonormal de E. Seja

S(V') o conjunto de todos os subespagos do V. Definimos

d: (B, V) = Grg(V)
T — ger (Tey,...,Tey),

onde ((E,V)={T:E — V : T élinear é injetora }.

E agora seja
B, V) -5 EaV ™% Gry(V)
T — graf(T) — my(graf(T)) = ger {Te,...,Tex},
onde § = my o9 é uma funcio continua. Chamamos
O(E,V)={T € L(E,V) : (Tu,Tv) = (u,v) para todo u,v € E}.

Observagao 3.1. O(E, V) C «(E, V).
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Sabemos que O(E, V') é compacto (fechado e limitado). Vamos ver que 6(O(E,V)) =
Gry(V). Com efeito, seja T' € O(E, V) = §(T) = ger {Tey,...,Ter} € Gri(V), agora
seja W € Gri(V) com {vy,...,v;} base ortonormal de W. Pelo teorema de existéncia de

transformacoes lineares existe uma transformacao T tal que

T:E—>V

ej — Te; = v;.

Entao T € O(E,V) e §(T) = W e, portanto, W € §(O(E,V)). Logo temos que
J(O(E,V)) = Gri(V) e, como ¢ é continua e O(FE,V) é compacto, entao Gri(V) é

compacto. ]

Na sequéncia, vamos considerar apenas o caso em que V = R" e vamos denotar
por Grg(n) = Grg(R").

Vamos ver agora que a dimensao da Grg(n) é k(n — k). Em efeito pois a dimensao
de uma variedade depende da dimensao dos abertos associados para as cartas locais e,
como j& provamos no caso geral, estes abertos tem a mesma dimensao que L(E, F'), a qual
é dada por dim L(E, F') = dim E x dim F'. Neste caso temos que E é um subespago do
dimensao k de R" entdo dim F' = (n — k) e, portanto, dim Gri(n) = k(n — k).

Exemplo 3.2. Gry(n) ~ Gr,_(n) via o isomorfismo E — E+. Para o cason = 3,k =1

P(R3) ~ Gry(3) : diregoes ~ diregoes normais a um plano .

3.2 Representagoes Matriciais das Grassmannianas

Podemos representar a variedade Grassmanniana real por meio de um subconjunto
de matrizes. Vamos chamar o espago das matrizes reais n x n de M(n) o qual tem
dimensiao n?. Seja S(n) = {z € M(n) : 7 = z} o espago das matrizes simétricas o qual

n(n
tem dimensao — Considere o produto interno definido por

(z,y) =tr(z"y) .,y € M(n).

Lembre-se que o traco de uma matriz quadrada é a funcao matricial que associa a matriz a
soma dos elementos da sua diagonal principal. Se A = [a;;] entdo tr(A) = a11+ass . . .+ any,.
O produto interno definido acima é chamado produto interno de Frobenius, é comutativo,
nao-negativo e bilinear. Tal produto nos leva a definir una norma matricial ||A|| = |/ (A, A)

chamada norma de Frobenius. Para mais detalhes ver [9].

No caso em que x,y € S(n), temos que (x,y) = tr(zy) pois x = z7.
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3.2.1 Modelo Projecao

Uma primeira representacao da Grassmanniana ¢é obtida associando a cada subes-
paco E € Grg(n) a respectiva matriz da projegao ortogonal sobre E (para defini¢ao da

projegao ortogonal sobre subespagos ver [9]).

Definigao 3.2. Seja P = {p € S(n) : p*> = p} o conjunto das matrizes de projegio
ortogonal. Vamos denotar por P, = {p € P : posto (p) = k} o conjunto das projecoes

ortogonais de posto k.

Segue que P = UP; onde a uniao é disjunta. Agora vamos mostrar que P, é uma

variedade difeomorfa a Grg(n).

Proposicao 3.2. P é uma variedade que é difeomorfo a Gri(n).

Esboco da demonstracao. Para mostrar que P, é uma variedade, provemos que é uma
subvariedade de S(n). Definamos a fungao
H:S(n)— S(n)
T 2? — 1 (3.4)
Segue que H~1(0) é exatamente o conjunto P. Agora, como P é a unido disjunta de Py,

k=0, ...,n, sendo assim temos que P é subvariedade de S(n) para cada k (para a prova,
veja [4]).

Para provar que Py é difeomorfo a Gri(n). Fazemos o seguinte: Seja F € Gry(n)

fixo. Definimos

V=9 ' L(E, E+) — Gri(n)
T — graf(T)

a inversa da carta local associada a E tomando U = L(RF R""*) e pondo F = QR* com
Q € O(n) (ver [9]). Definimos Ty = Qo T o Q! assim Ty € L(E, E*) e portanto

G:U— L(E,E*)
Tl—>TQ

é um isomorfismo linear.

Definamos

F : Grg(n) — S(n)

onde [Pg] é a matriz de projecao ortogonal no subespago E. Agora temos:
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U N L(E,EY) N Gry(n) N S(n)
F

Observacao 3.3. [Pyafr10)] = Q[Pyrapm) Q"

Assim F' é um isomorfismo linear. Segue que F'(FE) existe e é injetora se, somente

se, F’(0) existe e ¢ injetora. Para mostrar isso vamos a ver o seguinte:

1. Seja A uma matriz n x k , k < n de posto k. A matriz associada a projecao ortogonal

no espaco gerado pelas colunas de A é dador por (veja [14])

P(A) = A(ATA) AT,

Seja V' uma matriz n x k. Aplicando a regra do produto, regra da cadeia e a regra

da derivada de inversa de matrizes, temos que
P(AV = V(ATA)AT + A[(ATA)TVAT + A(ATA) VT
— V(ATA)AT o A(ATA)fl(VTA + ATv)<ATA>71AT + A(ATA)flvT.

I

Tome Ay = eV =

] matrizes por blocos onde I}, é a identidade k X k e v é
v

uma matriz arbitraria (n — k) x k.

Segue que
0o vt
P(A)'V = VAl + AV = .
vV 0
2. Definamos
g:L(E,E*) — RV
Iy,
0
Temos que ¢'(T)V = vl

Como o espago gerado pelas colunas de Ay = graf(T) entao

F(T) = [Pyrascn) = P(Ar) = Pog(T).
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Segue que
0 vT
V o0

F'(0)V = P'(9(0)g'(0)V = P'(Ag)V =

de onde concluimos que F'(0) ¢ injetora. Portanto £ : Gry(n) — S(n) é um difeomorfismo
local sobre sua imagem. O

Esta forma de representar as Grassmannianas é chamado modelo-projecao.

Observagao 3.4. As projecoes sao equivariantes no sentido de que

glpelg” = [pge] (3.5)
para toda g € O(n) onde O(n) = {g € M(n) : g" = g~'} € o grupo das matrizes ortogonais.
Proposicao 3.3. Seja p = pg € Gri(n). Entao

T,Gri(n) ={u e Sn) :up=(1—pu}.

Demonstrag¢ao. Considere H definida por 3.4. O mapa tangente de H no ponto p € S(n)

e dH,(u) = lim Hip +tu) = Hp) =up— (1 —p)u.

t—0 t
Como Gry(n) € H~*(0) entao

T,Gri(n) CkerdH, = {u € S(n) : up = (1 — p)u}.

Afirmamos que kerdH, = {u € S(n) | up=(1—p)u} éisomorfo a L(E; E'), isto ¢, a
funcao
p:{ue Sn)|upt=(1-pp} — LEE)
u — @, B — Bt
v — pu(v) = uw

¢ um isomorfismo. De fato, seja u € ker dH,,. Entao
up = (1 —pju =p*u,
onde pt = pp. é a projecdo ortogonal sobre o complementar ortogonal de £. Como v = pv
para todo v € R", temos que uv = upv = pruv, isto é, uv € E*.
Como dimL(E, E+) = k(n — k), temos que T,Gry(n) = kerdH, = {u € S(n) :
up = (1 — p)u}. O

Observacgao 3.5. Observe que se p = pg ¢ a projecao ortogonal sobre E e p- € a projecdo

ortogonal sobre E+ entdo p+p- =1. Logo p- =1—p e ptp=0=plp.

Proposicao 3.4. Sejam x € S(n) e p = pg € Gri(n). A projecio ortogonal de x sobre
T,Gri(n) € dada por
T — prpt + prap. (3.6)
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Demonstra¢io. Afirmamos que S(n) admite uma decomposi¢ao ortogonal

S(n) = {u:up=pu} @ {u:pupt =0=pup}. (3.7)

Com efeito, sejam A = {u : up = ptu} e B = {u : pupt = 0 = ptup}. Entdo

1. AnB={0}. Sejauec AN B.

(phu)p
pup*

p(up)

0= (up)p = up® = up = 0;
0= pu(l—p)=pu—pup=0= pu=0; (3.8)
0= (pH*u=0= pru=0. (3.9)

Logo u = (p + pt)u = pu + ptu = 0 pelas Equacoes 3.8 e 3.9.

2. S(n) = A+ B. Seja u € S(n). Podemos decompor

U= (pupL + pLup) + [u — (pupL + pLup)].

E facil verificar que pup™ + prup € A e u — (pup™ + prup) = pru+ up € B.

3. A e B sdo ortogonais. Seja xz € A ey € B. Entdo zp = ptz e pypt = 0 = pryp.

Como 1 = p + pt e pela comutatividade do traco, temos que

(z,y)

onde usamos que ppt = 0.

3.2.2 Modelo Reflexao

tr(xy)
tr(z(p+p)y(p +p"))
tr(xpyp + xpyp™ + xp yp + xpTypT)
tr(p*zyp + pryp )
tr(zypp™ + pryp )

(

tr(ptyxp) = tr(pptyx) = 0,

Uma maneira alternativa de se representar as Grassmannianas é associando a cada

subespago F € Gry(n) a respectiva matriz da reflexdao por F. As demonstragoes seguem

os mesmos argumentos feitos na se¢do acima e serao apenas indicadas.

Definigao 3.3. Seja R = {x € S(n) : > = 1} o conjunto das reflexoes e onde 1 € a
matriz identidade. Seja Ry, = {x € S(n): 2> =1,I(x) =k} onde I(x) é o indice do ponto

x que € dado pelo numero de autovalores negativos da matriz x.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos mostrar que
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Proposicao 3.5. Ry é uma variedade que é difeomorfo a Gri(n).

De maneira andloga, para provar que Rj é uma variedade, definimos a funcao

H: S(n) — S(n)

T o 2? (3.10)
Temos que R = H!(1) e que R = URy,. Além disto, o difeomorfismo ¢ dado por

G Grk(n) — Rk

E— [TE]
onde rg : R® — E denota a reflexao através do subespago £ < R™.
Este jeito de representar as Grassmanniana é chamado modelo-reflexao.

Proposicao 3.6. Seja r = rg € Gri(n). Entao

T,Gri(n) ={u € £ :ru= —ur}

Seja H definida por 3.10. O mapa tangente de H no ponto r € S(n) é

H tu) — h
dH,(u) = lim (r+ l;) (r) =ur+ru

de onde temos que
kerdH, = {u € S(n) : ur + ru = 0}.

Como Ry = Gri(n) € H™'(1), segue-se que
T,Grg(n) C kerdH, = {u € S(n) : ur +ru = 0}.
A igualdade é obtida comparando-se as dimensoes.
Proposicao 3.7. Sejam x € S(n) e r =rg € Grg(n). A projecio ortogonal de x sobre

T,.Gri(n) € dada por

u —rur

2

T

(3.11)
Afirmamos que S(n) admite uma decomposigao ortogonal
Sn)={u:ru=—ur}® {u:ru=ur}.
Com efeito, sejam A = {u:ru = —ur} e B={u:ru=wur}. Vejamos que

1. An B ={0}. Sejau € AN B entao ru = —ur e ru = ur. Logo 2ur = 0 mas como

r € Ry, > = 1. Temos que r é invertivel e, portanto, 2ur = 0 implica que u = 0.



2. A+ B =S(n). Seja um u € S(n) entdo podemos decompor

u—rur+u—|—rur
2 2 '

u =

U — rur u -+ rur

cAe

E facil ver que € B. Logo A+ B = S(n).

3. B= A"t Sejau € A ewv € B. Vamos ver que (u,v) = 0.
Como u € A entao ru = —ur e dai que u = —rur.
Como u € B entao rv = vr entdo v = ror.

Agora uwv = —rurv = —rurrvr = —ruvr. Assim

Portanto tr(uv) = 0 e dai que (u,v) = 0.

37
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4 Funcgoes de Morse em Grassmannianas

Neste capitulo vamos explorar duas fun¢des de Morse sobre as variedades Grassman-
nianas, a saber, uma func¢ao do tipo distancia e uma fun¢ao do tipo altura. Veremos que
tais fungoes estao associadas a cada uma das representacoes matriciais vistas no capitulo
3: a funcao distancia ao modelo reflexao e a fungao altura ao modelo projecao. Para cada
uma das fungoes, vamos estudar os pontos criticos e os indices dos mesmos. Veremos
que no primeiro caso, os indices sao obtidos de maneira explicita a partir do calculo da
matriz Hessiana. J& no segundo caso, os indices sao obtidos a partir da descricao explicita
das 6rbitas do fluxo do campo gradiente. A referéncia para o estudo das fungoes do tipo

distancia é o survey [3] enquanto as fungdes altura encontram-se no survey [5].

4.1 Funcao distancia

Vamos assumir inicialmente que M é uma subvariedade em um espago Euclideano

E. Dado um ponto a € E definimos a funcao

fo: M — R

T —> ||:1c—0L||2

Figura 9 — Representacao da funcao distancia

Fonte: extraida de [3]

Esta é chamada de funcao distancia sobre uma subvariedade Euclideana M. Seja

C(fa) o conjunto dos pontos criticos de f,.

Para um ponto x € M, definimos o complemento ortogonal do plano tangente de
M em z, T, M, por
Ye={veE:v 1 T,M}

o qual é chamado de plano normal a M em z. A Proposicao abaixo caracteriza o conjunto

C(fa)-
Proposicao 4.1. Seja f, : M — R definida acima. Entdo

C(fo)={x e M:(x—a) énormal a M em z}.
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Demonstracao. Considere a fungao

go: EE— R

T — Hx—a!|2

definida no espago Euclideano E. O campo gradiente de g, é (Vg,), = 2(x — a). Desde
que f, = go|M para todo z € M, segue que (Vf,). é a projecao ortogonal de 2(z — a)
sobre T, M. Assim se z € C(f,), isto é, (Vf,). = 0 e isso é equivalente a 2(x —a) L T, M.

Isto é o mesmo que a — x € 7,. O

Observacgao 4.1. Para quase todo a € E, temos que f, € uma funcao Morse. Para mais
detalhes, ver [3], Lemma 3.1.

Vamos agora considerar M = Grg(n) e sua representacao mediante o modelo-
~ , . . n(n+1)
reflexdo. Neste caso, M é uma subvariedade do espaco Euclideano S(n) =R~z e, como

j& vimos no capitulo anterior, Gry(n) pode ser identificado com Ry = {r € S(n) : r* =

1, indice(r) = k}.

Sejam 0 < \; < ... < A\, uma sequéncia de ntimeros reais e fixe

a = diag(Aq, ..., \p)

Para uma subsequéncia I = {iy,...,4,} € {1,2,...,n}, denotamos por
or = diag(eq, ..., &)
onde ¢, = —1se k € [ e ¢, = 1, caso contrario.

Vamos mostrar um teorema importante que nos fornece o indice dos pontos criticos

e o conjunto de pontos criticos de forma explicita.

Teorema 4.2. A fungio f, : Gry(n) — R é uma fung¢ao Morse. Além disso temos

1. C(fa) ={or € Gri(n) : [I| €{1,2,...,n} com |I| = k};
2. indy, (04, i) = Yicscklis — ) = (i1 — 1) + (ia — 2) + ... + (ix — k).
Para mostrar o teorema, vamos precisar do seguinte lema.
Lema 4.1. Seja r € Grg(n). O plano normal a Grg(n) em r é dado por
7 Grg(n) = {u € S(n) : ru = ur}.
Lembre, pela Proposicao 3.6, que T,Grg(n) = {u € S(n) : ru = —ur}. O resultado
segue como consequéncia da decomposi¢ao de S(n) em soma direta de subespagos ortogonais

Sn)={u:ru=—ur}® {u:ru=ur}.
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Agora vamos provar a primeira parte do teorema. Seja r € C(f,) com indice k.

reC(f.) ©r—ac~Grg(n)
r—a € vGrg(n) & (r—a)r=r(r—a) pelo Lema 4.1

(r—a)r=r(r—a) < ra=ar.

Desde que a é uma matriz diagonal com seus valores na diagonal A\; < ... < X\, er
comuta com a, temos que 7 é também uma matriz diagonal. Como r? = I com indy, (z) = k,
temos que r = oy, _;,, para algum conjunto de indices I = [i;...,4] C [1,...,n], com

|I| = k. Isso mostra a inclusao a outra é inmediata.

Para mostrar a segunda parte do teorema ¢é necessario determinar a matriz hessiana.

Lema 4.2. A matriz hessiana do operador f, no ponto critico r é dada por
H,.(f.)(u) = (ua — au)r.

Demonstragio. Vista como uma fungao sobre o espago Euclideano S(n), f, tem campo
gradiente 2(r —a). Portanto o campo gradiente da restrigdo f,|qr, € & projecao ortogonal de
2(r — a) sobre T,Grg(n). Pela decomposigao de S(n) em soma direta, temos que qualquer

u € S(n) se escreve como
u—rur u-+rur

_|_
2 2
com a primera componente em 7,.Grg(n) e a segunda em ~,Grg(n). Aplicando isso no caso

u =

em que u = 2(r — a) (que é o gradiente de f, no ponto r), obtemos que
(Vfa)r =rar —a.
Finalmente o operador hessiano pode ser calculado mediante o limite do gradiente

H,(£)(n) = tim ) = (Vfo)r

t—0 t

com u € T,Grg(n). Assim vamos obter que

(Vi)ritw — (Va)r (r +tuw)a(r + tu) — a — (rar — a)

lim = lim

t—0 t t—0 t
= wuar + rau
= wuar + aru (a é diagonal e r é diagonal pois é ponto critico)
= (ua —au)r (u e r anti-comutam em 7, Grg(n))

Portanto obtemos que
H,(f.)(u) = (ua — au)r.
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Vamos mostrar a segunda parte do teorema da acima. Uma base para o espaco

vetorial das matrizes simétricas S(n) é
{bss:1<s,t<n}

onde b, ¢ a matriz que tem como entrada 1 nas posigoes (s,t) e (¢,s) e 0 em outros casos.

Por exemplo, no caso n = 2, temos que a base para S(2) é:

{bl,h b1,2 - b2,17 b2,2}
l O
Onde b =
1,1 O

01 0 0
0 ,b1,2= [1 O] 252,1,652,2: [0 1}-

Para rg = o7 € C(f,), a Proposi¢ao 3.6 afirma que os b,; que anti-comutam com ry

pertencem a T,,Grg(n). Neste caso, afirmamos que
T, Gry(n) = ger {bs: : (s,t) € I x J}
onde J é o complemento do I em [1,...,n]. De fato, seja:
st : € — €5 e outros vetores — 0

a aplicagao que leva o vetor e; (t-ésimo vetor da base candnica de R" ) em e, (s-ésimo

vetor da base candnica de R™) e zero a outros vetores. Entao

Tobst - € — Eg€g = To€st = 5565115

EstTo - € — £t = EsiTo = 8t68,t'
Como b,; = €5, + €5, temos que

Tobst = €s€st + €ty s

bs,tTO = Elst + €sCt.s-

Logo
7,'Obs,t + bs,tTO = (55 + €t>bs,t-

Seja v € T,,Gri(n) entdo rov + vrg = 0 e sendo v = Y v,,bs; segue que
ToU + Vro = ZUSJ(ES + 5t)bs,t = 0.

Como by # 0 concluimos que €, 4 €; = 0 pois ¢ base. Portanto v é combinagao linear de
bs. que anti-comutam com 7. Além disso €5 +¢; = 0 e by = b; s entao podemos escolher
1eleteJ.

Aplicando o operador Hessiano na base b, ; obtemos que

HTO(fa)(bSi) = (At - )‘s)bs,t-
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Assim os by, € T,,Grg(n) sao precisamente os autovetores para operador H,,(f,). Em
particular, vemos que f, é nao-degenerada em ry € C(f,) e, portanto, f, é de fato uma

funcao de Morse.

Segue-se que os autovalores negativos serao aqueles tais que ¢t < s. Entao o espago

negativo associado a H,,(f,) é gerado pelo {bs; : (s,t) € I x J,t < s}. Consequentemente

indy, (o7) = #{(s,t) e I x J it <s}= > (is— ).

1<s<k

Exemplo 4.3. Vamos fazer a decomposicio celular de RP* = Gr1(3). Pelo Teorema 3.1

RP? ¢ compacta e, pela observagio 4.1,

f.:RP* - R

T —> ||gzc—ot||2

¢ uma fungcdo Morse. Além disso, pelo Teorema 4.2 o conjunto dos pontos criticos é dado
por
C(f,) = {o; € RP*: |I| C {1,2,3} com |I| = 1}.

Entao temos
C(fa) = {01,02,03}.
Usando a formula para calcular os indices pelo Teorema 4.2 obtemos
(a) inds,(01) =0; 43 =1: 43 —1=0
(b) indfa(O'g):]_,' i1:22 Zl—]_:]_

(c) indy, (03) =2; i3 =3: 43 —1=2

Logo pelo teorema 2.11, RP? tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo cujas

células tem a dimensao dos pontos criticos. Portanto
RP? ~ ¢ 11, e' 11, €

como se vé no sequinte desenho

4.2  Fungao Altura

Vamos assumir inicialmente que M é uma subvariedade em um espaco euclidiano

E. Dado um ponto a € E definimos um funcional linear

hy :E— R

r— (z,a)
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Figura 10 — Decomposicio de RP?

2-célula

0-célula 1-célula
) —_— p—
\_/ \/
2
¥1 P2 RP

Esta é chamada de funcao altura relativa ao ponto a. Daqui em diante, vamos

considerar E = S(n) o espago das matrizes reais simétricas.

Podemos obter uma funcao de Morse do tipo altura sobre a variedade Grassmanni-
ana M = Gri(n) considerando-se a restricdo g = hq|ar,(n) de he & Grassmanniana. Neste

contexto, vamos identificar Grg(n) via modelo-projecao, isto é, através da fungao

F : Grg(n) — S(n)
E— [pg]

que ¢ um difeomorfismo sobre a imagem P}, = {p € S(n) : p* = p, posto (p) = k} vista no

capitulo 3.

Seja x € M. O gradiente de h, em x é constante igual a a, isto é,

V<ha)m = a.

Com efeito, sabemos que d(h,).(u) = (V(hy)., u). Por outro lado,

Aha)uw) = ha(o -+ 1)

= %«E + tu, a) |t:O

= (u, a).
Logo (V(hg)s, u) = (a,u), para todo u € T, M. Assim concluimos que V(h,), = a.

Agora, seja p € Gri(n). Queremos encontrar o gradiente de g em p. Como g é
a restricao do funcional linear h, sobre a Grassmanniana, para calcular Vg, temos que
projetar V(h,), = a sobre o espaco tangente 1,Gri(n). Aqui, aplicamos a Proposicao
3.4 que fornece a féormula da projecdo ortogonal sobre T,,Gry(n) para obter a seguinte

proposicao.
Proposicao 4.2. Seja p € Gri(n). O gradiente de g em p é dado por

Vg, = pap™ + pap. (4.1)
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Sejam 0 < A\, < --- < A; uma sequéncia de niimeros reais e fixe
a = diag(\, ..., \,) € E.
Para uma subsequéncia I = {iy,...,i.} C {1,2,...,n}, denotamos por 77 € E ao ponto
71 = diag(ey, ..., n)
onde e, =1se k €I e, =0, caso contrario.
Vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 4.4. Seja g : Gri(n) — R definida acima. Entdo g € uma fung¢ao Morse e o
conjunto dos pontos criticos de g € C(g) ={m € M : |I| C{1,2,...,n} com |I| = k}.

Um ponto p € Grg(n) é critico se e somente se Vg, = 0. Pela Equagao 4.1, isto
acontece, se e somente papt + prap = 0, o que é equivalente, pela decomposicio 3.7, a

papt =0 e ptap = 0. Estas duas equacdes determinam o conjunto C(g).

Observacao 4.5. Vamos chamar E; = Re; ao subespago linear gerado pelo i-ésimo vetor

da base candnica de R™.

Observacao 4.6. Lembrando que p = pg para algum subespagco E, p = pg € um ponto
critico se e somente se I/ € da forma Er = E;; ® --- @ E;, . De fato, temos as sequintes

equivaléncias:
ppapp = 0 & aF = E < E = E; pois é suma de autoespagos de a

Portanto:
prapr =0 & pp = pp, = T1.

Como a € simétrica, temos que a condigcdo
papt =0 < aFE+ = E+
seque imediatamente pois para a simétrica, aF = E = aBE+ = E+.

Vamos determinar as curvas integrais do campo gradiente —Vg em Grg(n).

Teorema 4.7. A curva integral v de —Vg por E € Gri(n) € dada por
v(t) = diag(e™, ... e™E = e M E.

Observacao 4.8. Na demonstragdo abaizo, vamos adotar a sequinte notacao:

o A denota a matriz diagonal a;
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e P ¢ Pt denotam a projecio p = pr e p= = ppL com relagio aos subespacos E e BE*;

e a notagdo [pr| serd mantida para indicar a matriz da proje¢io com rela¢io a um

subespaco F' qualquer.

Demonstragio. A ideia para encontrar as curvas integrais (t) é a seguinte. Lembre-se

que
¢'(t) = —Ag(t)
¢(0)=E

é um sistema de EDO que tem como solucao ¢(t) = e " E. Vamos mostrar que ¢(t) é

solugao do seguinte sistema de EDO
Y'(t) = =Vg(v(t))
1(0)=E
e, portanto, pelo teorema de existéncia e unicidade vamos obter que v(t) = ¢(t) = e E.
Agora escreveremos e~ 4 = Q,R; onde @y é uma matriz ortogonal e R, é matriz
invertivel tal que R,EF = FE (esta decomposi¢do, chamada de decomposicao QR, esté
associada ao processo de ortogonalizagdo de Gram-Schimdt). A estratégia aqui consiste

em, através da identificacio de e E com sua respectiva matriz de projecao [p,-tag], fazer

o calculo da derivada via derivada de aplicacoes. Assim, temos que

#(t) = 5 (oo

d
—g#@@m)

d
= %Qt [pE]Q: ! (pela equivariancia, Equacao (3.5))

d
= —0,PO, !
T @@

Lembre-se que Q;'Q; = I entdo:
d . 11 d
thQt 1] Qt = _Qt ! [dtQt]

Portanto %Qt’l = —Q, 'Q/Q, " (escrevemos @) em lugar de %Qt para facilitar

as contas). Pela regra da cadeia temos

CQPQT = QPO - QPO
= QuQQ/P - PQ,'QN)Q
= QUP+PHQ QP —PQIQ/(P+PHQ !
= Q(P'Q,'Q/P - PQ,'Q/PHQ, ! (4.2)
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Agora, pela identidade

A= e e = | Gam) @y

obtemos o seguinte usando a regra da cadeia

Q'R+ QR)(R,T'QY) = —A
Q/Q '+ QR/R7QT = —A
Qi + Q:R/R™ = —AQ,
Q'Q/ +R/RTT = —Q,AQ
Q'Q) = —Q'AQ,— R/R,. (4.3)

Como R, é triangular superior entdo R; ' e R sdo triangulares superior entdo R,R; " é
triangular superior. Portanto R|R;'E = E = P*R/R;'P =0

Usando isto na Equagao 4.3, obtemos
PQ,'Q/P = —PQ, ' AQ,P
e assim o primeiro termo de 4.2 é igual a
QP QT 'Q/P)Q, ™ = Qu(—P QT AQ,P)Q,

= Qu(=[pp: 1@ AQu[pE))Q:
= —[pg.pt|APq.E] (pela equivariancia, Equacao (3.5))

Analogamente para encontrar o segundo termo de 4.2, usaremos
e—tA _ <e—tA)T — RtTQtT — UtQt_l

onde U; = R,” ¢ pela identidade

—A= (e [Z(e“‘)} =UQ, " [i(UtQt‘l)l

obtemos o seguinte usando a regra da cadeia:
Q;'Q/ = Q' AQ + U U/ (4.4)

Como U, é triangular inferior entdo U; ' e U, sdo triangulares inferior entao U,/U; " é
triangular inferior. Portanto U,/U; 'E+ = E+ = PU;'U/P* = 0 Usando isso na ecuacio
4.4 obtemos

PQ;'Q/ P+ = PQ; ' AQ,P*

Portanto o segundo termo da Equacao 4.2 é

—Qt(PQtflAQtPL)Qfl = Qi([pe)Q: AU pp.])Q:
= [po,e)Alpg, ] (pela equivariancia, Equacao (3.5))
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e obtemos que

¢'(t) = (=[pq.elAlpq.e] — [po £l Alpg.p-])
= —Vg(eE) (pela Proposigao 4.2)

= —Vyg(o(t)).
Assim ¢(t) satisfaz o sistema e pela unicidade da solugao temos que

6(t) = 1(t) = e .

]

Resta-nos ainda provar que g é uma fungao de Morse. Isto sera feito através da
descricao explicita das variedades estaveis e instaveis dos pontos criticos. O Teorema 4.7
permite que se obtenham tais variedades estaveis e instaveis associadas ao fluxo do campo
gradiente. Lembramos que se p é um ponto critico entao

o S(p) ={r € M :limy, - v(r) =p} é a variedade estavel.

e U(p) ={z € M :limy, - v(z) = p} é a variedade instavel.
Vamos agora analisar dois casos.

e Considere o caso em que k = 1. A Grassmanniana de espagos unidimensionais é o

espago projetivo: Gry(n) = RP" !,

Tome L
T
E=|.| =z eRP"!
'CCn
Segue que
T
T
Pl = e
Com efeito:
- _,CL’% r1rey . . . XT1Tp ]
i} 9
ToXq Ty N Y
Jal2 = el | | 5 T
T '2
-7 _ZL’nCL’l Ty . . . €, l
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( ) <€i’l‘> (xlxi sz ZEnZL'i)
pe(e) = = ey, —— | .
]| ]| ]| ]|
xaxl
Assim T ¢ a matriz associada a operador pg.
x
A fungdo altura g : RP"! — R associada a matriz A = diag()\y,...,\,), com
A1 > >\, > 0, serd entao dada por
> Na?
olle) = 525
Os pontos criticos de g sdo os eixos Ly, Lo, ..., L, onde L; = [(1,0,...,0)], Ly =
[(0,1,0,...,0)],..., L, =[(0,0,...,1)].
Assim vamos ter
L) — n—1 . 1 — .
S(L) = {la) € RP": lim_~((a]) = Li}
Como ja se provou no Teorema 4.7, v,([z]) = e~*4[x] onde A = diag(A1, ..., \n).

Nos calculos feitos na sequéncia, vamos omitir o colchete que denota a classe de

equivaléncia no espaco projetivo. Mostremos que

S(L;) = 1 |, com xR

onde 1 estd na i-ésima linha. Observe que

* e Mty ei=A)ty
e_>\1t * e—)w‘,lt* 6()\1‘—)\1',1)25*
lim 1 | = lim e~ Nt = lim e M
t—o00 t—o00 t—o00
e~ Ant 0 0 0
0 0 0




Agora lembre-se que

ei—A1)ty eNi—A)ty
6()‘2'*)\1'71)1‘/* e(/\l‘*)\ifl)t*
et — 1
0 0
0 0

pois [Az] = [z] para todo z € RP""'. Como A\; > --- > A, > 0 entdo temos

hm e(/\i*/\l)t* —_ .. = hm 6()\7;*/\7;71)15* — 0
t—o0 t—o00
E portanto
eRi—A1)ty ei—A1)ty 0
ePi—Aim1)ty ei=Aim1)ty 0
lim e~ ™M = lim 1 —
t—00 t—00
0 0 0
0 0 0
e concluimos que
*
*
1 |, com xR}y CS(L).
0
0

Agora, para ver a outra inclusdo, considere um [z] € S(L;). Assim

X 0
“t
e T 0
t—o00
e Ant : 0
Tn 0




O lado esquerdo pode ser escrito como

6_)\1t
lim
t—o00
o~ Ant
Lembre-se que
e—Ait

Como A\; > -+ >\, >

lim
t—o0
e, portanto,
€—>\1t
lim
t—o0
e
Como
lim

1 e My,
Ti—1 e M-ty
T = lim e ity = lim e~
t—o00 t—o00
—Xig1t
Tit1 e
T e Aty
e()‘i*/\l)txl e(Ai*)\l)txl
G(Aii)\iil)t:lji_l G(Aii)\iil)tﬂji_l
ZT; = Z;
e(/\i—>\i+1)txi+1 e()\i—)\i+1)tl.i+l
e(/\i—>\n)txn e(Ai—)\n)txn
0, temos que
Qi Mty — o= Jim eV Dty =0
t—o0
T 0
Ti—1 0
Li = T;
~Ant limy o e At )
Tn hmt%oo e()\i_)\n)txn
6(/\i—>\i+1)t$i+1 — ... = tli}fgo e()\i—>\7L)txn — O

At

20
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segue que T, = --- = Ty = 0 (pois (A\; — Aiy1), ..., (A — Ap) > 0). Além disso

vemos que x; # 0. Portanto

[z] € 1 com x € R

Alem disso temos que dim S(L;) =i — 1.

Similarmente, temos

U(L;) = 1 com * € R

com dimU(L;) = n — 1.

Exemplo 4.9. No caso RP! temos que os pontos criticos sio L1 = [(1,0)] e Ly =

[(0,1)] e suas respectivas variedades estaveis e instdveis sao

ww-{(3)

0
U(L1>:{(i>’ com *ER}
S(Lﬁz{(j), com *ER}
=[]

como vemos no sequinte desenho.
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Figura 11 - Variedade estével S(L1) Figura 12 — Variedade instavel U (L)

T @

(1,0) * (1,0)

Figura 13 — Representacao do fluxo

e Caso geral. Usaremos uma notacao similar para o caso geral Grg(n).

Primeiro representaremos os pontos criticos F; = E;, & --- @ E;, (como ja vimos no

teorema 4.4) pela matriz n x k:

_0 0_
1

Eil Elk -
_0 0_

Isso quer dizer que é o espago gerado pelas colunas dessa matriz. Por exemplo, no
caso n = 4,k = 2, isto é, Gry(4). O subespaco F; = E;, ® E;, é um ponto critico

para quaisquer 1 < i1 < 75 < 4. Assim tomemos i; = 2 e i = 4 e lembre-se que
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Eh:RwageEiQ

R - e4. Portanto

=R-es®R-e4={(0,2,0,y) : x,y € R}.

o O = O
_ o O O

Agora vamos calcular as variedades estaveis e instaveis no caso geral. Observamos

que
- .
6—)\1t . 1
*
lim - =
t——+00 1 .
g Ant ' 1
) *
. 1 -

_* *_
*
1

*

L 1_

Mediante operagoes elementares de linhas e colunas obtemos a variedade estavel
S(Er) de Er. Agora, um elemento de S(E;) pode ser representado por mais de uma
matriz em forma escalonada. Para obter uma tnica representacao, devemos trazer a

matriz para forma escalonada reduzida, para que ela fique assim

Xk %
* *
1 00

0

S O =%
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Segue que
dim Sg, = (i1 — 1) + (2 — 2) + (i3 — 3) + - - + (ix — k)

= Zit — ;k(/ﬁ +1).

A variedade S(E;) pode ser identificada com um espago vetorial real ou célula desta

dimensao. H4 uma descri¢ao semelhante da variedade instavel U(E;). Temos

1
x -
e—at _ 1
. : 1
lim =
t—+o0
—ant *
e 9n 1
* *

Disto obtemos uma descrigao reduzida de U(FE}), por exemplo

o =

o
* O % =

Esta variedade é difeomorfa ao espaco vetorial real cuja dimensao é

dmU(E)=n—(i1—1)—k)+(n—(a—1)—(k=1)+...+(n— (i — 1) = 1)
=k(n — k) —dim S(E;)
= dim Gry(n) — dim S(Ey).

Essa identificacao da variedade estavel e instavel leva a uma prova do teorema
para o caso geral k£, como no caso k = 1, pois vemos que a soma das dimensoes
das variedades estavel e instavel de um determinado ponto critico coincide com a
dimensao da Grassmanniana e, portanto, pelo Lema C.4 temos que todos os pontos
criticos sd@o nao degenerados. Logo g é uma funcdo de Morse. Note que o indice dos

pontos criticos coincide com a dimensao da variedade instavel.
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4.3 Variedades de Schubert

Nesta se¢ao vamos descrever explicitamente a variedade estével S(E;) de um ponto

critico By = E;, & --- & E;, da fungao g : Gri(n) — R que é da forma, por exemplo

S(Er) =4 F = € Gri(n): xR

S O = o O O %

Note que os subespagos E; sao caracterizados geometricamente pelas seguintes

condicoes
0, sel<i<y—1;
. 1, set; <i <49 —1;
dimE;NR =4 7 7 T ST
k, se1, <1<n,
onde R? = ger {ey,...,e;} é o subespago vetorial gerado pelos primeiros i vetores canonicos
de R™.

Exemplo 4.10. No caso Gry(4), seja By = E;, @ E;, com 1 < iy < iy < 4 um ponto

critico, de acordo com o Teorema 4.4. Em particular, tome i, = 2 e 19 = 4. Entao

E;

o O = O

=FE,®E,=R-ea®R-e4 ={(0,2,0,y) : x,y € R}.

_ o O O

Assim temos

1. ErnR'={(0,2,0,9)} N {(2,0,0,0) : z € R} = {0} = dim E; NR! = 0.
2. ErNR? = {(0,2,0,9)} N {(21,22,0,0)} = ger {e;} = dim F; NR? = 1.
3. ErNR3={(0,2,0,y)} N{(z1, 22, 23,0)} = ger {e2} = dim E; NR3 = 1.

4. ErNRY = ger {ey,e4} = dim E; NR* = 2.
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Assim temos que

0, sel <1< —1;
dmE NR =3 1, seip <i<ip—1;
2, seig <1< 4.

Em outras palavras temos
S(E;) = {E € Gri(n) : dim ENR’ = dim E; NR" para todo i}.

A condicao dim E; NR? é chamada condicao de Schubert. Ela pode ser especificada pela
lista v; = dim E; NRY, isto é:

U1:~~:vil,120, Uil:"':’UiQ,l:l,...,Uik:"‘I'U,L'n:k.

Ou ainda, listando aqueles i tais que dim £y NR? = dim E; N Ri~! + 1, isto é:
V1,0U2,...,Upn

A k-tupla I = (iy,...,ix) é referida como simbolo de Schubert e o conjunto S(Ej) é

chamado célula de Schubert associada a I. Usaremos a seguinte notagao St = S(Ej).

Exemplo 4.11. Para a fungao Morse f : Gra(4) — R definida sobre Gry(4), existem 6
células de Schubert. Fornecemos a representacio matricial abaixo sequida da sequéncia

dim E; NR,...,dim E; NR*, o simbolo de Schubert e a dimensdo da célula.

Xx ok

*
0,0,1,2 (3,4  dimg=4

(e

(el S

0,1,1,2  (2,4)  dimg =3

S O =%
_ %

0,1,2,2  (2,3)  dimp =2

S O =%
O = O %

1,1,1,2 (1,4  dimg =2

oS O O =
*
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10
0 1,1,2,2  (1,3) di 1
bt B | ) lm:
0 1 "
0 0
10
0 1
1,2.2,2 (1,2 dimp = 0
. 12)  dims
0 0

Definicao 4.1. A célula de Schubert Xy associada ao simbolo Schubert I é o fecho de Sy

(com respeito a topologia usual de Grg(n) ), isto é:

Xr=S8;={F €Gri(n) :dimENR" > v; para todo i}.

Por exemplo, no caso Gry(R?), temos que
Xp4 ={FE € Gry(4) : dim ENR?* > 1}

(pois v;s sao dados por (vq,v9,v3,v4) = (0,1,1,2) mas as condi¢oes dimF N R > 0,
dim ENR3* > 1, dim £ NR* > 2 sdo automaticamente satisfeitas). Observe que

X(2,4) = S(2,0) US(2,3) US(1,0) US(1,3) U S1,2)-

Fica claro a partir da definicdo que, em geral, X7 é a unido disjunta de células Schubert.
Isso da origem a uma ordem parcial no conjunto do simbolos de Schubert: definimos

I, <1, se somente se Sy, 2 Sy,.

No caso de Gry(4) a ordem parcial é representada pelo seguinte diagrama.

(1,2)
|
(1.3)
"'----- \'\
(2,3) (L.4)
\\ "'--f
(2,4)

|
(3.4)
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APENDICE A - Variedades Diferenciaveis

A nocao de variedade como um espaco que é uma colagem de a um aberto de um
espago vetorial e onde podemos estender as nogoes do calculo diferenciavel ja aparecia nos
trabalhos de Carl Friedrich Gauss e Bernhard Riemann. A defini¢ao que utilizaremos é

devida a Whitney. As principais referéncias sao os livros do Lee [7] e [10].
A.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao A.1. Seja M um espago topoldgico, se diz que M € uma variedade topologica
de dimensio m quando para todo p € M, existem abertos U C M, comp € U e U CR™ ¢
um homeomorfismo

o:U—U
chamado sistema de coordenada ou carta coordenada.

Definicao A.2. Uma variedade topologica M é chamada de Hausdorff se para todo p e
q € M com p# q existem U eV abertos comp e U eq eV tais que UNV = (.

Teorema A.1. Seja M uma variedade topologica Hausdorff. Entao sao equivalentes:

1. M é paracompacto.
2. M tem base enumerdvel.

Defini¢ao A.3. Um atlas em M é uma cole¢ao {¢; : U; — Ui}ie[ de homeomorfismos,

chamados cartas locais de M onde U; C M € aberto e U;c;U; = M. Os homeomorfismos
©; 0 (pl_l : @Z(Uz N U]) C Uz — QOJ(UZ N U]) C Uj

sao chamadas mudancas de coordenadas. Um atlas € de classe C™ com 0 < r < oo se todas

as mudancas de coordenadas do atlas sao de classe C".

Na colecao de todos os atlas de classe C" em M temos uma relacao de ordem
parcial dado pela inclusao, A C B se toda carta local do atlas A for também uma carta

local de B. Um atlas A é maximal se para todo atlas B de classe C" com A C B vale
B=A.

Definicao A.4. Uma estrutura diferencidvel de classe C™ em M é um atlas C" maximal.

Definicao A.5. Uma variedade diferencidvel de classe C™ é um par (M, D) onde

1. M € variedade topoldgica de Hausdorff e paracompacta; e

2. D € uma estrutura diferencidavel de classe C™ em M.
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Teorema A.2. Seja M uma variedade topologica de Hausdorff e seja A um atlas C™ em
M, entdo existe uma unica estrutura diferencidvel D de classe C" em M tal que A C D.

Proposigao A.1. Seja X um conjunto e A={p:U C X - R" ¢ injetora} com as

sequintes propriedades :

1 Para todo (U, ) , p(U) C R™ € aberto.
2 0s dominios U cobrem X.

3 Se (Uyp), Vi) € AeUNV # 0 entio p(UNV) ep(UNV) sio abertos e
Yo lipUNV)—Y(UNV) éum difeomorfismo de classe C".

Entao existe uma unica topologia em X tal que A € um atlas C" em X.

Corolario A.1. Uma topologia T gerada pelo atlas da proposicio A.1 tem base enumerdvel

se, e somente se, a cobertura pelos dominios U tem subcobertura enumerdvel.

Corolario A.2. A topologia T gerada pelo atlas da proposicao A.1 é Hausdorff se, e
somente se, para todo p,q € X com p # q existe (U, ) € A tal que p,q € U ou existem
(U, ), (V,Y)) comUNV =0 tal quepe U eqe V.

A.2  Aplicagoes diferenciaveis entre variedades

Sejam ¢ : U CR™ U CR™ e :V C R* - V C R difeomorfismos de classe
C" entre abertos Fuclideanos. Uma aplicacao f : U — V ¢ diferenciavel em um ponto
7o se, e somente se , 1o f o ¢! é diferencidvel em ¢(xz) e, para s < r, f é de classe C*
se, e somente se, 1 o f o ¢! é de classe C°. Como essas duas nocoes sao invariantes por

mudancga de coordenadas, elas se estendem naturalmente para variedades.

Definicao A.6. Sejam M uma variedade de dimensao m e classe C" e N uma variedade
de dimensao n e classe C". Uma aplicagio f: M — N € de classe C*, s < r, se para todo
p € M, existem cartaslocaz’sgp:UCM—)UCRm e:VCN—VCR" tais que

IpelU, flp)eV;
2 f(U)cV;
3Yofopt:UCR™ =V CR" ¢ de classe C".
Para definir a derivada de uma aplicacao diferenciavel vamos associar a cada ponto

x € M um espago vetorial T, M, chamado o espago tangente a M no ponto z, e mostrar

que se f: M — N é uma funcao diferenciavel, entdo existe uma aplicacao linear natural



61

dfy : TyM — TjyN chamada derivada de f no ponto x. Os elementos de T, M sao os

vetores tangentes as curvas diferenciaveis passando pelo ponto z.

Dizemos que duas curvas a, 3 : (—¢,+¢) — M que passam por x em t = 0 tem
0 mesmo vetor tangente em x se para alguma carta local ¢; : U; — U; em torno de z
vale (p; 0 ) (0) = (p; 0 5)'(0). Essa propriedade nao depende da escolha da carta pois se

wjU; — Uj é outra carta entao

(5 0 @)'(0) = d(pi 0 ;") (i() (s 0 a)'(0)
(50 8)(0) = d(pi o w7 ) (i(x) (i 0 B)'(0).

Nesse caso duas curvas sao ditas equivalentes. Esta relacao é de equivaléncia no
conjunto das curvas diferenciaveis que passam por x e a classe de equivaléncia de «
denotada por [a] é chamada o vetor tangente a o em x, também denotado por o/(0). O

espaco tangente a M no ponto x denotado por T, M ¢é o conjunto de tais vetores tangentes.

Seja agora f : M — N uma aplicagdo C* entre duas variedades. Se o : (—¢, +¢) —
M ¢é uma curva diferencidvel com a(0) = = entdo f o a é uma curva diferenciavel em N,

passando por f(z). Definimos entao

dfw T, M — Tf(x)N
[a] — [foal.
E facil verificar que a definicdo ndo depende da escolha de « na classe de equivaléncia.

Definicao A.7. Sejam f: M — R ex € M. Se diz que x é um ponto critico de f se, e

somente se, df, = 0.

Definicao A.8. Seja f: M — N uma aplicagao entre duas variedades. Se diz que c € N

¢ valor regular quando para todo p € f~1(c) se cumpre que df, € sobrejetora.
Definicao A.9. Sejam M e N wvariedades de classe C" diz-se que uma aplicagao f: M —
M € um mergulho se:

1. f € uma imersao.

2. f € um homeomorfismo sobre sua imagem.

Definicdo A.10. Uma subvariedade N de classe C* de una variedade M de classe C"
com k <r éum subconjunto N C M com a topologia induzida pela de M e dotado de uma
estrutura de variedade C* tal que a aplicacio de inclusio i : N — M é um mergulho de

classe C*.

Teorema A.3. Seja f: M — N uma aplicacao C® entre duas variedades. Se ¢ é um

valor reqular entdo f~'(c) é uma subvariedade de M.



62

Teorema A.4. Seja f : M — N uma aplicacao C® entre duas variedades e ¢ um valor
reqular tal que S = f~1(c) entdo

T,S = ker df,

para todo p € M.
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APENDICE B -~ Nogées de Homotopia

Em Topologia e, mais precisamente em Topologia Algébrica, duas aplicagoes conti-
nuas de um espago em outro se dizem homotdpicas se uma de elas pode ser continuamente
deformada para a outra. Neste capitulo vamos ver os principais resultados da homotopia.

As principais referéncias sao [10], Hatcher [6].
Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e f,g: X — Y duas aplicagdes continuas.
Definicao B.1. Diremos que f e g sao homotépicas, e escrevemos f =~ g, se e somente se,

existe uma aplicagao continua h :[0,1] x X =Y tal que h(0,2) = f(z) e h(1,z) = g(x),

para todo x € X. A aplica¢io h diz-se uma homotopia entre f e g.

Definicao B.2. Dados X C Y, onde X é um espago topoldgico, diremos que X ¢é um

retrato por deformagdo de 'Y se existem funcoes continuas ry :Y —Y com 0 <t <1 tais

que
(a) ro(Y) =Y
(b) r|X = Id;
(C) TI(Y) =X;

(d) A aplicagio
Y x[0,1] —Y
(5, 1) — re(y)

€ continua.

Uma aplicacao continua f : X — Y diz-se uma equivaléncia se, e somente se, existe

uma outra aplicacao continua g : Y — X tal que
fog~IdY e gof~IdX.
A aplicacdo g : Y — X diz-se uma inversa homotopica de f: X — Y. Neste caso,
vamos dizer que X e Y sao homotopicamente equivalentes.

Proposicao B.1. Se X € um retrato por deformacio de Y entdo X e Y sdo homotopica-

mente equivalentes.

Observacao B.1. Um retrato por deformacdo é um caso particular de equivaléncia

homotopica.
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APENDICE C - Nocoes de Sistemas Dinamicos

Neste capitulo vamos ver como se comportam as curvas integrais associadas ao
campo gradiente de um funcao f, definiremos as variedades estaveis e instaveis e esta-
beleceremos umas propriedades entre elas e os pontos criticos associados. As principais

referéncias sao [2], Sotomayor [15].

Inicialmente vamos recordar alguns fatos sobre equagoes diferenciais. Seja W C R”
um conjunto aberto e ' : W — R™ uma aplicacao de classe C", considerada como um
campo de vetores sobre W. Entao F satisfaz localmente a condicdo de Lipschitz, assim
os teoremas basicos sobre existéncia e unicidade e diferenciabilidade das solugoes das

equacoes diferenciais ordinarias aplicam-se ao problema de valor inicial

P'(t) = F(p(t)) com ¢(0) =z, (C.1)

para cada x € W. Portanto existe um intervalo Jy C R ao redor de 0 tal que a aplicacao
v Jo — W satisfaz a condicao inicial de C.1. Se ¢; : J; — W é outra solugdo para
o problema do valor inicial (C.1) entao ¢ = @1 em Jy N J;. Assim ¢ e p; podem ser
ajustadas para fornecer uma solucao do problema em J; U Jy. Segue-se que Jy e ¢ sao
Unicas uma vez que o intervalo Jy seja maximal. Denotaremos este intervalo maximal por

J(z) (note que ele depende de x € W) e a solugao correspondente sera denotada por

o J(x) = W
t— " (t) = ().

O conjunto ¢*(J(z)) serd chamado curva solu¢do ou curva integral do campo de
vetores F' por z. Seja w = {(t,x) e R x W : ¢ € J(x)} um conjunto aberto em R x W. O
fluxo por F' é a aplicacao de classe C”

porw—W
(t,z) — ().

Seja X um campo de vetores de classe C" sobre uma variedade n-dimensional M

(ver [10]). A curva integral ou curva solugdo de X é uma aplicacao diferenciavel n : J — M

onde J C R é um intervalo e 7/ (t) = X (n(t)) para cada t € J. Se (¢, U) é uma carta sobre
M contendo n(J) e W = ¢(U) C R" entao a composicao de aplicacoes

Fw i u X Ty R

pode ser vista como um campo de vetores de classe C" sobre W. A aplicagao p =1 on:

J — W satisfaz a equacao diferencial

'(t) = fle(®)) (C.2)
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Visto que

() = dyp(n'(1))
= dyp(X(n(t)))
= (dy o X o™ )(¥(n(t)))
= [(e(1))

Assim 1) transporta a curva integral de X dentro da solugao (C.2).

Como consequéncia, todos os resultados sobre campo de vetores em conjuntos
abertos de R" valem para campos de vetores sobre uma variedade M. Para cada xz € M

existe um intervalo maximal J(z) ao redor de 0 e uma curva integral de X de classe C”
n®:Jx)— M
t— " (t) = n(t, ) = ni().
O conjunto w = {(t,z) e Rx M : t € J(x)} é um conjunto aberto em R x M. O fluxo
de X ¢ a aplicacao de classe C" tal que
n:w—M
(¢, ) — ().

C.1 Campo Gradiente

Para obter informacao geométrica da uma funcao f : M — R é 1til considerar o
campo vetorial gradiente V f do f. Daqui em diante, dotaremos a variedade M de uma

métrica riemaniana (-, ).
Defini¢ao C.1. Seja x € M. Definimos V f(x) : M — TM por:

(Vf(2),v) = dfs(v).

para todo v € T, M.

Pelo Teorema da existéncia de solugoes de equagoes diferenciais de primeira ordem,

¢

existem curvas integrais “¢” do campo vetorial —V f através de qualquer ponto de M.

Introduzimos o sinal de menos porque queremos considerar ¢ fluindo para baixo.

Lema C.1. Seja ¢ a curva integral. Entdo a funcdo fop : R — R € decrecente, sua
imagem € um conjunto limitado e

L d(f o))

t—+oo dt = 0.

Lema C.2. As curvas integrais do campo gradiente comecam e terminam em pontos

criticos.
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C.2 Variedades estavel e instavel

Nesta secao vamos considerar X = —V f o campo vetorial gradiente para uma

funcao fixa arbitraria.

Definicao C.2. Seja p um ponto critico de f e ¢ a curva integral associada a —V f.

Entao

1. A variedade estavel de p é o conjunto

Sp) ={r e M: lim ¢(x)=p}.

t—-+o0

2. A wvariedade instdvel de p € o conjunto
Ulp) ={z e M: lim ¢(r)=p}.

Em outras palavras, a variedade estavel é o conjunto de todos os pontos em uma
linha do fluxo que terminam em p enquanto que a variedade instavel é o conjunto de todos

os pontos em uma linha do fluxo que comegam em p.

Lema C.3. Se p é um ponto critico nao degenerado de indice k, entdo dimU(p) =k e
dim S(p) =n — k.

Lema C.4. Seja f: M — R ep € M um ponto critico onde M é uma variedade de
dimensao n. Se dimS(p) + dimU(p) = n = dim M entdo p é um ponto critico nao

degenerado de f.
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APENDICE D — Células e colagem de células

Neste capitulo vamos definir o conceito de n-célula e a colagem de tais células sobre
um espacgo topologico X que vai ser, em outras palavras, unir uma cépia do disco D™

colando o bordo S"~! a X de alguma maneira. As principais referéncias sao [11], [12], [3].
D.1 Células e colagem de células

Defini¢ao D.1. O disco n-dimensional é o subconjunto de R" definido por D™ = {x €
R™ : ||z|| < 1}. Assim o n-disco é um subconjunto fechado de R™ e o n-disco aberto vai ser
denotado por int(D") = {x € R" : ||z|| < 1}. A fronteira de D™ em R™ € a (n — 1)-esfera
Sl ={z eR":||z]| =1}.

Denotemos por 0-disco D° que é igual a R = {0}.

Definigao D.2. Uma n-célula é um espago homeomorfo ao n-disco aberto int(D™). Uma

célula é uma n-célula para algum 0 < n.
Observacgao D.1. Podemos dizer que uma n-célula tem dimensdao n.

Defini¢ao D.3. Consideremos uma familia {(Xx, T\)}rea de espagos topoldgicos.

O conjunto soma X = I eaX) = AUA({)\} x X)) onde, para todo \ € A, identifi-
€
camos {\} x X, com X,.

Tomemos a aplicacdo
Iat Xn — heaXy
Ty — (Azy)
A topologia soma se define como

r={UC X :j"(U) ¢€ aberto para todo \ € A}.

Seja X um conjunto e ~ uma relagado de equivaléncia. Lembre-se que as classes
de equivaléncia sao subconjuntos disjuntos dois a dois de X e que X ¢ a uniao disjunta
destas classes de equivaléncia. Reciprocamente se temos uma familia disjunta {A;}cr
de subconjuntos de X que cobrem X, isto é, X = igIAi, podemos definir uma relagao de
equivaléncia em X por: x ~ y se e somente se existe ¢ € [ tal que z,y € A;. As classes de
equivaléncia para esta relagdo ~ nao sdo outros que os mesmos subconjuntos A;. Agora

vejamos como colar um espaco a outro mediante uma funcao.

Definicao D.4. Sejam X eY dois espagos topologicos, A um subespaco de X e f : A —Y

uma fungao continua. Definimos

Z=XI;Y =XIY/~
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onde X I1'Y € a soma topologica e a relagdo de equivaléncia é aquela obtida a partir dos

sequintes subconjuntos:

1. {p},pe X\ A;
2. {ph,p e Y\ f(A);

3. {ytu f ),y € f(A).
Assim dizemos que Z € obtido de Y colando A através de f.

Agora sejam X, D" um r-disco e f: S"~! — X uma funcio continua. Definamos
Y =X1I;D"
Dizemos que Y é obtida de X colando uma r-célula através da aplicagao f.

Figura 14 — Colagem de uma r-célula através de f

— XU

Fonte: extraida de [11]
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