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RESUMO

Problemas de Reagao-Difusao sao modelos matematicos que descrevem fenoémenos
observados em diversas aplicacoes da Fisica, Quimica, Ciéncia dos Materiais e Biologia.
Nesses casos, podemos utilizar o método do fator de integracdo implicito (IIF) que
desacopla os termos de difusao e de reagao para assim calcular explicitamente os termos
difusivos e tratar de forma implicita os termos reativos. O custo computacional do
IIF (armazenamento e processamento) torna este método nao muito atrativo e, uma
das abordagens para contornar este problema, é empregar estratégias em aproximagoes
utilizando o subespaco de Krylov para reduzir as operagoes aritméticas para a avaliacao da
exponencial da matriz envolvida neste processo. Outra abordagem consiste em trabalhar
com a representagao compacta da discretizacao espacial e, assim, obter o método do fator
de integragao implicita compacto, com menores custos de armazenamento e processamento
do aqueles do método IIF. No presente trabalho, apresentamos este procedimento junto
com experimentos computacionais em dominios bi e tridimensionais para diferentes
equacoes com o objetivo de testar a eficiéncia de cada um dos métodos. Os exemplos
de aplicagao do procedimento sao problemas de reagao-difusao linear, de Allen-Cahn, de
Ginzburg Landau, de Schnackenberg e de FitzHugh-Nagumo discutidos com o objetivo

de demonstrar a aplicabilidade do método.

Palavras-chave: Fator de Integracao Implicito.  Fator de Integracao Implicito de

Krylov. Fator de Integragao Implicito Compacto. Reacao-Difusao.



ABSTRACT

Reaction-Diffusion problems are mathematical models that describe phenomena observed
in various applications of Physics, Chemistry, Materials Science and Biology. In such
cases, we can use the method of implicit integration factor (IIF), which decouples the
terms of diffusion and reaction in order to calculate explicity the diffusive terms and treat
implicitly reactive terms. The computational cost of the IIF (storage and processing)
makes this method not very attractive and one of the approaches to work around this
problem is to employ strategies approaches using the Krylov subspace approximations
to reduce arithmetic operations for the evaluation of the exponential matrix involved in
this process. Another approach is to work with the compact representation of the spatial
discretization to obtain the compact implicit integration factor method, with reduced
costs of storage and processing then those of ITF method. In this paper, we present this
procedure along with computational experiments in two and three dimensional domains
for different equations in order to test the effectiveness of each method. Application
examples of the procedure are linear reaction-diffusion problems, Allen-Cahn, Ginzburg
Landau Schnackenberg FitzHugh-Nagumo and discussed in order to demonstrate the

applicability of the method.

Keywords: Implicit Integration Factor. Krylov Implicit Integration Factor. Implicit

Integration Factor Compact. Reaction-Diffusion.
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1 INTRODUCAO

Sao denominados sistemas de reacao-difusao sistemas que contemplam a difusao, associada
a dispersao das substancias, e o termo de reagao que descreve as interagoes de uma espécie,
consigo mesma ou com outras espécies [1], [2].

Sistemas de equacoes de reacao-difusao sao utilizados para modelar diversos
fenomenos, dentre eles os biolégicos que envolvem a dispersao e a interacao entre
individuos, células ou espécies quimicas em uma determinada regiao [3], [4].

A formacao de padroes é um fenomeno observado em muitos campos da fisica, quimica,
ciéncia dos materiais, assim como na biologia, e o estudo da evolugao espontanea e do
surgimento de padroes tem sido foco de pesquisa em varias areas ha muitas décadas. Os
padrées aqui referidos sao os que ocorrem no espaco-tempo numa escala macroscopica. A
formacao de tais padroes espaco-temporais e a decorrente quebra de simetrias espaciais
observadas na natureza, pode ser considerada como resultado de instabilidades causadas
por processos nao-lineares em condigoes de nao-equilibrio (Instabilidade de Turing [5]).

No estudo da Instabilidade de Turing trabalhos relacionados foram feitos por Vanegas
et al. [6] e Rodrigues et al. [7] nos quais foram analizadas as condigbes necessarias para
se ter diferentes padroes através de uma perturbacao nos pontos de equilibrio para os
modelos Schnakenberg, Coagulagao e Glicolise, fazendo uso de diferentes estratégias para
a solugao dos problemas de reagao-difusao. O trabalho de Vanegas et al. [6] utiliza uma
discretizacao espacial por elementos finitos classicos e o0 método de Euler implicito para
evoluir o problema de valor inicial (PVI) resultante. Por outro lado Rodrigues et al.
[7] empregaram uma discretizacdo espacial por diferengas centradas de segunda ordem
e resolvem o PVI através da versdo em Python (Scipy) da rotina LSODE do pacote
ODEPACK que utiliza uma estratégia adaptativa envolvendo os métodos BDF, Adams-
Bashforth e Adams-Moulton.

No presente trabalho tratamos de uma familia de métodos que utilizam o conceito de
fator de integragao, comumente utilizado na solucao de equacoes diferenciais ordinarias.
Assim, apresentamos aqui a utilizacdo deste método, com vistas a obtencao de
procedimentos numéricos que tratam os termos difusivos explicitamente e os termos de

reacao nao-lineares implicitamente, com essas duas aproximagoes desacopladas. Desta



11

forma, obtemos o método de fator de integracao implicito (IIF), o método de fator
de integragao implicito de Krylov (KIIF) e o método de fator de integragao implicito
compacto (CIIF).

Na atualidade sao utilizados pacotes de tratamentos para a solucao de problemas de
valor inicial tais como SUNDIALS [§], ROWMAP [9] entre outros. Estes pacotes resolvem
as equacoes diferenciais por diversos métodos, dentre eles o método implicito de Runge-
Kutta, método Preditor-Corretor e método Exponencial-Krylov. Em particular o pacote
ROWMAP utiliza os métodos Exponencial-Krylov baseado no método de integracao
Exponencial-W (cujos detalhamentos podem ser encontrados na referéncia [10]) para a
resolucao eficiente das equacoes diferenciais ordinarias de grande porte.

Os modelos de Allen-Cahn, Ginzburg-Landau, FitzHugh-Nagumo e Schnakenberg,
governados por equagoes do tipo reagao-difusao sao abordados como exemplos de
aplicacao. O modelo de Schnakenberg [I1] que apresenta a instabilidade de Turing,
¢ utilizado para modelar reagoes quimicas denominadas autocataliticas, enquanto o
modelo de Allen-Cahn é muito utilizado em processamento de imagens [12], [13] e o
modelo de Ginzburg-Landau é utilizado para descrever ou tratar de problemas envolvendo
supercondugao [14], e entendimento de fibras 6ticas [15]. Finalmente, simulamos o modelo
de FitzHugh-Nagumo muito empregado para modelar a propagacao da corrente elétrica

no coracao e nas células neurais [16].

1.1 Objetivos

O objetivo do presente trabalho é apresentar uma abordagem numérica para problemas
classicos de reagao-difusao, ilustrando algum dos mais diversos tipos de padroes
apresentados na literatura, bem como discutindo aspectos da precisao, da ordem de
convergéncia e do custo computacional para cada método tratado.

A estratégia numérica aqui adotada utiliza o método de diferencas finitas centrais
de segunda ordem para a discretizacao espacial do problema e para a solucao do PVI
resultante serao considerados trés métodos da familia de fator de integracao IIF, KIIF e
CIIF. Estes métodos foram implementados através da utilizacao do pacote Fxpm escrito
em Matlab para determinar as exponenciais das matrizes geradas pela discretizagao

do operador Laplaciano. O pacote Ezpokit [17], desenvolvido nas linguagens Fortran e
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Matlab, é empregado na implementacao do método do subespacgo de Krylov para reduzir
a dimensao da matriz da discretizacao espacial.

Serao analizadas as condicoes para ocorréncia da instabilidade de Turing no modelo
de Schnakenberg conforme apresentado em Rodrigues et al. [7] e Vanegas et al [6].

Os modelos apresentados neste trabalho sao utilizados para verificar a implementagao
numérica e os resultados aqui obtidos sao comparados com aqueles encontrados na

literatura.

1.2 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao encontra-se organizada em quatro capitulos, onde além do presente
capitulo, encontram-se outros trés, conforme descreve-se seguir. No Capitulo 2 abordam-
se os métodos de fator de integracao para o caso bidimensional e tridimensional
para a solucao do problema de reagao-difusao. Ainda neste capitulo é apresentado
o tratamento computacional para a resolucao do PVI resultante. No Capitulo 3 sao
apresentados uma breve introdugao aos problemas modelos a serem resolvidos e a parte
numeérica da implementacao dos métodos aqui tratados, comparando resultados aqui
obtidos com resultados da literatura, assim como precisao, ordem de convergéncia e
custo computacional. Finalmente, no Capitulo 4 sao discutidos os resultados obtidos
apresentando algumas conclusoes e abordando-se algumas perspectivas de trabalhos
futuros dando continuidade ao que foi realizado até o momento. Além disso, como
complemento aos demais capitulos incluimos um apéndice A no qual mostra-se a obtencao
da equagao geral de reagao-difusao, as equagoes de Euler-Lagrange para o modelo de Allen-
Cahn, a teoria do método do subespaco de Krylov e a conceituagao geral com exemplos

de aplicabilidade da Lei de Ac¢ao das Massas e Lei de Conservacao.



13

2 METODO DO FATOR DE
INTEGRACAO

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos inicialmente alguns aspectos dos problemas a serem tratados
envolvendo sua discretizacao espacial e as diversas estratégias utilizadas nas suas solugoes

numéricas. Consideremos a seguinte equacao geral de reacao-difusao:

?9_1: = DV?u + F(u), (2.1)

onde u representa, no caso de reagoes quimicas, as concentragoes de s diferentes
substancias, D ¢ uma matriz de difusdo diagonal constante, V? representa o operador
de Laplace, ou Laplaciano, associado a difusao das concentragoes de cada uma das
substancias, e F(u) descreve as relagoes de interagdo entre as concentragoes dessas
substancias que também sao chamadas de reacoes cinéticas. Para a adequada solucao
destes problemas sao também necessarias condicoes iniciais e de contorno, que se supoem

conhecidas.

2.1.1 Daiscretizacao Espacial

O primeiro passo para achar a solugao numérica da equacao [2.1] é reduzir o modelo
estudado a um PVI (problema de valor inicial), através da introducao das aproximagoes
para as derivadas espaciais. A discretizacao espacial considerada no presente trabalho é
realizada através da aproximagao por diferencas finitas centrais de segunda ordem para o
operador de Laplace. Tendo em vista o principal foco do trabalho, sé serao aqui abordados
problemas descritos em dominios retangulares. Considera-se N, como o nimero de pontos
em x, IV, ¢ o numero de pontos em y e que podem incluir ou nao os pontos localizados
no contorno conforme sejam as condi¢oes de contorno do problema.

Usando o operador de Laplace para representar um ponto genérico j do dominio,
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avaliamos este usando a seguinte aproximagcao:

— 2u]‘ + Ujfl 1 UjJer — 2’&]’ + Uijz

u,
Au(zy) = Viula;) ~ =0 Ay

(2.2)

Onde através de um tnico indice, considerando seu crescimento a numeracao dos pontos
do dominio retangular discretizado foi feita, da esquerda para direita e de baixo para cima

como mostrado na figura.

(N,-1)N,+1 N,N
y (-\ y

2N, +1

Figura 2.1: Malha retangular regular

A condicao de fronteira adotada neste trabalho estabelece que o fluxo devera ser zero

através da fronteira (condigdo de Neumann).

Tratamento do Contorno Inferior: Note que o ponto u;_a, nao pertence ao

dominio do problema. Adotando o esquema de diferencas centrais de segunda ordem para

discretizar as condicoes de contorno inferior para g—Z, comj=23,...,N, — 1, temos:

Qu| UjpN, — Uj_ay _
Oyl 2Ay

= Uj Ay = UjiN, - (2.4)

Assim, obtém-se

Ujrr — 2uj + U1 2UjN, — 2Uy

2 ~
Viu(z;) = Axz? Ay?

(2.5)
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Tratamento do Contorno Superior: Analogamente como no caso anterior, para

j= (N, —1)N, +2,...,N, x N, — 1, obtém-se:

— QUJ‘ + uj—l i 2uj—Nx — QUj.

Uit
V2u(z;) = = 2.6
u(z;) A2 Ay2 (2.6)
Tratamento do Contorno Esquerdo: Neste caso consideramos 7 = N, +
L,...,(N, —2)N,, obtém-se:
V2u(z;) ~ 2ujpr — 2u;  UjeN, — 2Uj + Uuj-N, (2.7)
7 ~ . .

Ax? Ay?

Tratamento do Contorno Direito: Aqui consideramos j = 2N,, ..., (N, — 1)N,,

obtém-se:

2uj_1 — 2Uj 1 Uj+N, — 2Uj + Uj—N,

Viu(z;) ~ A Ay

(2.8)

Tratamento dos pontos angulosos: Finalmente para os pontos angulosos na

malha temos:

. 2ujp — 2u;  2ujeN, — 2u,
j=1= Vu(z;) ~ HM J J*AyQ <. (2.9)
2uj_ — 2u; = 2u; — 2u;
- 2 ~ 21 J j+Na j
Jj =N, = Vu(z;) = AL + A : (2.10)
2uj1 — 2u;  2uj_N, — 2u;
- 2 ~ 2204 J J=Na J
j= (N, —1)N, +1= Vu(z;) ~ N A : (2.11)
2uj —2u;  2uj_n, — 2u,
j=N,N, = Vu(z)) ~ -t — =0 4 ZWNe = 2 (2.12)

Ax? Ay?
Assim, a matriz A da discretizacao espacial da equacao [2.1] pode ser descrita de forma

compacta COINO se segue:

T 2D 0 0 ... 0 8 20, 0 0 ... O
D T D 0 0 a, B a, 0 ... 0
A=|10 D T

D ... 0|, T=]10 a B ap ... 0],
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a 0 0 0 ... 0
0O o 0 0 ... 0
D=10 0 «a ©0 0 1|,
I 0 0 0 ... 0 o |
1 1 1 1 . . . -
onde o, = h—?c, Qy = h_?, e = 2<h_§ + h_i) As sub-matrizes T e D sao da dimensao

N, x Ny, assim, a dimensdo da matriz A é n = (sN? x sN;) e o sistema na forma

semi-discreta pode ser escrito como se segue:

% AU+ FU) t>0, com U(0) =T, (2.13)
ul(t) Fl(ul,...,us,t)
UQ(t) FQ(UIJ"‘vu&t)
Ul)=1 wus(t) |, FUWE) =] Fsus, ..., ust)
Ups(t) Fos(uy, ... us,t).

onde ns = s X n.

2.2 Meétodo de Fator de Integracao Implicito - IIF

O método de IIF é obtido a partir da multiplicacio pelo fator de integracao e~“*, na

equagao da seguinte forma:

d
e_Atd—g — e MAU + e M F(U(1)).
d(e"*'U) _ e—At@

g T e AU, pode-se escrever:

Tendo em vista que

d(e=4U)

= e MF(U(1)).
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Integrando entre ¢, e t,,.1 = t,, + At em ambos os lados desta equacao, obtém-se:

tnt1 —At tn41
/ Mdt = / e MF(U(t))dt.
t dt tn

n

Se uma mudanca de variavel 7 = t — t,, for introduzida na integral do lado direito da

equagao acima, temos:

At
e_A(t”+At)U(tn + At) — e_At"U(tn) = ¢ At / e_AT]:(U(tn + 7))dr. (2.14)
0
Desta forma, multiplicando a equacao por eAtntA temos que:

Uty + At) — eADU(t,) = eA20 [S e A F(U (L, + 7))dr.

Entao:

At
Upi1 = e, + 4 / e F(U(t, +7))dr, (2.15)
0

onde U(t,) = U, é utilizado, usualmente, para aproximacao de U(t,). Nosso objetivo é
mostrar uma recente abordagem de uma classe de esquema temporal que trate os termos
reativos de maneira implicita e integre os termos de difusao explicitamente. Assim, a
construcao deste esquema baseia-se em aproximar e A7 F(U(t, + 7)) através de uma
interpolagao polinomial que envolve ¢, 1.
Definindo:

G(1)=e M F(U(t, +1)). (2.16)

Assim, para construir um esquema de integracao de ordem r de erro de truncamento,
aproximamos G(7) por um polinémio de Lagrange de ordem (r — 1), com pontos de

interpolacao t,1,tn, ..., thiop:



Na mudanca de varidveis trabalhamos com os pontos de

At,0, AL, ..., (2 —r)At:

P(r) =Y Lni(T)G((2 — i)At) ZL” Ab),

i=1 i=—1

onde L, ; sao os polinomios de Lagrange:

T T (—jAY) T T4 A
Lrir) = H (—iAt — (—jAL)) H (7 —)At

JF JF

Considerando em particular r = 3 temos que:

1

18

interpolagao

(2.17)

(2.18)

P(r) = Z L3i(T)G((—i)At) = L3 1(7)G(At) + L3 o(7)G(0) + L3 1(7)G(—At),

onde

G(At) = e M F(U (AL + ty)) = e MY F(U(tpsr)) = € A2 F (Upyr)

G(0) = F(U(tn)) = F(Un)

G(—=At) = AN F(U(t, — At)) = e F(U(t,_1)) = A2 F(U,_q)
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Assim, para o esquema de ordem r, temos:

ou
r—2 r—2 .
. + jAtL
P(r) = stz S TT 2228 o< < At 2.19
J#i
Portanto, da equacao tem-se que:
At T—2 r—2 .
. T+ jAt
U,1=e™U, + eAAt/ ezAAt]:(Un_i) — 0< 7 <AL
; ap> U=
J#i

r—2 At T— .
, At
= U1 = ™0, + ) e(H_l)AAt'F(Un—i)/ THISL g<r<At
0

=1 j=-

Desta forma, obtemos o esquema do método IIF geral, tal como descrito em [1§], [19]:

r—2
Upt1 = €AAtUn + At (OénH]:(UnH) =+ Z O‘nfif(Unfi))a

i=0
onde:

eli+1)AAL /At r—2 T+ kAL
At Jo Ll —i)At
ki

O dr; —1<i<r-—2.

1 AAtL

Assim, para o método de segunda ordem temos a1 = 5 e, = —5 resultando em:

At At
Ups1 = eAAt<Un + 7F(Un)) + 5 F(Unia) - (2.20)
Termo Ezplz’cita Termo }:np licito

26AAt

Para o método de terceira ordem temos os valores de a,,11 = T3’ % = —3
p2AAL

Q1 = BETE resultando em:

e

5 9 1
Uiy = 2200, + At(ﬁ]—"(UnH) + 5eAAUT(Un) — Ee““F (Un_1)>, (2.21)



odo d . q . 9 19€AAt 5€2AAt
e, para o método de quarta ordem temos a,.1 = —, a, = , Qo = — e
At 24 24 24
Oy = o1 resultando em:
Uit = 20, + At F(U) 4 5 AN F(U,) = 2 F (U 0) + e F(U,0)).
24 24 24 12

(2.22)

Observagao:

Note que a desvantagem na implementacao do método IIF para os problemas de alta
dimensao é que este requer um armazenamento e um célculo das exponenciais da matriz
eA2 que é computacionalmente caro. Apesar da matriz da discretizacdo ser esparsa,
sua matriz exponencial é densa, nao sendo pratico o calculo e o armazenamento direto

da exponencial da matriz. Mostraremos em seguida as aproximagoes da exponencial da

matriz realizadas pelos métodos classicos:

e Aproximacao pela série de Taylor:

e~ [+ AAL + %(AAt)Q + %(AAt)?’ +... (2.23)

e Aproximacao pela decomposicao espectral da matriz A, isto é, consideremos que A
¢ uma matriz diagonalizavel, entao existe uma matriz P dos autovetores da matriz

A, inversivel, tal que:

A= PAP, (2.24)

onde A é uma matriz diagonal com os autovalores da matriz A. Logo, em vez de

ALt avaliamos Pe®P~!, que ainda é, computacionalmente custosa, ja

determinar e
que isto requer determinar todos os autovetores da matriz A de grande porte para
construir a matriz P e, em seguida, determinar sua inversa. Sendo assim, tratamos
este problema com uso da aproximacao do subespago de Krylov, aproximando

diretamente o produto da exponencial da matriz A por um vetor, sem a necessidade

do calculo explicito da exponencial da matriz.
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2.3 Meétodo do Fator de Integracao Implicito de
Krylov - KIIF

O principio fundamental do método de fator de integragao implicito de Krylov,
é aproximar o produto w = eA%v presente no primeiro termo do lado
direito da equagao (2.9), por um vetor do subespago de Krylov K,,(AAt,v) =
span{v, (AAt)v,...,(AAt)™'v}. A dimensdo do subespago de Krylov é m << n

(dimensao da matriz esparsa A), ver [20]. A aproximagao a ser utilizada é:

Ay ~ BV, eflmtifle (2.25)
na qual e; é o primeiro vetor da base canoénica de dimensao m, 8 = ||v||a, Vi1 =
(Vi,...,Vimy1) € Hypr = [hyj] sdo, respectivamente, a base ortonormal e a matriz de

Hessenberg obtidas por intermédio do algoritmo de Arnoldi, satisfazendo as equacoes:

AV, =V, H,, =V, H, + hm+1,mvm+1egw

VIAV,, = H,,

= U+ =

nXn nxm o nxm mxm nxl Ixm

Figura 2.2: Aproximagao de Krylov da matriz A

onde H,, representa a projecao do operador A sobre o subespaco de Krylov com

relacao a base V,, e tem a seguinte forma:
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hirv hia ... him—1  him B §
hiv hiz ... higm—1 him
hor haa ... hom—1  hom
0 & h h hor hea ... hom—1 hom
32 .- 3,m—1 2m
Hp = . . . . , Hon=1 0 hsy ... hymo hom
0 0 ... Amm—1 Dhm
0 0 ... hym—1 hm
0 0 ... 0 Rm+1.m - -

Logo, considerando o esquema do método IIF de segunda ordem conforme a expressao
2. 20)
At At
Uyt = eAAt(U + —]—"(Un)>

2 ‘F<Un+1)7

e utilizando a aproximagao [2.25} temos o esquema KIIF de segunda ordem:

At
Un+1 = B,V 1€ m+1+7]-“(Un+1), (2.26)

onde 3, = ||U, + LF(U,)||2, VI, e H | sdo gerados pelo algoritmo de Arnoldi com

vetor inicial dado por <Un + %F(U,))
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2.4 Meétodo do Fator de Integracao Implicito
Compacto - CIIF

Considerando o caso do problema [2.1] e usando novamente a discretizacao de diferengas
centradas de segunda ordem na discretizagao do Laplaciano com indices i,j para

representar os pontos nodais do dominio, obtemos:

duij; (Uz'+1,j — iy Uiy Uigen 20 Ui

- hg i ) + Flusy) (2.27)

O método CIIF, se baseia no armazenamento dos valores das concentragoes em uma
matriz, U, e na representacao da discretizacao de duas multiplicacoes matriciais. Serao
analisados dois casos de condicao de contorno: Neumann homogénea e Periddica.
Portanto, vejamos o primeiro caso com condicoes de fronteira de Neumann homogénea ou
fluxo nulo.

Desta forma, sejam as seguintes relagoes entre os nds fantasmas e os nés de fronteira

na direcao x:

Cu L e
oz li=0 2h,
= Ui_Lj = U’i+1,j7 \V/j = 0, .oy Ny,
ou Uig1.7 — Ui_1 i
. — 0 :> ZJF 5] ? ) — O
oz li=N, 2h,
= Uiyl = Ui—1,5, Vi =0,.., Ny.

Analogamente, para o caso na direcao y:

)
Z—Z o =0 = %HQ;}L:LZM —0
= Ujjo1 = Uijp1, Vi=0,.,Ng,
uj gy o e =g
Ay =N, 2h,,
= Uijy1 = Uij-1, Vi=0,.,N,.




Considerando Uy, 41)(n,+1)

Up,0 Uo,1

Uy,0 Uyl

UN,,0 UN,1

Uo,N,

U1,n,

UN,, Ny,

(Na+1) % (Ny+1)
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(2.28)

Assim, definimos as matrizes A e B, associadas, respectivamente a discretizacao das

derivadas segundas em relacao a x e a y:

D

Tz AU, onde A= h_%G(NZ-‘,-l)X(NZ-‘rl)’
d*U D
WP ~UB, onde B= h—zG(NyH)x(NyH)-
Onde a matriz GG é definida como:
-2 2 0 0 0
1 =2 1 0 0
Gpxp =
0 O 1 -2 1
0 O 0o 2 =2
Para o segundo caso de fronteira periddica temos que:
0,0 Ug,1 Uo,N, -1
U U1, U1,1 U1, Ny—1
UN,~1,0 UN,—1,1 UNy—1,Ny~1 (N2)x (Ny)
L 1 (N x (N,
e _ -
-2 1 0 0 1
1 =2 1 0 0
Gpxp =
0 O 1 -2 1
1 0 0o 1 =2

(2.29)



25

Desta forma, obtemos a seguinte forma semi-discreta compacta para a difusao para o caso

de uma tnica espécie (pode ser considerada mais de uma espécie):

d
d—(t] — AU+ UB + F(U), (2.30)

onde F(U) = f(u;;), 0 <i < N,, 0<j <N, Logo, multiplicando a equagio acima por

—A

e~4! no lado esquerdo e por e #

 no lado direito, obtém-se (ver apéndice A):

d(e=MUe=BY)

- = e MF(U)e B (2.31)

Sendo assim, integrando no intervalo de tempo de t, para t,.; = t, + At, e fazendo a

troca de varidveis na integral, temos que:
At
Ultpy) = e2U(t,)eBA + eAAt(/ e F(U(t, + s))e Bods)eBA, (2.32)
0

Analogamente, ao que foi feito no desenvolvimento do método IIF para a equacdo (2.21),
obtemos o esquema CIIF [2I] de segunda ordem:
At

Un+1 — eAAt (Un + TF(Un))eBAt +

At
— F'Unt1). (2.33)
Onde a dimensao das matrizes A e B sao (sN, X sN,) e (sN, x sN,), respectivamente as
quais s&o muito menor em comparacao a dimensao da matriz no caso IIF. A desvantagem

do CIIF é que ele s6 é aplicavel a problemas com difusao constante e malha regular.

2.5 Fator de Integracao Implicito Tridimensional

Consideremos o caso tridimensional do problemae denotemos por N, N, N, o nimero
de pontos na malha espacial nas diregoes z, y e z, respectivamente, e u; ;  representando a
aproximagao da solucdo no ponto (z;,y;, z). Usando a discretizagao de diferengas finitas

centradas de segunda ordem na discretizagao do Laplaciano, obtemos:

du; j e Uip1 gk — 2Wi gk + Wimtjk  Wigalk — 2Uijk + Uij—1k
2J ) — D< 5J» 5J» 5J» 5J i »J» 5] ) 2‘34
dt n2 " 2 @
TR i h’;”“ 2k 1) + F(uis) (2.35)
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Definindo-se as matrizes A,, A, e A, no caso de condigao de contorno Neumann

homogénea:
A, = ngNxwa, A, = }%GNnyy, A, = %GNZXN27
onde: _ -
-2 2 0 0 0
1 -2 1 0 0
Gpxp =
o 0 ... 1 =2 1
I o 0 ... 0 2 =2 |

Portanto a equagao (2.35) acima tem a seguinte representacao compacta:
AU (& Ny
%:<Z lUl]k+Z luzlk+z ZU”1>+F(U), (2.36)

=1

onde U = (u; 1) e F(U) = F(u;;r). Note que, os trés termos da somatdéria da equacao
(2.36) sao similares a multiplica¢do matriz-vetor no caso bidimensional.

Definindo-se o operador L(t):
Nz Ny Nz
- (Z Z Z<€7A2t)kvn(eiAy%‘,m(efA”t)i,luz,m,n>- (2.37)
n=1 m=1 =1
Derivando a equagao (2.37), tem-se:
—(LOU) = L(t)(U: — Ay )itk —l— y)5Ui 1k —l— e Wi gl (2.38)
dt

=1

Das equagoes (2.36) e (2.38), obtém-se:
—(L()U) = L(t)F(U). (2.39)

Integrando a equagao (2.39) de t,, para t,,1 e usando uma transformacao t = t,, + 7 para

o integrando, temos:

L(tpi)Unsr = L(£)Un + L(t) / - L(T)F(U(t, +7))dr. (2.40)
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Aplicando L£(—t,+1) em ambos os lados da equagao (2.40), obtemos:

At

Uiy = L(—ABU, + L‘(—At)( g(T)dT), (2.41)

0

onde G = L(7)F(U(t,+7)), e para se obter a equagao (2.41) utilizamos duas identidades:

L(—rt) L(rt)U =U, e
L(—rt)L(st)U = L((s — r)t)U,
para qualquer escalar r e s. Analogamente a construgao do sistema bidimensional,
aproxima-se G(7) usando polindémios de Lagrange de ordem (r—1), resulta em um esquema
com erro de truncamento de ordem r. Especificamente, a aproximagao de segunda ordem
é:
& (F(Un) + LIAL) F(Uny1))

i G(r)dr ~ 5

At.
Sendo assim, utilizando-se o esquema ITF-3D de segunda ordem, obtém-se:

At At
Unir = L(=28) (Un + S F(U) + 5 F(Unin).

Observe que a equagao (2.37) pode ser reescrita de maneira mais compacta através da
utilizacao de uma simbologia especifica para os produtos tensoriais envolvidos como se
segue:

Uy=40@® U+A, @ U+A, @ U+FU),
onde estes produtos sao definidos como:

Nz

(A @ U)ijp = Z(Ax)i,lul,j,ka

=1

Ny
(Ay @ U)ijr = Z(Ay%,luhhk»

=1

N

(A.®@ U)i,j,k: = Z(Az)k,lui,j,h

=1
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Logo, da equagao (2.38) temos que:
E(t)U — eAzAt @ eAyAt @ eAIAt @ U.

Desta forma, obtém-se o esquema CIIF-3D [21] de segunda ordem:

At At
Upir = A2 @) Bl oA=Dt @) (Un+7F(Un)> + 5 FUnn). (2.42)

Assim como nos casos anteriores, o método se reduz a solugao de um sistema de equagoes

algébricas equacao(2.42), que é nao linear se F(U) assim o for.

2.6 Implementacao Computacional

Nesta secao é tratado o problema do valor inicial obtido da equagao (2.1]), que é resolvido
usando os trés tipos de método do fator de integracao IIF, KIIF e CIIF. Na etapa
da simulacao computacional foram utilizadas as rotinas do pacote Fxpokit e Expm na
linguagem Matlab (para mais detalhes ver [17] e [22]). Essas rotinas realizam os célculos
para a determinacao da exponencial de qualquer matriz (caso Expm) e a determinacao da
exponencial da matriz aplicado a um vetor (caso Ezpokit), sendo que as rotinas do Ezpokit
sao também apresentadas na linguagem Fortran que foi utilizada no caso tridimensional,
por possuir maior eficiencia que o Matlab. Para resolver os problemas discretos nao-
lineares, implementamos o método do Newton para os métodos IIF e KIIF, sendo que
para o caso CIIF foi utilizado o método de Picard ou Ponto Fixo por ser mais simples de
trabalhar. Os graficos aqui apresentados foram todos obtidos usando o Paraview.
Podemos notar que para os problemas envolvendo as reagoes cinéticas, como no
modelo estudado, podem dar origem a grandes sistemas de equagoes diferenciais ordinarias
[23]. As constantes de velocidade das reagdes podem resultar em respostas envolvendo
diferentes ordens de magnitude, caracteristicas das equagoes stiff. Nesse caso procura-
se uma solucao particular que é suave, variando lentamente em relacao ao intervalo de
tempo de interesse em um contexto onde as solugoes em sua vizinhancga variam muito mais
rapidamente. Nesses casos, a solucao procurada tem uma componente que varia muito

rapidamente, mas que contribui minimamente na solucao. Esse tipo de componente forca
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que, com métodos condicionalmente estaveis, o tamanho de passo de integracao para
garantir a estabilidade deva ser tao pequeno e se torne ineficaz.
Vejamos os algoritmos usando os trés métodos para resolver o PVI resultante.

Seja o primeiro caso o método IIF de segunda ordem:

At At
Uyt = eAAt(Un n 7]—“(Un)> + 5 F (V)
considerando o vetor
At
Q= eAAt(Un + 7}"(Un)), (2.43)

aqui utilizamos a rotina Expm do Matlab para determinar a matriz exponencial e44?

através da resolucao do sistema nao-linear:

At
R(Un+1) - Un+1 - Qn - TF(Un+1> - O (244)

Para resolver a equagao [2.44/o Método de Newton foi empregado. Para isso, mostra-se

o seguinte algoritmo do método de Newton:

Algoritmo 1: METODO DE NEWTON
Dado o valor inicial U, e calcula U,
k=0
12 Upy10 = Uy
2¢° Calcular R(U,+1,0)
3° Enquanto |R(U,41)| > € faca
Calcular a matriz jacobiana J de R(U,414) e resolver o sistema algébrico

JSEH = —R(Unﬂ,k);
Sk—i—l

Unt1p+1 = Ung1 +
Calcule R(Upi1 k+1)

Unt1k = U1 k11

k=k+1
fim-enquanto

Un+1 = Un+1,k

Utilizamos € = 107! para garantir convergéncia do método de Newton.

Para o método KIIF de segunda ordem, utilizamos o pacote Expokit para aproximar:

Q" =BV, effmntle (2.45)
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Neste caso utilizamos novamente o sistema (2.44) para resolver o sistema nao-linear.
Finalmente no caso CIIF de segunda ordem, utilizamos o método de Picard ou ponto

fixo definido como se segue:

Algoritmo 2: METODO PICARD
Definir as condicoes iniciais U e os termos de reacao F
Definir as matrizes A e B que dependem da condicao de fronteira
Usando a funcio Ezpm do MATLAB, calcula-se et e ePA¢
Enquanto (tinicial <= tfinal) faga

T1 = eAAt<U + %F(U))eBAt

T2 =T1+ 4 F(U)

Enquanto ||72 — U|| > 1le — 13 faga

U=1T2

T2 =T1+§F(U)

fim-enquanto

U=1T2

tinicial = tinicial + dt

fim-enquanto
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3 EXEMPLOS NUMERICOS

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos resultados de aplicagoes dos métodos explicitados
anteriormente. Selecionamos modelos mateméticos tais como o problema de reagao-
difusdo linear [21], Allen-Cahn [24], Ginzburg-Landau [25], FitzHugh-Nagumo [16] e
Schnakenberg [26]. Estes experimentos tiveram o intuito de validar a implementacao aqui
realizada comparando os resultados obtidos com solugoes encontradas na literatura. Todos
os exemplos foram rodados num computador com processador Intel Core i7, 2.0GHz, 8Gb

de memoria RAM e sistema operacional Linux. Foi utilizado o Matlab versao R2014b.

3.2 Modelo de Reacao-Difusao Linear

Consideramos, inicialmente, o seguinte problema modelo de reacao-difusao linear no

dominio 2 = [0, 27] x [0, 27] :

u = 0.2V2%u + 0.1u
(3.1)

u(z,y,0) = cos(x) + sen(y),

onde u é a concentracao de uma substancia e o termo da reagao cinética é dado
por 0.lu. Com condigoes de contorno periddicas a solugdo exata é u(x,y,t) =

01t (cos(z) + sen(y)). Nas Tabelas 3.1 a 3.4 sdao apresentados comparacoes dos erros de

e
convergéncia (norma L) entre a solugao exata e numérica para diferentes discretizagoes
(N = 40,80, 100, 120), apresentando também seu desempenho, medido aqui em termos
de tempo de CPU, dos métodos IIF, KIIF e CIIF quando integramos a equacao (3.1),
utilizando diferentes quantidades de passo de tempo (N; = 16,64, 256) com tempo final

t = 1s.
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IIF KIIF CIIF
N x N x N; | Erro L* | CPU(s) | Erro L* | CPU(s) | Erro L>* | CPU(s)
40 x 40 x 16 | 5.6506e-04 9.26 5.4022e-04 1.21 5.6506e-04 0.02
40 x 40 x 64 | 5.6459e-04 | 12.16 | 5.3974e-04 3.11 5.6459e-04 0.03
40 x 40 x 256 | 5.6456e-04 | 39.08 | 5.3971e-04 | 11.26 | 5.6456e-04 0.09

Tabela 3.1: Resultados com uma malha de 40 pontos em cada direcao

IIF KIIF CIIF
N x N x N; | Erro L* | CPU(s) | Erro L>* | CPU(s) | Erro L>* | CPU(s)
80 x 80 x 16 | 1.5601e-04 | 539.19 | 1.524e-04 31.56 | 1.5601e-04 0.04
80 x 80 x 64 | 1.5550e-04 | 591.39 | 1.5188e-04 | 91.11 | 1.5550e-04 0.08
80 x 80 x 256 | 1.5546e-04 | 692.64 | 1.5085e-04 | 122.58 | 1.5546e-04 0.25

Tabela 3.2: Resultados com uma malha de 80 pontos em cada direcao

IIF KIIF CIIF
N x N x Ny Erro L*> CPU(s) Erro L>* | CPU(s) | Erro L>* | CPU(s)
100 x 100 x 16 | 1.0248e-04 | 3.5480e+03 | 1.0057e-04 | 90.17 | 1.0248e-04 0.05
100 x 100 x 64 | 1.0190e-04 | 3.7881e+03 | 1.0005e-04 | 216.17 | 1.0190e-04 0.13
100 x 100 x 256 | 1.0193e-04 | 3.80918e+03 | 1.0002e-04 | 804.07 | 1.0193e-04 0.39

Tabela 3.3: Resultados com uma malha de 100 pontos em cada direcao

IIF KIIF CIIF
N x N x N, Erro L*> CPU(s) Erro L* | CPU(s) | Erro L* | CPU(s)
120 x 120 x 16 | 7.2646e-05 | 6.6178e+03 | 7.1510e-05 | 176.13 | 7.2646e-05 0.08
120 x 120 x 64 | 7.2117e-05 | 6.7978e+03 | 7.0981e-05 | 505.66 | 7.2646e-05 0.17
120 x 120 x 256 | 7.2084e-05 | 6.8602e¢+-03 | 7.09480e-05 | 986.18 | 7.2084e-05 1.59

Tabela 3.4: Resultados com uma malha de 120 pontos em cada direcao
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RK?2 RK2
NxNxN, | EmoL® |CPU(®s)| N x N(At=h?) | Erro L® | CPU(s)
40 x 40 x 256 | 1.1170e+18 |  0.02 40 x 40 5.6470e-04 | 0.04
80 x 80 x 256 | 5.774Te+15 | 0.09 80 x 80 1.5547e-04 | 0.12
100 x 100 x 256 | 1.3565¢+14 | 0.14 100 x 100 1.0193¢-04 | 0.2
120 x 120 x 256 | 3.3661e+13 | 0.34 120 x 120 7.2084¢-05 | 0.57

Tabela 3.5: Resultados com Runge-Kutta de segunda ordem

Nessas tabelas pode-se constatar o ganho de tempo obtido pelo método CIIF em relacao

aos métodos I1F e KIIF, no caso do método RK2 ele explode para valores de At = 1/256,

mais para valores de At = h? ele se estabiliza e consegue bons resultados como mostrado

na Tabela(3.5). Em seguida, na Figura 3.1 apresenta-se comparacoes entre a solugao

exata e a solugao aproximada pelo método CIIF no tempo final ¢ = 1s e a discretizagao

espacial N x N = 120 x 120:

Figura 3.1: Solucao Exata e Aproximada usando CIIF para t = 1s

E importante ressaltar que neste caso o método IIF nao pode, por problemas de meméria,

ser executado para malhas com N > 120.
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3.3 Modelo de Allen-Cahn

O modelo de Allen-Cahn é uma equacao que descreve a evolucao dos processos de
solidificacao que ocorrem em certas ligas bindrias e que, em sua forma mais simples,
pode ser visto como uma equagao de reacao-difusao, que modela o processo de separacao
de fase de ligas de ferro (para mais detalhes sobre a equagao de Allen-Cahn, sua derivagao
e equagoes relacionadas ver [24], [27], [12]).

Além de sua aplicagao a varios problemas de ciéncia dos materiais, este modelo tem
aplicacdo nas areas de processamento de imagem ([12], [13]). Em dinamica de fluidos,
é utilizado para resolver o denominado problema de fluxo de curvatura média [28], na
biologia, onde a dinamica das populagoes é estudada, e, na geologia, é aplicado ao estudo
de microestruturas de grao geolédgico [29]. E bem conhecido que esta equagao de Allen-
Cahn é um fluxo de gradiente em L2 do funcional de energia de Ginzburg-Landau dado

por:
_ 1 2 1 2 2
E(u) —/Q{QWUI +—4€2(u 1) }dQ.

No apendice A apresentamos o desenvolvimento da extremizacao deste funcional, pelo
calculo variacional, para obter as equacoes do modelo de Allen-Cahn. Assim, consideramos
aqui a equacao de Allen-Cahn definida da seguinte forma no dominio 2 = [—0.5,1.5] X

[—0.5,1.5] :

( 1 3

up = Vu — = (u’ — u)
€

Xz

2V/2¢
| nVu=0, (z,y) €0

1

: ) (32)

T — st

2\/§€

3
)), os parametros s = —, € = 0.015 e

V2¢

1
com a solugao exata u(z,y,t) = 5(1 — tgh(
com tempo de execugao t = [0,0.75s].
Na Tabela 3.5 apresentamos os resultados da simulagao numérica para este problema

utilizando o CIIF de segunda ordem, com uma discretizacao de 1024 x 1024 pontos.
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N x N x Nt Erro L* | Ordem Convergéncia | CPU(s)
1024 x 1024 x 16 | 8.9057e-01 - 1.0423e+-03
1024 x 1024 x 32 | 2.6730e-01 1.741 1.1675e+-03
1024 x 1024 x 64 | 6.759e-02 1.982 1.5363e+-03
1024 x 1024 x 128 | 1.8196e-02 1.891 1.8714e+4-03

Tabela 3.6: Resultados para uma malha de 1024 pontos em cada direcao

Nas Figuras 3.2 e 3.3 sao apresentados os valores de u obtidos em nas simulagoes

realizadas:

Figura 3.3: Solucao para os tempos t = 0.375 e t = 0.75s
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3.4 Modelo de Ginzburg-Landau

O modelo de Ginzburg-Landau descreve ondas nao-lineares sendo muito utilizado no
estudo de fibras 6pticas [15], supercondutividade como no caso aplicado a construcao de
trens de levitagao magnética. Também podemos citar aplicagoes medicinais importantes,
como a ressonancia nuclear magnética e a construgao de dispositivos eletronicos usados
para medir campos magnéticos extremamente baixos, como os produzidos pelo coracao e
o cérebro, conforme descrito em [14]. O modelo descreve a evolugao da amplitude para
processos exibindo bifurcagao [30]. Pode ser visto como uma forma geral para uma grande
classe de bifurcagoes e fenomenos de ondas nao-lineares. A equagao de Ginzburg-Landau
foi estudada no dominio 2 = [—100, 100] x [—100, 100] e é dada por:
O — V2u + p(z,y)u + |ul?

o (3.3)

9 = aV2 — Blul’.

Para este problema consideramos condigoes de contorno periddicas e condigoes iniciais
dadas por uma perturbagio na solucao estaciondria (u*,v*) = (0,0) de 0.0001%, isto é,
u(z,y,0) = u* + 107% x rand e v(x,y,0) = v* + 107% % rand, onde rand é uma funcao
de geracao de ntumeros aleatérios do Matlab. Os seguintes parametros foram tomados
de Shi [25] e Zhou [31]: p(z,y) = 1 — 19*(2? + ¢?), onde v = 0.01 é a frequéncia de
Einstein, o = 3.5, § = —0.34. A malha foi de 200 pontos em cada direcao e a equagao

foi integrada com At = 0.1 até o tempo final ¢ = 200s.

Assim, obtém-se os seguinte resultados da implementacao, apresentados nas figuras

em seguida:
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) t=0s

Figura 3.4: Solugao Numérica |U| = vu? + v?

) t=100s ) t=150s

) t=50s

Figura 3.5: Solugao Numérica |U| = Vu? + v?

Na Figura 3.4(a) é apresentada a condi¢do inicial dada para w e v, enquanto nas
Figuras 3.4(b), 3.5(a) e 3.5(b) sao apresentadas as solugoes de |U|, onde |U| = vu? + v2,

nos tempos t = 50s, t = 100s e t = 150s, respectivamente.
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(a) t=0s (b) t=>50s

Figura 3.6: Solugao para componente u

(a) t=100s (b) t=150s

Figura 3.7: Solucao para componente u

A Figura 3.6(a) apresenta a condicdo inicial perturbada para u, e as Figuras 3.6(b),
3.7(a) e 3.7(b) apresentam as solugoes de u nos tempos t = 50s, t = 100s ¢ t = 150s,
respectivamente. Finalmente dado que o modelo de Ginzburg-Landau nao tem solucao
exata, fazem-se comparagoes qualitativas, assim, as figuras 3.8(a) e 3.8(b) sdo comparada
os valores de |U|, os resultados obtidos pelo método aqui implementado e obtido por Shi
[25], respectivamente, para o tempo final t = 200s. Para os valores da componente u sao
comparados nas figuras 3.9(a) e 3.9(b) os resultados aqui obtidos com os de Shi [25] para
o tempo final ¢ = 200s.



lul for £ =0.01 at t=200
200|

(a) t=200s (b) t=200s

Figura 3.8: Comparagao de |U| = vu? 4+ v? com os resultados de Shi

Refu} for £2 0.01 at =200

L g gt E ® R E R B

(a) t=200s

Figura 3.9: Comparacao de u com os resultados de Shi
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As Figuras 3.10 e 3.11 apresentam os resultados para v = 0.02, comparados com os
obtidos por Shi [25] e Zhou [31] no lado direito, e pelo método implementado aqui no lado

esquerdo para o tempo final t = 200s:

Refu) for £2=0.02 at 1=200

@

50 100 150 200

Figura 3.10: Comparagao de u no tempo ¢t = 200s

lul for £ =002 at t=200

50 100 150 200

Figura 3.11: Comparagao de |U| = vu? + v? no tempo ¢t = 200s
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Um outro caso de interesse da Equacao de Ginzburg-Landau é quando ;1 = 1 na equagao
(3.3), obtendo-se a simplificacao:
O — V24 +u + |ul?

o (3.4)

P = oV — Blul*.

Para este problema consideramos condicoes de contorno periddicas e condigoes iniciais
dadas por uma perturbagao na solugao estacionaria (u*,v*) = (0,0) de 0.0001%, isto é,
u(r,y,0) = u* +107% x rand e v(z,y,0) = v* + 107% x rand, onde rand é uma funcio de
geracao de numeros aleatorios do Matlab. Com parametros « =0.0e = —1.2, a = 2.0
e f = —0.752, com uma malha de N x N = 250 x 250 pontos, At = 0.1 e tempo de
execucao t € [0, 300].

Apresentamos na Figura 3.12 os resultados para v com o = 0.0 e § = —1.2, enquanto a

Figura 3.13 é mostrada a solucao para |U| = vu? +v2 coma=0.0e f=—1.2:

Figura 3.13: Solu¢ao Numérica para |U| = v/u? + v? para a condicao inicial e ¢t = 300s

Nas Figuras 3.14 e 3.15 sao apresentadas as solugoes para u e |U| = vu? 4+ v? com
a=2.0e [ =—-0.752, respectivamente, no tempo final t = 300s
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Figura 3.14: Solucao Numérica para u para a condicao inicial e ¢ = 300s

Figura 3.15: Solu¢ao Numérica para |U| = v/u? + v? para a condicao inicial e ¢t = 300s
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3.5 Modelo de FitzHugh-Nagumo

O modelo de FitzHugh-Nagumo, derivado do modelo i6nico de Hodgkin-Huxley (HH),
tem sido um dos mais bem sucedidos modelos para o estudo de células nervosas e/ou
células cardiacas.

O sucesso do modelo FHN ¢é devido nao s6 a sua simplicidade matematica e sua riqueza
a partir de um ponto de vista do sistema dinamico, mas também devido a sua correlacao
com o modelo Hodgkin-Huxley. O modelo HH representa a excitabilidade das células
a partir de 4 variaveis: V é um potencial elétrico e m, h e n sao variaveis limitadas
ao intervalo [0, 1] determinadas para um sistema de equagoes diferenciais ordindrias e
que caracterizam diferentes canais ionicos celulares. O modelo FHN consegue representar
qualitativamente o mesmo problema a partir de 2 variaveis: ve w. Neste modelo a variavel
v estd associada a dinamica réapida da excitabilidade e w a dinamica de recuperagao.
Em consequéncia, o resultado obtido com o modelo FHN pode ser qualitativamente
interpretado como outro modelo i6nico. Por isso, o modelo FHN é um dos modelos
mais estudados em Neurociéncia / Electrocardiologia (para mais detalhes ver [16]).

Consideramos o seguinte modelo de FitzHugh-Nagumo no dominio € = [0, 320] x [0, 320]:

o, 1 v?

—t—V U—’—E(’U—g—w)

U _ (v — (3.5)
5 e(v —yw + j)

n.Vv=0, (z,y)€ 0N

As condigoes iniciais e os parametros utilizados sao:

2.0; se{lbb < x,y < 165}

—1.19940803524373; caso contrario
w(z,y,0) = —0.6242600440546625

v(z,y,0) =

€=02v=08 =07 hy=h,=1¢ At =0.1.

Em seguida sao apresentados os resultados graficos obtidos na malha N x N = 320x320

e tempo final ¢ = 80s:
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) t=10s ) t=30s

) t=0s

Figura 3.16: Solugao de V, para t = 0s, t = 10.0s e t = 30.0s

) t=50s ) t=80s

Figura 3.17: Solucao de V, para t = 50.0s e t = 80.0s
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Consideramos uma outra versao da equacao modelo de FitzHugh-Nagumo para um

dominio € = [0,50] x [0, 50]:

9 = V2u + Lu(l — u)(u — up)

3}; u—1v (3.6)

n.Vu=0, (z,y)e€ N

com condigoes iniciais:

0; {z<25}U{y > 30}
u(z,y,0) = (3.7)
(1+ exp(4|z| — 1)) ™2 — (1 + exp(4]x| — ¢2))™2;  caso contrdrio

0.1, {zr<25}n{y <30}
v(z,y,0) =
0; caso contrério

b
VY At =001, a = 036, b= 0.001, e = 0.02, ¢; = 28, ¢, — 25. Foi

Onde u;, =

utilizada a malha N x N = 200 x 200 e tempo final ¢t = [0, 80s], como apresentado por

[32].

Na Figura 3.18 apresentamos os resultados da implementacao utilizando CIIF de

segunda ordem.

m&m
u 0000400 mm.m

) t=0s ) t=40s ) t=80s

Figura 3.18: Resultados da componente U para os tempos, t = 0s, t = 40.0s e t = 80.0s
que mostram o surgimento das ondas espirais usuais nesta aplicacao.
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3.6 Modelo de Schnakenberg

O modelo de Schnakenberg [11] é um modelo matemético de equagoes diferenciais parciais
que descrevem uma rea¢ao quimica autocatalitica (é um tipo de reacdo na qual um dos
produtos formados atua como catalisador da prépria reacao, isto é, uma substancia
que fornece um novo caminho, no qual a energia de ativacao da reagao diminui e,
consequentemente, a sua velocidade acelera [33]) com possivel comportamento oscilatério.
As reacoes trimoleculares entre dois produtos quimicos X, Y e duas fontes quimicas A, B
sao da seguinte forma:

A= X

B—Y (3.8)

2X+Y —3X

Utilizando a Lei da Agao das Massas (ver apéndice A para mais detalhes), as equagoes

diferenciais ordinarias associadas as equacoes de reacao neste caso sao:

dX
( S = kA= kX kXY
dy
Y JB — kXY
dt 2 3 59)
dA 3.9
O A+ kX
o 1A+ Kk
B
2 B
| dt ?

Considerando aproximadamente A, B como constantes, o sistema reduz-se a um sistema
nao-linear acoplado para X e Y, em que A e B sao constantes positivas. Em seguida, pode-
se introduzir uma dependéncia espacial das concentracoes e o movimento dos produtos
quimicos por adicao de difusao. A faze-lo, a equacao resultante pode apresentar, sob certas
condicoes, o que se chama de instabilidade de Turing. Nesta situacao uma perturbacao
em concentracoes homogéneas e em equilibrio no espago dé origem a uma distribuicao,
estavel, heterogénea no espaco. O sistema de equacgoes diferenciais parciais resultante é

dado por:
X )
E - dXAX + k'lA - l{?_1X + ng Y
oy (3.10)
E - dYAY "‘ k?QB - k3X2Y
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Afim de analisar o modelo, escreve-se a equagao (3.10) de forma adimensional

considerando os seguintes parametros:
a ]{73 ]{3_114 ]{33 kQB k?g
- X./= — V.23 — By 28
“ \/; L A b Vi

dX L2/{51 % dxt i
= —_— —= = —_— X .
dY’ ’7 dX ) L2 Y L

d

Desta forma, obtemos um sistema com duas equagoes de reagao-difusao para as

concentragoes u(x,t) e v(z,t):

% = Viu+yf(u,v) = Viu+y(a—u+uv)
o (3.11)
= V20 +y9(u,v) = dV*0 + v(b — u*v)

Neste sistema (3.11), d é uma constante de difusdo dos produtos quimicos X, Y.
As constantes a, b sao as concentracoes de A e de B. Devido a simplicidade algébrica,
o modelo de Schnakenberg é muito utilizado para exemplificar a formagao de padroes
espago-temporais, ou seja, a instabilidade de Turing [3], [2].

Este modelo representa o comportamento de duas espécies quimicas, usualmente
referidas como ativador e inibidor. Se u é o ativador quimico, a reagao cinética é tal
que na equagao (3.11) o termo u?v representa a produgao de u na presenga de v e na

equagao (3.11) o mesmo termo u?v representa o consumo de v na presenca de wu.
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3.6.1 FEstudo de Turing para o modelo de Schnakenberg

Antes de analizar o modelo de Schnakenberg, discorremos sobre as restrigoes
bioldgicas/quimicas apresentadas neste modelo. Uma vez que o modelo tenta descrever
a evolucao das concentracoes de produtos quimicos, o que sé faz sentido se u e v sao
positivos, os parametros a, b e d devem ser positivos para ter sentido fisico. A fim de
analisar os modelos de reagao-difusao, estes precisam ser fornecidos com condicoes iniciais
e condicoes de contorno para tornar o problema bem-posto. Nesta parte, trabalhamos
com condigoes de contorno de Neumann homogéneas, que sao escolhidas porque estamos
interessados em uma auto-organizacao de padroes (ver Apéndice A). Consideramos a

seguinte equagao de Schnakenberg no dominio 2 = [0,1] x [0, 1]:

( Ou 9 9
at—DVu+7( —u+uv)
ov 9
n = D,V?v + (b — u*v) (3.12)

n.Vu=0, (x,y)e€ N
| n.Vu=0, (z,y)€0Q

com os seguintes condicoes iniciais e parametros para este problema:

u(r,y,0) = (a+b) + 10‘3ea:p{ — 100((35 _ %)2 4y — %)2>}

U(I7 Ys O) - (afb)Q

A solugao estavel é dada por: (u*,v*) = (a+b9, a+b —>=). Os parametros v = 100, a = 0.1305,
b=0.7695, d = g—z, D, =0.05, D, =1e At = 0.25h, foram escolhidos para fornecer
a instabilidade de Turing, pois conforme descrito no apéndice A, para que isto acontega

deve-se satisfazer as seguintes desigualdades:

.

fur + 90+ <0

fur 9o — forGus >0

df s + g >0

(dfus + g )? — 4d(fur Gor — forGur) > 0
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Onde .
fo = 25—
fv* = (a’ + b)2
Gur = —2(3%5)
Gox = _(a + b)2

\

Simulagao 1: Fazendo a comparacao qualitativa de nossos resultados com os obtidos por

Zhang e Loula [20] para os tempos t = 0.5 e t = 2, com 240 x 240 pontos.

-
I

Figura 3.19:

Figura 3.20: Concentragao(U) para t=0.5 e t=2, obtidos por Zhang e Loula [26]

Consideramos as seguintes condigoes iniciais dada por uma perturbacao na solugao estavel

de 0.9% adotados por Vanegas et al. [6] e Rodrigues et al. [7]:

u(z,y,0) =a+b—0.009 x rand
v(z,y,0) = # -+ 0.009 x rand

com os parametros: v = 176.72, a = 0.1, b= 0.9, D, = 1.0, D, = 9.1676 para acontecer
a instabilidade de Turing. Onde rand é uma funcao que gera numeros aleatérios do
Matlab. Simulacao 2: Em seguida com o objetivo de validar os métodos aqui tratados
apresentamos nas Figuras 3.21, 3.22 e 3.23 os resultados obtidos para este problema

utilizando os mesmos dados empregados por Vanegas et al.[6] e Rodrigues et al. [7].



Figura 3.22: Concentracao U e V para t=8.0, obtido por Vanegas [0]

1.0 1.334e+00 1.0 1.055e+00
0.8 0.8

0.6 0.6

9.954e-01 9.019e-01

04 0.4

0.2 0.2

0. 6.572e-01 -

%0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 039 0.2 0.4 0.6 0.8 10 | 7.483e-01

Figura 3.23: Concentracao U e V para t=8.0, obtido por Rodrigues [7]

20
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3.7 Modelo Tridimensional

Consideramos, o seguinte modelo de reagao-difusao linear num dominio Q = [0, 7] x [0, 7] X

[0, 7]:

ou

— =0.2V?u+0.1

5 0.2V7u + 0.1u,

u(x,y, z,0) = cos(x) + cos(y) + cos(z) (3.13)

Vu-n=0, (z,y,2)¢€ N

cuja solucao exata é u = e~ (cos(x) + cos(y) + cos(z)) e tempo de simulagao t = 2s,
como determinado por Nie [21].
Na Tabela (3.6) pode-se apreciar a ordem de convergéncia do método CIIF de segunda

ordem, com a discretizacao espacial N = 10, 20,40, mostrando o tempo de execugao na

CPU.

NXxNXxN Erro L? Ordem Convergéncia | CPU(seg)

10 x 10 x 10 | 3.6621249e-03 - 1.399e-02
20 x 20 x 20 | 7.7912801e-04 2.2327 0.65599
40 x 40 x 40 | 1.8051937e-04 2.1097 92.1959

Tabela 3.7: Resultados para diferentes tamanhos da malha

Nas figuras 3.24(a)-(b), 3.25(a)-(b), 3.26(a)-(b) e 3.27(a)-(b) sao apresentadas as

solugoes para os tempos t = 0s e t = 2.0s

(a) t=0s (b) t=2s

Figura 3.24: Solugao aproximada no plano XY (Z=0), para t=0.0 e t=2.0



) t=0s ) t=2s

Figura 3.25: Solugao aproximada no plano XZ (Y=0), para t=0.0 e t=2.0

) t=0s ) t=2s

Figura 3.26: Solucao aproximada para os tempos t=0.0 e t=2.0
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4 CONCLUSOES

No presente trabalho foram apresentados trés métodos para a solucao do PVI da
discretizacao espacial por diferencas finitas de problemas de reagao-difusao em dominios
bi e tridimensionais. O método IIF, com boa eficiéncia para desacoplar o tratamento
das reacoes e difusoes, que trata explicitamente os termos difusivos e implicitamente os
termos reativos.

Entretanto uma desvantagem deste método é a necessidade de grande uso de
armazenamento e do cédlculo da matriz exponencial, obtida da discretizacao do

operador diferencial como mostrado no primeiro exemplo modelo aqui apresentado.

Um desenvolvimento alternativo a este método, para evitar o armazenamento das
matrizes exponenciais de grande porte, é a utilizacao do método do subespaco de
Krylov para calcular a multiplicacao entre a exponencial da matriz-vetor sem formar
explicitamente as matrizes.

Uma das vantagens da aplicagao do método do subespaco de Krylov é que se pode
manipular operadores de difusao envolvendo, os coeficientes de difusao que sao fungoes
espaciais ou operadores elipticos contendo derivadas cruzadas, além de nos permitir
trabalhar com aproximagoes da matriz exponencial de dimensao muito menor que a
dimensao do sistema apds a discretizacao espacial (neste trabalho utilizamos para todos
os casos m = 25).

Neste caso a desvantagem do método do subespaco de Krylov é que este precisa ser
realizado a cada passo de tempo, conduzindo a um incremento significativo no tempo de
CPU como foi mostrado no primeiro modelo desta dissertacao.

Motivados pela representacao compacta para o operador Laplaciano, apresentamos o
método CIIF, cuja discretizacao é representada na forma matricial, onde a discretizagao
do operador de difusao é tratada por matrizes de dimensao menor comparada com aquela
matriz do IIF, com a vantagem de preservar a estabilidade do método IIF, que resulta
mais eficiente tanto em armazenamento quanto em custo de CPU.

Outra vantagem do CIIF é que as matrizes exponenciais podem ser pré-calculadas apenas

uma vez e armazenadas para usos repetidos em cada passo de tempo da atualizacao



54

temporal.
A desvantagem do CIIF é que ele sé funciona em sistemas com coeficientes de difusao

constante e operador Laplaciano restrito a duas e trés dimensoes.

4.1 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros pretende-se considerar problemas de convecao-difusao-reacao
transientes com discretizacao espacial feito por elementos finitos descontinuos e/ou
descontinuos hibridizados, tratando a parte do PVI resultante pelo método KIIF.
Também deverao ser tratados a determinagao de padroes resultantes de equagoes de
reacao-difusao em superficies nao planas tais como, esferas, cones e toros com o objetivo
de aplicar estes estudos em geometrias diversas que permitam abordar formas como de
animais tais como peixes, borboletas, zebras, nos quais observa-se a manifestacao destes
comportamentos ou padroes em formas de listras, manchas e pintas conforme [34].
Outra frente possivel de pesquisa ¢ o tratamento dos algoritmos aqui estudados para
sua paralelizagao visando o uso mais efetivo de sistemas computacionais mais modernos
permitindo o aumento de nimeros de grau de liberdade nas simulagoes.

Mais interessante ainda é a utilizacao deste procedimento a problemas modelados através
de equacoes de campo de fase empregados na abordagem de problemas de crescimento de
tumores.

Tendo em vista a potencialidade dos pacotes uitlizados no presente trabalho como o
FExpokit e na ampla utilizagao em diferentes dreas como na teoria de controle e no estudo
de cadeias de Markov finitas pretende-se avancar no estudo mais aprofundado de sua

utilizagao e suas diversas capacidades.
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Apeéendice A

Equacao Geral de Reacao-Difusao

Para derivar a equacao geral de reacao-difusao no espaco tridimensional, seja V C R?
um dominio compacto e seja S C R? é a superficie continua por partes. Considere
u(X, t) a concentragao de uma substancia em V localizado em X no tempo ¢, e assumindo
que u(X,t) é continuo. A teoria geral de conservacao indica que a taxa de variagao da
quantidade de substancia dentro de V' é igual a quantidade de substancia que flui através
de S fora de V mais a quantidade de substancia produzida pela sua origem dentro de V.

Isto pode ser indicado matematicamente como:

d

g ], % nav = —/SJ-dSJr/Vf(U(th))dVa (1)

onde f(u(X,t)) representa a fonte da substancia dentro de V' e J representa o fluxo

da substancia através de S.

Teorema 1 (Teorema da Divergéncia). Se V' é um dominio espacial limitado com uma
superficie de contorno continua por partes S com orientacdo possitiva, e J € qualquer

campo continuo do vetor sobre o encerramento do V', entao:

/VV-JdV:/SJdS. (2)

Agora utilizando (4.2), e reescrevendo a equacao (4.1) como:

4 Vu(x,t)dv_—/Vv-Jdv+/Vf(u<X,t>>dv
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a qual implica:

du(X,t
/ [M LV T - fuX,0)]av =o0. (3)
S
Teorema 2 (Teorema do anulamento). Se f(X) € uma fung¢do continua em D tal que

[ F(X)dV = 0 para todo subdominio D' C D, entio f(X) =0 em D.
Assim aplicando o teorema 2 pra a equacao (4.3), temos que:

ou
i -V - J+ f(u(X,t)) (4)

A primeira Lei de Fick afirma que J = —DVu, onde D > 0 é o coeficiente de difusao
constante isotrépica. Usando a primeira lei de Fick, a equagdo (4.4) pode ser reescrita

como a equacao de reacao-difusao geral:

0
a—?: = DV?u + f(u(X,t))
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Obtencao da Equacao de Allen-Cahn

Dado o funcional de Energia como:

E(u) = /Q {%|Vu|2 + é(u2 - 1)2dx}

Defina-se a derivada de Gateaux para o funcional E(u) : D(E) C U — R como:

OE(u + yn)

0E(u,n) = 7

Y
=0

que corresponde ao diferencial de Gateaux do funcional E no ponto
u segundo a direcao 7, onde n ¢é a variacao admissivel e U =
{u; u suf. regular com primeira derivada quadrado integravel}. Finalmente, para
minimizar o funcional de energia E utilizarmos a derivada de Gateaux para obter as

Equagoes de Euler-Lagrange:

Blutn) = [ {FIV0+ml + g+ m) - 1o}

1 1
= /Q {§|Vu + V)2 + @(u2 + 2yun + v*n* — 1)2dx}

Logo aplicando a condigao necessaria para se ter um extremo:

dE(u + vn)

. =0; VneV

v=0

obtém-se:

=0

7=0

1
= { [Vt 9nlIVal + 530+ 29un 9% = 1)(2un + 27))de |

= [ (VulITa]+ 55 = D(un)de =0

Note que:

Jo Vu.Vo = [, (Vun)v — [, Auv



o8

Assim obtemos que:
Lo
(—Au+ —(u” = Du)ndr = 0;Vn € V
Q €
Portanto obtém-se a equagao de Euler-Lagrange:

1

—Au + —2(u2 —Du=0, VneV
€

Dado que u nao é conservativo, em vez de utiliza-lo para determinar o fluxo, pode-se

definir a derivada do tempo de u diretamente para a derivada variacional, assim segue a

equacao de Allen-Cahn ou equacao de Ginzburg-Landau nao conservativo :

ou o 1,4
E—VU—;(U w)
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Subespaco de Krylov

Para uma matriz A de dimensao n e um vetor unitario v € R"™, o processo de Arnoldi

gera uma base ortonormal V,,, = [vy,...,v,,] para o subespago de Krylov K,,:
K,, = Span{v,Av,..., A" v},

e uma matriz superior de Hessenberg de dimensao m tal que:
AV, =V, H,, + byt mUmsi€],

onde e; é o i-ésimo vetor base canonico de R™. Gallopulos e Saad [35] mostraram que

para fungoes analiticas f

f(A) = Vi, f(Hm)es (5)

para m << n, logo V,, f(Hy,)e; é usualmente mais facil de se calcular do que f(A)v.

Podemos utilizar (5) para aproximar o produto
O(AA) Y ~ V,,,0(AtH,,)e; (6)

Onde ¢(z) = <=L ou ¢ = €*.

Método de Arnolds

O método de Arnoldi é uma projecao ortogonal de A sobre K,,, onde a matriz
A ¢é nao Hermitiana, pois o caso A Hermitiana, K,, é comunmente encontrado
através do método de Lanczos. O algoritmo 3 ilustra o processo de Arnoldi que

produz uma sequéncia de vetores ortonormais, as quais gera o subespaco de Krylov.
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Algoritmo 3: METODO DE ARNOLDI
v, [Jufl =1

para j=1,...,m faga

parai=1,...,j faga
| hig = (Avj,v;)

fim

w; = Av; — 37 by j;
hjv1y = [|wl]

se h;;1; = 0 entao
| Parar

fim

Vi1 = wj/hj
fim

Para qualquer passo, o algoritmo aplica o produto matriz-vetor com Awv; e
ortonormaliza w; de v;, ¢ = 1,...,7 pelo processo de Gram-Schmidt estabilizado.
Denotemos por V,, a matriz n X m onde suas colunas sao os vetores vy, ..., v, achados
no algoritmo acima. Nos denotamos por H,, a matriz de Hessenberg de ordem m x m

com entradas nao nulas h;; achados no algoritmo acima.

Teorema 3. Se o algoritmo 3 ndao parar antes do passo m, entao os vetores vy, ..., Upn

formam uma base para K,,

Teorema 4. Se temos que:

AV, =V, H, +w,e’ (7)

VIAV,, =H,, (8)

podemos escrever (7) como:
AV,, =V, H, +hj1m Vel

notamos o que algoritmo 3 ira parar na etapa j < m, se hj;;; = 0. Neste caso, temos o

seguinte resultado
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Teorema 5. Se o algoritmo 3 parar na etapa j < m, entao o subespago K; € invariante

sobre A.

As provas dos teoremas (3),(4) e (5) podem ser encontrado na referéncia [36].
O algoritmo 3 assume a aritmética exata, na maioria dos casos arredondar erro e
cancelamento pode ser grave nas etapas de ortogonalizacao. Em particular, o método
de Gram-Schmidt classico tem propriedades numéricas pobres, e uma grave perda de
ortoganilidade ¢é exibido entre cada v;. Uma significativa melhoria vem da dupla
ortogalizacao.

Assim dado vy, . . ., v, uma base ortonormal, note-se que VIV, = 1. Assim, podemos
definir o operador de projecao ortogonal P : R" — K,, dado por P =V, VI e projetar
o produto Awv por:

Av~PAPv = V,, VLAV, Viy
————
= V,,H,Viu
Escrevendo v = ||v||v; e v; = V€1, temos que:

Av = |v]|V,,H,,e
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Obtencao do Método CIIF

Inicialmente temos que:

dU
—r =AU+ UB+ F(U) (9)

Demonstraremos que:
d<€—At Ue_Bt)

_ At —Bt
o =e MY F(WU)e

Partimos de:

d(e=AtUe B

= — (_Ae—At)Ue—Bt + e—Atﬁe—Bt + e—AtU(_Be—Bt)

dt
Logo da equagao(9), temos que:

d<e—AtU€—Bt)

7 = —AeMUe™ P+ e M(AU + UB + F(U))e P' — e~ MU Be™ 5!

— —Ae_AtUe_Bt + e—AtAUe—Bt + e_Atf(U)e_Bt (10)
Mostremos que:
Ae—At — o—At y (11)

Em efeito, seja A uma matriz diagonalizavel, entao existe uma matriz P de autovetores
de A, tal que:
A=PDP!' e e*=PpPePPt (12)

Onde D é uma matriz diagonal de autovalores de A. Entao, temos que:

d(e=4)
—A — At —
‘ dt
Logo da equagao (12), obtém-se:
d(e=4) d(Pe~Ptp-1)
—_A —At _ e S R
‘ dt dt
= —PDe PPt
= —PeP'DP!

= —pPeP'P'PDP!

= —e A



Assim mostra-se que:

Ae At = e=4t4
Finalmente da equagao (10), obtém-se que:

d(e~Ue=BY)

o = — e MAUe P 4 e MAUe ™ P 4+ M F(U)e B

= e_At]:(U)e_Bt

63
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Lei de Acao das Massas

Esta lei estabelece que a taxa de uma reagao é proporcional ao produto das concentragoes
de seus reagentes. Para indicar uma forma geral para esta lei considere-se a seguinte
reacao:

aA+ BB — ~yC +4D. (13)

Os coeficientes «, [, 7 e ¢ sao constantes nao negativas conhecidas como
Coeficientes Estequiométricos para a reagao e as variaveis A, B , C, D designam as
concentragoes das substancias presentes nesta reacao. Em efeito, reagao refere que aA
combina com BB para formar yC' e 6D. As espécies do lado esquerdo A e B, sao
denominados reagentes e os do lado direito C' e D, sao os produtos para esta reagao
particular. A ordem da reacao é o nimero total de reagentes, neste caso é a + 5.

A lei de acao das massas, afirma que a taxa r da reagao para (13) é:
r=kA“B? (14)
onde k é a constante da taxa ou coeficiente de velocidade de reacao.

Definicao A Lei de Acao das Massas consiste das seguintes trés premissas:

1 A taxa, r, da reagao é proporcional ao produto das concentracoes dos reagentes,
com cada concentracao elevada a poténcia igual ao seu respectivo coeficiente

estequiométrico.

2 A taxa de alteracao da concentracao de cada espécie na reagao é o produto do seu
coeficiente estequiométrico com a velocidade da reacao, ajustada para o sinal (+ se

for produto, e — se for reagente).
3 Para um sistema de reacoes, as taxas se adicionam.

Para ilustrar consideremos a reagao (13). A parte (1) da definicdo é simplesmente a

férmula (14) colocado em outras palavras. Para a parte (2), a taxa de variacdo % ¢é equal

a —ar, enquanto que % ¢ qual a yr. Combinando esta informacao, a partir da lei de
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acao das massas as equacoes cinéticas para as concentragoes sao :

% = —ar = —akA®*B”
dt
B _ —BkA*BP
) (15)
dC
— =~kA“B*
a !
4D Spaepe
dt

\

Para completar a formulagao, assuma-se que as condigoes iniciais sdo conhecidas, A(0) =

Ay, B(0) = By, C(0) = Cy, e D(0) = D, sao dados.

Lei de Conservagcao Produzimos quatro equagoes para as quatro espécies
envolvidas no exemplo da reagao em (13). Embora estas equagbes nao sejam faceis de
se resolver simplifica¢oes significativas podem ser feitas a apartir da constatacao de que
é possivel combinar as duas primeiras dessas equacgoes. Para explicar que é isso, note
que é possivel combinar as duas primeiras equacoes para produzir zero no lado direito.

. d(BA—aB) _ o - - B o
Especificamente === = 0, isso significa A — aB = constante. Usando as condigoes
iniciais, temos que :

LA —aB = Ay — abBy. (16)
De forma similar, pela combinacao de C' e A, obtém-se :

vA — aC =~vAy — aCy (17)
e das equagoes D e A, temos que :

0A —aD = §Ay — aDy (18)

As equagoes (16)-(18) sao leis de conservagdo que desempenham papel essencial
no estudo de equagoes de reacao sendo importante definir seu significado. Estes irao
desempenhar um papel essencial em nosso estudo de equacoes cinéticas, por isso é

importante definir exatamente o que isso significa.
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Definicao Dado as espécies A, B, C, ..., Z e os numeros a, b, ¢, ..., z; entao

aA+bB 4 cC +--- 4+ 27 é dito ser conservada se:

d(aA+bB+cC+---+22)
dt

—0 (19)

Isto requer que minimo um dos niumeros a, b, ¢, ..., z seja diferente de zero, e (19)
detém independentemente os valores para a condigao inicial e constantes de velocidade.
A correspondente lei de conservagao é aA+bB +cC+-- -+ 2Z = constante. Um dos usos
da lei de conservacao é para reduzir o nimero de equagoes necessarias para ser resolvido.

Por exemplo, das equagoes (16),(17) e (18), temos que:

B =By + B(A— A)/a (20)
C = Gy +~(A — A)/a (21)
D:D0+(S(A0—A)/Oé (22)

Além disso, uma vez conhecido A nds conseguimos determinar as outras concentragoes.

A equacao para A toma a forma:

dA
i —akA%(a +bA)”, (23)

onde a = By — bAy e b = /. Esta ainda é uma equagao formidédvel, mas s temos de

lidar com uma ao invés de quatro, como foi inicialmente previsto.

Estado Estavel Além das leis de conservacao estamos também interessados em
solugoes estaveis. Para ser um estado estaciondrio a concentracao deve ser constante e
deve satisfazer as equagoes cinéticas. Da equac@o (23) existem duas solugoes estéveis,
um é A = 0 e o segundo A = —a/b. Os valores correspondentes das solugoes estaveis
para as outras espécies na reagao sao determinadas de (20)-(22). Como impomos uma
restricao que concentragoes sao nao sejam negativas. Se a > 0, entao o tunico estado
estavel fisicamente relevante para a equagao (23) é A = 0.

Considere-se o seguinte exemplo para deixar em claro as definigoes feitas até aqui.
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Seja a reacao quimica dada por:

A=C+D...(1)
A+B—2A+C...(2)

Da equacao (1) podemos escrever A — C' + D e C + D — A. Neste caso a reagao é
dito ser reversivel. Cada uma tém sua propria constante de velocidade, consideremos k;
para o primeiro e k_; para o segundo. Em segundo lugar, a equacdo (2) é um exemplo
de uma reacao autocatalitica porque A esta sendo utilizado para se produzir do mesmo
modo (isto é, hd mais A no final da reagdo, embora seja um do reagente). Usamos ko
para a sua constante de velocidade.

As correspondentes taxas sao r1 = k1A, r_1 = k_1CD e ry = kyAB, agora a lei de
conservacao das massas se aplica a cada reacao e as taxas sao adicionadas para construir

a equacao cinética para cada espécie. Por exemplo, a equacao cinética para A é:

A + +2
a rnT—7r-1—"e T2

= —kyA+k_1CD — kyAB + 2k, AB
= —kA+k_,CD + k. AB.

Note que para reagao em (2), A é tratado com ambos reagente (—r3) e produto (+2r3)
como especificado pela reagao. De forma analoga, as equacoes cinéticas para as outras

espécies sao:

B — _k,AB

dt

99 _ 3 A — k_,CD

% == ]ﬁA - kfch
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Condicoes Gerais para a Instabilidade de Turing

A analise matematica da instabilidade de Turing prevé a possibilidade da existéncia, o
tipo e a forma dos padroes que podem surgir na solucao das equacoes de reacao-difusao.
Consideremos um sistema descrevendo a difusao e a reacao entre duas espécies descrito
pelas equagoes abaixo.

% = VQU—I—B]C(U,U)

(24)
% = dV*v + Bg(u,v)

Onde f e g sao fungoes que descrevem os processos de reacao e d é a razao entre as
constantes de difusao. Na analise da instabilidade de Turing usualmente assuma que as
condicoes de fluxo no contorno sao iguais a zero.

Supbe-se que para as equagoes (24) exista uma estado estaciondrio (estével)
homogéneo. Nesta situagio os termos de difusao (V2u,V?v) se anulam. Diz-se que
as equagoes (24) apresentam instabilidades de Turing quando pequenas perturbagoes
espaciais deste estado levam o sistema a assumir um novo estado estaciondrio nao
homogeéneo.

A analise da estabilidade temporal destes estados estacionarios homogéneos é feita a

partir de (24) na auséncia dos termos de difusao:

% = 5f(uv U)
v (25)
% — bgtu.v).

O estado estavel do sistema em (24) é (u,v) = (u*,v*) tal que:

fu*,v*) = g(u*,v*) = 0. (26)

Note que as equagdes (25) podem ser escritas para um ponto, (u* + w"(t),v* +w"(t)), na
vizinhanca do estado de equilibrio, a partir da expansao em série de Taylor das funcoes

f e g. Considerando-se apenas os termos lineares, temos que:

8uidw“N v s of . . of ,
5% = Nﬂ[f(uw)—l—%w +8vw]' o
v dw’ _ ey 99 09
Pl Nﬁ[g(u,v)—i-%w —l—avw].
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As equagdes (27) podem ser escritas matricialmente como:

w; = SAw, (28)
onde:
dw™ u
u v w
w; = dtv , A= Ju S , W= : (29)
o Gu 90/ e w

onde os sub-indices representam a derivacao e A, matriz de estabilidade (Jacobiana),
armazena as derivadas avaliadas em (u*,v*).

Se A é um autovalor de A com autovetor V, entao:
BAV = \V (30)
Dessa forma X = e*V é solucio da equacio (30) uma vez que:

X, = ANV
= MBAV
= BANV
= BAX.

O estado estacionario w = 0 é linearmente estavel se a parte real do autovalor é negativo,
isto é, Re(\) = 0, uma vez que, neste caso, a perturbagdo w — 0 com t — 0.
A determinacao dos autovalores e autovetores de A se da através da imposicao de que

a equagao (30) tenha solugao nao nula, desta forma:

det(|BA — \|) = lu=2 Bl | _ (31)

A equagao (31) acima, conhecida como equagao caracteristica, expandida fornece:

A2 — B(fu+ go)A+ B2(fugo — fogu) =0 (32)
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Assim resolvendo a equagao (32) as raizes podem ser escritas como:

Bl(fu+ 90) £V (fu+ 90)2 — A fugy — [o90)]

)\1’/\2 - 2

=0 (33)

A partir da anélise da equagao (33) pode-se perceber que a estabilidade linear, isto é
Re(\) < 0 é garantida se:
tr(A) = fu + g, < 0. (34)

’A| = fugv - fvgu > 0. (35)

As condigoes acima garantem a estabilidade linear no tempo do estado homogéneo,
portanto, sem a influéncia dos termos difusivos. Na presenca da difusao, tem-se o sistema

de reagao-difusao completo.

10
w, = DV?w + BAw, com D = (36)
0 d
As solugoes do sistema (36) s@ao da forma:
w(r,t) = Z e MW (r) (37)
k

Onde as constantes ¢, sao determinadas por expansao de Fourier das condicoes iniciais
em termos de Wy(r), que sao autovetores associados aos autovalores k do problema de

autovalor.

VW +k*W =0, com n-VW =0 no contorno. (38)

Se o problema for unidimensional definido em 0 < z < a, W é uma combinacao

nmwr
a

) e os autovalores, k = “* (um conjunto discreto de

linear de termos na forma cos(
valores) sao chamados nimeros de onda da solugao. Substituindo a equagao (37) em (36),

obtém-se para cada k:

AW, = AW}, + DV?*W;, (39)

Como Wy, deve satisfazer a equagao (38), a equagao (39) pode ser re-escrita como:

AW, = BAW,, — DE*W,. (40)
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Logo, como

M — BA — K*D]W,, = 0, (41)

procuramos uma solucao nao trivial para o sistema acima com a condigao:
det(A\ — BA — k*D) =0 (42)

Avaliando o determinante da equagao (42) acima com A e D definidos nas equagoes (29)

e (34), obtém-se os autovalores A(k):
N+ AR (1 +d) = B(fu + g0)] + h(k?*) =0, (43)

onde

B(K2) = di* — B(df + f,)K* + B|A]. (44)

A equagao (43) acima é semelhante a equagao (31), onde a exigéncia de que Re(\) < 0 leva
a necessidade da satisfagdo as equagbes (34) e (35). Para que o estado estaciondrio seja
instdvel as perturbagoes espaciais, deve-se impor que a solucao de (46) tenha Re(A(k)) > 0
para algum k # 0. Tendo em vista a expressao em (34) e que [ e d sdo positivos, pode-se
concluir que o coeficiente que multiplica o termo linear em A\ é positivo, o que implica
que a soma das raizes da equagao (43) seja negativa. Desta forma, para garantir que haja
uma raiz positiva, é necessario que o produto das raizes, termo independente de A em
(43), seja negativo, isto é, h(k?) < 0. Uma outra forma de se chegar a esta conclusao é a

anélise das solugdes de (43):

Por outro lado, para que h(k?) seja negativo, para algum k, deve-se analisar a equacao
(44), que por sua vez é um polinomio de segundo grau em k?. Uma vez que o coeficiente
do termo de quarto grau em k é positivo, os valores negativos de h(k?) vao ocorrer para

k? entre as rafzes k? e k3 de (44), isto é:

2 < k2 < k2, (46)
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onde:
B = 1t 00) — (9. — 4d| A} (47)
B = 1+ 00) + {90 — 4a1 1Y) (19)

Observando as equagoes acima (47) e (48), percebe-se que para obter k¥ e k3 positivos

com d # 1, é necessario que seja satisfeita a condicao:
(dfu+g,) >0 (49)

Por outro lado, para que existam duas raizes reais diferentes é necessario que o

discriminante seja positivo, isto é:

Mantendo-se fixa a cinética das reagoes pode-se observar o comportamento de h(k?) com
a variagdo de d. Supondo f, < 0 e g, > 0, para que (49) e (34) sejam satisfeitas é
necessario que d < 1. Neste caso s6 hé a possibilidade de ocorrer a instabilidade de Turing
se d for menor que um valor critico d.. Apos todas as consideragoes apresentadas nesta
secao, obtém-se assim as condigoes para a geracad de padroes espaciais por mecanismo
de reacao-difusao de duas espécies. Em resumo, as condi¢oes que restringem o espago de
parametros caracterizando o espaco de Turing se resumem com os seguintes conjuntos de

desigualdades, a partir das equagoes (34), (35), (49) e (50):

.

Ju+t9o <0
uYv T @u>0
fugo = fog (51)
dfu +gv >0
. (dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu) > 0
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Expokit

Expokit constitue-se de um conjunto de rotinas para calculo de exponenciais de matrizes
capaz de determinar também o resultado do produto da exponencial de uma grande
matriz esparsa por um vetor e até mesmo a solucao de um sistema de equacoes diferenciais
ordindrias lineares. Utiliza métodos de projecao em subespacos de Krylov o que o capacita
a operar com matrizes esparsas de grandes dimensoes. Codificado em Fortran utiliza
chamadas a bibliotecas cientificas como BLAS e LAPACK possuindo médulos essenciais
minimos para substitui¢ao destas bibliotecas para sua maior portabilidade.

Nesta secao mostramos as principais rotinas do pacote Expokit para resolver a
exponencial de qualquer matriz na linguagem Fortran e Matlab. O fluxo geral do
programa ¢ representado esquematicamente a seguir, onde as rotinas de relevancia para
a implementacao de nossos métodos de integracao estao assinaladas com um asterisco e

serao detalhadas a seguir.

Expv.f*

Phiv. f

Padm.f*

Chbuv. f
Blas.f/Lapack. f*

Expokit =

\ Expv.m/mexpv.m*

Rotina EXPV Esta rotina calcula w = exp(tA)v, onde t pode ser positivo ou
negativo. A accao do operador exponencial matriz no vector operando é avaliado
directamente, isto é, exp(tA) nao é calculado isoladamente antes de ser aplicado a v.

Uma variante a esta rotina é DMFEXPV aplicado a problemas de Cadeia de Markov.

Rotina PHIV Esta rotina calcula w = exp(tA)v + tip(tA)u a qual é a solugao da

equagao diferencial ordinaria linear nao-homogénea:

dw __
= Aw+u

w(0) =wy =v
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Onde ¢(z) = (e* — 1)/x. O parametro t pode ser positivo ou negativo, se u = 0 este

procedimento é matematicamente equivalente a Ezpv, e se v = 0 este calcula ty(tA)u.

Rotina PADM A rotina Padm calcula a exponencial da matriz exp(tH) na

totalidade quando H é uma matriz relativamente pequeno.

Rotina BLAS/LAPACK Essas rotinas utilizadas para otimizar produtos de

matriz-vetor, matriz-matriz, etc.

Rotina EXP.m/MEXPV.m Estas rotinas sdo semelhantes as rotinas Expv e

Dmexpv em Fortran adaptado ao linguagem Matlab.
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