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Resumo

Apresenta-se aqui uma discussao sobre trés métodos para o calculo do
propagador de Feynman para alguns modelos em mecanica quantica nao re-
lativistica. O formalismo de Feynman é apenas um dos varios existentes para
a abordagem de problemas na mecénica quantica. O primeiro método é um
calculo da integral de caminho, que é baseado em uma relacao de recorréncia
para a producao de propagadores infinitesimais. Essa relacao de recorrén-
cia nao tem aparecido em discussoes anteriores da integral de caminho do
oscilador harmonico unidimensional, embora seja inspirada por uma relacao
similar em um sistema tridimensional. O segundo método foi desenvolvido
por Schwinger em 1951 para tratar acoes efetivas na eletrodinamica quantica
baseado na solucao das equacoes de movimento do operador de Heisenberg.
Com o uso adequado do operador ordenado e subordinadas as condicoes inici-
ais produz o propagador. Por fim, o terceiro método, que usa-se de técnicas
algébricas baseadas na fatoragao do operador evolucao temporal usando a
formula Baker-Campbell-Hausdorff.

Palavras chaves: Método integral de caminho; Método de Shwinger;
Método Algébrico.



Abstract

Here we present a discussion of three methods to calculate the Feynman
propagator for some models in non-relativistic quantum mechanics. The for-
malism of Feynman is just one of several available for addressing problems in
quantum mechanics. The first method is a calculation of the integral path,
which is based on a recurrence relation for the production of infinitesimal
propagators. This recurrence relation has not appeared in previous discus-
sions of the full path of the one-dimensional harmonic oscillator, although
inspired by a similar relationship in a three-dimensional system. The second
method was developed by Schwinger in 1951 for treating effective action in
quantum electrodynamics based on the solution of the equations of motion
of the Heisenberg operator. With the proper use of the operator ordained
and subordinated the initial conditions produces the propagator. Finally, the
third method, which uses the algebraic techniques are based on factorization
of the time evolution operator using the formula Baker-Campbell-Hausdorff.

Keywords: Path integral method; Method of Shwinger; Algebraic method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

Em 1933, Dirac apresenta uma formulacao da mecanica quantica usando a
lagrangiana do sistema [1]. Ele afirma que, classicamente, as formulagoes la-
grangianas e hamiltonianas sao equivalentes, portanto, essa equivaléncia deve
aparecer na mecanica quantica [2|. Além disso, a formulagao lagrangiana é
covariante, uma vez que a acao ¢ um escalar de Lorentz, enquanto a for-
mulacdao hamiltoniana nao o é. A formulacao lagrangiana poderia ser mais
facilmente utilizada para tratar sistemas relativisticos [1].

Seguindo a ideia anteriormente desenvolvida por Dirac, em 1948, Feynman
prop6s uma maneira alternativa de obter o propagador quantico sem neces-
sariamente usar a equacao de Schrodinger [3]. Ele imaginou que, quantica-
mente, uma particula poderia evoluir entre dois estados seguindo todas as
trajetorias possiveis. Entao, postulou a seguinte relacao:

K(f,t,fo,to) = Z exp <%S) y (111)

todas
trajetorias

em que S é a acao correspondente a cada uma das trajetorias.

O método de Schwinger foi introduzido em 1951, em seu famoso trabalho
On gauge invariance and vacuum polarization |4] no contexto da teoria quan-
tica de campos. Schwinger desenvolveu o método para tratar agoes efetivas
na eletrodindmica quantica, baseando-se nas solugoes das equacoes de movi-
mento do operador de Heisenberg |5].

A origem do método algébrico remonta ao inicio da mecanica quantica,
com as formulagoes das matrizes de Jordan, Heisenberg, Pauli, entre outros
[5]. Esse meétodo estd conectado com a dindmica dos sistemas de grupos
de simetria. Hoje, h&4 muitos trabalhos desenvolvidos para a simetria de



problemas coulombianos nao relativisticos descritos por meios de teoria de
grupos [6]. O meétodo algébrico pode ser utilizado para a solu¢ao problemas
interessantes, como por exemplo, o atomo de hidrogénio [7] [8] [9] [10]. Para
isso, ¢ suficiente um conhecimento basico da algebra de Lie.

A proposta deste trabalho é apresentar uma discussao sobre alguns méto-
dos a fim de se obter o calculo do propagador de Feynman para o oscilador
harmoénico unidimensional. Escolheu-se o oscilador harmoénico, devido a sua
importancia em praticamente todos os ramos da fisica. Nao ha aqui qualquer
pretensao de originalidade, trata-se de conhecimento estabelecido e exposto
por muitos autores, em particular, apoia-se extensamente na referéncia prin-
cipal [5]. Espera-se que este material seja tutil a todos os estudantes inte-
ressados no assunto, pois esses encontrarao aqui os calculos detalhados para
esse propagador usando trés técnicas diferentes.

No primeiro método, encontra-se o propagador para o oscilador harmonico
usando-se da integral de caminho, mas sem fazer uso da aproximacao semi-
classica, como é frequentemente usado. Apresenta-se um procedimento al-
ternativo e muito simples.

O segundo método consiste em realizar trés simples passos a partir da
equacao diferencial do propagador na representacao de Heisenberg. Esse
método também pode ser aplicado para o calculo do propagador de Feynman
para o problema de forca constante, para uma particula carregada em um
campo magnético uniforme, entre outros.

O terceiro método tem como ideia principal a fatoracao do operador
evolucao temporal. Para obter o operador evolugao temporal fatorado, utiliza-
se de manipulagoes dos operadores momento e posicao, bem como, da formula
de Baker-Campbell-Hausdorff.

Visando o desenvolvimento dos métodos, inicia-se o trabalho com uma
revisao aos formalismos mais conhecidos da mecanica quantica, que sao os
formalismo de Schrodinger, Heisenberg e Feynman. No capitulo 2 é apre-
sentado o método integral de caminho, no capitulo 3 desenvolve-se o método
de Schwinger, no capitulo 4, faz-se o estudo do método algébrico. Com o
objetivo didatico, no capitulo 5 obtém-se as autofuncgoes, autovalores e a
funcao particao diretamente da expressao do propagador de Feynman. Para
finalizar, no capitulo 6, apresenta-se as conclusoes.

1.2 O propagador quantico

O estado de um sistema cléssico ¢ perfeitamente determinado a partir do
conhecimento da dependéncia temporal das coordenadas e momenta conjuga-
dos associados ao sistema, que sao obtidas das equacoes de Hamilton-Jacobi
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ou a partir das equagoes de Euler-Lagrange. Nos sistemas quanticos sao as-
sociados operadores definidos no espaco de vetores de estado. O conceito
determinista de estado cede lugar a uma formulacao probabilistica, a partir
de amplitudes associadas a esses vetores e estados. A evolucao temporal do
sistema é agora atribuida a evolugao temporal dos vetores de estado, na for-
mulagao de Schrodinger, ou aos operadores associados ao espaco de vetores
na formulacao de Heisenberg. Determinar a evolugao temporal do sistema no
espaco de vetores implica em calcular o operador evolucao temporal U (t,t0)
ou propagador do sistema, considerando a representacao apropriada. Entao
o estudo da dinamica quantica do sistema busca métodos para se determinar
esse propagador [11] [12] [13] [14] [15].

1.2.1 O operador evolucao temporal
Representagao de Schrédinger

De acordo com os postulados da mecanica quantica, o estado de um sis-
tema fisico num instante t é completamente especificado pelo estado |1 (t)).
Por outro lado, a questao bésica da dinamica quantica é a de saber como
evolui um sistema quantico entre um instante ¢, e um instante final ¢, isto
é, como obter |1 (t)) a partir de |i)s (to)). Essa afirmagdo de que [¢)s (to))
determina |, (¢)) é a forma na mecanica quantica do Principio da Causa-
lidade, que é assumido aqui como verdadeiro. A atuacao de um operador
linear - o operador temporal U (t,1,) - sobre |1 (£)) permite obter o estado
da particula num instante posterior ¢ [13], isto é,

[¢s (8)) = U (£, %0) [ (o)), (1.2.1)

<¢s (t) ‘ = <77Z}5 (tO) |UT<ta tO)‘ (122)

Como a norma do vetor de estado do sistema nao deve ser alterada du-
rante a evolugao temporal,

(s (1) |hs (£)) = (s (fo) [¢s (t0))- (1.2.3)

Usando as expressoes (1.2.1) e (1.2.2) tem-se que,

<¢s (t) W)S (t» = <¢s (t0> |UT(ta tO)U (t7 tO) W}s (t0)>

Logo,
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Ut (t,to)U (t,to) = 1. (1.2.5)
Conclui-se, entdo, que o operador U (t,to) € unitario, isto &,
Ut to)U (t,t0) = U (t,to) Ut (¢, t9) = 1. (1.2.6)
Por outro lado, a expressao (1.2.1) indica que

A ~

U (t,t) = U (to, to) = 1. (1.2.7)
Seja
Vs (t2)) = Q(tmtl) |}/)s (t1))
= q(tbtl) U (t1,t0) [¥s (t0))
= U (ta, to) [¢s (t0))
= ﬁ(tg,to) = (j(tg,tl) U(tl,to) . (128)

Agora, para um intervalo de tempo infinitesimal ¢ <1, defini-se o opera-
dor H (t) da seguinte maneira:

i

U@+«J):i—ﬁd?@. (1.2.9)
Usando-se da expressao (1.2.8), tem-se,
U(t+ety)=U(t+et)U (1) (1.2.10)

Desse modo, a equacao diferencial satisfeita por U (t,to) €

dU@m>_lmU@+@m—U@m)
dt - e—0 €
e—0 €
[0(t+e,t) —1| U (t,to)
= lim
e—0 €
= —TH(®)U (1)
dU (t.t .
jml%fQ::H@U@m% (1.2.11)

com a condicdo inicial dada pela expressao (1.2.7), U (t,to) = 1 [13] [16] [17].
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O operador H (t) é caracteristico do sistema fisico em consideracao, e é
andlogo a funcao introduzida pelo matemaético irlandés Sir Willian Ronan
Hamilton (1805-1865), em 1835, conhecida como hamiltoniana [13]. Por-
tanto, em mecanica quantica ele é denominado de operador hamiltoniano.
Agora, se H nao depende explicitamente do tempo ¢, a expressao (1.2.11)
pode ser integrada, obtendo-se o seguinte resultado:

U (t,to) = exp [—g(t—to)] : (1.2.12)

De acordo com a expressdo (1.2.5), a expressao (1.2.12) mostra que H é
hermitiano (isso é necessario a fim de que o autovalor seja obrigatoriamente
real) e unitario. Levando-se a expressao (1.2.12) na expressao (1.2.1), tem-se,

s () = exp [—%Ht] |15 (0)). (1.2.13)

Derivando-se a expressao acima,

Gl @) = —pfresp |- . 0)
o (1) = A (). (1.2.14)

A expressao acima, mostra a equacao de movimento de Schrodinger do
estado |1 (t)). Efetuando-se o produto escalar da expressao (1.2.14) com
(7], que representa o operador adjunto do autoestado do operador posi¢ao,
lembrando-se que sendo |1 (t)) é o autoestado de uma dada particula no
instante t e |7) & o autoestado do operador posicao R entdo (7o) (t)) = o (7, 1),
tem-se,

O (7, 1) = Hb (7, 1) (1.2.15)

que nada mais é do que a equacao de Schrédinger. Por essa razao, a expressao
(1.2.14) é denominada de representacao de Schrodinger do estado |5 (1)),
pois é o estado que evolui no tempo enquanto o operador H permanece
constante no tempo.

Representagao de Heisenberg

Em 1927, o fisico alemao Werner Karl Heisenberg (1901-1976) estudou a
evolucdo temporal dos operadores da seguinte maneira [13]: admite-se que
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os estados de Heisenberg |¢y) coincidam com os estados de Schrodinger |1))
no instante t = 0, isto é,

[u (1)) = [ (0)). (1.2.16)

Impondo-se que os valores esperados dos operadores O ! sdo os mesmos
nas duas expressoes e H é hermitiano e independente do tempo.

Entiio,
(64 0110, 1) 4 () = (v (1) 1O (1) i (1)
= .0 e (5 H) Jex (=it 0. 0) =
= (4, (0)0n (1) 0)

Pode-se, assim, concluir que,
Op (t) = exp (%ﬂt) O, (t) exp (—%]:It) . (1.2.17)

Derivando-se a expressao acima em relacao ao tempo t e usando-se a
mesma, expressao, tem-se,

10 ¢ um operador linear definido no espaco de Hilbert.
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—%exp (%Flt) O, (t) exp (—%flt) H
d - 7 A
Z0u (1) = —ﬁ(oH (t) H — HOy (t))
7 A d - N
+ exp (ﬁHt) EOS (t) exp <——Hz€>
Loww) = -2 On (1), 1] + i) Log @) exp (=Lt
TR R A P\ ) s\ P Tt )

(1.2.18)

Admitindo-se que O, (t) dependa explicitamente de t, e considerando-se
que, por defini¢cao

0 (S d - [
— = —Ht | — ——Ht|. 1.2.1
8tOH (t) = exp (h t) dtOs (t) exp < ; t) ( 9)
A expressao (1.2.18) toma a seguinte forma:
d - QA . d -
—0u (1) = — [OH (1) ,H} + =0 (1), (1.2.20)

que representa a equacao de movimento de Heisenberg do operador Oy (t).
Observa-se que quando Og nao depende explicitamente do tempo, tem-se

%OH (t) = _% O (1), 11 . (1.2.21)

1.2.2 Propagador na mecanica quantica

Segundo Feynman, em seu trabalho de tese, a mecanica quantica deveria
ser baseada na formulacao lagrangiana da mecéanica classica, que por sua vez
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é fundamentada no principio da minima acao. O método de quantizacao de
Feynman utiliza-se das chamadas integrais de caminho e foi baseado numa
ideia sugerida por Dirac em 1933 [18].

O principio fundamental dessa formulagao é que a probabilidade de tran-
sicao entre os estados nos instantes t; e t5 ¢ proporcional a:

i [
exp <ﬁ / Ldt) )
t1

E isso vale tanto classicamente quanto quanticamente. No caso classico,
devido as massas serem grandes, qualquer variacao da acao ¢ muito maior
que h, o que leva a expressao anterior a nao dar contribuicao significativa
fora do valor minimo de S2. E por isso que classicamente o sistema evolui
ao longo de uma trajetoria bem definida. No caso quantico, sendo as mas-
sas envolvidas extremamente pequenas, os valores da acao sao da ordem de
grandeza de h, assim, outras trajetorias podem contribuir significativamente
para a probabilidade de transicao entre os dois estados. De fato, a probabili-
dade de transicao corresponde a integracao por todas as trajetorias possiveis.
Dai 0 nome da formulacio. E essa indeterminacio que faz com que o método
de quantizagao por integrais de caminho esteja coerente com o principio da
incerteza de Heisenberg [19] [20] [21].

1.2.3 O principio da minima acao

Seja S a acao de um sistema fisico qualquer. A sua expressao é dada por:

[2)
S— / Lat, (1.2.22)
t1
em que L =T —V ¢é a lagrangiana do sistema, 7' é a energia cinética do
sistema e V' a energia potencial que descreve as interagoes das particulas
do sistema. O principio da minima acao afirma que de todas as maneiras
possiveis para um sistema evoluir entre os instantes t; e to, ele segue aquele
em que a acao tem um minimo, essa ¢ uma das formas de expressar a parti-
cular trajetoria ¢ dentre todas as possiveis trajetorias. Isso significa que héa
uma certa quantidade S que pode ser calculada para cada trajetéria e que
a trajetoria classica é aquela para qual S tem um valor minimo. A condicao
implica, que S assuma um valor extremo o qual nao se altera até a 1* ordem,
mesmo quando ¢ é ligeiramente modificada [18].

20 funcional S tem um valor minimo ao longo da trajetoria classica.
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q(t2)

=

q (t1)

Figura 1.1: Espaco de Configuragoes [18].

05

25/L(q (t),q(t),t)dt| =0, (1.2.23)

q9=q q=q
em que ¢(t) é a n-upla (1 (t),z9(t),...,x, (t)),q(t) significa a trajetoria

classica e S|  ¢é a variacdo do funcional agao em 1* ordem sob dq (t) em
a=q

torno do seu valor S

. As variacoes da trajetoria classica
9=q

devem estar sujeitas a condicao de extremos fixos

0q (t1) =0 =dq (t2).

O objetivo é mostrar que tomando um conjunto particular de infinitas
trajetorias que contenham por construcao a trajetoria classica, as trajetorias
que tornam nula a variacao em 1* ordem da acao sao justamente as que
satisfazem a equagao de Euler-Lagrange [18].

Uma vez que S tem um valor estacionario para a trajetoria classica em
relacao a quaisquer outras trajetorias vizinhas, a variacao deve ser zero em
relacao a algum conjunto particular de caminhos vizinhos definido por um
parametro infinitesimal . Um conjunto de tais caminhos pode ser denotado
por x (t,«), com x (t,0) representando a trajetoria classica.

X (t,a) =q(t) +an(t), (1.2.24)
X (t,a) = (21 (t, ) 22 (t, @) .y p, (T, )
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em que « é o parametro a ser variado a fim de gerar as variagoes em torno
da trajetoria classica e 1 (t) é qualquer fungao que desaparece em t = t; e
t =ty ousejan(ty) =n(t2) =0.

Por simplicidade, esta assumido que ambas as trajetorias ¢ (¢) e a fungao
auxiliar 7 (¢) sdo fungbes bem comportadas, continuas e sem singularidades
entre os instantes t; e ty, com primeira e segunda derivada continuas no
mesmo intervalo.

Usando essa representacao paramétrica para as trajetérias, pode-se con-
siderar a acao como uma funcao ordinaria do parametro «,

S(a) = /tQ Lix(ta) % (ta),b)dt (1.2.95)

t1
e impor que S seja um extremo para « = 0, uma vez que x (¢, = 0) = ¢ (¢).
Essa imposicao para obtencao de um ponto estacionario é matematicamente
familiar e expressa-se por:

5@ _ (1.2.26)

0o a=0
Calculando-se as derivadas em relagao a a obtém-se,

do /tl ; (a$z’ da * 0% 8a> dt. (1.2.27)

Integrando-se por partes o 2° termo do lado direito da equagao (1.2.27),

tem-se,
" [ 0L Pui OL da; ) |1» d 9L Oz
: : Ao dt
(1.2.28)

1
A condicao de extremos fixos elimina o 1° termo do lado direito da equagao
(1.2.28), pois

Ox (t,a)
Oa
Substituindo a equacao (1.2.28) na equagao (1.2.27) obtém-se,

oo /tl Zzl [(axz - %&Ez) 8@] dat. (1.2.29)

A 1% variacao da acao em torno da trajetoria classica pode ser escrita na
forma

=0.

t=t1,t2

= (t)

t=t1,t2

_95()

X=q Oa

05

do. (1.2.30)

a=0
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Assim

05

PISTOL  d (0L O
- _/t Z [axi - (83&)] (a@) . dadt. (1.2.31)
1 =1 e

Como as variacoes funcionais nas coordenadas generalizadas, dx; (t) =

% da sao arbitrarias, a imposicao de que 5S‘x*¢7 = ( faz com que todos
=0 =
0s seus coeficientes sejam nulos simultaneamente, isto é,
oL d (0L
- =0; i=1,2,..n, 1.2.32
Ox;  dt (ax'i) (1.2.32)

que sao as equagoes de Euler-Lagrange, como queria-se demonstrar. Embora
tenha-se usado um conjunto particular de trajetérias, o resultado ¢ geral
devido a arbitrariedade na escolha de 7 (¢) [18].
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Capitulo 2

Método integral de caminho

2.1 Fundamentos da integral de caminho

A ideia de Feynman foi construir uma expressao para o propagador quén-
tico explorando o principio de Huygens da ética ondulatoria [18|. Dessa
forma, imaginou que k (Z,t; 20, to), fosse dado por uma soma de amplitudes
de probabilidades em que cada uma delas estava associada a uma possivel
trajetoria no espago de configuragao ligando os pontos (7o, %) e (¥,t), ou
seja,

K (2 t;7,t) = Y @), (2.1.1)

todas
trajetorias

em que ® [z ()] é a amplitude associada a trajetoria x (t). A contribuigao de
cada trajetoria tem uma fase proporcional a acao S,

B [z (£)] = const exp (%s) | (2.1.2)

Para que a expressao tivesse um limite classico correto, Feynman escreveu
o propagador como:

K (7,1 o, 1) — /D[x (£)] exp (%s) | (2.1.3)

em que D[z (t)] tem um carater puramente formal, significa integragao so-
bre todas as trajetorias x (t) ( integracao funcional ) e S é a ac¢do calculada
ao longo de cada trajetoria z (t) [18]. Observe que na ideia de Feynman,
o principio da incerteza de Heisenberg fica embutido, pelo menos qualita-
tivamente, no fato de haver varias trajetorias possiveis para a evolugao do
sistema. No caso em que % >> 1 devido ao valor extremamente pequeno de
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h(h = 1,055 x 10734J.s), mesmo uma pequena varigao no valor da agao clas-
sica (de um objeto macroscopico por exemplo) proporcionara uma enorme
variacao na fase, causando oscilagbes muito rapidas em @ [z (¢)] de tal forma
que ocorrerd interferéncia destrutiva, pois a contribuicao de uma determi-
nada trajetoria é cancelada pela contribuicao de outra em que a fase difere
de m. Desse modo, o método da fase estacionaria nos diz que a maior con-
tribuicao para o propagador é justamente quando 05 = 0, o que ocorre para
a trajetoria classica .

A soma sobre as trajetorias

Embora esteja clara, qualitativamente, a nogao da soma das contribuicoes
de cada uma das trajetorias, é necessirio que seja feita uma definicao mais
rigorosa, matematicamente, desta soma [16]. A quantidade de trajetorias é,
em alta ordem, infinita, e nao ¢ evidente qual medida de integracao deva
ser associada ao espaco dessas trajetorias. Para iniciar, considere a integral
de Riemann usual. Pode-se dizer, a grosso modo, que a area A sob uma
curva ¢ igual a soma de todas as suas ordenadas. Melhor ainda, pode-se
dizer que é proporcional a essa soma. Para tornar a ideia precisa, toma-se
um subconjunto de todas as ordenadas (aquele em que o espacamento entre
elas é constante e igual a h). Somando-as, obtém-se que

A~Zf (1),

em que a soma é calculada sobre o conjunto finito de pontos z;, como
mostrado na figura.
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Xp X1 X3 Xi X1

Figura 2.1:

Na definicao usual da integral de Riemann, um conjunto de ordenadas é
tracado a partir da abscissa da curva. As ordenadas sdo espacadas a uma
distancia h. A integral é aproximada pela soma de h vezes as ordenadas
[16].

Essa aproximacao tende ao valor exato quando h se aproxima de zero.
Entao pode-se escrever a expressao

A= lim [hZf(x»]-

Uma definicao andloga pode ser usada para integral de trajetoria. Para
fazer isso, divide-se o intervalo de tempo t — ¢ty em um nimero muito grande
N de intervalos infinitesimais e.

t—t

= (2.1.4)

€

Nesse limite cada trajetoria ¢ representada por uma poligonal, como
mostrado na figura 2.2.
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Figura 2.2: Procedimento de particionar o tempo [16]

"Varrer"todas as trajetérias significa "varrer'todos os valores possiveis
das coordenadas xz; = z(t;) em que t; = t' +ie;i = 1,2,...,N(to=1t) e
(ty =1t) [18].

A equacdo resultante é:

K(ﬂf t; Io,to // dIldflfg d.CE'N_l. (215)

A integral nao abrange as extremidades fixas, no caso presente, tornando €
cada vez menor, pode-se obter uma amostra mais representativa do conjunto
completo de todas as trajetorias possiveis entre os pontos (Z,t) e (&, to).
Entretanto, o limite nao existe, para que haja o limite, precisa-se definir um
fator de normalizacao que dependa de e. Com esse fator, o limite existe e
usando a equagao (2.1.3) pode-se escrever,

K (Z,t; %y, t) = llm AN/ H exp ( )d?’xj, (2.1.6)

e~>0

em que A é o fator de normalizacao a ser determinado e a acao S deve ser

dada por
— Tk 1)2 T+ Tp—1
S = E ——— — €V <T) , (2.1.7)

para uma lagranglana do tipo L = %mécz -V (x).
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2.2 A integral de caminho

H& muitas maneiras de se definir um subconjunto de todas as trajetorias
ente a e b [16]. A defini¢do particular usada aqui podera nao ser a melhor
para certos propositos mateméaticos. Por exemplo, suponha que a lagrangiana
dependa da aceleracao de x. Da maneira a qual foi construida a trajetéria, a
velocidade é descontinua nos varios pontos (x;,t;) , uma vez que a aceleragao é
infinita nesses pontos. Essa é uma possivel situagao em que se teria problema.
Entretanto, nos exemplos que serao apresentados aqui, a substituicao © =
6% (xi41 — 2x; + x;_1) seré suficiente. Podem haver outros casos em que essa
substituicao nao seja adequada, ou mesmo possivel, e essa definicao de soma
sobre todas as trajetorias seja simplesmente muito complicada de se usar.
Essa situagao ocorre na integral em que a definicao usual de Riemann nao se
aplica e precisa-se recorrer a alguma outra definicao.

A necessidade de redefinir o método de integragao nao destroi o conceito
de integracao. Portanto, pode-se escrever a soma sobre todas as trajetorias
[16], usando uma notac¢ao menos restrita,

K (%t %, o) — /D 2 (1)) exp (%s) | (2.2.1)
que serd chamado de Kernel da integral de caminho .

Eventos que ocorrem em sucessao

Esta secao tem como objetivo mostrar a obtencao de uma lei importante
para a composicao de amplitudes para eventos que ocorrem sucessivamente
no tempo [16]. Sejam a = (Zy, ty) e b = (7, t) e ainda suponha t. um determi-
nado tempo entre £y e t. Entao a acao ao longo de uma trajetoéria qualquer
entre a e b pode ser escrita como [16]:

Sb,a] =S[b,c]+ S|eal. (2.2.2)

Isso segue do resultado da definicao de acao como uma integral no tempo
e também do fato de L s6 depender da derivada de primeira ordem de x.
Usando a expressao (2.2.1) em que se definiu o Kernel, pode-se escrever,

K (b,a) = /exp [%S b, c] + %S [c,a]l| Dz (t)]. (2.2.3)

Sempre é possivel dividir uma trajetoria em duas partes, a primeira com
as extremidades x, e z. = x (t.), e a segunda com extremidades z. e x; como
mostra a figura.
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Figura 2.3:

A amplitude de cada caminho que vai de a para b via ¢ é um produto da
amplitude que vai de a para ¢ com a amplitude que vai de ¢ para b [16].

Também ¢é possivel integrar sobre todas as trajetorias de a para ¢, em
seguida sobre todas as trajetorias de ¢ para b, e finalmente integrar o resul-
tado sobre todos os valores possiveis de x.. Na primeira etapa da integracao,
S [b, ] é constante. Assim, o resultado pode ser escrito como:

K (b,a) = / C / e (%S[b, c]) K (¢,a) D[z (t)] dz.. (2.2.4)

E agora as integracoes devem ser efetuadas nao somente entre as tra-
jetorias ¢ e b, mas também sobre a varidvel intermedidria x.. Na etapa
seguinte, serd efetuada a integracao sobre todas as trajetorias entre um ponto
arbitrario x. e o ponto b, e tudo o que resta ¢ uma integral sobre todos os
valores possiveis de x.. Assim,

K (bya) = / K (b,c) K (c,a)dx., (2.2.5)

esse resultado, pode ser resumido da seguinte maneira: todas as trajetorias
alternativas de a para b podem ser identificadas especificando a posicao z.
através da qual elas passam no tempo t.. Entao o Kernel para uma particula
que vai de a para b pode ser calculado das seguintes regras:
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1. O Kernel para ir de a para b é a soma, sobre todos s valores possiveis
de z. das amplitudes, para uma particula ir de a para c e em seguida para b.

2. A amplitude para ir de a para c e em seguida para b é o Kernel para
ir de a para ¢ multiplicado pelo Kernel para ir de ¢ para b.

Isso significa que Amplitudes para eventos que ocorrem sucessivamente
no tempo se multiplicam. Pode-se continuar esse processo até que a escala
de tempo seja dividida em N intervalos. O resultado é:

// KbN-1)K(N-1,N—2)..
ml rzn—1
(t+1,4)..K (1,a) de1dzy...dx N1, (2.2.6)

o que significa, que pode-se definir o Kernel de uma maneira diferente da
que foi dada na equagao (2.1.6). Nessa defini¢do alternativa o Kernel para
uma particula ir entre dois pontos separados por um intervalo de tempo
infinitesimal € para uma primeira ordem nesse intervalo infinitesimal é:

' i i Tip1 — T b l
K (i+1,i) = Aexp {%EL (56“;5” e Y “; )] . (2.2.7)
€

em que A é uma constante de integracdo. Assim, pelas regras de multi-
plicacao das amplitudes de eventos que ocorrem sucessivamente no tempo,

tem-se,
N-1

Olz))=lm || K(+1,1), (2.2.8)

e—0
=0

para a amplitude de um caminho completo.

2.3 O propagador na mecanica quantica nao re-
lativistica

Seja [t (to)) o vetor de estado de uma particula medido no instante ¢
[18]. A atuacdo do operador evolugao temporal U (¢, ty) sobre |1 (to)) permite
obter o estado da particula em um instante posterior ¢, isto é,

[4(8)) = U (t,t0) [¢ (to))- (2.3.1)

Seja X um operador posi¢ao. Considera-se que |Zp) seja um autoestado
desse operador com autovalor zy. Assim,
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Pode-se, entao, escrever a funcao de onda

Y (Zo, to) = (Zo|Y (o)), (2.3.3)

em que |1 (%o, ty)|? esta relacionado & probabilidade de uma particula ser

localizada em 7y no instante .
De forma semelhante, temos que a funcao de onda ¢ (Z,t) é,

¥ (T,t) = (Tl (1)), (2.3.4)

em que |Z) é autoestado de X com autovalor 7.
Tomando o produto escalar da equagao (2.3.1) pelo vetor (Z] e tendo em
conta a equacao (2.3.4), obtém-se,

(@ (1) = (@0 (¢ 1) [ ()
b (Z,t) = (ZU (& o) |4 (o)) (2.3.5)

Considerando-se, que os autoestados do operador X formam um conjunto
completo, tem-se,

/d3fo|fo><*0| =1. (2.3.6)
Introduzindo, convenientemente, essa identidade na equagao (2.3.5), segue
U@ = (@10 (6 to) [ Tl @l ()
d*To(7|U (t,t0) |To)v (o, o)

dgfoK (f, t, f(), to) w (fo, tg) R (237)

|
——

em que o Kernel K (7, t; %, ty) = (Z|U (,to) |Z) é o propagador quantico do
estado 1 (%, to) para o estado ¢ (7, ).

Com essa definicao, pode-se relacionar as fungoes de onda da particula
para tempos diferentes de forma bastante conveniente,

Y (Ta,t2) = <f2|@{1(t2)>
= (D5|U (L2, t1) [¥ (t1))

= /dgflK (fg,tz;fl,tl)w<f1,t1). (238)

A equagao (2.3.8) sugere uma analogia com o principio de Huygens da
Otica ondulatoria. Esse diz que conhecendo-se a frente de onda no instante
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t1, pode-se construi-la no instante posterior to > t; através da interferéncia
das ondas secundarias, gerada por cada um dos pontos da frente original. No
caso, a equacao (2.3.8) diz que conhecida a fung¢ao de onda v (7, ¢) no tempo
t1, terd sua expressao para qualquer instante posterior ( to > t; ).

A definicao do propagador quantico exige a presenca de uma fungao de-
grau, isto é,

K (Zg, to; 1, 11) = 0 (ty — t1) (Ta|U (ta, t1) |71), (2.3.9)
em que
. H (t, — t
U(t27t1) = exp <_M>
h
e

_ 1, Se (tg—tl)ZO
9(t2_t1)_{0, se (ta—1t1) <0

Dessa forma, o principio da causalidade fica preservado, pois a func¢ao 6 (to — t;)
"obriga as fontes secundérias a irradiarem s6 no sentido do futuro"[18].

O propagador pode também ser escrito em termos das autofuncoes do ope-
rador hamiltoniano. Esse conjunto de autofuncoes é completo. Considera-se
que seja ortonormal, assim,

/ PTGr (L) o (T) = Spm.- (2.3.10)

A relacao de completeza pode ser obtida multiplicando-se ambos os lados
da equacao (2.3.10) por ¢, (¥) (somando-se em n). Logo, tem-se,

S [ E56, )61, @) 60 @) = 60 (D (23.11)
Para que essa igualdade seja satisfeita, deve-se ter

Y o) 65 (&) = 6(F - 1), (2.3.12)

que é a relacao de completeza.

Para expressar o propagador em termos desse conjunto completo de funcoes,
comega-se por escrever a fun¢ao de onda v (Z,t) através dessa base, da
seguinte maneira:

Y (E,1) = et (E) exp (—%Et) . (2.3.13)

n

28



Pode-se notar a consisténcia desse resultado verificando que 9 (Z,t) sa-
tisfaz a equacao de Schrodinger.

Para um certo instante ty, tem que a ¥ (Z,ty) ¢ uma funcdo apenas de
Z. Assim, escrevendo-se também, em termos do conjunto completo acima
mencionado, tem-se

= aua (). (2.3.14)

Fazendo-se t = ¢y na equacao (2.3.13), segue,

W (Z,ty) = Z Cn () ¢ (Z) exp (—%Ento) . (2.3.15)

n

Comparando-se as equagoes (2.3.14) e (2.3.15) pode-se concluir que,

e (t) = a, exp (%Ento> . (2.3.16)

Voltando-se com esse resultado na equacdo (2.3.13),

U (Z,t) = Z anon (T) exp [—%EH (t — to)} . (2.3.17)

n

Das expressoes (2.3.10) e (2.3.14), pode-se obter:

Introduzindo-se essa quantidade na equagao (2.3.17), segue,
i —
W (Z, / Z on (F ) exp { B, (t - to)] b (Zo,t0) . (2.3.19)

E finalmente, comparando-se esse resultado com a equagao (2.3.18), obtém-
se a expressao do propagador em termos das autofun¢oes ¢, (¥),

K (Z,t; %y, tg) = Zgbn ) exp [ ;_LE (t—to)} (2.3.20)

2.4 Equivaléncia entre os formalismos de
Feynman e Schrodinger

O objetivo é demostrar que pode-se obter a equagao de Schrédinger a
partir da formulacao de Feynman. Para facilitar, considera-se o caso unidi-
mensional. Toma-se dois instantes de tempo muito préoximos ¢ e t 4+ €. De
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acordo com a expressao (2.2.7) o Kernel pode ser escrito como,

K (x,t+ €;30,t) = Aexp |:%EL (x—;xo’ ZC—CL'O’t>:|
€

Assim, a expressao (2.3.7) toma a seguinte forma:

—+00

¢(m,t+e):A/

—00

dzg exp {%EL (:“’ zxo, ‘ ;xo,t)} b (20,1). (2.4.1)

Seja, a funcao lagrangiana dada por, L = m% —V (x,t), tem-se

o . )
Uz t+e) = A/+ dxoexp{l<1mm

o h\2 €
v (x;xot)) }w(xo,t). (2.4.2)
A quantidade M ¢ muito grande quando x, é muito diferente de x ¢ a

exponencial oscila muito rapidamente com x,. Assim, a integral sobre xy d&
um valor muito pequeno. Somente quando xq for proximo de x, havera uma
contribuicao importante. Por essa razao, faz-se uma substituicao xo = =+,

Y (z,t+e€) = A/+oodnexp {72_1 an—z—eV(2x;n,t)}}¢(x+n,t)

0o €

+oo Z77,“72
= A/_OO dnexp(QhE)x

exp [—%V (21’2"‘77’75)} U (x+n,t).

(2.4.3)

Agora, a contribuicao significativa do propagador é para valores de n? da
ordem de e. Entdo, expande-se a expressao (2.4.3) do lado esquerdo até a
primeira ordem em € e do lado direito até a primeira ordem em ¢ e segunda
ordem em 7. Utilizando a expansao,

exp [—i_ev (2“%)] 1=V )+ 0.

h 2 h

30



9 oo L, .
Y (x, t)—i—ea—zf = A/_ dnexp <ZQZZ) [1—%6V(1’,t):| X

oy 0%
[¢($,t)+ 9 T ol a2
Y PR t)/+ood mt
= 4] eV (z, | x, . nexp (-
[ 10y [t imn?
A _1— 7—16‘/ (x,t)_ %/OO dnmn exp ( e +
[ 110% [*> imn?
A _1— ﬁd/ (x,t)_ 3022 ) dnn” exp ( ohe )

(2.4.4)

As integrais acima sdo bem conhecidas ( veja apéndice A ),

oo imn? 2mihe
[ we () = 7
+oo im 2
/ dnn exp ( 27;1 > =0

/+°° 5 imn? ihe [2mihe
dnn” exp = —
oo 2he m m

Substituindo-se os resultados das integrais, segue que,

w(x,t)—l—ea—w = A[l—%eV(x,t)] X

ot
[2mihe  10% ihe [2mihe
v (@t) m +§8x2g m ]
2mihe 2mihe
= Ay T ) AT (g (o) 4

A zhe 2mhe 5)2¢ A € 2mh€ 82¢
3x2

(2.4.5)

Para que os lados direito e esquerdo da expansao acima sejam consis-
tentes, o fator de normalizagao A deve ser:

m

A= )
2mihe
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Substituindo-se na equagao (2.4.5), obtém-se

(91[1 1€ ihe 0%
o5 = —%V(x,t)i/;( t)+2—w+(9(e ).
Logo ) o
inl = OV (), (2.4.6)

ot 2m Ox2
que é a equacao de Schrodinger, como queria-se demostrar!
Para o caso tridimensional, o fator de normalizacao A é dado por

mo\s
_(27Tihe) )

2.5 Calculo do propagador usando integrais de
caminho

Calcula-se a integral de caminho baseada em uma relacao de recorréncia
para o produto de propagadores infinitesimais. Este tipo de calculo direto ja
existe na literatura, apresenta-se entao, um procedimento alternativo e muito
simples [5].

2.5.1 Oscilador harmoénico

De acordo com (2.1.3), a expressao da integral de caminho para o propa-
gador quantico é:

K (2, £: 70, 10) :/IN Dl (1)) exp (%5(33)), (2.5.1)

zo

em que S é o funcional acao,

S (x) = /t: FmdyQ (t) =V (x (t))} dt. (2.5.2)

Assim,

+OON 1
K (@t 20,t0) = ]\}grcl)o V 2z7rhe/ <\/ 2z7rhedmj)
g o)
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em que Ne =t —ty = 7. Calcular uma integral de caminho significa calcular
um numero infinito de integrais simples, o que requer algum tipo de relacao
de recorréncia [5].

Quando nao h& potenciais eletromagnéticos, como nesse caso, nao ¢ ne-
cessario adotar a regra do ponto médio para o potencial V', como dado pela
expressao (2.5.3), pode-se fazer uma outra escolha. Assim, escolhe-se uma
versao discreta da acao,

N 2
S~ k; m (x’“;;“) - Tk% (V (z2) + V (z4_1)) (2.5.4)
N
em que 7, é o k — stmo intervalo de tempo, tal que 7 = ZTk. Entao, o
propagador de Feynman pode ser escrito, =
too N N—-1
K (2,29;7) = lim N EK(xk,xkl,Tk) L[l d;, (2.5.5)

e o propagador para um intervalo de tempo infinitesimal,

m { 1 [m () — xk,l)Z

K (g, Tp-1; Tk) s P 7 o
1
- Ty (V (wk)+V(a:k_1))}}. (2.5.6)

A lagrangiana para o oscilador harmonico é dada por:

1 1
L(x, &)= §mx'2 - imw%g. (2.5.7)

Logo, o propagador infinitesimal dado pela expressao (2.5.6), toma a
seguinte forma:

K( ) muw 1 o mw 1
Ty Thi1, Th) = — X exp{ — —
R Th= Lo Th 2iTh \| wTy, P Top WTk
w22
<1 - k) (z +25_y) — Zxkzvk_l} }

(2.5.8)
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Para calcular esse propagador infinitesimal, define-se novas variaveis, tal
que,

sen ¢ = wr. (2.5.9)

O que implica que ¢y >~ wty, e cos ¢y, ~ 1 —w?Z /2. Na verdade, pode-se
tentar encontrar outras transformacoes de varidveis, mas essa permite uma
iteragao mais facil através de uma formula similar a de convolugao. Também
é tutil introduzir uma funcao F,

F(n,n'¢)= “22% \/ = son [zgzhw m— (Cos<b(77 + 1 ) 27777/)}

(2.5.10)
Com o uso das expressoes (2.5.8), (2.5.9) e (2.5.10), pode-se reescrever o
propagador do oscilador harmoénico (2.5.5) como,

+oo0 N

K (z,20;7) = lim HF (T, Tho1; Ok) de] (2.5.11)

N—oo |

A funcao F' tem uma propriedade interessante,

+oo
/_ F (", n:¢")F (n,n'5¢)dn=F (", 06" +¢'). (2.5.12)

(e 9]

A partir da definigao (2.5.10),

+00 1
F " Lo F /Y d _ mw
/_OO (" ;") F'(n,m's ¢') dn 2imh '\ sen ¢” sen ¢’ 8

imw [cosd” ,, cosd / +eo imw o,
P = 2
xp [ 2h <sen¢”?7 + sengb’77 e dip exp 2h (an nd)|
(2.5.13)

em que,

sen (¢// + Qy) 5 77// sen (b/ + 77/ sen (b”
sen @ sen ¢/ sen @ sen ¢’

Completando-se quadrado no integrando da expressao (2.5.13),

(2.5.14)
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+o0 mw 1

F " L F /.ol d —
/Oo (" ;") F' (n,m'; ¢) dn 22m\/wx

imw / cos ¢,, " COS (b/ . /+oo imw B 2 ﬁQ
exp { o (send)”n + Senqb’n - dn exp on 1Y\ 4 T,

00 1
F(r' nd"F ' dn = me
/_OO (" m;¢") F (n,n's ¢) dn 2irh '\ sen ¢"sen ¢’ 8

imw [ cos " ,,2+cos¢>’ n B /+°°d o imwa B 2
P on senqzﬁ”77 sengb’77 o o TP o T '

Calculando-se a integral de Fresnel da expressdo (2.5.16),

+o0 2imh 1
F "o F RN d — mw 1/
/_OO (77 7na¢ ) (77777a¢) n 2irh mwao sen ¢//S6ﬂ¢/ X

imw [ cos¢” L o8 ¢ 5 B
2h \ sen ¢ sen ¢/ a )|
(2.5.17)

exp {

Usando-se as definigoes das expressoes (2.5.14) e com algumas manipu-
lacoes das fungoes trigonométricas, pode-se mostrar que,

+o0 / 1
F " N/ F /. /d — mw
/_OO (77 7777¢ ) (Ua"]#b) 77 227Th sen (¢//+¢/) X
1

mw
exp { 77”2+77’2) cos (¢"+¢’) —277”77’]} ,
(2.5.18)

2% sen (¢//+¢/) [(

que é, precisamente a expressao (2.5.12). Defini-se entao 2/ = = e 2/ = xq,
N
utiliza-se também o fato de que lim g ¢r = wT e o resultado da expressao
N—o0

k=1
(2.5.11), obtém-se entao, o propagador desejado,
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mw
K (xl/,$/;T) =F (:c”,oc’;wT) = m

exp {Zm—w [coswT (2" + 2%) — 22"2/] } ,
27 sen wT
(2.5.19)

que é a expressao para o oscilador harmonico unidimensional.

No capitulo 5 mostrar-se-4 que é possivel obter diretamente da expressao
do propagador de Feynman a fun¢ao particao, as autofunoes e os autovalores
de energia.
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Capitulo 3

Método de Schwinger

Neste capitulo, apresenta-se o método desenvolvido por Schwinger no
contexto da teoria quantica de campos [4]. Esse método é baseado na solugao
das equacgoes de movimento do operador de Heisenberg. O uso do operador,
ordenado convenientemente e subordinadas as condicoes inicias, produz o
propagador. Este método tem sido aplicado principalmente em problemas
relativisticos, tais como o célculo de fungoes de Green bosonicas e fermidnicas
em campos externos. No entanto, esse poderoso método é também bem
adequado para problemas nao relativisticos [5].

3.1 O método de Schwinger

O propagador de Feynman é dado pela expressao (2.3.9),

K (Zy,t9; 71, t1) = 0 (t2 — t1) <f2|U(t2at1) |71),

em que
. 1, Se (tz — tl) Z 0
0 (t2 tl) N { 0, Se (tg — tl) <0

Por simplicidade, considere o caso unidimensional para um hamiltoniano
H independente do tempo e o correspondente propagador de Feynman nao
relativistico. Defini-se 7 = t, — t1, observe que para 7 > 0, a equacao
diferencial para o propagador de Feynman toma a seguinte forma:

ih;K(x”,x’;T) = (2"|H exp (—%HT) |z), (3.1.1)

T

em que |z”), |z') sdo os autoestados do operador posigao X, na representagao
de Schrodinger, com autovalores x” e 2/, respectivamente.
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A relagao entre os operadores na representacao de Heisenberg e Schrodinger
é dada pela expressao (1.2.17),

O (1) = exp (%Ht) 0. (1) exp (_%m) | (3.1.2)

Quando Oy nao depende explicitamente do tempo, obtém-se diretamente
a expressao (1.2.21),

m%éH (t) = [OH (t) H} . (3.1.3)

Se |z) é um autoestado do operador X com autovalor z, como discutido
no primeiro capitulo,

|z,t) = exp <%> |z), (3.1.4)

; Ht\ Ht
X (t) = exp (%) X exp (—%) , (3.1.5)

X (t) |z, t) = x|z, t). (3.1.6)

Usando essas notagoes, o propagador de Feynman pode ser escrito,

K (2", 2';7) = (2", 7|2/, 0), (3.1.7)

em que,

{Xﬁ) "7y = a"a", 7)) (3.1.7a)
X(0)],0) = 2/',0)  (3.1.7b)

Consequentemente, a equacao diferencial para o propagador de Feynman
dada pela expressao (3.1.1), toma a seguinte forma:

ihag(x”,ﬂx',()) = (z",7|H|x',0). (3.1.8)
T

Essa equacao é bastante sugestiva e ¢ o ponto de partida de um método
operatorial que é chamado de Método de Schwinger. A ideia essencial desse
método é calcular o elemento de matriz do lado direito da expressao (3.1.8)
escrevendo H em termos dos operadores X (1) e X (0), apropriadamente
ordenados. Aplicar esse método consiste em realizar os seguintes passos [5]:

1. Resolver as equagdes de Heisenberg para os operadores X (t) e P (1),

m%f( (t) = [X (), H} , (3.1.9)
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ih%f? (t) = [15 (1), H] . (3.1.10)

2. Usar a solugao obtida no passo (1) para reescrever o operador hamilto-
niano H em termos do operador X (0) e X (1), ordenados convenientemente
para que nao haja problemas de causalidade, de tal maneira que em cada
termo de H , 0s operadores X (1) devam aparecer a esquerda, enquanto que
os operadores X (0), a direita. Esse ordenamento pode ser feito com o auxilio

do comutador [X (0), X (7)] Assim, o elemento de matriz do lado direito

da expressao (3.1.8) pode ser facilmente calculado,

@ AHE0) = @ (X (7). X (0)) 12,0)
= F (2" 2';7) (", 7)2',0), (3.1.11)

em que, H,q (X (1) X (O)) , € 0 operador hamiltoniano ordenado e F é uma

funcao e nao um operador. Substituindo-se a expressao (3.1.11) em (3.1.8),
obtém-se,

iiiag(x",ﬂx’, 0) =F (", 2";7) (2", 7]2',0), (r >0), (3.1.12)
-

cuja integracao fornece,

(2", 7]2",0) = C (2", 2") exp (—%/ F (2", 2" 7') dT’) ) (3.1.13)

em que C (2”,2') € uma constante arbitraria de integragao.
3. Este ultimo passo é determinar C (z”,2’). Isso é feito impondo-se,
inicialmente as condicoes,

(2", 7|P (1) |2, 0) = —m—aa” (2", 7|2’ 0), (3.1.14)
T
" > / . 0 " /
(", 7|P(0)|2",0) = +zh%(x ,T|x', 0). (3.1.15)

Essas equacoes vem das definigoes na expressao (3.1.7) que devem ser
satisfeitas para que nao haja violagao das relacoes de comutacao,

~ A~

[X (T),p(T)} - [X (0),15(0)] — ih. (3.1.16)
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Apoés a imposigao de (3.1.14) e (3.1.15), ainda h& um fator multiplicativo
a ser determinado em C' (2", z"). Isso pode ser feito simplesmente impondo-se
a condicao inicial,

lim (", 7]|2,0) = § (" — 2'). (3.1.17)

T—0F

Aqui termina a discussao dos principais passos a serem seguidos para
aplicar o método de Schwinger.

3.2 Calculo do propagador usando o método de
Schwinger
Nesta secao, aplica-se o método de Schwinger, resolvendo detalhadamente

o propagadores nao relativistico para o oscilador harmoénico unidimensional.

3.2.1 Oscilador harmonico

O operador hamiltoniano para o oscilador harmoénico pode ser escrito
como:

. p? (r) 1 .
H=——~ 4+ — 2x? 2.1
o + 2mw (1), (3.2.1)
ou .
o PP0) 1 .,
H = — X 2.2
o + 2mw (0), (3.2.2)

embora os operadores P (1) e X (1) sejam explicitamente dependentes do
tempo, o operador hamiltoniano é independente do tempo. Por simplicidade,
escolhe-se trabalhar com a expressao (3.2.1).

Como estabelecido no passo (1), inicia-se por escrever as correspondentes
equacgoes de Heisenberg,

d . P(t)

%X (t) = -, (3.2.3)
d . .
%P (t) = —mw?X (1), (3.2.4)

cujas solucoes no instante t = 7, podem ser escritas como:

X (1) = X (0) coswr + ];(f))

sen wr, (3.2.5)
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P (1) = —mwX (0) senwr 4 P (0) coswr. (3.2.6)

Para implementar o passo (2), deve-se expressar P (0) em termos dos

operadores X (1) e X (0), que pode ser feito diretamente a partir da expressao
(3.2.5),

P0)= " [X(T)—X(mcosm]. (3.2.7)

sen wrt

Substituindo-se esse resultado na expressao (3.2.2) para f], obtém-se

A~ mwz A

H = M{Xq (1) + X2 (0) cos®> wr — X (0) X (1) coswr —

~

X (r) X (0) coswr + %mwszz (0)} |
(3.2.8)

observa-se, que o terceiro termo do lado direito na expressao (3.2.8), nao esta
ordenado apropriadamente. Através da relacao de comutacao,

\ ; ; ; P
[X 0),X (7)} = [X (0), X (0) coswt + (©) sen w—]
mw
= ﬂsenwﬂ (3.2.9)
mw
obtém-se que,
. . . N ih
X0)X(n)=X(r)X(0)+ o Senwr. (3.2.10)

Introduzindo-se a expressao (3.2.10) em (3.2.8), obtém-se o hamiltoniano
ordenado,

. 2 X X . hiw
H,q= e ke (7) + X?(0) — 2X (1) X (0) cosz] — ZT cot wT.
(3.2.11)
De posse do operador hamiltoniano apropriadamente ordenado, pode-se
encontrar a fun¢ao F (2, 2; 7) diretamente da defini¢ao, dada pela expressao
(3.1.11),

2sen 2wt
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F(%’l,xl;T) <Z‘”,T|f{|l‘/,0>

(" T|2',0)
2 hw
= % [(x” + x’z) csc? wr — 22" cot wT esc WT} e cot wr.
(3.2.12)

Diante desse resultado, a expressao (3.1.13) para o propagador, toma a
seguinte forma:

. T )
(", 7]2’,0) = C (2" 2") exp {—%/ dr’ {_m;u ((x”2 + 27) esc® wr’ —

Fuw
22" 2" cot wr’ csc m-’) — 27 cot wT’] }
(3.2.13)

A integracao sobre 7' nessa ultima expressao pode ser calculada direta-
mente, obtendo-se,

(", 7l2",0) =

C ! / .
cl’z) {—2hzmw [(2" + %) coswT — 22"2]
sen wt

v/ SenwTt ep
(3.2.14)

em que C (2”,2') é uma constante arbitraria a ser determinada de acordo
com o passo (3).

A determinacgao de C (2", 2') ¢é feita com o auxilio das expressoes (3.1.14),
(3.1.15) e (3.1.17). Entretanto, precisa-se reescrever os operadores P (0) e
P (7) em termos dos operadores X (1) e X (0), ordenados apropriadamente.

Para P (0) tem-se a expressao (3.2.7) e para P (7), basta introduzir a
expressdo (3.2.7) na (3.2.6). Assim,

P(0) = e [X (1) — X (0) cos wT] :

sen wrt

P (1) = mw cot wr [X' (1) — X (0) cos OJT] — mwX (0) senwr.  (3.2.15)

Inserindo essas expressoes em (3.1.14) e (3.1.15), pode-se mostrar facil-
mente que,
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oC (z",2') 0= oC (2", z")

ox" or'

A dltima relagdo diz que C (2”,2') = C, ou seja, é uma constante inde-

pendente de z” e 2/. A fim de determinar a constante C, primeiro toma-se o
limite 7 — 07 em (2", 7|2’,0). Através da expressao (3.2.14), tem-se que,

(3.2.16)

C m 9
. 1 / _ . //_ /
Thjgl+<$ ’T|x70> N Thj{]1+ wT *Xp |:2h7' ([E 37):|
2imh
= C § (2" — 2. 3.2.17
Ty (0 — ) (3:217)

Comparando-se esse resultado com a condicao inicial dada pela expressao
(3.1.17), obtém-se C' = /5. Substituindo esse valor na expressdo do
propagador (3.2.14), obtém-se, finalmente, o propagador de Feynmam para

o oscilador harmonico unidimensional,

K (2" 2';7) = (2" 7]2,0)
mw mw v L
=\ 2irhsenwr P\ 2hsenwr —2 _
Sirhsenor P {2hsenwr [(2"% 4 2%) coswT — 22 x]}
(3.2.18)
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Capitulo 4

Método algébrico

Explora-se aqui, uma versao do método algébrico para o calculo do propa-
gador de Feynman, cuja ideia geral é a fatoracao do operador evolucao tem-
poral. Para tal, usa-se de manipulacoes dos operadores momento e posicao,
bem como a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff.

4.1 O método algébrico

O operador hamiltoniano H para um sistema nao relativistico, pode,
usualmente, ser escrito como a soma dos termos envolvendo os operadores

Pe X 0s quais nao comutam. Por isso, a fatoracao do operador evolucao

itH
h

ponenciais envolve alguma algebra. Kssa algebra lida, basicamente, com a
relacao de comutacao entre esses operadores que nao comutam, usa-se a for-
mula genericamente conhecida como Baker-Campbell-Hausdorff. Entao, com
uso dessa formula fica mais facil calcular a acao dessas simples exponenci-
ais de operadores nos estados |z) ou |p), do que acado do operador evolucao
temporal original nesses mesmos estados.

Comeca-se reescrevendo o operador evolucao temporal U (1) como um
produto de exponenciais dos operadores X PePX. A fatoracao pode ser
feita com a ajuda da féormula Baker-Campbell-Hausdorff,

temporal U( ) = exp (— ) em um produto de simples operadores ex-

A

exp <A> Bexp (—fl) =C, (4.1.1)

em que A, B e C sdo operadores e

~ ~

¢=B+[AB)+ G [A[AB]]+[A[A[AB]]+. @1
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valido para qualquer Ae B. Essa expressao pode ser iterada como:

¢ = Jow (4) Bewp (-A)] [exw (4) Bexp (-4)]

)
o : exp (A) B"exp <—/1) (4.1.3)

Expandindo-se a exp <C’>, pode-se identificar cada poténcia C™ na ex-

pressao (4.1.3),

exp (é) = exp (fl) exp (E) exp (—A) ) (4.1.4)

Que pode ser invertida,

exp (B) = exp <—fl) exp (é) exp <121> ) (4.1.5)

Entao, identifica-se B = —”EH e encontra-se uma forma fatorada do ope-

rador evolucao para uma escolha conveniente do operador A. A escolha es-
pecifica para A depende da forma explicita do hamiltoniano. Essa fatoracao
pode ser repetida quantas vezes forem necessarias. Em geral, o operador C
na expressao (4.1.2), que é uma série infinita com Be miultiplos comutadores
de A e B, é mais complicado que o operador B sozinho, que é proporcional
ao hamiltoniano. Porém, escolhendo-se convenientemente o operador 121, essa
série pode truncar e os demais termos dos comutadores podem cancelar com
alguns termos originalmente presente em B.

Com isso, substitui-se o hamiltoniano fatorado na defini¢ao do propagador
de Feynmam K (z”,2';7) e calcula-se a agdo da exponencial dos operadores
X, Pe PX no estado |z). Para o operador X esse calculo é trivial e para P,
precisa-se apenas usar a relacdo de completeza [ dp|p)(p| = 1 e 0 elemento

1 . A A
de matriz (z|p) = (5%;)2 exp (Lzp). Para o operador misto PX precisa-se

27h
usar a expressao

(p'] exp (—W;X> Ip) = exp (=)0 (p — exp (=) p), (4.1.6)

em que <y é um parametro arbitrario a ser escolhido depois. A expressao
(4.1.6) vem da relagao
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exp (—M;X> Ip) = exp (—7)|exp (—7)p). (4.1.7)

Antes de aplicar o método algébrico a um problema especifico, deseja-se
deduzir a expressao (4.1.7). Primeiro, observa-se que

vPX\ - NP X
exp (—wh >P|p> = pexp <_wh ) Ip). (4.1.8)

Essa ultima expressao pode ser reescrita como:

27]5)2 A 27]3)2 wﬁf( B 27]5)2
exp | — > Pexp 5 exp | — 5 lp) =pexp | — 7 p),
(4.1.9)

entao, pode-se usar a formula de Baker-Campbell-Hausdorff (4.1.1) para ree-
screver o termo entre parénteses,

YPX\ - yPX 1 1 .
exp <_wh )Pexp (2771 ) = <1+7+§72+§73+...>P

A

= exp (y)P. (4.1.10)

Substitui-se o resultado acima na expressao (4.1.9), tem-se

- ivPX ivPX
Pexp (— : >|p>= exp () pexp (— = )|p>, (4.1.11)

h
1ss0 mostra que, exp <—@> |p) € um autoestado do operador P com au-

tovalor pexp (—v). Esse autoestado pode ser escrito como |exp (—7) p), até
uma constante C., de modo que,

exp (—M;X> Ip) = Cylexp (=) p)- (4.1.12)

Para determinar a constante C,, escreve-se

Wlew (39X ) exp (=32PX ) ) =16, Plexp (=) exp (-2) ).
(4.1.13)
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Com o uso da relacao [XP, pX] =0 e a expressao (4.1.5), tem-se

Wiew (7 [X.2]) b =G Po (e (-0 (=g (1110
de modo que,

exp (=) 3 (p =) = |C,Pexp (1) 8 (' —p). (4.1.15)
Essa expressdo determina C, = exp (—7) e finalmente encontra-se a ex-
pressao (4.1.7), como queria-se.
Agora, aplica-se o método algébrico para resolver alguns problemas de
mecanica quantica. Para o oscilador harménico o operador evolucao temporal
¢ dado por:

2m 2

. (P21 ;
U(r) = exp [—%T (— - —mw2X2>] : (4.1.16)

Comega-se por escolher A = aX? em que o é um parametro arbitrario e
B = —H. Usando a expressao (4.1.2), tem-se,

N 0 o i ho 1 o by L p

Embora, a formula de Baker-Campbell-Hausdorff tenha um ndamero in-
finito de termos, o niimero de comutadores nao nulos entre H e X? é finito.
Resolvendo-se, entao, esses comutadores, chega-se a,

w? — (%)1 f(2] . (4.1.18)

o N N 2
Para eliminar o termo X? da expressdo (4.1.18), deve-se ter (222)" = w?,
3 . wm
ou seja, a = . Logo,

A T
C=——
h

P2 Gha s oa s
—+Q<XP+PX)+T

2m m 2

P2 Gha [ s s
+B(XP+PX)

2m ' m

A 1T
C=——

- . (4.1.19)

Usando-se a relacao de comutacao [X, ]5] =1h e o valor de «a, tem-se

R TR T 7 A =
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De acordo com a expressdo (4.1.5), chega-se a

exp (_%H) — e (WT)
exp (—aX ) exp —ﬁT o +iwPX

exp (ozf(2) .
(4.1.21)

Para reduzir o operador acima, que contém P? entre parénteses, em um
produto de termos simples, repete-se o procedimento anterior. Identifica-se,
entao,

A = BP?
- ir (P2 .
B——% (ﬁ—i‘ZWPX)

. ir [ P? .
c=-" (— + inX) + L (41.22)
2m

. i+ [ P2 .
8P2, —% (2— + inX)
m

Resolve-se a relagao de comutacao da expressao anterior e, tem-se

A ) A A A 1
C =" liwPX + P2 — +2hwp )| . (4.1.23)
h 2m
Para eliminar o termo P2 em (4.1.23), deve-se ter,
1
p=  dmwh
Assim,
¢ = —% (z‘wﬁf() . (4.1.24)

De acordo com (4.1.5),

. P2 o
exp [—%T <% + z'wPX)

l

- (iwT) ISX} exp (ﬁpz) .

(4.1.25)

= exp (_ﬁpz) exp [
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Substituindo esse resultado em (4.1.21), obtém a expressao para o opera-
dor evolucao temporal, escrito como um produto de operadores simples,

exp (—;—:LTH) = exp <MTT> exp (—aX2> exp <—,3P2> X
- (1wT) pf(} exp (6162) exp (aX2>.

exp [J
(4.1.26)

h

Agora, substitui-se essa expressao na definicao do propagador de Feynman,
e encontra-se,

K (2" 2';7) = exp [—a (2% —2”) + %] X

/ d;fg exp [% (P —px') — (p/2 — pQ)} (p'| exp {—;—1 (twT) ]SX} Ip).
(4.1.27)
De acordo com (4.1.6),
Wlesp |~ ) PX| 1) = exp (-3 (P = exp (=) P).

Identifica-se v = iwT e com as definicoes de a e 3, chega-se a

1 — exp (—2iwT)

/dpexp {_ {1 — exp <_zm)} {p_%mw[exp (—iwr) 2" —x’]r}.

= Lexp {_% [(3;//2 — [E/Q) + Q[eXp (_iWT) z" — .%/]2] — ZC;T} X
™

dmwh 1 — exp (—2iwT)
(4.1.28)

Essa integral tem uma forma gaussiana e pode ser facilmente resolvida,
obtendo-se o propagador para o oscilador harmonico,

mw 1mw
K (2" 2 _ "2 2 — 9yl
(2", %5 7) inhsenwr P {2hsenw7' [(@" 4 a%) coswr — 2] o,
(4.1.29)
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em que usou-se[l — exp (—2iwT)|] = 2iexp (iwT) senwT e a formula de Euler,
exp (iwT) = coswt + isenwt. Esse resultado concorda com os resultados
obtidos nos capitulos anteriores.
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Capitulo 5

Autofuncoes, autovalores e a
funcao particao

O objetivo central deste capitulo é mostrar como obter os estados esta-
cionérios e os correspondentes niveis de energia, bem como a funcao partigao
do oscilador harmonico quantico, diretamente da expressao do propagador
de Feynman.

5.1 Autofuncoes e autovalores de energia

Para obter os autoestados e os autovalores de energia, precisa-se recalcular
o propagador (4.1.29) na forma que permita uma comparacao direta com a
representacao espectral para o propagador de Feynman dada por:

K (2,2',7) = 0(1) Y 6. (2) 9} (') exp (—iEgT) . (r>0). (5.1.1)

Defini-se uma variavel z = exp (—iwT), entao, pode-se escrever,

11— 22
= — 5.1.2
sen (wt) 5% ( )
e . )
+ z
— . 5.1.3
cos (wr) e ( )

Ainda, define-se §' = /%22’ e {" = | /%?2", e expressa-se o propagador do

oscilador harmeénico na forma,
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-1 1 ! =1 ! 1 1+ 2
e e (e @ e (7))
_ mwz (1 B 22)_% exp [_% (5,2 +§//2)] exp [25’5//2 — (g7 +§”2)22} |

1— 22

(5.1.4)
em que usou-se a identidade,

1+ 22 1 22
S N T 5.1.5
21— 2 1-22 (5.1.5)

Agora, considera-se a formula de Mehler,

/ 2 /2 e n
L [BEE =21 } AL Ea
iz =
(5.1.6)

No entanto, alguns cuidados devem ser tomados para utilizar a expressao
(5.1.6), porque |z| = 1 e a formula de Mehler (5.1.6) requer que |z| < 1 .
Esse problema pode ser contornado se adicionar uma parte imaginaria a w,
isto é, w — i€ e tomar € — 0 apds os calculos.

Assim, com o uso da expressao (5.1.6), a equagdo (5.1.4) toma a seguinte
forma:

K (2", 2;7) = m—;:exp [_ " 4 } X
T
iHn ( %f/) o, ( mwx,> exp [—iwT (n + 3)] '
2\ T \ h 2l

(5.1.7)

Compara-se essa ultima expressao com a representacao espectral (5.1.1),
finalmente, obtém-se resultados bem conhecidos para as autofuncoes da ener-
gia ( a menos de um fator de fase ) e niveis de energia, respectivamente:

b (1) = \/21"_71' (%)l exp (—%ﬁ) H, (@x) (5.1.8)

B, = (n + %) . (5.1.9)
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5.2 Funcao particao

O objetivo é encontrar a funcao particao para o oscilador harmoénico. Es-
tando um sistema descrito pelo hamiltoniano H em equilibrio térmico com
um reservatorio, a probabilidade do sistema ser encontrado no estado quan-
tico |n), em que H|n) = E,|n) é,

1
P, = - eXP (—BE,), (5.2.1)

em que [ = %, sendo K a constante de Boltzmann e T a temperatura

absoluta do reservatorio em que o sistema estd em equilibrio térmico. A é a
constante de normalizacao.
Defini-se a funcdo parti¢ao do sistema como sendo [16]

Z = Z exp (—0E,), (5.2.2)
)

em que |n) sao todos os autoestados do hamiltoniano H do sistema quantico.
A funcao particao, no geral, pode ser escrita como,

Z(8) = (nlexp (—BE,) |n) = Tr [exp (—@ﬁ)] . (5.2.3)
)

O trago pode ser tomado sobre uma base discreta, as autofuncoes do hamil-
toniano, ou, mais conveniente aqui, sobre um conjunto continuo dos autoes-
tados do operador posi¢ao, denotado por |z). Logo,

+00
Z(B) = / dx(z|exp (—BH) |z). (5.2.4)
— 0o
Comparando a integral com o propagador de Feynman, observa-se que
[ faz o papel de um tempo imaginario, ou seja, § = thr com a diferenca
de que, no caso da funcao particao, os estados inicial e final sao os mesmos,
assim, tem-se os pontos '’ = 2" =x e

+o0
Z(8) :/ oK (2,7 —ihB) . (5.2.5)
Entao, do propagador do oscilador harmonico (4.1.26), obtém-se,
mw
K :—ihB) =
(z, 5 —ihp) \/inhsen (—iwph) 8
Tmw

(cos (—iwBh) — 1) 2*|(5.2.6)

exp {_hsen (—iwph)

23



Mas, sen (—ia) = —isinha e cos (ia) = cosh «; logo,

- mw
K (z,z;—ihfB) = \/27Thsinh (wBh) g

oo
hsinh (wph)

exp { (cosh (wBh) — 1)#} - (5.2.7)

Substituindo essa expressao em (5.2.5),

70 = \/27rﬁsi?; (whp) /:o {_ <%tanh (MTM) I)] b

S (5.2.8)
2 sinh (§wﬁh)

em que usou-se as identidades cosh a—1 = 2sinh? (%) e sinh & = 2sinh (%) cosh (%)
Expandindo-se a funcao hiperbodlica, tem-se,

23 =3 exp {—5 (n + %) hw} , (5.2.9)

n=0

que é a fungao particdo para o oscilador harmoénico unidimensional [5].
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Capitulo 6

Conclusoes

O método algébrico é muito poderoso, uma vez que é diretamente ligado
a algebra de Lie, ele pode ser utilizado para a solucao de uma gama de
problemas. Para o calculo do propagador do oscilador harmoénico unidimen-
sional essa técnica exibe uma simplicidade matemaéatica. Porém, esse calculo
é extenso e isso nao é tao eficiente.

O método de Schwinger é de fato muito eficaz, envolve a realizacao de trés
passos simples, a partir da forma diferencial do propagador de Feynman na
representacao de Heisenberg. Mostrando que pode ser muito atil na mecanica
quantica nao relativistica.

O método integral de caminho apresentado aqui, com o intuito de obter
o propagador para o oscilador harmonico, utiliza da definicdo de novas va-
ridveis, o que torna mais facil introduzir também uma funcao F', de forma
similar a formula de convolucao e chegar diretamente ao propagador dese-
jado, sem ter que resolver as primeiras integracoes em busca de uma relacao
de recorréncia, como é feito em grande parte da literatura. E ainda, o método
de integral de caminho, fornece a ideia mais clara do conceito probabilistico
da teoria quantica. Contudo, esse método, é mais vantajoso para o céalculo
do propagador do oscilador harmoénico em relagao aos outros dois métodos
apresentados.
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Apéndice A

Integrais especiais

A.1 CaAlculo de algumas integrais

J& é bem conhecida a integral,

/ dx exp (—%aﬁ) = \/2—7T a>0. (A.1.1)
o a

Utilizar-se-a esse resultado para resolver a integral n-dimensional,

/ T rexp <—% (:p,Ax)) , (A12)

em que, A é uma matriz simétrica e positiva. A quantidade (z, Az) representa
um produto escalar.

(I, ASL’) = Az‘jl’il’j (Iz real) . (A13)

Seja uma transformacao ortogonal R

é claro, que o produto escalar é invariante para essa transformacao. Isto é,

(', A'2') = (z, Ax) . (A.1.4)

Assim, escolhe-se uma transformagao R tal que diagonalize A e o produto
escalar seja, em consequéncia, dado por

(o, A'r') = Zam?. (A.1.5)
i=1
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Tem-se, agora, que escrever d"x em termos de d"z’, o que é feito através
da Jacobiano da transformacao.

d"r = (det R)d"x'. (A.1.6)

Como sabe-se, nas transformacoes ortogonais, det R = +1. Considerando-
se, apenas, transformagoes proprias, tem-se
d"z = d"x’.

Assim,

> 1 > 1
/ d"z exp (—5(95,14:1:)) :/ d"z’ exp <—§Zaix;2> . (A1)
e o i=1

Usando o resultado (A.1.1), tem-se

o 2 2 2
/ d"x exp (—— z, Ax) ) \/ ﬂ-q/ t H i (A.1.8)
— 00 aq CLQ

Mas, aq,asy...a, = det A. Portanto,

1

/ dwesp (—% @,Ax)) —(2m)? (detA)F. (AL9)

oo

Passa-se, agora, a resolucao de

/ T rrexp [—% (z, Az) — (b, @} | (A.1.10)

—00
em que b representa um vetor constante e A continua sendo uma matriz
simétrica. O objetivo é reduzir essa integral ao caso anterior, usando um
mecanismo parecido com o de completar quadrado. Seja entao,

Q - (l‘ ALE) (b,l’),

procura-se o que falta a @) (x), para se ter algo como %(x —T,A(r — 7)),
sendo T um vetor constante a ser determinado.

%(m—E,A(x—E)) = ;(a: Azx) — ;(x,Af) —%(T,Ax)+%(E,Af)
_ %(:c,Ax)—(AE,x)—k%(E,Af). (A.1.11)
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Assim, fazendo-se b = — AT, tem-se

Q (2) —%(x—f,A(x—E)) —%(b,A—lb). (A.1.12)

A integral considerada fica, entdo, dada por:

/ T rexp [—%@,Ax) s x)] _

—00

= exp E (b,A—lb)} /OO d"x exp {—%(x—f,fl(x—f))

[e.e]

exp B (b, A" )} .

N|=
—
S

= (2m)2 (det A)~
(A.1.13)

Com esse resultado, é possivel calcular um tipo mais geral de integral
através da relacao:

/ T P (z:) exp {—%(x,Ax) - (b,x)} - P (— aabi) x

/ d"x exp [—% (x,Ax) — (b,x)|,

o0

(A.1.14)

em que P (z;) é um polinémio qualquer em x;.

A.2 A integral de Fresnel

Seja a integral,

+oo
Ir = / exp (iaz?) dz. (A.2.1)

o0

Considere a fun¢ao complexa f(z) ,

f(z)=exp (=27, (A.2.2)

em que z na forma polar é escrito como

z=rexp (if). (A.2.3)
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Aplica-se o teorema de residuos a integral fr f(2)dz em que o caminho
' esta indicado na figura, obtém-se

r'S
ImZ

B=r/4

Y
Y

=R Re Z

Figura A.1:

Caminho T da integral [, f (z) dz para o teorema de residuos [18].

R

0 = exp (=) dr + /4 exp (—R*(cos20 + isen2)) iRexp (i) df +

J 0
J

0
- exp (—22) dz,
Rexp ()
(A.2.4)

uma vez que nao ha polos no caminho fechado I'.

No limite de R — oo a segunda integral em (A.2.4) se anula, observa-se
também que a terceira integral nessa equagao ¢ feita ao longo de 0 = 7,
pode-se fazer a seguinte transformacao de variavel,

z = £exp (Zzﬂ)

T s
= S(COSZ+ZsenZ>

V2 V2
— €<7+Z7>

= &V (A.2.5)

Logo,
22 =g (A.2.6)
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com & real.
Assim, obtém-se

R
Blfi—{%o i exp( )dr—i—hm\/_/ eXp z§)d§—0
\/_/ exp (—ig%) d¢ = / exp (—r®) dr =/, (A.2.7)

ou seja,

/O h exp (—i€?) dé = \[ (A.2.8)
/OO exp (+i€?) d¢ = Vir. (A.2.9)

No caso de fo exp ( ) dx basta fazer £ = \/_:E,

¢ = \/gd:c

oo 2 2%
/ exp (z%) de = |~ (A.2.10)
0

e obtém-se,
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Apéndice B
A tformula de Mehler

B.1 Deducao da férmula de Mehler

A formula de Mehler é dada por:

ZHn () Hy, (y) " (1 —t2)_% exp [ _1 — . (B.1.1)

ol

em que H, (z) e H, (y) sdo os polinomios de Hermite.
A representagao integral para tais polindmios é:

gn oo . )
H, (z) = 7 /oo (z +iu)" exp (—u?) dn, (B.1.2)
H, (y) = % /Z (y +is)" exp (—s) ds. (B.1.3)
Tem-se que,
Z Hy, (x) Hy (y) 25;! =

n:

%/ / exp (—u?) exp (—s?) [ (x +iu)" (u+is)" Qnt'n duds.

n=0

(B.1.4)

Identifica-se
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3 2" [(z + du) ( y+i8)t]n = exp (2(z +iu) (u+is)t). (B.1.5)

n=0

Assim, a expressao (B.1.4) pode ser reescrita como,

> 0) Ha ) iy =
Q"n'
/ / exp (—u?) exp (—s%) exp [2(z + iu) (u + is) t] duds.

(B.1.6)

Completando-se quadrado, pode-se resolver inicialmente a integracao em
u, ou seja,

/OO exp (—u® +2ti (y +is)u)du = /00 exp [—[u—it(y+ i) + 2 (y + 13)2} du

—00 —0o0

— /oo exp (—¢&%) déexp [t* (s — 29)2}

—0o0

= mexp [t*(s —iy)?].
(B.L.7)

Substituindo-se o resultado na expressao (B.1.6), obtém-se,

n 1 s ‘
ZH = ﬁ/_m exp (—s*+t° (s —iy)” + 2z (y +is)t) ds

2”77,'

exp (—t*y* + 2xyt)

— NG /_Z exp [(1—1t%)s* +2it (x —ty) s] ds
_exp (—t*y* + 2zyt) ( T )% exp [—t2 (x — ty)2] .

N 1—t2 1+¢2
(B.1.8)

Na ultima passagem para obter (B.1.8) completa-se quadrado de foram
analoga ao que foi feito em (B.1.7). Rearranjando-se os termos em (B.1.8),
finalmente obtém-se ,

S H, (2) Hy (y) tn_:(1—t2)‘5 exp Qxyt_lt_f;W)]. (B.1.9)
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