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Resumo

Neste trabalho, fazemos uma pequena revisao sobre tensores e sua utilizacao na Re-
latividade Geral, apresentamos o método de transformacao conforme e o teorema da
fatorizacao e discutimos as solucoes de Schwarzschild com e sem constante cosmologica.
Entao, a solucao de Schwarzschild com constante cosmologica é derivada, a partir das

equacoes de campo de Einstein, utilizando-se os conceitos abordados.

Palavras-chave : transformacao conforme; solucao de Schwarzschild; constante cosmolo-
gica.

Areas do conhecimento : Gravitacao e Cosmologia.



Abstract

In this work, we make a brief review of tensors and their use in General Relativity,
we present the local conformal transformation method and the factorization theorem and
we discuss Schwarzschild’s solutions with and without cosmological constant. Then, the
Schwarzschild’s solution with cosmological constant is derived, from the Einstein’s field

equations, using the concepts addressed.

Keywords : conformal transformation; Schwarzschild’s solution; cosmological constant.

Knowledge areas: Gravitation and Cosmology.
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Introducao

Einstein completou a sua teoria classica da gravitacao, a Relatividade Geral, em no-
vembro de 1915, ap6s um longo percurso de oito anos que se inicia com uma reflexao
acerca da equivaléncia entre movimento acelerado e gravidade [1]. Em 1907, esta reflexao
resultou no conhecido “principio de equivaléncia”, um dos pilares da fundacao da teoria,
mas Einstein s6 retoma a construcao desta em 1911. Em 1913, Einstein e Grossmann
L escrevem um artigo dizendo que as forcas gravitacionais sio nada mais que a expres-
sao da curvatura do espaco-tempo, mesmo sem conseguirem encontrar as equagoes que
relacionam a curvatura com a massa e a energia que nele existem. Einstein continua,
entao, a trabalhar neste problema até que, em 1914, discute as suas idéias com o famoso
matematico David Hilbert. Este, em meados de 1915, “descobre” as equacoes do campo
gravitacional alguns dias antes de Einstein, mas a sua deducao s6 foi corrigida depois
de Einstein ter publicado as suas equacoes. Assim, ao descrever o campo gravitacional
através da curvatura do espaco-tempo, a teoria geral da relatividade transforma o espago-
tempo de um palco passivo, onde os acontecimentos fisicos decorrem, num participante
ativo na dinamica do cosmos, fazendo dos dez anos seguintes anos de recepcao, afirmacao

e sucesso da teoria.

Mas, como as equacoes de campo de Einstein sao equacoes as derivadas parciais, nao
lineares, em geral s6 é possivel resolvé-las exatamente quando impoem-se simetrias que
restrinjam o espaco das suas solucoes. O caso mais simples e importante diz respeito
a uma distribuicao de massa estatica e esfericamente simétrica e foi utilizado por K.
Schwarzschild, em 1916, para derivar a sua solucao cerca de dois meses apds a publicacao
das equagoes da teoria da gravitagdo de Einstein [2] . Esta solugdo apresenta um com-
portamento patologico junto do chamado “raio gravitacional” ou “raio de Schwarzschild”:
a superficie que corresponde a este raio, conhecida como “horizonte de eventos”, funciona
como uma membrana que impede a passagem de informacoes para observadores externos

a ela; daf o termo “buraco negro”.

Em 1917, Einstein faz uma correcao nas suas equagoes acrescentando a elas a chamada

“constante cosmologica”, acreditando que este termo conduzia & um Universo estético [3].

IMarcel Grossmann era diretor da faculdade Politécnica de Zurique na qual Einstein trabalhava como
professor de fisica tedrica.



Contradizendo esta idéia, Alexander Friedmann apresenta, em 1922, uma solucao para
as equacoes de campo, com a premissa de que o Universo ¢ homogéneo e isotropico; esta
acaba por descrever um Universo em expansdo/contragao [4]. Em 1929, o astréonomo
Edwin Hubble observa que as galaxias estao se afastando continuamente umas das outras
e conclui que todo o Universo esté se expandindo [5]. Em 1998, observagoes de supernovas
mostram que esta expansao é acelerada |6, 7|. Sendo assim, faz sentido incluir a constante
cosmologica nas equagoes de campo? Se sim, qual a sua interpretacdo [8, 9]7 O actumulo
de observacoes recentes sugerem fortemente que, no ambito da cosmologia inflacionéria,
uma constante cosmologica repulsiva diferente de zero, A > 0, deve ser invocada para

explicar as propriedades observadas no Universo [10, 11].

A inclusao da constante cosmologica na solugao de Schwarzschild é conhecida como
solucdo de Schwarchild-de Sitter 2. Esta é utilizada para analisar a influéncia da constante
cosmologica no espago-tempo dos buracos-negros [14] e nos testes de sistemas solares [15].
Essa solugao também pode ser abordada do ponto de vista da gravitagdo massiva [16] ou

de espagos de dimensdes superiores a 4 [17].

Mesmo se valendo da simetria esférica, deduzir esta solucao de maneira usual leva
a uma extensa algebra. Mas, se levarmos em conta as transformacoes conformes locais
[18, 19, 20, 21|, o volume dos célculos pode ser reduzido . Neste trabalho, nos valemos
dessas transformacoes para deduzir a solucao de Schwarzschild-de Sitter, partindo das
equacoes de campo de Einstein. Para isso, no Capitulo 1, realizamos uma breve revi-
sao dos elementos béasicos da Relatividade Geral, importantes para o desenvolvimento do
trabalho. No capitulo 2, introduzimos o conceito de transformacao conforme local, que
é aplicado em elementos do capitulo 1, e o teorema de fatorizacao, instrumento ttil na
andlise dos elementos resultantes dessa transformacao. O Capitulo 3 é dedicado a apre-
sentagdo, de forma objetiva, das solu¢des de Schwarzschild e Schwarzschild-de Sitter (ndo
descreveremos, minuciosamente, os passos percorridos para se chegar a essas solucoes).
Finalmente, no Capitulo 4, aplicamos os conceitos matematicos descritos no Capitulo 2
para obter a solucao de Scwarzschild-de Sitter. Aqui, todos os passos do desenvolvimento

serao apresentados de forma clara para que a utilidade da técnica seja bem estabelecida.

Ao longo do texto, adotaremos unidades naturais tais que ¢ = 1 (velocidade da luz no

vacuo).

2A solucdo de de Sitter é a solucdo das equacdes de campo de Einstein, com constante cosmolégica,
mais simples [12, 13]. Ela é esfericamente simétrica e descreve um universo inflacionéario.



1 Conceitos preliminares

As leis fisicas devem ser independentes do sistema de coordenadas empregado: as
equacoes matematicas que expressam essas leis devem ser covariantes, isto é, invariantes
na sua forma sob transformacgoes de coordenadas. Nas proprias palavras de Einstein:
“Que é que a Natureza tem a ver com os sistemas de coordenadas e respectivos estados de
movimento? Afinal, ndo somos nos que os introduzimos para descrever matematicamente
os fenomenos?”. Com esta motivacao, o capitulo consiste em uma breve revisao sobre

tensores, entes através dos quais podemos formular leis de covariancia geral.

1.1 Tensores

Os tensores sao entes matematicos que podem ser definidos em relagao a todo sis-
tema de coordenadas, sendo a definicao feita por um certo nimero de fun¢oes espaciais,
chamadas de componentes do tensor. Conhecendo a transformacao que liga dois sistemas
de coordenadas e as componentes de um tensor em um desses sistemas, é possivel cal-
cular essas componentes no outro sistema. As equacoes de transformacao sao lineares e

homogéneas [22].

De modo geral, o conjunto de D™ fungoes T;, ; /'™ (x), onde D é a dimensdao

1~~-7:n

da variedade adotada, formam um “tensor do tipo (m,n)” ou “tensor misto de ordem

covariante n e contravariante m” se essas funcoes se transformam, sob a mudanca de
coordenadas de base, como:

-/ -/

Ty B () Ozt QxIm Oxkr Oxr

g TIm () = — .=

i Ozl " Qxtm Oxtt T Ot

Ty, 1m (2). (1.1)

Observacgao.: Apesar das componentes de um tensor serem dependentes da escolha
da base, o tensor por si mesmo é independente das coordenadas, podendo, entao, ser
visto como um objeto geométrico. Por definicdo, um tensor continua sendo um tensor sob

mudanca de coordenada.
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Com relacao as suas componentes, um tensor pode ser definido como:
e Tensor simétrico.: O tensor T%* é chamado “simétrico” nos indices i e j se:

T9% =TI, (1.2)
e Tensor antissimétrico.:O tensor T%* ¢ chamado “antissimétrico” nos indices i e j se:

Tk = ik, (1.3)

1.2 Operacgoes sobre tensores

As regras para a algebra de tensores sao diferentes das utilizadas para a algebra dos

nameros. As operacoes matemaéticas efetuadas sobre tensores sao dadas por:

e Adigao.: Definida por tensores de mesmo tipo, a soma de dois (m,n)-tensores é um
(m,n)-tensor, cujas componentes sao iguais a soma das componentes correspondentes

dos tensores que estao sendo somados:

(A+ B)il...injlmjm — Ail...injlmjm =+ Bil...injlijQ (1.4)

e Multiplicagdo.: A multiplicagdo de um (m,n)-tensor por um escalar o produz um

(m,n)-tensor e é definida como :

(@A), i, 7 = @y, g, (1.5)

O produto de um (m,n)-tensor e um (t,s)-tensor resulta em um (m-+t,n+s)-tensor,
dado por:

11...0n

I 1kt C’l J1 ]ml ! 1.--Rt (16)

1--- 1.euln 1.-.bs )

e Contragao.: A contracao dada pela adigdo sobre dois indices (um superior e um
inferior), reduz um (n,m)-tensor em um (n-1,m-1)-tensor. Exemplo:

D
Xijkln — Xijklk = ZXUklk (17)
k=1

O produto interno de tensores dos tipos (m,n) e (t,s) resulta num (m+t-1,n+s-1)-

tensor. Exemplo:
AijkBlj = ZAijkBlj; (1.8)
J
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e Meétrica.: O produto interno de dois vetores de uma dada base é chamado “métrica’”:
€;.€; = Gij. (19)

Esta obedece as seguintes propriedades:

1-
9ij = Yjis (1.10)
2 - Se a base ¢ ortonormal:
Jab = Oab- (1.11)
onde d,, é 0 simbolo de Kronecker;
3.
9" gk = 8. (1.12)

A métrica também pode ser chamada de “tensor métrico”;

e Mudanca de indices.: Abaixar e levantar os indices de um tensor consiste em rea-

lizar um produto interno entre o tensor e o tensor métrico correspondente. Exemplo:

1.3 Derivada covariante

Em geral, quando aplicamos uma derivada parcial em um tensor, nao obtemos um
tensor como resultado. Este fato pode ser contornado adicionando-se alguns termos a
derivada parcial, tal que o resultado seja um tensor. A derivada de um tensor cujo

resultado é um outro tensor é chamada de “derivada covariante” e é definida por:

Vz'AJUQ kiks.. = 8“4]1]2 Kiko... +Flz’]1A J2 Kk +Flz‘]2Ah T _Fkli Adriz ... —
L r7172...
_Fkgi AJ1J2 kil... = ooy (114)

onde o simbolo T';;* ¢ chamado “simbolo de Christoffel” ou “conexao afim” e 9; = 9/0x".

A sua forma mais usual é expressa via tensor métrico:
[
I';" = 59 (0igji + 094 — 01945), (1.15)

tal que os coeficientes I';;* satisfazem as condigoes:
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1- Simetria !:

2- Metricidade:
Vigii = 0igj1 — i 9a — T'i"gja = 0. (1.17)

Sob uma transformacao de coordenadas, temos que ter:

o 02" 0x° Ozt Ox* Oa° 9%

a

be ™ 9xd 9x dx'e” ¢f T 9alb Ox'c Oxddxe’

(1.18)

para que a derivada covariante de um tensor, sob a mesma transformacao de coordenadas,
mantenha a forma dada em (1.14). Devido ao segundo termo do lado direito da equagao
acima, temos que I'f, nao é um tensor. Os objetos que obedecem a regra de transformacao

P4

(1.18) sao chamados de “conexao afim”, “conexao” ou “afinidade”.

A derivada covariante V; transforma-se como um tensor apo6s atuar sobre um tensor
e coincide com a derivada parcial em coordenadas Cartesianas; a derivada covariante de

um escalar é a derivada ordinaria.

1.4 Tensores relevantes na Relatividade Geral

Nesta secao, apresentamos os tensores fundamentais da teoria da Relatividade Geral
[25, 26, 27].

1.4.1 Intervalo no espaco-tempo

A separacao infinitesimal de dois eventos com coordenadas z, e x, + dz, num refe-

rencial S é dada por:
ds® = g, datdx”, (1.19)

onde
ot = (20, 2t 2%, 2%), (1.20)

0

em que 2° é a coordenada temporal e z!, 2?2 e 23

sao as coordenadas espaciais.

'Para os casos em que a condigao de simetria nio ¢ valida, vide |23, 24|
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1.4.2 Tensor de Riemann

Seja T* um tensor qualquer, tal que 28]

V., VT = (V,V, = V,V,)T* = —R3,, T (1.21)
O tensor RY,, ¢ chamado de “tensor de Riemann” ou “tensor de curvatura” e & dado
por:

o = 0TS, — 8,T%, + T3, T2, — T3, I (1.22)

Ay PV ST VT S8

Na forma covariante e em termos da métrica,temos:

R — T 1 aQQOzV azglw azgo‘)‘ 829“>‘
o = Jar = 5\ 5 300n T 0rhdze  Orork - Orvdze

+g7'77 [F;}FZ)\ - F;aFZV] )

(1.23)
tal que R, obedece as propriedades:
e Simetria:
Ra/u/)\ = Rz//\oz,u; (124)
e Anti-simetria:
Rauu)\ = _Ruow)\ = _Ra;MV = R;Laz\u; (125)
e Permutacao ciclica:
Roa/u/)\ + Ra)\w/ + Ral/)\u = Oa (126)
e Identidade de Bianchi:
vaR)\T;w + VZ/RATOCM =+ VMR/\TVa = 0. (127)

1.4.3 Tensor de Ricci

O Tensor de Ricci é um tensor simétrico, definido através do tensor de Riemann como:

Roy = 9" Roawp- (1.28)

O escalar de Ricci, também conhecido por “escalar de curvatura” é dado por:

R = g™ Ry, (1.29)
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Em 2D, n6s obtemos as relacoes

1
R;waﬂ = §R(guaguﬁ_guﬁgua)7
1
Bua = 5B (1.30)

1.4.4 Tensor de Einstein

As equagoes de movimento para o campo métrico sdo dadas por [29|

1
G = Ry — §gwR =87GT,, + Agw, (1.31)

onde G é a constante gravitacional de Newton, A é a constante cosmologica e T}, é o
tensor momento-energia. As equacoes descritas pela relacao anterior sao chamadas de

equacoes de Einstein e sao elas que nos relatam a dinamica do espago-tempo.

O tensor G, é conhecido como “tensor de Einstein” e obedece a relacao:
V.,.GY =0, (1.32)

devido a identidade de Bianchi dada em (1.27).



2 Transformacao conforme local

As transformagoes conformes sao transformacoes muito utilizadas em Gravitacao por
sua relevante simplificagao dos calculos das equacoes de Einstein para métricas relaci-
onadas as aplicacoes mais fundamentais da Relatividade Geral, tais como as solugoes

cosmologicas e de Schwarzschild [30, 31, 32, 33, 34].

Neste capitulo, considera-se o espago D-dimensional.

2.1 Notacoes

Devido a simplicidade, usaremos as notacoes condensadas:

Vo)? = ¢"V,0V,0, Vio) = ¢"'V,V,0. 2.1
Ju w

2.2 Transformacao conforme local

A chamada transformacao conforme local pode ser entendida como uma parametri-

zacao da métrica via novas variaveis:

Guv = g,uVGQUv g'w/ = gMV€—207 g = QGQDUa (22)

onde a fun¢do o = o(x) é conhecida como “fator conforme”.

Devido a essa transformagao, os simbolos de Christoffel (definidos pela expressao

(1.15)) se relacionam por:

Thg =T0s +0,V50 + 03Va0 — GagVio = Loy + 0105 (2.3)

Na equagao anterior, bem como nas proximas, as quantidades com barra (por exemplo,

= . < L, . _
I'}5) correspondem a métrica g, .
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Nosso interesse esta nas leis de transformacao para o tensor de Ricci e para o escalar
de curvatura. Para deriva-las, considere o tensor de Riemman (definido por (1.22)), apos

a aplicacao da transformacao conforme:

v = Ou(TS, +0T%,) = 0u(T5, +0T5,) + (I5, + 005, (T}, +6T%,)
— (fiy + 5F;“<V)(I_“§u + 51“’;“)
= RS, + V0TS, — V0I5, +6T7%,017, — 6I75,0T7,
RS + (0000 — 059,) (V) + 65 (V,.Va0) = 65(V., V)0)
+ g (V,V%%) — g (V. V%) + (55(?V0)(@)\0) —62(V,0) (Vo)
+ g (V,0) (V) — Gun(V,0) (Vo). (2.4)

onde utilizou-se a equagao (2.3). Assim, temos que o tensor de Ricci é dado por

Ry = Ry = 5u(V20) + (D = 2)[(V,0)(V,0) = (V,9,0) = 5u(Vo)?]  (25)
e o escalar de curvatura por

R=¢%[R—-2(D-1)(V?0) — (D —1)(D - 2)(Vo)?. (2.6)

2.3 Teorema de fatorizacao

Alguns problemas da Relatividade Geral podem ser resolvidos partindo-se de uma

métrica particular, ao invés de uma métrica geral. Com essa motivacao, segue o teorema:

Teorema 2.3.1 Considere um espaco Riemanniano D-dimensional ou um mailtiplo pseudo-
Riemanniano com as coordenadas x* = (2%, %), onde a,b,c,... = 1,2,...n e i,j,k,... =

n+1,n+2,..,D. Vamos assumir que a métrica é fatorizada:

gab(xc) 0
wy — s 2.7
! ( 0 gij<xk>> 0

isto €, os elementos com indices mistos g.; sao nulos; além disso, os elementos da mé-
trica em cada bloco gu € gij dependem apenas das suas proprias coordenadas z° e z*,
respectivamente. Entao, o tensor de Riemann e, consequentemente, o tensor de Ricct,

sao também fatorizados.
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Demonstracao: Antes de comecarmos a demonstracao, note que inversa g"” é tam-

w gab(xc) 0 '
g —( . gij(zk)> (2.8)

Sendo o simbolo de Christoffel dado por

bém fatorizada,

i = 9" (0ige + Obgic — Ocgin), (2.9)

temos que I'fy = 0, pois gic = 0 e digy. = 0. Analogamente, I'}, = T}, = I'}; = 0. Portanto,

apenas as componentes “puras” do simbolo de Christoffel I'y,(2) e T (") sdo ndo nulas.

Agora considere as componentes mistas do tensor de Riemann. De acordo com a
equacao (1.22), estas componentes sdo nulas, pois as derivadas “mistas” (como 0;I'%.) e
os termos do tipo I'T" com indices mistos sao nulos (estes ultimos por ndo poderem ser

construidos por simbolos do tipo I com indices “puros”). Idem para o tensor de Ricci.

Assim, podemos realizar uma transformacao conforme de modo a obtermos uma mé-
trica fatorizada, diminuindo, assim, o nimero de componentes dos tensores de Ricci a

serem calculados. Para mais detalhes veja [35].



12

3 Solucoes de Schwarzschild e
Schwarzschild-de Sitter

Em 1916, K. Schwarzschild encontrou a primeira solucao exata das equacoes de Eins-
tein. Esta, constitui uma solu¢ao para o tensor métrico g, representando um campo
gravitacional estatico e esfericamente simétrico, derivada para a regiao exterior de uma
distribuicao de massa com simetria esférica, e estd na base de quatro testes da Relati-
vidade Geral: o avanco do periélio dos planetas, o encurvamento dos raios luminosos, o
atraso do eco na sondagem radar e o efeito geodésico. O efeito espectral também pode

ser incluido na lista [36].

Vamos derivar esta solugao a partir das equacoes de Einstein e, para isso, seguiremos

os mesmos passos realizados na derivacao original de Schwarzschild.

Considere um sistema de coordenadas x* = (t,,6, ) onde t é uma coordenada tipo
tempo, r ¢ uma certa coordenada radial, e 6 e ¢ sao coordenadas angulares polares, tal
que

ds* = A(r)dt* — B(r)dr? — r*d6* — r* sen *0do?, (3.1)

isto é, o campo tem simetria esférica e o espaco-tempo é assimptoticamente plano. Se além
disso, exigirmos que o espaco-tempo exterior a distribuicao de massa seja vazio, segundo o
teorema de Birkhoff, teremos um campo estético cuja solu¢do ¢ inica |37, 38]. Assumindo
que a métrica proposta em 3.1 é uma solucao para o problema, devemos determinar as

fungoes arbitrarias A(r) e B(r) a partir de

1
G =0 — Ry —5Rgu =0, (3.2)

Para maior generalidade, denotemos A = (") ¢ B = X" ¢ calculemos, entdo, os
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simbolos de Christoffel (1.15)*:
/ / A/
Fir = %7 F;t = eyi)\a F:r = 57 Fgé = _rei)\a
A v A
It = 56’\_”, It = oL rr, = o I, = —rsen’fe ™,
6 1 6 ® 1 ®

[y = = I, = —senfcosd, Iy, = . 'y, = cot b, (3.3)

onde a linha indica 9/9r e o ponto indica 9/0t. As demais componentes sao nulas. Assim,

temos que os tensores de Ricci (1.28) nao nulos sao

Ry = a'yrzt o atl—‘tTT + F;F”’)—/T - FZ-’)/FZT

= &"th - atr:r + FZFI + FZTF; - (F;«)Q - Firfit + QF:the

r

g Vo b X+p oA +wy_
= = | —e ———=—+=-|=z—= —e
2 2 2 2 2\2 2 2

R S
112
Aovha

B . equ ! . 2 N N
2 4 4 2 2 2 4
1 . . . " 2 '\ /
——Z@A—M—A%+€”F%+%g—z +5y
T
RTV" = a’YF:r - aTF:T + FZT'F’:/T - FZVFZT
= atl—‘f’r - 87”1—‘;” - 28TF29 + F:rrir + 2F77:rr76"9 + Firrit
" )\ N )'\2 NS )‘\l'/ NS 2\ A
= R R S s s S

5 Ap+
2 2

lvide Apéndice

2

X+V’+2
2 2 T

2 V’ VI2 :|

+4+7’ 2

(3.4)

- F:TFir - (Fit)Q - 2(1—‘29)2
/

+X X+y+2
2\ 2 2 r

(3.5)
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Rtr

R09

0,7, — &Iy + 17 —T7I)

tr- T ty*rT

0.y, — 0,7, — 20tTYy + Iy, T + T, T — T,I,

r tr— rvy

r T t 77 r 1t
FtrFrr - Ftrrtr - Fttrr’r

1'/+X N V'f+A X+z/+2 +y' p+A 374
2 "2 2 2 "2\2 "2 "¢ 212 "2 292
v .

v
2 29 2° ¢
A
Z 3.6
s (3.6
_87Fg6 - 89Fgw + FgHF;T - Fg'yrgfr
OrTye — gLy, + Tg(Ly, + T, +21%,) — (Fgcp)z — 2050y
-2 AN Y2 2 -\
Op(—re™") — Op(cot 0) — re §+5+; —cot“ 6 + 2e
1 rNe d  rve A cos?d
Y Y ~A Y
— A - - — — 2
¢ HrAe T sen 20 2 2 € sen2(9+ ¢
1—e™+ ge_)‘()\' -, (3.7)
0nTgp = Ol + TG, I, — T5, 10,
(7] r 0 T r T 0 r

89Fw + aTFw pa e A R QFWF& - QFWFfw
—c0s? 0 + sen?6 — sen?0e ™ + rX sen?0e™ — cos® 0 + 2 cos® 0

N 2 1
rsen 20e ( tv + —) + 2rsen 2fe .=

2 T r

sen 20 [1 —e M+ ge_’\()\’ — 1/)}
Rygg sen 20). (3.8)

Logo, o escalar de curvatura é dado por

R:

9" Ry + g7 Ryr + §99 Ry + 9% Rog

. DD N A2 L v N v N N v
e — — — 4+ — e — 4+ — — —
4 2 4 2 4 4 T

2 )\ . )'\2 2 Y 2 N/
——+e”<—V—A——>+6A(—+2V o+ V>.(3.9)

72 r 2 2
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Finalmente, calculamos as equacoes de Einstein:

1 1 1
Gi = Ri — §6§R = gttht — §R = e_tht — §R
I//, V/Q I//)\/ I//) 1

5 T2 S

= ZG_V(I./)\ — QA — )\2) + 6_)\ <

_ 1 (l _ i’) o, (3.10)

1 1
G" = R——-0R=¢"R,,— ~R=—¢"R,, — 5

14
2
IS VAP WD ¢ (-1 N=v v v N
e (Z*S*Z)*e(ﬁ* v —7‘Z+4)
1
2

1 /
e (_ _ Z) — 0, (3.11)
r r

r2
G, = R]
A
_ 2y (3.12)
r
1 1 —1 1
0 _ _ pb 0p _ 00 _
GG = Gz—RQ—i(SeR—g Rgg—§R—r—2R99—§R
-1 1 , 1 _ I S VA
— — o - )\l_/ _ v _ - -
7"2+7"2€ 27"6 ( V)+7"2+€ (4 +2+4
N 6_)\ i+)\’—y’_y_”_y_’2+)\’y’
72 r 2 4 4

N / N/ " 2 /\ )'\2 )\
_ €_>\(__i+ V_V__V_>+6_V(——|————V>:0 (313)

Da equagao (3.12), temos A = A(r) e somando as equagoes (3.10) e (3.11), obtemos

A(r)

A(r) = —v(r). Fazendo a mudanca de variavel u(r) = e ") na equagao (3.10), obtemos

S N (3.14)

cuja solucao é
C 2GM
u=et=e"=14+—=1+ : (3.15)
r r

A constante C foi derivada comparando-se o resultado obtido com o limite newtoniano.
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Portanto, a solucao de Schwarzschild fica sendo

2GM dr?
d82 = (]. - ” ) dt2 - (1_—7;G_]\/[) - Tde. (316)

T

O parametro C' = 2G M é conhecido como “raio de Schwarzschild Rg”.

Note que a solugao de Schwarzschild demonstra ter singularidades para r = 0 e para
r = Rg, mas a tltima é apenas uma ilusao chamada de “singularidade de coordenada”.
Como diz o nome, a singularidade vem da escolha das coordenadas e pode ser eliminada
tomando-se um sistema de coordenadas conveniente. Para r = 0 é diferente, pois temos

uma “singularidade fisica”.

Agora, analisemos o dominio de existéncia da coordenada radial . Como a solucao
obtida s6 é valida para o vacuo, isto ¢, no exterior do objeto, esta pode decrescer desde
o infinito até a fronteira do objeto, que chamaremos de rp : 7o < r < 400 . Caso ro
seja menor que Rg, devido a singularidade: Rg < r < 400. Se isto ocorre, dizemos que
o objeto se transforma em um “buraco negro” (para estudar o movimento para valores de

r < Rg, ¢ necessario recorrer a outro sistema de coordenadas).

3.1 A solucao de Schwarzschild-de Sitter

Na presenca da constante cosmolégica, devemos determinar as funcoes arbitrarias

v(r,t) e A(r,t) a partir de
1
Gw=0 — R, — §Rg,w —Ag,, =0, (3.17)

isto ¢, devemos acrescentar o termo da constante cosmologica nas equagoes (3.10), (3.11)

e (3.12):
Gr = ——e? =0, (3.18)
o= L (i+%>—A_O, (3.19)

! 1
N _> Ao, (3.20)

1
W+ ——=4rA=0 (3.21)
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cuja solucao é

2GM A
-\
= =1- - —. 3.22
u=-e " 5 (3.22)
Assim, obtemos a solucao de Schwarzschild-de Sitter
2GM  Ar? dr?
2 2 2

ds® = (1 - ?> dt® — (1 - QGTM - A§2) — r2dS), (3.23)

e a métrica deixa de ser assimptoticamente plana quando r — oo (note que nao podemos
usar o teorema de Birkhoff para afirmar que a solugao é unica). Essa solugao é conhecida

como solucao de Schwarzschild-de Sitter.

Como os dados da radiagao cosmica de fundo indicam um A muito pequeno (da ordem
de 10747GeV*), os espagos-tempo de Schwarzschild e Schwarzschil-de Sitter mantem as
mesmas propriedades para pequenos valores de r. Contudo, & medida que r cresce, as
diferencas se tornam mais evidentes. Por exemplo, a influéncia de uma constante cosmo-
logica nao nula aparece nos cones de escape dos fotons e nos diagramas de imersao [14].
Outra diferenca entre as solugoes esta no que diz respeito ao horizonte de eventos. Como

dito anteriormente, Rg descreve o horizonte de eventos da solucao de Schwarzschild. Para

343/1— G
(3.24)

2A ’

a solugao de Schwarzschild-de Sitter, temos que

(1 2GM  Ar?

) =0 — = Rgqs+ =
r 3

isto é, esta solucao possui dois horizontes de eventos: Rggs: € Rsqs—, onde o primeiro é

chamado de “horizonte cosmolégico” e o segundo de “horizonte de Schwarzschild”.
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4 Deriwacao da solucao de
Schwarzschild-de Sitter via

transformacao conforme local

O objetivo deste capitulo é deduzir a métrica de Schwarzschild-de Sitter a partir das

equacoes de Einstein para uma dada métrica esférica.

Comumente, a derivacao da solucao de Schwarzschild inicia-se a partir da métrica
ds* = gy datde” = e’"dt* — D dr? — r2dQ, (4.1)

onde dQ) = sen20dp? + d§%. Mas, para simplificacdo dos calculos, partiremos de uma

outra métrica, considerada um pouco mais complicada:
ds® = g datde” = e’"dt* — X Ddr? — 2 dQ, (42)

em que ®(r,t) é uma fungao escalar arbitraria. Note que, para ®(r,t) = Inr, obtemos a

métrica dada em (4.1).

Considere, entao, a primeira etapa da transformacao conforme, dada por:
_ 2%
Guv = QWGQ . (43)
A nova métrica g,, ¢ diagonal e fatorizada:

g = diag(goo, gu1) = diag(e”, —e"),
Gi; = diag(ga, gs3) = diag(—1, —sen ?0), (4.4)

onde

A= A(rt) =v(r,t) —2®(r,t),
B = B(r,t) = A(r,t) — 2®(r, t). (4.5)
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Com a tranformacao conforme, podemos relacionar os tensores de Ricci e escalares de

curvatura através das equagoes :

Ry = Ru—guw(V20)+2(V,2)(V,2) - 2(V,V, D) - 29,,(V®)?,
R = e ?*[R—-6(V*®) - 6(V®)?. (4.6)

De acordo com o teorema de fatorizac¢ao (2.7), as componentes do tensor que possuem
indices mistos sao nulas; assim, precisamos calcular apenas as quantidades referentes as

métricas bidimensionais em (4.4). Para a métrica g, temos':

_ A . Al 3 _ A’

Ty = SR 7€A BT = 5

_ B _ B _ '

rr = = [t = —eB4 r == 4.7
tr 2 ’ rr 2 € ) rr 2 ) ( )

onde o ponto significa 0/0t e a linha significa 9/0r.

Seja K o escalar de curvatura para esta métrica. Podemos calcula-lo através da

equagao (1.29):

K = §%Ru = 33 Reda = 35 Gee RSy,
= GUONOTS, — 0T, + T, 1%, — T1,1%,)
— g(0.T%, — 0,0% + TL TS, —TLT%,)
= §"(0.L%, = AT, + TiTg, = TLLg) + 37 (0.7, = 0,17, + T/, 15, — T/.I',)
= §"[0,Iy, — &Ly, + D47, + TI7, — TpLY, — (07,)7)

+ 70, — T + TLI + LT — (0L - DL
= e ‘%ﬁe’“—B + A?/(A’ _pners_ B AB A 4 pg B A LA B

2+4 2 2 2 2 2

A" BA By, A A* B, ,B

R A

N 3 A// N A/2 A/B/ N A/B/ A/Q N A// B/A/ N A/Q
6 —_— —_— _—— —_— R
2 2 2 4 4 2 4 4
1 . .. . 1
= Jet (-2B+AB - BY) + 5P 247+ AT~ A'B). (4.8)

Agora, seja k o escalar de curvatura para a métrica . Note que k & o escalar de

1O calculo explicito dos simbolos de Christoffel encontra-se no Apéndice
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curvatura da esfera em D =2 : k = —2. Assim, usando (4.5):

R = K+k=K-2

1 .. .. . 1
= 5e—A(AB — 2B~ B%) + 5e—B(zA” —A'B + A?) -2
= 3 YRR — 20) (A — 20) — 2(\ — 20) — (A — 20)?]
1
+ 56—“2‘1’ [2(0" = 20") — (V' — 28") (N —28') + (v — 20")?] — 2
) YRR (PN — 200 — 2D\ + 4D — 2\ + 4D — A2 +4D) — 49?)
1
+ 56_’\+2¢(2V" — 4" — VN £ 20 420N — 497 + " — 49" 4 49") — 2
= 3 TR (PN — 200 4 20\ — 2\ — \? + 4)
1
+ §€_>\+2¢(2@/)\/ — 20 — VN + V% 42— 49") - 2. (4.9)
Como ?

(@@)2 — €_A¢2 o €_B®/2

_ . 1 .. 1 .. 1 1
Vo = 4 (cp — §A<I> + 53@) +e P (53’@’ — 5A’<1>’ — (I)”) . (4.10)

2Vide Apéndice
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temos, a partir da segunda equagao (4.6):

R = e ?*[R—-6(V?®) - 6(VP)?
= %e—”(u — 200 + 20\ — 20 — A2 4+ 49) + %e"\(Z@’X — 20" — VN + V2 420" — 40
— 27 _6(e7VD? — D7)
— 6 [e_” <c’1’> - %(wb —20%) + —(\D — 2<i>2)> +e? (%(Xqﬂ —207) — %(V'CI)/ —29") — @”)

. ]
2
= 2 e [i(m — 200 + 20\ — 2\ — \? 4+ 49) — 6% — 6P + 30D — 60 — 3\D + 6D

. :
+ e {g(m’x — 20"V — VN 4+ V% 42— 49") 4+ 6% — 3N D' — 60" + 3P + 6P + 60"
= 27 pe {E(DA — 2\ =A%) 420D — 20D — 4 — 6(1)2}
1
+ e [5(2u” + U2 —UN) = 2N + 20D + 49" + 6(1)’2}
A . Y . . 3} .

1)<§+2<I>> - A (§+2¢>> —)\—4<I>—6<I>2]

7// V/
+ e {y’ (2<I>’ + 5) - (2@’ + 5) + V" 40" + 6(1)’2]

(= A) <2¢>+%> —X—4<’I’>—6<i>2]

= 2 e

= 22 eV

/
+ e [(2@’ + %) (V' = N)+ "+ 49" + 6<I>/2} : (4.11)

Analogamente, usando a primeira equagao (4.5), as relagoes 3

_ . A, A
ViV, d = &— -0 — A B9,
2 2
_ B B )
V.V, 0 = " — 7<1>1 — EeB—A@,
_ . A. B
VtVT(I) - (I)/ - ?(I) - E(I)/, (412)

e (4.4) e a segunda equagao (1.30), nos obtemos as componentes do tensor de Ricci:

Ry = Ry — 3y (V2®) +2V, 8V, ® — 2V, V,® — 27, (VP)?
= 20'd — 20" + A'® + BY, (4.13)

3Vide Apéndice
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R, = R, —g.(V?®)+2(V,®)? -2V, V, ¥ - 23, (VV¥)?

.. 1 w o 1.. 1..
eP~A2B + B? — AB) + Z(A’B’ — A% —2A") 4 P74 (cp — AP+ 53@)

1
4
1 .. .
+ <28/®/ . —AI(I)/ @//) + 2@/2 o 2@// + B/(D/ + B(DerA 4 2637.4@2 o 2@/2

B B AB . 1 1
— - -+ - A Bd + Bd + 292
2 i 4 4 * 2 +2 i i

A/B/ A/2 A// 1
+ |: 4 o T o 7 _|_ §B @/ 214/q)/ q)ll + 2@/2 o 2@// _'_ B/(b/ o 2@/2:|

B B? AB 3BP
= — - — = —ACI> T4 P4 2¢2
2 T 4 4 + 2 Tt
A/B/ Al2 A// 1 3B/¢)/
+ { 1 1 3 —A’<I>’ — 3@”} ) (4.14)

Ry = Ry — gu(V*®) +2(V,®)* — 2V, V,® — 25,,(VD)?

1 .. .. . 1 .1 .. 1..
= Z(AB —2B - B%) + ZeA’B(QA” —AB + A% -+ 54D — B
1 1 . .. .. .
+ AB (QA’@’ — 5B’<I>' + <I>”) 41202 — 20 + AP + AD'eA B — 29?1+ 24 B P2
A// A/Bl Al2 3A/q)/ B/q)/
— B il . (I)// 2(1)/2
( 2 4 + 4 + 2 2 T
AB B B2 . 3Ad B
————— 30+ — — — 4.15
+ ( 4 2 4 2 2 ) (4.15)

As componentes do tensor de Einstein podem ser calculadas através da equagao (1.33).

Abaixando um dos indices e utilizando as relagoes (4.4), temos:

G, = ¢"Gy
1
= grr (Rtr - §Rgtr - Agtr)

= 9" Ry, — %Ré{ — AJY

= —e 20D — 29" + A'D + BY)

= e M20'D — 20" + (V' — 20D + (\ — 20)9]

= 20D + 29 — VD — \D'), (4.16)
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Gr = grrGTr
1
- grr (Rrr - §Rgr7" - Agr?")

- R - %Réjﬁ — A"

O 57 WD WD TR RS WD W -
= — =X — — 4+ X4 D — — + - +20+ 3D
e +e < 1 5 " 2 + v 1 + 5 +20 +3
/2 /! I\ / ! 1., 12
(VY v " VA Y 2 v / A'v ¥V v " 2
— 4+ — 420" — — — NP 20" — — + \1D -V — — — 29" — 3P
+ e ( 1 + 5 + 1 + 5 + + 1 v 1 )
— A
= 2 L7204 3% — pD) — e (VD + D?) — A, (4.17)
Gi = gttht
1
= gtt (Rtt - §Rgtt - Agtt)
1
= R SRS - A5,
! /\/ /2 /! 1.,/ /2
—20 (VY VA ! &/ v v I &/ A'v !/ v " 2
= —— P+ ———+ NP -V — — — 29" — 3P
e +te ( 5 1 + VO + 1 5 + + 1 v 1 )
T - 20 207 4 N+ — 0D — -+ = 420+ 3Phi — — | — A
+ e ( 1 +v 2 + + 1 v 1 5 + + ) 1 )
= 2 L AND — 20" — 307) + V(D + %) — A, (4.18)
O célculo das componentes Ry encontra-se no Apéndice.
Para obtermos a solu¢do de Schwarzschild-de Sitter, aplicamos ®(r,t) = Inr nas
equagoes (4.16), (4.17) e (4.18), tal que:
T -2\ &/ _)\ -2
Gt = —e "\ = 76 s (419)
. 1 A
G, = 2 e (? + ﬁ) — A, (4.20)
1 N2 3 1 N1
t -2 _ -2
Gt = 7‘_2+€ (?+7‘_2_ﬁ)_[\_7‘_2+6 (?_ﬁ>_A (4.21)

Como no vécuo T}, = 0, temos:

(4.19) — A=

0 (4.22)
(4.20) — e~ (5 + %) - T_12 +A=0, (4.23)
(

.
(4.21) — . i) + X Ao (4.24)
T
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De (4.22), sabemos que A = A(r). Somando (4.23) e (4.24), obtemos
N+ =0 — Atv=f(t) — v=f(t)— \r).

Assim,

ds? = e A O g2 — A2 _ 124Q. (4.25)

Essa dependéncia temporal de v pode ser absorvida pela mudanca de variavel dt =
Ji0)
e 2 dt, tal que
ds® = e O dt* — A0 dr? — 124Q, (4.26)

isto é, as novas variaveis da métrica sao independentes do tempo. Isso implica que a solu-
cao esfericamente simétrica é necessariamente estatica, tal que sempre podemos escolher

a coordenada temporal de modo a ter
Ar)+v(r)=0 — A(r) = —v(r).

Reescrevendo (4.24), temos

! 1 1
6_>\<)\———)+—2+A =0 —
T

rooor?
1\ 1
e (X - —) +——7rA = 0 (4.27)
T T

Fazendo a mudanca de variaveis u = e™*, obtemos

1
Wt s — S hrA=0 (4.28)
r r
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tal que *

u(r) = exp[ H/ (-—m) exp {/T:%df}drnt(h}

1{/ (- )en o o)

— expllnrg — lnr]{/ (F_TA) exp[lnr—lnro]dr—l—Cl}

~ exp (1nr0)exp(lnr1){ / G—rA) exp (In7) exp (lnrol)dr—l—Cl}
{/ G —rA) TioerrCl}

{/(1 _2A)dr + 7“001}

3A
(T‘ — %) + T’()CQ

r2A 02
= 1—-—4+ = 4.29
3 + r ( )

= exp ln 7“

Para fixar a constante (5, basta considerar a solucao sem a constante cosmolédgica e

reduzi-la ao limite newtoniano:

2GM 2GM
goo=1—— = 1— (c=1),
rc r
tal que Cy = —2GM; esse parametro é conhecido como “raio de Schwarzschild”. Te-
mos,entao,
2GM A
—A
= =1- - —. 4.30
u=e . 5 (4.30)
Assim, obtemos a solu¢ao de Schwarzschild-de Sitter
QGM rZA 1
2 _ 12 2 .2
ds —<1— . 3)d (1_2GTM_TQTA)dT — r2df2, (4.31)

como haviamos proposto.

1Para a passagem de (4.28) para (4.29), vide Apéndice
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Conclusao

Apesar de ser a solucao esfericamente simétrica mais simples das equacoes de campo
de Finstein com constante cosmolégica, a solugao de Schwarzschild-de Sitter apresenta
calculos extensos ao ser deduzida de maneira usual. O uso da simetria conforme local e
do teorema da fatorizacao faz com que o volume dos calculos diminua, reduzindo signifi-
cativamente o nimero de componentes a serem calculadas (o calculo destas componentes
pode parecer mais complexo do que da maneira usual, mas se desenvolve mecanicamente,

sem maiores prejuizos).

Esta solucao é de extrema importancia no estudo da gravitagao do sistema solar, pois
testa localmente a validade da Relatividade Geral e descreve objetos que nao estavam

previstos pela teoria Newtoniana, tal como buracos negros.
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Apéndice

Simbolos de Christoffel, Capitulo 3:

Os simbolos de Christoffel podem ser calculados a partir da equacao (1.15). Assim,

1 v
Fit = §gtt(atgtt) = 9 (A'l)
1 N
r, = -g" ar rr) = 5 A-2
r 59" (Orgrr) = 5 (A-2)
1 I
Iy = §9W(_argtt) = Eey )\7 (A-3)
1 A
It = —g*(—8,g,,) = ~e A-4
rr 29 ( atg ) 26 ? ( )
1 7
Fit = §gtt(aw9tt) ~ (A-5)
1 A
N, = 597 (0ge) = 5, (A-6)
1 —1
F‘be — 5999(—899¢¢) = ﬁ897"2 sen 20 = —sen 6 cos 6, (A-7)
r
1 1
ngﬁ — §g¢¢(899¢,¢,) = m.Z?‘Q sen f cosf = cot 6, (A-8)
r?sen
1 —1
Lo = 597 (=0:9s) = TG_A(?T(TQ sen’f) = —rsen*fe ™, (A-9)
1 —1
0w = 59" (=0rge) = 767)\27’ = —re™?, (A-10)
1 1
¢ _ o _ L oo _ 29 * -
L, = Ihy= 59 (Orgoee) 2r2sen29.2rsen 7 . (A-11)

Simbolos de Christoffel, Capitulo 4:
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Analogamente aos anteriores, temos:
_ 1 1 1, A
¢ gt Lot ~AA _ 4 )
r, = 59 (Orgue) = 59 Ae? 2Ae e 5 (A-12)
- 1 1 A
I, = §gtt(argtt> = §7ttA/€A A 9" g = 5 (A-13)
_ 1 1, - 1 1.
. = 5_“( O Grr) = §_ttB€ = §Be*AeB = §BeB*A, (A-14)
= 1_ -~ 1—rr = B’
I, = 59 "(0rGrr) = B B'g = o (A-15)
T 1 1 —rr . B
Iy, = 5 g (0:grr) = 59 (— BeB) = o (A-16)
- 1 1 —A A
Th = 597 (=0:gu) = 557" (- Aet) = ——e(—e7P) = eF (A7)
2 2 2 2
Derivadas Covariantes:
Usando (1.14) e (4.7), temos:
?tvf@ - vt(atfb) — 83(13 - fi}a/\q)
.. . A. A
= d-TId-T/0 = — 50— ?eA_BCD’, (A-18)
V,V, & = V,(0,0) =0*® —T)0\d
. B B .
= & T, o170 =0"— 7@’ — EeB_Aq), (A-19)
ViV,® = V(0,8) = 0,0, —T)0\®
o A. B
= & -TLo-T7,9 = P — ECID — 5(1)’ (A-20)
(V) = g"V,oV,®=g"(V,®)*+ (V)
= 49?7 P97 (A-21)
vQ(I) — guuvuvy¢ — grerCD + gttv2¢)
. A, A B B _,.
— €_A® o _A—(P . —B@/ —B@// + e—B_q)/ + —G_Aq)
2 2 2 2
. A. B. B’ A
= 4 (cp - 5o ECI)) +e B <7c1>’ + Ecb’ (I)”) (A-22)

Componentes R}:

Para obter as componentes R}, basta levantar um dos indices de R, e substituir as
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relacoes (4.5):

R: = grrRrr
= —e PR, e
AB B B? 1.. 3B . .
—20—A / 2
= - — — — + A — — - D20
c 12113 2
A/2 A// A/B/ 1 BB/
—20-B |7~ - ZAP — P
toe {4 5 1 T3 ;s
Ll =20)(A=2d) (A—28) (A—20)> 1, .. . 3. .. . .,
= v — — —(0—=20)P — —=(\N—20)D — D — 20
¢ [ 4 2 T T3 22— 5(h—29)
/_2(1)/2 /1_2(1)// /_2(1)/ )\/—2@/ 1 3
+ e—/\[(l/ 1 ) +(V 5 )_(V l( )—I—§(I/,—2(I),)(I),—§(>\/—2(I)/)(I)/
+ 3@//]
s N pd . N . N L. vd . 3.. ) . )
= ¢V |- - 4P -4 = O —P?P+ — —P?— )\ o2 — o — 292
e [4 5 5 + 2+ 1 + A -+ 5 2)\ + 3 ]
+ eA[VI/Q_V/@/+®/2+%”_®H_V;f\/_'_y;q),_i_)\lzq),_q)IQ_'_%_(b/Z_g)\/@/_i_B@/Z
+ 3@//]
7\ AN NG . VN, 9
i [ VS g P _Z A-2
e [4 P 5 1 +e {4—1-2—1—2(1) 1 )\<I>—|—2<I>}, ( 3)
Ri = gttht
— 67A672<I>Rtt
A// A/B/ A/Q BAI(I)/ BICI)/
— e—2<I>—B (7_ 1 +T+ 5 _ 5 +<I>H+2<I>/2)
L 2eea AB B B? 24, A BO
4 2 4 2 2
! /\/ !/ ¥ N 12 IR A/
- v " Z0) Z8% Ao 2 v I R/ 2 3P 2 Ao 12
= — — ¢ — —d — —vd ) — =3P - — + P
e (2 1 + 5 + 5 —1—4 Vo + + 5 3 5 + +
A ovd A L, N . A . 3wd ., A
e - P - 4 - AN - PP 30— — 307 — P2
+ e <4 5 5 + 2+ 4+)\ 3P + 5 3 5 +

7 AV 2 ‘Y i\ \ 2
(V" VA PR 7 (A A - o A

= —_— = ¢+ — — d———20—-29p°— — |.
e <2 1 +v +4)—|—€ <4+V 5 1

Método do fator integrante:

O método do fator integrante ¢ um método geral usado para resolver equacgoes da
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forma

u'(r) + p(r)u(r) = q(r) (A-25)

e consiste em multiplicar todos os membros da equagao por um fator integrante, I(r),

tal que
I(r)u!(r) + I(r)p(rju(r) = 1(r)q(r), (A-26)
de modo que
A _ 1r)g(m). (A-27)

I'(rju(r) = I1(r)p(rju(r) — —  I'(r) = 1(r)p(r), (A-28)

de onde obtemos

I(r) = exp ( / p(r)dr) . (A-29)

Substituindo o resultado anterior na equacao (A-27) e realizando a integracao, temos

u(r) exp < / p(F)dF) _ / o(r) exp ( / p(f)df) dr+ C. (A-30)

Logo,

u(r) = exp (- / p(f)df) [ / o(r) exp ( / p(F)df) dr + C] L (A3
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