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RESUMO

Neste trabalho estudamos alguns resultados da teoria de escalas temporais, as quais sao
subconjuntos fechados nao vazios dos nimeros reais. As escalas temporais sao ferramentas
eficazes para descrever modelos que envolvem evolucao de tempo, onde R e Z sdao conside-
rados casos particulares, chamados tempo continuo e tempo discreto, respectivamente.

A teoria e aplicagoes da derivagao (delta, nabla e a-diamante) e a integragao no sentido
de Riemann em escalas temporais tem recebido recentemente uma atengao consideravel.
O objetivo principal deste trabalho é estudar as fung¢oes convexas em escalas temporais
e apresentar algumas propriedades como: a convexidade de uma funcao é uma condigao
necessaria e suficiente para sua subdiferenciabilidade. A subdiferencial de uma funcao
f é dada como um conjunto de certas funcoes estendidas. Utilizando a convexidade de
uma func¢ao demonstramos uma versao generalizada da desigualdade de Jensen em escalas
temporais através da integral delta. Além disso, apresentamos alguns corolarios e uma

aplicagao em célculo variacional.

Palavras-chave: Escalas temporais, convexidade, subdiferenciabilidade.



ABSTRACT

In this work we study some results of the theory of time scales, which are closed non-
empty subsets of the real numbers. The time scales represent a powerful tool to describe
models which involve evolution of time, where R and Z are considered special cases, called
continuous and discrete time respectively.

The theory and applications of the derivation (delta, nabla and a-diamond) and the
Riemann’s integration in time scales have recently received considerable attention. The
main objective of this work is to study convex functions on time scales and to present
some properties such as: the convexity of a function is a necessary and sufficient condition
for its sub-differentiability. The subdifferential of a function f is given as a set of certain
extended functions. Using the convexity of a function we prove a generalized version of
Jensen’s inequality on time scales via the delta integral. In addition, we present some

corollaries and an application in variational calculus.

Key-words: time scales, convexity, subdifferentiability.



LISTA DE SIMBOLOS

v Para todo

€ Pertence

T Escala temporal

o Operador de avancgo.

p Operador de recuo.

7 Funcao de rarefacao de avanco.

v Funcao de rarefacao de recuo.

fe Funcao f composta com o.

fr Fung¢do f composta com p.

T* Conjunto T \ {m} onde m é o elemento maximo discreto a esquerda.
Ty, Conjunto T \ {m} onde m é o elemento minimo discreto a direita.
TF E a intersecio de T* com Ty

A A derivada delta de f.

v A derivada nabla de f.

fa A derivada alfa de f.

fOa A {,-derivada de f.

fAa A segunda derivada delta de f.

Cra(T,R) Conjunto das funcoes rd-continuas

CL(T,R) O conjunto das fungoes f : T — R diferenciaveis com derivada rd-

continua.

of A subdiferencial de f.
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1 INTRODUCAO

O céalculo em escalas temporais é uma teoria relativamente nova que foi iniciada em
1988 por Stefan Hilger em sua tese de doutorado. Seu orientador, Bernd Aulbach, pediu que
desenvolvesse uma teoria unindo analise discreta e continua, atualmente conhecida como
equacgoes dindmicas. Hilger estendeu suas ideias para subconjuntos fechados arbitrarios
de R na topologia usual. Ele chamou esses conjuntos de escalas temporais ou cadeias de
medida e, por este motivo, foi denominado calculo em escalas temporais. Seu trabalho foi
esquecido até 1997, quando foi redescoberto por Martin Bohner. Desde entdo, o ntimero

de pesquisas tem crescido nesta area. Podemos citar, por exemplo, [2], [4], [14], [19], [20].

O objetivo principal desta teoria é encontrar uma solucdo para uma equagao
dindmica onde o dominio de uma funcao desconhecida é chamado de escala temporal.
Portanto, se escolhemos a escala temporal dos ntimeros reais, teremos uma solugao para
as equagoes diferenciais ordinérias (caso continuo) e se a escala temporal é o conjunto dos

nimeros inteiros, teremos uma solugao para as equagoes diferengas (caso discreto).

Existe todo um espectro de diferentes escalas temporais que servem como modelos
do tempo. A teoria do calculo em escalas temporais é aplicavel a qualquer campo em que
os processos dinamicos possam ser descritos como modelos discretos ou continuos. Como
muitos modelos econémicos sao modelos dinamicos, os resultados do célculo em escala
temporal sao diretamente aplicaveis a economia. A economia é uma disciplina ideal para
aplicacoes de escalas temporais. Modelos econdmicos dinamicos padroes sao criados em
tempo continuo ou discreto e, no artigo pioneiro [3] podemos encontrar uma descrigao
de um modelo econémico nos casos continuo, discreto e o mesmo modelo numa escala

temporal qualquer.

Um outro exemplo de aplicacao em modelos econémicos pode ser encontrado em
[13]. Neste artigo, os autores apresentam um problema que usualmente é chamado o
problema de 'comer o bolo’: Consideremos primeiro um modelo com tempo discreto.
Suponhamos que um consumidor tem um bolo de tamanho fy. Ele s6 vive T periodos e o
tempo é discreto. Ele sé pode consumir ou poupar (ndo hd nada mais para comer e nao
hé possibilidade de pedir emprestado a ninguém). O bolo nao se pode estragar. Em cada
ponto no tempo, t=1, 2,...,T, o consumidor precisa tomar uma decisao sobre a quantidade
de consumo e poupanca. Portanto, a pergunta natural é: como determinariamos a quanti-
dade 6tima de consumo de bolo (poupanga) em cada ponto no tempo? Para responder esta
questao, precisamos conhecer as propriedades de sua preferéncia, seu fator de desconto

de tempo e as condigoes iniciais / finais. Portanto, é um problema de maximizagao discreta.

Além da aplicacao a economia, também temos outras aplicagoes das escalas tem-

porais em areas como dindmica populacional [7], cdlculo quantico [15], teoria de controle
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[5] e a drea do calculo de variagoes em escalas temporais [6, 20] que estd em seu inicio
e ¢ uma area fértil de pesquisa. Como casos particulares, obtém-se o calculo usual das

variacoes, o calculo do tempo discreto das variagoes e o g-célculo das variacoes.

Nosso objetivo é apresentar uma extensao do conceito de convexidade e subdife-
renciabilidade para fungoes definidas em escalas temporais. O conceito de convexidade
¢é fundamental para a analise funcional, otimizacao, cdlculo variacional, assim como em
outras areas da matematica. Também discutimos a nocao de subdiferencial de fungoes
definidas em escalas temporais. Para isto apresentaremos algumas propriedades cruciais
das fungoes convexas, suas derivadas dindmicas (derivada delta A, derivada nabla V e
a derivada a-diamante Q) e sua subdiferenciabilidade ao mesmo tempo sao apresenta-
das algumas generalizacoes de desigualdades como a desigualdade de Jensen em escalas

temporais.
A seguir, damos uma breve descri¢do do contetido de cada um dos capitulos.

No Capitulo 2, apresentamos a definicao da escala temporal que denotamos por
T. Na Sec¢ao 2.2, introduzimos a definicao da delta derivada de uma funcao f : T — R,
assim como suas propriedades e alguns exemplos. Na Secao 2.3, apresentamos a teoria de

integracao, definindo as fungoes regradas e rd-continuas.

No Capitulo 3, apresentamos a definicdo da alfa derivada e alfa-diamante, onde a
alfa derivada é uma extensao da delta derivada e nabla derivada. Definimos a derivada
alfa-diamante independente das derivadas A e V e mostramos como uma propriedade que

Qo € uma combinacao linear da delta e nabla derivada.

No Capitulo 4, fornecemos uma introdugao a teoria de integragdo de Riemann
em escalas temporais. Apresentamos propriedades da integral de Riemann, teorema

fundamental do céalculo, integracao por partes e mudanca de variavel.

No Capitulo 5, apresentamos a teoria de fungoes convexas em escalas temporais,
introduzimos as propriedades de fungoes convexas definidas num intervalo da escala
temporal e provamos a seguinte equivaléncia: a funcao f : I C T — R é convexa se, e
somente se, f : I — R também é convexa, onde I = I N'T. Além disso, apresentamos
a definicao de subdiferencial de uma func¢ao definida num intervalo da escala temporal,
assim como suas propriedades, e mostramos que a convexidade de uma funcao f é uma
condicao necessaria e suficiente para sua subdiferenciabilidade. Finalmente, apresentamos

uma aplicagdo de calculo de variagoes para escalas temporais.
1.1 Objetivos

e Apresentar o calculo em escalas temporais.
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Descrever algumas extensoes da nocao de derivada em escalas temporais.
Estudar as integrais de Darboux e de Riemann em escalas temporais.

Apresentar o conceito de fungoes convexas e subdiferenciais de fungoes convexas em

escalas temporais.

Mostrar a desigualdade de Jensen em escalas temporais e uma breve aplicagao desta

desigualdade no célculo variacional convexo.
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2 C(Calculo em Escalas Temporais

Vamos comegar com algumas defini¢goes basicas. A seguir, apresentamos a defini¢ao
de diferenciabilidade em escalas temporais, assim como alguns exemplos. Na tultima
se¢ao, introduzimos a teoria de integracao em escalas temporais, apresentamos resultados
fundamentais como o Teorema do Valor Médio em escalas temporais. A principal referéncia

para este capitulo é [7].

2.1 Defini¢oes basicas

Nesta secao, apresentamos as principais defini¢oes e caracteristicas do calculo em

escalas temporais iniciadas por Stefan Hilger.
Definicao 2.1.1. Uma escala temporal, T, é um subconjunto nao vazio fechado de R.

Exemplo 2.1.1. Os conjuntos T=R, T=7Z, T=hZ = {hn:n €Z} com h > 0, e
T=q2:={¢": ke€Z}U{0}, ¢>1eo conjunto de Cantor sio exemplos de escalas
temporais. Enquanto Q, R\ Q, C, (0, 1) néo sao.

Assumimos que uma escala temporal T tem a topologia inerente a dos ntimeros reais com

a topologia padrao, ou seja, um intervalo aberto na escala temporal T é definido por
(a,b)r={teT:a<t<b} onde a,beT.
Intervalos fechados e intervalos semi-fechados, etc., sdo definidos da mesma forma.

Definicao 2.1.2. Seja T uma escala temporal. Para t € T, definimos o operador de

avango (€ o ponto mais proximo a t d direita):
c:T—T

por
o(t) =inf{se€T:s>t},

e o operador de récuo (é o ponto mais proximo a t a esquerda)
p:T—T
por

p(t) :==sup{seT:s<t}.

Em nossa definigao, definimos inf () = sup T e sup ¢ = inf T de modo que o(t) =t se T
tem um méaximo t e p(t) = ¢ se T tem um minimo t, onde () denota o conjunto vazio. Se

o(t) > t, entdo dizemos que t é discreto a direita, e se o(t) =t dizemos que t é denso a
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direita. Do mesmo modo, se p(t) < ¢, entdo t é discreto & esquerda, e se p(t) = t, entao t
¢ denso a esquerda. Se t ¢ simultaneamente discreto a esquerda e discreto a direita, entao
dizemos que t € isolado. Pontos que sao densos a esquerda e densos a direita ao mesmo
tempo sao chamados densos.

Finalmente, definimos a funcao de rarefacao de avango p : T — [0, +o00] por u(t) = o(t) —t
e a fungao de rarefagao de récuo v : T — [0, +oo[ por v(t) =t — p(t)

Para a composicao de uma fun¢do f : T — R com os operadores o : T — T e
p: T — T usamos as seguintes abreviaturas: f7(t) = f(o(t)) e fP(t) = f(p(t)).

Seja I C T. Definimos o conjunto

I I'\ (p(sup I),supl], se supl < oo
I, se supl = o0

e o conjunto

I se inf ] = —o0.

Y

= { I'\[infI,o(inf1)), se infl > —o0
Também definimos, I := I" N I,,. Em particular, podemos usar a descricao acima para
I=T.
Exemplo 2.1.2. Vamos considerar os exemplos T=R, T=Z ¢ T = ¢%
(i) Se T = R, entao temos para qualquer ¢t € R
o(t):==inf{s € R: s>t} =inf(t,00) =
e da mesma forma
p(t) :=sup{s € R:s <t} =sup(—oo,t) =t.
Portanto, cada ponto ¢t € R é denso. A funcgao rarefagao é

p(t) =o(t) —t=t—t=0 paratodo t€R.

(ii) Se T = Z, entao para qualquer ¢ € Z, temos
o(t):=inf{s€Z:s>t}=inf{t+1,t+2,t+3,..}=t+1
e da mesma forma
p(t):==sup{s€Z:s<ty=sup{t—1,t—2,t—3,..} =t—1
A partir dessas afirmagoes, vemos que cada ponto em Z é isolado, e que

u(t)=o(t)—t=t+1—t=1 paratodo t € Z.
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(iii) Se T = ¢% := {¢* : k € Z} U {0}, q>1,temosa(t):inf{3€q7:s>t}.
Seja t € ¢% entdo t = ¢* ou t = 0 para algum k € Z.

Se t = ¢*, entdo
o(t) = inf{s €ql:s> qk} = inf {qk+1,qk+2,qk+3, } =t =¢"q=t
p(t) = sup {s cql:s< qk} = sup {qkfl,qk’z,qk’:s, } =q¢1 =
Se t = 0, entao
J(O):inf{s€q7:s>0}:Oep(O):sup{s€q7:s<O}:O.

Logo, todo ponto t # 0 ¢ isolado e o ponto t = 0 é denso. A fungdo de rarefagao de

avanco é dada por

0, se t = 0;

u(t):{ (q—1)t, seteT)\ {0}

enquanto que a funcao de rarefacao de récuo é dada por

V(t):{ (1—qYt, seteT\{0}

0, set=0.

Eventualmente, usamos o seguinte principio de indug¢ao em nossas provas, e por isso o

introduzimos e provamos aqui.

Teorema 2.1.1. (Principio de Indugdo). Seja ty € T e assuma que
{S(t) : t € [to,00)r}

¢ uma familia de afirmagoes que satisfazem:

I. A afirmagao S(ty) é verdadeira.

II. Se t € [tg,00)r € discreto a direita e S(t) é verdadeira, entao S(o(t)) também é

verdadeira.

III. Set € [ty,00)r € denso a direita e S(t) € verdadeira, entao existe uma vizinhanga U

de t tal que S(s) é verdadeira para todo s € U N (t,00)r.

IV. Se t € (tg,00)r € denso d esquerda e S(s) € verdadeira para todo s € [ty,t)r, entdo
S(t) é verdadeira.

Entao S(t) é verdadeira para todo t € [to, 00)r.

Demonstragio. Seja S* := {t € [ty,00)r : S(f) nao é wverdade}. Queremos mostrar que

S* é vazio. Assim, suponha S* # (). Como S* é nao vazio e T é fechado, temos

inf $* :=t* ¢ T.
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Afirmamos que S(t*) é verdadeira. Se t* = t, entdo S(t*) é verdadeiro por 1. Se t* # t( e
p(t*) = t*, entdo t* é denso a esquerda e como t* < s, para todo s € S*, entao s ¢ S*, para
todo s € [tg, t*)1, entdo S(s) é verdade para todo s € [ty,t*), e portanto S(t*) é verdade
por IV. Se t* # tg e p(t*) < t*, entdo p(t*) € [to, 00)T, pois o < t*. Além disso, S(p(t*)) ¢
verdadeiro e como t* # inf T pois ¢y < t*, entao o(p(t*)) = t*, ou seja, a(p(t*)) > p(t*).
Logo, por II temos que S(a(p(t*))) é verdadeira e, portanto S(t*) é verdadeira. Assim,
estas afirmagoes mostram que
¢ S*.

Segue que, t* nao é discreto a direita, e ja que t* # max T, entdo t* é denso a direita. Mas,
IIT nos diz que S(t*) é verdadeiro, o que é uma contradi¢ao. Assim, S* = () e assim nossa

conclusao segue. 0

2.2 Diferenciacao

A seguir, introduzimos a delta derivada de uma funcao f : T — R em um ponto
te T

Definicao 2.2.1. Seja f: T — R uma fungdio e sejat € T". A delta derivada de f em t,
denotada por f2(t), é o mimero real (caso exista) tal que para qualquer € > 0, existe uma
vizinhanga U de t em T (i.e., U= (t —,t+ ) N'T para algum 6>0) tal que

1F(o(0)) = F(s)] = FA(0)[o(t) = s]| < elo(t) — s, para todo s € U

Dizemos que f é delta-diferencidvel em T se existe a delta derivada de f em t para todo
t € T*. A fungio f2 : T® — R diz-se a derivada delta de f em T*. Observamos que a

delta derivada estd bem definida, como o sequinte teorema afirma:

Teorema 2.2.1. A delta derivada, se existir, é unica.

Demonstra¢do. Suponhamos que f tem duas derivadas f2(t) = g(t) e f2(t) = h(t) em t.
Afirmamos que g(t) = h(t). Com efeito, por defini¢do da derivada g(t) e h(t) temos para

todo € > 0, existem

Ulz(t—él,t—{—él)ﬂ']r, (51>0,
ng(t—ég,t—F(SQ)mT, (52>0,

tais que

|[F(o(t)) = f(s)] = g(®)]o(t) = sl| < %l(f(t) — 5|, para todo s € Uy,
I[f(a(t) — f(s)] = h(t)[o(t) —s]| < §|a(t) — s|, para todo s € Us.

Note que a primeira desigualdade pode ser escrita na forma equivalente

9(8)[o(t) = 8] = F(o(t) + ()] < Slo() = sl.
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Somando esta desigualdade com a outra desigualdade, obtemos:

lg@)[o(t) = s] = f(o(t) + f(s)| + [[f((t)) = ()] = h(B)[o(t) — s]| < €|o(t) — ],

para todo s € U = (t — 6,t +0) NT, onde § = min{d, s }.

Se aplicarmos a desigualdade triangular ao lado esquerdo desta desigualdade, obtemos

(9(t) = () (o(t) = 5)| < €|a(t) - s].

Por defini¢ao de T", toda a vizinhanga de t contém algum s € T com s # o(t). Isto
implica que
lg(t) — h(t)] <€, paratodo €>0

Assim, esta tltima desigualdade diz que g(t) = h(t). Portanto, a delta derivada
¢ Unica. O

Exemplo 2.2.1. Vejamos alguns exemplos da delta derivada [7].

(i) Se f: T — R é uma funcao definida por f(t) = «, para todo t € T, onde o € R é

constante, entdo f2(t) = 0. Com efeito, dado € > 0,

I[f(a(t)) — f(s)] = 0.]o(t) — s]| = | —a| =0 < ¢€|o(t) — s|, paratodo s € T.

(i) Se f: T — R é uma funcio definida por f(t) = ¢, para todo t € T, entdo f2(¢) = 1.
De fato, dado € > 0,

|f(a(t)—f(s)—1.(c(t)—s)| = |o(t)—s—(c(t)—s)| = 0 < €|o(t)—s|, para todos € T.

(iii) Se f : T — R é uma fungdo definido por f(t) = t?, para todo t € T, entdo
f2(t) = o(t) + t para todo t € T*. De fato, dado € > 0, existe U = (t —e,t +€)NT
tal que

I[f(a(t)—f(s)]—(a(t)+1t).]o(t)—s]| = |s—t||o(t)—s| < €|lo(t)—s|, para todos e U.

Agora mostramos algumas propriedades da derivada delta no seguinte teorema.

Teorema 2.2.2. Seja f: T — R uma funcao e seja t € T®. Entao temos o sequinte:

(i) Se f € delta diferencidvel em t, entao f € continua em t.

(ii) Se f é continua em t e t é discreto a direita, entao f € delta diferencidvel em t com
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(iii) Se t é denso a direita, entdo f € diferencidvel em t se, e somente se, o limite

o S0 = 1)

s—t t— s

existe como um numero finito. Neste caso,

(iv) Se f € delta diferencidvel em t, entdo
Fa(®)) = f(t) + p(t) ().

Demonstragio. (i) Suponha que f seja delta diferencidvel em ¢. Seja € € (0,1). Defini-

€ = e[L+[f2(t)| +2u(t) .

logo €* € (0,1). Pela definigao 2.2.1, existe uma vizinhanca U de t tal que
[f(a(t) = f(s)] = fF2@)[o(t) = s]| < €*[o(t) — 5|, para todo s € U

Portanto, para todo s € U N (t — €*,t + €*), temos

) = F) < |{Fe(®) = £(s) = FA@) o) = sl} = {F(o(®) = £(t) = n(OF>B)}]

+|(t = 5)£20)]
< |f(o(t) = £(s) = FADo(t) = 8]l + [ F(o(t)) = F(t) = (o(t) = 1) F2(2)|

+(t = )| f2()]
< o) — s+ € ult) + €A (1)

eflo(t) = s|+ p(t) + [F2 (1))

eflo(t) =t + |t — s| + pu(t) + | FA(2)]]

e[2u(t) + [t — 5| + [ F2(®)]]

e12u(t) + € + A0

€ [L+2u(t) + | F2()])

= €.

IN

IA A

Portanto, f é continua em ¢t.

(ii) Suponhamos que f seja continua em ¢ e t seja discreto a direita. Pela continuidade
de f em t, temos

lim flo() = f(s) _ fla(®)) = f() _ flo(t) — f(2)
S o(t) — ¢ o(t) —t p(t)

Logo, dado € > 0, existe uma vizinhanca U de t tal que

Fo) ~ f(s)  flolt) — £(0)]

o(t) — s u(ty |




(iii)
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para todo s € U. Assim,
[o(t) — s]| < €lo(t) — s],

para todo s € U. Portanto, obtemos o resultado desejado

Flo(0) — 1)

o= p(t)

Assim, f é delta diferenciavel em ¢.

Suponhamos que f seja delta diferenciavel em ¢ e t seja denso a direita. Seja € > 0

dado. Como f é delta diferenciavel em ¢, existe uma vizinhanca U de t tal que

(@) = f()] = FEO[o(t) = s]| < elo(t) — s,

para todo s € U. Como o(t) = ¢, temos

[f(8) = f(s)] = FA@O)[t — s]| < eft — 5],
para todo s € U. Assim,

f(t) = f(s)

I —s —fA(t)SE,

para todo s € U, s # t. Portanto, obtemos que

A _
FR() = lim ——
t —
Reciprocamente, suponha que ¢t € T" é denso a direita e lig% M seja finito,
ou seja,
t —
L= ),

s—t t—s

Entao, dado € > 0, existe uma vizinhanga U de t tal que

HUESCI P

para todo s € U. Como o(t) = t, entao

’f(a(t))—f(s)
t)—s

o

— L <e

— I

para todo s € U. Logo,

[f(o(t)) = f(s) = L(a(t) — s)| < elo(t) — s,
para todo s € U. Portanto f é delta diferencidvel em ¢ e f2(t) = L. Além disso,
) ()

s—t t— s

— FA).



19

(iv) Se o(t) =t, entao u(t) = 0 e temos que

Se o(t) > t, entao por (ii) temos
fla(t)) = f(t) + pu(t)
= f(t) + u(t)f2 ().

Exemplo 2.2.2. Vejamos algumas aplicagoes do Teorema anterior.

(i) Se T =R, entao o teorema anterior (iii) mostra que f: R — R ¢é delta diferencidvel
em t € T se, e somente se, o limite

i e f() = f(s)
f (t> - EEE t—s )
existe, i.e., se, e somente se, f é diferencidvel (no sentido usual) em t. Neste caso,

obtemos

P2 =tim 1O =S _ gy

s—t t— s

(ii) Seja T = {711 in € N} U{0} e f: T — R definida por f(t) = o(t). Determinemos

fA2(t): temos
f(t){ 1t_t seteT\{1};
1, set=1.

Sejat € T" = T\ {1} tal que t # 0. Note que o(t) > t, para todo t € T\ {0}, e,
portanto t é discreto a direita para todo ¢t € T\ {0}. Além disso, f é continua em
t € T"\ {0}. Com efeito, dado € > 0, existe U = (t — 0, + 0) N T vizinhanca de t,
para algum ¢ > 0, tal que

[f(s) = F(t)] =0 <,
para todo s € U. Logo f é continua em ¢ € T"\ {0}. Portanto, pelo teorema anterior

(ii) temos que f é diferencidvel em t € T \ {0}, com

t t
flo(t) — F(8) f(l—t>_1—t_ 1

A
t) = = =
1—-1
para todo t € T" \ {0, %} Além disso, temos p(0) = 0 = ¢(0). Entao, 0 é denso a
direita. Como 0 .
lim M — lim =1,
550 0—s L

entdo pelo teorema anterior (iii), temos que f é diferencidvel em 0 e f2(0)

, para todo t € ']I‘”\{

\

N | —

Segue que f é diferencidvel em T" \ {2} e fA(t) = o



O teorema a seguir nos dé algumas propriedades das delta derivadas [7].

Teorema 2.2.3. Sejam f,g: T — R diferencidveis em t € T*. Entao,
(i) A soma f+g:T — R € diferencidvel em t com
(f +9)2(t) = f2(t) + > (1)
(ii) Para qualquer constante o, aof : T — R € diferencidvel em t com
(af)2(t) = af2(t).
(7ii) O produto f.g: T — R € diferenciavel em t com
(f.9)2(1) = FA)g(t) + f(o()g>(t) = F(t)g> () + f2()g(o(t)).

(iv) Se f(t)f(o(t)) # 0, entao 1 ¢ diferencidvel em t com

7
0N A
(f) O = =T ey

(v) Se g(t)g(o(t)) # 0, entao ch ¢ diferencidvel em t e

9

()" ) - L5 S0

Demonstracdo. Suponhamos que as fungoes f e g sejam diferenciaveis em t € T*.

(i) Seja € > 0, entao existem vizinhancas U; e Uy de t com
€
[f(o() = f(s) = f2O((®) = s)| < lo(t) = 5|, Vselie

€
l9(o(8) = g(s) = g% () (o (t) = s)| < Slo(t) = 5|, Vs € Vs
Seja U = Uy N U,. Entao, temos

)
= |f(o(t) = F(s) = FAO((t) = ) + g((t) = g(s) — g (B)(o(t) = 5)]
< |f(o(®) = f(s) = PO () = )| + lg(o(1) = g(s) — (o (1) - )|
< Slo(t) = sl + Slo() = s

< elo(t) - s,

para todo s € U. Portanto f + g é diferencidvel em ¢ e

(f +9)2(1) = F2(t) + g2 (1)
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(ii) Seja € > 0, entdo existe uma vizinhanca U de t tal que

F(o(8) = f(s) = FAO)(0(t) — s)| < ;w(t) —s|, VseUa#0.

Assim, temos

((af)(a(t) = (af)(s) = af2(O)(e(t) = s)| = lallf(a(t)) = f(s) = f2(H)(a(t) = 5)|

€
< laf~]o(t) = s|

1ol
=¢€lo(t) —s|, VseU.

Portanto, af é diferencidvel em ¢ e (af)2(t) = af2(t).
Se a =0, entdo af = 0, logo af é diferenciavel em t. Além disso, temos (af)>(t) =
aff(t) =0em t.

(iii) Seja € € (0,1). Definimos €* = €[1 + |f(t)| + |g(c(t))] + |¢*(¢)]]~*. Entéo e* € (0,1).

Logo, existem vizinhancas Uy, Us e Uz de t tais que

[f(o(t) = f(s) = FAH)(o(t) = s)| < €*|o(t) —s], Vs € Uy
— — g2 () (o(t) — 8)| < €o(t) —s|, Vs € Uy,

e pelo T eorema 2.3 (i) temos que f é continua em t. Logo
f(t) = f(s) <€, VseU;
Seja U =U; NU; NUs, e seja s € U, entao

(f9)(a(t)) = (f9)(s) = [F2(t)g(a(t)) + F(t)g™ (B)](a(t) — s)]

=1f(e(t)g(e(t) = f(s)g(s) — f2(t)g(a(t))(a(t) — s) = f(t)g™ ()(a(t) — 5)

=1/ (@) = f(s) = 2O (t) = 9)]g(@(t) + [g(a(t) — g(s) — =)o (t) — 5)] /(1)
+Hg(a(t) = g(s) = = (O (@ (t) = $)]1f () = F(O] + (o(t) = $)g*()[f(s) = f(D)]]
< o(t) = sllg(e®)] + *lo(t) = sllF ()] + €lo(t) — s + o (t) — sllg (1)]
= *lo(t) = s|llg(e®O)] + [f(O] + € + g*(D)]]
< o) = s|[1+ [FO] + lgla (@) + 19° (@]
< elo(t) — s].

ot

(
)

Portanto, f.g ¢ diferenciavel em ¢ com

(f.9)2(t) = F(t)g>(t) + f2(D)g(o(t)).

A outra igualdade do produto da parte (iii) deste teorema se deduz da tltima equagao

trocando as fungoes f e g.
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f(t) f

t € T". Pela parte (iii) deste teorema, obtemos:

A
1 1
(iv) Temos que f(t) () = 1, para todo t € T. Logo (f) (t) = 0, para todo

fA<t>f§t) + f(o(t) (})A (1) = 0.
Assim, temos que (}) ¢ diferencidvel com G)A (t) = m

A
1

(v) Usamos (iii) e (iv) para calcular <> (t). Como f é diferenciavel e — é diferenciavel
g

1
por (iv), entdao por (iii) temos que = = f.— é diferenciavel. Entao
g

(f>A (1) = (f,1>A ) = f(t) <1>A )+ f2(t) <1> (a(t))

g g 9 g

e o resultado desejado segue. 0

Teorema 2.2.4. Sejam o uma constante real e m € N.

(i) Para f definido por f(t) = (t — )™, temos

sempre que (t — a)(o(t) — a) # 0.

Demonstragio. (i) Provamos a férmula por indu¢do. Se m = 1, entao f(t) =t — «, logo

1-1
120 = Yo (t) — )t — )0 = 1.
v=0
h—1
Suponhamos que a férmula seja verdadeira para m = h, entdo f2(t) =Y (o(t) —
v=0

)’ (t — )" ' para f(t) = (t — )™
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Provemos que a férmula é verdadeira para F(t) = (t — h)"** = (¢t — h) f(t). Com

efeito, usando a regra do produto (Teorema 2.2.3 (iii)) obtemos

F2(t) = (t = )2 f(o(t) + (t = ) f2(t) = flo(t)) + (t = a) f2(2)

= (o(t) =) + (t —a) :Z:)(o'(t) — Q) (t— )t
= (o)~ )t + S (olt) ~ (e~
= (ol - (e -
Portato, £2() = 3 (o) )¢~ )" pasa S0 = (6~ m €

1
(ii) Se f(t) = (t — a)™, entao g(t) = ——. Aplicando o Teorema 2.2.3 (iv), obtemos

70
B o R K
gA(t) — _ v=0 - — —
FOf0) ~ (= —a)
o(t) —a)(t — )"

(=) (o) — )™

v=0
sempre que (t — «)(o(t) — a) # 0. Logo o resultado desejado segue.
0J
Exemplo 2.2.3. A derivada de t* é t>+0(t)t+0(t)?, pois, fazendo f(t) = t*, obtemos

3—1

A = (c)" ) =+ o)t +a(t)
v=0
e a derivada de 1 é t;(lt)’ to(t) # 0 pois, fazendo g(t) = 1, t # 0, obtemos
Ay = 1 -1 -1
0= L G o ()

Definimos agora derivadas de ordem superior de func¢des em escalas temporais.

Definicao 2.2.2. Para uma fungio f: T — R dizemos que a sequnda derivada existe e
a denotamos por fA2, sempre que f> seja diferencidvel em T+ = (T*)* com derivada
A8 = (fA)A T+* — R. Similarmente, definimos a derivada de ordem superior f(™"
T*" — R. Finalmente, para t € T, denotamos o*(t) = a(c(t)) e p*(t) = p(p(t)), e o™(t) e

p"(t) para n € N sdo definidos da mesma maneira. Por conveniéncia, também colocamos

L) =c'(t) =t fA = f, T =T.
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Exemplo 2.2.4. Encontre a segunda derivada da func¢ao f(t) = o(t) parat € T :=
1
—: N UA{0}.

{7:menfuo

1
Temos pelo Exemplo 2.2.2 (i) que f2(t) = {5 Para todo t € T* =T\ {1}, entéao pelo

Teorema 2.2.3 (iv), obtemos

A —(1-20% 21— 2. (1
U0 = 02wy —a_a 3y " LET st

Agora damos a férmula para a derivada enésima sob certas condigoes.

Teorema 2.2.5. (Formula de Leibniz.) Seja S,ﬁ”) o conjunto formado por todas as possiveis
sequéncias de comprimento n, que contém exatamente k-vezes o e (n-k) vezes A. Se f*

existe para todo A € S,in), entao

(fg :Z Z fA ,pamtodoneN.

k=0 AeS,(:”

Demonstracdo. Vamos mostrar a férmula por inducao.
Para n = 1 a férmula é verdadeira pelo Teorema 2.2.3 (iii). Agora, suponha que a férmula

é verdadeira para n = h. Entao, usando o Teorema 2.4 (i) e (iii), obtemos

A A
h
m+1 m k
(fg)*"" = ((f9)*")> Z oM => (> Mg
k=0 pest™ F=0 1 Aes™
i MH ANA Ak
=> (> M +( > M7
k=0 Aest™ Aes(M
h Aa' Ak+1 AA Ak
=> 30> f (X )y
k=0 Aes™ Aest
:i Z an Ak+1+z Z fAA Ak
=0 peg® F=0 pegh)
h
k o k k
=( > Mg 9N+ et
Aes AestM, k=0 Aesh)
h
o k+1 . k
=( Y M+ Y Mg+ (Y M+ Y et
AestM Aesi k=1 pesM, AeSh
h
(Y MY M+ Y M
Aesfffjl” Aes{ty k=1 peg(htD
hi:l Z Ay Ak
=) ( g~
k=0 peg(htD

Assim, a féormula é valida para n = h + 1. Logo, pelo principio da indugdo matemaética, a

férmula é valida para todo n € N. O
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2.3 Integracao

Nesta secao, descrevemos uma classe de fungoes integraveis. Além disso, introduzi-

mos algumas conceitos necessarios para a descrigao de tal classe [7],[8].

Definicao 2.3.1. Uma funcio f: T — R € chamada regrada sempre que seu limite pelo
lado direito existe em todos os pontos densos a direita em T e seu limite pelo lado esquerdo

existe em todos os pontos densos a esquerda em T.

Definicao 2.3.2. Uma fungio f : T — R € chamada rd-continua sempre que seja continua
em todos os pontos densos a direita em T e seu limite pelo lado esquerdo existe em todos
0s pontos densos a esquerda em T. O conjunto de fungoes rd-continuas f : T — R serd

denotado por

Crd — Crd(T) — Crd(Ta R)

O conjunto de funcoes f : T — R diferenciaveis com derivada rd-continua serda denotado

por

Ov}d = Cy}d(T) = Cv}d(Tv R).
Teorema 2.3.1. Seja f: T — R uma funcio dada
(i) Se f é continua, entdo f é rd-continua.
(ii) Se f € rd-continua, entao f é regrada.
(7ii) O operador de avango o € rd-continuo.
(iv) Se f € regrada ou rd-continua, entio f° também é regrada ou rd-continua.

(v) Seja f continua. Se g : T — R € regrada ou rd-continua, entio f o g tem a mesma

propriedade

Demonstragio. (i) Seja f continua. Entdo o limite de f existe em todos os pontos de T

e, portanto, f é rd-continua.

(ii) Seja f rd-continua. Entao o limite existe em todos os pontos densos a esquerda de
T, e como f é continua em todos os pontos densos a direita de T, o limite também

existe em todos os pontos densos a direita de T. Assim, f é regrada.

(iii) Inicialmente mostramos que os limites do lado esquerdo existem em todos os pontos
densos & esquerda em T. Seja t € T denso a esquerda e seja (,)neny € T uma
sequéncia crescente tal que z,, < t, para todon € N e le x, = t. Além disso,

n oo

temos que

o(z,) =inf{s € T;s > x,} = inf {11, Tpio, ...} = Tpi1.
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Logo, lim o(z,) =t = p(t). Portanto, existe glig{ (&) =1t =p(t). Agora, vejamos
que o(t) é continua em pontos densos a direita em ¢ € T. Para demonstrar isso,
devemos considerar dois casos:

Se p(t) = t, entao os limites a direita e a esquerda sao iguais em ¢ pois t é denso a
direita, e assim ¢ é continuo em t. Isto implica entao que o é continua em pontos
densos a direita em .

Se p(t) < t, entdo note que o(p(t)) =t pois t é denso a direita. Assim, os limites do
lado esquerdo e direito sao iguais ao valor da funcao em t, e assim ¢ é continuo em ¢.

Assim, o é continua em pontos densos a direita.

(iv) Seja t denso a direita e suponhamos que f é rd-continua. Pela parte (iii), temos que
o é rd-continua. Logo,

lim ( 0 0)(s) = lim f(o(s)) = F(o(t)):

s—tt s—tt

Agora, seja t um ponto denso a esquerda, entdo como f e ¢ sdo rd-continuas, temos

lim (foo)(s) = lim f(o(s)), existe.

st~ st~

Analogamente, sejam t denso a direita e f regrada. Entao pela parte (ii) e (iii) temos
que o também é regrada. Logo

lim (foo)(s) = lim f(o(s)), ewxiste

s—tT s—tT

Da mesma forma se tem lim f(o(s)), existe. Portanto, f7 é regrada ou rd-continua.
s—t—

(v) Seja g regrada. Se t € T é denso a direita, entao pela continuidade de f, obtemos
que

lim (fog)(s) = Slig}r flg(s)) = f(g(?)),

s—tt

do mesmo modo se t é denso a esquerda, obtemos

lim (f 0 g)(s) = lim f(g(s)) = f(g(t))

s—t~ s—t~
e, portanto f o g é regrada.
Se g é rd-continua, seja t um ponto denso a direita em T. Pela continuidade de f,

obtemos

lim (fog)(s) = lim f(g(s)) = f(g(t)),

s—tt s—tt

do mesmo modo se t é denso a esquerda obtemos o mesmo resultado pela continuidade

de f. Logo, o limite existe em pontos densos a direita. Portanto, f o g é rd-continua.
O
Definicao 2.3.3. Uma fungio f : T — R é chamada pré-diferencidvel com regiago de

diferenciacao D, sempre que D C T*, T%\ D € contdvel e nio contém elementos de T

discretos a direita, e f é delta diferencidvel em cada t € D.
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Teorema 2.3.2. Toda funcdo regrada em um intervalo compacto é limitada.

Demonstra¢io. Suponhamos que f : [a,blr — R é ndo limitada, logo para cada n € N
existe t,, € [a,blr com |f(t,)| > n. Como ¢, € [a, b|r, existe uma subsequéncia convergente
(tn, Jken, de (tn)nen i€,

Jim b = o
para algum o € [a,b]r. Temos que ty € T, pois (t,, )ken C T e T é fechado. Temos da
subsequéncia (t,, )ren € T que tp ndo ¢é isolado, e existe uma subsequéncia que tende a t
pela direita ou uma subsequéncia que tende a ty pela esquerda. Em qualquer caso, temos

que o limite de f(t) quando t — ¢, é finito, pois f é regrada, o que é uma contradigao. [

Teorema 2.3.3. Sejam f e g funcoes reais definidas em T, ambas pré-diferencidveis em
D. Se

A0 < g3(t), Ve D,
entao

[f(s) = f(r)[ <g(s)—g(r), VrseT, r<s

Demonstragio. Sejam r,s € T com r < s e denote [r,s) \ D = {t, : n € N}. Seja ¢ > 0.

Mostramos agora por indugao que

S 1f () = f(r)] < g(t) —g(r) +elt —r+ > 27")

tn<t
para todo t € [r, s]. Note que uma vez que mostramos S(t), a afirmacao do teorema segue.

Agora, verificamos as quatro condi¢oes dadas no Teorema 2.1.1

(I) A afirmacao S(r) é trivialmente satisfeita.

(IT) Seja t discreto a direita e suponha que S(t) é verdadeiro. Entdo t € D e

(@ (®) = F = 1f (1) + u(O)F2 (1) = ()]
< p@OIFE O+ () = £(r)]
< pu(t)g® (1) +g(t) = g(r) +e(t —r+ > 27")

=g(o(t) —glr)+e(t—r+ >, 27"
tn<o(t)
< g(o(t)) —g(r)+e(a(t) —r+ Z 2 n
tn<o(t)

Portanto, S(o(t)) é valido.
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(III) Suponhamos que S(t) é valido e t # s é denso & direita, i.e., o(t) = t. Consideramos
dois casos, a saber t € D et ¢ D. Primeiro suponha ¢t € D. Entao f e g sao

diferenciaveis em ¢ e portanto existe uma vizinhanca U de ¢ com

[F(t) = F(D = 20 =) < |F() = f(r) = F20E - 7)] < glt—ﬂ, vrelU

g(t) — g(1) — g2 (1) (t — 7)| < gyt — 7|, Vreu
Assim,
F0) = FOL < 12 @1+ 5l =7, vreU

g(m) —g(t) — g2 (t) (T — 1) > —§|t — 1|, Vrel.

e, portanto, g2 (t)|t — 7| < g(1) — g(t) + %]t — 7.
Portanto, para todo 7 € U N (¢, 00), temos

1) = F0) < 1F() = £+ 1F(1) = £(r)
< [FAO1+ Gl =7+ 170 = 1)

<180 + Gl =1+ () g(r) +elt =+ 327
=g Ol =7+ Gl =71+ g(0) = g+ el =) b e 2
< g(r) ~9(t) +

+e(t—r)+ed 27"

tn<t

€
[t =7l +Slt =7l +9(t) = g(r)

=g(1) —g(r) +e(r—r+ > 27").
tn<T
De modo que S(7) é valido para todo 7 € U N (¢, 00).
Para o segundo caso, suponha t ¢ D. Entéao t = ¢, para algum m € N. Como f e g

sao pré-diferenciaveis, ambas sdo continuas e, portanto, existe uma vizinhanga U de

t tal que

FO) = fOl <52 VreU
e

l9(r) — g0 < 527" WreU
assim

g(r) —gt) = 527", WreU



e, portanto

[f(m) = fO <[ (7) = F@OI + [£(E) = f(r)]
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< Sgmm +g(t)—glr)+et—r+> 27"

2 tn<t

€ €
< 527" A g(r) + 5277 = g(r) + €

T—r+22_”)

tn<t

=2+ g(r)—g(r)+e(r—r+> 27"

th<t

<g(r)—glr)+e(r—r+ > 27"

tn <T
de modo que S(7) é valido para todo 7 € U N (¢, 00).

(IV) Agora, seja t denso a esquerda e suponha que S(7) é verdadeiro p

Entao

[f(T) = fI < g(r) —g(r) +e(r —r+ > 277)

tn<T

<g(r)—g(r)+e(t—r+ Z 27M).

tn<t

Tomando o limite quando 7 tende a t pela esquerda, temos

lim |f(r) = f(r)| < lim {g(r) —g(r)+e(r—r+ ) 27

Tt~ tn<t

Pela continuidade de f e g, obtemos

[f() = F()] < g(t) —g(r) et —r+ > 27").

tn<t

Logo, S(t) é verdadeiro. Portanto,

[f(t) = f(r)] < g(t) —g(r) + et —r+ > 27",

tn<t

para todo t € [r, s], concluindo a demonstragao.

Corolario 2.3.1. Suponhamos que f e g sejam pré-diferencidveis em D.

(i) Se U é um intervalo compacto com pontos finais r,s € T, entao

F(s) = £ s{ up |fA(t)\}!S—r!-

teUkND

(ii) Se f2(t) =0 para todo t € D, entdo f é uma fung¢do constante.

ara todo 7 < t.

n)}.
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(iii) Se f2(t) = g~(t) para todo t € D, entdo
f(t)=g(t)+C para todot €T,

onde C é uma constante.

Demonstragio. (i) Suponhamos que f é pré-diferencidvel em D e sejam r,s € T com

r < s. Se definimos

o0 ={ s 1P@f =) pacer

T€[r,s]*ND

entao

g*(t) = sup |f2(7)] > |fA(t)] para todo t € DN [r, s]~.
T€[r,s]*ND

Pelo Teorema 2.3.3, obtemos

9(t) = g(r) 2 [f(t) = f(r)] paratodot € [r,s]

de modo que

If(S)—f(T)!Sg(S)—g(r)Zg(S)Z{ sup !fA(T)I}(S—T)~

T€[r,s]kND
Isto completa a prova da parte (i).

(ii) Sejam r,s € T com r < s. Pela parte (i), temos

|ﬂ$—f&ﬂs{sm>VHw@w—r«

teUkND

Como f2(t) = 0 para todo t € D, entdo

|f(s) = f(r)| <0.
Logo, f(s) = f(r), ou seja, f é constante.

(iii) Seja h(t) = f(t) — g(t), para todo t € T, entdo h™(t) = f2(t) — g*(t), para todo
t € D. Além disso, f2(t) = g”(t) para todo t € D. Entao h®(t) = 0 para todo
t € D. Pela parte (ii), temos que h é constante, i.e., existe uma constante C tal que
h(t) = C para todo t € D. Portanto, f(t) = g(t) + C, para todo t € T.

O

Teorema 2.3.4. (Existéncia de Pré-Antiderivadas). Seja f regrada. Entao existe uma

fungio F' que é pré-diferencidvel com regiao de diferenciacao D tal que

FA(t) = f(t) para todot € D



31

Demonstragio. Veja [3, Teorema 8.13]

Definicao 2.3.4. Suponhamos que f : T — R € uma funcao regrada. Qualquer fungdo
F como no Teorema 2.3.4 é chamada uma pré-antiderivada de f. Definimos a integral

indefinida de uma fungdo regrada f por

/ FIOAL = F(t) + C,

onde C é uma constante arbitrdaria e F' € uma pré-antiderivada de f. Definimos a integral
de Cauchy por

/ f(t)At = F(s) — F(r), para todo r,s € T.

r

Uma funcgio F : T — R é chamada uma antiderivada de f : T — R sempre que
FA(t) = f(t), para todot € T*.
Exemplo 2.3.1. Se T=Z, avaliemos a integral indefinida

/atAt,

onde a # 1 é uma constante. Seja f(t) = a’, entdo, como f é continua em t € Z e t é

discreto a direita, entao

A1) = (D) = 0 = f(t+1) = f(t) =" — o
Além disso,
at A 1 A attl — gt .
(a—l) :a—l(a) T a1

assim,
at
/ alAt = +C,

a—1

onde C é uma constante arbitraria.

Teorema 2.3.5. (Existéncia de Antiderivadas). Cada fungdo rd-continua tem uma anti-

derivada. Em particular se tg € T, entao F definido por

F(t) = /tf(T)AT parat €T

to

¢ uma antiderivada de f.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f é uma fungao rd-continua. Pelo Teorema 2.3.1 (ii), f

é regrado. Seja F' uma funcao (que existe pelo Teorema 2.3.4) que satisfaz

para todo t € D. Entdao F é pré-diferenciavel em D. Temos de provar que F2(t) = f(t)
para todo t € T#\ D. Seja t € T#\ D. Entao t é denso a direita, pois T \ D nao pode
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conter pontos discretos a direita de acordo a Defini¢ao 2.3.3. Como f é rd-continua, é

continua em ¢. Seja € > (. Entao existe uma vizinhanca U de ¢ tal que
[f(s) = f(O] <
para todo s € U. Definimos
h(7) = F(1) — f(t)(r —ty) para T € T.
Entao h é pré-diferenciavel em D e temos
h2 (1) = F2(1) — f(t) = f(1) — f(t), paratodo T € D.

Portanto,
|h2(s)] = | f(s) = f(t)| < e, paratodose DNU.

Assim,

sup |h2(s)| < e.
seDNU

Logo, pelo Corolario 2.3.1, temos para r € U

() = F(r) = F@)( = )] = [h(8) + FOE = to) — [h(r) + FE)(r — to)] — FE)(E — 1)
— h(t) - h(r)|
< {SesggU|hA(8)\} (t—1)

<elt—r|.

Mas isso mostra que F' é diferenciavel em ¢t com

Teorema 2.3.6. Se f € C,q et € T, entdo
o(t)
| HOAt = u)f ).
Demonstracao. Pelo Teorema 2.3.4, existe uma antiderivada F de f, e
o(t)
| rmat=Fe®) - F)

= u(t)F2(t)
= pu(t)f ().

Teorema 2.3.7. Se a,b,c e T, a € R, e f,g € C,q, entdo

@ [0 +g@iac= [ fwact [ o0
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(viii) Se |f(t)| < g(t) em [a,b), entdo

[/ o] < [ st

b
(iz) Se f(t) > 0 para todo a <t < b, entao / f(t)At > 0.

Demonstragio. (i) Como f e g sdo rd-continuas, elas possuem antiderivadas F' e G pelo
Teorema 2.3.5 logo, pelo Teorema 2.2.3 (i), F'+ G é uma antiderivada de f + g de

modo que
[+ a)0at= (F+G)0) ~ (F +G)(a)
= F(b) — F(a) + G(b) — G(a)
b b
_ /a F(H)AE +/a g(H)At.

(ii) Como f ¢ rd-continua, ela tem uma antiderivada F' e pelo Teorema 2.2.3 (ii), aF" é

uma antiderivada de af, de modo que

[ @h0)dt = @F)b) - (@F) (@)
= aF(b) — aF(a)
= ol F(b) ~ F(a)

b
— o / F(HAL,
(iii) Temos pelo Teorema 2.3.5 que f tem uma antiderivada F. Logo,

[ 505t = ) - Fla) = ~(Fla) - Fo) = - [ f0)
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(iv) De igual maneira temos que existe uma antiderivada F' de f. Assim,
b
| F®)A = F(b) = F(a) = F(0) = Fla) + F(b) = F() = | St At+/ 0
(v) Temos que fg é uma antiderivada de f7¢g* + f2g. Logo,

[ (70 + 1o 0= (F9)(8) ~ (fo)a),

pela parte (i) deste teorema, concluimos que
b
[ Floie®0at= (Fo)®) ~ (Fa)a) ~ [ £
(vi) Analogamente ao item (v), temos que fg ¢ uma antiderivada de fg* + f2¢°. Logo

/ab(ng +f297)(t) = (f9)(b) — (fg)(a).

Obtemos
[ 108> 0at= (F) )~ (o)) — [ 120

(vii) Como f é rd-continua, ela tem uma antiderivada F'. Portanto,

(viii) Como f, g € C,q4, entao para a € T, temos que
:/atf(T)AT, teT e
G(t) = /atg(T)AT, teT
sao uma antiderivada de f e g, respectivamente, tais que
FA(t) = f(t) e GA(t) =g(t), paratodo t €& T*.
Logo, por hipétese, temos
|FA(t)] < GA(t), paratodo t € [a,b).
Assim, pelo Teorema 2.3.3, temos
[F(b) - F(a)] < G(b) - Gla).

Logo, como F(a) = G(a) = 0, pela parte (vii), temos |F(b)| < G(b), i.e.,

< /ab g(T)AT.




35

b
(ix) Pelo item (viii) temos < / f(t)At. Logo o resultado segue. O

b
/ 0A?

Teorema 2.3.8. Seja f : T — R delta diferencidvel e suponhamos que f> > 0. Entdo f ¢

nao-decrescente.

Demonstracio. Seja f2 >0 em [a,b] e sejam s,t € T com a < s <t < b. Entdo

£ty = 1s)+ [ f2mAr > f(s).
Assim, f(t) > f(s), e a conclusao segue.

Teorema 2.3.9. Seja f uma fungao continua em [a,b] C T que é pre-diferencidvel em
[a,b) com regido de diferenciacio D C [a,b). Suponhamos que f(a) = f(b). Entdo existe
&, 7€ D tal que

fA(r) <0< A(9).

Demonstragio. Se f é uma funcdo constante, entdo f2(t) = 0 para todo t € [a,b) e,
portanto, o teorema é valido neste caso. Agora, suponhamos que f nao é constante. Para
provar que existe 7 € D tal que f2(7) < 0, suponhamos por contradicao que f2(t) > 0
para todo t € D. Aplicando o teorema anterior a fungao f : [a,b] — R, temos que f
é nao-decrescente em [a,b]. Mas isso é uma contradicao, ja que f(a) = f(b) e f nao é
constante. Portanto, o ponto desejado 7 € D existe. Da mesma forma, considerando a

funcdo — f, podemos provar que existe £ € D tal que f2(£) > 0. O

Teorema 2.3.10. (Teorema do valor médio). Seja f uma fungao continua em [a,b] C T
que € pre-diferencidvel em [a,b) com regidgo de diferenciacao D. Entao existem &, 7 € D

tais que

par) < LD < paggy

Demonstragio. Considere a fungdao ¢ definida em [a, b] por

ot) = f(t) = fla) = = ———(t —a).
Entao, ¢ é continua em [a, b] e pre-diferenciavel em [a,b). Também ¢(a) = ¢(b) = 0, onde

¢2 (1) <0 < ¢2(€), para algum 7, & € [a,b). Assim, tendo em conta que

f(b) = f(a)

b—a

o2(t) = f2(t) —

Chegamos a afirmacao do teorema, utilizando o teorema anterior. ([l
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3 Extensao de Derivadas

Neste capitulo apresentamos algumas formas de derivadas de fungoes, que sao
chamadas a derivada alfa e a derivada a-diamante, onde mostramos que a derivada delta

é um caso particular da derivada alfa. As principais referéncias para este capitulo sao
(7,1, 18].

3.1 Derivada Alfa

Agora apresentamos a derivada alfa. De acordo com Ahlbrandt, Bohner e Ridenhour

[1], uma escala temporal generalizada é um par (T, «) satisfazendo

(i) T C R é nao vazio tal que cada sequéncia de Cauchy em T converge a um ponto em T
com a possivel excecao de sequéncias de Cauchy que convergem para um infimo finito ou

supremo finito de T;

(ii) « é uma funcao de T em T.

Pensamos em a como uma fungio salto (generalizada). Se o = o, entdo isso é con-
sistente com definicao da fungdo o : T — T.

Vamos definir o interior de T em relacao a o como o conjunto
T"={teT:oualt)#toua(t)="tetnao éisolado }

Exemplo 3.1.1. Seja T = [0,1] U {-1,2,3}.
O ponto t = 3 nao esta no interior de T com relacao a o, enquanto que —1 nao esta no

interior de T com relacao a p

Definicao 3.1.1. (A Derivada alfa [1]). Seja (T, ) uma escala temporal generalizada. A
fungio g : T — R € alfa diferencidvel em t € T se

(i) g € definido em uma vizinhanga U de t;
(ii) g € definido em «(t);

(7ii) existe um tnico nimero real g,(t), chamado a derivada alfa de g em t, tal que para

cada € > 0, existe uma vizinhanca N de t com N C U e

l9(a(t)) = g(s) = ga(t)((t) — 5)| < €|a(t) — s],
para cada s € N.

dg(t)
do(t)

Também usamos a notagao para g,(t). Se a = o, entéo a derivada alfa é a

derivada delta usual.
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Observacao 3.1.1. Se t é um ponto isolado de t com «(t) = ¢, entdo o conjunto unitario

N = {t} é uma vizinhanca de ¢ e para qualquer real L e qualquer € > 0, a condigao

lg(a(t)) —g(s) — L(a(t) — s)| = 0 = ela(t) — s|
para cada s € NV, i.e., para s = t. Logo, chegamos & conclusao de que nenhuma funcao
pode ser alfa diferenciavel no ponto ¢t € T \ T*.
Vejamos a existéncia e unicidade da derivada alfa através do seguinte lema:

Lema 3.1.1. Set € T, g € definido em uma vizinhan¢a U de t, g estd definida em a(t) e

existem nimeros Ly e Ly tais que para cada € > 0, existem vizinhancas N7 e Ny de t com

l9(a(t)) — g(s) — Li(a(t) — s)| < e|a(t) — s,
para cada s € N, entdo Ly = Ly e existe g, (t).

|L1 — Lo|

T Entdo, para s € N7 NN

Demonstracao. Suponhamos que Ly # Lo e seja € =

temos as desigualdades

—ela(t) = s| < g(a(t)) = g(s) = Lia(t) = s) < ela(t) - s|

—ela(t) = s| < gla(t)) = g(s) — La(a(t) — s) < ela(t) - s|

multiplicando por (—1), obtemos
—ela(t) —s| < —g(a(t) + g(s) + La(a(t) — s) < ela(t) — 5]
somando esta desigualdade com a primeira desigualdade, obtemos
—2¢|a(t) — s| < (a(t) — s)Ly — (a(t) — s)Ly < 2¢|af(t) — s|.

Assim,
(a(t) ~ I — L) < P2y )

Logo,
la(t) — 5| < M.

Se a(t) # ¢, escolhemos s = t, entdao a(t) — s # 0, logo 1 < 3, 0 que ¢ uma contradicao.
Se a(t) =t e t nao ¢é isolado, entdao existe um ponto s € N; NN, diferente de ¢, o que

também nos levaria a uma contradi¢ao. Assim, L; = Ls e g,(t) existe. O

No seguinte teorema provamos que toda funcao alfa diferenciavel é continua.

Teorema 3.1.1. Se f ¢é alfa diferenciavel em t, entdo é continua em t.
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Demonstragdo. Seja € > 0. Definimos €* = €[1 + | f,(¢)| + 2|a(t) — t|]~! onde, sem perda
de generalidade, ¢* € (0,1). Como f é alfa diferencidvel em t, existe uma vizinhanga N de

t (sem perda de generalidade, o didmetro de N é < €*), tal que

[f(e(t)) = f(s) = fa(t)(a(t) — 5)] < €|a(t) - s],

para todo s € N. Se s € N, entédo

(&) = F()[ = 1f(E) = f(s) + flat)) = fa(?) + at) falt) — alt) fu(t)
Ftfa(t) = tfa(t) + sfalt) — sfa(t)]
= [(f(a(t)) = f(s) = fa(t)((t) = 5)) = (f ((t)) = f(2)
—fa()(a(t) = 1)) + falt)(t — 5)|

< €'a(t) — s| + *la(t) —t| + | fa(D)|[t — 5]

*la(t) — s| + €'la(t) =t + €[ fa(t)]

<€la(t) —t+t—s|+€alt) —t| + €| falt)]

< € |alt) —t] + €|t — s| + € |alt) — t| + €| fa(t)|

< eflaft) =t + [t = s| + |a(t) = t] + [fa(t)]]

< eflalt) —t] 4+ € + |a(t) =t + [fa(?)]]

<1+ |faO)] + 2alt) —t|] =

Portanto, f é continua em t. O
Fazendo T = R e a(t) = t, obtemos do cdlculo habitual que existem exemplos de fungoes
que sao continuas em um ponto, mas nao sao alfa diferenciaveis. Vejamos agora no seguinte

teorema quais condi¢oes deve ter a funcao continua f para ser diferenciavel.

Teorema 3.1.2. Sejam (T, ) uma escala temporal generalizada e t € T* tal que a(t) # t.

Suponhamos que f é continua em t e que [ estd definida em «(t). FEntdao f € alfa
diferencidavel em t com
df(t) _ floef(t

_ _ ) — f(t)
Tl =G0t = e =t

Demonstragio. Seja € > 0 dado. Como «(t) —t # 0, a funcdo g definida por

t _
o) = LD =G ep o zag
¢ continua em t. Logo, existe uma vizinhanca A de t tal que

lg(s) — g(t)| <, para todo s € NV.

Entao
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logo

fla(t)) = f(s) =

a(t) —t
Portanto, f é alfa diferenciavel em ¢ com
(Oé(t)) ( )
all) = .

No seguinte teorema, vamos provar a regra do produto para as fungoes alfa diferen-

cidaveis como vimos para as fungoes delta diferenciaveis.

Teorema 3.1.3. (Regra do Produto). Se f,g: T — R sao alfa diferencidveis em t € T*,
entdo fg € alfa diferencidvel em t e as formulas

(fg)a = faga "I_fga = fag‘I‘faga, onde ga =goq«

valem para todo t € T".

Demonstracao. Seja € > 0 dado. Definimos

= e[+ £ (O] + 1% + lga)] 7,
onde, sem perda de generalidade, ¢* € (0,1). Logo, existem vizinhangas N7, N3 e N3 de ¢
com
[fla(t)) = f(s) = fa(t)(a(t) — )| < €'|a(t) —s|,  para todo s € N,
)| < €|al(t) — s, para todo s € N,

)
—~
e
—~
~
~—
~—
I

)
—~
»
~—
I

S
Q
—~
~
~
—~
L
—~
~
~—
I
»

e do Teorema 3.1.1, temos
If(t) — f(s)| < €, para todo s € Nj.
Fazemos N = N; NNy N N3 e seja s € M. Entao,

[(Fg)(a(t)) = (f9)(s) = [fa()g(a(t)) + F{)ga(®)](a(t) = s)| = [(fg)(a(t)) = (f9)(s)
—fa()g(a(t))(a(t) = 5) = f(1)ga(t)(a(t) = s) + fs)g(a(t)) = f(s)g(a(t))
+g(a(®) f{t) = gla(®) f(t) + g(s)f () = g(s)f(t) + ( )9a(8)(f(s) = f (1))

aft) = s)ga(t)(f
—(a(t) = 5)ga(t)(f(s) = f(1))]
= [[f () = f(s) = fa(®)(a(t) = s)lg(a(t)) + [g((t)) = 9(s) = ga(t)((t) = 5)]f(?)
+g(a(t)) = 9(s) = ga(t)(a(t) = 5)](f(s) = F(1)) + (a(t) = )ga(t)(f(s) = (1))l
< e'fa(t) = sllg(a(®)] + *lalt) = s|[f(?)]
+e'etla(t) — s + €'la(t) = sllga(t)]
= e'a(t) = slllg(a®)] + [f (O] + € + [ga(®)]]
< la(t) = s[L+[f ()] + lg(a®)] + [ga(®)]]

= e|a(t) — s|.
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Pelo Lema 3.1.1, a existéncia da derivada num ponto ¢t € T* implica a unicidade. Assim,

(f9)a = fad® + f9a

A segunda férmula decorre da primeira pois os produtos comutam. 0

Teorema 3.1.4. (Regra da Cadeia). Sejam (T, a) e (T, &) escalas temporais relacionadas
por uma funcio g : T — T. Sejaw : T — R e seja z = wo g. Suponhamos que t é um
ponto de T" tal que g tem a propriedade g(a(t)) = a(g(t)). Se ga(t) e wa(g(t)) existem,

entao z,(t) existe e satisfaz a regra da cadeia
Za = (W0 g)a = (Wa©g)ga, emt

Demonstragio. Seja e > 0 dado. Definimos ¢* = €[1+|g(t)|+|wa(g(t))|] ™" onde, sem perda
de generalidade, tomamos €* € (0,1). De acordo com as hipGteses, existem vizinhangas N
de t e V de g(t) tais que,

l9(a(t)) — g(s) = ga(t)(a(t) = 5)| < €'aft) —s], seNe
[w(a(g(t))) —w(r) —walg(t))(@(g(t)) —r)| < €lalg(t)) —rl, reV.
Como g ¢ alfa diferencidvel em t € T", entao é continua em ¢, logo existe uma vizinhanga

U de t tal que s € U implica que g(s) € V. Fazemos N1 = N NU e seja s € N;. Entéao
seN, g(s)eV, e

[w(g(a(t))) —w(g(s)) — [walg(t))ga(t)](alt) — )]
= [w(g(a(t))) = w(g(s)) — wa(g(t))(a(g(t)) — g(s))
+wa(g(t))(a(g(t)) = 9(5)) — wa(g(t))ga(t)(a(t) = s)]
= lw(g(a(?))) —wlg(s)) —walg(t))(@lg(t)) — g(s))

) <

+lalg(t)) — g(s) = (a(t) = s)ga(t)|[walg(t))
< €la(g(t)) — g(s)| + €'alt) = sllwalg(t))]
= e'a(g(t)) = g(s) = (alt) = 5)ga(t) + (a(t) = 5)ga()]

< e {lalg(t)) —g(s) = (a(t) = 5)ga(t)] + |a(t) = s|lga(t)] + a(t) — sl[walg(t))[}
< e {effalt) — s + [a(t) = sllga(t)] + |a(t) — sl|lwalg(t))[}
= e'la(t) = s|{e" +[ga(t)] + [wa(g(t))|}
< elaft) = s {1+ |ga(t)] + [walg ()]}
= ela(t) — s
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Isto establece a regra da cadeia. 0

A hipotese g(a(t)) = a(g(t)) vale na regra da cadeia usual do célculo, pois nesse caso

temos «(t) =t e a(x) = x.

Exemplo 3.1.2. (A Regra da Cadeia discreta). Suponhamos que T =Ne a = o, i.e.,
1 - 1

a(t) =t+ 1 para t € N. Sejam g(t) := S em N,eT = {t e N}. Consideremos

w : T — R definido por w(z) = 22. Entdo, z(t) = w(g(t)) = 2 e funcao de salto

~ 1 1

induzida & em T é tal que &(z) = g(a(t)) para x = g(t) e a(g(t)) = PR Como x = o
T

1
tio t = —. Logo, a(x) = .
entao " 0go, a(r) P

Assim, pelo Teorema 3.1.2, temos

T 1
= e a regra da cadeia di
r+1 t+1 & g

i t+1—t
1 1
(412 2
=21
e+ 1))

Observacao 3.1.2. Se fazemos o = p na definicao da alfa derivada entao temos o que
Atici e Guseinov [4] chamam a derivada nabla que eles denotam por fV(t). Lembremos

algumas defini¢des que fizemos no inicio deste trabalho

v(t) ==t —p(t) e [fo(t):= f(p(t))

Também precisamos do conjunto Ty, que é derivado a partir da escala temporal como
segue:

Se T tem um minimo m discreto & direita, entdo Ty = T — {m}. Caso contrario, T) = T.
E possivel provar teoremas andlogos aos teoremas demostrados para a derivada delta e

integral delta.
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3.2 Derivada o« — diamante

Nesta secao, usaremos a referencia [18], para apresentar a defini¢ao da derivada o —
diamante independentemente das derivadas delta e nabla e examinamos suas propriedades
e relagoes com as derivadas delta e nabla. Por uma questao de legibilidade das férmulas

seguintes, apresentamos as seguintes notacgoes. Sejam t, s € T. Definimos

e =o(t) =5, vy = plt) -

Definigao 3.2.1. Seja T uma escala temporal, o € [0,1], e f: T — R uma fungio dada.
A O — derivada de f em t é definido como o mimero fO«(t), se existe, tal que para todo
e > 0, eziste uma vizinhanga U C T de t (i.e.,U = (t —,t+ ) NT para algum § > 0), tal

que
|O'/[fa(t) - f(s)]yts + (1 - a)[fp<t> - f(s)]/lts - f<>a (t):utsyts| S €|Ntsyts|7
para todo s € U. Dizemos que f é Oq-diferencidvel em T¥, sempre que fO«(t) existir para
todo t € T¥.
A derivada o — diamante se reduz a A — derivada para o = 1 e a V — derivada

para a = 0.

Teorema 3.2.1. A derivada o — diamante, se existe, € Unica
Demonstragdo. Suponha que f tem duas derivadas f9(t) = ¢1(t) e fO(t) = ¢o(t) em t.
Logo, para todo € > 0, existem vizinhancas U; e U, de t tais que
€
[l f7) = f(s)ms + (L= a)[f*() = f(s)]ps = dr(Opusvis| < Sluustns], Vs € Ur e
€
ol f7) = f(s)ves + (1= a)[f7() = f8)]pes — do(O)pustis| < 5 lustis]. Vs € Ua.

Seja s € U = U; N U,. Entao,

[91() — 2(O)[|ptastis| = 1 () prsvies — P2(t) pses|
= =alf7(t) = f(s)lvee = (L = @)[f7(t) = f($)]pus + 1 () puests
+alf7(t) = f($)]vs + (1= ) [f(t) = f(5)]ptes — Do) prestas]
< [alf7 (@) = f(s)ves + (L= a)[f7(t) = f(s)]pes — 1 () puesvies]
+alf7(t) = f(s)lms + (1= a)[f7(E) = f ()]s — a(t) pasirs|
< %Iutsws\ + 5’#ts%s|

= €|pstss| para todo s € U.

Assim, |¢1(t) — ¢2(t)| < € e deixando € va para zero, vemos que ¢1(t) = ¢o(t). O

Teorema 3.2.2. Seja 0 < a < 1. Se fé A eV diferenciavel em t € T, entao f € O,
diferencidvel em t e fO(t) = af>(t) + (1 — a) fY(1).
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Demonstragdo. Suponhamos que f2(t) e fV(t) existem. Entdo para todo € > 0, existem

vizinhangas U; e U, de t tais que

1£7@t) = f(s) = f2(t)ps| < €lpus|, Vs € UL,
1£7(t) — f(s) = fY()is| < €lwis], Vs € Un,

entao

|a[fg(t) - f(s)]yts - afA<t>Ntths| < a€|Mt5Vts|, Vse Ul.
(1= a)[f7(t) = f(s)lus — (1= @) f¥ () pusvis] < (1= @)elpusins], Vs € Us.

Assim, seja s € U = U; N Uy, logo

|af7(t) = F($)]ves + (1= a)[f2(t) = f()]pes — [ f2(E) + (1= @) fY (8)] s s
< alf7(t) = f(s)lves — af (8 psivss]
H( =) [f(t) = f($)]ps — (1 =) fY(0) £V (1)
< el pesvis| + (1 — )€l pugsvs |

= 6|,LLt‘<sl/z‘,s|-

Assim, fO(t) existe e fO(t) = af>(t) + (1 — a)fV(t). O

Corolario 3.2.1. Seja t € T denso. Se f'(t) existe, temos
Fot) =20 = Y1) = f10).
ft+h) - ft)
h

finito. Para uma vizinhanca suficientemente pequena U de ¢, podemos substituir h = s — ¢
fle+h) = f(t) _ . f{t) = f(s)

h Tt T
pelo Teorema 2.2.2 (iii), temos f2(t) = f'(t), e pela Observacio 3.1.2 temos, fV(t) = f'(t).

Assim pelo Teorema 3.2.2 obtemos

Demonstracdo. Seja o ponto t denso e f’(t) = limy, o existe como um valor

para todo s,t € U e obtemos f’(t) = limy,_,o . Entao,

fort) = af2(t) + (L= a)fY(t) = af' (t) + (L = a) f'(t) = f'(t).

Lema 3.2.1. Seja t € T isolado. Entao f é continua em t.

Demonstragio. Suponha que t € T ¢ discreto. Entao u(t) > 0 e v(t) > 0. Seja 0 < 0 <
min(u(t), v(t)). Entdo, para todo € > 0, existe uma vizinhanca U = (t — §,t+ ) NT de ¢
tal que, para todo s € U, s =t e assim |f(t) — f(s)]| =0 <e. O

Corolario 3.2.2. Seja t € T isolado. Entdo
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(i) fA2(t) existe e

Ay S7@) = f(2)
o= SO0,
(ii) fV(t) existe e o - 10
i - LO=10,

(iii) fO=(t) emiste e

f7) — f(#)
o(t)—t

Demonstragio. Pelo lema 3.2.1 temos que f é continua em t. Entao a parte (i) se segue

fo(t) = f(t)
p :

Oa =
o= p(t) —t

+(1—a)

do Teorema 2.2.2 (ii), e a parte (ii) se segue da observacao 3.1.2. Entao pelo Teorema
3.2.2, obtemos

Foo(t) = af21) + (1 — ) fY(t) = o = TW

Corolario 3.2.3. Sejat € T C R discreto a esquerda, denso a direita e suponha que

e =t LEED =)

h—0+ h

existe. Entao,

(i) f2(t) = f'(t%);

y fo) — f(t)

i) fY(t) = ;

(i) 170 = 0t

fr) — @)

iii) fOo(t) = af' (tT) + (1 — a)—~——2.

(i) J0 (1) = o (1) + (1 = )

Demonstragio. (i) Para toda vizinhanga U = (t — d,t + ¢) de t tal que 6 < t — p(1),
temos que s —t > 0, para todo s € U. Assim, podemos substituir h = s — ¢ no limite

da direita para ter

LS - fO )~ £
h—0+ h s—t+ t—s
Entao, pelo Teorema 2.2.2 (iii), temos que
720 =t I ey,

s—t t— s

(ii) Como f'(t1) existe, entdo f é continua em t, logo pela observagao 3.1.2 se tem o

resultado.
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(iii) Como f é A e V diferencidvel em ¢ € T, entdo pelo Teorema 3.2.2, temos que f°(t)

existe e

f“%ﬂ==afﬁa>+<1—«nfva>=:afaf>+<1—¢nfw“1_jx”.

A demonstracao do seguinte corolario é andlogo a do corolario acima e, portanto, a

omitimos aqui.

Corolario 3.2.4. Sejat € T C R discreto a direita, denso a esquerda e suponha que

) -t LEED =)

h—0— h

existe. Entao

(i) o) = 0T,

o(t)—t
(i) 1¥(0) = £1();
i) 100 =l DI -y,

Teorema 3.2.3. Seja T uma escala temporal e 0 < o < 1. Se f é Q-diferencidvel em t,

entdo f € continua em t.

Demonstragcdo. Suponha que f é ¢, diferenciavel em t € T. Se t é um ponto denso ou
isolado, o resultado segue dos Corolarios 3.2.2 e 3.2.1, respectivamente. Resta considerar
os casos onde t é denso a direita e discreto a esquerda, ou t é discreto a direita e denso
a esquerda. Suponha que ¢ é denso a direita e discreto a esquerda. Assim, o(t) = ¢, e
p(t) < t. Sejaee (0,1)e

ealp(t) — ¢
I = ) F70) — FOT = 7o OG0 — ) = [+ Jofe) — A+ 1
Assim, €, € (0,1). Entao, existe uma vizinhanga U; de t tal que
a7 (t) = F($)vis + (1= @)[f2(t) = [(s)]pues — O (E)puasis|
= la[f(t) = f()]l(p(t) = 1) + (¢t — 5)]
(X = a)[(f*(t) = f(1) + (f @) = f(s)](t = )
— @)t = s)[(p(t) = 1) + (¢ = s)]]

€x —

[
[
)

= [alf(t) = F(s)](p(t) =) + (1 = )[f7(t) = FOI( = 5)
(W) = FIE = 5) = O ()t = 9)[(p(t) — ) + (¢ = 9)]|
= [[f () = f(s)]le(p(t) — 1) + (t = s)]

[
+H(1 = a)[f7(t) = F(O] = fo Do) =) + (¢ = )(t = 5)]
S 6*’”15th5|

= .t = slll(p(t) = ) + (¢ — 9)]I,
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para todo s € U;. Assim,

1) = F($)alp(t) = &) + (t = s)]]
HI(1 = @)L = £ = O Olp(t) — ) + (¢ = )]](t - 9)
< et —sll[(p(t) = £) + (¢t — s)]I.

Como t é discreto a esquerda e denso a direita, temos que p(t) < t < s, para todo s € Uj.
Seja s € U =U; N (t — €,t+ ¢€,), entdo

|[F(t) = f(s)lalp(t) — 1)
<) = F($)]lelp(t) — 1) + (t = s)]]
< == a)[f7(t) = fFO)] = [ Ollp(t) =) + (t = )|t = 5]
tet = sl[(p(t) = 1) + (¢ = s)|
< —al@=a)[f*(t) = f(O] = (o) = ) = 1 + ellp(t) — ] +1].

Assim
() = f(5)] < e[—|(L = a)[f7(t) = f(O)] = fO(O)[(p(t) — 1) = 1]| + [|p(t) — | + 1]]
alp(t) — 1|
para todo s € U. Portanto f é continua em ¢t. O

Teorema 3.2.4. Seja T uma escala temporal e 0 < a < 1. Se f é O, diferencidvel em t,

entao f é A e V diferencidvel em t.

11—«

1+«
diferencidvel em t € T. Assim, pelo teorema anterior, f é continua em t. Se t é um ponto

Demonstracao. Seja € > 0 dado, e seja €, = € > 0. Suponha que f seja Q-
denso ou isolado, o resultado segue dos Corolarios 3.2.1 e 3.2.2, respetivamente. Resta
examinar os dois casos onde t é denso a direita e discreto a esquerda, ou t é discreto a
direita e denso a esquerda.

Suponhamos que t é discreto a direita e denso a esquerda. Assim, o(t) >t e p(t) = t.
Também, como f é continua em ¢, pelo Teorema 2.2.2 (ii) f é A-diferencidvel em ¢. Entao,

para todo €, > 0, existem vizinhancas U; e U, de t tais que:

|alf7(8) = F($)vs + (1= a)[f7(t) = F()as — O (O prsvis| < exlpussts],
para todo s € U; e
7(8) = f(5) = F2(E)pes] < exlpansl

para todo s € Us.
Escolhemos v € R tal que fo(t) = af?(t) + (1 — a)y. Entdo, existe uma vizinhanga



U=U,NU,dettal que,

|l f7() = f($)ves + (L= Q) [f7(t) = f ()]s — [ f2 () + (1 — a)Y]pusis|
= lalf7(t) = f(s) = FA(Opsves + (1= Q)[f7(t) — f(5) = v pss|

S €*|/1'tsyts|~
Assim,
(1= ) [f2(t) = F(s) = Wrslpus| < €ulpsiis] + [ f7 () = f(5) = F2 () pas] s
S 6*’,utsyts‘ + ae*’ﬂ/tsyts‘ = (1 + a)€*|,utsyts|~
Entao,
1+«
1770) = FO] =l < €| = el

Portanto fV(t) = v existe.

O caso t denso a direita e discreto a esquerda é similar.

47
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4 Integracao de Riemann

No Capitulo 2, o conceito de integracao em escalas temporais foi definido por meio
de uma antiderivada (ou pré-antiderivada) de uma funcao e é chamada a Integral de
Cauchy.

Neste capitulo, daremos um tratamento das integrais de Riemann e Darboux em escalas
temporais. Mostraremos a equivaléncia das defini¢des da integral de Darboux e Riemann.

Os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [§].

4.1 Delta e Nabla Integrais de Riemann

Seja T uma escala temporal, a < b pontos em T, e [a,b]r o intervalo fechado e
limitado em T. Uma parti¢ao de [a, bt é qualquer subconjunto finito ordenado P dado
por

P ={to,t1,....,tp} Ca,bly, onde a=ty<t; <..<t,=0.

O ntmero n depende da parti¢do particular, assim temos n = n(P). Os intervalos [t;_1,1;)
para 1 < i <n sdo chamados os subintervalos da particao P. Denotamos o conjunto de
todas as partigoes de [a, b] por P = P(a,b). Seja f uma funcao de valor real que é limitada

em [a, b]. Definimos
M =sup{f(t):t€la,b)r} em=inf{f(t):¢ € [a,b)r}
para 1 <1i <mn. Além disso, definimos

Mi = sup {f(t) it e [ti_l,ti)’ﬂ‘} em; = inf {f(t) it e [ti_l,ti)’ﬂ‘} .

A A-soma superior de Darboux U(f, P) e a A-soma inferior de Darboux L(f, P) de f com

respeito a P sao definidos por
U(f,P)= ZMz(tz —ti-1) e L(f,P)= Zmi<ti —ti_1)

Observe que, como M; < M para todo i, temos

UCF.P) <> Mt — tiy) = M(b— a).

=1

Da mesma forma, L(f, P) > m(b— a) ja que m; > m para todo i e, assim, temos
m(b—a) < L(f,P) <U(f,P) < M(b—a)

Usando estas ideias, definimos a A-integral superior de Darboux U(f) de f de a até b

como

U(f)=inf{U(f,P): P€P(a,b)}
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e a A-integral inferior de Darboux L(f) de f de a até b é definida por
L(f) = sup {L(f. P) : P € P(a,b)}.

Note que, a partir das desigualdades acima, estes dois valores sdo ntimeros reais finitos.

Definigao 4.1.1. Dizemos que f é integravel (ou delta integrdvel ou A-integrdvel) de a
até b (ou em [a,b]) sempre que L(f) = U(f). Neste caso, escrevemos [’ f(t)At para este

valor comum. Chamamos esta integral a A-integral de Darbouz.

Se P,Q € P(a,b) tal que P C @, entao dizemos que () é um refinamento de (ou é

mais fina do que) P.

Lema 4.1.1. Seja f uma fungdo limitada em [a,b]. Se P,Q € P(a,b) e Q é um refinamento

de P, entao

L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f, P).

Demonstracio. A desigualdade do meio é valida para qualquer parti¢do (). Assim, primeiro

provamos que
L(f,P) < L(f,Q)-

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ) tem apenas mais um ponto que P.
Se () tem mais de um ponto do que P, poderiamos usar um argumento de indugao para
reduzir ao caso em que () tem apenas mais um ponto que P. Assim, denotamos esse ponto
por 7. Se P é dado por

a=1 <t <..<t,=b,

entdo, existe algum k € {1,2,...,n} tal que @ é dado por
a=t) <t < .<tp 1 <T<t,<..<t,=0.

Fazemos my = inf {f(t) : t € [tx_1,tx)T}, m,(:) =inf {f(t) : t € [tp_1,7)1} €

mf) =inf{f(¢): ¢t € [, t;)r}. Entdo mfgl) >my e mf) > my, de modo que

L(f.Q) = L(f, P) = m (1 — tiy) +m2 (ty — ) — my(ty, — tys)
2 mk(T — tkfl) -+ mk(tk — 7') — mk(tk — tkfl)
= O7

e, assim, temos L(f, P) < L(f,Q). De forma andloga, é possivel mostrar que

U(f.Q) <U(f, P).

Lema 4.1.2. Se f é limitada em [a,bly e P,Q € P(a,b), entio L(f,P) <U(f,Q)
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Demonstra¢io. Como P,Q € P(a,b), entao PUQ € P(a,b). Além disso, P C PUQ e
@ C PUQ, logo aplicando o Lema 4.1.1 obtemos

L(f,P) < L(f,PUQ) <U(f,PUQ) < U(f,Q),

de modo que L(f, P) < U(f,Q). O

Teorema 4.1.1. Se f é uma funcio limitada em [a,b], entdo L(f) < U(f).

Demonstragio. Seja P € P(a,b) fixo. Pelo Lema 4.1.2., L(f, P) é um limite inferior para

o conjunto
{U(f,Q) : Q € P(a,b)}
Portanto,

L(f, P) < U(f)

pois, U(f) é o infimo das somas superiores. Assim, a afirmacao anterior mostra que U(f)

é um limite superior para o conjunto
{L(f,P): P € P(a,b)}

e, portanto, U(f) > L(f). O
Teorema 4.1.2. Se L(f,P) = U(f, P) para algum P € P(a,b), entdo a funcao f é

integrdavel de a até b e

[ f0ae=1(5.p) = 0(7,P),
Demonstracdo. Do Teorema 4.1.1, segue-se que
L(f, P) £ L(f) < U(f) < U4, Q) para todo P,Q € Pla,)
Em particular,
L(f,P) < L(f) <U(f) <U(f, P) para todo P € P(a,b).
Assim, se L(f, P) = U(f, P), entdo U(f) = L(f) e, portanto, f é integrével com
[ $0a=U(5) = U1, P) = () = L(1. P).

O

Teorema 4.1.3. (Primeiro Critério de Cauchy para Integrabilidade) Uma fungdo limitada

fem [a,blr € integravel se, e somente se, para todo € > 0, existe um P € P(a,b) tal que,

U(f,P)—L(f,P)<e
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Demonstragio. Seja € > 0 e suponha primeiro que f é integravel. Como U(f) e L(f)
representam o supremo e o infimo dos conjuntos das respectivas somas, entao existem

Py, P, € P(a,b) satisfazendo

€

€
L(fP) > L) =5 e UfR)<U()+5.
Para P = P, U P, aplicamos o Lema 4.1.1 e obtemos

U(f, P) = L(f, P) <U(f, ) = L(f, P1)

<Uun+5-(Ln-3)

=U(f) = L(f) +e

Como f ¢é integravel, U(f) = L(f) e assim a desigualdade dada no enunciado do Teorema
é valido. Reciprocamente, suponha que para cada € > 0 a desigualdade dada no enunciado

do Teorema ¢ valida. Entao,
Como € ¢ arbitrario, temos U(f) < L(f). Ao aplicar o Teorema 4.1.1, vemos que
U(f) = L(f) e, assim, f é integravel. O

Lema 4.1.3. Para cada § > 0, existe alguma particaio P € P(a,b) dada por a =ty < t; <
. < t, =0 tal que para cada i € {1,2,...,n} ou

ti—tio1 <0

ou
t; —t,_1 > ) e p(tz) =t;_1.

Demonstracdo. Definimos os pontos ty < t; < ... < t,, indutivamente, deixando to = a e

. sup A;, se A; #0
t O'(tl;l), Se Az = @,

onde A; = (ti—1,ti—1 + 8] N [a, by e [a,b]y C T. Entdo a =ty < t; < ... < t, = b para
algum n € N.

Set; 1 <tiet;=o(t;1), entao A; = 0, logo t; & (t;_1,t; 1+ d]. Assim, t; >t; 1+ e
pti) =ti-1.

Set;1 <t;et;=supA;, entao A; # D et; <t;_y +0. O resultado segue. Observe que a
desigualdade t;_1 < t; com o(t;_1) = t; é equivalente a t;_; < t; com p(t;) = t;_1. O

Definig¢ao 4.1.2. Denotamos por Ps = Ps(a,b) o conjunto de todos os P € P(a,b) que

possuem a propriedade indicada no Lema 4.1.3
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Teorema 4.1.4. (Sequndo Critério de Cauchy para Integrabilidade). Uma fungdo limitada

f em [a,blr € integravel se, e somente, se para todo € > 0, existe § > 0 tal que
P € Ps(a,b) implica U(f, P) — L(f, P) < e.

Demonstracio. O Teorema 4.1.3 mostra que a condi¢ao épsilon-delta implica integrabili-
dade. Reciprocamente, suponha que f é integravel de a até b. Seja € > 0 e seja Py € P

dado por

a=To<n<..<T=0b

tal que
U(fJPO)_L(f>P0) <

Sem perda de generalidade, f # 0. Seja

€
o
§=—— onde B =sup{|f(t)| : t € [a,b]}

8IB

e [ ¢ o nimero de pontos na particao F.

Para verificar a afirmagao dada no teorema, consideremos qualquer P € Ps(a,b) dada por
a=ty<ti1 <..<t,=b

Seja Q = PU Fy. Se () tem um elemento a mais, que P, digamos 7, entdao temos que
T € (ty_1,tx)r para algum k € {1,2,...,n}, onde t;, —ty_1 < §. Certamente, se t, —ty_1 > 0,
entdo pela condigdo P € Py temos p(ty) = ty_1, e portanto (¢_1,tx) = 0. Agora, como na

demonstragao do Lema 4.1.1, temos

L(f,Q) — L(f, P) = m (1 — ty_1) +m (1, — 1) — my(ty — ty1)
<B(T —tp_y +tp — 7+t —tr_1)
= 2B(t), — tj_1)
< 2B).

Como @) tem [ — 1 elementos que nao estao em P, mostramos por indugdo que

€ €
L(f.Q) = L(f.P) <201 = 1)BS =2(1 - DB < <.

Pelo Lema 4.1.1, temos L(f, Py) < L(f, Q) e, assim

L(f, Po) = L(f, P) <

=~ m

Similarmente,

U(f,P)-U(f, P) <

B~

e, portanto,
U(f.P) ~ L(f.P) < U(f.Fy) = L(f.Po) + .
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Pela primeira desigualdade dada na demonstracao deste teorema, obtemos
U<f7P>_L(f7P) <€

e a conclusao segue. O

Apdbs examinarmos a integral de Darboux, damos a defini¢ao da integral de Riemann.

Defini¢ao 4.1.3. Seja f uma fungdo limitada em [a,bly e seja P € P(a,b) dado por
a=1ty <t <..<t,=>b. Em cada intervalo [t;_1,t;)r com 1 < i < n, escolhemos um

ponto arbitrdrio & e a forma da soma

n

S=> f&)(ti —tia).

i=1

S € uma A-soma de Riemann de f com particio P € P. Dizemos que f é Riemann

integravel em [a, by se existe um numero I tal que para todo € > 0, existe § > 0 tal que
|S—1I|<e

para cada A-soma de Riemann S de f correspondente a qualquer P € Ps(a,b) e independente
da escolha de & € [t;_1,t;)r para 1 < i < n. O nimero I é chamado A-integral de Riemann

de f de a até b.

Teorema 4.1.5. A A-integral de Riemann, se existe, é unica

Demonstragio. Seja f Riemann integrdavel em [a, b|t e suponha que I; e I sejam dois
valores da integral de f neste intervalo. Mostremos que I, = I,. Como f é integravel,

entao para todo € > 0, existem 9y, do > 0 tais que

|S—[1’ <

[ NN e NoN e}

|S—[2’ <

para cada A-soma de Riemann S de f correspondente a qualquer P € Ps (a,b) e P €
Ps,(a,b), respectivamente. Seja § = min{d;,dp}. Entdo, as desigualdades acima sdo
véalidas para cada d-soma de Riemann correspondente a P € Ps(a,b). Logo temos

€ €

Logo |I; — I5| < € para cada A-soma de Riemann correspondente a P € Ps(a,b). Assim,

como € é arbitrario, o resultado segue. O

Teorema 4.1.6. Uma funcao f limitada em [a,bly é Riemann integrdvel se, e somente se,

¢ Darboux integravel. Neste caso, os valores das integrais sao tquais.
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Demonstracao. Suponhamos primeiro que f é Darboux integravel de a até b no sentido
da Defini¢ao 4.1.1. Dado € > 0, pelo Teorema 4.1.4, existe 6 > 0 tal que
P € Ps(a,b) implica U(f, P) — L(f, P) < e.
Queremos mostrar que
< €,

‘S— /abf(t)At

para cada A-soma de Riemann S associada com alguma P € Ps(a,b). Agora, como
m; < f(&) < M; para todo i, temos que L(f, P) < S < U(f, P) e assim a afirmagao segue

das seguintes desigualdades

SgU(f,P)<L(f,P)+e§L(f)+e:/bf(t)At+e

a

S>L(f,P) > U(f,P) —¢> U(f)—e:/abf(t)At—e

b b
Logo, / fO)At —e < S < / f(t)At + € e o resultado segue. Portanto, f é Riemann

b
integravel e T :/ f(t)At.

Agora, suponham(;zs que f é Riemann integravel no sentido da Defini¢ao 4.1.3 e consideremos
€ > 0. Sejam § > 0 e I dados como na Defini¢ao 4.1.3. Escolhemos algum P € Ps(a,b)
dado pora =ty <t; < ..<t, =0be, para cada 1 < i < n, tomamos & € [t;_1,t;)T, tal
que f(&) < m; + ¢, onde m; =inf {f(¢) : t € [t;_1,t;)r}. A A-soma de Riemann S para
esta escolha dos &;s satisfaz
S < L(f,P)+€(b— a).
Além disso, |S — I] < e. Entao,
L(f)> L(f,P)>S —¢e(b—a) >I—¢e—¢€(b—a).

Como € > 0 é arbitrario, segue que L(f) > I. Agora, tomamos &; € [t;_1,t;)r tal que
f(&) < M; — ¢, onde M; =sup{f(t):te€[ti_1,ti)r}. A A-soma de Riemann S para esta
escolha dos &;s satisfaz
S <U(f,P)—e€b—a).
Além disso, |S — I| < e. Logo,
Uf)<U(f,P)<S+elb—a)<I+e+el—a).
Como € > 0 ¢é arbitrario, temos que U(f) < I e do fato que L(f) < U(f), obtemos
L(f)=U(f) =1
b
Portanto, f é Darboux integravel, e / f)At = 1.

b
Na definicdo de / f(t)At, assumimos que a < b. Se a = b ou a > b, definimos as

a
integrais correspondentes da mesma maneira que sao definidas no caso continuo. Assim,

[9f()At =0, e se a > b, entdo [° f(t)At = — [ f(t)At. O
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Teorema 4.1.7. Suponha que a,b € T. Cada funcao constante f: T — R é A-integravel

de a até b e

/abcAt =c(b—a).

Demonstracio. Seja ¢ uma constante e definimos f(t) = ¢ para todo ¢t € T. Primeiro, seja
a < b. Considere P € P(a,b) dado por a =ty < t; < .. <t, =b. Como M; =m; =c
para todo 1 < i < n, temos

n

U(f, P) == ZMZ(tZ - ti—l) = CETL;(ZfZ - ti—l) = C(b — CL).

=1

Zmz i 1_1 = Ci(tz — tz‘—l) = C(b — CL).

i=1
Assim

U(f,P)=L(f,P)=c(b—a)
e o Teorema 4.1.2 mostra que f é integravel e ff cAt = ¢(b — a). Para a = b, temos
[%cAt = 0 = c¢(a — a), analogamente para a > b temos [* cAt = — [ cAt = —c(a — b) =
c(b—a). O

Teorema 4.1.8. Seja f: T — R e sejat € T. Entdao f é A-integravel de t até o(t) e
o(t)
| fe)as = un )

Demonstragio. Se o(t) = t, entdo ftU(t)f(s)As =0 = p(t)f(t). Se o(t) > t, entdo

P(t,o(t)) contém um tnico elemento dado por
t=s0<s1=0(t)
como [so, 51) = [t, o(t)) = {t}, temos
L(f, P) =U(f, P) = f(t)(o(t) — ) = pu(t) f(t).

Portanto, pelo Teorema 4.1.2 temos que f é A-integravel de t até o(t) e

[ rs)8s = ) s0)

Teorema 4.1.9. Sejam a,b € T. Entao, temos o sequinte:

(i) SeT =R, entdo a fungio f limitada em [a,b]y é A-integrdvel de a até b se, e somente

se, f € Riemann integrdavel em [a,blr no sentido cldssico. Neste caso,

Aﬁ@m_AU@ﬁ
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Se T = 7Z, entdo cada funcao f definida em 7. é A-integravel de a até b, e

bi:lf(t), se a<b
/bf(t)At = _GO, se a=1»b
a a—1
= f(t), se a>b.
t=b

(iii) Se T = hZ, entdo cada fungdo f definida em hZ é A-integrdvel de a até b, e

by
h

> f(kh)h, se a<b
=5

/bf(t)At: 0, se a=1b

a_y

— Y f(kh)h, se a>b.
-

Demonstragio. (i) Pelas definigoes dadas das integrais de Riemann e Darboux, temos

que sao as mesmas defini¢goes das integrais no caso continuo. Isto é, se T = R,
Ps(a,b) consiste de todas as partigdes de [a, b] com norma menor ou igual a d e o

resultado segue.
Fazendo h = 1 na parte (iii) temos o resultado.

Seja a < b. Entao b = a + ph para algum p € N. Considere P* € P(a,b) dado por
a=1ty <t <..<t,=0b, ondety =a+khpara0 <k <p.

Entdo P* contém todos os pontos de [a,b] e [t;—1,t;) = {t;—1} para todo 1 < i < p.

Agora,
p

U(faP*)ZZMZt_tzl Zf
=1 i=1

fP* Zmz z_ i— 1 Zf(tz—l)h
assim, temos que

p p

U, PY) = LU P =3 flt)h = flat (i— Dih = S f(ki)h

=1 =1 :%

Segue do Teorema 4.1.2 que f é A-integravel e temos o resultado para a < b. As
defini¢oes para as integrais quando a = b e a > b mostram que as afirmacoes no

teorema sao validas.

O
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4.2  Propriedades da Integral de Riemann

Apés as definigoes e teoremas de existéncia provados para a integral de Riemann,
voltamos nossa atencao para uma discussao de diferentes tipos de fungoes que sao integraveis.
Em particular, assim como no caso continuo, fun¢des mondtonas, continuas e fungoes
continuas por partes sao todas Riemann integraveis. Além disso, vemos que as fungoes

regradas sao também integraveis [8].

Teorema 4.2.1. Toda fung¢io mondtona em |a,bly é A-integravel.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, assumimos que f é nao-descrecente em [a, b].
Como f(a) < f(t) < f(b) para todo t € [a, b|t, entdao f é limitada em [a, b]r. Dado € > 0,

tomemos
€

FO) = fla)y+1

tal que para P € Ps dado por a =ty < t; < ...<t, =b temos

5:

0,

n

Mi(t; —tioa) — Zmi(ti —ti1)

Il

s
Il
—
-
I
—

U(f,P)—L(f,P)

IN

N
Il
i
-
Il
—

flp(ta)(ti — tia) — Z i) (ti —tiz)

M=

[f(p(ti) — f(ti)](ti — tic1)
[f(p(t:)) — f(tima)](ti — tic1)

~.

L

ti—t;_1<d

+ > [flpt) = )]t — tim).
ti—ti—1>0
Se tem a desigualdade na segunda linha pois M; < f(p(t;)) e m; = f(t;i—1). A segunda
soma no lado direito da ultima equacgao é zero, pois a condicdo P € Pset; —t;_1 > ¢

implica que p(t;) = t;_1. Logo,

U(f,P)=L(f,P) < > [flp(t:)) — fti-y)](ti — tic) < 5i[f(/)(ti)) — f(ti)]

ti—t;1<d

< émm  fltn) = 6L — fla) < .

Assim, U(f, P) — L(f, P) < ¢, e do Teorema 4.1.4 segue que f é A-integravel. O

Teorema 4.2.2. Cada fungio f continua em [a,blr é A-integravel.

Demonstracao. Novamente aplicamos o Teorema 4.1.4. Seja € > 0. Como f é continua, é
uniformemente continua no subconjunto compacto [a, b]y de T. Portanto, existe 6 > 0 tal

que
€

< imoli B €
t,7 € [a,b] e |[t—7| < implicam |f(¢) f(T)|<b—a+1
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Considere qualquer P € Ps dado por a =ty <t; < ... <t, =b e seja
M; =sup{f(t) : t € [ti-1, p(t:)]r} e vy =inf {f(t) : t € [ti—1, p(t:)]n},
para 1 <i <n. Entdo, como [t;_1,t;) C [t;_1, p(t;)]T, temos
i < m; < M; < M,.

Portanto, como f assume seu maximo e minimo em cada intervalo compacto [t;_1, p(t;)]r,

segue da primeira desigualdade acima que

M:

U(f,P)—L(f,P)=> (M; —m;)(t; — t;_1)

s
Il
—

(M ml)(t, — ti—l)

'M3

S
Il
—

= > (M; — )t — i)

ti—t;—1<d
+ Z M i) (ti — tic1)
ti—t;_1>0
6 n
< — ti —t;i_
b—a-+1 ;( !
€
- (b
b—a+1 a)
<€,

onde usamos o resultado que se t; — t;_1 > 0, entdo p(t;) = t;_1 e portanto Mi = m,.
Assim, U(f, P) — L(f, P) < € e, novamente pelo Teorema 4.1.4 segue que f é integravel.

A seguir, mostramos que fungoes continuas por partes sao integraveis. 0

Teorema 4.2.3. Cada funcao f limitada em [a,bly com uma quantidade finita de descon-

tinuidades € A-integravel

Demonstragio. Sejam M e m o supremo e o infimo de f em [a, b)r, respetivamente. Se
M = m, entao f é constante em [a, bt e pelo Teorema 4.1.7 temos que f é A-integréavel.
Agora suponhamos M > m.

Seja € > 0. Notemos que f é continua em cada ponto isolado e também nos pontos de
extremidade a e b se a ¢é discreto a direita e b é discreto a esquerda. Denotamos os pontos
de descontinuidade de f pora <7 <7 < ... <7, <b. Para cada 1 < j < p, definimos o

intervalo V; C [a, b]r como segue

(i) Se 7; é denso a esquerda e a direita a0 mesmo tempo, entao

Vi = (o, Bj), onde a; <7; < B, aj,0B; € [a,blr,

Bj_aj< € .
2(p+ 1)(M —m)
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(ii) Se 7; é denso a esquerda e discreto a direita (ou 7; = b), entao

€
Vi = (o, 7]r, onde 7; <pjelab] e 7;—a; < 2(p+ 1)(M —m)’

(ili) Se 7; é denso a direita e discreto a esquerda (ou 7; = a), entéo

€
Vi=1Im,8))r, onde 7; < €lablr e fj —7; < 2(p+ (M —m)’

O conjunto

N = [a,blt\ Q Vi

consiste de vérios intervalos fechados finitos J; (1 < j < p+ 1); chamamos estes intervalos
de intervalos complementarios. Portanto, N é um subconjunto compacto de [a, b]r. Como

f é continua em N, entao é uniformemente continua em N, e, portanto, existe o > 0 tal

que
t,7€N e |t—7| <6y, implicam |f(t) — f(7)| < 2(b—€a—|—1)
Para cada intervalo complementario J;, tomamos P; € Ps,(.J;). Definimos
p+1
P= (| P)U{r 7 édiscreto a esquerda ou ¢ discreto a direita} .
j=1
Assim, P € P e

n

U(f,P)— L(f,P) :Z<Mz —my)(ti —ti—1)

=S (M — ) (s — i) + S (M — ) (8 — i),

. . . "
onde Y’ inclui os termos correspondentes a [t;_1,t;) com t;_; =infV; e t; =supV;, e 3
inclui todos os termos restantes. Primeiro, consideremos .. Como M; —m; < M —m

para todo 7, temos

Z,(Mi —m;)(t; —tio1) < (M — m)zl(ti —ti 1)

/ €
< (M—-—m
= O o = m)
<<
-2
Para 3 estimamos, como na prova do Teorema 4.2.2,
" 6 1"
Mi—mi)(ti —ti) < 57— b — ti-
€
<—(b—
S0 —arn Y
< £
2
Assim, U(f, P) — L(f, P) < ¢, e pelo Teorema 4.1.3, f é A-integravel. O

Agora procedemos a mostrar que as fungoes regradas sdo A-integraveis. Para isso, utiliza-

mos que as fungoes regradas sao limitadas.
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Teorema 4.2.4. Toda fungdio regrada em [a,blr é A-integrdvel.

Demonstragio. Como f é regrada em [a, b, entdo f é limitada (veja Teorema 2.3.2).
Sejam M e m o supremo e infimo de f em [a, b)r, respectivamente. Se M = m, entao f
é constante em [a, b|t e, portanto, A-integravel pelo Teorema 4.1.7. Suponha agora que
M > m e seja e > 0. Como f é regrada, para cada ponto p € (a,b|r denso & esquerda e
para cada ponto ¢ € [a,b)r, os limites

fp7) = lim f(t) e f(¢") = lim f(t)

t—sp— t—qt

existem. Consequentemente, para cada 7 € [a, b], podemos encontrar §(7) > 0 tal que
r,s€Usqry e 1,8<T ou r,8>7

implicam
€

[f(r) = f(s)] < m>

onde
Usry={teT:|t—7|<d(1)}.

Em nossa afirmacao acima, assumimos s6 r,s > a para 7 = a e s6 r, s < b para 7 = b.
Além disso, se 7 ¢ isolado ou um ponto final unilateral discreto, entdo tomamos §(7) > 0
tal que Us;y = {7} e nao precisamos verificar a condicao acima para tais pontos 7. A
colecao

{U(;(T) T E [a,b]}

forma uma cobertura aberta de os subconjuntos compactos [a, b] de T. Entao, pelo teorema

generalizado de Heine-Borel esta cobertura aberta tem uma subcobertura finita

{U(s(ﬁ), ceny Ug(Tp)} .

Agora, usando os pontos 7i,...,7,, definimos os intervalos Vi,...,V, C [a,b] como na
demonstragao do Teorema 4.2.3, adicionando V; = ) se 7; é isolado ou um ponto final

unilateral discreto a direita. O conjunto
p
N = [CL, b]T\ U ‘/J
7=1

consiste em intervalos fechados finitos Ji, ..., Jpy1. Portanto, podemos assumir 7 < 75 <

... < 1p. Tomamos dy > 0 tal que

dp < min {inng( —supUs(r;) : 1 <j<p-— 1}-

Ti+1)

Entao, a partir de nossas declaragoes iniciais acima sobre Us(,), temos que

€

— 5| < &y impli — P TR
t,s€N e |t—s| <dyimplicam |f(¢) f<8)’<2(b—a—|—1)
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Em seguida, construimos uma particao P, como na demonstracdo do Teorema 4.2.3, e
mostramos exatamente da mesma maneira que U(f, P)— L(f, P) < e. Portanto, o Teorema
4.1.3 implica que f é A-integravel. O
Antes do préximo teorema, dizemos como de costume que ¢ : [a, bl — R satisfaz uma

condicao de Lipschitz, se existe B > 0 tal que
[o(z) = (y)l < Ble —y| para todo x,y € [a,b]r.

O numero B é chamado a constante de Lipschitz.

Teorema 4.2.5. Seja f uma fung¢do A-integrdavel em [a,blr e sejam M e m seu supremo
e infimo em [a,b)r, respectivamente. Seja, ¢ : R — R uma fungao definida em [m, M|
satisfazendo uwma condi¢do de Lipschitz com constante B. Entdo, a fungdo composta

h=po f é A-integravel em [a,b]r.

Demonstracio. Seja € > 0. Pelo Teorema 4.1.3, existe P € P tal que
€

U(f.P) = L(f, P) < 5

onde B é a constante de Lipschitz de ¢. Sejam M, e m; o supremo e infimo de f em
[ti—1,t;), respectivamente, e sejam M, e m; os nimeros correspondentes para h. Como ¢

satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz, encontramos que

h(s) = h(7) < [h(s) — h(7)|
= |e(f(s)) = ¢(f(7))]
< B[f(s) = f(7)
< B(M; —m;)
é véalido para todo s, 7 € [t;_1,t;). Disto segue que M} —m; < B(M; —m;) pois existem

duas sequéncias {s} e {7} de pontos em [t;_1,t;) tais que h(sy) — M} e h(1) — m}

quando k — co. Consequentemente,

U(h, P) — L(h, P) = S (M? — m)(ti — ti1)

an: )(t; — tio1)
BlU(f,P) — L(f.P)]

I IN

A
)

Portanto h é A-integravel pelo Teorema 4.1.3. O

A seguir provamos o seguinte resultado mais geral.

Teorema 4.2.6. Seja f uma fungao A-integravel em [a,blt e sejam M e m seu supremo
e infimo em [a,b)r, respectivamente. Além disso, seja ¢ : R — R uma fungao continua

definida em [m, M]. Entdo, a fung¢io composta h = p o f é A-integravel em [a, b]t.
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Demonstracao. Definimos

B= max |p()|

m<x<M
€

b—a+2B
continua em [m, M]. Portanto, existe § € (0,¢;) tal que

e seja € > 0. Também, seja ¢ = Como ¢ é continua, é uniformemente

xz,y € [m,M] e |z —y| <0 implicam |p(z) — ¢(y)| < €.
Como f é A-integravel, o Teorema 4.1.3 garante a existéncia de P € P tal que

Sejam M; e m; o supremo e infimo de f em [¢;_;,t;)T, respectivamente, e sejam M} e m/}
os correspondentes nimeros para h. Em seguida, dividimos os ntimeros 1,2, ..., n dentro
de dois subconjuntos J e J' como segue: i € J se M; —m; < ei € J', caso contrario.

Agora se 7 € J, entao nossa segunda afirmacao acima nos leva a

[i(s) = I(T) = l@(f(5)) = #(f(7))] < & para todo s, 7 & [ti1, Ei)r.

Segue que M —m; < e, para todo ¢ € J. Tendo em conta que M —m; < 2B para todo
1, temos

n

U(h,P)— L(h,P) = Z(Ml* —m;)(t; — ti—1)

=Y (M —m)(t; —tica) + > (M —mj)(t; — t;1)

ieJ icJ’
< 61(b — CZ) + 2B Z(tz — tifl).

icJ’

Resta estimarmos ;¢ y(t; — t;—1). Temos

O3 (ti—tica) < D (M —my)(ti — ti1)
7

ieJ’ ic
< zn:(Mz —m;)(t; — ti—1)

Portanto, da primeira desigualdade acima, obtemos

) Z(t’ — ti—l) < 52, 1.€., Z(tl — ti—l) <9

icJ’ ieJ’

Assim, podemos usar d < €; para obter
U(h,P)— L(h,P) < e (b—a)+ 2B < e1(b—a+2B) =,

e o Teorema 4.1.3 mostra que h é A-integravel em [a, b]. O
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Corolario 4.2.1. Se f é A-integrdvel em [a, b]t, entdo para um « > 0 arbitrdrio, a fun¢do

|f|* € A-integrdvel em [a,blr.

Demonstragio. Sejam M e m o supremo e infimo de f em [a, b)r, respectivamente. Além
disso, seja ¢(x) = |z|* uma func¢do continua definida em [m, M]. Como f é A-integravel
em |a, blt, entdo pelo Teorema 4.2.6, temos que a fungdo h = o f = |f|* : [a,b]r — R
definida por |f|*(z) = | f(x)|* é A-integravel. O

Teorema 4.2.7. Seja f uma fungao limitada que é A-integrdvel em [a,bly. Entdo f é

A-integrdvel em cada subintervalo [c,d|r de [a,b]r.

Demonstragio. Como f é A-integravel em [a, b]r, entdo dado € > 0 existe P € P(a,b)
tal que U(f,P) — L(f,P) < e. Entao P’ := P U{c,d} € P(a,b). Pelo Lema 4.1.1,
U(f,P') — L(f, P') < e. Agora consideremos P € P(c,d) consistindo de todos os pontos
de P’ pertencentes a [c,d|r. Se U e L sio a A-soma superior e inferior associadas com P”,

entao

U(f,P")—L(f.P") <U(f,P) - L(f,P) <,
e, portanto, pelo Teorema 4.1.3 f é A-integravel em [c, d]r. O

Teorema 4.2.8. Sejam f e g fungoes A-integraveis em |a,blr e seja ¢ € R. Entao

(i) cf é A-integrdvel e /b cf(t)At = c/b f(t)At

(ii) f+ g é A-integrdvel e /b(f +g)(t) At = /bf(t)At + /bg(t)At.

Demonstragio. (i) Se ¢ = 0, entao a afirmagao é 6bvia. Seja ¢ # 0 e seja € > 0. Pela

definigdo da A-integral de Riemann (definigao 4.1.3), existe § > 0 tal que

€
< —
]

@—L%@m

para cada A-soma de Riemann Sy de f para P € Ps(a,b). Seja S.; uma A-soma de
Riemann para cf associado com P = {a =ty < t; < ... <t, = b} € Ps(a,b). Como

Sef = i(cf)(&)(ti —ti1) = Ci f(&)(ti —tioa) = cS,

temos

€
< |C|H =e.

Sf—/abf(t)ﬁt

&j—qff@A4=M

(ii) Seja e > 0. Como f e g sao A-integraveis em [a, b], existe § > 0 tal que para qualquer
P e 'P(;(CL, b)

sp- [ st 5, [t < &

<e
—e€
2
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onde Sy e S, sao as A-somas de Riemann para f e g, respectivamente, associadas a
P. Por outro lado,

Zif (ti —t >+§:g(§i)(ti_ti—l>

Sf—i-S
Portanto
b b b b
Speg | [ 1080+ [ a0 < sy = [0t s, ["a0a
<f4:
2 2
= e€.

Teorema 4.2.9. O produto de duas funcoes A-integrdveis é A-integrdvel.

Demonstragio. Primeiro, provamos que se f é A-integravel em [a, b|t, entdo f? também é
A-integravel em [a, b]y. De fato, como f2(t) = o(f(t)) com ¢(x) = 2% e como ¢ satisfaz
uma condigdo de Lipschitz em qualquer intervalo [m, M|, pois |p(z) — o(y)| = |22 — y?*| =
|z + y||z — y| < Blx — y|, onde B = max {2|m|,2|M]|}, pelo Teorema 4.2.5, temos que f>
é A-integravel em [a, b]r. Agora, sejam f e g duas fungoes A-integraveis em [a, b|r. A
identidade ) )

_+9r-U-9)

fg= 1

juntamente com o Teorema 4.2.8 e a afirmacao acima, implicam o resultado desejado. [

Teorema 4.2.10. Seja f uma fungio definida em [a,bly € seja c € T coma <c<b. Se

f € A-integravel de a até c e de ¢ até b, entdo f ¢ A-integravel de a até b e

/abf(t)At — /:f(t)m + /cbf(t)At

Demonstragio. Como f é limitado em [a,c| e [c,b], entdo f é limitada em [a,b]. Pelo

Teorema 4.1.3, existem partigoes P; € P(a,c) e P, € P(c,b) tais que

Us(f ) = Lo P) < 5 e ULSLP) = LS, P) <

DO ™

onde € > 0. Seja P = P, U P,. Entao P € P(a,b) e

UNf, P)=U(f, P)+ UM, Po) e Li(f, P)=Li(f 1)+ LS, Pa).
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Logo,
Us(f. P) = Lo(f, P) = Ug(f, Pr) = L(f, ) + UC(f, o) — Lo(f, Po)
<5+3
=e.
Segue que

Ug(f,P)—LZ(f,P><E,

de modo que f é integravel de a até b pelo Teorema 4.1.3. Além disso, temos

[ rar < v p)
= Us(f, P) + UNS, P2)
< LG(f, P) + LUS, Py) + €

< /:f(t)At + /be(t)At +e.

Analogamente,
b c b
/ FH)AE > / F(t)At +/ FIOAL — e,
entao , ,
/ F()AL — V F(t)AL +/ FAt|] < e
Como € > 0 é arbitrario, a afirmacao do Teorema segue. O

Teorema 4.2.11. Se f e g sao A-integraveis em [a,blr e se f(t) < g(t) para todo
t € [a,b)r, entdo

/abf(t)At < /abg(t)At

Demonstragio. Pelo Teorema 4.2.8, h = g — f ¢ integravel em [a,b]r. Como h(t)
em [a,b)r, temos que L(h, P) > 0 para todo P € P(a,b) e assim [’ h(t)At = L(h)

Novamente aplicando o Teorema 4.2.8, temos

<0
>0

/abg(t)At—/abf(t)At: /abh(t)At >0

e, assim,

/abg(t)At > /bf(t)At

a

O

Teorema 4.2.12. Se f é A-integrdavel em [a,b]r, entdo |f| também é A-integrdvel em

la,b]T e

[ road] < [l
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Demonstragao. Mostramos primeiro que | f| é A-integravel. Considere a funcao ¢(x) = |x|.

Esta funcgao satisfaz uma condigdo Lipschitz em qualquer intervalo, pois

lp(z) — ()| = =] = [yl| < |z -yl

Além disso, temos |f(t)| = ¢(f(t)). Portanto, |f| é integravel pelo Teorema 4.2.5.
O outro resultado segue facilmente do Teorema 4.2.11, pois sabemos que |f| é integravel

em [a, blr. De fato, temos que —|f| < f < |f]|, de modo que

_/yf \At</ At</|f )| At.

f(t)At’ < /ab ()] A,

Logo,

0
Corolario 4.2.2. Sejam [ e g A-integraveis em [a,bly. Entao
DAL < / F(t)g(t)|At < <sup S ) (/ gt |At>
Demonstragio. Como |f(t)] < sup |f(t)| entdo
te€(a,b)
FOIlg@)] < sup | f(E)][g(#)]-
t€la,b)
Pelos Teoremas 4.2.11 e 4.2.12, temos
b
nat < [ 1w < [ s @llolar= s 110 [ ool
a t€fa,b €la, a
e o resultado desejado segue. 0

4.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Existem duas versdes do teorema fundamental do calculo em escalas temporais.
Cada uma diz, a grosso modo, que a diferenciacao e a integracao sdo operacoes inversas.
De fato, nosso primeiro teorema diz que a “A-integral da A-derivada de uma funcao é
dada pela funcao”e nossa segunda versao diz que a “A-derivada da A-integral de uma

funcao continua é a propria funcao”.

Teorema 4.3.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte I). Seja g uma fungao continua

em [a,b] C T tal que g é A-diferencidvel em [a,b)y. Se g™ é A-integrdvel de a até b, entdo

[ 9050 = ) - g(a).
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Demonstragio. Seja € > 0. Existe P ={a =1ty <t <..<t, =0} € P(a,b) tal que
U(g®,P) — L(¢g*, P) <e.

Aplicando o teorema do valor médio a g : [t;_1,t;|r — R para cada 1 <i < n, obtemos a

existéncia de &, 7; € [t;—1,t;), satisfazendo

(t; — ti)g™ (1) < g(t:) — g(tir) < (i — ti1)g™(&).

Somando em 7 de 1 até n, encontramos

n

St — ti)g® (1) < g(b) — gla) < S0 — ti1)g> ().

=1 i=1

Segue que

logo
b
L(g™, P) < / P AL < U(g2, P) para todo P € P(a,b).

Além disso, da desigualdade acima temos que —L(g2, P) > —[g(b) — g(a)] > —U(g*>, P)

e, somando com a desigualdade anterior, obtemos

Lo, P) ~ U™ P) < [ 6300~ [g(b) - 9(a)] < U(g*,P) ~ L(g*,P).

<U(g”®, P)— L(g™,P) <e. Comoe>0é

Logo, temos que

[ 9050~ 1) ~ g(a)

arbitrario, o resultado segue. 0

Teorema 4.3.2. (Integragio por partes). Sejam u e v fungoes continuas em |a, bl que

A

sdo A-diferencidveis em [a,b)r. Se u® e v® sdo A-integrdveis de a até b, entdo

b b
/a WA ()0t AL + / W (OO AL = u(b)o(b) — u(a)v(a).

Demonstragio. Seja g = uwv. Entdo ¢ = u®v + uv® e g® é A-integravel. Agora, o

Teorema 4.3.1 mostra que

/ab gA(t)At = g(b) — g(a) = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Logo,

e o resultado segue. 0

Teorema 4.3.3. (Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte II). Seja f uma fungao A-

integrdvel de a até b. Para t € [a,b]r, definimos

F()= [ " fr)Ar
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Entao, F é continua em |a,bly. Se ty € [a,b)T e se f é continua em ty sempre que ty é

denso a direita, entdo F é A-diferencidvel em ty e
FA(tD) = f(to)

Demonstragio. Seja B > 0 tal que |f(t)|] < B para todo t € [a,b)r. Se s,t € [a,b]r e

It —s| < % onde t < s, entao

)~ Fo) = | [ f(r)ar

Isso mostra que F' é uniformemente continua em [a, b]r. Seja tg € [a,b)r. Suponhamos

g/ts|f(7>|mg/:3m:3(s—t)<e.

primeiro que t é discreto a direita. Entdo, em vista da continuidade, F' é A-diferenciavel

em tg, e pelo Teorema 4.2.10 e o Teorema 4.1.8, temos

F(o(to)) — Fto)

F2(ty) =

O'(to) — to
L F()AT - [P f()AT
11(to)
1 /U(to)
= T)AT
,U(t()) to f( )
= f(to),
Agora, suponhamos que tg é denso a direita e f continua em t,. Nesse caso,
F(t)— F(t
FA(ty) = lim M.
t—to t— t[)

Por outro lado,

PO =Pl _ IO — 1A _ 1y

t—t, t—t, Tt 1,

to

Por conseguinte, basta provar que

lim —— [ f(r)AT = f(to).

t—to t — t() to

Seja € > 0. Como f é continua em t;, existe o > 0 tal que

s € [a, b e |s — to| < ¢ implicam |f(s) — f(to)| < €.

Entio
‘t_lto /t:f@)m—f(to) =‘t_1t0 t:’f(T)—f(to)\AT
<= [ 11 = stelar
= \t—et0| /t:AT

=€
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para todo t € [a, blr tal que |t — 5] < § e t # ty. Portanto, nossa afirmagao segue. O

No seguinte teorema, que generaliza o Teorema 4.3.3, denotamos a delta derivada de f(¢, s)

com respeito a t, para s fixo, por f2(t, s).

Teorema 4.3.4. Se f e f2 sdo continuas, entio

Uatﬂt,s)As]A = f(o(t),t) +/ath(t’ 5)As.

Demonstracao. Denotamos
t
g(t) = / f(t,s)As, parat € T".

E facil mostrar que g é uma fungao continua. Se t é discreto a direita, entao

A1) = g(oﬁii - fu)
JZY fo(t),s)As — [L f(t,5)As
()
t f(U(t), S) - f(tv 5) 1

o(t)
= ot —t AS+,LL(t)/t flo(t),s)As

— /: SRt s)As + fo(t),t).

Em seguida, consideramos o caso quando t é denso a direita. Neste caso,

Por outro lado,

9(t) —g(r) _ Jo f(t.5)As — [5 f(r,s)As

t—r t—r

:/at f(t’si:ﬂr’s)As—i—tir/rtf(r,s)As.

r

Portanto, basta provar que

/:f(r, 9)As = F(t1)

) 1
lim
r=tt —1r

lim /at UG Sz : f(r,s) As = /at fA(t,8)As.

r—t r
Como f é continua, é uniformemente continua em cada subconjunto compacto de T x T.

Portanto, para € > 0 arbitrario, podemos encontrar uma vizinhanca U de ¢ tal que

|f(r,s) — f(t,t)] <e, para todor,s € U.
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Entao,
[ s = g = | [ - £ o)A
< |tir| /:‘f(r,s)—f(t,t)Ms
< |tjr| /TAS

= €

para todo r € U\ {t} e, portanto, a primeira igualdade é valida. Para provar a segunda
igualdade, aplicamos o teorema do valor médio a fun¢ao f(¢,s) com respeito a variavel ¢
para s fixo. Entao, podemos escrever

f(t,S) — f(T, S)

t—r

fA(r,8) < < A 9),

onde & e 7 estao entre r e t. Evidentemente £ — t e 7 — ¢t quando » — t. Por outro lado,
como f2 é continua, é uniformemente continua em cada subconjunto compacto de T x T.
Portanto, da desigualdade acima temos que

lim f(t7 8) B f(?”, S)

r—t t—r

= f2(t,s),

onde o limite é uniforme com respeito a s em subconjuntos compactos de T. Dai a segunda

igualdade dada acima ¢ vélida e isso completa a demonstracao. O]

A seguir, apresentamos a férmula de mudanca de variaveis

Teorema 4.3.5. (Mudanga de Varidvel). Seja v : T — R uma funcio estritamente
crescente tal que T = v(T) é uma escala temporal. Denote por A a A-derivada em T.
Suponha que f: T — R é uma funcio localmente A-integravel (i.e., A-integrdvel em cada
intervalo finito) e que v é A-diferencidvel com A-derivada localmente A-integrdvel, se fv™

possui uma A-antiderivada e se a,b € T, entdo:
v(b)

[ swrnae= | o) s

v(a)

Demonstragio. Pelas hipéteses, fv” possui uma A-antiderivada F, i.e., F& = fv®. Por-
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tanto, o Teorema 4.3.1 implica

/abf(t)z/A(t)At — /ab FA(1)At
— F(b) - Fla)

onde na quinta linha, usamos a regra de cadeia estabelecida e na dltima etapa usamos

uma consequéncia da regra de cadeia. 0

Exemplo 4.3.1. (i) Seja T = hZ. Desejamos calcular f;’ tAt. Agora, pelo Teorema
4.2.8 partes (i) e (ii) temos

/ﬁm— /%m /@Hm)hmt

:;lL(%+JwAt—ZTMM]

Como F(t) = t? é diferencidvel com derivada F2(t) = 2t + h, para todo a,b € T, o

Teorema Fundamental do Célculo implica que
b
/ (2t + h)At = 2% = b* — a?

para todo a,b € T. A segunda integral na diferenga acima é encontrada usando o

b
l/hAt:hw—a)
A partir disso, deduzimos que

/btAt: (b —a2)2—h(b—a)

Teorema 4.1.7. Assim,

que ¢ valido para todos a,b € T.

_ b
(ii) Seja T=¢q%:={¢": k€ Z}U{0}, ¢ > 1. Desejamos calcular / t*At. Note que,

como ¢ é uma constante, o Teorema 4.2.8 parte (i) garante que

/t2 q+q+1/t2q +q+ 1)At.
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Como F(t) = t* é diferencidvel com derivada F2(t) = t?(¢*> + ¢ + 1), para todo
a,b € T, o Teorema Fundamental do Célculo implica que
3 b b — g3

P+l g+l

e, assim,

/ 2AL =
q+q+1

para todo a,b € T.
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5 Fungoes Convexas em Escalas Temporais

As fungbes convexas desempenham um papel crucial em quase todas as areas
da matematica, bem como em outras areas da ciéncia e engenharia. Veremos que a
convexidade de uma funcao dada garante a sua subdiferenciabilidade e, consequentemente,
o subdiferencial de uma fungao convexa é nao vazio. As principais referéncias deste capitulo
sao [11],[22].

5.1 Conceito de Convexidade

A propriedade de convexidade esta definida para fungoes reais em intervalos.
Aqui apresentamos a definicao de fungao convexa em um intervalo de escala temporal
I=INTCT,onde I éum intervalo arbitrario de R. Além disso, mostramos algumas
propriedades das fung¢oes convexas em relagao as propriedades do caso continuo e o caso

discreto.

Definicao 5.1.1. Seja I C T. Uma fungdo f definida em I é chamada convexa em I se

para quaisquer ty,ty € 1
(to =) f(t1) + (t1 —to) f(t) + (t —t1)f(te) >0, VEtel (5.1)

Similarmente, f é dita concava em I se (5.1) vale com a desigualdade " >" substituida por
" S//'

Uma fungdo que € convexa e concava em I é chamada afim em I.

Observacgao 5.1.1. (a) Note que I C T pode ser fechado, aberto, finito ou infinito ou

pode nao ser nem aberto e nem fechado.

(b) Para T = R, a definigdo (5.1) coincide com a definigdo usual de convexidade e

concavidade de uma funcao. Sejam t1,to € [ e t] <ty. Set € [ ety <t <ty entdao
2 e l-a=—".
t2 — tl t2 - tl

Assim, definimos convexidade usando combinagoes convexas de pontos de I. Certa-

existe a € [0, 1] tal que t = at; + (1 — @)ty com a =

mente, a condi¢do (5.1) pode ser reescrita como
f(t) = flati + (1 — a)ta) < af(t) + (1 — @) f(t2).

(c) Seja I um intervalo qualquer de R. Se f : I — R é convexa (concava) em I (no
sentido usual para uma fungdo no intervalo real), entdo a funcao fl|r : I — R é
convexa (concava) em I = I N'T. Com efeito, sejam t1,to € I C I com t; < t,. Para
t € I, temos

(i) Se t; <t < to, entdo, existe a € [0,1] tal que t = aty + (1 — a)ty e f(aty +

(1 —a)ty) < af(ty) + (1 —a)f(ta), (f é convexa em I) com o = tz—_t e
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t—1t
1l—a= 1,ent§o

lo —1

to — 1 t— 1 ) to — 1 t—1

t) = t ty ] < t t

£ = £ (Pt =) < P () + i (),
ou seja,

to—1t)f(t t—1t1)f(t
ty — ty

Logo,

(ta =) f(t1) + (01 — t2) f(t) + (t —t1) f(t2) > O,

e, portanto,
(b2 = ) flo(t) + (0 — t2) fo(t) + (¢ = 02) flz(t2) 2 0, t €.

Se t > ty > t1, entdo existe a € (0,1) tal que t, = at; + (1 — a)t, onde

to — 1 t —
=2 el—a=- 2,entao
ty—t 1—
lo —1 i1 — 12 (ta =) f(t1) + (L1 — 1) f(2)
ty) < t t) =
flta) < F 0 0) + 4= 1) — ,
ou seja,

e, portanto,

(t2 = 1) flr(tr) + (G — t2) flr (@) + (¢ — t1) flr(t2) = 0, para todo t € I.

t1 — 1o

Set < t; < ty, entdo existe a € (0,1) tal que t; = at+(1—a)ts onde o = P
— 12

el—a:;l,entéo
t—to

t1 —to

t—t,

t—1
t—t2

(t1 —ta) f(t) + (t —t1) f(t2)

f(tl)S t—ty )

ft) +

f(t2) =

ou seja,
(t2 =) f(t1) + (&1 — t2) f(£) + (¢ — t1) f(t2) = O, para todo ¢ € I
e, portanto,

(t2 =) flr(tr) + (G — t2) flz (@) + (t = £1) flr(t2) = 0, para todo ¢ € 1

(d) Se T = {a,b} (Consiste apenas em dois pontos) ou T = {a} (apenas um ponto),

entao qualquer funcao f: T — R ¢é afim.

(e) A funcdo f: 1 C T — T é convexa em I se, e somente se,

FOE+ (1 =N)s) SAf(E) + (1= A)f(s)

para todo t,s € I e todo A € [0, 1] tal que At + (1 — A)s € 1.
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Demonstragio. Sejam t,s € I, t < se X € [0,1] tal que Xt + (1 — X)s € I, como f é

convexa em I, entao

[s = (M 4+ (1 =XN)s)]f(t)+ (t—s)f(M+(1—=AN)s)+ [M+(1—XN)s—t]f(s) >0
(=Mt +X8)f(t) + (t—s)fM+(1=X)s)+[(1—=N)s— (1= Nt]f(s) >0
Als =) f(t) = (s =) f(At+ (1 = A)s) + (L = A)(s = £) f(s) = 0

Af() = fAE+ (1= A)s) + (1= A)f(s) =0

logo se tem f(At+(1—MN)s) < Af(t)+(1—X)f(s). Assim, se tem provado a condigao

necessaria. Vejamos agora a condicao suficiente. Sejam t1,to € [ et € [

(i) Seja t; <t < tq, entao existe A = Lot e l-XA= b=t tal que
tg—tl t2_t1
t =M1+ (1 =Nty €I, entao
SO+ (1= Nt2) < Af(t) + (1= A) f(ta)
to—1 t—1
t) < t t
f6) < 2 (0) + - f 1)

(ta —t1) f(t) < (t2 — ) f(t1) + (T — 1) f(t2)

Portanto, f é convexa em [.

t
(i) Sejat <t; < tg, entdot; = M+ (1— )ty € [ onde A = tl ; e =
— 12 — 1

entao

JM 4 (1= Nta) < Af(E) + (1= N)f(t2)

ty—t t—t
Jh) = tl—t;f(t)th—t:

(t—ta)f(t1) < (t =) f(E) + (t —t1) f(t2)

Portanto, f é convexa em [.

to —t t1 —t
71_>\: . 27
t1—t t1 —t

(iii) Seja t; < ty < t, entdao to = Aty + (1 — A\)t, onde A =
entao
SOt 4+ (1= N)t) < Af(t) + (1= M) f(t)
to —t t1 — to
62 < s )+ =2 10
(tr =) f(t2) < (ta — 1) f(t1) + (1 — t2) f(2)

entdo (t —t1)f(t2) + (ta — 1) f(t1) + (t1 — t2) f(t) > 0.
Portanto f é convexa em I.
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Definicao 5.1.2. Se I C T ¢ um intervalo nao vazio da escala temporal T, tal que

I =1NT, entdo podemos estender a definicio da fungio f: I — R da sequinte maneira
f(t), seteT

o= fo(s) - £(5) o

fls) + HEELS R = 8), s b€ (o)
quando s € T € discreto a direita; ou
f(), seteT
ft) = (5.3)

(t—s), sete(p(s),s)

quando s € T ¢é discreto a esquerda.

Teorema 5.1.1. A fungio f: I C T — R é conveza em I = INT se, e somente se, existe

uma fungdo conveza f: I — R tal que f(t) = f(t), para todo t € I.

Demonstracao. Para provar a condi¢ao necessaria, definimos f usando f e unindo todos

os pontos discretos por linhas. Mais precisamente
f(t)7 setel

f(t) = (5.4)
(t—s), sete(s,0(s)),s€l,

onde s é discreto a direita.
Agora, vamos provar que essa funcao é convexa em I. Para isso, basta mostrar que para

quaisquer z,y € I e A € [0, 1], temos
FOz+ (1= Ny) < Af(z)+ (1= N f(y) (5.5)

(i) Se I = {s,0(s)}, (isto é, I tem apenas dois pontos) entdo f é convexa em I pois f
¢ uma funcao afim em I. Sejam x,y € (s,0(s)) e A € [0,1], entdao Az + (1 — Ny €
(5,0(s)). Logo, pela definicdao da funcdo f, temos

: flo(s)) = f(s)

Fow -3 = £+ LRI e oy - 0. 60
Além disso,

M) =af(e) + TR 0 g (5.7

(=27 = 0= 2fe) + LD - ga-n. ey

Somando as equacdes (5.7) e (5.8) obtemos f(Ax + (1 — \)y). Portanto, f é convexa

em I = [s,0(s)]
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Se x,y, A\ + (1 — X\)y € I, entao da convexidade de f temos

fOa + (1= Ny) < Af(z) + (1= N[ (y).
Por definicdo temos f(t) = f(t) em I e, portanto, f satisfaz a desigualdade (5.5)
Se z,y € I e y = o(x), entdo pela parte (i), f é convexa em [z, ].

Se z,y € I ey > o(x), entdo notamos que a corda unindo os pontos (z, f(z))
e (y, f(y)) estd acima de todos os pontos (z, f(z)), com z € I. Com efeito, seja
z € I tal que o(z) < z < y, e seja (z,p) o ponto sobre a reta unido pelos pontos
(o(z), f(o(x))) e (y, f(y)). Entao, encontrando p por meio da equagao da reta que

une estes pontos, temos

_ fy) = flo(x))

L g (z—y)+ f(y).

Além disso, pela convexidade de f em I, para o(z) < z < y temos
<

f) = flo(@)) _ fly) = f(2)
y—ox) — y—z

Entdo, f(z) < @=L o)y 4 f(y). Portanto, f(z) < p para todo z € I. Assim

y—o(x)

f é convexa em [z, y].

Sex € leyeI\T, comy < o(x), entdo (y, f(y)) estd na reta de (z, f(z)) a
(o(x), f(o(x))) e, assim, sdo todos os pontos (Az + (1 — Ny, f(Az 4+ (1 = N)y)) e

obtemos novamente a igualdade (5.5)

Se y > o(x), entdo podemos encontrar z € [ tal que z < z e z < y < o(z). Usando

a convexidade de f em z, z,0(z) temos

f) = 1(z) _ f2) = flo(2))

r—z r—o(z)

Y

enquanto da convexidade de f em [z, 0(2)], obtemos

F@) ~ 1) _ f@)~ Fw) _ @)~ flo(2)

r—z —  x—y = x—o0(z)

Y

isto é, a reta de (x, f(x)) a (y, f(y)) estd entre a reta de (z, f(z)) a (2, f(2)) e a
reta de (z, f(z)) a (0(2), f(0(2))). Se Ax 4+ (1 — N)y € [z, y] a conclusdo segue da
convexidade de f, enquanto se Az + (1 — \)y € [z, 2], entdo a conclusio se baseia

nos mesmos argumentos que no caso z,y € I e y > o(x).
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Observacao 5.1.2. Se T = hZ, h > 0 e a funcao f : hZ — R é convexa em hZ, entao
a condigdo (5.1) pode ser reescrito como f(p(t)) + f(o(t)) = f(t —h) + f(t + h) > 2f(t)
para todo t € hZ. Com efeito, seja t € T tal que p(t) <t < o(t). Como f:hZ — R é

convexa em T = hZ, entao

Portanto, f(p(t)) + f(o(t)) = f(t —h)+ f(t + h) > 2f(t) para todo t € hZ.

Proposicao 5.1.1. Uma combinacao linear de funcoes convexas com coeficientes nao

negativos ¢ ainda uma fungdo convexa.

Demonstracao. Sejam f; : I — R, ¢ = 1,...,n fungdes convexas e a; > 0, ¢ = 1,...,n.

Entao, para quaisquer t1,%9,t € I temos

Multiplicando a desigualdade acima por a; e somando-os, obtemos

(t2 = (S asf) () + (1 — (S asf) ) + (6 = 1) (S asf(tz) 2 0,

e isto mostra a convexidade de 7", a; f;. Portanto, a tese é vélida. 0J

Proposicao 5.1.2. Sejam f: T — R uma fungio convera em I CT e g: R — R uma

fungao convera e crescente em f(I). Entdo, a composicio go f: T — R é convera em I.

Demonstracao. Sejam ¢ = go f e ty,to € I. Se nao houver mais pontos em I, entdao é
6bvio que a tese é valida. Seja t; <ty ety <t <ty t € I. Entdo existe a € [0, 1] tal que
t = at; + (1 — a)ty. Da convexidade de f temos que f(t) = f(at; + (1 — a)ty) < af(ty) +
(1 —a)f(ty). Como g é crescente, temos g(f(aty + (1 — a)ta)) < glaf(ty) + (1 — «a)f(t2))
e da convexidade de g temos

(go fllaty + (1 —a)tz) < glaf(tr) + (1 — ) f(t2)) < algo f){tr) + (1 —a)(go f)(ta).

Logo, p(aty + (1 — a)ty) < ap(ti) + (1 — a)p(tz), o que termina a prova. O

5.2 Propriedades das Fungdes Convexas

Mostramos algumas propriedades bésicas caracterizando as fungoes convexas em

escalas temporais [22].
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Proposicao 5.2.1. Seja f : [ C T — R. A funcio f é convera em I se, e somente
fo1)=fla1)  fb2)—=f(a2)

S€, bi—a1 ba—as
b1 < bs.

para todo ay,as,by,by € I tal que a; < by, ay < by, a3 < as e

Demonstracao. Suponhamos que f é convexa em [ C T e aq,as,by,by € 1.

(i) Se a; = ag < by = by, temos fo1)=f(a1)  f(b2)=f(az)

bi—a1 — bas—as

(ii) Se a3 = az < by < by. Entédo pela convexidade de f, temos (by — b1) f(a1) + (a1 —
b2) f(b1) + (b1 — a1) f(b2) > 0. Somando (b; — ay)f(a;) em ambos os lados e usando
o fato de que a; = as, obtemos

(b2 — b1) f(ar) + (az = b2) f(b1) + (b — a1) f(b2) + (b1 — a2) f(a1) = (b1 — ax) f(ar).
Logo, agrupando convenientemente os termos, temos

(b1 — a1)(f(ba) — f(a1)) + (b2 — a2)(f(a1) — f(b1)) > 0
fo1)=f(a1)  f(b2)=f(a2)

bi—aq — ba—as

e, portanto,
(iii) O caso a; < as < by = by é andlogo ao anterior.
(iv) Se a; < by < ag < by, entdo pela convexidade de f em I temos

(b1 — a1) f(ag) + (a1 — a2) f(b1) + (ag — by) f(ar) > 0 (5.9)

(b1 — ba) f(az) + (by — ag) f(b1) + (ag — b1) f(b2) >0 (5.10)

adicionando — f(by)b; em ambos lados da desigualdade (5.9), obtemos

(b1 —a1) f(az) + (a1 — a2) f(b1) + (a2 — b1) f(a1) — f(b1)br = —f(b1)bn,
bif(az) — aif(az2) +arf(b1) — bif(b1) > asf(b1) — asf(ar) + bif(ar) — bif(br)

logo, agrupando os termos convenientemente, temos

[f(b1) — fla1)](az — br) < [f(az) — f(b1)](br — a1)

assim,

fbr) = flar) _ flaz) = f(br)
bp—ar T ax—b
Analogamente adicionando — f(az)as em ambos lados da desigualdade (5.10), obtemos

flaz) — f(b1) < f(bg) — f(az)‘

as — by - by — ay

Logo,
f(b1) = f(ar) < flag) — f(b1) < f(ba) — flaz)

by —ay as — by by — as

e o resultado segue.
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(V) Se a; < as < by < by, entdo pela parte anterior temos

flaz) — f(a1) < f(b1) — f(az) < f(b2) — f(bl)'

a2 — aq by — as by — by

Portanto

(b1 — a2)[f(az2) — fla1)] < (ag —a1)[f(b1) — f(a2)],
(b2 = b1)[f(b1) — flaz)] < (b1 — a2)[f(b2) — f(b1)],
(b2 — b1)[f(a2) — f(a1)] < (a2 —a1)[f(b2) — f(b1)].

Por conseguinte, somando ambos lados das desigualdades e reduzindo os termos

semelhantes obtemos

baf(b1) — baf(ar) — asf(br) + azf(ar) < by f(ba) — bif(ag) — a1 f(ba) + a1 f(az).

Logo,
(b2 — a)[f(b1) — fla1)] < (b1 — a1)[f(b2) — f(az)].
o F(b) ~ fla) _ f(bs) ~ flaa)
bl — B bQ — Q9 ’

Portanto, a condi¢ao necesséria esta provada.
Agora provamos a condi¢ao suficiente. Com efeito, sejam tq,%,t € [ tais que t; < t < ts.

Entao por hipdtese, temos

Assim, (f(t) — f(t1))(ta — t) < (f(t2) — f(t))(t — t1) e, portanto,
(ta —t)f(t1) + (t1 — t2) f(t) + (t — t1) f(t2) > 0.

Assim, temos que f é convexa em . O

Corolario 5.2.1. Seja I = (a,b) onde —oc0 < a < b < +oo. Entao f:I —>REé

f(bgziﬂal) < 10 2)73:5“2) para todo ay,as, by, by € I tais que

convero em j Se, € somente SE,
a<a1<bl, a2<b2<b, a1 < as e by < bs.

Demonstragio. Fazendo T =R e I = I = (a,b) no teorema anterior, obtemos o resultado
desejado. ([l

Teorema 5.2.1. Se f é convexa em I C T, entao f é Lipschitz em |a,blr := [a,b]NT & I,
onde a,b € I, IN(—o0,a) # 0 e 1IN (b,+00) # .
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Demonstra¢io. Suponhamos que f é convexa em I C T. Sejam o',V € I\[a,b], t1,t2 €
[a, b)) NTed <a<t; <ty <b<¥. Entao pela Proposi¢ao 5.2.1 temos

Fla) — fla) _ Ft) ~ f(t2) _ F¥) ~ F(D)

a—a - tl — tQ - V-0 ’
para todo t,ts € [a,b]r. Logo
Ft) = )| _ [ ]F @) = @) [£0) = F0)])
t, — tg a—a b —b
— f(d b)— f(b
Fazendo L = max{ f(ac)L — z:,(a) , f b)/ — ZJ:( ) }, temos que f é Lipschitz em [a, |t e a
constante de Lipschitz é L, o que termina a prova. O]

Corolario 5.2.2. Se f é convexa em I C T, entio é continua em [a,b]y := [a,b] T C I,
onde a,b € I, IN(—oc0,a) # 0 e 1IN (b,+00) # 0.

Demonstragio. Pelo teorema anterior, temos que f é Lipschitz em [a, b]r, logo f é continua
em [a, b|T. O

Proposicido 5.2.2. Se f : (a,b) — R € conveza em (a,b) ety € (a,b), entdo f(t) >
Flto) + (t — to)p, a < t < b se, e somente se, f_(t) <p < 7;(25), onde
f(t) - f ) = f(s)

5—)t+ t—s

e Ji(t)=

Demonstragio. Seja t > to. Se t =ty + h, entdo f(to +h) > f(to) + hp.

Logo w > p. Tomando o limiteih — 0% temos p < ?:r(to) < f;( t). Analoga-
mente, para t < ty e t = to — h, temos f(ty — h) — f(ty) > —hp, logo w < p.
Tomando o limite h — 07, temos —h — 0% logo f_(t) < f+(t0) < p. Portanto,

—/ —/
f_@) <p < fL(D).
Reciprocamente, seja ty < tg + h < t, entdo pela convexidade de f temos

fto+h) — f(to) <J?(t)—f(to)
h - t— 1o ’

Tomando h — 0F, temos f, (1) < f() f(to) para t > ty. Se p < f, (1), entdo p < f(ti {O(t‘))
e, portanto, f(t) > f(to) + (t — to)p, para t > tp.

Analogamente, se t < tg — h < tg, temos

fto) — f(to — h) >]F(t)—]?(750)
h - t—ty

Toman(ilo h —>_0+, temos f_(t) > (t) f( o) para t <ty Sep> f_(t), entdo p > f(ti:ii(tm
Logo, f(t) > f(to) + (t — to)p, para t < to. Portanto, a afirmacao é véalida. O

Com base na construcao de f, podemos mostrar a seguinte consequéncia da proposi-

¢ao anterior.
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Corolario 5.2.3. Se f: I — R ¢é conveza em I ety € I\ {inf I,sup I}, entao

f@) = f(to) +(t—to)p, tel

se, e somente se, [ (t)<p< ?ﬁr(t)

Demonstragio. f : I — R é convexa em I se, e somente se, f : I — R é convexa em 1,
onde I = TN'T. Entdo, f(t) > f(to) + (t —to)p, t € I se, e somente se, f_(t) < p < f:r(t)

Em particular, a afirmacao é valida para t € I. 0

Para fungoes delta e nabla diferenciaveis temos as seguintes propriedades caracterizando a

convexidade.

Teorema 5.2.2. Seja f : I — R delta diferencidvel em I*. Se 2 € nao-decrescente

(ndo-crescente) em I*, entio f é convera (concava) em I.

Demonstracdo. Suponhamos que t1,t,to € [ e t; <t < ty. Entao, provar que f é convexa

em [ é equivalente a provar que

f(t) = f(t) _ f(t) = S
t—1 - to — 1

(5.11)

Do Teorema do Valor Médio (Teorema 2.3.10) temos a existéncia de pontos 71,&; € [t1,1)

e T, & € [t,1o) tais que

f(t) _f(tl) < fA(fl) e fA(Tz) < f(t2) — f(t>

A
—y fy ¢ < f2(&).

fA(m) <

Como t; < & < 7o, e f2 é ndo decrescente, entdo f2(£1) < f2(7), logo

f(t) B f(tl) S fA(&) S fA(TQ) S f(tQ) B f(t)7
t—1; to — 1
o que prova a convexidade de f em I. O

Corolario 5.2.4. Seja f uma fungao definida e continua num intervalo I tal que fAQ
existe e ¢ finito em I, Se fA°(t) > 0 (f2°(t) < 0) para todo t € I¥, entio f é convexa

(concava) em 1.

Demonstragio. Como f2° (t) > Oparatodot € I ** entdo f2 6 uma funcdo nao decrescente,

logo pelo teorema anterior, temos que f é convexa em 1. O

Teorema 5.2.3. Seja f : I — R uma funcio nabla diferencidvel em I,.. Se f¥ é ndo-

decrescente (ndo-crescente) em I, entio f é convera (concava) em 1.

Demonstracio. Analogo a demonstragao do Teorema 5.2.2
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Corolario 5.2.5. Seja f uma funcao definida e continua num intervalo I de escala
temporal tal que f¥° eziste e ¢ finito em Iz. Se f¥° >0 (fvz < 0) para todo t € Iz,

entdo [ é convera (concava) em I.

Demonstragio. Analogamente como no coroldrio anterior, temos que fv é uma funcao

nao decrescente e pelo teorema anterior, temos que f é convexa em [I. 0

Teorema 5.2.4. Seja I constituido de pelo menos trés pontos diferentes e f : I — R uma
fungdo delta diferencidvel em I%. Se f é convexa (concava) em I, entio para cada ty € I,

f2 € crescente a direita (decrescente a direita) em tg

Demonstragio. Seja f uma funcdo convexa em I. Seja to € I*°. Primeiro vamos supor
que to é discreto a direita. Entao tg < o(ty) € I. Se o(ty) é discreto a direita, isto é

o(ty) < o*(tg) € I, entdo para a funcio convexa f, temos imediatamente que

flo(to)) = f(to) _ f(o*(to)) — flo(to))
O'(to) — to 0'2(to> — O'(to) ’

<

Logo f2(to) < f2(o(to))-
Se o(ty) é denso a direita, entdo para uma sequéncia arbitraria (t,) convergente a o(t¢)
tal que to < o(tg) <t, et, € I, temos

f(o(to)) — f(to) < f(tn) — fo(to))
o(te) — to — tp—o(ty)

Como o lado esquerdo da ultima desigualdade é constante, e igual a f2(ty), podemos
tomar o limite com n tendendo ao infinito. Logo f2(ty) < f2(o(ty)). Assim, f» é ndo
decrescente em .

Agora consideremos ty denso a direita. Entao, existe uma vizinhanca U de t, tal que para
todot € U, com t > ty, t é isolado ou t é denso. Consideremos primeiro U tal que para
t>ty, t e UNI¥ et < o(t) como(t) € IF. Ou seja, todos os pontos t € U com t > tg
sao isolados. Agora como ty é denso a direita, hd uma sequéncia (t,) € I, tg < t,, tal que

nlggo t, = to. Sejaty < t, <t <o(t). Como f é convexa, temos

flta) = flto) _ fO) = f(ta) | f() = f(t) _ flo(®)) = F(2)
th—to  — t—ty, t—t, —  ot)—t

Em seguida, tomando limites para n — oo em ambas desigualdades, obtemos

FA(t) < W < FA0).

Finalmente, devemos considerar o caso quando todo t € U, uma vizinhanca de £y, com

t >ty sao densos. Aqui temos uma situagao como para T = R. 0

A convexidade também pode ser caracterizada por V-derivadas da seguinte forma:
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Teorema 5.2.5. Seja I constituido de pelo menos trés pontos diferentes e f: I — R uma
fungao nabla diferencidvel em I,;. Se f € convexa (concava) em I, entdo para cada ty € Iz,

IY € crescente a esquerda (decrescente a esquerda) em t.

Demonstracio. Analoga a demonstragao do Teorema 5.2.4

Teorema 5.2.6. Se f: I CT — R ¢é convexa em I e delta diferencidvel (nabla diferen-

cidvel) em I* (I,.), entdo f> (fV) é continua em I* (I,.).

Demonstracio. Fazemos a prova para fungoes delta diferenciaveis. A prova para funcoes
nabla diferenciaveis pode ser feita de forma semelhante. Seja t € I C T. Se t é isolado,
implica que cada funcdo é continua em ¢ € I*, logo a funcdo f2 também o é. Se t é denso,
seja (t,)nen uma sequéncia decrescente arbitraria tal que ¢, € I, ¢, >te nlgrolo t, =t. Pelo
Teorema 5.2.4, temos que a sequéncia (f2(t,)) é ndo-crescente e

lim f2(t,) = inf { f2(t,) : n € N} = f24(1).

n—o0

Analogamente, para uma sequéncia crescente arbitraria (s,), n € N tal que s, € I, s, <t

e lim s, =t. Pelo Teorema 5.2.4, a sequéncia (f2(sn)) é nao-decrescente e
n—oo

lim f2(s,) = sup {fA(sn) ‘n € N} = fA(t).

n—oo

Os casos t denso a direita e t denso a esquerda se reduzem ao caso anterior quando t é
denso, pois existe uma sequéncia (t,) decrescente tal que h_)m t, =t e existe uma sequéncia
n—oo
crescente (s,) tal que lim s, = t, respectivamente. Analogamente se tem quando ¢ é
n—oo

discreto a esquerda e discreto a direita. Portanto, para cadat € I*, f» é continuaemt¢. [

E claro que nem toda funcdo convexa é delta e nabla diferencidvel. Por exemplo, a
fungdo f : R — [0, +00) definida por f(t) = |t| ndo é delta, nem nabla diferencidvel em

to = 0, mas é convexa em R.

Assumindo convexidade de f, podemos provar que f é subdiferenciavel, o que sera

apresentado na proxima secao.

5.3 Subdiferenciais
Seja T uma escala temporal e f : I — R uma funcao definida no intervalo da escala
temporal =T NT

Definicao 5.3.1. A subdiferencial de f : I — R, denotada por Of, € o conjunto de todas

as fungoes estendidas ¢ : I — RU{xoo} de tal modo que p(int(I)NT) CR e

f(t) > f(ta) + (t1 — t2)p(ta), (5.12)

para quaisquer ti,ty € 1.
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Como Of = {p: 1 —-RU{xoo}}, If(t) := {p(t)}. Assim a subdiferencial de f
pode ser considerado como o conjunto das fungoes valoradas df que atribuem o conjunto
J0f(t) a cada t, i.e., Of : t — Of(t). Para cada t € I, denotamos por df(t) o conjunto de
todos os sub-gradientes de f em t. Se df(t) # 0, dizemos que f é subdiferencidvel em ¢.
Exemplo 5.3.1. Sejam T = {£22} U {0} e f : T — R dada por f(t) = |t|. Se ¢ € Of,
entdo ¢(t) = —1, para t < 0, p(t) = 1, parat > 0 e ¢(0) € [-1,1]. Com efeito, como
v € 0f entao f(s) > f(t) + (s — t)p(t) para quaisquer t,s € T, entao fazendo s = 0 e
t=—-2"n € Z temos

F(0) = f(=2") +2"p(=2")
0> 2" 4 27p(—2")
—9m > Qn(—2m).
Logo, ¢(—2") < —1, entao ¢(t) < —1 parat <0

Agora seja s = —2"1 t = —2" n € Z entdo

F(=20) = f(=27) + (=27 + 27)p(=27)
2t > om 4 9"(—2 4 1)p(—2")
2.2 > 2" 4 2"(=2 + 1)p(—2")
2>1— p(—2"),

entdao ¢(—2") > —1. Assim, p(t) > —1 para t < 0. Portanto ¢(t) = —1 para todo t < 0

Seja agora s =0 et = 2" n € Z, entao

f(0) = f(2") = 2"p(2")
0> 2" —2"p(2")
—2m > 2" (21).

Entdo 1 < ¢(2"). Assim, ¢(t) > 1 para t > 0 Agora para s = 2""! e t = 2" temos
F@) = f20) + (27 = 2M)p(27)
219 > 2" 4 2Mp(2")
221+ 0(2%),

entdao ¢(2") < 1. Assim ¢(t) < 1 para t > 0. Portanto, ¢(t) = 1 para todo ¢ > 0.

Analogamente, calculamos ¢(0). Sejam s = —2" n € Z e t = 0, entao
f(=2") = f(0) + (=2" = 0)¢(0)

2" >0 —2"p(0)
2" 2 2"[=p(0)]
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entao ¢(0) > —1.

Agora, seja s =2", n € Z et =0, entao

f(2") = f(0) + (2" = 0)¢(0)
2" > 25(0).

Entéo ¢(0) < 1. Logo, —1 < p(0) < 1, assim ¢(0) € [—1, 1]. Portanto,

-1, se t<0
of(t) =< [-1,1], se t=0
1, se t>0

Assim, a fungao f é subdiferenciavel em cada t € T. Observe que f nao é nabla,

nem delta diferencidvel em 0.

Exemplo 5.3.2. Sejam T=R_UZ, f: T — R dada por f(t) =0 parat <0, f(t) =t*
parat > 0. Se ¢ € Of, entdo ¢(t) = 0, para t < 0, o(t) € [2t — 1,2t + 1], parat > 0 e
©(0) € ]0,1]. Com efeito, como ¢ € Jf, entdao f(s) > f(t) + (s —t)p(t) para todo t,s € T.
Sejam t,s € T=R_UZ tais que t < 0, s = 0 entao

F0) = f(t) + (0 —t)e(t)
& 0>04 (—t)p(t)

logo ¢(t) < 0 para t < 0.
Agora, sejam t < 0, s = 2t < 0, entao

f2t) = f{t) + (2t — t)p(t)
02> 0+ tp(t)
< 0> tp(t).

Como t < 0, entao (t) > 0. Logo 0 < ¢(t) < 0. Portanto ¢(t) = 0 para todo ¢t < 0.
Vejamos agora que ¢(0) € [0, 1]. De fato, sejam ¢, s € T tais que t =0 e s < 0, entao

f(s) = f(0) + (s = 0)p(0)
< 0>0+sp(0)
< 0> sp(0).

Como s < 0, entao ¢(0) > 0.

Tomando agora s =1 e t = 0 temos
f(1) = £(0) + (1 = 0)p(0)
< 12>0+ ¢(0)
< 12> ¢(0).
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Logo, 0 < ¢(0) < 1. Portanto, ¢(0) € [0, 1].
Agora consideremos s > 0, t > 0. Entao,
fls) = f(t) + (s = )e(t)
&>+ (s —t)p(t)
&2 12> (s—t)p(t)
& (s=)(s+1) = (s —t)p(t)
& (s—Dl(s+1) — ()] 2 0

para s =t + 1, temos [2t + 1 — ¢(t)] > 0, entao ¢(t) < 2t + 1, para todo t > 0. Seja agora
s=t—1,entaot—12>0

(i) Set—1=0, entao
ft=1) = f(t) —o(t)
0>t — o)
Set)>t?>2—1

(ii) Set—1> 0, entdo

Logo, ¢(t) > 2t — 1.

Assim, ¢(t) € [2t — 1,2t + 1]. Logo
0, se t<0

af(t) = [0,1], se t=0
2t —1,2t+1], se t>0

Portanto, a funcao f é subdiferenciavel em cada t € T. Observe que f nao é nabla,
nem delta diferencidvel em 0. Além disso, fV(t) = f2(t) =0 parat < 0e fV(t) =2t — 1,
fA(t) =2t +1parat>0.
Proposigao 5.3.1. Sejam f: I — R subdiferencidvel em cadat € I e p € Of. Entdo a

funcao @ é nao-descrecente

Demonstracio. Suponhamos que a funcao f : I — R é subdiferenciavel em cada t € I.
Entéao, de (5.12) segue que para quaisquer ty,ty € I, temos

f(t) = f(t2) + (T — t2)p(t2)

f(t2) = f(t1) + (t2 — ta)p(tr).
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Portanto,
(t1 = t2)[p(t2) — @(t1)] < 0.
Logo, se t; < t, entdao ¢(t1) < (), donde segue que a funcdo ¢ é nao-decrescente. [

Proposigcao 5.3.2. Sejam f : I — R subdiferencidvel em ty,ty € I. Set; < ty e
p1 € 0f(t1), p2 € Of(t2), entdo p1 < py.

Demonstrag¢io. Suponhamos que a funcao f : I — R é subdiferenciavel em t1,t5 € I e
p1 € Of(t1), p2 € 0f(t2). Entao, de (5.12)

f(t) > f(ta) + (t1 — t2)p2
f(ta) > f(t1) + (T2 — t1)p1-

Portanto,
(t1 —t2)[p2 — 1] 0.

Disto segue que, se t; < t9, entao p; < po. ]

Proposicao 5.3.3. Sejam ti,t,to € I C T tais que t; <t <ty. Se f: I — R é convexa

em I, entdo
f(t2) = f(t)

P— € of(t).

Demonstracao. Suponhamos que a funcao f: I — R é convexa em I. Entdo, a condicao

(5.1) é equivalente a
(ta —t1) f(t1) = (T2 — t1) (1) + (1 — O)(f(t2) — f(t1))
(ta —t1) f(ta) = (t2 — t1) (1) + (T2 — O)(f(t2) — f(t1))
Como t; < ty. Entao,

Fb) > £ + (1 — 2= I()

ty—t
ft2) = f(t) + (b2 _t)W'
f(t2) = f(t2)

€ of(t). O

Consequentemente, da definicdo de subdiferencial temos P
2 —t

Proposicao 5.3.4. Seja f : I — R subdiferencidvel em cada t € I. FEntao, Of é um
conjunto convexo, i.e. se p1,ps € Of, entao cpy + (1 —a)ps € Of, para qualquer a € [0, 1]

Demonstracio. Suponhamos que a funcao f : I — R é subdiferenciavel em cada t € I.

Entao, segue da condic¢ao (5.12) que para quaisquer t,ts € I e qualquer « € [0, 1] temos

af(ti) > af(ty) +a(ty — t2)pi(t2)
(1—=a)f(t1) > (1 —a)f(ty) + (1 — a)(t1 — ta)pa(ts)
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e, portanto,
f(t1) = f(t2) + (T — t2) (o1 + (1 — a)ypa)(t2),
ou seja, ap; + (1 — a)py € f. O

Teorema 5.3.1. Se f € convexa em I, entao Of(t) # 0 parat € I*.

Demonstracdo. Sejam t; < t < ty e ty,t,t5 € I. Entdo, a partir da Proposi¢ao 5.3.3,

We@f(t),assim af(t) # 0. U

Teorema 5.3.2. Se f: [ — R é uma fungao tal que df(t) # 0 para todo t € IF, entio f

K’

obtém-se

€ convexa em 1.

Demonstragao. Sejam t1,t,to € [ ety <t <ty Entaot € If. Suponhamos que o conjunto
de todos os subgradientes de f em t é nao vazio, i.e., Of(t) # (). Portanto, existe ¢ tal

que o subgradiente ¢(t) € df(t) e

f(t2) = f(t) + (t2 = t)e(t)

Das desigualdades acima, temos
ft) = f(t) = (01 — D)p(t) (5.13)
f(t2) = f(t) > (ta — O)p(t) (5.14)

multiplicando a desigualdade (5.13) por ¢, — t e a desigualdade (5.14) por t; — ¢ temos
(L2 = 1)(f(t1) = f(2)) = (t2 = £)(tr = D)p(t) € (02 = O)(f(t2) = f()) < (b2 — )(t1 — E)o(t) e,

portanto,
(tr = ) (f(t2) = (1)) < (t2 = t)(ts = D)p(t) < (B2 = O)(f (1) — f(1)).
Logo, (t1 —t)(f(t2) — f(t)) < (t2 — t)(f(t1) — f()) e, por conseguinte, se tem
(ta =) f(t1) + (t1 = t2) f(t) + (t — t1) f(t2) = 0.

Portanto f é convexa. UJ

Observacao 5.3.1. Pelos Teoremas 5.3.1 e 5.3.2 temos que a convexidade da funcao f é

condicao suficiente e necessaria para sua subdiferenciabilidade.

Definicdo 5.3.2. Sejam I um intervalo real e f : I — R. Definimos

DF(t)(0) = lim St + }“;l) 0} (5.15)

Df(t)(v) é chamada a derivada & direita de f em ¢ na direcio v, desde que o limite
do lado direito de (5.15) exista. Se D f(t)(v) existe para todas as dire¢oes v, dizemos que

f é diferenciavel a direita em t.
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Observacio 5.3.2. E claro que Df(t)(1) = ?:r(t) e DF(H)(=1) = —f_(t).

Proposigao 5.3.5. Seja I := (a,b) C R. Se f : I — R é convexa em I. Entdo f é
diferencidvel ¢ direita emt € T e f_(t) < [, ()
Ft+h)—f(t
Demonstracdo. Seja h > 0. Entao, flt+h) = J()
Corolario 5.2.1, dados h < kea < h<t+h, k <t+k < b temos
fi+n) —f@) _ ft+k) - f()

< .
h - k

é uma funcao crescente de h, pois pelo

flt+h)— f(t
fE+n) = fH) existe. Agora sejat —h <t <t+ k. Entao pelo Corolario

Assim, lim

h—0t+
5.2.1 temos _ _ _ _
fO) —ft=h) _ fE+K)— f(t)
h - k '
Logo, tomando limites quando h, k — 0T, temos f_ (t) < 7;(75) O

Podemos expor a seguinte relacdo entre delta e nabla derivadas de f em ¢ (se existi-

rem) e a derivada & direita de f em ¢ na diregdo v.

Teorema 5.3.3. Sejamt € I CT e f: 1 — R uma funcao

(a) Se f2(t) existe, entio para v > 0:

(b) Se fYV(t) existe, entdo para v < 0:
Df(t)(v) = vf¥(t).

Demonstra¢io. Damos a prova para a parte (a), enquanto a parte (b) pode-se provar de
forma andloga. Primeiro, observamos que se f é delta-diferencidvel em t e f é diferencidvel
a direita em ¢, entdao para v = 0 temos a formula (a). Seja t discreto a direita. Entao, para
todo s € [t,0(t)] temos que f(s) = f2(t)(s —t) + f(t) com f(t) = f(t) e f(a(t)) = f(a(t)).

Além disso,

DF(t) () = tim LoD+ v =1+ F() = F(1)

h—0t h

= uf2(t).

Seja t denso a direita. Entao, para v > 0

vfA(t) = v lim M

th—t t, —1

Como t é denso a direita, existe uma sequéncia (h,,) tal que t,, =t + h,v € I e como n

tendendo ao infinito, temos que h,, tende a zero e, consequentemente, 'r}l—>ngo t, = t. Portanto,
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vfA(t) = lim f(t 4 hav) = /(1) = Df(t)(v), o que conclui a demonstracdo. O

n— 00 h,

Vamos formular a relagdo entre a derivada Df(t)(v) a direita de f em ¢ na diregao

v e a subdiferencial de f em t.

Teorema 5.3.4. Sejam t € I e [ subdiferencidvel em t. Entao, para todo v € R

v-g(t) < Df(t)(v), (5.16)
onde ¢ € Of.

Demonstracao. Suponhamos que f é subdiferenciavel em t € I. Entao para v = 0,
Df(t)(0) = 0, e vale o resultado. Seja v > 0 et € I discreto a direita. Entao o(t) >t e da

definicao de subdiferenciabilidade, temos
flo(t)) = Ft) + u(t)e(t).
t)) — f(t
Logo, ¢(t) < W. Além disso, pelo Teorema 5.3.2, temos que f é convexa, logo
1

f é continua. Portanto, p(t) < f2(t) e consequentemente p(t)v < vf2(t). Pelo Teorema
5.3.3, temos v f2(t) = Df(t)(v), assim v - p(t) < Df(t)(v).
Sev >0etelédenso a direita, entao existe um h > 0 suficientemente pequeno, tal que
t+ hv € I. Da definicao de subdiferenciabilidade, temos

Pt + ) > F(1) + hog(h).

f(t+ho) = f(t)

Portanto vp(t) < S+ hQ;L) — f<t) Como f(t) = f(t) parat € I,vp(t) < .

Logo tomando limite quando h — 07 temos
vp(t) < Df(t)(v).

Seja agora v < 0 e t € I discreto a esquerda. Entdo p(t) < t e da definigdo de subdiferen-

ciabilidade temos

Fp(t)) = f(t) = v(t)p(t).
f(t) = fp(t))

Logo, 0 < (t). Portanto p(t) > fV(t) e consequentemente desde v < 0,
v

v-o(t) <vfY(t). Pelo Teorema 5.3.3 temos vfY (t) = Df(t)(v), assim v - (t) < Df(t)(v)

para v < 0.

Sev < 0etelédenso a esquerda, entao existe um h > 0 suficientemente pequeno, tal
que t + hv € I. Da definicao de subdiferenciabilidade temos
F(t+ho) > f(8) + hog(t).

f+hv) - F)

Portanto vp(t) < Jl+ hz;l) — f(t). Como f(t) = f(t) parat € I, vp(t) <

Logo, tomando limite quando h — 0", temos

vp(t) < DF(t)(v).

h
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Corolario 5.3.1. Se f € subdiferencidavel em t € I, entdao para ¢ € Of
FLt) < olt) < Too).
Demonstracao. Pelo Teorema 5.3.4 temos

—Df(t)(=1) < @(t) < Df(t)(1)

e da Observacao 5.3.2 temos —Df(t)(=1) = —f_(t) e DF(t)(1) = [ .(t), assim J _(t) <
o(t) < Fi(t). O

O resultado a seguir segue dos Teoremas 5.3.3 e 5.3.4.

Teorema 5.3.5. Se f : I — R é convexa em I e f> e fV existem, entdo as A\ e V

derivadas sao elementos de Of e para ¢ € Of valem as sequintes desigualdades
FY() < plt) < f21),t e I7.

Demonstragdo. Primeiramente provamos que tanto A e V-derivadas sdo elementos de Of.
Suponha que f é convexa em [ et € Iff. Set ¢ isolado, i.e., p(t) < t < o(t), entdo da

convexidade de f temos

(0(t) = ) (p(t)) + (p(t) = o () F(1) + (t = p(t)) f((8)) = 0.

Portanto,

Por conseguinte, da definicio de subdiferencial, temos que f2(t), ¥ (t) € 0f(t) para t
sendo isolado.
Se t é denso a esquerda e discreto a direita, i.e., p(t) =t < o(t), entdo da convexidade de

f temos

() =) f(s) + (s —a(t))f(t) + (t = 5)f(a(t)) = O,
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para I 5 s < t. Logo,

() =) f(s) = (o(t) = s)f(t) + (s =) f(a(t))

— (1)~ 5(0) + (o) oEn)
(o18) = D) + (s = D(Fo(t) — £(1)
Portanto,
152 10+ (5= 0TG4 - 020
Analogamente,
Fo(t) 2 £(6) + (o(t) — LI

Como lim

f(s) = f(t)
s—t s—1

segunda desigualdade, temos f(o(t)) > f(t) + (o(t) — t)fV(t). Assim, da definigao de

subdiferencial temos f2(t), fV(t) € df(t) para t sendo denso & esquerda e discreto a

= fV(t), pois t é denso & esquerda, tomando s tendendo a t na

direita. Seja agora t discreto a esquerda e denso a direita, i.e., p(t) < t = o(t), entdo da

convexidade de f temos

(T =0 f () + (p(t) = 1) f(t) + (t = p(1)) f(7) = 0,

parat < 7 € I. Portanto

Fol) 2 £8) + (ptt) — 1T LI
)= f0)+ (- p TS0

= fA(t), pois t é denso a direita, tomando 7 tendendo para t na

Como lim 7f(T) — /)
Tt T —1

primeira desigualdade temos f(p(t)) > f(t) + (p(t) — t)f2(t). Portanto, da defini¢do de
subdiferenciavel, temos f2(t), fV(t) € df(t) para t sendo discreto a esquerda e denso a
direita.

Se t ¢ denso, i.e., p(t) =t = o(t), entdo fV(t) = f2(t). Da convexidade de f temos

(r=0)f(s) + (s =7)f(t) + (t = s)f(7) 2 0,

para s <t < T es, 7€ l. Portanto

£5)2 1(0) + (-T2 T0,
£0) - f1)
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— f(t
Como lim 7f(8> 0
s—t s —t Tt T —1
tendendo a ¢ temos

= f2(t) = fY(t), tomando 7 tendendo a t e s

Fls) 2 (&) + (s =) f2(t) = F(&) + (s =) fV(t) e
FT) 2 f() + (T =) f2(t) = f(&) + (1 = ) f¥ ().
Da definicdo de subdiferencial temos f2(t), fV(t) € Of(t).

Agora provamos as desigualdades dadas no teorema. Do Teorema 5.3.4, temos

vo(t) < Df(t)v.

Além disso, pelo Teorema 5.3.3, temos

entdo vo(t) < vfA(t), para v > 0. Assim,

p(t) < f2(0).

Se v < 0, entdo vep(t) < vfV(t) e, portanto,
p(t) = V().

Logo, f¥(t) < p(t) < [2(1). 0
Agora vamos dar as relagoes entre derivadas a-diamante de func¢oes definidas em escalas

temporais e suas subdiferenciais.

Teorema 5.3.6. Se f: [ — R é uma funcao convera, delta e nabla diferencidvel, entao

of ={f% aeco1]}

Demonstragio. Seja ¢ € df. Pelo Teorema 5.3.5, temos fV(t) < p(t) < f2(t), para
N A —

t € I*. Logo, existe a = % € [0,1], com f2(t) # fV(¢) tal que ¢(t) = af¥(t) +

(1 —a)f2(t). Entao pelo Teorema 3.2.2, temos o(t) = fO«(t), donde segue a inclusio

of C {f%, a €0, 1]} Reciprocamente, pelo Teorema 5.3.5 temos que fV, f& € df. Além

disso, usando o Teorema 3.2.2 e a Proposi¢ao 5.3.4, temos fO = af® + (1 —a)fV € 0f,

para a € [0, 1]. Portanto {an, a € [0, 1]} C 0f, assim o resultado segue. !

Corolério 5.3.2. Se f : I — R ¢é uma fungio conveza e f¥ e f2 existem. Entdo para
cada o € [0,1] e t € IF temos

FY(t) < fo (1) < F2).
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Demonstracao. Seja ¢ € 0f. Do Teorema 5.3.6, temos que ¢ € {fo(*, a €0, 1]} Assim,
o(t) = fO(t) para todo t € I} e algum « € [0,1]. Pelo Teorema 3.2.2 temos fO(t) =
af2(t)+ (1 —a)fV(t), para a € [0,1], assim pelo Teorema 5.3.5 temos fV(t) < fO(t) <
7o (). O
Proposigao 5.3.6. Seja f: I — R delta e nabla diferencidvel em [a,b]NT C If. Se f é
convexa num intervalo aberto da escala temporal I contendo [a,b]N'T, entao para ¢ € Of
arbitrario temos
b

/ab e(t)At < f(b) — f(a) e / o)Vt > f(b) — fla).

a

Demonstragio. Seja ¢ € 0f. Entao pelo Teorema 5.3.6, existe um a € [0,1] tal que
¢ = f%. Pelo Corolario anterior, temos que o(t) < f2(t) e (t) > fV(t),t € [a,b]NT C IF.

Entao,

[ ewac< [ Awac=50) - o) ¢
[ ettyve= [ 170V = 10) - fla)

5.4 Resultados Conhecidos Referentes a Desigualdade de Jensen

A desigualdade de Jensen é de grande interesse nas teorias de equagoes diferenciais
e de diferengas, bem como em outras areas da matemaética [2], [19], [21]. A desigualdade

original de Jensen pode ser apresentada como segue.

Teorema 5.4.1. Sejam a,b € R com a < b, e suponha J C R ¢é um intervalo. Se
¢ € C(J,R) é conveza e f € C([a,b],]), entdo

[ rwar) et

i} <
b—a - b—a

A seguir, apresentamos a desigualdade de Jensen em escalas temporais. para isto,

precisamos do seguinte lema.

Lema 5.4.1. Seja f € C((¢,d),R) conveza. Entdo, para cada t € (¢,d), existe a; € R tal
que f(x) — f(t) > a;(x —t), para todo x € (c,d).

Demonstragio. Veja [12, Exercicio 3.42 C]
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Teorema 5.4.2 (A desigualdade de Jensen). Seja a,b € T tal que b # a e ¢c,d € R. Se

g :la,blr — (¢,d) é rd-continua e ® : (¢,d) — R é continua e conveza, entio

b b
[amar)  [Toggm)a
® ab —a == b—a

Demonstragio. Seja zg € (c,d). Entao, pelo lema anterior, existe (5., € R tal que
O(x) — P(x0) > Pay(z — x0), para todo x € (c,d). (5.17)

b
A
Como g € Cyq, xy= % estd bem definido. Como ® ¢ continua e g é rd-continua,
entdao ® o g também é rd-continua, e portanto podemos aplicar (5.17) com x = g(t) e
integrar de a a b para obter

[ 2oyt — - aje (f ) )Z/,zb@(g@”“_(b_a)@(x())

b—a
— (" a(g(t))At - /abcp(xo)m

a
b

= [ [2(g(t)) — ®(x0)] At

> By [ Tot) — woln
= | [ a8 = (0 - )

= ﬁxo [Jfo(b — Cl) — l’o(b — CL)] = 0.

Entéo,/abcb(g(t))At—(b a)® (f 9(r)AT >>0 Logocp(f 2 ><f GO

—a

Quando T = R no Teorema 5.4.2, obtemos o Teorema 5.4.1. Quando T = Z no Te-

orema 5.4.2; obtemos a desigualdade usual entre a média aritmética e a média geométrica.

Exemplo 5.4.1. Consideremos a escala temporal T = R. Sejam a,b € T onde a =0 e
b = 1. Definimos ® : (0,00) — R por ®(t) = —log(t). E claro que ® é continua e convexa.

Além disso, seja g : [0,1] — (0, 00) uma fungao continua qualquer. Aplicando o Teorema

5.4.2 obtemos ) .
~tog ([ g(t)dt) < [ ~log(g(t))d.

/ log(g(t))dt < log < / 1 (t)dt).

Aplicando a funcao exponencial, temos

oo ([ 1o(ot)t) < [ gty

logo,
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Corolario 5.4.1. Sejam a,b € T e ¢,d € R. Suponha que f : [a,b] — (c,d) é rd-continua
ed:(c,d) - R € tal que " >0 (resp.,®” <0). Entdo,

b b
()<

(resp, a desigualdade inversa). Além disso, se ®" >0 ou " < 0, a igualdade em (5.18) é

valida se, e somente se, f for constante.

Demonstracdo. Isto segue imediatamente do Teorema 5.4.2 e os fatos de que uma fungao

® com ¢” > 0 (resp.,®” < 0) é convexa (resp., concava). O

Corolario 5.4.2. Se f : [a,blr — R € rd-continua e positiva, entdo
b 1 b b
- <
/a F()AtIn (b_a/a f(t)At) _/a F(O) In(f(1)At (5.19)

Além disso, a iqualdade em (5.19) é vdlida se e somente se, f for constante.

1" 1 1"
Demonstragio. Seja ®(x) = zIn(x), x > 0. Entao, ¢ (z) = —, i.e,, & (x) > 0 para todo
T

x > 0. Pelo Corolario 5.4.1, temos

bia/abf()Atln<bl /f( At></ At.

[ rat (bf / "f(t)At) < [ stymisnar

Logo,

O

A seguir, apresentamos uma segunda versao da desigualdade de Jensen em escalas

temporais [21].

Teorema 5.4.3 (A desigualdade de Jensen II). Sejam g € C,4([a,blr, (¢,d)) e h €
Cral[a, b1, R) com [’ |h(s)|As > 0, onde a,b € T e c,d € R. Se f € C((c,d),R) é

conveza, entao
/ h(s)lg(s) / h(s)1f (g

/|h As | /|h )| As

Demonstragio. Como f é continua e convexa, pelo Lema 5.4.1, temos que para cada

€ (¢,d), existe a; € R tal que

f(z) = f(t) > a;(x — t) para todo x € (c,d).

/\h )g(s)
/|h )|As

Seja
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Assim,
Ih(s)lg(s) s
|h(s)|f(g(s))As — |h(s)|As | f | =2
/ </ ) ) |h(s)|As
= [ 1ns)sto As—(/ s1as) 100
= [ ) os)) — FD]As
> a0 [ (s)lg(s) — 1
= [[(@lh()(s) — aulnls) s
:at/‘m )g(s) s—t/‘MQHA%
b Ih(s)lg()As 4
= |h(s)]|g(s)As — =¢— |h(s)|As
/a ’ ’ |h(s)|As /a
—a | [ Il - [ Holaas] =0
Entao
" |h(s)lg(s) s
|h(s)|f(g(s))As — |h(s)|As ) f | =2 > 0.
/ </ ) ; |h(s)|As
Logo,

/|h lg(s) /|h IftgeNss
/ﬁh|As - /ﬁh|As -

5.5 Aplicagao ao Calculo Variacional

Mostramos agora como os resultados da secao 5.4 podem ser aplicados para
determinar o minimo ou maximo de problemas de cédlculo de variacoes e controle 6timo

em escalas temporais [9)].

Teorema 5.5.1. Seja ¢ : [a,blr — R uma fungao positiva e rd-continua. Entdo, entre

todas as Cl,-fungoes y : [a, blr — R satisfazendo y> > 0, y(a) =0, e y(b) = B, com

B*fffm8>ﬂm t € [a, b, (5.20)
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o funcional
Fly(+)) :/a [o(t) +y= ()] Infp(t) +y= ()] At

tem valor minimo Fin = (b — a)C'In(C) alcangado quando

y(t) = Ct — a) /abgo(s)As, t € la,blr,

onde

B+ ff o(s)As

¢= b—a

(5.21)

Demonstracio. Por hipdtese, temos ¢ + y é rd-continua e positiva. Logo, pelo Corolério

5.4.2 temos
>/ t)]Atln (bia/b[go(t) +yA(t)]At>

:(/abgo(t)AtJr/ayAAt)ln(bia/b At+7/y At)

= ([0 50) o)) (LA V0 ()
= (/b p(t) AL+ B) In (ffso(;)_A2+ B)

com F(y(-)) = (/b o(t)At + B) In <W> se, e somente se

b—a
©(t) + ¥y~ (t) = c para algum ¢ € R, t € [a, b]r.
Assim, y2(t) = ¢ — ¢(t) t € [a,b]. Integrando de a até t (note que y(a) = 0), obtemos
y(t) =c(t —a) — /at ©(s)As, t € la,bl.

Usando a condicao de contorno y(b) = B, temos

y0) = clb—a) — [ pls)Ass.

Entao
B+ [P p(s)As
= =C.
b—a
Com esta escolha de y, temos usando (5.20), que y>(t) = C — (t) > 0, t € [a, b]r. Segue
que Frin = (b —a)C'In(C). O

Exemplo 5.5.1. Seja T=7Z,a=0,b=>5, B=25¢e ¢(t) =2t + 1 no Teorema 5.5.1. O

funcional

Z (2t +1) + (y(t + 1) —y(®)]In[(2t + 1) + (y(t + 1) —y(1))],
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definido para toda y : [0,5|NZ — R tal que y(t + 1) > y(¢) para todo t € [0,4] N'T, atinge
seu minimo quando

y(t) =10t —t*, t€[0,5]NZ,
e Fonin = 501n(10).

Demonstragio. Notamos que max {¢(t) : t € [0,4] NZ} = 9. Portanto,

B+Yioplk) 25+25
===

10 > 9 > o(t).
P > (1)

Temos que, quando T = Z, (t2)2 = 2t + 1. Aplicando o Teorema 5.5.1, temos o resultado

desejado.
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6 Conclusao

(i)

(iii)

A teoria das escalas temporais desenvolve o calculo diferencial e integral em forma
geral, onde a diferenciabilidade no conjunto R dos niimeros reais é um caso particular.

O objetivo principal desta teoria é unir o analise discreto e continuo.

O célculo subdiferencial é atualmente um tema da andlise nao diferenciavel que é
reconhecido por muitas aplicagoes para a teoria de otimizagdo. A principal fonte

deste ramo da andlise funcional é a teoria de problemas extremos.

Recentemente condicoes de otimizacao sao consideradas para o cdlculo de escalas
temporais de problemas de variagoes, e sao derivados para os problemas de controle
da escala temporal, por isso é importante introduzir a nocao de convexidade de

fungoes definidas em escalas temporais.
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