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Resumo

Neste trabalho estudaremos o problema de ondas com amortecimento friccional. Con-
sideraremos o caso em que a dissipagao provocada pelo atrito, representado por au; (onde
a é uma constante real positiva), atua em todo o dominio. Estudaremos a existéncia e
unicidade da solugao via Método de Galerkin e via Teoria dos Semigrupos. Para o estudo
da estabilidade de solugao empregaremos o Método de Energia e a técnica de Semigru-
pos aplicada a sistemas dissipativos. Ao final do trabalho vamos comparar os métodos
utilizados para garantir a existéncia, unicidade e comportamento assintotico da solugao.
Usaremos a notacao usual dos espacos de Sobolev.

Palavras-Chave: 1. Semigrupos 2. Sistema Dissipativo 3. Decaimento Exponencial



Abstract

In this work we will study the problem of waves with frictional damping. We will
consider the case in which dissipation caused by the friction, represented by cu; (where
« is a positive real constant), operates throughout all the domain. We will study the
existence and uniqueness of the solution through the Galerkin Method and the Semigroups
Theory. To study the stability of the solution we will employ the Energy Method and
the Semigroups technique applied to dissipative systems. At the end of the paper we will
compare the methods used to ensure the existence, uniqueness and asymptotic behavior
of the solution. We will use the usual notation of Sobolev spaces.

Key-words: 1. Semigroups 2. Dissipative system 3. Exponential Decay
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INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho fundamenta-se no estudo do seguinte modelo dis-

sipativo:

Uy — U + @y = 0, € (0,L), t>0
u(z,0) = wup(x) € HL(0, L)
uy(2,0) = wuy(w) € L*(0, L)
u(0,t) = wu(L,t)=0,t>0.

O atrito é representado por awu;, com « uma constante real positiva. Representamos por
u(z,t) o deslocamento transversal de cada ponto x € (0, L) da corda no instante ¢ > 0,
a partir de sua posicao de equilibrio. Neste sentido, estudaremos a existéncia, unicidade
e estabilidade de solugao para o modelo que descreve as pequenas vibracoes verticais de

uma corda elastica de comprimento finito L e presa nas extremidades.

Apresentamos duas formas distintas de se garantir a existéncia, unicidade e decaimento
exponencial da solucao do modelo acima. Num primeiro momento provaremos a existén-
cia e unicidade de solugao através do método de Faedo-Galerkin. Esse método se divide

em 4 etapas que sao apresentadas de forma sucinta e aplicadas no modelo em questao.

J& o decaimento exponencial da solugao é obtido via Método de Emergia. Definimos
um funcional de Lyapunov adequado, equivalente ao funcional de energia E(t), e a partir

dai obtemos o resultado pretendido.

Em seguida apresentamos a teoria dos Semigrupos, com os importantes teoremas de Hille-
Yosida, Lummer-Phillips e Gearhart. Através dessa teoria mostramos outra maneira de

garantir a existéncia, unicidade e decaimento exponencial da solucao do modelo.

Por fim, apresentamos um comentario final a respeito dos métodos adotados.
Ao longo do texto, quando utilizarmos a notacao f,, — f estaremos considerando que a

sequéncia de fungoes f,, converge para f quando n — oo.
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1 RESULTADOS
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos importantes resultados que utilizaremos ao longo de

nosso trabalho.

1.1 DISTRIBUICOES

Vamos introduzir uma classe de objetos, que denominamos de distribui¢oes, e nesta
classe definimos uma derivada "generalizada" de tal forma que, quando restrita ao cal-

culo, permanecem validas as regras usuais.

Seja L*(R) o espago das fungoes f(z) que sao de quadrado integravel, isto é,

/R|f(x)|2dac < oo.

Considere D(€2) o espago das fungdes infinitamente diferencidveis que possuem suporte

compacto em €2, onde o suporte de uma funcao ¢ : 2 — €2 é o conjunto

{v € 9/6(x) £ 0}.

D(R) ¢ um conjunto denso em L?*(R). Sendo L?*(R) um espago de Hilbert considere o

produto interno

(f. ) = /R f(@)p(x)dz, ¢ e D.

Agora vamos supor que f é continuamente diferenciavel com derivada f’. Integrando por

partes obtemos

/R f(@)(e)de = — / f(2) (x)dz. (1.1)
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Agora observamos que o lado direito de (1.1) nao envolve as derivadas de f. Também

notamos que as operagoes

b / F@)o) e ¢— - / F(@)6 ()

sao lineares em D. Dessa forma, se nés pudermos definir uma topologia em D que torna
estas operagoes continuas, entdao podemos definir f como um funcional linear continuo
em D e definir a derivada f’ utilizando o lado direito de (1.1) mesmo quando f nao é

diferenciavel. Empregaremos essa idéia a seguir.

Para nosso objetivo, nesta topologia, necessitamos apenas da nocao de convergéncia de

sequéncias em D.

Definigao 1.1. Uma sequéncia de fungoes ¢, — 0 em D(£2) se existe um conjunto
compacto fixado K C € tal que o suporte de {¢,} esteja contido em K para todo ¢, e

além disto todas as derivadas convergem uniformemente a 0 em K.

Defini¢ao 1.2. Um funcional linear 7" em D(2) é denominado uma distribuigdo em {2
quando
on — 0em D(Q) = T(¢,) — 0.

Uma distribui¢ao fundamental é obtida quando f é uma funcao localmente integravel e
definimos T : D(2) — R por

Ti(o) =(f, ¢)= /Qf(x)¢(x)dx.

Neste sentido dizemos, por exemplo, que duas fungoes f e g sao iguais no sentido das

distribui¢oes quando

(f,0)={g,¢), paratoda ¢ € D(Q).

1.2 ESPACOS DE SOBOLEV

Vamos introduzir uma classe de espagos de fungoes conhecidos como espagos de So-
bolev que retinem as propriedades necessarias ao estudo das equagoes diferenciais parciais

(ver [1]).

Definigao 1.3. Seja m > 0 um inteiro e 1 < p < oo. Definimos por W™P(2) a colegao de
todas as fungoes em LP(£2) tais que todas as derivadas de f no sentido das distribuigoes,

até a ordem m, também estejam em LP((2).
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De acordo com a definicao podemos escrever
WmP(Q) ={u e LP() / D € LP(R) para todo a com |ar| < m}.
WmP(€)) é um espago vetorial e neste espago introduzimos uma norma da seguinte maneira

lullmp =D |1D%ul|z0-

|| <m

O caso p = 2 tem um importante papel nos problemas de EDP e é frequentemente

denotado por H™(£2) e sua norma denotada simplesmente por || - ||, isto &,
H™(Q) = W™2(Q).

Neste trabalho estaremos interessados especialmente no caso 2 = (0, L), p =2 e m = 1,

que resulta em

HY(0,L) = {u € L*(0, L)/ |u,| € L*(0, L)}

cuja norma ¢
L
ul| = / (luf? + Juz ?)da.

Quando as fungoes se anulam nos extremos do dominio, isto é, u(0) = u(L) = 0 denotamos

o correspondente espaco de Sobolev por
H; (0, L).

Outro caso em que estaremos interessados neste trabalho é quando Q = (0,L), p =2 e

m = 2, que resulta em
H*(0,L) = {u € L*(0, L)/ |us| € L*(0, L) e |uz| € L*(0, L)}

cuja norma €

L
ul| = / (I + sl + Juze ).
0

1.3 PROBLEMA DE AUTOVALORES

Para o problema

Uz = Au, em (0,L),
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temos

Teorema 1.4. Existe uma base ortonormal {u,,} de fun¢oes em L?(0, L) e uma sequéncia

{A\n} de numeros reais positivos com

lim A\, = oo,
n—oo

tais que
O<A <A< <A, <
e
Up gz = Anln, em (0,L),
u, € Hy(0,L) N C>(0, L).
Demonstragao. Ver [5], pagina 147. O

1.4 LAPLACIANO

Vamos denotar por Au = u,,. Este operador é denominado Laplaciano.

Considere
A L*0,L) — L*(0, L)

com dominio D(A) = Hg(0, L) N H?(0, L).
A é densamente definido. Vamos mostrar que também ¢é ilimitado.

Considere {u,} a sequéncia de autofungoes de A. Entao

Unp,

= lim )\, = oc.

|Al| = lim
n—00 n—00

n

1.5 REGULARIDADE ELITICA

Considere o seguinte problema elitico:

—Au = f, em (0,L), (1.2)
u(0,t) = wu(L,t) =0.
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Uma solugao cléssica para este problema ¢ uma fungao u € C?0, L] que satisfaz (1.2)

ponto a ponto.

Suponha, entdo, que u é uma solugao classica. Multiplicando (1.2) por ¢ € D(0,L) e

—/OLAuqux:/Oqubdx.

Agora integrando por partes obtemos

/OL Upppdr = /OL fodz. (1.3)

Sendo u € C?[0,L] e u(0,t) = u(L,t) = 0 entdao u € H}(0,L). Além disto, D(0,L) ¢

denso em HJ(0,L) e ambos os lados de (1.3) sao fungoes continuas de ¢ com respeito a

integrando obtemos

topologia de H} (0, L). Por densidade segue que

L L
/ ugvdr = / fvdr paratodo v € Hy(0,L). (1.4)
0 0

Note que (1.4) nao necessita de nenhuma informagao sobre a segunda derivada de u e
neste sentido dizemos que u é uma solugao fraca de (1.2). Verificamos, dessa forma, que
toda solucao classica é uma solugao fraca. O préoximo teorema garante a existéncia de

solucoes fracas para uma certa classe de fungoes f.

Teorema 1.5. Se f € L*(0, L) entao existe uma tnica solugdo fraca u € Hy (0, L) satis-
fazendo (1.4).

Demonstragao. Ver |5], pagina 118. ]

A questao interessante é saber quando uma solucgao fraca ainda é uma solucao suave,
ou seja, possui segunda derivada. Neste sentido se f € L*(0,L) entdao u € H3(0,L) N
H?(0,L). Ver [5], secao 3.3.

1.6 OUTROS RESULTADOS IMPORTANTES

Teorema 1.6. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que I ¢ um intervalo limitado. Entao

existe uma constante C' (dependente de |I| < o0) tal que

Hunl,p(I) S C HUIHU’(I)? V u € Wol’p(l)
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: . . 1 )
Com esta desigualdade é possivel mostrar que em Wy”*, a norma ||u/||» é uma norma

equivalente a norma ||u||y1., em WP,

Demonstragao. Ver [2], pagina 134. ]

Teorema 1.7. H}(0, L) é separavel.

Demonstragao. Ver |2], pagina 133. ]

Definicao 1.8. Definimos L?(0,7"; L9(2)) como o conjunto das fungoes f : [0,7]xQ — R,
tal que para quase todo t € [0,7], f(x,t) € LY(Q) e além disso

T
/ |f5q dt < oo.
0
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2 EXISTENCIA E UNICIDADE
VIA GALERKIN

Neste capitulo provaremos a existéncia e unicidade da solug¢ao da equacao de onda

com amortecimento friccional utilizando o Método de Faedo-Galerkin (ver [12]).

O METODO

O método de Faedo-Galerkin consiste em obter a solugao de um problema através de
solugoes aproximadas. A busca da solu¢ao em um espago V' de dimensao infinita - V' do-
tado de norma, produto interno e uma base enumeréavel ortonormal {wy, ws, ..., Wy, ...}

- é realizada utilizando, para cada n, o espaco gerado

Vn = [U)l, wa, ..., wn]

Neste sentido o método é completado em quatro etapas:
Etapa 1: Provar a existéncia de solugao u™ € V,, para o problema aproximado.

Etapa 2: Mostrar que as solugoes u” sao limitadas em V', independentemente de n.

Isto é feito via estimativas a priori.

Etapa 3: Da etapa 2 segue que existe uma subsequéncia de u™ (que se denota pelo
mesmo indice) que converge fracamente. Mostrar que esse limite fraco é solu¢ao do pro-

blema.

Etapa 4: Provar a unicidade de solu¢ao do problema original. Dai se deduz que toda
subsequéncia de " tem o mesmo limite e, entao, a sequéncia inteira converge para o limite

fraco.
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2.1 EXISTENCIA DE SOLUCAO

Vamos aplicar o método na solugao do problema:

U — Uz +uy = 0, >0, x €0, L] (2.1)
uw(0,t) =u(L,t) = 0,t>0 (2.2)
u(z,0) = wup(x), x €0, L] (2.3)
u(z,0) = w(x), x €[0,L]. (2.4)
Vamos considerar
uo(x) € Hy(0, L) e uy(x) € L*(0, L). (2.5)

De agora em diante utilizaremos a notagao e defini¢oes dos espagos de Sobolev como

em [1].

Definicao 2.1. Uma funcao u : (0, L) x (0,7) — R com

u € L(0,T; Hy(0, L)) e uy € L®(0,T; L*(0, L))
¢ denominada solugao fraca do problema (2.1)-(2.4) quando, para toda fungao v € H} (0, L)

temos

d
= (e 0) + () + ) = 0 (26)

em D'(0,7T) e ainda u(z,0) = up(x) e u(z,0) = uy(x).

Observagao 2.1. Estamos representando por (.,.) e ((.,.)) os produtos internos em
L*(0, L) e H}(0, L), respectivamente.

Identificando L?(0, L) com seu dual temos a seguinte inclusao
H(0,L) c L*(0,L) c H (0, L),

onde H~'(0, L) é o dual de Hj(0, L).

Devido a (2.6) temos que
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Ut — Uge + auy = 0 em D'((0,L) x (0,7)).

Assim consideramos as inclusoes u; € L>®(0, T, H (0, L)) e uy, € L>(0,T, H (0, L)).

Dessa forma
uy € L°(0, T, H (0, L)) C L*(0, T, H (0, L)) (2.7)
e como consequéncia u(x,0) e u(z,0) estdo bem definidos, ver [6], Cap. 1, Lema 1.2.

Teorema 2.2. O problema (2.1)-(2.4) admite uma tnica solucao fraca u, tal que u satisfaz
(2.5).

Demonstracao. Para provar este teorema vamos utilizar o método de Galerkin.

Etapa 1: Problema Aproximado.
Sendo H; (0, L) separavel, seja (w;);en uma base para Hy (0, L).

Vamos considerar a base especial constituida de autovetores do problema eliptico

Para cada n € N consideramos V,, = [wy, ws, ..., w,| 0 subespago de dimensao finita

de H}(0, L) gerado pelos n primeiros vetores da base especial.

Vamos definir a sequéncia

un(x’ t) = Zgj(t)wj(x)a

onde as fungoes g;(t) sao escolhidas de modo que (u") seja solugdo do problema aproxi-

mado

(g wy) + (", w;)) + @ (ug, wy) = 0, (2:8)

com j ={1,2,....,n} e com as condigdes
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ul(z,0) = ul(x) = u(z) € L*0,L). (2.10)

De (2.8) segue que

L L L
/ upw; dr + / Uy W; o, dr + 04/ uyw; dr =0
0 0 0

L L L
/ ujw; doe — / Uy, w; dr + a/ uw; dx = 0. (2.11)
0 0 0

0 que equivale a

Lembrando que, por defini¢ao, u"(x,t) Zgj Jw;(z) temos:

ugy(z,t) Z € uy,(z,1) = Zgj(t)wmm(x)

Dessa forma, voltando a (2.11) segue que:

/OL [égg(t)wj(x)] w;() dx—/ [Zg] W0 e ] wi(x) da
/[ZQJ e ] wix) dr = 0.

Considerando que —w; ;, = A;jw; chegamos a

[ [ég;’@)wj(a:)] @i+ [ [Zg] Pus(o ] ) do
/[ZQJ e ] wix) dz = 0.

Desenvolvendo os somatorios e lembrando que a base especial é ortonormal chegamos

na equacao
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g;(t) + agj(t) + Ajg;(t) =0,
que é uma EDO linear de segunda ordem e, portanto, tem solucao.

Dessa forma as funcoes g;(t) estdo definidas e existe uma solucao da forma u"™(x,t) =

n
Z g;(t)w;(z), para o problema aproximado, em um intervalo [0, 75,).
j=1

A ideia agora ¢ estender a solucao ao intervalo [0,7"). Faremos isto por meio de esti-

mativas a priori.

Etapa 2: Estimativas a priori.

Do problema aproximado (2.8) haviamos chegado na equagao

L L L
/ upw; do + / UpW; o dr + a/ uyw; de = 0.
0 0 0

Multiplicando essa equagao por g;-(t) e tomando o somatorio com j variando de 1 a n

obtemos

/o Uy, Z g;(t)w;(x) do + /0 ul Z g;(t)wj . da + a/o uy Z g;(t)w;(x) dz =0,
j=1 j=1 j=1

o que implica que

L L L
n,n n,n n|2 .
/ upuy dr + / upul, dr + a/ luy|* de =0,
0 0 0

que é equivalente a

1d [* 1d [* Lo
Sl ], |ut|2dx+§a i \uz|2dx+oz/0 lu|* dz = 0.

Integrando em (0,¢) temos

1 L 1 L t L
-/ |ug(x,t)|2d:c+—/ (2, ) ? dx—i—oz/ / () de dt
2 0 2 0 0 0

1 [t 1 [
5 [ wraor s 5 [P d
0 0
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o que implica
t oL
e+ 1y + 20 [ [ P do de = [t + g,
0o Jo
de onde segue que
g |+ [[u"]|* < [P+ [Jug] ]

Lembremos que

u"(z,0) = ul(xr) — up(w) € Hy(0, L)
ul(x,0) = uf(zr) = ui(x) € L*(0, L).

Logo ||uf|| < Cy e ||ut|| < Cy com Cy e C independentes de n.

Entdo para £ = maz {Cy, C1} temos

Juy|* + [[u"||* < C
com C' independente de n, ou seja,
[up | + [[u"[|* < C, Yt € [0,2).
Dai podemos concluir que

e u" ¢ limitada em L>(0,7T; H}(0, L)),

e u? ¢ limitada em L>(0,T; L*(0, L)).

Por resultados de compacidade dos espacos de Sobolev existe uma subsequéncia, a

qual denotaremos da mesma forma (u"), tal que

u" —wem L=(0,T; Hy(0, L)), (2.12)
ul' — uy em L>=(0,T; L*(0, L)). (2.13)

Agora vamos a passagem do limite, que corresponde & etapa 3.
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Etapa 3: Passagem do Limite.

Multiplicando a equagao (2.8) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a ¢ obtemos:

/0 (ug, w;) 0(t) dt + /0 ((u",wy)) O(t) dt + oz/0 (uy',wj) O(t) dt = 0.

Integrando por partes temos:

— /Ot(u?,wj) o'(t) dt + /Ot((u”,wj)) 6(t) dt + oz/ot(u?,wj) 0(t) dt = 0. (2.14)

Devido as convergéncias obtidas em (2.12) e (2.13) podemos passar o limite em (2.14)

e obter:

—/0 (ug, w;) O'(t) dt +/O ((u,wj)) 0(t) dt + a/o (ug, wy) O(t) dt = 0.

Pela densidade das combinagoes lineares finitas dos elementos da base {w;} em H; (0, L)

segue que

_ /Ot(ut,v) 0'(t) dt + /Ot((u,v)) o(t) dt + a/ot(ut,v) 6(t) dt =0, (2.15)

para todo v € Hg (0, L).

Agora observamos que

t t
—/ (ug,v) 0'(t) dt = —(ug,v) 0]5 + / i(ut,v) 0 dt.

Usando essa igualdade em (2.15) obtemos

/0 %(ut,v) 0(t) dt +/0 ((u,v)) O(t) dt + a/o (ug,v) O(t) dt = 0,

para todo v € Hy(0, L) e para todo § € D(0,T), isto é, na dualidade (.,.) . p:
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Dai concluimos que, no sentido das distribuigoes,

d

%(ut,v) + ((u,v)) + a(ug,v) =0em D'(0,T). (2.16)

Verificagao dos dados iniciais

Inicialmente observamos que, como consequéncia de 7], Capitulo 3, Lema 8.1., as conver-

géncias obtidas em (2.12) e (2.13) juntamente com (2.7), implicam que

ue C([0,T); L*(0,L)),
u, € C([0,T); H(0,L)).

Provaremos agora que u(z,0) = ug(z). Considere § € C'([0,T]) tal que 6(0) = 1 e
o(T) = 0.

Sabemos que

/OT(U?»U)]') O(t) dt — /OT(Ut,wj) o(t) d.

Integrando por partes obtemos

—(u"(x,()),wj)—/o (", w;) 0/(1) dt—>—(u(x,0),wj)—/0 (u, wy) 0/(2) dt.

Como u™ — u em L>®(0,T,L?(0, L)) temos que

/OT(u“, w)) 0/(t) dt — /0T<u, w;) 0/(1) dt,

o que implica que

(u™(z,0),w;) — (u(z,0),w;),¥ w; € Hy(0,L) C L*(0, L).

Logo u"(z,0) — u(z,0) em L?(0, L).
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Mas, do problema aproximado, temos que u™(x,0) — ug(z) em H}(0,L) C L*(0, L).

Pela unicidade do limite segue que

u(z,0) = ug(z) em L*(0,L) = u(x,0) = up(z) em Hy(0, L). (2.17)

Vamos agora provar que uy(x,0) = uy(z).

Para 0 < 6 < T, definimos em HZ(0,T), a seguinte fungao

t
__+1a O§t§57

05(t) = 5
0, o<t<T.

Multiplicando a equagao (2.8) por 65 e integrando de 0 a 17" obtemos:

6 ) )
/0 (up,, w;) Os(t) dt + /0 ((u",w;)) O5(t) dt + a/o (uy,w;) bs(t) dt = 0.

Integrando por partes obtemos

d 1 1
—(u;?(w?O),ij%/o (uf, wy) dt + /0 ((u",w;)) B5(t) dt + a/o (ul, w;) O5(t) dt = 0.

Fazendo n — oo e considerando a densidade da base {w;} em H}(0, L), temos que, para

todo v € H}(0, L),

5 5 5
—(uy(z),v) +§/o (ug,v) dt + /0 ((u",v)) Os(t) dt + a/o (uy',v) O5(t) dt = 0.

Pelo teorema do valor médio para integrais, da ultima expressao segue que existe ¢ € (0, 0)

tal que

0 1)
—(u1(z),v) + (w(z,c),v) + / ((u",v)) 0s(t) dt + a/ (uy',v) O5(t) dt = 0.
0 0
Agora fazendo § — 0, obtemos

—(uy (), v) + (ug(x,0),v) =0, paratodo v & Hy(0,L),
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de onde concluimos que
w(w,0) = u (), (2.18)

conforme queriamos.

Dessa forma, considerando (2.16), (2.17) e (2.18) segue que u ¢é solugao fraca de (2.1)-
(2.4).

Por fim, provaremos a unicidade da solugao.

2.2 UNICIDADE

Etapa 4: Unicidade.

Suponhamos que o problema (2.1)-(2.4) admita duas solugoes, u e v, e considere

w = u — v. Temos entao que

w € L>(0,T; Hy(0, L)) (2.19)
w, € L>(0,T; L*(0, L)) (2.20)
wy € L*(0,T; H'(0, L))

Wy — Wep + 0wy, = 0em L*(0,T; H (0, L)) (2.21)
w(z,0) = 0 (2.22)
wy(z,0) = 0. (2.23)

Vamos utilizar o método de Visik-Ladyzhenskaia (ver [13]).
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Fixado s € [0,T] definimos

—/sw(a:,f) d&; 0<t<s

0; t > s.

U(z,t) =

Temos que:

1), 0<t<s
\I/t(x,t):{ W(wo?t>8

Segue de (2.19) e (2.20) que ¥ e W, pertencem a L>(0,T, H;(0, L)).
Vamos entao multiplicar (2.21) por ¥ e integrar em [0, L] obtendo:

L L L
/ wpV dr — / Wy V¥ dr + a/ w ¥ dr = 0,
0 0 0

isto é,

(W, ¥) + ((w,¥)) + a(w, ¥) = 0.

Integrando em [0, s] e lembrando que ¥ = 0 em [s, 7] obtemos:

/Os(wtt,\lf) dt + /Os((w,\lf)) dt + O‘/Os(wt,\l’) dt = 0.

Como . .
(e, 1) = /0 w(a,€) dt — /0 w(a.€) d,

temos W(x,s) = 0.

Agora integrando por partes e utilizando ¥(z,s) = 0 juntamente com w(z,0) = 0,

obtemos

_/Os(wt,w) dt + /Os((qft,xy)) dt + oz/os(wt,\ll) dt = 0.

Dessa forma
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i 2 vl / v
s | e+ 55 [wiEd+ o [y =0

0 que equivale a

d [° s
_E/ ]w[Q dt + —/ H\IJH2 dt + Za/ (wy, ¥) dt = 0.
0 0

Dai segue que

lw(z, s)|* + ||¥(z,0)||* — 2a/os(wt,\11) dt = 0. (2.24)

Fazendo a integracao por partes temos:

w(z, $)2 + || U(z, 0| + 2a/ w2 dt =0V s 0<s<T.
0

Logo w(s) =0 g.s. em [0,T]. Dai concluimos que:

u(z,s) =v(x,s) q.s.em [0,T], Ve € (0,L).
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3 DECAIMENTO
EXPONENCIAL VIA METODO
DE ENERGIA

Neste capitulo provaremos que a solugao da equacao de onda com amortecimento

friccional possui decaimento exponencial. Para isso, utilizaremos o Método de Energia.

3.1 EQUACAO DA ONDA

Nesta secao vamos utilizar técnicas multiplicativas no problema da equagao de ondas.
Essas técnicas consistem em multiplicar a equagao de onda por fungoes adequadas e
integré-la ao longo do intervalo [0, L]. Para esta finalidade precisamos da continuidade
das funcgoes

u=u(z,t) e uy = uy(x,t).

Neste sentido se tomarmos o dado inicial
ug(x) € Hy(0, L)

entdo temos que u € H}(0, L) e pelo Teorema de Relilich-Kondrachov - ver [1], pagina

144 - parao caso j =0,m =1,p =2 e n = 1 segue que
u e C([0, L]).

Agora se
ui(x) € Hy(0,L)N H*(0, L),

entao, novamente pelo Teorema de Relilich-Kondrachov, além da continuidade de u; em
[0, L], temos ainda
u; € L*(0,L) e ug, € L*(0, L).
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Para calcular a Energia do Sistema associado a nosso problema principal, vamos

inicialmente considerar o seguinte modelo:

Ut — Ugye — 0 (31)
u(0,t) = wu(L,t)=0 (3.2)
u(z,0) = wuo(x) € Hy(0, L) (3.3)
u(2,0) = w(x) € L*(0,L). (3.4)
Multiplicando (3.1) por u; e integrando em (0, L) obtemos:
L
/ (ugy — Ugguy) dz =0, (3.5)
0
Vamos, entao, calcular separadamente cada parte da integral acima.
L L L
1 d d 1
d — - 2 d = — — 2 d . 36
/0 gy dx /0 5 7 |ug|” dx i /0 |ug|” dx (3.6)
L L L L
1 d d 1
cally AT = (Uy by — 2Ugy dT = — 5 :):Qd ____/ xzd-
/Ouutx (uzte)g /Ouutx /02dt|u| x dt20’u‘ T
(3.7)

Note que a integral em (3.6) faz sentido devido a localiza¢ao do dados iniciais, o que

garante v, € L*(0, L).

Por outro lado a integral em (3.7) também faz sentido pois u € L*(0, L) e u;, € L*(0, L).
Com estas integrais devidamente justificadas, podemos definir a energia do sistema.

Definigao 3.1. A energia cinética associada ao modelo (3.1)-(3.4) é dada por:

1 L
El(t) = 5 / |Ut|2d.r.
0

Definigao 3.2. A energia potencial associada ao modelo (3.1)-(3.4) é dada por:

1 L
E2(t):§/ (. [2d.
0

Definigao 3.3. Somando as energias cinética e potencial obtemos a Energia Total E(t)
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do modelo, ou seja

I IR
E(t):EI(t)+E2<t>:§/O | dm—|—§/0 |uy|“d.

A partir das defini¢oes anteriores podemos reescrever (3.6) e (3.7) como

L d
/0 gy dr = - Er(1), (3.8)
L d
/ Uty i — —-L By(8), (3.9)
i it

respectivamente.

Utilizando (3.5), (3.8) e (3.9) obtemos:

% Bi(t) + B()] = < [B®)] = 0. (3.10)

Dessa forma concluimos que a energia total, nesse caso, é constante o que significa

que nosso modelo estéd em movimento retilineo uniforme (MRU).

Vamos agora integrar (3.10) em (0,¢) com ¢ > 0:

bd N I
— [E@®)]dt= | —<= >dr + = |*dz b dt = 0.
[ gwena= [ 20 e s [Mupa)

Obtemos entao

1 [E 1 [F 1 [F 1 [F
-/ gz, )2 dar + -/ g (2, £)[? da = -/ gz, 0)[? d + -/ g (z, 0)|2 da.
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

Dessa forma, utilizando os dados iniciais do problema, e denotando u,(z,0) = ug(x)

concluimos que

1

E(t):§/0 |u1(x)|2dx+%/0 g () P (3.11)

De (3.11) observamos que o calculo da energia E(t) s6 é possivel se |u1(z)|? e |ua(z)]?

forem integraveis.
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Nesse contexto, faz sentido aplicar o Método de Energia e estudar o problema (3.1)-(3.4)

na seguinte forma:

Uy — Uz = 0, 2€(0,L), t>0
u(z,0) = wo(z) € Hy(0,L)

w(r,0) = wi(z) € Hy(0, L) N H*(0, L)
u(0,t) = wu(L,t)=0,t>0.

Vamos, a partir de agora, portanto, considerar o caso em que o sistema ¢ amortecido

por uma for¢a externa denominada atrito (representada por au;, com a > 0).

3.2 EQUACAO DA ONDA COM ATRITO

A partir de agora vamos trabalhar com o seguinte problema:

Uy — Uyy = —auy, v € (0,L), t>0 (3.12)
u(z,0) = wup(x) € Hy(0, L) (3.13)
uy(2,0) = wy(x) € Hy(0,L) N H*(0, L) (3.14)
u(0,t) = w(L,t)=0,t>0. (3.15)
Multiplicando (3.12) por w; e integrando em (0, L) obtemos:
L L
/ (ugty — ugpuy) de = —a/ ug|? da.
0 0
Dessa forma:
d L
—EB(t) = —a/ |ug|*dw < 0. (3.16)
0

De (3.16) temos que E(t) é uma fungao decrescente e como E(t) > 0 por definigdo

segue que

E(t) — 0 quando t — oo.
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Isto significa que, com o passar do tempo, o sistema para pois toda a energia ¢ gasta.

Da desigualdade de Poincaré temos que:

L L
/ uf2dz < (1/ w? dz, Yu € HA0, L).
0 0

Agora observe que, da equagao anterior obtemos:

1 [* 1 [* 1 [* 1 [*
¢ |, ]u\zd:c§§/0 \uxIde§§/o \ux]2dx+§/0 lug|* do = E(t).

Logo, quando ¢ — oo temos que E(t) — 0 o que implica que

L
/ lu(z,t)[* do — 0.
0

Dessa forma temos que v — 0 em L?(0,L). Ou seja, quando a energia no sistema

diminui, a variacao no deslocamento transversal também diminui.

Agora a questao importante é a seguinte: Qual é a taxa de decaimento da solucao

quando t — 0o?

3.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Definicao 3.4. Decaimento exponencial

Dizemos que a energia do sistema possui decaimento exponencial quando

E(t) < CE(0)e ™, onde C, w >0

Resumindo, para garantirmos o decaimento exponencial da solu¢ao de nosso modelo

com atrito procuramos estimativas da forma

E(t) < CE(0)e ™, Vt >0
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3.4 O METODO DE ENERGIA

O Método de Enmergia utilizado para provar o decaimento exponencial consiste em
construir um funcional de Lyapunov, £(t), que é um funcional equivalente ao funcional

de energia E(t) e, a partir dessa equivaléncia, obter a estimativa desejada.

Entendemos por equivaléncia entre L(t) e E(t) a existéncia de constantes reais e

positivas Cy e C tais que

CoE(t) < L(t) < CLE(t), ¥t >0

Voltando ao problema inicial, multiplicando (3.12) por u e integrando em (0, L) ob-

temos

L L L
/ Upth dr — / Uy AT = —a/ uu dx,
0 0 0
o que implica que

Ly L L L4
/0 I (urw) dx_/o |ug|” dl“F/O |ug|? dx:—oz/o BT u|? dx. (3.17)

Vamos definir entao:

Assim, utilizando (3.17) obtemos:

d L L
— Lq(t) = —/ lu|? da +/ |ug|? do. (3.18)

Lembremos que:

d L
pr E(t) = —oz/o |, |? da.

Multiplicando (3.18) por % temos

d a [F a [F
7 Ly(t) = —5/0 Jug | da + 5/0 [u,|* da.

| e
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Agora definimos L(t) = % L1(t) + E(t) e dai temos que:

d o [T o [T L o [T o [T
Eﬁ(t) :—E/O |ux|2dx+§/0 |ut|2dx—a/0 |ut|2dx:—§/0 |ug|*dw — 5/0 || 2.

Assim

d

onde Cy = av.

Como existem Cy e C tais que CoE(t) < L(t) < C1E(t) entao

1

Dai temos que:
d d C,
7 Co B(t) < = L(t) = =Cy B(t) = (-1) C3 B(t) < —50 CLE(1).

Logo

o que implica que

E'(t) < —w E(t) onde w = —-.
Gy

Dessa forma chegamos a E'(t) + wE(t) < 0.

Usando o fator integrante e*! teremos

d
e E'(t) + e wE(t) < 0= g (e E(t)) <0.

Integrando em (0,¢) obtemos:
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/t% (e E®)dt <0 < € E(t)—e""E0)<0
& e'E(t) < E(0)
& E(t) < E(0)e ™.

Provamos, portanto, o decaimento exponencial da solugao para o problema (3.12)-

(3.15), como queriamos.
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4 SEMIGRUPOS

Neste capitulo apresentamos a Teoria de Semigrupos e os importantes Teoremas de

Hille-Yosida (ver [9]), Lummer-Phillips (ver [9]) e de Gearhart (ver [3]).

4.1 ASPECTOS BASICOS

A funcao exponencial e*4, onde A é um nimero real e ¢t uma variavel real, pode ser

definida pela férmula

2y (t:!)n. (4.1)

n=0
A série que figura no segundo membro da equagao anterior converge para todos os valores

reais de t e define uma funcao em R.

Sem dificuldade alguma, mostra-se que esta definicao se estende ao caso em que A é

um operador linear limitado de um Espaco de Banach X.

Neste caso, a série que aparece em (4.1) converge na topologia uniforme de £(X), a
dlgebra dos operadores lineares limitados de X, e portanto, para cada t € R, sua soma é

um operador limitado deste espago.

Problema bastante delicado, porém, é definir a " funcao exponencial " quando A é nao
limitado. Uma das razoes de interesse em tal funcao é que, formalmente, ela é solucao do

seguinte problema de Cauchy:

Dado um operador linear nao limitado A, de um Espaco de Banach X, determinar uma

funcio U(t) = €4, definida em RT, com dominio D(A) e que satisfaca as seguintes



38

equacoes:

U, —AU = 0
U(0) = U,.

Neste sentido temos as seguintes defini¢oes:

Definigao 4.1. Seja X um espago de Banach e £(X) a algebra dos operadores linea-
res limitados de X. Dizemos que uma aplicagdo S : RT — £(X) é um semigrupo de

operadores lineares limitados de X, quando:

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de X;
2. S(t+ s) = S(t)S(s), para todo par s,t € RT.

Defini¢ao 4.2. Denotamos || - || a norma do espago X e dizemos que o semigupo S é
fortemente continuo - e o denominamos Cy-Semigrupo - se:
lim ||(S(t) — I)z|| =0, Vx € X.

t—0+

Definigao 4.3. Dizemos que o Cyp-Semigrupo S ¢ de contragao, quando |[S]|| < 1.

Definigao 4.4. O operador A : D(A) — X, definido por
S(h)—1
A(z) = lim Lx, para todo z € D(A),
h—0 h

onde D(A), o dominio de A, é dado por:
—1I
D(A) = {x € X : existe o limite lim Mw } :
h—0 h
é dito o gerador infinitesimal do Cy-Semigrupo S.

Quando A é o gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo S, denotamos S = e

Da definigao acima, podemos reescrever o dominio do operador como

D(A) ={we X/Aw e X}.

Temos a seguinte propriedade:
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Propriedade 4.5. O conjunto D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador

linear.
Demonstracao. Consequéncia imediata da Definicao 4.4. O

Uma estimativa para o Cop-Semigrupo S(t) é dada pela propriedade abaixo.

Propriedade 4.6. Existe M > 1 tal que

[[S(t)|| < M e*" para todo t > 0 sendo w uma constante positiva.

Demonstragao. Existe 6 > 0 tal que ||S(¢)|| é limitada em [0, 6], posto que, do contrario,
existiria uma sequéncia t, — 07 tal que ||S(t,)|| > n para todo n € N. Assim, do
teorema da Limitagdo Uniforme, existiria ao menos um x € X tal que [|S(t,) z|| > n
e isto contraria a definigdo de S(t) ser um Cp-Semigrupo. Logo ||S(t)|] < M para todo
t € 0,4] e como ||S(0)|| = 1, segue que M > 1.

Agora note que, dado t > 0, pelo Algoritimo de Euclides existe n € N tal que t = nd+r

onde 0 < r < 4. Temos entao,

ISl = [IS(nd + )]
= ISl
= [[S@I" S|
< M"M.

Observamos que t = nd + r implica que n < % e portanto

t t ]_
IS@)|] < MsM=es™M M = Me™, onde w=~In M.

Considere agora a seguinte propriedade,

Propriedade 4.7. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo S(t). Se z € D(A)

entao:
(i) S'(t)x = AS(t)z,

(i) S(t)z € C°([0,00) : D(A)) N C ([0, 00) : X)
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Demonstracao. Prova de (i): Para z € D(A), temos por um lado

) S(t+ h)x — S(t)x

8.0 = hlgél+ h
B . S(h)z—z B
= S(t) hlg(r)l+ — = S(t) Ax = AS(t)z.

e por outro lado

S-() = hli>r(r)l+ —h
_ tim S(t—h)x —S(t—h+h)x
h—0t —h
~ lim S(t— ) lim ST
h—07+ h—07*

= S(t) Ax = AS(t)z.

de onde segue S'(t)x = AS(t)x.

Prova de (ii): E facil ver que as aplicacdes

t — S(t)r € C°([0,00) : X)

t— S’ (t)z € C°([0,00) : X),

logo
t — S(t)r € C'([0,00) : X).

Note que S(t)x € D(A) e, portanto, S(t)z € C°([0,00) : D(A)). Entao

S(t)z € C°([0,00) : D(A)) N CH([0, 00) : X).

Considere agora a seguinte propriedade sobre o gerador infinitesimal.

Propriedade 4.8. Se S;(t) e Ss(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal A, entdo

S1(t) = Sa(?).
Demonstragao. Considere a funcao F(s) = Si(t — $)Sa(s). Entao

F(s) = —ASi(t—s)Sas)+ Si(t —s) ASs(s)
= —Sl(t — S) ASQ(S) + Sl(t — S) ASQ(S) = O,
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logo F'(s) é uma fungdo constante. Agora note que

de onde segue S;(t) = Sy(t). O
Observe que definindo U(t) = S(t)Uy, segue da Propriedade 4.7 que U’ (t) = AU(t) e que
U(0) = Uy, logo U(t) = S(t)Up € solucao do seguinte problema de evolugao:
Ut - AU - 0
(4.2)
Além disto esta solugao satisfaz U € CY([0,00) : D(A)) N C*([0,0) : X).

Observe também que da Propriedade 4.8, sendo A o gerador infinitesimal de S(t), po-
demos afirmar que U(t) = S(t)Up ¢é a tnica solugao de (4.2).

Neste momento ¢ fundamental entender que, na tentativa de resolver o problema (4.2),
nossa meta agora é obter as condi¢oes necessarias e suficientes para que o operador linear
A seja gerador infinitesimal de um Cp-Semigrupo S(t). Neste sentido iremos demonstrar

nas proximas secoes os importantes teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips.

4.2 TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

Para simplificar a notagao, vamos escrever A € G(M,w) para exprimir que A é o gerador

infinitesimal de um Cy-Semigrupo que satisfaz a condi¢ao
I[S@)|| < Me*t, t > 0.
Com esta notagao A é gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contragoes
S(t) = e

quando A € G(1,0).



Uma condicao necessaria e suficiente para A € G(1,0) é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.9. ( Hille- Yosida ) Um operador linear A sobre X satisfaz:

- A é fechado e densamente definido,

I A=A YA A>0e||(M—A)7Y] < 5 onde T ¢ o operador identidade,
se, e somente se,

A é gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contragoes S(t).

Demonstragao. Para a primeira parte, faremos a demonstracao do seguinte modo:

(i) Seja R(\,A) = (M — A)7 L e Ay = NMAR(\, A) = M2R(\, A) — A entdo

lim Ayx = Ax.
A—00

(ii) Seja Sx(t) x = 2. Entao ||Sa(t)]] < 1.

(iii) lim Sy(t)z = S(t) z.

A—00

(iv) {S(?) }+>0 € um Cp-Semigrupo.
(v) A é gerador infinitesimal de {S(#)}:>o0.

Prova de (i):

RONA (M —A) = I
AR\, A) — AR\ A) = T
ARNA) =T = AR() A)
IAR(A, A)z — zf| < HR(A,A)HHAJEHS%!!Aw!!’

logo AR(A\,A)x — x V x € D(A) e por densidade V x € X.

Dessa forma temos que

42
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lim Az = hm M RN Az =A hm AR\, A)x — .

A—00

Prova de (ii)
Seja
S/\(t> _ etAA _ etAQR()\,A)f)\t

[1SA(8)]| = Het>\2 (M A) A = e—AtHet,\?R(A,A)H

)| Z—(“ R](.ﬁ’AW ||

IA
Q\
>
&~
L[M]e -
—~ =]
~
>~
[\]
S~—
<
[
|
>
o~
D
>
~~
—_

Prova de (iii)
SA(t) — S (t)—/lis (t(1 — 7))S\(tT)dT = /1 d et At Ax g
A pA o dr K TIRAET) AT = 0 dT g

= / A dr
0

1
_ / wtT A=A (A~ A)dr
0

_ / S, (H(1 — 7))Sa(r )t (As — A,) dr.

0
Logo [|Sa(t)z — S, (t)x|| < t||Ax — A,l| e como Ay — A, (S,) é convergente para todo
x € D(A) e por densidade para todo = € X, sendo a convergéncia uniforme nos limitados

[0,7]. Portanto, pelo teorema de Banach-Steinhaus, existe um operador linear S(t) tal

que Sy (t) — S(¥).

Prova de (iv)

S(0) = lim S,(0) = hm ® =1 portanto S(0) = 1.

A—00 —00

S(t+ s) = lim ™9 = lim ™ lim e 4 = §(¢)S(s).

A—00 A—00 A—00
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ISz — || < [[S(t)x — SA(t)x + SA(t)r — 2|

< IS(#)z = Sa(®)z] + [[Sa(t)z — x|
= |IS(t)z — S\(t)z|| + ||ez — x|| = 0 para A — co e t — OF.
Prova de (v)
ISA(t)Axz — S(t)Az|| = [[SA(t)Axz — Sa(t) Az + Sa(t) Az — S(t) Az|

< [ISx@[ [[Axz = Az[| + [|Az[[[SA(t) = S]],

e fazendo A — oo segue que Sy(t)Ayxr — S(t)Az. Esta convergéncia serda usada logo

abaixo. Considere

d
%S)\(t)ilﬁ = A)\S)\(t)ﬂf

Integrando em (0,t) obtemos

t
S/\(t)l‘—l‘ :/ S)\(t)A)\l'dt,
0

e fazendo A — oo obtemos .
S(t)r —x = / S(t)Ax dt,
0

de onde segue

S(t)x — I
Wr=e _ —/ S(t) Az dt,
t t Jo
o que implica
lim S(t)r —x = Ax.
t—0 t

A demonstragao da primeira parte do teorema esta completa.

Agora iremos provar a reciproca.

1 [t
Consideremos z;, = E/ S(t)xdt € D(A) para x € X.
0

Temos entao que z;, — x quando h — 0, V2 € X, logo D(A) = X.

Vamos mostrar que A é fechado. Seja z, — e Ax, — x em X. Temos entao:

d
ES(t)xl, = AS(t)x,,

Integrando em (0,¢) e passando o limite obtemos
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S(t)r —x

1 t
. = Z/ S(t)xdt = S(c)x, com 0 < ¢ <t.
0

Fazendo t — 07 segue que

SOT=T _ oo Ar= 1.

Dessa forma mostramos que A é um operador fechado.

A aplicacdo t — S(t)x é continua e uniformemente limitada nos limitados [0, 7], por-

tanto a integral abaixo é bem definida:

R(\) = /OOO e MS(t)x dt.

Temos que

o —1 1 1
IRW)|| < ||gc\|/0 e dt = lim [=e ™ 4 5] = £V A> 0. (4.3)

Logo temos

S(h) — 1
h

) e)\h -1 o0 e}\h h
/ e MS(H)xdt = / e MS()xdt — — [ e MS(t)xdt,
0 h 0 hJo

e fazendo h — 0, segue que AR(N)x = AR(A)z—uz, isto é, RN (A—A)z =z V = € D(A).
Por outro lado, em D(A), R(\) e A comutam e entdao (A — A)R(N)z =2 V x € D(A).

Finalmente, por densidade R(A)(A — A)x = (A — A)R(A\)x = z V = € X e, portanto,
existe (A\] — A)~! e de (4.3) concluimos que

A= A)7 ] <

> =

4.3 TEOREMA DE LUMMER-PHILLIPS

A seguir apresentamos outra caracterizagao dos geradores infinitesimais dos Cy-Semigrupos
de contracoes, o teorema de Lummer-Phillips, o qual sera utilizado neste trabalho para

obtermos a existéncia e unicidade de solucao para o modelo dissipativo que representa as



46

pequenas vibracoes transversais de uma corda elastica, fina e fixa nas extremidades.

Definigao 4.10. Dizemos que o operador linear A : X — X é dissipativo, quando
Re(Ax,x) <0,
para todo x € D(A).

Lema 4.11. Um operador A é dissipativo se, e somente se

[|(AI — A)zx|| > Al||z||, para todo x € D(A), A > 0.

Demonstragao. Se A é dissipativo entdo para todo A > 0 e para z € D(A) teremos:

1Az — Az||[|z|| > [(\z — Az, z)| > Re (Ax — Az, x) > |||,
de onde segue a primeira parte da demonstracao.

Reciprocamente, tomemos = € D(A) e suponhamos que A||z|| < |[|[A\x — Az|| para todo

A > 0. Dai temos que:

Nlzl|* < [[Ax — Axl* = N[Jz[]* — 2Re (A, Az) + || A| %,

de onde segue que

Re (v, Az) < —||Az|[?, VA > 0.

1
2\
Fazendo A — oo chegamos em:

Re (z, Az) < 0.

Portanto A é dissipativo.

O

Definigao 4.12. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo em um espago de

Hilbert H. Definimos o conjunto resolvente de A, p(A), como:
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p(A) = {)\ eER; (M —A)é inversével} onde I : H — H é o operador identidade.

Proposigao 4.13. Se A ¢é operador dissipativo e Im(Agl — A) = X, \g > 0 entao:

Ao € p(A) e A é fechado.

Demonstragao. Por hipotese temos que Im(Nl — A) = X, A\g > 0 e como pelo Lema

(4.11) (Aol — A) ¢é injetiva temos que (Aol — A)~! existe. Ainda pelo lema, Vo € X

[lz]] = [I(Aod = A) (NI — A) " || = Xol[(Ao — A)~" 2],
i.e., (Aol — A)™' € L(z). Logo o € p(A) e A ¢ fechado.

]

Vamos considerar H um espago de Hilbert. O seguinte teorema diz que a condigao
Im(A — A) = H, VYA > 0, pode ser enfraquecida para Im(Ag/ — A) = H para algum
)\0 > 0.

Teorema 4.14. (Lummer-Phillips)
(1) Seja A dissipativo e A\g > 0 tal que a Im(Al — A) = H, entao A € G(1,0).
(77) Se A € G(1,0), entdo A ¢ dissipativo e para todo A > 0 temos que

Im(M — A) = H.

Demonstragao. Iniciamos demonstrando (i). Provaremos primeiro que se existe Ay > 0

tal que Im(Aol — A) = H, entao teremos Im(A — A) = H para todo A > 0.

Temos, por hipotese, que Ay > 0. Logo, pela Proposigao (4.13), Ag € p(A). Portanto, o

conjunto

A= p(A)N(0,00)

é nao vazio e como p(A) é aberto, A é aberto em (0, 00). Provaremos que A é fechado em
(0, 00).



48

Seja A\, € Ae X, = A, A€ (0,00). Como A, € A temos que

Im(A\, I —A)=X, Vne N

Logo, se y € X, existe para cada p € N, z, tal que (A\,I — A)z, = y. Pelo Lema
(4.11) temos que

lzull < AW = A)z]l = A Iyl < © (4.4)

Aulley = || < Al = 20) = Al —2)|]. (4.5)

Da definicao de z,, segue que

e, consequentemente,

ATy — Ay + Ny — Ny, — Az, — x,) =0,

o que implica que

Moy — ) + (N — )y, — Az, — ) = 0.

Dai

Moy — ) — Az, — ) = (A — Ap)z. (4.6)

De (4.5) e (4.6) obtemos

Al = 2]l < 11 = Al < A = Adllel < A = Al €

Como A, — A > 0 temos que z, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Seja x,, — z. Sendo A
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um operador fechado, teremos Az — Az = y. Como y é um elemento arbitrario de X segue
que Im(A — A) = X. Lembrando que A > 0 e utilizando a Proposigao (4.13) concluimos
que A € p(A).

Portanto A € A o que implica que A é fechado em (0, 00). Logo,

A = (0,00) = (0,00) C p(A).

Dessa forma, mostramos que VA > 0 temos que A € p(A).

Utilizando o Lema (4.11) temos que
|| Az — Az|| > M||z||, para todo z € D(A),
de onde segue que para todo A > 0 o operador (A — A)~! ¢ continuo e satisfaz

(A= A) ] <

> =

Como consequéncia do teorema de Hille-Yosida segue o resultado.

Agora vamos demonstrar (i7). Para mostrar que A é dissipativo, seja © € D(A). En-
tao

[(S®)z, z)| < [ISE)| ||zl < |||,
e portanto

Re (S(t)r — x,x) = Re (S(t)x,z) — ||z||* < 0.

Dividindo a expressao acima por t e fazendo t — 01 segue que

Re (Az,x) <0,
como queriamos demonstrar.
Para concluir a prova de (ii) observamos que Im(A — A) = H é uma consequéncia
imediata do teorema de Hille-Yosida. ]

A seguir provaremos um importante corolario do Teorema de Lummer-Phillips.

Corolario 4.15. Seja A um operador com dominio denso D(A) em um espago de Hil-
bert H. Se A é dissipativo e 0 € p(A), o conjunto resolvente de A, entdo A é gerador

infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contragoes.
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Demonstragao. Se 0 € p(A) entao o operador A ¢ inversivel e A™! ¢ um operador linear
limitado. Usando o teorema da aplicagdo contragao (ver [5], Teorema 5.2.1, pagina 215)
podemos mostrar que o operador \I — A ¢é inversivel para 0 < A < [|A7!||. Logo segue

pelo teorema de Lummer-Phillips que A gera um Cy-Semigrupo de contragoes em H. [

4.4 TEOREMA DE GEARHART

Esta secao é relacionada com os resultados que estabelecem as condi¢oes necessérias
e suficientes para um Cy-Semigrupo ser exponencialmente estavel. Inicialmente considere

as seguintes definigoes.

Definigao 4.16. O Cy-semigrupo de contragoes S(t) = e, gerado pelo operador A, é

exponencialmente estavel quando existem constantes positivas M e w tais que
IS@)]| < Me™".

Definigao 4.17. Seja A o gerador infinitesimal de um Cp-Semigrupo em um Espaco de
Hilbert H. Definimos o espectro de A, 0(A), e o conjunto resolvente de A, p(A), como

abailxo:

o(A) = {X € C;(M — A) nao ¢inversivel } onde I : H — H ¢ o operador identi-
dade.

p(A) =C \ o(A), o complementar de o(A) em C.

Considere agora o seguinte teorema devido a Huang [4].

Teorema 4.18. Seja S(t) = e' um Cy-Semigrupo em um Espaco de Hilbert. Entao S(t)

é exponencialmente estavel se, e somente se,
sup{ReX\; A € 0(A)} <0
sup [|[(A] — A)7Y| < oo,
ReA>0

O seguinte resultado foi obtido por Gearhart (ver [14]).



51

Teorema 4.19. Seja S(t) = e* um Cy-Semigrupo de contracoes em um Espaco de Hilbert.

Entao S(t) ¢ exponencialmente estével se, e somente se,

p(A) D {iB,p € R} (4.7)
e
limsup || (i8I — A)7}| < oo. (4.8)
|Bl—o00
Demonstragao. Ver [3], [4] e [10]. O

4.5 SEMIGRUPOS APLICADOS A SISTEMAS DIS-
SIPATIVOS

Quando se considera o estudo do decaimento exponencial da solu¢ao de um modelo
dissipativo governado por equacgoes diferenciais parciais, o problema é estabelecer uma

estimativa para a energia total do sistema, F(t), da forma

E(t) < CE(0)e ™, Vt>0.

Para semigrupos, na analise do comportamento assintotico a estimativa abaixo

S| < Ce™™, Vt>0,
indica a estabilidade exponencial do Semigrupo dissipativo S(t) gerado pelo sistema.
Por muito tempo permaneceu em aberto se o decaimento exponencial da energia total

do sistema e a estabilidade exponencial do semigrupo gerado pelo modelo dissipativo

eram equivalentes.

Hoje é conhecido (ver S. Zheng [15]) que estas duas estimativas sdo equivalentes.

Neste sentido, iremos provar o decaimento exponencial explorando as propriedades dissi-

pativas do semigrupo associado ao sistema.

Neste contexto, iremos utilizar uma variante dos teoremas de Huang e Gearhart, cuja

equivaléncia foi demonstrada por Z. Liu e S. Zheng [8] para o caso em que S(t) = e é

um Cp-semigrupo de contragoes em um Espacgo de Hilbert.
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Utilizando estes teoremas, combinados com argumentos de contradi¢ao e técnicas de EDP,
os autores mostraram a estabilidade exponencial de e?, ou em outras palavras, o decai-

mento exponencial de varios modelos dissipativos em EDP.

Neste trabalho utilizaremos o teorema de Gearhart e a esséncia do método que emprega-
remos consiste em supor por contradi¢ao que as hipéteses do teorema sao falsas, isto é, na
primeira etapa, ao supormos que a condigao (4.7) é falsa, teremos a garantia que existe

ao menos um (3 > 0 tal que
i€ oa(A),

onde o(A) é o espectro do operador A.

Estaremos utilizando adequados espagos de Hilbert, e da teoria geral dos espacos de
Sobolev, iremos obter imersoes compactas o que garantira, via teoria espectral, que o(A)
é constituido apenas de autovalores de A. Em seguida utilizando adequados multiplicado-
res e técnicas conhecidas do estudo de EDP, iremos gerar uma contradigao. Deste modo

provaremos a primeira condi¢ao do teorema de Gearhart.

Na segunda etapa, quando supomos que (4.8) é falsa, obtemos a seguinte informagao:

lim sup [|(i8 — A) 7| = oo,

8] =00

0 que nos permite obter uma sequéncia de vetores
U, € D(A) satisfazendo ||U,|| = 1.

Neste momento usamos o fato do operador A ser dissipativo e ap6s um raciocinio razoavel
de analise matemaética, conseguimos obter uma contradi¢ao sobre a sequéncia de vetores
U,,. Deste modo provaremos a segunda condicao do teorema de Gearhart e por consequén-

cia a estabilidade exponencial do modelo em questao.

O grau de dificuldade em seguir as idéias apresentadas nas etapas acimas mencionadas
esta diretamente relacionado com o modelo em estudo. Esperamos que ao compreender

a técnica, o leitor possa aplicar o método com sucesso a outros modelos em EDP.

Cabe ainda destacar que podemos utilizar os teoremas de Gearhart e Huang para provar o

"blow up" em tempo finito de modelos governados por EDP, por exemplo, ver Raposo [11].
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Para finalizarmos esta secao lembramos que o ponto alto deste trabalho é apresentar

este método, aplicando-o ao modelo da corda vibrante com amortecimento friccional.
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5 EXISTENCIA, UNICIDADE E
ESTABILIDADE
EXPONENCIAL DA SOLUCAO
VIA SEMIGRUPOS

Neste capitulo provaremos a existéncia, unicidade e decaimento exponencial da solucao

da equagao de onda com amortecimento friccional utilizando a Teoria de Semigrupos.

5.1 SISTEMA ELASTICO

Nesta se¢ao retomamos o problema estudado anteriormente onde a dissipagao provo-
cada pelo atrito foi representada por au; onde o é uma constante real positiva. Neste
sentido, estudaremos a existéncia, unicidade e estabilidade de solucao para o modelo que
descreve as pequenas vibragoes verticais da corda elastica de comprimento finito L e presa

nas extremidades, utilizando outro método, isto é, utilizando a Teoria de Semigrupos.

Representamos por u(z,t) o deslocamento transversal de cada ponto = € (0, L) da corda
no instante ¢t > 0, a partir de sua posicao de equilibrio. Neste sentido temos o seguinte

modelo dissipativo:

U — Upe + oy = 0, (2,1) € (0,L) x (0,00), (5.1)
u(z,0) = wo(z), =€ (0,L), (5.2)
u(z,0) = w(z), =€ (0,L), (5.3)
uw(0,t) = w(L,t)=0, t>0. (5.4)
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5.2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Teorema 5.1. O modelo (5.1)—(5.4) possui uma tnica solugao u(z,t) na classe
u e C”((0,00), Hy(0, L) N H*(0,L)) N C" ((0,00), H*(0, L)) N C?((0,00), L*(0, L)) .
Demonstracao. Inicialmente vamos escrever o modelo da forma

U, — AU =0 (5.5)
U(0) = U,. (5.6)

Nosso objetivo é mostrar que A é o gerador infinitesimal do Cy - semigrupo associado a
(5.1)—(5.4).

Utilizando (5.1), denotando v = u; e

podemos escrever

Uy v 0 I U
Ut p— pu— p—
Uy Ugy — QU A —al v

Seja H = H(0,L) x L?*(0, L). Definimos o dominio do operador A por

= AU.

D(A) = [H}(0, L) N H*(0,L)] x H(0, L).

Das propriedades dos espagos de Sobolev, segue que D(A) é denso em H. Vamos agora

definir em H um produto interno. Para

definimos

L
(UL, Uy = / (ulu? +v'v?) da.
0
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Utilizando este produto interno temos

wow =[]

L
= / (Vply + UzeV — a?) d
0

L L
= / Uyl dT —I—/ (Upy — av)v dx .
0 0

Integrando por partes e usando as condig¢oes de contorno, obemos

L L
(AU, Uyy = / (Vo + Ugev — av?) da = —a/ |v]? du, (5.7)
0 0

de onde segue que Re (AU,U)y < 0 e, portanto, A é dissipativo.
Vamos mostrar agora que 0 € p(A).

Sabemos da definigao (4.4) que o dominio do operador A é
D(A) ={U € X/AU € X},

onde X deve ser tomado o mais simples possivel.

h

No nosso caso X = Hj(0,L) x L*(0,L). Neste sentido para F = ;
2

] € H}(0,L) x

(7
€
v

L*(0,L) temos U = A7'F, (ver [5], segao 3.2.1), e daf existe uma tnica U =

H(0,L) x L*(0, L) tal que AU = F, ou seja,

v _ fi
Ugpy — QU f2 '
Queremos mostrar que U € D(A) = (H}(0, L) N H?(0, L)) x H}(0, L). Temos:

v=fi

Uzz—Oé’U:fQ,

de onde segue

Ugy = f2 +Oéf1.
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Como
fi € Hy(0,L) € L*(0, L),

temos que
f2 + Oéfl S L2<0, L)

Para o problema u,, = fo + afi, com fo + afi € L*(0,L), sabemos que existe uma
solugao u € H}(0,L) e por regularidade eliptica, u € H?(0,L). Logo, temos que u €
H}(0,L)N H*(0, L).

Como v = f; e f1 € H(0, L), podemos afirmar que v € H} (0, L).

Dessa forma mostramos que:

U:

! ] € H3(0,L)N H*(0, L) x HY(0,L) = D(A),

e que,

AU =F, VF € Hj(0,L) x L*(0, L),
de onde segue que 0 € p(A). Dessa forma, pelo Corolario (4.15) temos que A é gerador
infinitesimal de um Co— semigrupo de contragoes {S(t)} e U(t) = S(t)U(0) ¢ solugao do
problema (5.5)-(5.6).

Da teoria de semigrupos, sabemos que U ¢ solu¢ao tnica e que

U € C°( (0,00), D(A) )N CY( (0,00), X ).

Assim
[ B ] € C°( (0,00),(Hy N H?*) x Hy YNC'( (0,00), Hy x L*),
isto é:
u € C° (0,00), Hi N H* )N C* (0,00), Hy ). (5.8)
u, € C( (0,00), L* ) = u € C*( (0,00), L*). (5.9)

De (5.8) e (5.9), temos:

u € C°( (0,00), Hy(0, L) N H*(0,L) ) N C*( (0,00), Hy(0,L) ) N C*( (0,00),L*(0,L) ).
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5.3 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Usaremos o teorema de Gearhart, Teorema (4.19), para mostrarmos que o modelo

U — Uze +uy = 0, (z,t) € (0,L) x (0, 00)
u(x,0) = up(x), € (0,L),
u(z,0) = uy(x), z € (0,L),
u(0,t) =wu(L,t) =0, t >0,

é exponencialmente estavel.

Do mesmo modo que fizemos para obtermos o resultado de existéncia, consideramos u; = v

u
elU = . Entao
v
Uy v 0 I U
Ut = e = — AU 5
Ut Ugye — QU A —al v
de onde segue que U, — AU = 0 e, portanto,
0 I
A=
A —al .

Neste sentido temos o seguinte teorema:

Teorema 5.2. O Cy-semigrupo de contracoes (S(t) = e?!), gerado pelo operador A, é

exponencialmente estavel, i. e., existem constantes positivas M e w tais que

IS(H)]] < Me™".

Demonstragdo. Para este operador definimos H = H} (0, L)x L*(0, L) e D(A) = (HL(0, L)N

H?*(0, L)) x H}(0,L). Vamos agora verificar as condigoes do teorema de Gearhart:

p(A) 2 {iB, B € R}

limsup ||(iB] — A) ™| i < oo.

8|00
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Faremos a prova por contradi¢ao. Na primeira etapa, iremos supor que a inclusao abaixo

¢é falsa

p(A) D {ip, p € R}.

Com esta hipotese existe ao menos um 5 > 0 tal que if € o(A). Como D(A) tem imersao
compacta em H, segue da teoria espectral que ¢ é um autovalor de A, logo existe pelo

menos uma fungao vetorial U € D(A), ||U|| = 1, tal que

1pU — AU = 0.
Desta tltima equacao obtemos
ifu—v =0, (5.10)
ifv — Au+ av = 0. (5.11)

Fazendo o produto interno de ¢{3U — AU com U obtemos
BIU|I* - (AU, U) = 0.
Tomando a parte real e utilizando a propriedade dissipativa do modelo, a qual provamos

L
a/ lv[2dz = 0,
0

de onde segue que v = 0 em L*(0, L). Utilizando (5.11) segue que Au = 0 em L?(0, L).

em (5.7), obtemos

Agora lembramos que o problema elitico u,, = 0 admite uma tnica solucao localizada
em H}(0,L). Como u = 0 & solugao do problema, entdao u = 0 em Hy (0, L). Mostramos

entdo que U = 0 em H e isto ¢ uma contradigao pois, por hipotese, ||U|| = 1.

Agora iremos para a segunda parte da demonstragao. Vamos supor que

limsup ||[(AM — A) 7 !|g = o0, onde X =7if.

[A| =00
Nesta condicao existe (V},)nen tal que

1OWT = AVl o
Walla ="

de onde segue que
(A = A) Vol = nl[Val |- (5.12)



Uma vez que (V,)nen € H e que A\, € p(A), existe uma tnica sequéncia
(Un)nEN € D(A>7

tal que,
MUp — AU, =V, com ||U,|lg =1.

Utilizando (5.12), observamos que
Unlltr = nl[A\Up — AU |0

e denotando f,, = A\, U, — AU, segue que

1
n

e dai,

fn — 0 (forte) em H.

Fazendo o produto interno de f, por U,, obtemos
/\n<Una Un> - <AUn7 Un> = <fn7 Un>

Tomando a parte real e utilizando (5.7), obtemos

L
MUl + o / fonPde = (fo, Un),
0

e dai,
L
a/ v, |2dz < {f,, U,) — 0.
0

Portanto,
v, =0 em L*0,L).

Considere agora \,U,, — AU, = f,, isto é:

de onde segue que

)‘nun —Up = fqi

2
AnUn — U ze + OV, = [,
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(5.13)

(5.14)
(5.15)
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Utilizando (5.13) temos:
Aty =0 em L*0,L). (5.16)

Observando que ), — +oo, segue de (5.16) que u, — 0 em L?*(0,L) o que é uma
contradigao pois ||U,||g = 1. Sendo verificadas as condigoes do teorema de Gearhart, fica

entao provada a estabilidade de solugao. O]



62

6 COMENTARIO FINAL

Neste trabalho aplicamos ao sistema dissipativo da corda vibrante em dominio limi-

tado e presa nas extremidades dois métodos distintos.

No primeiro momento introduzimos alguns resultados dos Espagos de Sobolev e mos-
tramos a existéncia e unicidade de solugao para o problema de ondas com amortecimento
friccional pelo Método de Faedo-Galerkin e em seguida provamos o decaimento exponen-
cial utilizando o Método de Energia. Para o método de Energia foi necessario utilizar
adequados multiplicadores e para isto precisamos da continuidade destes multiplicadores
o que nos obrigou a escolher dados iniciais mais regulares. Esta situacao mostra que a
solugao fraca obtida pelo método de Faedo-Galerkin nao é suficiente para o estudo do

comportamento assintotico.

No segundo momento, introduzimos os conceitos da Teoria de Semigrupos e estudamos
a existéncia, unicidade e estabilidade exponencial do Semigrupo dissipativo do sistema
gerado pelo problema de ondas com amortecimento friccional. Com a Teoria de Semi-
grupos, observamos que a regularidade da solugao, necesséaria ao estudo da estabilidade

exponencial, fica estabelecida ja no teorema de existéncia de solugao.

Por fim, esclarecemos que a abordagem que fizemos explica os dois métodos mais utiliza-
dos na atualidade no estudo de sistemas dissipativos governados por Equagoes Diferenciais

Parciais.
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